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1 Giris

T.M.D. Bagkan1 Sayin Prof. Dr. Attila Agkar, 3. Tosun Terzioglu Konusmasinin Davetli
Konugmacist Prof. Dr. Robert P. Langlands’in 6ngérdiigii, giiniimiizde “Langlands
Programi” olarak adlandirilan, aym1 zamanda “Matematigin Biiyiik Birlesik Kurami”
olarak da diisiinebilecegimiz, beni genglik yillarimdan beri biiyiileyen bu éngériiler
ag1 tizerine kisa ve teknik olmayan bir girig konugmasini, bu muazzam programm ku-
rucusu olan Langlands’in, 3. Tosun Terzioglu Konugmas: olarak birazdan sunacagi
“Otomorfik formlarin bagimsiz bir teorisi var mi?” adli dersten 6nce yapmami 6ner-
diginde ¢ok heyecanlandim ve ¢ok mutlu oldum. Saymn Attila Agkar’a dolayisiyla
kalpten tegekkiirlerimi sunuyorum...

2 Langlands programi nedir?

M. Harris, V. Lafforgue gibi kimi matematik¢iler Langlands Programini mitolojik
yaratik “Hidra”ya benzetirler... Gergekten de Langlands Programi biinyesinde ¢ozii-
len bir problem beraberinde agiklama gerektiren yeni problemler tiiretmektedir. Bu
nedenle Hidra benzetmesi saniyorum yerindedir.

Peki Langlands Programi nedir? Bu program, en temel hali ile, Sayilar Kuram
(=Aritmetik) ile Harmonik Analiz’i baglayan 6ngoriiler agidur.
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Okuyucuya Langlands Program: hakkinda bir fikir vermesi agisindan sadece en
“basit” durum olan GL(n) grubu igin yerel ve kiiresel Langlands karsiliklilik ilkele-
rinden bahsedecegiz. Programim iki temel samis1 olan Karsiliklilik ve Fonktirsellik
llkelerinin ¢ok daha genel oldugunu da burada belirtelim.

2.1 Kiiresel cisimler ve yerel cisimler

Sayilar kuraminda temel objeler K ile gosterecegimiz kiiresel cisimler, yani Q rasyo-
nel sayilar cisminin veya F,-katsayili F,(7") fonksiyon cisminin sonlu geniglemeleri
ve beraberinde tanimladigi K’nin G'x mutlak Galois grubu ve akrabasi olan K nin
W mutlak Weil grubu ile, bu K kiiresel cisminin tiim sonlu veya sonsuz v yerle-
rinde K’nin v-sel tamlaniglari olan K, yerel cisimleri ve tammladiklan K, 'niin G,
mutlak Galois gruplar1 ve akrabalar1 olan K, ’niin Wy, mutlak Weil ile K, niin

W Ak, mutlak Weil-Arthur gruplarldl

2.2 Siif cisim kurami

Her sonlu veya sonsuz v yeri i¢in K kiiresel cisminin v-sel tamlamig1 K, yerel cis-
minin sonlu abelyen geniglemeleri ve bu genislemelerin aritmetik 6zellikleri, sagirtici
bir sekilde, K ¢arpimsal grubunun i¢inde, K, iizerinde tanimh

Artg, t K — G3

yerel Artin karsihklilik ilkesi olarak adlandirilan bir topolojik homomorfizma ile,
kodlanmigtir. Burada, K, yerel cisminin G g, mutlak Galois grubu yerine Wy,
mutlak Weil grubunu kullanarak da yerel Artin kargiliklilik ilkesini formiile etmek
miimkiindiir. Bu durumda, K, niin “Weil formunda” yerel Artin kargiliklilik ilkesi

Artg, : K = Wf;t’)j

seklinde bir topolojik izomorfizmadir. K kiiresel cisminin sonlu abelyen geniglemeleri
ve bu genislemelerin aritmetik 6zellikleri ise, K nin tiim v yerleri i¢in tanimh K,
yerel cisimleri tarafindan insa edilen K’nin Jg idel grubunurﬂ temel analitik ve
topolojik 6zellikleri yardimiyla, yerel Artin kargiliklilik ilkelerinin “yapigtirilmasi” ile
inga edilen K iizerinde tanimh

Artg : KX\Jg — G52

kiiresel Artin karsilililik ilkesi olarak adlandirilan bir topolojik homomorfizma ile, K
kiiresel cisminin K *\J idel simif grubu i¢cinde kodlanmigtir. Bu durumda da K’nin
G i mutlak Galois grubu yerine Wx mutlak Weil grubunu kullanarak kiiresel Artin
kargiliklilik ilkesini formiile etmek miimkiindiir, ve K nin “Weil formunda” kiiresel
Artin karsihiklilik ilkesi

Artg : K>X\Jx = Wab

'K kiiresel cismi icin WA) = Ly otomorfik Langlands grubunun varligi problemi, Langlands
programinin en dnemli sorunlarindan bir tanesidir.
2Cebirsel olarak J g, Ax halkasinm A;; birimler grubudur.



seklinde bir topolojik izomorfizmadir. Dahasi, bu topolojik izomorfizmalar aracihigla,
K Xkiiresel cismi {izerine inga edilen yerel ve kiiresel sinif cisim kuramlar: olarak ad-
landirilan teoriler birbiriyle uyumludur.

2.3 Problem: Abelyen-olmayan siif cisim kurami

K kiiresel cismi {izerinde taniml kiiresel ve yerel Artin kargihkliik homomorfizma-
larinm K kiiresel cisminin ve K, yerel cisimlerinin abelyen-olmayan Galois genisleme-
lerini de kapsayacak bi¢cimde genellemenin miimkiin olup olmadig: sorusu, yani K
kiiresel cismi iizerinde yerel ve kiiresel abelyen-olmayan sinif cisim kuramlarnin ingas
problemi, sayilar kuraminda, cevaplanmasi gerekli en biiyiik ve zorlu sorulardan bir
tanesidir ve Hilbert 9. ve 12. problemlerinde bu soruyu dile getirmistir. Muhtemelen
boyle bir inganin tam olarak yapilabilmesi i¢in beraberinde “Hodge Sanisi”, “Periyot
Sanis1”, “Tate Sanist”, ve Grothendieck’in “Standart Sanilar” gibi cebirsel geometri
kokenli son derece 6nemli ve merkezi bazi sorularm da bir gekilde cevaplanmasi
gerekli olacaktir.

Bu yonde, birinci adim olarak, K kiiresel cismi iizerinde tamiml kiiresel ve yerel
Artin kargiliklilik ilkelerinin, “abelyen-olmayan” yénde genellemeye acik, yeni ifa-
delerini elde etmek iyi bir baslangi¢ olacaktir. Dolayisiyla, ilk olarak, K’nin her v
yeri i¢in W A, yerel kompakt grubu ¢aligilmalidir. Bunun i¢in de, Tannaka dualite
teoremi sonucu, her v i¢in WAk, grubunun

oy WAEK, — GL(n,C)

n-boyutlu kompleks ve siirekli temsillerini ve bu temsillere atadigimiz, K, yerel
cisminin cebirsel geniglemelerinin aritmetik 6zelliklerinin kodlandig, analitik objeler
LArtin=Weil (g, 5 ) yerel Artin-Weil L-faktorleri ve eA™tn=Weil(s: 4y ) yerel Artin-
Weil e-faktorleri ¢ahigilmalidir. Burada, n = 1 durumu incelendiginde,

WAy Pv Cx

v

k%

Wi

degismeli diyagrami araciligiyla, K, ’niin “Weil formunda”

Artg, : K = WiP

KX

v

yerel Artin kargihkhlik ilkesinin,
pib oArtg, : K — C*

yerel Hecke karakterﬂ icin atadigimz yerel Hecke L-faktorii ile yerel Hecke &-
faktoriinii sirastyla LHeke(s; paPo Art e, ) ve etlecke(s; paPo Art g, . 1),) ile gostermek

3yani CL(1, K,) = K grubunun makul 7, temsilleri



kayd: ile,
LArtin—Weil(S; py) _ LHECke(S; )‘(I;), (py))

ve
EArtiancil(S; P, %) _ &‘HCCkC(S; /\%1',), (p,,))

esitliklerini saglayan (=“dogallik” sartlarin saglayan)

N (pu) = P3P o Artyg,
kuraliyla taniml

WAk, Weil-Arthur Ke) GL(1,K,) = K
G1(K,) := { grubunun kompleks ML grubunun makul = A1(K,)
/ /~

1-boy. p, temsilleri 7, temsilleri

bijektif eslemesine denk oldugunu gostermek miimkiindiir. Béylece, K, tizerinde
tanimli “Weil formunda” yerel Artin karsiliklilik ilkesinin yeni bir ifadesini elde etmis

olduk.

2.4 GL(n) grubu i¢in yerel Langlands karsiliklilik ilkesi

Ote yandan,
GL(n,K,) ={M € K}*" | det(M) # 0}

gibi, katsayilar1 K, yerel cismine ait matris gruplarinmn 7, makul temsillerini Harish-
Chandra’nin gelistirdigi harmonik analiz metodlarini kullanarak inga edebiliyoruz, ve
GL(n, K, ) matris grubunun bdyle bir 7, makul temsiline de birer yerel L-faktorii
L(s;m,) ve e(s;m,,1,) yerel e-faktorii atayabiliyoruz.

Bu durumda, her 1 < n € Z igin, “dogallik” sartlarim saglayan, n = 1 duru-
munda K, tizerinde tanimli “Weil formunda” yerel Artin karsilikhilik ilkesini veren,
biricik

WAk, Weil-Arthur (n)
Gn(Ky) = {grubunun kompleks } i153’—) {GL(m K, ) grubunun

n-boy. p,, temsilleri makul 7, temsilleri

}/N =: A, (K,)

eslemesinin varligim sorgulamaml yerinde olacaktir. Bu /\(1?3 eslemesine K, iize-
rine GL(n) grubu i¢in yerel Langlands karsiliklilik ilkesi denir. Tannaka dualite te-

oremi ve her 1 < n € Z i¢in bu )\g?g eslemesinin “dogallik” sartlarim saglamasi

nedeniyle, {)\%V)}n eslemeler ailesini K, {izerine yerel abelyen-olmayan kargiliklilik
ilkesi olarak diisiinmek yerindedir.

*K, cisminin karakteristigi p > 0 durumunda bu eslemenin ispatim Laumon-Rapoport-Stuhler ii¢-
liisii, karakteristik O durumunda ise eslemenin ispatin1 bagimsiz olarak Harris-Taylor, Henniart, ve Scholze
yapmugtir.



2.5 GL(n) grubu igin kiiresel Langlands karsiliklilik ilkesi

K kiiresel cismi iizerinde GL(n) grubu igin kiiresel Langlands karsiliklilik ilkesini ifade
etmek i¢in, Ly ile gosterilen, K kiiresel cisminin otomorfik Langlands grubu olarak
adlandirilan, ve belli 6zellikleri olan ve sartlar1 saglayan, 6rnegin:

ab __ ab.
- LK _WK’

- Her v icin sabitlenen
K—K,

gdmmesinin
WAK,, — Lk

injektif topolojik grup homomorfizmasini belirlemesi

gibi, “hipotetik” bir topolojik grubun varliginin kabul edilmesurumunda, bu kez
L g topolojik grubunun n-boyutlu

p: Lg — GL(n,C)

kompleks ve siirekli temsilleri ve bu temsillere atadigimiz LArtin_Weﬂ(s; p) kiiresel
Artin-Weil L-fonksiyonlar1 ve e =Weil(g. 5) kiiresel Artin-Weil e-faktorleri algil-
malidir.

Ote yandan,

GL(n,Ag) = {M € A" | det(M) € AL}

gibi, katsayilar1 K kiiresel cisminin Ax adel halkasina ait matris gruplarmin 7 ma-
kul temsillerini ise Harish-Chandra’nin harmonik analiz metodlarin1 genellestirerek
inga edebiliyoruz, ve GL(n,Ak) matris grubunun boyle bir 7 makul temsiline de
bir Godement-Jacquet L-fonksiyonu L% (s;7) ve €% (s;7) Godement-Jacquet e-
faktorii atayabiliyoruz.

Bu durumda, K kiiresel cismi dizerinde GL(n) grubu igin kiiresel Langlands karsi-
Liklalak ilkesini, belli “dogallik” sartlarim saglayan, n = 1 durumunda da K iizerinde
taniml “Weil formunda” kiiresel Artin kargiikhilik ilkesini veren, biricik

L otomorf. Langlands N
Gn(K) := < grubunun kompleks n- £ {GL(n’AK) grubunun} =: An(K)
/~
/~

boyutlu p temsilleri otomorfik 7 temsilleri

eslemesinin varhig problemﬁ olarak diisiinmekteyiz.

Ihtar 1. Burada biz Langlands Programimnin 6nemli iki probleminden birisi olan
Karsiliklilik Ilkesi’nin 6zel bir 6rnegini olusturan GL(n) matris grubu durumundan
bahsettik. Bu 6zel 6rnegin de en basit n = 1 hali bile Sayilar Kurami'nin en derin
neticelerinden Kiiresel ve Yerel Smif Cisim Kuramlarimi vermekte oldugunu gérdiik.

SElbette bu durumda L topolojik grubunun varlig1 ispatlanmahdir! Bu problem, Langlands Progra-
mimn en énemli problemlerinden birisidir...

0 K cisminin karakteristigi p > 0 durumunda bu eslemenin &zel bir durumunun ispatin1 L. Lafforgue
yapmuistir.



ihtar 2. Ote yandan bu program, GL(n) grubu yerine farkli indirgeyici gruplan da
kapsayacak genelliktedi Detaylar icin [1, 2] [4].

3 Sonsoz

Son zamanlarda, Langlands Programimimn Sayilar Kuram ile Lie Grup Temsillerini
birbirine baglayan bir 6ngoriiler ag1 olmasinin 6tesinde, Fizik-Geometri-Topoloji ti¢-
lisii ile de derin baglantilar 6ngérdiigii anlasilmistir, ve daha 6nce de (bkz. [3])
belirtildigi gibi, bu program, “teorileri birlestiren, teoriler-iistii bir ilke” olarak diisii-
niilmelidir. Tiim bunlarin 15131nda, tahmin ettigimizden de genis etki alanina sahip
olan Langlands Programi matematigin “topografyasini” gelecekte aydinlatacaktr...
Bu yonde B. Mazur, iizerinde tefekkiir edilmesi gerektigini diislindiigiim, su felsefi
soruyu sormustur:

“Matematik kag¢ baglantily bilesenden olusmaktadir? Bu baglantily bilesen-
ler nelerdir ve nasil olusmuglardir? Yani, farkly matematik konularninin ne
kadary, nasil bir ilke altinda, birlesik bir kuram olugturmaktadzr?’ﬁ

Son olarak... Konugsmamizin baginda bahsi gecen Hidra’ya geri dénersek... Herak-
les’in (=Herkiil’tin) muazzam gayreti sonucu Hidra’y: altettigini biliyoruz... Goriinen
o ki, Langlands Programinda da, 6zellikle Fonktérsellik ve Karsiliklilik Ilkelerinde,
bizlerin, yani matematikgilerin, ilerleme kaydedebilmesi i¢in bikmadan ve usanma-
dan Herakles gibi iistiin gayret sarfetmesi gerekmektedir!
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