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BU YAYINLAR HAKKINDA

Matematigin kendi degeri yaninda, fizik, kimya ve dolay:-
siyle miihendislik ve askerlik gibi pratik sahalara ve bilhassa
son zamanlarda biyoloji, ekonomi ve hattid sosyal bilimlere
yardimi hizla arttigindan, bu bilim her millet i¢in hayati bir
Onem kazanmstir.

Ote yandan, matematik de bu bilimlerin problemlerini ¢6-
zebilmek icin gerek metod, gerek fikir bakimindan gelismek
zorundadir. .

Bundan dolayr bircok memleketlerde bu sahaya daha faz-
la sayida yeni istidatlar: cekmek ve bunlar1 erkenden kesfet-
mek, en nihayet bunlarin egitimi icin her tiirlii fedakarhga
katlanmak en 6nemli bir milli egitim siyaseti olmustur.

Yeni istidatlar1 erkenden kesfetmek igin diisiiniilen ted-
bi:l'}erin basinda matematik kiiltiiriinii genis kitlelere yaymak
gelir.

Ikinci Diinya Savasindan sonra bir ¢ok memleketlerde,
genclerin tecessiislerini tahrik etmek ve bunlarin matematik
bilimlerine kars: ilgilerini arttirmak icin yeni bir tip mate-
matik literatiirii meydana getirilmistir. Bu cgesit literatiirde
aranilan ozellikler kisaca sunlar olmahdir: a) Problem vazi
suni olmamali, b) Bunlar1 anlamak igin fazla onbilgiye ihti-
ya¢ bulunmamali, ¢) Okuyucuyu aktif isbirligine ve bir sey-
ler kesfetmege sevketmeli.

Iste Tiirk Matematik Dernegi bu cereyan: memleketimize
de getirmek maksadiyle bu yayinlara baslamis bulunmakta-
dir. Bu yaynlar, resmi miifredata bagh ders veya yardimci
kitaplar olmayip, konular yukariki prensiplere uygun olarak
secilmis eserlerdir. Bunlarin anlasiimas: icin lise matemati
g’i_nin bir kism ile okuyucunun sagduyusu ve iyi niyeti kafi-

ir.

Tamamen hizmet olan bu tesebbiisiimiiziin mali kaynaf,

Milli Egitim Bakanhgmmzin ve Ford Foundation'un bagigla-
ridir.
: Tiirk Matematik Dernegi




ONSOZ

Bu kitap ta matematiksel indiiksiyon metodunun geomet-
ri problemlerinin ¢oziimiinde nasil kullamlacagina dair bir-
¢ok ornek verilmektedir; bunlardan bazilar1 oldukg¢a giic-
tiir. Kitapta ¢oziimleri ayrintilan ile verilmis 37 misél ile sa-
dece ¢oziim yolu gosterilmis 40 problem vardir, Bunlardan
bazilari okuyamin matematik cesaretini olgmek igin gergek
bir denemedir.

Birgok béliimler igin orta okul cebiri ve diizlem geomet-
ri yeterlidir. Béliim 6 igin ise uzay geometriden baz bilgiler
gerektir. Zaman zaman trigonometri formiilleri kullanilmis-
tir.

Boéliimler birbirlerinden hemen hemen bagimsizdir; boy-
lece, gerekli hazirhg yapamams bulunan okuyucunun her-
hangi bir biéliimii atlamasi miimkiin olur. Okuyucu matema-
tiksel indiisiyon hakkinda daha esash bilgi edinmek isterse,
bu serideki diger bir kiap olan, I.S. Sominskii'nin yazdig
Matematiksel Indiiksiyon Metodu'ndan faydalanabilir (1).

— |

(') Bu yaymlarin 11 cisi olarak Bediz ASRAL tarafindan,
Matematiksel Indiiksiyon Metodu adi ile Tiirkgeye gevrilmis-
tir (Cevirenin Notu).










Girig : Matematiksel indiksiyon
Metodu Nedir?

1. «BENZER SEKILDE» TARZINDA YAPILAN
MUHAKEMEDEKI YANILMA.

Indiiksiyon 6zel bir onermeden genel hale giden bir mu-
hakeme seklidir. Burada ozel Onermenin dogrulugundan ge-
nel halin dogru oldugu sonucu elde edilir. Matematiksel in-
diiksiyon metodu, matematik ispatta 6zel bir metoddur; Oyle
ki, ozc) miisahedelere dayanarak, tekabiil eden genel halde el-
de edilecek sonnglarn bulmayr miimkiin kilar. Bu metoddaki
fikir, misallerle cok dzhg iyi anlatilabilir. Onun igin asagida-
ki misali incelemekle ise bashyalim :

MISAL 1. Ilk n tane tek sayinin
1+3+5+ ...+ (2n—1)
toplamimi bulunuz.
COZUM. Bu toplam S (n) ile gésterir, ve n=1,2,3,4,5
alirsak,
S(1)=1
S2)=1+3=4
S(3)=1+3+5=9
S4)=1+3+5+7=16
S(5)=1+3+4+5+7+9=25

buluruz. n=1,2,3,4,5 igin ilk n tane tek sayimn toplaminin
n? ye esit oldugunu goriiriiz. Bundan hemen her » i¢in bunun
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dogru oldugu sonucunu mu gikaralim? Hayir, «benzer sekil-
de» diyerek elde edilen biyle bir sonug yalms olabilir.

«Benzer sekilde» ile varilan yalms sonuglara dair bir kag
misal verelim.

Once 22"+ 1 seklindeki sayilar1 géz oniine alalm. 7 = 0, 1,
2, 3 ve 4 igin elde edilen 22"+ 1=3, 2'41=5, 294 1=17,
22 4 1 =257, 22' + 1 = 65257 sayilar1 asaldir. Onyedinci yiiz-
yilin meshur Fransiz matematikcilerinden Pierre Fermat bu
sekildeki biitiin sayilarin asal olduklarim tahmin ediyordu. Fa-
kat onsekizinci yiizyillda baska bir biiyiik matematikci Leon-
hard Euler ™

22° + 1 = 4294 967 297 = 641 .6 700 417
nin carpanlara ayrnlabilen bir say1 oldugunu buldu.

Ayni tipten bagka bir misal verelim. «Yiiksek Matematik»
in kurucularindan biri olan meshur Alman matematikgisi G.
W. Leibniz, her pozitif tam n sayisi i¢in n* —n sayisinin 3 ile,
1’ — n sayismn 5 ile, n7 — n sayisinin 7 ile boliinebildigini ispat
etti. Buna dayanarak her k tek sayisi ve her n tabii sayis: icin
n* — n’nin k ile boliinebilecegini tahmin etti; fakat gene kendi-
si 29 —2 = 510 un 9 ile boliinemedifini gosterdi.

Taninmis Sovyet matematikgisi D. A. Grave de bir kere
ayni tip bir hataya diistii. Her p asal sayis: igin 2°-1 — 1 sayis1-
nin p? ile boliinemedigini tahmin ediyordu. Bunun binden kii-
ciik biitiin asal sayilar i¢in dogru oldugunu, deneyerek buldu.
Fakat 2'92 — 1 sayisimin (1093)? ile boliinebildigi goriiliir (1093
sayis1 asaldir); yani Grave'in tahmini yalmstir.

Cok inandirici baska bir misal verelim. 991 2 + 1 ifade-
sinde n yerine sirasiyla 1,2, 3,... sayilarim koyarsak, bu is icin

U igvigreli bir matematik¢i olan Leonhard Euler (1707 - 1783)
mmmm.remmammmmmm
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glinler veya seneler de harcasak, hi¢ bir zaman tam kare olan
bir say1 elde edemeyiz. Bununla beraber, bu sekildeki biitiin
sayilar tam kare degildir dersek yanmilmus oluruz. Gergekten
bir miiddet sonra 991 n? + 1 seklindeki sayilar da kare ihtiva
ederler, fakat 991 n? + 1 sayisimin bir tam kare oldugu en kii-
¢iik n degeri ¢ok biiyiiktiir :

n = 12055 735 790 331 359 447 442 538 767
dir.
Biitiin bu misaller okuyucuya bir uyarma olmali ve bilin-
miyen sonuglarin benzetme ile elde edilemiyecegini gosterme-
lidir.

2. MATEMATIKSEL INDUKSIiYON METODU

Simdi tekrar misal 1 deki ilk »n tek saymm toplaminin he-
sab1 problemine doénelim. Evvelce gordiiklerimize gore, n'nin
pek gok degeri igin gerceklesek de

S(n)=n* (1)
formiiliinii gene de ispat etmis olamiyacagimiz asikardir. Zi-
ra daima gozoniine almadifaimiz bir n degeri igin formiiliin
dogru olmamasi tehlikesi mevcuttur. (1) formiiliiniin biitiin
n ler igin dogru olduguna emin olmak igin, (1) formiiliiniin
dogru oldugu n degerlerinden hareket edip tabii sayilar dizisi
boyunca ilerlersek, hi¢ bir zaman, ondan sonra artik formii-
lin dogru olmiyacag bir n degerine ulasamiyacagimizi ispat
etmek lazimdar.

O halde, herhangi bir n sayist icin formiiliimiiziin dogru
oldugunu farzedip, n + 1 sayis1 i¢in de dogru olacagnt ispat
etmege calisalim.

Yani,

Sn)=14345+ ...+ (2n—1)=n?
oldugunu farzedelim ve
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Sn+1)=1+3+5+..+2n—1)+(2n+1)

i hesaphyalim. Hipotezimize gore bu esitligin ikinci tarafinda-

ki toplamin ilk n terimi n? ye esittir; buna gore
S(in+)=n+2n+1)=(n+1)?

dir.

Ohalde S (n) = n? formiiliiniin bir n tabii sayis1 igin dog-
ru oldugunu kabuledersek, onu hemen takib eden (n + 1) sa-
yis1 i¢in de gergeklenecegini gosterebiliriz. Fakat daha once bu
formiiliin n = 1,2, 3,4,5 icin dogru oldugunu ispat etmeliyiz.
Bunun neticesi olarak 5i hemen takib eden n = 6 igin ve bu-
radan dan =7 igin, n =8 i¢in ve n =19, ... v.s. igin de dogru
olur. Biylece terimlerinin sayisi ne olursa olsun formiiliimii-

ze gosterilmis gozii ile bakilir. Bu ispat tarzina matematiksel
indiiksiyon metodu denir.

Goriiliiyor ki matematiksel indiiksiyon metodunda ispat,
asagidaki iki kisimdan tesekkiil etmektedir :-

1. Iddiaman, manayr haiz oldugu, kiigiik bir n, tabii sa-
yist i¢in dogru oldugu ispat edilir. "V

2. lddia, n = n, olan bir tabii sayt icin dogru ise, onu he-
men takib eden n + 1 sayist i¢in de dogru olacag gsterilir.

Bdyle bir ispat ile iddianin n = n, olan biitiin tabii say1-
lar icin dogru oldugu gésterilmis olur.

Daha once bir ¢ok misalle, ispatin ikinci kisminin gerekli
olduguna kanaat getirmistik. Bununla beraber yalmz ikinci
kismin ispati da yeter degildir; zira dyle olabilir ki, iddia, n
nin hi¢ bir degeri i¢in dogru olmiyabilir. Meseld, iddia her-
hangi bir n sayisinin ondan sonra gelen sayiya esit oldugu ise,

) Bu degerin her zaman 1 olmas: icap etmiyecefi asikfrdir;
meseld n kenarli bir cokgenin bir 6zeligine ait bir iddia, yalmz
n = 3 icin bir manayl haizdir.

e ———
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yani n = n + 1 oldugu ise, bu esitligin her iki yanina 1 ilave
ederek n + 1 = n + 2 buluruz. Yani n + 1 de kendisinden son-
ra gelene esittir. Buradan, asikar olarak bu iddiamin biitiin n
ler i¢in dogru oldugu sonucu ¢ikmaz; gercekten hig bir #n igin
bu dogru degildir.

Matematiksel indiiksiyon metodunu kullamirken yukarki
semay1 tam olarak kullanmak mecburiyetinde degiliz. Mesela
bazan problemi sdylerken iddianmn n— 1 ve n gibi ardarda ge-
len iki say1 icin dogru oldugunu farzedebiliriz, ve iddiamn
n+ 1 igin de dogru oldufunu ispat ederiz; bu halde birinci
adimda iddiay1 n’nin ilk iki degeri icin, meseld n =1 ve n = 2
icin gerceklemek lazimdir (asagidaki misal 16, 17, 18 e bak-
mz). Bazan, ikinci adimda iddianin n den kiigiik biitiin k tabii
sayilar: icin dogru oldugu kabul edilerek n’nin bu degeri igin
de dogru oldugu gosterilir (asagida misal 7, 8, 9, 15 e bakimz).

3. TATBIKAT

Matematiksel indiiksivon metodunun tatbikatina dair da-
ha ¢ok misal gozoniine alahm. Elde ettigimiz formiiller iler-
de kullamlacaktir.

MISAL 2. ilk n tabii saymin toplam: S, (n) ile gosteril-
digine gore, bunun n (n + 1)/2, yani,

SiW=1424384...4a=200 @
oldugunu gésteriniz.
COZUM. 1. S,(1)=1= 2 (1+1) dir.,

2. S(=1+2+-. n=201D

oldugunu farzedelim. Buna gore
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S, (1) =142+ -+ n+(atD)
_nn+t 1) i (n_[_l)zn(n+l);—2(n+l)

(n+1) (a+2) _(n+1) [ (n+1)+1]
-——} 2 — = 2

dir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

MISAL 3. llk n tabii saymn karelerinin toplami olan
Sy(n) nin n(n + 1) (2n + 1)/6 oldugunu, yani

S;(n) = 13+ 22 +3‘ + e "E“ﬂ': “(n+1)6(25+1) (3)
oldugunu gésteriniz.
cOZOM. 1. S,(1)=12=CFDEAHD 4
1) (2n4-1
2, S;(n)= n(n ()j( n+-1)

oldugunu farzedersek

Sy(n+1)=124-22f oo} p2 4 (n 1)
= n(n-l-lé(Zn +1) T a1y,

ve bunun neticesi olarak

Sy (nt-1) = @D [(n4-1) +611 [2(n+1)+1]

bulunur,

Problem 1. flk # tabii saymn kiiblerinin toplam1 S, (n)
in n? (n + 1)?/4 oldugunu; yani,

Sy(n) =104 28434 .00 f-pd= .’_"_(ij.‘_l_)’_ )
oldufunu gosteriniz.
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MISAL 4.
01412428484 4.+ (n1)n=0=D203D
oldugunu gésteriniz.
COZUM 1. 1.2 = —;f tar,
2. Eger
124284 B4 oo (a ~Dn= =D et )

ise,
1.2 +234-34-+---+(n-1) n+ n(nt+1)
= (n—l);(n—]—l] A n(n—{—l&(n-l—z)

diir.

Problem 2. (2) ve (3) formiillerinden (5) esitligini elde
ediniz.

Yol gésterme: ilk onece

01412423+ 344.--+(n—1)n
=424 Bt ) — (14243 -+ n)
oldugunu gosteriniz.

Say1 kavram ile siki bir baglantisi bulundugundan Mate-
matiksel indiiksiyon metodu aritmetik, cebir ve sayilar teori-
sinde pek ¢ok yerde kullanilir. Onstzde bahsedilen . S. So-
minskii'nin yazdig1 kitapcikta bu tip pek cok ilgi ¢ekici misal-
ler vardir. Fakat tam say1 kavrami matematikde temeldir ve
tam sayilarin ozeliklerini inceliyen sayilar teorisine miinhasir
degildir. Matematiksel indiiksiyon metodu matematigin bir
¢ok dallarinda kullanilir. Geometride, bu metodun nadiren
guzel tatbikatina raslamr.




1. indiiksiyon ile Hesaplama

Sayilar teorisi ve cebirde oldugu gibi geometride de, ma-
tematiksel indiiksiyon metodunun en tabii tatbik yeri, hesap-
lama problemlerinin ¢dziimiindedir. Bir ¢ok ornek goérelim.

4, DUZGUN 2"- GENLERE AIT MIiSALLER.

MISAL 5. Yan gap:1 R olan bir daire igine gizilen diizgiin
2"-genin a,. kenar uzunlugunu hesaplayiniz.

COZUM 1. n =2 igin diizgiin 2"~ gen bir karedir. Kenar

uzunlugu
aa=RV?2

dir. Bundan baska ., in degeri . den asagidaki formiil ®
kullamlarak hesaplanabilir :

Qon+1 = v2 R*—-2 R\/R’ﬁ' — ai"

Bundan, diizgiin bir 8 - genin kenar uzunlugu icin

ag=RV2—y2 ;

diizgiin bir 16 - genin kenar uzunlugu igin

Q|3=R \/2—\’-2_—[_— V? ’
diizgiin bir 32 - genin kenar uzunlugu igin de

ap =R V2—- Ve -+ Vﬁﬁ

‘U Pitagor teoreminin tatbiki ile elde edilir.



1. Indiiksiyon ile Hesaplama 9

buluruz. Boylece, n = 2 icin daire igine gizilen diizgiin bir 2"
genin kenar uzunlugunun

a,,.=R\/2—- Va4 Vet.rve (6)
(n—2) defa

oldugunu farzedebiliriz.

2. Dairenin igine ¢izilen diizgiin 2"~ genin kenar uzunlu-
gunun (6) formiilii ile verildigini farzedelim. Bu halde formii-
le gore

V 2 —V2hooe - VT
ap+1 =) 2R2—2R ) R:-R? : (3-42) defa

=rV2— Va4 Vat...f V2
e e ——————
(n—1) defa
bulunur. Buradan da (6) formiiliiniin biitiin » ler icin dogru
oldugu neticesi elde edilir.

(6) formiiliinden, yarigap: R olan bir dairenin C = 2z R gevre
sinin, 2" ~ genin gevresine esit olan

2" ggn=2"R Vo — V2. V2
(n—2) defa

ifadesinin n sonsuz biiyiidiigii zamanki limitine esit olacag: gorii-
liir. Buna gire

2aR=1lim2RV2 V2 ... V2

ey (n—2) defa
a=lim21V2—V2t...4 V2
N> —— s e——
(n—2) defa yani [(n—1)—1] defa
—lim2 V2—V2 ... V2
i (n—1) defa
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Problem 3, (6) formiiliinii kullanarak « nin

VEVI VT VE(+VE VD))

ifadesinin, paydadaki carpanlarin (kare koklerin) sayis1 son-
suz biiyiidiigii zamanki limitine esit oldugunu gosteriniz
(VIETA FORMULLERI) . Carpanlarin teskili kaidesi yazi-
lan ilk ii¢ terimden goriilmektedir.

Yol gasterme. San, yarigapt R olan bir daire igine cizilen

9" .genin alani ve hgn de apoteminin uzunlugu (?) olsun. Buna
gire

f'sn

oldugundan, (6) formiiliinden

h,._— VeVotr...+ Ve
(n—2) defa
elde edilir. O halde
 Sp= 5 @ ay) by =21 ay hys "

—opVoa_VaiVar...tvz
(n—3) defa
=2""*Ran-1

dir (n = 3 farzedilmelidir). Benzer sekilde

) F. Vieta (1540-1603), meshur bir Fransiz matematikgisi-
dir. Bugiin kullanilan cebir sembollerinden bir ¢ofunu bulanlar-
dan birisidir.

2 Merkezden, kenarlarindan birine indirilen dikin uzun-
lugu.
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Sgn‘i'l. - 2"_1Rﬂ’2ﬂ ")
dir. (*) ve (**) dan

Sy 2 lagmhp }21‘ o 8 180°

Sait T A Ran R 2n
ve buradan da
S8 S, Sp o 1800 THEDR - 180°
g—g-g....'ﬁ_cos 4 co8s 8 " 032"‘1
bulunur.
S.! = 2R? ve lim Sgu =:“IR2
N0
oldugundan
lim Ss 2R 2
peic . 1 SRie e
esitligi ve % nin’
. 45° 45".
cos 45 « COS T ) COST bt

ifadesinin limiti oldugu goriiliir. Geriye
% 1-4-cosa
cos —2—- = v——*z——'

formiiliiniin tatbiki kalir.

MISAL 6. P gevresi verilmis, diizgiin bir 2- genin icine
ve disina gizilen dairelerin yaricaplarimi hesaplamak icin for-
miiller bulunuz.

P = J2

COZUM 1. ry=- , Ry="vg— dir.

2. Cevresi P olan diizgiin bir 2"~ genin igine ve disina ¢izilen
dairelerin yarigaplari 7. ve R. bilindigine gére, cevresi ayni
olan diizgiin 2'*! - genin igine ve disma cizilen dairelerin yari-

caplari r..; ve R..;i hesapliyalim. AB, gevresi P olan diizgiin
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. Rzn"'l o Rnrn-l-l
elde edilir. O halde
Rn+1 = VR- Tntl
dir.
Demek ki aranilan bagintilar

r"+1=£_g___;__rl!_ ve Rn-l-l:VRnrn-l-_l

dir.
Simdi
Tz, Rz: T3 R3,"', Thsy Rru"'

dizisini gozoniine alahm. Bu dizinin terimleri cevresi P olan
bir'dairenin yarigapina, yani, 25— ye yaklasir. Ozel olarak, P = 2
e . .
icin bu limit l— dir ve
P4
2

ry== -i— ve R2=_4
elde ederiz. r, = 0 ve R, =%—vazedersek asagidaki teoremi soy-
liyebiliriz :

Bir seri
o 1 1 V2 V241 Voyva4e Veyeiatyapr |
laR g ? L4 T8 S0 8 : 16 y

: 1
terimlerinden meydana gelmisse, ilk iki terimi 0 ve 5 ise ve di-

ger terimleri énceki ikisinin swrasiyla aritmetik ve geometrik

1
ortalamasi ise, bu serinin terimleri — ye yaklastr.
T

5. n-GENLER VE KOSEGENLERINE
AIT MISALLER

MISAL 7. Bir n-genin (konveks olmiyabilir!) i¢ agilar-
nin toplamim bulunuz.
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COZUM. 1. Bir iiggenin i¢ acilarinin toplami 2.90° dir.
Ohalde her dortgen iki iicgene ayrilabileceginden; bir dortge-
nin i¢ agilarmn toplami 4.90° dir ($ek. 2).

2. k < n olmak iizere, herhangi bir k- genin i¢ agilarmin
toplamin 2.(k - 2).90° oldugunu gosterdigimizi farzedelim, ve
A, A,... A n-genini gbzoniine alalim.

Sek. 2

Once, iigten fazla kenar1 olan her ¢okgenin, kenar sayisi
daha az olan iki ¢cokgene pargaliyan bir kdsegeninin (') bulun-
dugunu gosterelim (konveks bir ¢okgen icin bu asikérdir).
A, B, C, gokgenin yanyana ii¢ kosesi olsun. B kosesinden, ¢ok-
genin ABC i¢ agisim dolduracak sekilde, miimkiin olan biitiin
yarim dogrulan gizelim; ve bu yarim dogrulardan her birini
cokgenin gevresini kesinceye kadar uzatalim. Iki hal miimkiin-
diir:

1. Hal. Biitiin yarim dogrular ¢okgenin ayni bir kenarmi
keserler ($ek. 3a). Bu halde AC kosegeni n—genimizi bir
(n—1) - gen ve bir iicgene ayirir.

2. Hal. Biitiin yarim dogrular ¢okgenin ayni kenarini kes-
mezler ($ek. 3 b). Bu halde yarim dogrulardan bir tanesi, bir

(Y) Yalmiz konveks olmiyan bir gokgenin kdgegeninin onu ke-
sebilecegine, veya tamamiyle gokgenin disinda kalabileceffine dik-
kat etmeliyiz (Sek. 2 b deki BD kosegeninde oldugu gibi).



T =
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M kosesinden geger ve BM kosegeni cokgeni, her birinin kenar
sayis1 daha kiiciik olan iki cokgene ayirir.

Sek. 3

Simdi esas iddiamuzin ispatina gelelim. A4, 4,... A. n-ge-
ninde, onu bir A; A4, ... A k-genine, bir de A, Ai Ay ... A
(n—k + 2) - genine ayiran A, A: kbsegenini gizelim. Indiiksi-
yon hipotezine gore, k - genin i¢ agilarinin toplamu (k—2).180°,
ve (n—k + 2) - genin i¢ agilarinin toplam da

[(n—k+2)—2]. 180° = (n— k) .180° dir. Buna gore
Ay A, ... Ax n- geninin i¢ agilariin toplami

(k—2).180° + (n—k) . 180° = (n—2) . 180°
olur. Buradan iddiamizin her » i¢in dogru oldugunu goriiriiz.

Misal 7 de, her hangi bir ¢okgeni kenar sayis1 onunkinden
daha kiiciik olan iki gokgené ayiran bir kosegen ¢izilebilecegini
gordiik. Bu gokgenlerden herbiri, bir iiggen degilse, yeniden
daha az kenar sayisi bulunan cokgenlere ayrilabilir. Boylece
devamla, her ¢okgenin, kesismiyen kosegenler yardimu ile {ic-
genlere ayrilabilecegi goriiliir.

.MISAL 8. Birn-gen (konveks olmuyabilir), kesismiyen
kosegenleri yardimi ile kag tane iicgene ayrilabilir ?

COZUM. 1. Bir iicgen icin bu say1 birdir (hig bir kosegen
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gizilemez); bir dértgen igin bu saymin iki olacag asikardir
(Sek. 2 a, b ye bakiniz).

2. k < n olan her k- genin kesismiyen kosegenlerle (bdl-
me metoduna bagh olmadan) k — 2 tane iiggene boliinebildigi-
ni farzedelim. Bir A, 4, ... A. n- geninin herhangi bir {icgenlere
boliinmesini gozoniine alalim. 4, Ax bu boliinmenin késegenle-
rinden biri olsun; bu kisegen A, A, ... A. n-genini bir4;4, ... A
k -geni ile bir A; A:x Aisy .. Aw (n—k +2) - genine ayinr. k < n
i¢in olan faraziyemize gore, boliinme ile elde edilen tiggenlerin
toplam sayisi

(k—2)+[(n—k+2)—2]=n—2
olacaktir. Boylece iddia her n igin ispat edilmis olur.

Problem 4. Bir n-geni iicgenlere bolmek igin lazim olan
kesismiyen kosegenlerin N sayisim belirleyiniz.

Yol gosterme : n-genin N kdsegen ve n kenari, n — 2 tane
iiggenin kenarlar olacaktir (Misal 8 e bakiniz); ohalde

2N+n=3(n—2) ,N=n—3 tir.

MISAL 9. Bir konveks n - geni kesismeyen kosegenler yar-
dimm ile liggenlere ayirma usullerinin P (n) sayisim hesaplama
metodunu belirtiniz.

COZUM. 1. Bir iicgen igin
bu asikéar olarak 1 dir.

P(3)=1.

2. k < n olmak iizere bii-
tiin P (k) sayilarimmin belir-
lendigini farzedelim; bu tak-
dirde P (n) i bulalm. Bunun
icin A, A,... A. konveks n-
genini gozoniine alalim (Sek.
Sek. 4 4). Boyle bir iiggenlere par-
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¢alamada A, 4, kenan elde edilen iicgenlerden birinin bir ke-
nari, ve bu iiggenin iiglincii kdsesi de geriye kalan A4;, ..., A«
noktalarindan biri olacaktir. n- genin iiggenlere parcalanma-
larinda, bu kosenin A; noktas: olmasi hallerinin sayis,
AjA3A,...A. , (n—1)-geninin bu sekilde iicgenlere parga-
lanmalarimin sayisina esittir; yani P (n—1) dir. Ad1 gegen
kogenin A, ile cakismasi halinde n - genin iicgenlere parcala-
mgmin sayist ise, 4; A; As ... A. (n— 2) - geninin pargalanmsla-
rinin sayisina, yani P(n—2) =P (n—2)P(3)e esittir. Bu
kosenin A; ile cakistigi hallerin sayis1 ise P (n—3) P (4) diir,
zira AjAs ... A. , (n—3) - geninin her pargalaniginin, 4,4;4,45
dortgeninin her bir parcalanisi ile ayr1 ayr bilesimi alinma-
lidir. Béylece devam ederek asagidaki bagintiy1 elde ederiz :

P(n) = P(n—1) + P(n—2) P(3) + P(n—38) P(4) + -+
P(8) Pn—2)+ P(n—1)  (7)

Bu formiilii arka arkaya kullanmak suretiyle

P(#)= P3)} P3)=2

POY=P@)+ P(3) P(3)+ P4)=5

P(6)= P(5)+- P(4) P(3) - P(3) P(4)+ P(5)=14

P(1) = P(6) -+ P(5) P(3) - P(4) P(4)+P(3) P(5)}-P(6) = 42

P®) = P(7)+- P(6) P(3) 1 P(5) P(4) + P(4) P(5) +

“P(3)P(6) -+ P(7T) = 132,

v.s. esitliklerini elde ederiz.

Intar V. (7) formiiliinii kullanarak, her n icin

‘2 A. M. Yaglom ve I. M. Yaglom’un Nonelementary Problems
in Elementary Expos:'t:’an, Vol 1 (San Francisco: Holden - Day
Inc.) adh kitabindaki Prob. 51 (b) nin ¢dziimiine bakinmiz.

P2
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2(2n—b)!

PO) = a=Dita—3n

oldugunu ispat etmek miimkiindiir.

Problem 5. Konveks bir n-gen, iicer iicer bir noktada
kesigmiyen biitiin kgegenleri yardim ile kag parcaya béliine-
bilir?

Yol gisterme: A\A, kbsegeni, 4,4,.., 4,4, ., konveks (n+1)-
genini 44, ,,. 4, n- geni ile 4,4,4, ., Uggenine ayirir. 4;4, ... 4,
n-geninin, kisegenlerinin ayirdifn parcalarmin sayis1 F(m,'i bil-
digimizi farzedersek, 4,,, kosesini katmakla elde edeceffimiz par-
calarin sayisini bulabiliriz. Bu sayi, 4,,, koOsesinden gegen kise-
genler iizerinde geriye kalan kisegenlerin ayirdifl parcalarin sa-
wisindan bir faziadir, A, ., kbsesinden » 4 1—3, yani n— 2 kise-
gen gecer, ve her kosegenin boliindiifii parcalarin sayisi, onu ke-
sen kosegenlerin sayisindan bir fazladir,

A, 4.4, kosegeni 14(n—2) parcaya ayrilir;
A, 4, kbgegeni 14-2(n—2)—2 veya 1-+2(n—3) pargaya ayrilir;

A,,,4; kisegeni 1 +3(n—2)—3(2) veya 1 + 3(n —4) par-
caya ayrilir; bbylece devam edilir.

Ohalde

Fn+1) = Fa)+ 1414 (n—2)H{14+2(n— 3)]+ . ..
FH[1+(n—3) 2] +[1 +(n—2)1]
n=-2 k(;gegen
= F(n)+14(n—2)+1(n—2)+2(n—3)+. . .
+ (n—3)24 (n—2)1

n-2 terim

bulunur. Giristeki (2) ve (5) formiillerini kullanarak







2. indiksiyon ile ispat

Bundan evvelki boliimde elde edilen neticelerden bazilari,
geometri teoremlerinin ispatinda faydalamilan matematik in-
diiksiyon metodunun kullamlisina -misal olarak diisiiniilebilir.
Meseld, misal 7 nin ifadesi asagidaki gibi soylenebilir: Bir n-
genin agilarimin toplaminin (n—2).180° ye esit oldugunu
gosteriniz. Misal 8 de ise, birbirleri ile kesismiyen kosegenle-
rinin bir n-geni (n—2) tane iicgene ayirdiklar: gosterilmis-
ti. Bu boliimde, bu tipten daha baska misaller gozoniine ala-

cagiz.
6. PARCALARA AYIRMA

MISAL 10. # tane kare verildigine gore bunlar o sekilde
parcalamak miimkiindiir ki, bu pargalar tekrar birlestirilerek
yeni bir kare elde edilebilsin.

Ispat. 1. n =1 igin iddiamiz: ispat lazim degildir. Iddia-
muzin n = 2 igin dogru oldugunu gosterelim. Verilen ABCD ve
abed karelerinin kenarlarma sirasiyla x ve y diyelim. x = y
olsun. ABCD karesinin x ile gosterdigimiz kenarlan iizerinde

AM =BN=CP=DQ = (x + y)/2

parcalarim ayralim ($ek. 5 a). Bu kareyi MP ve NQ dogrular:
ile keselim. Bu dogrularin karenin merkezi O da, aralarinda
bir dik ag1 meydana gelecek sekilde kesistikleri ve kareyi bir-
birine denk dort pargaya ayirdiklar: kolayca goriilebilir. Bu
parcalarn ikinci kare etrafinda Sek. 5 b de goriildiigii gibi bir-
lestirelim. Elde edilen sekil de bir karedir. Ciinkii M",N’, P’

|
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ve Q' noktalarindaki agilar birbirlerini biitiinlerler, A’, B’, C',D’
<deki agilar diktir ve A'B’= B'C’ = C'D’' = D’A’ diir.

4 M_B y
: (9] x 2 3
| Q’zl a b B
2/ i
! s d Zh
o aP b ¢ D il c /N
# P
== (@) 4 =

Sek. b

2. lIddiamizin n tane kare igin ispat edilmis oldugunu
Tarzedelim ve n + 1 tane K, , K,, ..., K., K.y kareleri verilsin.
Bu karelerden herhangi iki tanesini secelim. Bunlara K. ve
K.., diyelim. 1. paragrafta goriildiifii iizere bunlardan birisini
parcalara ayirip, bu pargalan digeri etrafina yerlestirerek ye-
ni bir K’ karesi elde ederiz. Bundan sonra, faraziyemize gére
K,,K;, ..., K.y, K’ karelerini, tekrar birlestirmekle yeni bir
kare elde edebilecegimiz pargalara ayirabiliriz.

MISAL 11. Bir ABC iiggeni verilsin. Bunun C késesinden
Gizilen n—1 tane CM,, CM,, ..., CM, , dogrulan iiggeni daha
kiigiik, ACM,, M,CM,, ..., M,_,CB iicgenlerine ayirsimnlar. r, , r,,
«ss s Ta V€ py 0y, ..., pe SITASIyla bu tiggenlerin igine ¢izilen daire-
lerin ve C deki agilariin iginde kalan distan teget dairelerinin
yar1 gaplar: olsunlar (Sek. 6 a ya. bakimz). r ve p da ABC ii¢-
geninin i¢ ve C agis1 igindeki distan teget dairelerinin yar ¢ap-
1an olsunlar,
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2 rg o }',, s - T
P1  Pa o

oldugunu gosteriniz.

Sek. 6 a

Ispat. ABC ii¢geninin alamin1 S (ABC) ile, gevresinin ya--
risini da s ile gosterelim, S(ABC) = sr oldugu asikardir. Diger-




—
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taraftan liggenin disina gizilen dairenin merkezi O ise (Sek.
6 b), bu takdirde

S(ABC) = S(0AC) + S(OCB)— S(0AB)

1
~—2—69+-g ap— 5 P

7.13* (b+a—c)p

=(s—c)p
«<ur; buna gore

r s s§—C
sr=(s—c)p ve i ‘
- «elde edilir. Bundan bagka, trigonometriden bildigimize gore
(s—b) (s—c) (s—b) (s—¢c)
_2_ = T s(s—a)
ve
te B _ /(s—a) (s—0)
Loy 2 s(s—b)
dir. Ohalde 3
A B ___[=b)(s—o) (s —a) (s—¢) Ll 80
tg 2 8-2 e s(s—a) s(s—b) s
ve
§ By
T
«oldugundan
A B % 8
«elde edilir.
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Bu ihtar1 yaptiktan sonra teoremin ispatina donelim.

1. n=1 icin ispat edilecek bir sey yoktur. Iddiamizin
n = 2 igin dogru oldugunu goérelim. Bu halde CM dogrusu
ABC iicgenini, ACM ve CMB gibi daha kiiciik iki iicgene ayirir..
(8) formiiliine gore

CMA A CmMB . B

A ECI. B
P1 P 2 ‘g = tg 2
A CM. 180c—CMA
=‘9*2‘"3—z'—4'*g—§‘ *gz
A B
:tg 5 .tgrz—
e B
= :

dur.
2. lddiamzin n—1 dogru igin ispat edilmis oldugunu:
farzedelim. ABC ii¢genini n+1 tane daha kiiciik ACM,, M,CM,,.
.,,M.CB iiggenine parcaliyan CM,,CM,,...,CM. gibi n tane:
dogru verilmis olsun. Bu liggenlerden ACM, ve M,CM, gibi iki.
tanesini alalim. Paragraf 1 de gordiigiimiize gore
no,rn_T

Py P2 P12
dir; burada ry, ve p;5, ACM, iicgeninin igine cizilen ve C acisn
icinde distan teget cizilen dairelerin yarigaplandirlar. Fakat
faraziyemiz n tane ACM,, M,CM,, ... M. CB iicgenleri i¢in dog--
ru oldugundan

iy Ty, Ta  Tusd

- —— — — r
p

Piz P Pa  Pati1
esitligi ve bunun neticesi olarak
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L UV AT : ELEE gL S L
P1 P2 P3 Pa  Pa+1 p

«elde edilir.

Problem 6. CM ve CM’ dogrular1 ABC iiggenini farkl iki
sekilde ACM, CMB ve ACM’, CM’'B iiggenlerine ayirsinlar; bu
iiggenlerin iclerine gizilen dairelerin yarigaplari sirasiyla ry, 13
ve r{, 1y’ olsun. r; = r|ise r, = 7, olacagin ve iicgenlerin C ko-
selerindeki acilarinin icinde kalan distan teget dairelerin yari-
«¢caplar1 arasinda da benzer bagintilarin bulunacagim gosteri-
niz.

Yol gésterme : Misal 11 deki notasyonu kullanarak, tnce

s e 2r P _2_P i
=% e 7__1—]— 7
-esitliklerini gdsteriniz (4, C kosesindeki yiikseklikdir). Bunlardan
«derhal -
2r 2r 2r 2r 2rs
1__1 SR B R S e = =t 2
iRl st
ve 1
2p i 20 2 2p, 2py’
g Ml o0l “B L5t 2
BEslesy R Sl
«<lde edilir.

Problem 7. R,,R,,...,R. ve R sirasiyla ACM,,M,CM,,
-..»M,CB ve ABC iicgenlerinin disina ¢izilen dairelerin yari-
<aplan olduklarma gore, Misal 11 deki notasyonu kullanarak

%,FLF rzEpa_I__,__}_r,.gpu =_r—£p

.

oldugunu gésteriniz.
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Yol gisterme :

abe

S(ABC)=s.r=(s—c)p= 5

ve

S(ABC)=Vs(s—a) (s — b) (s— ¢)
oldufunu biliyoruz. Buradan derhal

S(ABC) + S(ABC)
bl
R abc

28(ABC)

(a+b)[c2 — (@ — b))
2abc
_ bet—a® | alfc?—b?
=l 2be 2ac
ve kosiniis bagintisi kullamlarak
= cos CAB -} cos CBA

elde edilir.

Problem 8. O noktasinda kesisen n tane C,,C,,...,C»
dairesi verilmis olsun. C, ve C,, C, ve C,, ..., C, ve C; daireleri-
nin ikinci kesistikleri noktalar sirasiyla A, 4, , ..., A. olsunlar
(Sek. 7a). B,, C, dairesi uizerinde O dan ve A, den farkh olan
herhangi secilmis bir nokta olsun. B, A, kirisini c¢izelim. Bu C,
dairesini B, noktasinda kessin; B, A, kirisi de C; dairesini B;
noktasinda kessin. Boylece devam edelim. (Eger B; noktas: A,
ile cakisirsa 4, den gegen kiris yerine C, dairesinin tegetini
gizeriz). En son C, dairesi tizerinde elde edilecek olan B..y
noktasinn B, ile cakisacagin gosteriniz. '
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Sek. 7

Yol gisterme: 1lk 6nce asafndaki yardime: teoremi ispat edi-
niz; Onokhasmdakesigm Clvacsdairelertninmermmol ve 0,
olsun. B,B, de 4, noktasindan gecen ve bu iki daireyi diger nok-
talarda kesen kiris olsun (Sek. 76 ye bakiniz); B;B;ve 0,0, dog-
Tu pargalar1 O noktasindan ayni aci altinda gbriiliir. Bundan son-
ra bu teoremi ii¢ daire igin yapmiz. Sonra da — 1 tane daire igin
dogru oldugunu farzedip » tane C,,Cj, ..., C, dairesinin alndifn
halde gdsteriniz. B, _, noktasmdaki kirisi ¢iziniz ve bunun C,_y ve

"le kesim noktalarim gosteriniz. n —1 tane C,...,C, -1
dairesine indiiksiyon faraziyesini tatbik ediniz.

7. HARITALAR.

Diizlemde, 4, , 4, , ... , A, noktalarim birlestiren ve bas-
ka ortak noktalar: bulunmyan bir takim cizgilerden meydana
gelen bir ag verildigini ve bu cizgiler agimin «tek bir parga»
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teskil ettiklerini farzedelim; yani, A,,...,A, noktalarimm
her hangi- birinden bir digerine yalmz agm cizgileri {lize-
rinde hareket edilmek sarti ile gidilebilsin. (Bu tek ba-
gimlilik ozeligidir). Bu sekildeki bir ¢izgiler agina bir harita,
verilen noktalara onun kdseleri, komsu koseleri birlestiren
egri pargalarina haritanin simirlari, diizlemde bu smirlarin
ayirdigl parcalara (tabii sonsuz dis bdlge de dahil) haritamim

Aq

Sek. 8

memleketleri diyecegiz. Buna gore sek 8 de A;, Ay, A, A,, Ag, Ag,
A;, A; haritanin koseleri; A,4;, A,A;, AjAs, Ay, AiAy, Ady, AAg
AAs, AsA,, A A, siirlan; ve ¢y, ;, 03 bolgeleri ile ¢ sonsuz dis
bolgesi de memleketleridir.

MISAL 12. (EULER TEOREMI). Herhangi bir haritada (')
memleketlerin sayisimi s ile simirlarin sayisim [ ile, kosele-
rin sayisim p ile gosterdigimize gore

s+p=1+4+2
dir.

Ispat. Bu teoremi simirlar sayis1 [ iizerinde indiiksiyon
yaparak ispat edelim.

) Her haritanmn en az bir kbgesinin bulundugu farzedilmek-
tedir. ~ ’
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1. 1= 0 olsun; ohalde s = 1 ve p = 1 olmahdir. Bu takdir
de
s+p=1+2
dir.

2. Sumrlarimn sayisi # olan her hangi bir harita icin teo-
remin dogru oldugunu farzedelim ve I =n + 1 tane sinir, s
memleketj, p kisesi olan bir harita gézoniine alalm. Iki hal
miimkiindiir,

Hal 1. Haritamn iki kogesi arasinda memleketler boyun-
ca giderek bu iki noktay: birlestiren yalniz bir yol vardir. (Ha-
ritanin tek bagimh oldugu diisiiniiliirse, daima bu sekilde en
az bir yol vardir.) Bu halde harita basit bir kapali gevre ihtiva
etmez, ve bundan otiirii Sek. 9 da gosterilen bicimde olup bu

Sek. 9

harita i¢in s =1 dir. Béyle bir harita icin, yalniz bir sinirin
sonunda bulunan en az bir kise bulunabilecegini gosterecegiz.



(Sek. 9 da A, kosesi boyle bir kosedir. Boyle bir koseye ug
denir.) Gergekten, haritada gelisi giizel bir kose secelim. Eger
bu kose bir ug degilse, bu kdsede son bulan en az iki smir
vardir. Bu simirlardan biri boyunca giderek ikinci bir kdseye
varalim. Bu kose de bir ug degilse, bagka bir simirin son nok-
tasidir. Bu simir boyunca diger son noktaya gidelim, ve bdyle-
ce devam edelim. Haritada kapali hi¢ bir yol bulunmadig hi-
potezine gore daha Gnce gozoniine alinan kdselerden higbirine
donemeyiz, ve haritada yalmz sonlu sayida kose bulundugun-
dan sonunda ug olan bir késeye gelmeliyiz. Bu koseyi ve bun-

da biten basit sitmin ¢ikanrsak yeni bir harita elde ederiz.
Bunda

elde edilir.

Hal 2. Birden fazla yol ile birlesmis iki kose vardir (Sek.
8). Bu halde, harita bu koselerden gegen kapali bir yol ihtiva
eder. Bu yoldaki sinirlardan birini (koseleri cikarmadan) gika:
rirsak yeni, tek bagimh bir harita elde ederiz. Burada

I'=sl—1l=n,p=p,s=s—1
dir. Indiiksiyon hipotezine gbre
sS+p=+2

dir. Buradan

s+p=1+2
elde edilir.
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MISAL 13. Haritada ii¢ taneden daha az simirin birlestigi
noktalar bulunmuyorsa (yani, harita Sek. 8 deki A,, Ay, A5, Ay
noktalar: gibi noktalar veya A,A; gibi simirlar ihtiva etmiyor-
sa), bu takdirde haritada smirlar besten fazla olmiyan, ¢n az
bir tane memleket vardir.

Ispat. Haritanin p tane kosesinden her birinde en az iig
smir kesistigi i¢in, 3 p, simirlarin sayismin iki kat1 olan 21 den
biiyiik olamaz (her smir iki koseyi birlestirdiginden ! sayisi-
min iki kati alinmistir); ohalde

2
P = FY l 9
dir. Simdi de haritadaki s tane memleketten her birinin alti-
dan daha az sayida siniri olmadigim farzedelim. Bu takdirde

6 5, simirlarin sayisimin iki katimi gegemez (her simir iki mem- I
leketi ayirdigindan, sayinin iki kat1 ahmir); ohalde

ey (10)
dir. (9) ve (10) esitsizliklerinden

1 2

elde edilir. Bu Euler teoremi ile gelisir. Onun i¢in her memle-
ketin altidan daha az sinin bulunamiyaca@ hipotezi yanhstir.

Problem 9. Diizlemde bes nokta verilmis olsun. Bu nok-
talardan herhangi bir cifti, di-
gerleri ile kesismiyen cizgilerle
birlestirmenin miimkiin olam-
yacagim gosteriniz (Sek. 10).

Yol gésterme : Biitiin bu nok-
talarin problemdeki sartlar ger-
ceklenecek sekilde birlestirilebil-
digini farzedelim. Bu takdirde 5
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Kose, 5_2_‘ = 10 suur ve dolaysile 7 memleket ihtiva eden bir hari-

ta elde ederiz (Euler teoremi!). Boyle bir haritamn imkinsizhif1
(10) esitsizligine gdtiiren muhakeme tarzina benzer dilsiinceler-
den gikar ‘D,

8. COKYUZLULER.

Problem 10, (COKYUZLULER ICIN EULER TEOREMI).
Konveks bir ¢okyiizliiniin koselerinin sayis1 p, kenarlarinm sa-
yis1 I ve yiizlerinin sayist s olduguna gore

s+p=1+2
esitligini gosteriniz.

Yol gésterme: Cokylizliiyli, yaricap: yeter derecede bilyiik olan
bir kiire icine yerlestiriniz. Cokyiizliiniin biitiin noktalarim, ( gok-
ylizliiniin icinde kalthfim farzettifimiz) kiirenin merkezinden, kii-
re yiizeyi lizerine izdiisliriiniiz. Bu suretle kiirenin yiizeyi iizerin-
de bir harita elde edilir. Kiirenin yiizeyi {izerinde bulunan ve fakat
haritamin simirlar iizerinde bulunmayan herhangi bir nokta alimz,
Haritay:, bu noktadan gegen yarncapin difer ucundaki teget diiz-
lem iizerine, (bu nokta merkez olmak {izere) izdiisiiriiniiz (s tereo-

grafik izdiisiim). Bu sekilde elde edilen diizlem haritaya Euler
teoremini tatbik ediniz,

Problem 11. Her gokyiizliiniin bir iiggen, bir dortgen
veya bir besgen olan enaz bir yiizii oldugunu gosteriniz.

Yol gésterme : Misal 13 e bakimz.

isimli kitabmda bulabﬂlr [Bu kitap tiirkceye A. R. Ozbek
M. A. Ozkan tarafindan cevrilmis ve bu yaymlarm 2. si olarak
silmistir (Cevirenin notu) ]
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Yol gisterme: Euler teoremini tatbik ediniz.

Intar. Euler teoreminin gokyiizliilere tatbikine ait diger
misalleri, meseld, R. Courant ve H. Robbins’in What is Mathe-
matics? (Matematik nedir?) adli kitabinda bulabilirsiniz (New
York: Oxford University Press, 1941).

9. HARITA BOYAMA PROBLEMLERI.

Diizlemde bir harita verildigini farzedelim. Efer memle-
ketlerinden her biri belirli bir renkle ve ortak simirlar1 olan
iki memleket de farkh renklerle boyanirsa, harita regiiler (uy-
gun, diizgiin) olarak boyanmuistir diyecegiz. Regiiler boyanmig
haritalara misal olarak herhangi bir cografya haritasina bak:-
labilir. Herhangi bir harita, meseld, her memleket ozel bir
renkle boyanmak suretiyle regiiler olarak boyanabilir. Fakat
bu sekildeki bir boyama ekonomik degildir. Tabii olarak su
soru akla gelir: Verilen bir haritay: regiiler olarak boyamak
icin gerekli olan boya sayisimn minimumu nedir? Mesela Sek.
ll:z da goriilen haritay: iki renkle regiiler olarak boyamanin
mimkiin oldugu asikardir; Sek. 11 b de goriilen haritay1 regii-
ler F}oyarnak icin ii¢ renge ihtiyag vardir; Sek. 11 ¢ de goriilen
harita ise yalmz dort renk kullanilarak regiiler boyanabilir.
Su da stylenebilir, hig kimse dért renk ile regiiler boyanami-
yan bi-r harita bulamaz. Sanildigina gore tamnmis Alman ma-
tematikcisi Mébius, yiiz yildan daha 6nce bu hususa ilk isaret
eden olmustur. O zamandan beri bir ¢ok biiyiik matematikgi
bu dort - renk problemini ¢bzmek icin ugrastilar. Yani ya
L‘E‘; hang1- bir haritay: regiiler boyamak icin dért rengin kafi ol-
hai‘::‘; 'Spata veya boyamak igin dort rengin yetmedigi bir
g r;:’gl l?ylmayavugrfastﬂar, fakat bugiine kadar ne biri-
Ia berabi ni EOStc‘rme.ge ‘hIQ kimse muvaffak olamadi. Bunun-
boyamakl: $u tesbit edildi, herhangi bir haritay: regiiler olarak
ey 1§1f1 bes renk yeter (asagida misal 17 ye bakmiz). Bir

amn iki renkle (Misal 15) veya ii¢ renkle (Misal 16) bo-

F.3
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yanmasi icin sartlari tesbit etmek zor degildir. Bir haritanin
dort renkle regiiler boyanmasi igin gerek ve yeter bir sarta da
isaret edelim (Misal 18); fakat, tabii, bu sart herhangi bir ha-
ritaya uygun mudur? veya bu sarta uymiyan haritalar mevcut
mudur? sualleri cevapsiz kalmstir.

Sek. 11

Su da kayda deger: diizlemden daha kangsik goriinen bazi
yiizeyler i¢in harita boyama problemi tam olarak ¢oziilmiistiir,
Boylece, mesela bir tor iizerinde herhangi bir haritanin regii-
ler boyanmasi icin yedi rengin yettigi, fakat baz1 haritalarda
regiiler boyama igin alti rengin kafi gelmedigi goriiliir.

Sek. 12

Bundan boyle ayirmaya yaramiyan simrlarmn, yani her iki
tarafinda ayni memleketin uzandig simirlarin (Sek. 8 deki
AAg st gibi) bulunmadiklarim farzedecegiz. Aksi takdirde
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regiiler boyama probleminin ifadesi manay1 haiz olmaz. Ayni
zamanda haritada yalmz iki simirin kesistigi koselerin de bu-
lunmadiklarim farzedelim (Sek. 8 deki A, kosesi gibi). Ciinkii -
boyle koseler liizumsuz olacaktir, Diger bir deyimle her kose-
de en az ii¢ simirin kesistigi haritalar1 gozoniine alahm. Yani
misal 13 deki sartlara uyan haritalar diisiinelim. Bu suretle
misal 13 de elde ettigimiz sonucu derhal tatbik edebiliriz. Bu
bize haritamizda yalmz bir tane sonsuz bélge bulundugunu,
* yani «sonsuza uzanan» sirlar bulunmadigini da kabul etmek
imkanim saglar. Bu son sarti almanin asagida elde edilecek
neticelerden hic birini degistirmiyecegi gosterilebilir,

10. NORMAL HARITALAR.

Her kosesinde tam ii¢ simirin kesistigi haritalara normal
haritalar diyecegiz. Herhangi bir S haritasmn verilmis oldu-
gunu farzedelim (Sek. 13 a daki gibi). Bu haritada ii¢ten fazla
siirin kesistigi koselerden her birinin etrafina kiigiik bir dai-
re cizelim. Bu dairenin cevreledigi bolgeyi, bu kosenin etrafin-
daki memleketlerden birine katahm. Bu suretle ayni sayida
memleket ihtiva eden normal bir S’ haritas: elde ederiz (Sek.

Sek. 13

13 b deki gibi); §" haritasinin herhangi regiiler bir boyanma-
Sindan, ayni sayida renk kullanarak, kolayca S haritasinin
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regiiler bir boyanmasi elde edilir (!) .Buna gore biitiin harita-
lar igin dort-renk problemi, normal haritalar igin doért - renk
problemi ile esdegerdir. O halde dikkatimizi normal haritala-
ra cevirmeliyiz.

Simdi en basit normal haritalardan birkacinin insasim
gorelim (2). Normal bir haritada p koselerin, I simirlarin, s de
memleketlerin sayis1 olsun. Buna gore 2/ = 3p (yukarda Mi-

sal 13 e bakimz), ve p = -; 1 dir. Bundan baska Euler teoremi-
ne gore s + p =1 + 2 dir; Ohalde
' 1
s=(l—p+2= T + 2

dir; ve buradan s = 2 bulunur. Fakat s = 2 icin ! = 0 buluruz;
boyle bir haritanin mevcut olarmiyacag: ise asikardir. s = 3 ko-

SO

Sek. 14

yalim, I = 3 ve p = 2 elde ederiz. Bu basit normal harita $ek.
14 a daki gibidir. s = 4 i¢in [ = 6 ve p = 4 elde ederiz. Bu hal-
de haritanin Sek. 14 b veya Sek. 14 ¢ deki gibi olacagim goste-

‘0 Aksi faraziye yanhstir. S nin regiiler bir boyanmasindan
daima S’ niin regiiler bir boyanmas: elde edilemez.

2 Burada ve bundan sonra, «benzer sekilde diizenlenmis» ha-
ritalar arasinda fark gozetmiyecefiz (Sek. 11¢ ve 23 ada gosteril-
digi {izere); yani bu haritalarda memileketler ve smrlar o sekilde
numaralanabilir ki, her iki haritada ayni numaray: tagiyan mem-
leketler, ayni numarah siirlar tarafindan aynlirlar,
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recegiz. Gergekten k, iki koseli memleketlerin sayisim, k; ii¢
kogeli memleketlerin sayisini, k, dort koseli memleketlerin sa-
yisim gostersin (p'= 4 oldugundan, haritada, dortten daha faz-
la kosesi olan memleket yoktur). Ohalde

ky +ky+ kg =s=4

ve

dir (yukarda Misal 13 e bakimiz). Son esitlige gore k; iin cift
olacag asikdrdir. k, + k; + k; toplamu 4 e esittir. Terimleri
azalan siraya gore alirsak 2+2+0,2+ 14+ 1,3 + 1 4+ 0 veya
4 + 0 + 0 seklinde yazabiliriz. Bu hallerden her birini inceli-
yelim.
k larin degerlerinden ikisi 2 ye, biri sifira esit ise, k;, = 2,
ky = 2, ky = 0 halinde 2k, + 3k; + 4k, = 10 olur. Bu hal imkan-
sizdir, giinkii 2k, + 3k; + 4k, = 12 olmahdir; k; =2, k=0,
k, = 2 igin 2k, + 3k; + 4k, = 12 dir. Bu hal sek 14 b de goste-
rilen haritaya tekabiil eden haldir; k, =0, k; = 2, k, = 2 icin
2k; + 3k; + 4ks = 14 > 12 dir.

Sayet k nin degerlerinden birisi 2, diger ikisi 1 ise, k; ¢ift
‘'oldugundan, yalmiz k, = 1, k; = 2, k, = 1 alabiliriz, bu hal igin
2k, + 3k, + 4k, = 12 dir. Boyle bir harita mevcuttur, fakat nor-
mal degildir (Sek. 15).

k larin degerlerinden birisi 3, di-
ger biri 1 ise, k, ¢ift olacagindan, si-
fira esit olmalidir; bu halde

2k, + 4k, = 12 dir.

En son, k lardan biri 4 geriye
kalanlarin  degerleri sifir hallerin-
den yalmz k,= ki=0, ksy=4 igin
2k, + 3ky + 4k, =12 dir. Tekabiil
eden harita Sek. 14 ¢ de goriilen se-

kildedir. Sek. 15
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11. HARITALARIN REGULER BOYANMASI

Bazan haritalarin yalmz memleketlerini degil, simirlarini
da boyariz; boyle yapildigi zaman smirlar i¢in kullandigimiz
renkleri 1, 2, 3, ... rakamlari ile gosterecegiz. Eger ayni bir ko-
sede birlesen simirlar farkli numaralar tasiyorlarsa, haritanin
siirlarinin numaralanmas: regiilerdir diyecegiz. (Mesel4, sekil
16 ya bakiniz). $una isaret edelim ki, bir haritanin kiselerinin

Sek. 16

numaralanmas: probleminde komsu késelere, yani ayni suur
iizerinde bulunan koselere, farkli numaralar vermek, harita-
nin memleketlerinin regiiler boyanmas: problemi ile ilgili-
dir (1).

MISAL 14. Diizlemde n tane daire verilmis olsun. Bu dai-
releri nasil alirsak alahm meydana gelen haritamin iki renkle
regiiler olarak boyanabilecegini gosteriniz.

Ispat. 1. n =1 ise istenilenin daima temin edilebilecegi
agsikardir.

(1) Bu ilgiyi gbrmek igin, meseld E. B, Dynkin ve V. A. Us-
penskii’'nin kitabina bakimz, (Trkgeye Cok Renk Problemleri adi

ile gevrilmigtir. Pu serinin 2. kitabidir). Okuyan orada agafnd
verilen teoremlerin deffigik ispatlarini bulacaktir,
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2. lIstenilenin n daireden meyvdana gelmis herhangi bir
haritada temin edilebildigini, ve diizlemde n + 1 tane daire ve-
rildigini farzedelim. Bunlardan birini kaldirirsak, faraziyemi-
ze gore, iki renkle mesela beyaz ve siyah ile regiiler olarak bo-
yanabilen bir harita elde ederiz (Sek. 17 a). Simdi, yeniden ¢i-
kardigimiz daireyi ilave edelim, ve onun bir tarafinda (mesela
icinde) her parganin rengini degistirelim (yani siyahlan beyaz,
beyazlan siyah yapalim); bu sekilde elde ettiimiz baritanin da
iki renkle regiiler boyandigim kolayca girebiliriz (,$_f_:k. 17b).

(5)

Sek. 17

Problem 13. Diizlemde, iglerine birer kiris ¢izilmis, n ta-
ne daire verelim. Bu daireler ve kirislerden meydana gelen ha-
ritanin 3 renk ile regiiler boyanabilecegini gosteriniz (Sek. 18).
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Yol gosterme. n daire ve onlarin kiriglerinden meydana gelen
haritanin a, f, y glbi {i¢ renk ile regiiler olarak boyandiffini far-
zedelim. (n+1) ineci daireyi ¢iziniz ve bu dairenin i¢inde ve teka-
biil eden kirigin bir tarafinda kalan memleketlerin renklerini

a>f, B>1, 1>a

gemasina gire degigtiriniz, dairenin iginde fakat kirigin diger ta-
ralinda kalan memleketlerin renklerini de

oy O el R i
gemasina gbre defigtiriniz.

MISAL 15. (IKI RENK TEOREMI). Bir haritanmn, iki
renk ile regiiler boyanabilmesi i¢in, her kiosede kesisen sinir-
larin sayisinn Gift olmas: gerek ve yeterdir.

Ispat. Bu sartin gerekligi asikdrdir. Zira haritanin her-
hangi bir kosesinde tek sayida sumr kesigse, bu kise etrafin-
daki memleketleri iki renk ile regiiler boyamak imkénsiz olur
(Sek. 19),

Sek. 19 Sek. 20

Sémn yeterligini ispat etmek ig¢in, haritanin simirlarimn
sayisi tizerinde indiiksiyon yapalim.

1. 1ki simirh bir harita icin iddia asikardir (Sek. 20).

2. Smirlarimn toplam sayis1 n1i gegmiyen ve her kosesin-
de kesisen simirlarin sayisi ¢ift olan, herhangi bir harita igin
teoremin dogru oldugunu farzedelim. Bu sarta uyan ve n + 1
smir1 olan bir S haritas: verilsin. S8 haritasimin herhangi bir A
kbsesinden baslayip, bir simr iizerinde gelisigiizel bir dogrul-
tuda hareket edelim. Harita iizerinde sonlu sayida kse bulun-
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dugundan, en sonunda daha &nceki koselerden birine geliriz
(ayirmaga yaramiyan sinirlari olmadigindan haritanin uclar
yoktur). Boylece, haritanin bazi sinirlarindan meydana gelen,
kendi kendisini kesmiyen bir kapali egri buluruz. Bu egriyi ¢1-
karmakla daha az sinir1 olan, fakat gene her kosesinde ¢ift sa-
yida sinir Kesisen bir S” haritasi elde ederiz. (Ciinkii S harita-
smin her kosesinden cift sayida sinir, 0 veya 2 tane, ¢ikariimis-

tir). Indiiksiyon faraziyesine gore S” haritas: iki renkle regiiler
boyanabilir.

Simdi eger ¢ikardigimiz egriyi tekrar ilive eder ve bunun
bir tarafinda (mesela iginde) her rengi digeri ile degistirirsek,
S haritasinin bir regiiler boyanmasim elde ederiz.

MISAL 16. (UC RENK TEOREMI). Normal bir harita-
nin {i¢ renk ile regiiler boyanabilmesi igin gerek ve yeter sart,
memleketlerinin ¢ift sayida sinir1 olmasidir.

Ispat. Bu sekilde ifade edilen sartin gerekligi asikdrdir;
zira haritada simirlarinin sayist tek olan ¢ gibi bir memleket
bulunsa idi, ¢ ve ona bitisik memleketleri ii¢ renk ile regiiler
boyamak miimkiin olamazdi (Sek. 21).

Sek. 21

Sartin yeterligini ispat igin, haritadaki memleketlerin sa-
yis1 n iizerinde indiiksiyon yapalim.
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1. 3 memleketi olan normal bir harita igin (Sek. 14a ya
bakiniz) iddiamiz asikardir. Sek. 14 b de gosterilen 4 memle-
ketli haritanin ii¢ renk ile regiiler boyanabilecegi kolayca go-
riilebilir. ( Bunu temin igin «i¢» memleket ile en distaki bolge-
yi ayni renk ile boyamak yeter). Sek. 14 ¢ de goriilen normal
harita, her memlekette ¢ift sayida sinir olmasi sartina uymaz.
Ohalde 3 veya 4 memleketi bulunan ve her memleketin simr-
larmin sayis: ¢ift olan normal haritalar ii¢ renk ile regiiler bo-
yanabilir.

2. Teoremin, her memleketinin simr sayisi gift olan, ve
toplam memleketlerinin sayis1 n— 1 veya n olan herhangi bir
normal harita igin dogru oldugunu farzedelim. Ayni sartlara
uyan fakat n + 1 tane memleket ihtiva eden normal bir S ha-
ritas1 gozoniine alahm. Misal 13 de gordiigiimiiz tizere, bu sekil-
deki S haritasi, simirlarimin sayisi 5 i gegmiyen ¢ gibi bir mem-
leket ihtiva eder. Buna gore ¢ nin ya iki veya dort simir1 var-
dir. Bu hallerin her birini tetkik edelim.

Hal 1. ¢ min iki simir1 olsun. A ve B bu memleketin kise-
leri, g, ve g, de komsu olan memleketler olsunlar (Sek. 22).

0y
’a- - i
=~ \\
’ Y
’ LY
a
A B
o2
Nez. 22

o ve o memleketleri arasindaki sitmin kaldinirsak yeni bir 8
haritas: elde ederiz. Bu da normaldir; zira A ve B noktalan ar-
tik kise degildirler (bu haritanin liizumsuz koselerinin bulun-
madigim kabul etmistik), ve geriye kalan koselerin her birin-
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deki kesisen sinir sayisi ayni kalir. §’ haritasimin her memle-
ketinde de ¢ift sayida simir vardir; ¢iinkii ¢, ve g, memleketle-
rinin simir sayis1 2 eksilir, diger memleketlerinki ise degismez.
§’ haritasindaki memleketlerin sayist n oldugundan, indiiksi-
yon faraziyesine gore, 8’ nii ¢,y gibi ii¢ renk ile regiiler boya-
mak miimkiin olur. ¢/ =g, + o Ve ¢ = ¢; memleketlerinin
renklerinin sirasiyla ¢ ve § oldugunu farzedelim. ¢ memleketi-
ni yeniden ¢izip v ile boyarsak S haritasinin bir regiiler boya-
nisinl elde ederiz.

Hal 2. ¢ nmin dort sinir1 olsun. ¢ min, birbirine karsi olan
iki stmirma komsu iki memleketin ortak bir simin oldugunu
(Sekil 23 a) veya bunlarin gakistiklarim farzedelim (Sek. 14 b
deki ¢, nin yerine, Sek 23 a daki ¢ y1 koymak suretiyle elde edi-
len Sek. 14 b deki g, memleketi gibi). Bundan baska bu hal-
lerde ¢ ya komsu olan diger iki memleketin ne ortak bir sinir-
lar1 bulunabilir ve ne de ¢akisabilirler. Bu iki memleket ¢, ve
g4 Olsun (Sek. 23 b). AB ve CD simirlarim kaldirarak ¢, ve oy

04 o a2

fa) (b)
Sek. 23

memleketlerini ¢ ile birlestirelim. Bu suretle bir S’ haritasi el-
de ederiz. 8’ haritasinin da normal oldugu, ve bu haritadaki
memleketlerin de sinirlarinin sayisimin ¢ift olacag asikardir.
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Gergekten, eger ¢ in sinirlarinin sayisit 2k, g, nin simirlarimin
sayisi 2k;, gy linkiler 2k; ve gy linkiler de 2k, ise ¢’=¢g+0o2t0oy
memleketinin sinirlarinin sayist 2k, +2k—4, ¢," = ¢, memleke-
tinin simrlarimn sayisi 2k, — 2, ¢y’ = ¢; memleketinin sinirla-
rimn sayisi 2k; — 2 olacak, halbuki geri kalan diger memleket-
lerin her birinin simirlarinin sayist degismivecektir (g ve o3
memleketlerinin gakistigi halde, bu memleketin S’ haritasm-

daki sinirlarinin sayisi, S haritasindaki simirlarimin sayisindan
4 eksiktir.) N

S’ haritasinda n — 1 tane memleket oldugundan, indiiksi-
yon faraziyesine gore S’ nii o, 3 ve y gibi ii¢ renk ile regiiler
boyamak miimkiindiir. Bu halde ¢,” ve ¢;" memleketlerinin ay-
ni renk ile boyanabilecegini gosterelim (gy ile ¢," gakisirlar-
sa bu iddia asikardir). Gergekten, ¢” memleketinin o rengi ile,
¢," memleketinin de §§ rengi ile boyandigim farzedelim. S
rin MN parcas: boyunca (2k, — 3) tek sayisi kadar memleket
¢’ ne komsu olacafindan, bunlarin ardagik olarak ~,8,7,8,-...y
seklinde boyanacag: asikdrdir. Ohalde ¢y” memleketi § ile bo-
yanmahdir. ¢ memleketini tekrar ¢izip y rengi ile boyarsak, S

haritasimin regiiler bir boyamsini elde ederiz.

12. BES RENK TEOREMI

MISAL 17. (BES RENK TEOREMI). Herhangi bir nor-
mal harita bes renk ile regiiler boyanabilir.

Ispat. 1. Haritadaki memleketlerin sayis1 besi gegmivorsa
iddia agikardir.

2. Teoremin n — 1 veya n memleket ihtiva eden herhangi
bir normal harita igin dogru oldugunu farzedelim ve n + 1 ta-
ne memleketi olan bir S haritasim gozoniine alahm. S harita-
sinda, sinirlariin sayis1 51 gegmiyen en az bir ¢ memleketinin
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diir (Misal 16 ya bakimz). ¢ y1 bu memleketlerden biri ile, me-
sela g, ile birlestirelim. n» memleket ihtiva eden bir S’ haritas:
elde ederiz. Indiiksiyon faraziyesine gore S’ bes renk ile regii-
ler boyanabilir.

oy =0y, 0y =03+0, 0y =03 ve o /=0,
memleketleri bu bes renkten herhangi doérdii ile boyanir. (Eger
o ve g3’ cakigirlarsa veya ayni renkte iseler, bunlar dortten

daha az renkte olabilir). & memleketini yeniden c¢izip, onu
da besinci renk ile boyayabiliriz.

Hal 4. ¢ min bes simin olsun (Sek 24 ¢). Misal 16 da ol-
dugu gibi, ¢ ya komsu olan memleketlerden ikisini Gyle sege-
biliriz ki, bunlar ¢akismasin ve ortak simirlar1 bulunmasin. Bu
memleketler ¢, ve ¢; olsun. Bu memleketlerin her ikisini de ¢
ile birlestirirsek, n — 1 memleketli bir S’ normal haritas: elde
ederiz. Indiiksiyon faraziyesine gore S’ haritas: bes renk ile
regiiler boyanabilir.

o) =0, +0+05 0y'=0y, 0 =0, Ve oy =0

memleketleri bu bes renkten dordii ile boyanabilir. ¢ memle-
ketini tekrar c¢izip, besinci renk ile boyayabiliriz.

13. VOLYNSKIii TEOREMi

MISAL 18. (VOLYNSKII TEOREMI). (') Normal bir ha-
rita yalmiz simirlan ii¢ rakam ile regiiler olarak numaralanabil-
digi zaman (ve ancak bu halde), dort renk ile regiiler boyana-
bilir (2).

(1) V. V. Volynskii (1923 - 1943) bir Sovyet matematikgisidir.

(2) Volyinskii teoreminin daha ®nee P. G, Tait tarafindan
bulundugu gdritliir (Seientific Papers, Cambridge, 1898 - 1900,
Cilt 1, S. 408 - 411 ve Cilt 2 S. 85 - 98). Konig, Tait'in bu teo-
remini (Graphentheorie, Chelsea Publishing Co., New-York, 1950,
S. 202) de referans olarak almigtir. W. W. R. Pall tarafindan
Mathematical Recreations and Essays de bam tafsilat verilmigtir.

e — e i



2. Indiiksiyon ile ispat 47

Ispat. A. Eger bir normal harita dort renk ile regiiler bo-
yanabilirse, sinirlar: da li¢ rakam ile regiiler numaralanabilir.

S normal haritasinin ¢, 8, ¥ ve § renkleri ile regiiler bo-
yandigimi farzedelim. ¢ ve f§ veya y ve § ile boyanmis memle-
ketler arasindaki simirlan 1 rakami ile, ¢ ve y veya f§ ve § renk-
leri ile boyanmig memleketler arasindaki sunirlan 2 rakamu ile,
o ve § veya § ve vy ile boyanmis memleketler arasindaki sinur-
lar1 da 3 rakam ile isaretliyelim. Smmirlarin bu sekilde numa-
ralanmalar1 normaldir. Gergekten, iki simir ayni numaray:
tasiyorlarsa bir A kosesinde kesigirler (Meseld, $ek. 25 deki
1 rakami). Ohalde g; memleketin-
den ayni numarayi tasiyan simrlarla
ayrilan ¢, ve ¢; memleketleri ayni
renkli olmalidirlar (giinkii, eger mi-
salimizde ¢, a rengi ile boyanmis
ise g, ve ¢, f rengi ile boyanmalidir);
fakat bu miimkiin degildir, zira ¢,
ve g iin ortak bir simr vardir. - Sek. 25

B. Normal bir haritamin simirlan ii¢ rakamla regiiler nu-
maralanabilirse, memleketleri de dort renk ile regiiler boya-
nabilir. Bunu ispat icin memleketlerin sayis1 n iizerine indiik-
siyon yapacagz.

1. Uc memleketi olan basit bir normal haritamin simriart
(Sek. 14 a ya bakiniz), 1, 2, 3 rakamlan ile (rakamlarin bir
permiitasyonu gézoniine alinmazsa) yalmz bir sekilde numa-
ralanabilir. Bu haritay1 Sek. 26 a da gésterilen sekilde boyaya-
Iim. ¢ ve f§ ile boyanrms memleketlerin arasindaki simir 1 nu-

H. 8. M. Coxeter bunu yeniden gozden geg¢irmigtir (New-York:
The Masmillan Company, 1960). Tait ispatin anahtar: olan fikri
vermig, fakat tafsilita girigmemigtir. PBall da her ne kadar daha
gok tafsilit vermig ise de meseleyi tamamlamamigtir. Oyle go-
ritltiyorki Volynskii, Tait'in ¢aligmasindan habersizdi.
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;
B ICA

3

(a) 2
(&)

Sek. 26

marast ile, § ve § ile boyanmis memleketler arasindaki sir 2
numarasl ile, g ve § ile boyanan memleketlerin arasindaki si-
nir da 3 ile gosterilsin.

Bir S haritasin, dort g, B, v, § renkleriyle bir regiiler bo-
yamsmnda ¢ ile B ve y ile § renkleri arasindaki her simr 1 nu-
marasini, ¢ ile y ve § ile § renkleri arasindaki her sir 2 nu-
marasin, ¢ ile § ve § ile v renkleri arasindaki her sinir 3 nu-
marasin tasirsa, bu boyamaya kabul edilebilir denir. Ug mem-
. leketli basit bir normal haritanin dort renkle kabul edilebilir
regiiler boyanabilecegini gordiik. Bunun dért memleketli nor-
mal bir harita icin de yapilabilecegini gosterelim (Sek. 14 b, ¢).
Sek. 14 ¢ de goriilen haritanin sinirlari, (rakamlarin bir per-
mutasyonu farki ile) 1, 2, 3 rakamlar ile, yalmz bir sekilde re-
giiler numaralanabilir. Bu haritanin Sek. 26 b de gosterilen
boyanmas: kabul edilebilirdir. Sek. 14 b de goriilen harita si-
nirlarinin ise, iki farkli sekilde numaralanmasi yapilabilir
(Sek. 27 a). Bu haritanin Sek. 27 a, b deki boyanmalar da ka-
bul edilebilirdir.

2. n—1 veya n tane memleketi olan herhangi bir normal
haritanin, simirlarinin {i¢ rakamla regiiller numaralandigini ve
dort renk ile kabul edilebilen bir regiiler boyamasimin mevcut
oldugunu farzedelim; ve n + 1 tane memleketi bulunan normal
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1 1
. |
3 3
(a) (b)

Sek. 27

bir § haritasinda da simrlarin ti¢ rakamla regiiler numarala-
nabilecegini gosterelim. Misal 13 de gordiigiimiiz gibi, S de si-
nirlarimin sayisi besi gegmiyen bir ¢ memleketi vardir. Miim-
kiin olan farkli 6zel halleri gozoniine alalim,

Hal 1. ¢ mn iki sinir1 olsun. Sayilarin permiitasyonlarina
farkh gozii ile bakilmazsa, ¢ y1 gevreleyen simirlari numarala-
mak icin yalmiz bir metod vardir; bu da Sek. 28 a da gosteril-
mistir, ¢; memleketini ¢ ya katahm; ¢,' =0, +0 ve g =0
memleketlerini ayiran yeni bir MN sinin elde ederiz (Sek.
28 b). Bu simir 1 numarasin tasiyacaktir; halbuki diger sinir-
larin numaralar1 degismez. Bu suretle elde edilen S” haritas:
normal olacak ve smurlan ii¢ rakam ile regiiler numaralana-
caktir. S’ deki memleketlerin sayis1 n oldugundan, onu regiiler
olarak dort renk ile boyamak miimkiin olur. Meseld ¢," mem-
leketinin rengi o ise, o," memleketi § rengi ile boyanms ola-
caktir. ¢ memieketini tekrar gizelim ve y rengine boyayalim. S
haritasimin dért renk ile, kabul edilebilir bir regiiler boyan-

masin1 elde ederiz.

Hal 2. g min ii¢ sinir1 olsun. ¢ min simirlarinin numaralan-
masimn miimkiin olan tek sekli, Sek. 29a da gosterilmistir.
Bir an icin, S haritasinin lastik bir film iizerine cizildigini far-

F.4

L)
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bir 8’ normal haritas: elde ederiz. S* haritasindaki memleketle-
rin sayis1 n oldugundan dort renk ile regiiler boyanabilir; eger
o’ memleketi ¢ rengi ile boyanirsa, ¢," memleketi § rengi ile
ve g3’ memleketi de + rengi ile boyanacaktir. ¢ memleketini
tekrar meydana getirir ve f§ ile boyarsak, S haritasinin kabul
edilebilen bir boyanmasim elde edgriz.

Hal 3. ¢ min dort simin olsun. Bu halde ¢ memleketini
cevreliven smirlarin numaralanmasinda iki farkli yol miim-
kiindiir (Sek. 30a ve Sek. 31a). llk yolu goziniine alahm

2 0 1
LA DS
Z
a
w
I Os 2
: (b)
Sek. 30 : :

(Sek. 30a). ¢ ya komsu olan ve ortak simrlar1 olmiyan iki
memleket bulmak daima miimkiindiir (Misal 16 va bakimz).
Birbirlerine nazaran aksi yonlerde bulunan her iki g,y ve
o2, 05 memleket ¢ifti, sinirlarm numaralanmas: bakimindan

L
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numaralanmig olacaktir. S’ haritasindaki memleket sayisi
#1— 1 oldugundan, §’ nii dort renk ile regiiler boyamak miim-
kiindiir; eger ¢’ = ¢, + 03 + ¢ memleketi ¢ rengi ile boyanmus
ise, g, =g; ve g, =g, memleketleri de § ile boyanabilir. &
memleketini tekrar ayirarak § ile boyariz ve yeniden S nin bir
kabuledilebilir boyanmasim elde ederiz.

Numaralanmamn ikinci seklinde (Sek. 31a), o1 Ve o3
memleketlerinin ortak simrlar1 yoksa, éncekine benzer sekil-
de muhakeme edebiliriz. Bununla beraber yeni NP sinir1 ey-
velki gibi 3 ile numaralanabilecegi halde, MQ sinir1 2 sayisi ile
gosterilmelidir ($ek. 31b). ¢ = g, memleketi v ile boyana-
caktir, ¢ memleketini tekrar ¢izip, yukardaki gibi, B ile boya-
T :

En son, ¢, ve g, memleketlerinin ortak simirlar: olmadigin
farzedelim. A ile B ve C ile D noktalarim iist - liste getirerek
ABCD dortgenini bir dogru pargasina doniistiirelim. Boylece
BC ve AD smurlan ¢akisir. MA, NB, PC ve QD smirlarim evvel-
ki gibi numaralayalim ve yeni BC = AD siirim 1 ile isaretli-
yelim (Sek. 31¢). Bu suretle elde edilen S’ haritasi, simirlar:
regiiler numaralanmis normal bir haritadir. Memleketlerinin
sayisi n oldugundan, S” haritas1 dort renk ile regiiler boyana-
bilir: Eger ¢, memleketinin rengi o ise, ;' memleketininki
3, oy’ memleketinin rengi a, oy" memleketinin rengi y olabilir. ¢
memleketini yeniden gizip § ile boyariz.

Hal 4. & min bes sinin vardir. Bu halde 1, 2, 3 rakamlari-
mn permiitasyonlan farkh olarak diisiiniilmezse ¢ memleketi-
nin etrafindaki simirlari ancak bir sekilde numaralamak miim-
kiin olur (Sek. 32a). Ilk once g5 memleketinin ¢, veya g,
ile cakismadif ve onlarla ortak simirimin bulunmadign hali goz
oniine alalim. ¢< memleketini ¢ ile birlestirelim, yeni MB sin:-
rini 2 sayisi ile RD simirim 1 sayisi ile isaretliyelim ve BC sm-
rinin numarasimm 1 olarak, CD smmirinin  numarasimi 2 olarak
«degistirelim. Bu suretle sinirlan regiiler numaralanmis bir §*
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normal haritas: elde ederiz (Sek. 32 b). 8’ deki memleketlerin-
sayisi n oldugundan, onu dort renk ile regiiler boyamak miim-
kiindiir. Eger ¢’ = ¢ + g5 memleketi ¢ ile boyanmis ise ¢,” ve:

¢ memleketleri § ile, ¢," ve gy’ memleketleri y ile boyanir. g~
memleketini tekrar ¢izip, onu da § ile boyanz.

Eger ¢s memleketi &, ye bitisik ise veya onunla ¢akisirsa,
¢, ve g; memleketlerinin ne ortak smirlari mevcuttur ne de
cakisirlar; eger gs memleketi ¢ ile bitisik ise veya cakisiyor--
sa, g, ve g, memleketleri ne gakisirlar, ne de ortak simrlarz
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vardir. Sinirlarin numaralanmas: bahis konusu oldukga, bu
hallerden her biri, birbirine benzer oldugundan ¢, ve ¢; mem-
leketlerinin ne gakisip ne de ortak smrlaninin bulunmadi
hali gozoniine almak yetigir. Bu memleketlerin her ikisini de
¢ ile birlestirelim, yeni NP simirint 3 numarasi ile, ME sinirim
2 numarasi ile, EQ, simirin1 da 3 numaras: ile gésterelim, Sinir-
lan regiiler numaralanmig bir 8" normal haritas: elde ederiz
(Sek. 32 ¢). Memleketlerinin sayis1 n — 1 oldugundan, S’ hari-
tasim dort renk ile boyamak miimkiin olur. Eger ¢’ = ¢ + ¢,+
+ ¢; memleketi o rengi ile boyanmis ise, ¢ =g, ve ¢/ =g,
memleketleri § ile, gs'=g¢5s memleketi y ile boyanabilir. ¢ mem-
leketi tekrar cizilip § rengi ile boyanir.

Heniiz, herhangi bir normal haritanin ne dort renk ile re-
_giiler boyanabilecegi ve ne de sinirlarinin ii¢ rakam ile regiiler
numaralanabilecegi bilinmiyor. Yalmz asafidaki daha zayif id-
diay1 ispat edebiliriz: Herhangi bir normal haritadaki sinirlar
dort rakam ile regiiler numaralanabilir.

MISAL 19. Her kosesinde ii¢ taneden daha fazla sinir1 ke-
-sismeyen, herhangi bir haritamin simirlan (tek bagimli olmas:
icap etmez; yukarda S. 28 e bakimz) dort rakam ile regiiler ola-
rak numaralanabilir.

Ispat. Ispati haritamn kdselennm sayis1 n iizerine indiik-
siyonla yapalim.

1. n =2 ise iddia agikardir.

2. lddiamizin, her kosesinde iigten fazla simr1 kesisme-
yen herhangi bir n koseli harita i¢in dogru oldugunu kabul
edelim ve ayni sarta uyan n + 1 kdseli bir S haritas1 gézoniine
alalim. Bu koselerden A, ile gosterece§imiz bir tanesini ondan
gegen smirlar ile beraber haritadan silelim. Her késesinde iig-
ten fazla sinir kesismeyen, n koseli bir S* haritas: elde ederiz,
Indiiksiyon faraziyesine gore, S” haritasinin simirlari 1, 2, 3 ve 4
rakamlan ile regiiler numaralanabilir. Yeniden A, kosesi ve

-ondan gegen smmrlan ildve edelim. Ug hal olabilir :
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Hal 1. A, kosesi (bir, iki veya ii¢ siur ile) S’ haritasimine
yalmz bir A, késesine baglanmistir (Sek. 33 a, b, ¢). Bu halde:

Ao
Ao
A,
2 3
3 1 3
Ay
1 2 Al
l Al
(a) (b) (c)
Sek. 33

S’ haritasinin regiiler numaralanmasindan S haritasinin bir
regiiler numaralanmas: kolayca elde edilebilir.

Hal 2. A, kiosesi, S” haritasinin A, ve A, gibi iki kogesi ile-
baglanmistir. Bunlardan bir tanesi iki smirla baglanmis da.
olabilir (Sek. 34 aq, b). Her iki halde de S’ haritasinin smirlari--

Sek. 31t

nin bir regiiler numaralanmasindan S haritasimn simrlarimim
bir regililer numaralanmasimin elde edilebilecegi kolayca gé--
riiliir.




Hal 3. A, kosesi, S" haritasinin A,, A, ve A; gibi ii¢ kosesi
ile baghdir ($ek. 35). En az elverisli hal, A,, 4,, A, koselerinin
her birinden S* haritasimin iki simrinin gectigi haldir. Bu hal-
de, AgA;, AyA; ApA; smurlarimn her biri igin iki numara sege-
biliriz. Bunlar i¢in farkh ii¢ numaranin segilebilmesi ancak bu
dig ¢ift idantik ise, yani S’ haritasin-
da A, A, ve A; koselerindeki ii¢ sinir
<ifti ayni numaray! meseld, 1 ve 2 yi
tagiyorlarsa miimkiindiir. Bu halde
S’ haritasindan baglangic1 A; koge-
sinde olan ve ardagik olarak 1 ve 3
ile numaralanmis simirlardan meyda-
na gelen en uzun egriyi ¢ikaralim
(bdyle bir egri bir tek smirdan mey- Sek. 85
dana gelmistir ve A, veya A; kosele-
rinde son bulur). Bu egri kendisini kesmez, ¢iinkii, hipoteze
gore S’ haritasimn simirlan regiiler numaralanmugtir, Bu egri-
nin simrlarinda 1 ve 3 numaralarnn yerlerini degistirelim.
S’ haritasimin simirlanmin gene regiiler olarak numaralanmis
kalacag asikdrdir. Fakat bu yeni numaralamada, S’ haritas:-
nin A,, A, ve A, kselerinden gegen ii¢ ¢ift s artik benzer
numaralanmis degildir; ve bu halde §” haritasinmn siirlarinin
regiiler numaralanmasindan S haritasinin sxmrlanmn regiiler
numaralanmasi elde edilir.




3. Indiksiyon ile Gizim

Eger problemin sartlarinda bir pozitif n sayisindan bah-
sediliyorsa, ¢izim problemlerinin ¢oziimiinde de matematik
indiiksiyon metodu tatbik edilebilir (mesela, n - genlerin ¢izi-
mi problemleri). Asagida bu tipte bir ¢ok misaller gozoniine.
alacagiz. Bu boliimde kendisini kesen gokgenlerle (Sek. 36),

Sek. 36

diger bir deyimle herhangi bir A, A, ... A, kapah kinik ¢izgisi-
nin meydana getirdigi bir cokgene ait problemlerle mesgul
olacagiz.,

14. VERILEN SARTLAR ALTINDA
COKGENLERIN Cizimi

MISAL 20. Diizlemde 2x + 1 tane nokta verilmis olsun.
Kenarlarmin orta noktalari bu noktalar olan (21 + 1) - geni
ciziniz. v

COZUM. 1. n =1 icin problem kenarlarimin orta noktala-
r1 verilmis olan bir {iggenin ¢izimi problemidir; ve ¢oziimii ko-




laydir. (Verilen ii¢ noktamn her birinden diger iki noktay:
birlestiren dogruya birer paralel gizmek kafidir.)

2. Kenarlarnin orta noktalar: verilmis bir (2n—1) - ge-
ni ¢gizebildigimizi farzedelim. Cizilmesi istenilen x; X3 ... xg,,,
(2n + 1) - geninin kenarlarmin verilen orta noktalan A, A,,...,
A,y olsun.

XiVga—1X9aX9s4q dOrtgenini goézoniine alalim (Sek. 37).
Aga—y, Ay Ve Age.y noktalars xy,_yxy, , Xo,¥9asq V€ Xo04x,
kenarlarimin orta noktalaridir. A da dordiincii xyxgs—, kenari-
mn orta noktas: olsun. 4z, ;A3.4s,41A4 dortgeni bir paralelke-
nar olacaktir. (Ispat igin xy x,, dogrusunu ¢izmek ve xyxgn, ;¥
Ve X ¥y, 1¥s iicgenlerine bakmak yeter. Zira Ay, Ag.,; Ve
As, -1A dogru parcalar kenarlarin orta noktalarim birlestirir-
ler.) Ag, 1, Asa V€ Ayysy noktalan verilmis olduklarindan, pa-

Sek. 37

ralel kenarin dordiincii kogesi A kolayca bulfmabili.r. Bu_ ‘A
noktasi ile 4y, Ay, .., Az.-2 noktalar, indiiksiyon hipotezine
gore gizebilecegimiz X;Xg... Xgq-1 (Zn—l‘)—gemmn kenarla-
rinin orta noktalar: olacaktir. Geriye verilen Agpry VO Ag oy

i
ta,
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noktalar: tarafindan ortalanan a; ¥y, V€ xp._;Xx;, dog-
ru pargalarimin c¢izimi kalir. (v, V€ x,,., noktalar1 evvelce
bulunmustur.) 4,, noktasi da r,, vs,., dogru par¢asimin orta
noktas1 olmalidir.

Eger bir cokgen kendi kendisini kesmezse, (gokgene naza-
ran) ic ve dis nokta kavramindan bahsedilebilir. Fakat, genel
halde bu kavramin méanasi yoktur; soyleki, mesela Sek. 36 da
A noktasinin ¢okgenin icinde veya disinda oldugunu soylemek
imkéansizdir. Bunun yerine asagidaki tarifi verecegiz. Herhan-
gi bir A, A4, ... A. cokgeni verilmis olsun. Bunun koselerinden,
belirli, mesela A,, 4,, ..., A. sirasinda gececek sekilde bir gidis
yonii tesbit edelim. Cokgenin kenarlarindan birisi, mesela A,A,
iizerine bir A, BA, licgeni ¢izelim. Sayet iiggenin koselerinden
Ay, A,, B sirasinda gegecek sekildeki gidis yonii, cokgen iize-
rinde tespit edilenin aksi yoniinde ise, (biri saat ibrelerinin
dondiigii yonde, digeri aksi yonde) iiggen, cokgenin dis tara-
finda diyecegiz; eger iiggen ve ¢okgen boyunca belirlenen gi-
dis yonleri ayni iseler, liggen, ¢okgenin i¢ tarafinda diyecegiz.

MISAL 21. Diizlemde n nokta verilsin. Tepe noktalar1 bu
verilen noktalarda bulunan ve bu noktalardaki ¢y, oy, ..., o
tepe agilar1 verilmis olan ikizkenar iiggenlerin tabanlarim ke-
narlar olarak kabul eden bir n - geni giziniz (!).

COZUM. @y, oz ..., ot» agilarindan bazilarmi 180° den bii-
yiik alabiliriz; yalniz ¢ < 180° iken tekabiil eden ikizkenar iig-
genin, cokgenin dig tarafinda, o > 180° igin ise ¢okgenin i¢ ta-
rafinda olduguna dikkat etmeliyiz (bu son halde iicgenin tepe
acis1 360° — ¢ dir).

1. n =3 olsun. Problemin bir ¢6ziimii oldugunu farzede-
lim. Aradigimiz iiggenin koselerini x,, x,, x; ile gosterelim. A,,
A; A; iin de, licgenin kenarlar1 tizerinde cizecefimiz ve

(!) Bundan evvelki misal, Misal 21 in &;=as=...= a, = 180°
olan &zel hali gibi diigiiniilebilir.
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tepe acilar1 @y, oz, o3 0lan ikizkenar ticgenlerin tepeleri olduk-
larini farzedelim (Sek. 38 a). Eger diizlemi A, noktas: etrafin-
da ¢, agis1 kadar dondiiriirsek x; kdsesi x, kosesine doniisiir

Sek. 388

(biitiin dénmelerin saat ibrelerinin aksi yoniinde oldugunu
kabul ediyoruz); eger 4, noktas: etrafinda «, agisi ile bir don-
me yaparsak, x, kosesi x; kosesine gelir. Bu iki dénme ardarda
vapilirsa, A,, A, noktalar ve g, o, acilart yardimi ile asagida
anlatilan sekilde gizilen A noktas: etrafinda o, + a; agisi ile
vapilan tek bir donme ile ayni sonucu verir: 4, A, dogru par-

cas1 tizerine A, ve 4, noktalaﬁnda sirasiyla Ezl ve %‘ acilarini

cizelim. Bu agilarin kenarlarmin A kesim noktasi, a; + o, agisi
ile yapilan dénmenin merkezidir (!). (Sek. 38 a ya bakiniz).

(1) Meseld, I. M. Yaglom’un Geometric Transformations adl1 eseri-
ni1 1. kisminin, 1. boliimiiniin, 2. paragrafina bakimz. Bu kitap
ingilizeeye A.Shields tarafindan terciime edilmig ve 1 kisma,
New Mathematical Library de No. 8 ile yayinlanmigtir. (Syracuse,
N. Y. The L. W. Singer company, Inc; New-York : Random House,

Ine; 1962).
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Bu son dénmenin yapilmas: ile x, kosesi x; kogesine gelir. Fa-
kat, x, kosesinin x, kdsesine gelmesi igin A noktas: etrafinda
360°— (o, + o) agis1 ile bir donme yapilmalidir. Buna gore A
noktasi, tabam x, x,, tepe acisi 360° — (¢, + @) olan bir eske-
nar iiggenin tepe noktasidir.

Eger A ve A; noktalan c¢akismuyorlarsa (bu ancak
o + o + oy = 360°. k iken miimkiindiir) x, x, kenan cizilebi-
R Bunun igin, AA, dogru pargasimin her iki ucunda, A ve
A, noktalannda sirastyla -‘i@l;:—_tf_g) s
lim. Evvelce bu agilarin kenarlarimin kesim noktalarinin tigge-
nin x, ve x, késeleri olacaklarimi gordiik. Bundan sonra x, ko-
sesini. cizmek giic degildir. Eger oy + a; + a3 = 360° . k ise
(eger A ve A; noktalan gakiglyurlarsa). problemin ¢oziimii be-
lirli degildir.

2. Kenarlan, tepe agilar1 verilmis ikizkenar {icgenlerin
tabanlar1 olan n - geni ¢izebildigimizi farzedelim, ve kenarlar:
(n+ 1) tane ikizkenar iiggenin tabanlari olan (n + 1)-geni
cizmege calisalim. Oyle ki bu n + 1 tane ikizkenar tiggenin te-
peleri A, A4,, ..., A, A..; noktalar ve tepe agilar1 da sirasiyla-
CLys Olay «ovy Olny Olnsy olsun.

Aradinmiz (n + 1) -gen x; x; ... Xa Xuyy Olsun (Sek. 38 b).
X, % x.., tiggenini alalim. 1. kisimdakine benzer sekilde x. x..,
ve X..; x, kenarlan tizerinde cizilen x. A. Xo.y Ve Xusy Auiy xy ikiz-
kenar iicgenlerinin tepeleri olan 4., A..; noktalar: x, x. kdsege-
ni iizerine cizilen ve tepe acist 360° — (g + o.4,) olan ikizke-
nar iiggenin A tepe noktasimin bulunmasinda kullamlir. Bay-
lece problemimiz, tepeleri A;, 4,, ..., 4.y, Ave tepe acilart g,
@gyeney Tpeyy 300° — (oo + aesy) Olan bir =x; x; ... xs n—geninin
cizilmesi problemine doniistiiriilmiis olur. Indiiksiyon farazi-
yesine gore x, x; ... x. - geni cizilebilir ve buna gore istenilen
Xy X ... X Xaiy (7 + 1) - geninin cizimi de kolay olur.

3 acilarim gize-

(!) Burada k bir tam sayidir.

=



r
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Eger o, + a5 + ... + oy = 360°. k ise problemin ¢oziimii
ya miimkiin degildir veya belirsizdir (neden?).

Problem 14. Diizlemde n nokta verildigine gore, asagida-
ki sartlara uyan n-geni ciziniz: Oyle ki verilen noktalar, ta-
banlart n-genin kenarlar olan ve yan Kenarlarimin oranlan
ile tepe acilar1 verilmis olan iiggenlerin tepeleri olsunlar.

Yol gésterme. I'n problem bir tneeki misale benzer bir gekil-
de ¢3ziilebilir (6neceki misal bunun dzel bir halidir), yalmz veri-
len bir A; noktas: etrafinda verilen bir a; agis1 ile donme yerine
a; agisi ile yapilan bir donme ile merkezi ayni 4; noktas: olan ve
benzerlik katsayiai, tekabiil eden iiggenin kenarlarinin oranina
egit olan bir merkezi benzerlik (homotetik dam‘iaﬁn;) den meyda-
na gelen bir benzerlik déniigiimil olarak diiglinmeliyiz (verilen di-
fer noktalar igin de benzer geyler yapihir) (1). Fu gekilde iki do-
nilgimiin bilegkesi ayni tipte {igiinall bir dinfigiimdiir (?). Bilhas-
sa, bundan evvelki misaldekine benzer bir notasyon kullanilirsa,
x1xg Ay ve xyx3 Az liggenlerinin 4y ve A kigeleri yardim ile xyvy
dogru pargas: iizerine ¢izilen ve tepe agisi verilen bir agiya esit
ve yan kenarlarimin oram belli olan xixg A liggeninin 4 kidgesini

bulmak miimkiin olur. .
x1xgxs {iggeninin xyxy kenarmm A ve Ag kogelerinden hareket-

le ¢izmek, meseli, agaffidaki gekilde yapilabilir: Merkezleri 4 ve
As olan iki benzerlik doniigiimil arka arkaya yapilirsa x; i kendi
kendisine doniistiiriir (dnece x;, x3 e gider sonra x3, x; e diniigiir’
Fakat bu doniigim dizisi, merkezi, ¢izimi miimkiin bir B nokta-
81 olan bir tek benzerlik doniisiimiine denktir. B noktasi kendi
kendisine dénfigeceginden, aradifimiz xy noktas: ile cakigmalidir
Eger verilen tepa agilarinin toplami 360° nin bir kati, ve kenar-
larin oranlarinin ¢arpimi bire egit ise, problemin ¢dziimil ya im-
kins1z veya belirsizdir.

(1) Her noktanin, sabit bir O noktasina olan uzaklifini sabit
bir ¢ oraninda deZigtiren bir genigletme veya daralima donfigii-
miine, merkezi O ve benzerlik katsayisi ¢ olan bir merkezi ben-
zerlik denir. (Sekilde donfigiim A y1 A’ e donigtirur ve OA'=p.04
dir). p 4 ‘1'

(?) Messla, S. 61 de ad1 gecen I. M. Yaglom’an kitabinin
2. kisminin Boliim 1 paragraf 2 sine bakimiz. 2. kisim New Mat-
hematical Library de daha sonraki numaralarda basildi.
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MISAL 22. Diizlemde bir daire ve n nokta verilmis olsun.
Dairenin igine, kenarlar: verilen n noktadan gegen bir n-gen
cizmek.

COZUM. Bu problem zordur. Céziim icin matematik in-
diiksiyon metodu tamamen umulmiyan bir tarzda kullanilir,
Yani, cokgenin kenarlarimin sayisi olan n iizerinde indiiksiyon
yapmak imkénsizdir; bunun yerine gok daha genel bir prob-
lem olan k tane bitisik kenan verilen ve geriye kalan n —k
kenar: verilen dogrulara paralel olan n-geni gizmeyi deneye-
lim ve k iizerinde indiiksiyon yapmaga calisalim (k = n igin
bu problemden verilen problem elde edilir).

1. k =1 icin asagidaki problem bahis konusudur: Verilen
daire icersine, A; A. kenan verilen bir P noktasindan gegen, di-
ger n—1 tane A4, A,A,, ..., A._ A, kenan verilen { 2 Pt A
dogrularina paralel olan n - geni gizmek.

Problemin bir ¢6ziimii oldugunu ve aradigimiz A, 4, ... A. .
cokgeninin gizildigini farzedelim (Sek. 39 q, b).
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Daire iizerinde herhangi bir B, noktas: alalim ve dairenin
icine B, B,, B, B, ..., B,—B. kenarlann swaswyla 1,1, ...,1,-,
dogrularina paralel olan bir B, B, ... B. ¢okgenini ¢izelim. Bu
takdirde A,Bj, A,B,, ..., A-B. yaylan esit olurlar zira, 4B, ile
A, B, vay cifti, A, B, ile A; B, cifti ... vs. daire iizerinde aksi
dogrultuda yonlenmistirler. Onun igin ¢ift » ler igin A, B, ve
A. B. aksi dogrultuda yonlenmistirler ve A, B, B, A, dortgeni,
tabanlar1 A, A. ve B, B. olan ikizkenar bir trapezdir (Sek. 39 a). .
Ohalde gokgenin aradigimiz A, A- kenarl, B, B, ... B, n- geni-
nin B, B, kenarna paraleldir; onun i¢in, bu halde P noktasin-
dan B, B.e bir paralel cizmek lazzimdir. Bundan sonra
Ay A;... A, n-geninin diger tepelerini belirlemek zor degil-
dir. (Cizimi tamamlaymz) (!).

Tek n'ler igin A, B; ve A, B. yaylar, daire iizerinde ayni
dogrultuyu haizdirler ve A, By A. B. dortgeni, tabanlan1 4, B,
ve B, A, olan bir ikizkenar trapezdir ($ek. 39 ). Trapezin A,A.
ve B, B. kosegenleri esit oldugundan, bu halde P noktasindan,
verilen daireyi bilinen B, B. kirisine esit bir 4, A. kirisi boyun-
ca kesen bir dogru gizmek lazimdir. Yani P noktasindan ge-
¢en ve verilen daire ile ortak merkezli ve B, B.'e teget olan
daireye teget dogruyu cizmek ldzzimdir (Bunu gergekleyiniz!).

2. Bir daire icine cizilen ve k tane ardasik kenari, veri-
len k tane noktadan gecen, diger n — k kenar1 da verilen dog-
rulara paralel olan n-genin ¢izimi problemini ¢dzebildigimi-
zi farzedelim ve bir daire igine ¢izilen &k + 1 tane bitisik 4, 4,,
Ay A, ..., Ay Ay, kenan, verilen Py, P, ..., P, noktalarindan

(1) P den gegen By Bn'e paralel olan dogru daireyi kesmeye-
bilir. Daha genel olarak, her hangi bir g¢izim probleminde oku-
yucu sonucu elde etmek i¢in yapilmas: icab eden her adimda,
verilen gartlar yerine hangilerinin almabilecegini iyice aragtir-
malidir. Bircok hallerde sartlar dyle verilmigtir ki, bu adima
tamamlamak imkinsizdir. Bu ve bundan sonraki misil ve tem-

rinlerde bu arastirma okuyucunya birakilmigtir.
Not: Sahife 64 deki gekillerin numaras: gek. 39 dur. Sek. 395

de By ve By harfleri yer defigtirecektir.
F‘ 5
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gegen, geriye kalan n — k — 1 kenan da verilen dogrulara pa-
ralel olan n~-genin gizimi ile ugrasalim.

Problemin ¢oziilmiis oldugunu ve istenilen (k + 1 kenar
k + 1 noktadan gegen) n-genin ¢izildigini farzedelim (Sek.
40). Bu cokgenin A, A, ve A; A; kenarlarim: alahm. A, tepesin-

den P, P, ye paralel bir 4, 4," dogrusunu ¢izelim.A," bu dogru-
nun daire ile kesim noktasi ve Py’ noktast da A," A; dogrusu-
nun P, P, ile kesim noktas:1 olsun.

K AP Py =% A A1 A) = A Ay A Py
A AP Pi=% P P4,

oldugu igin P, A, P, ve Py P, A; iicgenleri benzerdir. Buna
gore, -

ve

Plps_.AzP:
AsPs_Ps’P:
dir ve bundan
APy . A, P
Pr — g4 2 Sl |
TAETRR

elde edilir. A, P,.A, P, carpim yalmz P, noktasi ve daireye
bagh oldugundan belirlenebilir (bu garpim A, ve A; noktala-
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rinin segilisine bagh degildir. P, noktasi da dairenin iizerinde
veya disinda olabilir!); boylece P,” P, dogru pargasimn
uzunlugu bulunabilir ve dolayisiyle P," noktas: cizilebilir. Bu
sekilde k tane, bilinen Py, P;, ..., Pi,; noktalarim alinz; &yle-
ki Al Az’A, vee An n-gen.inin k tane Az'As » ASA‘, .-.,A&+1A.l+z
ardasik kenar1 bu noktalardan gegsin, ve diger n — k kenarn,
Ai,; A,y ..., AcAy, Af Ay de Dbilinen dogrulara paralel olsun.
Indiiksiyon hipotezine gire A, 4y A, ... A« n~-genini gizebiliriz,
bundan sonra istenilen A4, 4, ... A n-genini ¢izmek kolaydr,

Problem 15. Verilen bir dairenin igine, (ardasik olmala-
r1 icab etmiyen) k tane kenan verilen dogrulara paralel olan
n - genin ¢izimi.

Yol gésterme. (izimi istenilen gokgenin 4343 kenar1 P nok-
tasindan gegsin ve AsAs kenar: da [ dogrusuna paralel olsun
(Sek. 41). /', dairenin, [ dogrusuna dik olan gapmna gire P
noktasimin simetriggi ve 4y’ de, P'Ay dogrusunun daireyi kestigi
nokta olsun. A; Ay’A4; ... Ax n-geninde Ay Ay kenar: verilen
I doggrusuna paralel olur ve 4y’ Az kenar: da bilinen P’ nolkta-
sindan geger. Bu iglem uygun sayida tekrarlandiktan sonra bun-
dan evvelki, ardasik k kenari, verilen noktalardan gecen, diger
n— k kenar: da verilen dofgrulara paralel olan n-genin ¢izimi
problemi elde edilir.
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15. BiR DOGRU PARCASININ BOLUMU
MISAL 23. I ve I, gibi iki paralel dogru verildigine gore,
yalmz bir cedvel kullanarak, ! dogrusu iizerindeki AB dogru
pargasm n esit pargaya bolmek.
COZUM. 1. n =2 olsun. Diizlemin, ! ve I, dogrulan iize-

rinde bulunmiyan herhangi bir noktas: S olsun. S noktasim
A ve B noktalan ile birlestirelim (Sek. 42 a). C ve D [, dogru-

Sek. 42

su ile AS ve BS dogrularinin kesim noktalan olsunlar. T, de
AD ve BC dogrularmmn kesim noktas: olsun. ST; ve [ nin ke-
sistikleri noktaya P, diyelim P, nin aradigimz nokta oldugu-

nu, yani AP, = %AB oldugunu gosterelim.
Q,, [, ve ST, dogrularinin kesim noktasim gdstersin
AT,P;B ~ AT, Q,C ,
AABT, ~ ADCT, ,"
ASAP, ~ ASCQ, ,

ve

ASAB ~ ASCD
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oldugu kolayca goriilebilir; buradan

PB_T,B_ AB
Q0  T,€ = Lb

ve
P,A__SA _ AB
8% ofiTaEE. | T My
dolayisiyle
hHB_ AHA
Q.C "~ Q&C

1
elde edilir. Buna gore P, A = P, B ve AP, =—2—AB dir.

2. Yalniz bir cedvel kullanarak, AB iizerinde AP, = 1. AB

olacak sekilde bir P, noktas1 bulabildigimizi farzedelim. ; vel
iizerinde bulunmiyan herhangi bir S noktas1 secelim ve T. ile
Q. de SP, nin sirasiyla AD ve [, ile kesim noktalar1 olsunlar
(Sek. 42 b). AD ve CP, nin kesistikleri T.., noktasim 8§ ile
birlestirelim, ST.,, in I; ve ! dogrular: ile kesim noktalarim
Q.. ve P._, ile gosterelim. Aradifimiz noktanmn P, oldugu-

nu yani AP.+1=$AB oldugunu gosterelim.

Gergekt, bir ya.tldan CQI,',] T-+; ve Pnp-.',l Tn+1, 6teyan.
dan CT.,, D ve P.T.,, A licgenlerinin benzerliklerinden

PooiPi Py By 2 AP, '
Ll taini i an

elde edilir; gene SAP.,, ve SCQ..,; SAB ve SCD iiggenlerinin
benzerliklerinden

ﬁf,.u_SA_ﬂ 12
C0.. 8¢ CD 12

elde edilir. (11) ve (12) es_itiiklerinden

Pn-!-lpl _APn
AP.wl 48
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veya P.,, P.= AP.— AP.,, ve AP.=%AB oldugundan
LR = aps 38
n N
AP, .1 i R K

1 1
_"_ AB—AP:+1— _ﬂ— A'Pn+l

ve en son olarak
1

AP,.H - ;—_]'_—1 AB

elde edilir.

P'u.y P”..y, ... boliim noktalarim bulmak icin ayni meto-
du kullanarak

Poy Pon= %P.HB s = Pt A =n—_1—1P'B,---v.s
dogru pargalan cizilir.

Problem 16. Sabit bir @ agiklifiny haiz bir pergel ve bir
cedvel kullanarak, uzunlugu —:;—a olan bir dogru pargasim giz-

mek.

Yol gésterme. Yari gap1 a olan bir daire iizerinde, diizgiin
bir altigenin tepeleri olan Ay, A, A3, A4, As, As noktalarim

isaretliyelim. OA, yapr ¢apr iizerinde 08,.:% 04, = _:_.

- olacak sekilde bir B, noktasinl isaretleyebildigimizi farzedelim.
(Burada her hangi bir m ve k=1, 2, 3, 4, 5, 6 igin Agm+i= Ax
oldugunu kabul ediyoruz; By = Ay dir.) Ba+1, OAn+y ve BAn+a

do grularimn kesim noktas: olsun ; buna gore OBn+1= ;% dir.




4, indiksiyon Metodu ile Geometrik
Yerlerin Belirtilmesi

Bu béliimde indiiksiyon metodu ile bir ¢ok geometrik
yer tayini problemleri ile mesgul olacagiz.

16. ALANLARIN TOPLAMLARINI GEREKTIREN
PROBLEMLER

ABC iiggeninin alamim S (ABC) ile gosterelim.

MISAL 24. B,C,, B,C,, ..., B.C. dogru parcalari, A4,...4,
konveks n - geninin kenarlari iizerinde bulunsunlar. Cokgenin
icersinde bulunan ve MB,C;, MB,C,, ..., MB.C. iicgenlerinin
alanlar1 toplamu sabit olan M noktalarinin geometrik yerini
bulunuz. (Bu toplam, M, cokgenin igersinde sabit Bir nokta
olduguna gére S(M,B,C;) + S(MyB,C;) + ... + S(MB.C.) top-
lamina esittir).

COZUM. 1. n = 3 olsun ($ek. 43 a). A,A:4, iiggeninin 4,4,
ve A;A, kenarlan iizerinde AP = B,C, ve 4,0 = B,C, dogru
parcalarnim alalim. Bu takdirde

S(M, B, C) + S (M, By Cy) = S (M, PA;) + .S (M, QA4,)

ve bunun neticesi olarak

S(M, B, C) + S (M, B, Cy) + S (M, B, Cy)
=S(PQA)+[S(M, 8,C)+S (M, PQ) ]
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Sek. 43 a

elde edilir (!). Benzer sekilde

S(MB, Cy) + S(MB; Cy)+ S(MBy Cy)
— S(PQA,) +[S(MB; C)+S(MPQ)]

diir. Goriiliiyorki istenen geometrik yer

S(MB, C))+ S(MPQ =S (M, B; Cy) + S (M, PQ)
sart1 ile tarif edilir.

Simdi A,4, ve PQ dogrularmin kesim noktas1 N olsun. (Bu
dogrular paralel iseler, aradigimiz geometrik yer, bu dogru-
lara paralel olan bir dogru pargasidir.) A;NP agisinin kenar-
lar1 iizerinde NR = PQ ve NS = B,C, dogru pargalarim ala-
lim; ohalde '

(1) Burada, M, noktasinin, AyAs PQ dbrtgeni igersinde kal-
diyimi farzediyoruz; eger aksi olsa idi muhakeme tarzi biraz
farkh olurdu.
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S (M, B, Cy) + S (M PQ =S (M, NS) + S (M, NR)
=S(NRS)+ S(MyRS) ,
ve benzer sekilde,

S(MB,; Cy) + S(MPQ)=S(NRS)+ S(MRS)
bulunur. Buna gore aradifimiz geometrik yer, licgenin iger-
sinde bulunan ve S(MRS) = S(MyRS) esitligine uyan nokta-
lardan meydana gelir; yani M, dan gecen ve RS dofrusuna pa-
ralel olan dogru iizerindeki XY dogru parcasidir (1).

2. Bir n-gen igin aramlan geometrik yerin bir dogru
pargasi (tabii M, noktasindan gecen) oldugunu bildigimizi
farzedelim. $imdi bir A4, ... AA.,; (n+ 1) - genini alalim;
kenarlan iizerinde B,C,, B,C,, ..., B.Cy B.,,C,,, dogru par-
calan verilmis olsun ve M, da, (n+ 1) - genin i¢c noktas:

Sek. 43 b

olsun (Sek. 43b). AjA.,, A, agisinin kenarlan lizerinde 4.,
noktasindan itibaren
A, P=B,C, ve A4,,Q=8,,,C,y

(1) Indiiksiyonu »=2 hali ile baglatabiliriz. Bu halde n-gen
yalmz iki kenar: bulunan bir agidan ibaret olacaktir.
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pargalarim alahm. Boylece

S(MB, C,)+S(MB,.1Cpi1) =S (MA, 141 P) + S(MA,., Q
=S8(A,+1 PQ + S(MPQ)

elde edilir. Buna gore M noktalarinmin aradigimiz geometrik
yeri igin
S(MB, Cy) + S(MB; Cy) +++++ S(MB,-, C,—y) + S(MPQ)
=S8 (M,B,C)+S (MyBsCy)+-++S (MyB,, 1 C,,—)+S (M PQ)
diir. Ohalde, indiiksiyon hipotezine gore aramilan geometrik
yer, M, noktasindan gegen bir dogru pargasidir.

' Bu problemin ¢6ziim metodundan faydalanilarak, bu geo-
metrik yeri ¢izmek igin bir metod bulmak kolaydir.

" Problem 17. n tane I, 1y, ..., L. dogrusu ve her birinin iize-
rinde B,C,, B,C,, ..., B.C. dogru parcalari verilsin, M, da sabit
bir nokta olsun. BM,C;, MB,C,, ..., MB.C. iicgenlerinin cebrik
toplami, M yerine M, koymakla elde edilen toplama esit olan,
M noktalarinin  geometrik yerini bulunuz. Burada M ve M,
noktalan L 'dogrusunun ayni tarafinda bulunurlarsa MB.C:
(i=1,2,..., n) iicgeninin alam pozitif, aksi halde negatifdir.

Yol gisterme. Aranilan geometrik yer bir dogrudur; ispat
misal 24 {in ¢dziimilne benzer gekildedir.

Problem 18. Bir dortkenar bir ¢emberin disina gizilmis-
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se kosegenlerinin orta noktalan ile gemberin merkezinin ayni
bir dogru iizerinde bulundugunu gosteriniz (Sek. 44).
Yol gésterme. $ek. 44 den
S (BCE) + S(ADE) = S (BCF) + S (ADF)
= $(BCO) + S (ADO) = % s
elde edilir, Burada S dértkenarin alamidir. Buradan misal 24 {in

sonucuna (veya problem 17 ye) gire E, F ve O noktalar: ayni
bir dogru fizerinde bulunurlar.

Problem 19. Bir konveks dortkenarin kosegenlerinin or-
ta noktalarim1 birlestiren dogrunun, kars1 kenarlarin kesim
noktalarm birlestiren dogru parcasini ortaladifimi gosteriniz
(dortkenar, bir paralelkenar veya bir yamuk olmamalidir).
(Sek. 45).

Sek. 45

Yol gésterme. S dortkenarin alani, (P, EF dogru pargasinin
orta noktasi) oldugfuna gore Jek. 45 den
S (ABM)+ S (CDM) = S (ABN) + S(CDN)
=-S{ABP)—S(CDP)_—.._;—S
elde edilir. Bu takdirde Prob. 17 nin sonucuna gére M, N ve P
noktalar: ayni dogru fizerinde bulunurlar.
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17. UZAKLIKLARIN KARELERINI GEREKTIREN
PROBLEMLER

MISAL 25. A, A,, ..., A. gibi n tane nokta ve n tane de
ay, a, ..., 4. sayisi (pozitif veya negatif) verilsin.

ay- MA? +ay- MAY -+ -+ a,- MA,?
toplamu bir sabit olan, M noktalarimin geometrik yerini bulu-
nuz.
COZUM. 1. Ozel olarak n = 2 olsun. Once a, ve a, sayila-

rmin her ikisinin de pozitif oldugunu farzedelim.

AA, dogru pargas: iizerinde, onu 2 Graninda bolen bir

a
O noktas1 alalim, yani

i as -__ a
Alo___al-i-a, A1A3 ve 0443—--_""""’“1_’_ars AlAg

olsun. M diizlemin herhangi bir noktas:1 ve H, M den A4, dog-
rusuna indirilen dikin ayag: olsun (Sek. 46).

N

-
-

’

m{""‘-""---- -

A0 A

Jek. 46
Buna gore
MA?2 = MO* + A\0* + 2A,0.0H

MA? = MO? + OA2? 5 20A,.0H
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elde edilir. Bu esitliklerden ilkini OA,, ikincisiniA,0 ile ¢arpip
elde edilen sonucu terim terim tophyalim,

MAI’ » OA3 + quqg3 ¥ AIO
= MO*(OA;+ A,0) + A,0?- 04; 4 OA4; - 4,0

== MO’ . AlAg + Alo 2 OAl % A_‘A,
buluruz.
Simdi 4,0 ve OA, nin degerlerini yerlerine koyalim :
2a1° AlAs 4,2 a, - A;Ag
Meht 1+an - T al+al
s 2, - ) A3
ol AIA’-‘_G +a; a +a, My

veya

ay MA +ay M A2 = (ay + a) MO? +-,f’—"’7‘ A A8

elde edilir. Buna gore, eger hipoteze gére bir sabit olan
a, MA? + a, MA? = R* vazedersek

L R BRUNSTE W
MO = 2 R A;As* = Sabit

olur. Ohalde, eger

R2 aas A 2
— >0
R w1
ise, M noktalarmin aranilan geometrik yeri, merkezi O yan
gap1 vV K olan bir ¢cemberdir; eger K = 0 ise aramlan geomet-
rik yer yalmiz O noktasindan ibarettir; en son, efer K < 0 ise
aramlan geometrik yerin hi¢ bir noktas: yoktur.

a, ve a, nin her ikisinin de negatif oldugu hal kolayca ev-
velki hale irca edilir. Eger a; > 0, @, < 0 ve a; + a; == 0 (me-
seld a, + a, > 0) ise, O noktasi, 4,4, dofru pargasinin uzanti-
s1 iizerinde A, noktasimin sagina dogru ve

\
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= o by BAL
= a,ta ¥R ay+ap

olacak sekilde alinmahdir. Hesabmn diger kisimlan yukarda
yapilandan farkh degildir.

Son olarak, eger a, + a, = 0, yani @, = —a, ise problemi-
miz asagidaki sekli alir: Verilen iki 4, ve 4, noktasindan uzak-
liklarinin karelerinin fark: sabit olan M noktalarinin geomet-
rik yerini bulunuz. M noktasindan A4;4, dogrusuna indirilen
dikin ayag H olsun (Sek. 46); bu takdirde

MA!’:MH,_l_A!H' 3 MA3==MH2+HAS’ ’
ve bunun sonucu olarak,

MA? — MA! = A H*— HA? dir.
Eger i
MA" —_— MA’, ] iﬂa, AlH— HgG = R’/AIAQ olur,

Boylece H noktasi tamamen belirlenmis olur; buradan, bu

_halde aramilan geometrik yerin H noktasindan gegen ve 4,4,

ye dik olan bir dogru oldugu goriiliir.

2. Verilen n nokta igin tekabiil eden geometrik yerin
a, + @, + ... + a. = 0 ise bir cember, egera; + g, + ... + a. =0
ise bir dogru oldugunu gosterdigimizi farzedelim. $imdi de
A, A,,..., A, gibi n + 1 nokta ve n + 1 tane a,, ..., a.,, sayis1
gozoniine alahm. a. + @,y 5= 0 oldugunu farzedelim. (Eger
a. + a.., = 0 ise, bu say ¢ifti yerinea,—; Ve a,+; sayilarim ve-
va a, .y ile a. say1 ciftini alinz; eger a.+a.,,=0, a,_y +a.,,=0
Ve @n-1 +a. =0 egitliklerinin hepsi birden dogru ise a, ;=
G. = @.,y = 0 dir ve bu halde indiiksiyon hipotezini dogrudan
dogruya tatbik ederiz; ¢iinkii problem n—2 tane 4,, ..., Aa_y
noktas1 ve n—2 tane 4,...,@a-3 Sayisi olan hale doniismiis
olur).

Kisim 1 deki gibi, A.A.,; dogru pargas: iizerinde bir O
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noktas: bulmamiz miimkiin oldugunu gorebiliriz, dyle ki, diiz-
lemin herhangi bir M noktas icin
aﬂ. aII
0,,11!14,,2—!"11. +1 MAzu'i-l =(au+ an'!'l) MO? +ﬁt’_‘4n‘42n+1
n a+l
olsun. Benzer sekilde, problemimiz
ay MAE +ay MA? ++ -+ a,-  MA?, -y +(a, + a,.1) MO?
toplamu sabit olan M noktalarinin geometrik yerinin bulunma-
sina irca edilmis olur. Indiiksiyon hipotezine gore bu geomet-
rik yer, a+a+ ...+ a+a,; 0 ise bir daire eger
a; + a,+ ... + a. + a.,, = 0 ise bir dogrudur.

Problem 20. Verilen n noktaya olan uzakliklarimin kare-
lerinin toplam sabit olan noktalarin geometrik yerini bulu-
nuz.

Yol gisterme. Misal 25 de aj =a3=...=aa=1 koymak ki-

fidir.

Problem 21. Verilen n noktaya olan uzakliklarimin kare-

leri toplam1 minimum olan noktayr bulunuz.

Yol gisterme. Problem 20 deki geometrik y'ar olan dairenin
merkezini diisiiniiniiz.

Problem 22. Verilen iki noktaya olan uzakliklarinin ora-

m sabit olan noktalarin geometrik yerini bulunuz.

Yol gésterme. Aramlan geometrik yerin bir noktasi M isge,
AM|BM = ¢ ve dolayis1 ile, AM?—c2?BM?=0 dir; buna gire
bu problem Misal 25 e doniligmiig olur.

Problem 23. AA,...A. n-geni verilmis olsun. Oyle M
noktalarimin geometrik yerini bulunuz ki, tepeleri, M noktasi-
nin verilen ¢okgenin kenarlar iizerindeki izdiigiimleri olan
cokgenin alam verilen bir S degerine esit olsun.

Yol gosterme. Kbgeleri M noktasimn, A;AsAs ilggeninin

kenarlary fizerindeki izdiigiimleri olan {iggenin alaninin







5. Indiksiyonla Tarifler

Geometride matematik indiiksiyon metodunun tatbikat:-
na ait ilgi ¢ekici misaller, tariflerinde, «n den n + 1e» gitme
usuliinii kullanmag gerektiren kavramlan ihtiva eden prob-
lemlerde bulunur. Bu béliimde, bu tip problemlerle mesgul
olacagz.

18. AGIRLIK MERKEZI VE COKGENLERIN
: KENARORTAYLARI.
MISAL 26. Bir n~-genin agirhk merkezini ve kenarortay-
larim tarif ediniz.
COZUM. 1. Bir dogru parcastmn agirltk merkezi olarak
orta noktas: tarif edilir ($ek. 47 a). (Bu béliimde bir dogru
pargasini 2-gen olarak kabul edecegiz.)

Sek, 47
Buna géire AA,A; iiggeninin kenar ortaylari, koselerini
kars: kenarlarm agirhik merkezlerine birlestiren dogrular
F.6




B

Geometride indiiksiyon

olarak tarif edilebilir (Sek 47 b). Biliyoruz ki, bir liggenin ke-
nar ortaylar1 bir noktada kesisirler ve bu nokta onlari, uzun
par¢a késeye dogru olmak iizere 2 : 1 oraninda béler. Bir iig-
genin kenar ortaylarmin kesim noktasina iicgenin agirlik
merkezi denir.

Simdi A4,4,4;4, dortgenini alalim. Bunun her bir kdsesini,
geriye kalan ii¢ kosesinin meydana getirdigi iiggenlerin O,, O,
0, ve O, merkezlerine birlestiren dogrulara dortgenin kenar
ortaylar: diyelim (Sek.47 c). Bir dortgenin kenarortaylarinin
bir noktada kesistiklerini, ve bu noktammn herbirini, biiyiik
parca koseye dogru olmak iizere, 3 : 1 oraminda boldiigiinii is-
pat edelim. Gergekten, 4,4, kenarinin agirhk merkezini (orta
noktasini) S ile gosterelim; O, ve O; de sirasiyla A4;4,4; ve
A,AA, iiggenlerinin agirhk merkezleri olsunlar; ve O, dortge-
nin A4;0; ve A,0, kenar ortaylarinin kesim noktasi olsun. S4,
ve SA, sirasiyla A;A,A; ve AA,A, liggenlerinin kenar ortaylar
olduklarindan

' sS4, 3
ve

e SA‘—-...a— Jid Lo 4
S0 1
ve bunun sonucu olarak

SA4y _ SA,
SO, S50,

_ diir. Bundan 0,0, iin A;A4, e paralel oldugu sonucu ve

AA _Sh_ 3
R0 SOLY 1
esitlii elde edilir. 0050, ve OA;A, iicgenlerinin benzerligin-
den
OA, __OA; __ A, __ 'il
Q0 "0 D Ll
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bagintis: ¢ikar. Buna gore, bir dortgenin herhangi iki komsu
kenarortaymin (yani iki komsu koseden gegen kenar ortay-
larinin) kesim noktasi herbirini 3 : 1 oraninda béler. Bundan
bir dértgenin dort kenar ortaymmn ortak bir O noktasinda ke-
sistikleri ve bu noktanin herbirini 3 : 1 oraminda béldiigii so-
nucu elde edilir. Bir dortgenin kenarortaylarimin kesistigi O
noktasina dortgenin agirltk merkezi denir (1).

2. Biitiin k < n ler igin, k - genin kenar ortaylari olarak,
k - genin koseleriyle, geri kalan diger k — 1 kdsenin meydana
getirdii (k—1)-genlerin agirhk merkezlerini birlestiren
dogru parcalarim tarif ettifimizi ve biitiin k£ < n ler igin, bir
k- genin agirhik merkezi olarak da onun biitiin kenar ortay-
larinin kesim noktasini anladigimiz farzedelim. Bundan bas-
ka, k < n iken k- genin kenar ortaylarinm, kesistikleri nokta
(k- genin agirhk merkezi) ile (k—1) : 1 oramnda béliindiik-
lerini farzedelim (uzun parca kidseye yakin olmak iizere).

Simdi, bir n - genin kenarortaylarini, n-genin koselerini,
diger n—1 kdseden meydana gelen (n—1)-genin agirhk’
merkezine birlestiren dogru parcalar: olarak tarif edelim. Bir
AA, ... A. n-geninin, biitiin kenar ortaylarinin ortak bir nok-
tada kesistiklerini, bu noktanin her birini (uzun parca kose-
ye dogru gelmek iizere), (n—1) : 1 oramnda béldiigiinii gos-
terecegiz. Gergekten, A4;...A,-3 (n—2)-geninin agirhk
merkezi S olsun; SA,-; ve SA. dofrular1 4;4,... A,_, ve AA,.

(1) Her hangi bir drtgende, genel olarak bu nokta fiziki
afirhk merkezi ile cakigmaz. Fiziki agirhk merkezi, verilen
dortgenin geklinde homogen, ince bir metal tabakanin agirhk
merkezi olarak tarif edilir. Bu boliimde tarif edilen nokta igin
farkh bir isim seg¢ilebilirdi. Fakat gergekte, Misal 26 nin me-
todu ile tarif edilen nokta, n-genin her bir kisesine yerlesgti-
rilmig birim agirhiklardan meydana gelen bir sistemin fizikl agir-
Ik merkezidir. Meseld B. V. Kutuzov'un, bu yaymlarin 19 uneun
kitab: olarak Hiiseyin Demir tarafindan cevrilen Geometri (Cilt I,

sahife 9-12) adli eserine bakilabilir. :
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elde edilir, Buna gore, bir n-genin herhangi komsu iki kenar
ortayr kesim noktalan ile (n—1) : 1 oraninda béliiniir. Bun-
dan bir »n-genin biitiin kenar ortaylannin ortak bir noktada
kesistikleri ve bu nokta tarafindan (n—1) : 1 oraninda bg-
liindiikleri sonucu ¢ikarilir.

Simdi, bir n~-genin agirhk merkezi olarak, kenar ortay-
larnin kesim noktasim tarif edebiliriz. Artik bir (n + 1) - ge-
nin kenar ortaylarmi, kogeleri, diger n koseden meydana ge-
len »n-genlerin agirhk merkezlerine birlestiren dogru parga-
lar olarak tarif edebiliriz. Matematik indiiksiyon metodu, bir
n - genin kenar ortay ve agirhk merkezi tarifierini herhangi
bir »n i¢in tesmil etmemize yarar.

Problem 24. A4, ... A« n-geninde 44;... 4. (n—1) ~ge-
ninin agirhk merkezi O, A4 ... A. (n—1)-geninin agirhk
merkezi O,...en son AA,...A,_y (n—1)-geninin agirhk
merkezi O. olsun. 0,0; ... O, n-geninin verilen AA,... A. n-
genine benzer oldugunu gbsteriniz.

Yol gisterme. Misal 26 daki metod yardima ile 0103 nin 414,
ye paralel cldugu ve
0103 __ 1

Az~ n—1 _
egitligi goriiliir. Benzer gekilde 0203, A3dse paraleldir ve
o’oa=—-1—'-—,-n v.a dir.

Ay~ n—1

Bir n -genin, herhangi k tane kosesinden meydana gelen
k - genin agirhk merkezi ile diger (#-k) kdsesinden meyda-
na gelen (n-k)-genin agirbk merkezini birlestiren dogru
pargasina n - genin k mct mertebeden bir kenar ortay: denir
(k < n). Buna gore kinci1 mertebeden bir kenar ortay, ayni
zamanda (n- k) inc1 mertebeden bir kenar ortaydir. Bir n-
genin misal 26 daki sekilde tarif edilen kenar ortaylarina 1 inci
mertebeden kenar ortaylar denilebilir.
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Problem 25. Bir n~ genin k inc1 mertebeden biitiin kenar

ortaylarmin bir noktada kesistiklerini ve bu noktanin her bi--

rini (n-k) : k oraminda boldiigiinii gosteriniz.

Yol gosterme. AgAg... Ar (k—1)-geni fle Ar+2Ar+3... An
(n—k—1) - geninin afirlitk merkezleri 5y ve S olsun. O; ve Og
de Ay Ay ... Ay ve A3 Ag... Ap+, k-genlerinin afirhk merkez-
leri olsunlar; Ar+1... An ve Ag+a... An Ay (n—k) - genlerinin
affirlik merkezlerini de Og ve Oy ile gisterelim (Sek. 49). Ohalde:

A1

Sek. 49

015, _ 028y 1

014; ~ OgAr+1  k—1
dir ve 0103 doffrusu Ay Ar+1 e paraleldir;

O3Sz __ O483 1
Oy Ar+1 = 0441 n—k—1
dir ve 030y dogrusu AyAr+; e paraleldir. Eger O noktasi kiner

mertebeden O304 ve 0103 kenarortaylarinmin kesim noktas: ise,
004 Oz ve 003 Oy figgenlerinin benzerlifinden




—

5. Indiiksiyonla Tarifler 87
L 4 A+ 7
O—Oi =3 -—O—-—-O’ = 010'= k — '.Ilk
005 00‘ 030‘ _1_ AlAk'i'i i k
n—k

elde edilir.

Bir n-gende, her hangi bir k igin, k1ine1 mertebeden kenar
ortaylarin kesim noktasimin, afirhik merkezi ile gakigtifa gos-

terilebilir.
Problem 26. Problem 25 de yapilanlari n =4,k = 2 icin
yapimz,

Cevap. Her hangi bir dortgende karsi kenarlarin orta nok-
talarin1 ve kdgegenlerin orta noktalarini birlestiren dogru par-
¢alar1 ayni bir noktada kesigirler; bu ortak nokta her bir dog-
ru pargasini yarilar.

19. EULER DAIRELERI.

Bir ii¢genin kenarlarinn orta noktalarindan gecen daire-
ye bu iicgenin Euler dairesi denir (Sek.50). Bu dairenin bir

Sek. 50

«¢ok ilgi cekici ozellikleri vardir. (Meseld, ABC iiggeninin ke-
narlarinin orta noktalar: olan D, E , F den bagska AP, BQ,CR
yiiksekliklerinin P, Q, R ayaklarindan ve yiiksekliklerin kesis-
tikleri H noktas: ile koseler arasinda kalan dogru pargalar-
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m yariliyan K,L,M noktalarindan geger (!). Bu sebepten
Euler dairesine ekseriya iicgenindokuz nokta dairesi de de-
nir). Euler dairesi ABC iicgenine benzer olan DEF iiggeninin

1
disina cizildiginden ve benzerlik katsayisi o oldugundan, ilk
ABC iiggeninin disina gizilen dairenin yari ¢apir R ise Euler

dairesininki g olmalidir. Euler dairesi kavrami bir daire ici-

ne cizilebilen her hangi bir ¢okgen i¢in asagidaki sekilde ge-
nisletilebilir.

Problem 27. 1. Yar cap1 R olan bir S dairesinin bir 4,4,
kirisinin Euler dairesi, merkezi A4, Kkirisinin orta noktas:
olan R/2 yar1 gaph bir dairedir (Sek. 51 a). Bir S dairesi igine
cizilen A;A,A, iiggeninin kenarlarinin Euler daireleri bir O
ortak noktasinda kesisirler. Bu nokta, bu ii¢c Euler dairesinin
merkezlerinden gecen ve yari ¢apr R/2 olan bir dairenin mer-
kezidir. Bu daire A;A,A, iicgeninin, yukarda tarif edilen, Eu-
ler dairesidir (Sek.51b).

(1) BH tabanlan ortak olan ABH ve CBH iiggenlerinde ke-
narlarin orta noktalarini birlegtiren KF ve DM dogrularimin
her biri BH dogrusuna ve bunun neticesi olarak birbirlerine
paraleldirler. Benzer gekilde, AC ortak tabanlhh ABC ve AHC
figgenlerinde kenarlarin orta noktalarim birlegtiren FD ve KM
dogrularindan her biri AC ye paraleldir. Buna gére FD dog-
rusu KM e paralel olur. BQ dogrusu AC ye dik oldufundan
KFDM dortgeni (Sek. 50) bir dikddrtgendir ; ohalde FM ve DK
doggru pargalar1 egittirler ve birbirlerini ortalarlar. Ayni gekil-
de EL dogru pargasinin da bu dogru pargalarina egit oldugu ve
orta noktasinin, FM ve KD nin ortak orta noktas ile ¢akigtig:
gisterilebilir. Buna gére D, E ve F noktalarindan gegen Euler
dairesi K, L ve M noktalarindan da gecer. Bu dairenin merkezi
DK, EL ve FM dogrularinin ortak noktasidir ve gapi, bu esit
dogru pargalarinin uzunluklarinin her hangi birine egittir, Bun-
dan bagka K ve D noktalarinin Euler dairesinin gapinin u¢ nok-
talar1 ve A-KPD = 90° oldugunu gosterdigimize gdre, Euler dai-
resi P noktasindan geger ; benzer gekilde Q ve R noktalarindan
da gectigi goriilebilir.




Sek. 51

2. Yari ¢api R olan bir S dairesinin igine gizilen bir n-genin
Euler dairesinin tarif edildigini ve bu dairenin yar1 gapmin
R/2 oldugunu farzedelim. Bir S dairesi igine cizilen bir
AAy... Ay, (n + 1)-genini alam. Bu halde n+ 1 tane
AAy . Ay, AAy . Ay, ..., A4y ... An n-genlerinin Euler
daireleri ortak bir noktada kesisirler; bu nokta, bahsi gecen
(n+ 1) tane Euler dairesinin merkezlerinden gegen ve yar
¢ap1 R/2 olan, dairenin merkezidir. Bu daireye 4,4, ... A.,,
(n + 1)=geninin Euler dairesi denir (Bir dortgenin Euler
dairesini gosteren Sek. 51 ¢ ye bakimiz). =

Yol gisterme. Ay AsAsAs, S dairesi igine gizilen herhangi

bir dortgen olsun. Buna gore, meseld A; Ay 43 iiggeninin yiik=
sekliklerinin kesim noktasi Hj ise, A, AsAg figgeninin Euler
dairesi Hy Ay, HyAs, HgAs dogru pargalarimin orta noktalarin-

dan geger (yukariya bakimiz), onun igin bu Euler dairesi S dai-
resine homotetikdir; bu homotetinin merkezi Hy ve katsayis
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da 1/2 dir; O halde Hj A4 dogrn parcasimn orta noktas: da bu
daire fizerinde bulunur. Simdi geriye Hj Ay, HaAg, Hz Az ve
Hy Ay dogru pargalarimin orta noktalarinin gakigtiklarini gos-
termek kalir (Hy, Ho ve Hs tekabill eden figgenlerin yiiksek-
liklerinin kesim noktalardir). Bunun igin, meseld A, HyH; Az
dortgeninin bir paralel kenar oldugu goriilir; zira Ay My dog-
rusu Az H; e paralel ve Ay Ay e diktir ve Ay Hy3=S in merke-
zinin As A4 e olan uzakh@inin iki katidir.

Simdi % kenar sayisi, n=4 olmak fizere bir n saysindan
daha kilglik olan biitiin k - genler igin bir Euler dairesinin mev-
cut oldugunu farzedelim ve bir § dairesi igersine ¢izilen
Ay As... Ap Ap+y (n41) - genini alalim.

Ay As... Ap+1, A1A3A4...An41,5 400, A1 A3... Ay

n-genlerinin Sy, Sz, ..., Sa+1 Euler dairelerinin ortak bir
noktada kesigtiklerini gtstermek i¢in her hangl ii¢ tanesinin,
meseld, Si, S2 ve S3 iin ortak bir noktada kesigtiklerini gos-

Sek. 52
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termek yetigir (1). Sia, Sis ve Si3, Asds...An+1, A2dids...Apsy
ve Ay A3 As...An+1 (n—1) - genlerinin Euler daireleri ve O3, Oy
ve Ogs bunlarin merkezleri olsun. Bundan bagka Oy, Oa ve Oy
de Sy, S ve Sy dairelerinin merkezleri ve Ojgg de, 44ds... 4.+
{n—2) -geninin Sjss Euler dairesinin merkezi olsun. Bu halde
Sek. 52 yi elde ederiz. Buradan A O;j O 0332 A Ogg O3 Oga ol-
dugunu gérmek kolaydir. (Bu iiggenlerin Oy Og ve O3 Og3 ke-
narlarinin egitligini gstermek i¢in Oy Og Oga ve Ogg O3 Oy9y tig-
genlerini almak yetigir. Bu ilggenlerde

01201 = 01302 =012303 = O1O1s = - »
A- 0y 01903 = A- 010130133 + B 01280120
= 2 A. 0,30420433 + 2 &- 0123013093

= 2 A 0430:209
ve

2. 0230423013 = 2 A 04301302

diir. Bunlar 043013093 f{iggeninin digina g¢izilen dairenin ayni
yayim goren merkez ve gember agilari diiginillerek yazilir,
Benzer gekilde 03j03= Oy30;2 ve 0303 = 043012 oldugu giste-
rilebilir). A 010,03 A Og30430;2 oldugundan ve Si, Siz ve
Sie dairelerinin Oqeg ortak noktasinda kesigmelerinden, Sj, Ss

ve Sy daireleri de ortak bir noktada kesigirler.

Problem 28. A;A,... A. bir S dairesinin igine ¢izilmis bir
n-gen olsun. Bunun agirbk merkezinin (Misal 26 ya bak.) S
in merkezi ile, n - genin Euler dairesinin merkezini birlestiren
dogru pargasi iizerinde bulundugunu ve bu dogru pargasim
(n—2) :2 oraminda boldiigiinii gosteriniz (2).

(1) Zira n=5 olmak fizere (herhangi ikisi cakismayan) » tane
daireden her hangi figli bir noktada kesigirlerse, biittin daireler
o noktada kesigirler (n=4 igin bu dogru degildir).

(2) Bu problemin ¢dziimii S.63 de adi gegen L M. Yaglom'un
kitabinin 2. kisminda bulunabilir (Problem 52 ¢ nin ¢dzilmiine
bakimz).
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20. STEINER DAIRELERI. (') (%).

MISAL 27. 1. 1, L, I; ve I, genel durumda dort dogru ol-
sun; yani bunlardan herhangi ikisi paralel olmasin ve iglerin-
den secilen herhangi ii¢ tanesinin ortak bir noktalar1 bulun-
masin. I, I;, ve I, dogrulan ile meydana gelen {iggenin digmna
gizilen dairenin merkezi Oy; I,,I; ve 1, dogrulan ile meydana
gelen iiggenin disina gizilen dairenin merkezi O, vs. olsun. O,
0,, Oy ve O, noktalarindan bir daire geger. Buna I, [, [; ve Iy
dogrularimin Steiner dairesi (Sek. 53) denir.

Sek. 53

2. n tane dogrunun Steiner dairesinin tarif edilmig oldu-
gunu farzedelim ve I, I, ..., I, gibi genel durumda n + 1 ta-
ne dogru verilmis olsun. b, L, ..., I, ; dogrularinin Steiner dai-
resinin merkezini O, ile; 1, L,..., l..; dogrularinin Steiner dai-
resinin merkezini O, ile; ... vs. gdsterelim. Boylece elde edilen
0,, 0,, 0y, ..., 0., noktalar: bir daire {izerinde bulunur. Buna
I, 1, ... L, dogrularimin Steiner dairesi denir.

Ispat. 1. 1,1, 15 ve I, genel durumda dort dogru olsun

(1) Ingilizee terclimesinde bu dairelere «Mean Circle» den-
migtir.

(2) Bu paragraf ilk okuyusta terkedilebilir.
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(Sek. 54). I; ve I, iin kesisme noktas1 A, [, ve I; iin kesisme
noktasi Ag; ... vs. olsun. b, I; ve [, dogrulan ile meydana gelen
iicgenin disina cizilen C, dairesinin merkezine O, diyelim; ...
boylece devam edelim. Once Cy, C,, Cy ve C, dairelerinin bir M

Sek. 54

noktasinda kesistiklerini gosterelim. Gergekten, eger M nok-
tas1 C, ve C, dairelerinin (A,;den farkli) kesim noktasi ise

A AgMA;; = A ApAyAp = A Iy ve I arasindaki

X ApMAgy = % AAydss = B Iy ve I, arasindaki
dir. Bundan

A AyMAy = % I, ve I arasindaki — X A;3Ay Ay
sonucu cikar; yani, C; dairesi M noktasindan gecer. Benzer
sekilde C, iin de M den gectigi gosterilir.

Simdi Oy, Oy, O3 ve Oj noktalarimin bir daire fizerinde bu-
lundugunu ispat edebiliriz. Ayni M noktasindan gecen Ci, Cp
ve Cy dairelerini gdzdntine alalm; Cp ile Cg tekrar Az nok-
tasinda ve Cz ile Cy tekrar Asz noktasinda kesigirler. Bunlardan
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A 0103 0y = A Aig MAyy = B Ay Asy A
=B Il ve ly
arasindaki (1) bagintilarini elde ederiz. Benzer gekilde

A 010403 = %13 ve ly arasindaki =& 01030z (1)
oldugunu gorebiliriz. Bundan da iddiamiz elde edilir.

2. lddiamizin n tane dogru igin ispat edilmig oldugunu far-
zedelim; Iy, I3, ..., In doffrularimin Steiner dairesinin iizerin-
de bulunan ve sirasiyla n—1 tane lg, I3, ..., ln dogrulan ile
Iy, I3y .., In dogrularimin Steiner dairelerinin merkezleri olan
Oy ve Oy noktalar1 arasinda kalan yaym, li ve ly dogrular:
arasinda kalan a¢inin iki katina egit oldufunun gdsterilmig bu-
lundugunu da kabul edebiliriz (birinei kismin sonlarina baki-
mz). Simdi de genel durumda n--1 tane Iy, ly, ..., ln+1 dog-
rusunu goz dniine alalim. Op noktas: n tane I3, I3, ..., [n+1
dogrularinin Steiner dairesi olan Cj in merkezi, ...v.s olsun.
Oya noktasi, n— 1 tane I3, Iy, ..., la+1 dofrularinin Steiner
dairesi Gig nin merkezi, ...v.s olsun. Ci, Cg, ..., Ca+1 dai-
relerinin bir M noktasinda kesigeceklerini gbsterelim. Gergek-
ten, M noktasi, Cy ve Cp dairelerinin Oja noktasindan farkh
olan kesim noktasi olsun. Bu takdirde

% Ogs MOz = % are Os O = K. 4a vo I assmmdakt

% O3 MOy = 5 are O On=%-ls ve li arasudaki
egitliklerini elde ederiz (1), Bundan da

A O1g MOgg = B- I3 ve Iy arasindaki = A~ Oyy Ogq Osg

sonueu ¢ikar (1), Yani Cy dairesi M den geger. Tamamen ayni
gekilde diger Cy, Cp, ... , Ca+y dairelerinin de M den gectigini
gosterebiliriz.

Ci, Cg ve Cy dairelerini gtz Oniine alahm. Ojg noktas: Cj
ve Cp fin ikinei kesim noktasi, O de Cz ve Cg fin ikinei ke-
sim noktas: olsun. Bu takdirde

(1) Daha dogrusu bu agilar egit veya birbirlerini biittinleyen
acilardrr.
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A. Oy 03 03 = %_ Oy MOz = %, Oy Oy Ozs
= & I3 ve [y in arasindaki (1)

dir. Tamamen benzer sgekilde her hangi bir Og noktas1 igin
(i=4,5, ..., n+1)
A. O13 MO = %12 ve I1 in arasindaki

= A 013034 O3

oldugunu gosterebiliriz. Bundan da biitiin Oy, 0y, 04,04, ...,004
noktalarinin bir daire {izerinde bulundugu sonucunu elde ederiz

Misal 27 deki formiillerde «diga gizilen daireler» yerine her
yerde «ige cizilen daireler» ifadesini koyabiliriz. Fakat bir tig-
genin digina gizilen daire (biitiin kogelerinden gegen daire) tek
olarak belirli oldugu halde i¢ine ¢izilen daire (iicgenin biitiin
kenarlarma teget olan daire) dort tanedir. (Ug¢ kenardan her
birine bir tane igten ti¢ tane de digtan teget daire vardir.) Bu
dért daireden her hangi birisi alinabilecegi igin bir kanskhik
olabilir. Bu gii¢liigii dnlemek igin agafrdaki gibi hareket ederiz;
Yénlenmis dogrular ve daireler alahm. Her biri i{izerinde hare-
ket doffrultusunu gdstermek ig¢in oklar kullanalim. Bundan bag-
ka ydnlenmig bir dogru ile yonlenmig bir dairenin degme nok-
tasindaki ybdnleri ayni ise daireye dogruya tegettir diyelim.
O halde [y, Iy ve I3 gibi bir noktada kesigmeyen yonlenmig iig
dogfruya tefet olan bir tek ybnlenmig daire vardir. (Sek. 55
a, b) ve bu daire I, Iz, [z dogrularimin meydana getirdigi fi¢-
genin igine ¢izilen daire olacaktir.

Sek. 55 a ve b
(1) Daha dogrusu bu agilar esit veya birbirlerini biitiinleyen
acilardrr.
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Problem 29. Birdairenin icine ¢izilen ¢okgenin ortosantrinin m

tarifi.

1. Bir {l¢genin ortosantri, yfiksekliklerinin kesim noktas:
olarak tarif edilir.

2. Bir S dairesi igine cizilen Aj As... Ax n-geninin orto-
santrinin tarif edilmis oldugunu ve § igine cizilmig Ay As ...
Ay Apn+1 (n+1)-geninin verildigini farzedelim. (n-+1) tane
AsAs ... Ap+1, A1As... An+1, +ov o A1 Ay ... An gokgenlerinin
ortosantrlar1 sirasyla My, Hs, ... , Ha+1 olsunlar. Mer-
kezleri Hy, Hy, ..., Ha+y de olan ve yarigaplari S ile ayni
olan dairelerin bir H noktasinda kesigecekleri ispat edilebilir.
Bu noktaya A;jAj... As+y (n+1)-geninin ortosantr:r denir.
(Sek. 56 da Ay A; A3 Ay ddrtgeninin ortosantr gdsterilmigtir).

Sek. 56 5
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Problem 29 un g¢dziimiindl okuyuenya hirakiyoruz.

Bir daire igine ¢izilen ¢okgenlerin ortosantrilarimin bazi Hze-
likleri ficgenlerin ortosantrilarininkine benzer. Bu dzelikleri
gostermiyecegiz ; fakat (bir gokgenin ortosantr: indiiksiyon yar-
dim ile tarif edildiginden) indiiksiyon ile giriilebilir.

21. MERKEZI NOKTALAR VE MERKEZI DAIRELER

Problem 30. 1. Bir birini kesen iki dogrunun kesim nokta-
sina iki dogrunun merkezi noktas: deair (Sek. 57 a).

- i "I
0

Iy

Sek. 57 a

Genel durumda {i¢ dogrunun (Misal 27'ye bakimiz) merkezi
duiresi diye, bu dogrulardan her ¢iftin merkezi noktalarindan
gegen daireye denir (Sek. 57 ).

Simdi I, ls, Iy ve Iy gibi genel durumda diort dogrunun ve-
rildigini farzedelim. la, I3, Iy dogrularimin merkezi dairesi S;;
li, I3, 1y dogrularinin merkezi dairesi S2; ...ve. olsun. S5p, Sg,
83 ve Sy daireleri ayni bir O noktasinda kesigirler o noktaya
I, la, 13, Iy dogralarin:z: merkes! noktasi deair (§ek. b7 ¢).

2. 2r—1 tane dojrunun merkezl dair:siyle 2a tane dogru-
nun merkezi noktasint daha dnce belirle’ifimizi farzedelim ve
U, ls, ..., l3a, lan+1 gibi 2n-1 tane genel duramda dogra ve-
rilmig olsun. 2n tane fla, /3. v+ y lan, l3n+1 dogrularinin mer-
kezi noktas:s Ay: Ij, Is, »i., f3ay lsa+y dogrularimin merkezi
noktast As, ...v.s ve son olarak [, I, ..., Iz, doZrularmin
merkezi noktas: da As,+1 olsun. Bu takdirde Ay, Aa,..., Atasy
noktalar: bir daire tizerinde bulunurlar. Bu daireye 2n+-1 fane
I, lg, .v., lan, lgn+1 dogralarimin merkezi dairesi denir.

F.7
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Problem 31. 1. Genel durumda [, I ve Is gibi ii¢ dogru
verilmig olsun. Bu dogrularin meydana getirdigi ficgenin digina
¢izilen dairenin merkezine, bu ii¢ dofrunun merkezi noktas: denir.

Simdi de genel durumda Iy, [z, I3 ve Iy gibi dort dofru
gbzbniine alalim. [z, I3, Iy dogrularinin merkezi noktasim Ay
ile; Iy, Is, Iy dogrularinin merkezi noktasini Ay ile; ...v.s
gosterelim. Boylece elde edilen A, A, As ve Ay noktalar
bir daire fizerinde bulunurlar (yukarda Misil 27 ye bakinz),
buna Iy, I3, Iy, l4 dogralarinin merkezi dairesi denir.

2. Daha 6nceden, verilen herhangi 2rn—1 tane dogrunun
merkezi noktasiyla 2n tane dogrunun merkezl dairesini belirle-
digimizi farzedelim, ve bize genel durumda 2n-1 tane Iy, ls,...,
lan, lsn+y dogrusu verilmig olsun. 2n tane la, lg,..., laa, lop+1
dogrularinin merkezi dairesini 5y ile; Iy, I3, ..., I2a, ln+y
dogrularinin merkezi dairesini S, ile; ...v.s8; Iy, I2, ..., Iga
dogrularinin merkezi dairesini S3.+1 ile gosterelim. Sy, Sa,...,
Ssn+1 daireleri bir noktada kesigirler, buna 2n+1 tane [y, ls,...,
I3n, lan+1 dojrusunun merkezi noktas: diyeceffiz.

En son, 2n+2 tane genel durumda I, I3, ..., lsn+2 dofru-
lar1 verilmig olsun. 2n+1 tane ls, ... , lap+2 dofrularinin mer-
kezi noktasima Ay ile; U, Is,..., lsn+2 dogrularimin merkezi
noktasimi As ile:...; L, la,..., loa+1 dogrularmin merkezi
noktasim  Agy+2 ile gisterelim.

Boylece elde edilen Ay, Ag, ..., Asa+2 noktalar bir daire
dzerinde bulunurlar, bu daireye 2n-+2 tane I, I3, ..., lin+2
dogralarimin merkezi dairesi diyecegiz.

Yol gésterme. Buradeki iddianin ispat: tamamen problem 80
da stiylenen iddiamin ispatina benzer gekilde yapilir.

22. LINEER ELEMANLAR

Bir lineer eleman diyince bir A4 noktasi ile birlikte bu nok-
tadan gegen ve dofrultusu verilmig olan bir e dogrusunu anh-
yaeaffiz. Bir lineer eleman (A4, a) sembolii ile gsterilecektir.
Eger ay, a2, ..., ap dogrulan genel durumda iseler (yukarda,
Misal 27 ye bakimiz) ve Aj, A3, ..., A, noktalar: da bir daire
tizerinde bulunuyorlarsa, n tane (Ay, a1), (As, a3),..., (4n, an)
lineer eléemanlarina konsiklik denir.
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Problem 32. 1. Eger A; ve Ay farkl noktalar iseler ve ay
ile a2 dogrulnn kesigiyorlarsa A;, A; noktalarindan ve a ile a;
pin kesistikleri noktadan gecen daireye, (A1, a1) ve (A3, a3)
lineer elemanlarimin dofrultman dairesi denir ; Sek. 58 a'ya baki-
mz. Ay, As, A3 noktalar birbirinden farkli ve ay, aa, as dog-
rulart genel durumda olmak tizere (4, ay) ve (A2, a2), (A1, a1)
ve (A3, as), ve en son (Ag, az) ve (A3, ag) gibi fig lineer eleman
¢ifti verilmig olsun. Bu giftlerin dogrultman daireleri bir nok-
tada kesisirler. Bu noktaya (A, a1), (A2, ag) ve (A3, ag) lineer
elemanlarinin dogrultman noktas: denir; Sek. 58 b ye bakimz,

Sek. 58

2. Her hangi 2n—2 tane konsiklik lineer elemanin dogrult-
man dairesinin ve 2n—1 tane konsiklik lineer elemanin da dog-
rultman noktasinin daha Snce belirlendifini farzedelim. 2n tane
konsiklik lineer eleman verilmig olsun. Bu lineer elemanlardan
her (2n—1) tanesinin belirledii dogrultman noktalarins bula- ‘

S = —

lim. Boylece elde edilen 2n tane nokta bir daire iizerinde bu-
lunur. Buna 2n tane konsiklik lineer elemanmin dogruliman dairesi
denir. Benzer gekilde 2n-+ 1 tane konsiklik lineer eleman goz
tniine alalim. Bunlardan her hangi 2n tanesinden meydana ge-
len parcalarin her birinin dogrultman dairelerini bulalim. Biy-
lece elde edilen 2n-+1 tane daire bir noktada kesigirler. Bu nok-
taya 2n-+1 fane konsiklik lineer elemamin dogruliman noktas: denir.
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23. DEGISIK BOYUTLU UZAYLAR

Bir uzay geometri dersinde ekseriya uzay geometri teorem-
leri ile diizlem geometrideki teoremler arasinda bir benzerlik
sezeriz. Soyle ki, bir cok bakimlardan bir paralelyiiziin ozelik-
leri, bir paralelkenarin 6zeliklerine benzer. (Mesela «Bir para-
lelyiiziin kars: yiizleri denktir ve kosegenleri bu noktada kesi-
sirler; bu nokta herbirinin orta noktasidir.» teoremi ile «Bir
paralel kenarin kars: kenarlan esittir ve kosegenleri bir nokta-
da kesisir; bu nokta her birinin orta noktasidir» teoremini kar-
silastirimiz). Bir kiirenin Ozelikleri daireninkine benzer. (Me-
seld, «Bir kiireye teget olan diizlem, degme noktasindan gecen
yarigapa diktir.» teoremi ile «Bir daireye teget olan bir dog-
ru degme noktasindan gecen yaricapa diktir.» teoremini kar-
silastirimiz.) Fakat, ayni zamanda diizlem sekiller ile uzay se-
killerin &zelikleri arasinda esasli farklar vardir. Burada gore-
cegimiz en esash fark diizlem sekillerin iki boyutu («uzun-
luk» ve «genislik») oldugu halde, uzay sekillerin iic boyutu
(«uzunluk», «genislik» ve «yiikseklik») vardir. Buna gore,
diizlemde bir noktamin durumu, x ve y gibi iki koordinat ile
tamamen belirlendigi halde (Sek. 59 a) uzayda bir noktanin

o SRRy

I
Y :

Sek. 59a
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pargasina tekabiil eder. Nihayet, diizlemdeki bir ABC iiggeni
(Sek. 61 b) uzayda bir dortylizliye (yani, A, B,C ve D gibi
dort kosesi bulunan herhangi bir iiggen piramide Sek. 61 ¢)
ve dojru iizerinde A ve B gibi iki «kose» si bulunan bir AB
dogru parcasina ($ek. 61 a) tekabiil eder.

C D
1.-‘— —? A/b\ B A~C
(a) (b) © -
2

Sek. 61

Sunu da kaydetmeliyiz ki, diizlem geometride verilen bir teo-
remin uzay geometrideki kargitinin ne oldugu sualinin cevabi
ekseriya tek degildir. Bazan ditzlemdeki bir {iggene bir dirt-
yiizlii (daha fazla boyutu olan bir sekil) degtil gene ayni {iggeni
tekabill ettirmek uygun olur; fakat bu sefer figgen uzayda
gozoniine alinmigtir. Benzer gekilde diizlemde alinan bir dog-
ruya uzayda ya bir dofru veya bir diizlem tekabiil eder. Boy-
lece, ayni bir iki boyutlu teoremin karsitlar:1 olarak farkh
«lig-boyutlu» teoremler bulunabilir. Meseld, <Diizlemde bir M
noktasinin, merkezi O, yarigapr R olan bir dairenin igine gizi-
len diizglin bir n-genin kiselerine olan nzakhklarmmin karele-
rinin toplam1 »n(R?+4 OM?) ye esittir» teoremine uzay geomet-
ride asagidaki iki teorem tekabfil eder: «Uzayda bir M nokta-
sinin, merkezi O, yarigapt R olan bir daire igine gizilen dilzgiin
bir n-genin kbgelerine olan uzakhiklarinin karelerinin toplami
n(R24 OM?) ye egittir.» ve «Uzayda bir M noktasimin merkezi
O, yarigapi R olan bir kiire igine gizilen, n kogeli diizglin bir
gok ylizliniin kbgelerine olan uzakhiklarinin karelerinin topla-
m1 n (R4 OM?) ye egittirs; bu teoremlerden her ikisi de dog-
rudur ve her ikisi de tekabiil eden «iki boyutlu» teoremden
boyut sayisi fizerine indiiksiyon tatbik etmekle elde edilir. Bu-
rada teferruat ile daha fazla meggul olmyacagiz. «Bir boyutlu»
teoremlerden «iki- boyutlu» ve «iig - boyut» lulara gegigin kar-

—
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silagtirmasim1 okuyuenya birakiyoruz. Meseld, asafidaki 29 ve
87 inei misaller birbirleri ile 85 ve 36 ine1 misaller de birbir-
leri ile karsilagtirilabilir.

Bu béliimde, boyut sayisi iizerine indiiksiyon kullanilarak
hesaplamalar, boyut sayisi iizerine indiiksiyon kullanilarak is-
patlar, boyut sayis1 iizerine indiiksiyon yapilarak geometrik
yerlerin belirlenmesi ve boyut sayist lizerine indiiksiyon kul-
lanilarak vapilan tarifler gozoniine alinacaktir. Boyut sayisi
iizerine indiiksiyon kullamlarak c¢oziilen ¢izim problemleri
gbzoniine almadik, ciinkii uzayda bir ¢ok gizim problemleri
yeter sekilde iyi tarif edilmis degildir. Her nekadar, ekseriya
tekabiil eden «iki-boyutlu» (diizlem) hal daha enteresan ise
de, biitiin hallerde «ii¢ - boyutlu» (uzay geometrideki) ifade-
ler esas alinmistir; bu hallerde, yalniz iki boyuttan, ii¢ boyut-
lu hale gegilebilenler nazan itibara alinacaklar; fakat biitiin
teferruat gézoniine alinmyacaktir. I

Modern matematik ve fizikte n-boyutlu uzay kavram
esash bir rol oynar, bu uzayda bir nokta n tane koordinat ile
belirtilir; burada n herhangi bir pozitif tam sayidir; 6zellikle
n, licten biiyiik olabilir. n - boyutlu uzayda sekillerin tzelikle-
ri ekseriya, uzaymn boyut sayiyisi lizerine matematiksel in-
diiksiyon yapilarak gosterilir; ©zel olarak bu metod ile, bu
boliimde elde edilen biitiin sonuglar n-boyutlu uzaya genis-
letilebilir. Fakat bu is bu kitabmn simirim asmaktadir.

24. BOYUT SAYISI UZERINE INDUKSIYON
KULLANILARAK HESAPLAMA

MiSAL 28. «Genel durumda» olan (yani herhangi iicii
ortak bir noktada kesisen, fakat herhangi dort tanesinin or-
tak bir noktas1 bulunmiyan) n tane diizlem uzav1 kac parca-
ya aywrir?

Asagidaki problemler dizisini ¢dzelim :
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Fimy=Fy(1) + 5 (10 (=2 1o+ 1] |
=)+ () ek U 2o 2)

(n—1) tane terim

elde edilir; bundan da, Giristeki (2) ve (3) esitlikleri ve
F,(1) = 2 oldugu gbzoniine alinarak

2
Fir) =2+ nin— 11)3( n— +

_(n1) (P"—nt6)
p 6

(n— l)n

+-(n~1)

bulunur.

Problem 33 lkiger ikiger kesisen n tane Kkiire, uzay1 kag
pargaya ayirir ?

Yol gisterme. Asgafidaki problemler dizisini gbz ®niine ala-
Iim ¢

A. Bir dogru, n tane <bir boyutlu daire» ile yani » tane
nokta ¢ifti ile kag pargaya ayrilir (Paragraf 23 e bakiuiz)?

Cevap. 2n tane nokta dogruyu 2n+1 parcaya ayirir.

A’. Bir dairede, kendi fizerinde bulunan n tane nokta cifti-
nin ayirdigr pargalarin sayisy @4(n) i bulunuz.

Cevap. Pi(n) = 2n.

B. Bir diizlemde, ikiger ikiger kesigen n tane dairenin ayir-
dig1 parga sayist Py(n)’'i bulunuz.

GOZUM. Dairelerden n tanesi (n-+1) inei daireyi n ¢ift nok-
tada keserler. Punun neticesi olarak, onu ®i(n)=2n parcaya
ayirirlar (A’ kismina bakiniz) ; O halde (n+1) inci daire, n dai-
renin diizlemde ayirdift P;(n) tane parcadan ®y(n)=2n tanesi
ile kesisir. Buradan

Dy(n+1) = Pan) + Dy(n)
= @3(n) + 2n 1
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egitliklerini elde ederiz. Bu esitlikleri ve @®3(1)=2 oldufunu

kullanarak
Pa(n) =n2—n+2
bulunur.

B’. Bir kiirenin yfizeyi, bu kiire fizerinde bulunan ve ikiger
ikiger kesigen dairelerle kag pargaya ayrilir ?

Cevap. ®i(n)=n?—n+2 pargaya ayrlr.
C. llk problem.

COZUM. n kiire (n+1) inci ile n tane daire boyunca kesigti-
ginden, onun yiizeyini ®a(n) =n2 —n-+2 pargaya ayiriclar (8’
kismina bakiniz). O halde ikiger ikiger kesigen kiireler uzay:
Pg(n) pargaya ayirirsa (n+1) tane kiire uzay

Py(n+1) = P3(n) + Pa(n)
= @3(n) + (n2—n+2)

pargaya ayirir. Bundan ve ®3(1) =2 olduffundan faydalanarak

iy =2 (»2—8&-+3)

bulunur.

25. BOYUT SAYISI UZERINE INDUKSIYON
KULLANILARAK YAPILAN iSPATL%R

MISAL 29. Késeleri 1, 2, 3 ve 4 rakamlan ile. _amaralan-
mus bir dort yiizliiyii daha kiigiik dort yiizliilere parcaliyalim.
Oyle ki, bu béliinme sonunda elde edilen dortyiizliilerden her-
hangi bir ¢iftin ya hi¢ ortak noktalar1 bulunmasin veya bir
koseleri, veya bir kenarlar:t (bir kenarin bir parcasi degil),
veya bir yiizleri (bir yiiziin bir pargas: degil) ortak olsun. Bu
sekilde elde edilen kiiciik dortyiizlillerden her birinin kosele-
rini 1, 2, 3 ve 4 rakamlar ile numaralayalim. Bundan baska,
biiyiik dortyiizliiniin bir ylizii lizerinde bulunan biitiin kose-
ler, o yiiziin koselerindeki rakamlan kullanarak, ve biiyiik
dortyiizliiniin bir kenarn iizerinde bulunan kdseler de, bu ke-
narn iki ucunun numaralar1 yardimi ile numaralansin. En
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az bir dértyiizliiniin biitiin koselerinin farkli numaralar tasi-
yacagim gosteriniz.

Asagidaki problemler dizisini gézoniine alalim.

A. Uglan 1 ve 2 ile numaralanmis bir dogru parcasi, bir-
birleri ile kesismeyen, bir ¢ok kiigiik parcalara boliinstin ve
bu béliim noktalar 1 veya 2 rakamlar ile numaralansin (Sek.
62 a). Bu boliinmede hi¢ olmazsa bir dofru parcasmn iki
ucunun farkh rakamlarla numaralanacagim gosteriniz.

:l | l 1 LR TN A

Sek. 62 a
Ispat. 12 saklinde numa‘ralanmxs dogru pargalarmin sayr-
siin tek oldufunu gosterelim; buradan, bu sekilde enaz bir

dogru pargasi oldugu sonucunu elde ederiz. (Clinkii sifir gift
bir sayidir). Boliinmedeki 1'lerin sayis1 k olsun, ve 4, 1 ile

numaralanmi§ dogru pargalarmm uglarmin sayis1 olsun. A

sayistmin tek oldugu asikardir. Ciinkii 1'lerden herbiri ilk
dogru parcasin bir i¢ noktas: oldufundan béliinmede iki
dogru pargasimin ug noktas: olur, yalmz bir tane 1 bir tek dog-
ru parcasina aittir; o da ilk dogru parcasmnin ucunda olandir;
Ohalde

A=2k+1

dir. Diger taraftan boliinmede 11 seklinde numaralanmis dog-
ru parcalarinin sayisim p ile, 12 seklinde numaralanmis olan-
larm sayism da g ile gosterirsek, 1 ile numaralanmis uglarin
sayisi
A=2p+gq
olacaktir.
2k+1=2p+q

esitliginden ¢ niin tek oldugu bulunur.
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medeki iki iiggene ve [ tane dogru parcasindan her biri de bé-
lilmmede bir tek iiggene ait oldugundan

A=2k+1
dir.

Diger taraftan, boliinmede koseleri 1 2 2 veya 1 2 1 seklin-
de numaralanmis iiggenlerin sayis1 p, koseleri 123 olan ii¢-
genlerin sayis1 da g olsun. p tane iicgenden herbirinin 1 2 sek-
linde numaralanmis iki kenar ¢ tane iiggenden herbirinin de
bu sekilde numaralanmis bir kenari olacagindan

A=2p+gq
diir.
2k+1=2p+q
esitliginden g ve [ sayilarimin her ikisinin birden tek veya cift
olmasi icab ettigi goriiliir. A kisminda gosterildigine gore I sa-
yis1 tek olmalidir; ohalde g de tektir.
C. Bu misalin baslangicinda verilen teoreme gelelim.

Ispat. Boliinme ile elde edilen dortyiizliilerin yiizlerinden
1, 2, 3 rakamlan ile numaralanmis olanlarin sayis1 A olsun.
Bunlardan biiyiik dortyiizliiniin icersine diigenlerin sayis1 k,
biiyiik dortyiizliiniin 1,2,3 seklinde numaralannus yiiziiniin
iizerine diisenlerin sayis1 [ ise

A=2k+1

dir.

Diger taraftan, boliinmede 1123 veya 1223 veya 1233
seklinde numaralanmus dortyiizliilerin sayis1 p,1234 seklin-
de numaralanmis dortylizliilerin sayis1 g olsun. Bu takdirde

A=2p+q

oldugu agikéardir.
2k+1=2p+gq
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esitliginden g ve [ sayilarimin her ikisinin de ayni zamanda
tek veya cift olacag goriiliir. Fakat teoremin B de ispat edi-
len kismina gore ! sayis1 tekdir; o halde ¢ de tekdir.

26. ADI INDUKSIYON YARDIMI iLE iSPAT

23. Paragrafta boyut sayisi lizerine yapilan indiiksiyonun
bazan bayag indiiksiyon yerinde kullamlabilecegine isaret et-
mistik. Simdi buna bir kac misal verelim.

MISAL 30. Misal 29 A da verilen teoremi, béliinmede elde
edilen dogru pargalarinin r sayist iizerine indiiksiyon yaparak
ispat ediniz.

Ispat. 1. n =1 igin onerme asikardir.

2. Onermemizin alinan dogru parcasmin herhangi bir
sekilde daha kiigiik n parcaya boliindiigii zaman ispat edildi-
gini ve 12 dogru parcasim n + 1 tane daha kiiciik dogru par-
gasina ayiran bir parcalama yaptigimizi farzedelim. Eger bu
kiigiik dogru pargalarimn hepsi 12 seklinde numaralanma-
mussa, her iki ucu da ayni rakamla numaralanmis bir dogru
parcas1 bulabiliriz; mesela 1 1 gibi. Bu dogru pargasim bir
nokta kalacak sekilde daraltirsak, 12 dogrusunun n tane da-
ha kiiciik parcaya ayrilisim elde ederiz. Indiiksiyon hipotezi-
ne gére bu boliinme, ve bunun sonucu olarak ilk béliinme,
12 seklinde numaralanmis en az bir dogru pargas1 ihtiva
eder.

MISAL 31. Misal 29 B de verilen teoremi, béliinmede elde
edilen iicgenlerin n sayis1 {iizerine indiiksiyon yaparak ispat
ediniz.

Ispat 1. n =1 icin 6nerme asikirdir; n =2 igin kolayca
tahkik edilebilir.

2. 123 iicgeninin n tane veya daha az sayida iicgene '

parcalandifi herhangi bir béliinmede ©Onermemizin dog-
F.8
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ru oldugunu kabul edelim ve liggeni n + 1 tane licgene par-
caladignmizi farzedelim. Eger bu iicgenlerin hepsi 123 seklin-
de numaralanmamis ise baz ticgenlerin iki kosesi ayni nu-
marayl, meseld 1 numarasm tasgir. Bu 11 kenar1 ya (bu ke-
nar biiyiik iiggenin iginde ise $ek. 63 a) biliinmede elde edi-
len iicgerle rden ikisinin kenaridir, veya (bu kenar biiyiik ii¢-
genin kenarinda ise $ek. 63 b) yalmz bir iicgene aittir. 11 dog-
ru pargasim kiigiilterek bir noktaya indirirsek 1 23 ilicgeninin
(birinci halde Sek. 63¢) n—1 tane iiggene yeni bir parcala-
migini, veya (ikinci halde $ek. 63d) n tane liggene yeni bir
parcalanigini elde ederiz. Indiiksiyon hipotezine gore bu par-
calanista (ve dolayis: ile ilk parcalamsta) kbseleri 123 nu-
maralarim tasiyan en az bir tiggen vardir.

3
‘L 2

Sek. 63
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Problem 34. Misal 29 C deki teoremi, parcalanistaki dort-
yiizliilerin n sayisi iizerine indiiksiyon yaparak ispat ediniz.

Yol gésterme. lspat, misal 81 deki Snermenin ispatinin ben-
zeridir.

Misal 29 daki teorem ¢ok daha agik olarak verilebilir. Ko-
seleri 1234 ile numaralanmg dortyiizliide bir «yonlenme»
yapalim: soyle ki 1,2, 3 yiizlerinde 1 kosesinden 2 ye, ondan
da 3 kosesine giden donme, 4 kisesinden bakildigi zaman sa-
atin dénme yoniinde goriilen dortyiizliiler ile saatin dénme
yoniiniin aksi yonde goriilen dortyiizliiler farkli yonlerde ol-
sunlar. Buna goére asafidaki teorem dogrudur.

Problem 35. Misal 29 daki sartlar altinda, biliinmede el-
de edilen 1, 2, 3, 4 seklinde numaralanmis dortyiizliilerden bii-
yiik dortyiizlii ile ayni yonde olanlarin sayisinin, aksi yonde
olanlarin sayisindan tam bir fazla oldugunu gosteriniz.

Yol gésterme. Agagidaki problemler dizisini gbzsniine alahim.

A. Misal 29 A daki sartlar altinda 12 dogru pargalarindan,
1 kiosesinden 2 kisesine giden yonleri biiyiik dogru parcas ile
ayni olanlarla, bu yonleri biiyiik dogru parcasinnki ile ters
olanlar: farkli kabul edelim. Birinci tipteki dogru parcalarimn
sayisinin, ikinci tipteki dogru parcalarimin sayisindan bir faz-
la oldugunu ispat ediniz.

B. 1,2,3 iicgeninde (Misal 29 B ye bakimiz) 1 kosesinden
2 kosesine, ondan da 3 kosesine giden yon saatin donme yo6-
niinde ise, (veya saatin donme yoniiniin aksi yonde ise) iicgen
saatin donme yéniinde (veya saatin dénme yoniiniin aksi yon-
de) yonlenmistir diyelim. Boliinmede 123 seklinde numara-
lanmis olan iiggenler igersinde biiyiik liggen ile ayni yonde
olanlarin sayisimn, geriye kalanlarin sayisindan tam bir fazla
oldugunu gosteriniz.

* C. Bu problemin basinda ifade edilen teorem.

\ [S '-—__-_:,:.“q.','.' :

|

=
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MISAL 32. Uzayda, herhangi dort tanesinin ortak bir
noktasi bulunan, n tane i¢i dolu kiire verilmis olsun. Bu kii-
relerin hepsinin kesistigini, yani bu kiirelerin hepsine birden
ait olan en az bir noktanin bulundugunu gésteriniz.

Asagidaki problemler dizisini gbzoniine alalim :

A. Bir dogru iizerinde, herhangi ikisi kesisen (ic¢ ice gi-
ren), n tane dogru parcasi verilmis olsun. Bu dogru parcala-
rimin birbirleri ile kesistiklerini, yani bu dogru parcalarinin
hepsi tizerinde bulunan en az bir noktanin bulundugunu gos-
teriniz.

Ispat. 1. n =2 i¢in onerme dogrudur.

2. Lélettayin secilmis, herhangi n tane dogru pargasi igin
onermemizin ispat edilmis oldugunu kabul edelim ve bir dog-
ru iizerinde bulunan ve herhangi ikisi kesisen 1,,1,, ..., L, L.,y
gibi n + 1 tane dogru pargasmin verildigini farzedelim. Indiik-
siyon hipotezine gire n tane dogru pargas: olan

L= ISl o

kesisirler. Bu dogrularin ortak kismim [ ile gosterelim. (Bu
ortak kismin bir nokta veya bir dogru pargasi olacag asikar-
dir.) L., ile gosterdigimiz dogru parcasinin I'yi kestigini ispat
edelim. Béyle olmadigini farzedelim; o zaman, L., ile / arasin-
da bir A noktas1 bulunacaktir (Sek. 64 a). Fakat

A

1 Iuty
Sek. 64 a

llr lz, weey ln

dogru parcalarindan her biri [ yi ihtiva eder ve kabuliimiize
gore I, ile kesisir; bunun neticesi olarak, A noktas: bu dog-
ru parcalarindan her birinin iizerinde bulunur. Ohalde A nok-



6. Boyut Sayis1 Uzerine indiiksiyon 117

tas1 'ye aittir. Elde edilen bu gelisme L., ile I'nin kesistigini
gosterir; ortak kisimlari, verilen

I],p 12: wesy I'-}-l
dogru parcalarinin hepsine aittir.

B. Diizlemde, iicer iicer kesisen, n tane dairesel disk ve-
rilmis olsun. Bu dairesel disklerin en az bir ortak noktalari-

nin bulundugunu gosteriniz.

Ispat : 1. n=3 igin 6nerme dogrudur.

2. Herhangi n tane dairesel disk i¢in onermemizin ispat
-edildigini kabul edelim ve diizlemde C,, C...,Cs, Coyy gibi n
tane dairesel diskin verildigini farzedelim. Indiiksiyon hipo-
tezine gore n tane

Civ Crisens G
«dairesel diskleri kesisirler. Bunlarin ortak kismum C ile gos-
terelim (Sek. 64 b). («Dairesel ¢okgen» C, biitiin bir diskten
veya yalmz bir tek noktadan ibaret olabilir). C sekli ile C._,

s
_,;,

(b) ()

Sek. 64 b ve c
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dairesel diskinin kesistiklerini gostermeliyiz. Bunun olmad:-
gim kabul edelim; Ohalde C.,, dairesel diski ile C seklini ay:-
ran bir ! dogrusu ¢izmek miimkiindiir. Mesela, C.,, dairesel
diskinin merkezi O noktas: ile C seklinin, O ya en yakin nok-
tasi olan A noktasim birlestiren dogruya, (B noktasi, OA dog-
ru parcasimin C, ., dairesel diskinin ¢emberini kestigi nokta
olmak iizere) AB dofru parcasimin orta noktasindan gizilen
dikme boyle bir dogrudur (Sek. 64 ¢) (1).

C,, C,, ..., C. dairesel disklerinden her biri C seklini ihtiva
ettigi ve kabuliimiize gore her biri C., ile kesistigi icin tabii
her biri I dogrusu ile de kesisir. C, dairesel diskinin ! dogru-
sunu kestigi pargayr a;, C; nin bu dogruyu kestigi parcay:
a,, ... v.s. ile gosterelim. Boylece I dogrusu iizerinde ay, a,, .-, a»
gibi n tane dogru parcas: elde ederiz. Bu dogru pargalarindan
herhangi ikisi kesisir. Gergekten, bunlardan iki tanesini, me-
seld a, ve a, yi gozoniine alahm. C seklinin herhangi bir nok-
tast M olsun (Ohalde M noktas: C, ve C, dairesel disklerinin
her ikisine de ait olacaktir). Diger taraftan, verilen dairesel
disklerden segilen herhangi ii¢c tanesi kesistigi icin C,, C, ve:
C.,, in ortak bir N noktas: vardir. MN dogru parcasinin bii-
tiinii C,; ve C, dairesel disklerinin {izerinde bulunur; ohalde I
dogrusu ile kesistikleri nokta a, ve a, dogru parcalarinin bir
ortak noktas: olacaktir.

(1) Gergekten, ! dojrusu Cp+ ve C gekillerini ayirmasa idi,
tizerinde C gekline ait bir X noktast bulunacakti. OAK ficge-
ninde, OAK agis1 dar ag¢1 olacaktir; bundan bagka A noktasinin
tarifine gire OA= 0K dir. O halde AX dojfrusuna O nokta-
sindan indirilen dikmenin ayafr olan L noktasi A ve K nokta-
lar1 arasinda bulunacaktir. A ve K noktalarinin her ikisi de
Ci1, Ca, ..., C, dairesel diskierine ait olduklarindan AX dogru
par¢as: ve buna giire, bu doffru pargesimin {izerindeki L noktas:
da bu Ci, Cay ..., Cn dairesel disklerinden herbirinin iize-
rinde bulunur. O halde L noktasi C ye aittir. Bunun neticesi
olarak OL = OA olmahdir. Eide edilen bu geligme («yQkseklik
bir yan kenardan bilyfik veya ona egits) dnermemizi ispat eder.
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A da verilen teoreme gore, I dogrusu iizerinde ay, ay, ..., @«

dogru pargalarinin hepsine ait olan bir nokta vardir. Bu nok-
ta C;,C,, ..., C. dairesel disklerinin hepsinin ve bunun neticesi
olarak C seklinin bir noktas: olacaktir; bu ise I dogrusunun gi-
zilisine aykiridir. Ohalde C. ., ve C sekillerinin en az bir ortak
noktalar1 olmalidir; bu nokta C,, C,, ..., Cs, Cs, dairesel disk-

lerinin ortak noktas: olacaktir,
C. Bu misalin basinda verilen teorem.
Ispat. 1. n =4 icin dnerme asikardir.
2. Onermemizin verilen herhangi n tane kiire igin ispat
-edilmis oldugunu farzedelim, ve bize
¢1: QZ’ .y ‘Dla ¢l+1
.gibi n + 1 tane kiire verildigini kabul edelim. Bunlardan
¢l: 021 ey q)‘
gibi n tanesinin arakesiti @ ile gésterilsin (indiiksiyon hipo-
tezine gore bu arakesit mevcuttur). Tamamiyle misal 32 B de
yapilana benzer sekilde, ®.., kiiresi @ ile kesismezse, ®..; ve
@ yi ayiran bir x diizleminin bulunacag: gosterilebilir.
¢ll ¢2l sasy ¢‘

kiirelerinin  diizlemi ile arakesitleri olan sekiller dairelerdir
‘ve herhangi {i¢ tanesi birbirleri ile kesisir. Buna gore x diiz-
lemi iizerinde biitiin bu dairelere ve bunun neticesi olarak ¢

ve ait olan bir nokta vardir. Fakat bu ¢ diizleminin tarifi ile

bir gelisme teskil eder.

Misal 32 deki teorem, boyut sayisi iizerinde indiiksiyon
vapilacak yerde, dogrudan dogruya sekillerin sayisi iizerinde
indiiksiyon yapmakla da ispat edilebilir,

MISAL 33. Misal 32 B deki teoremi dairesel disklerin sa-

“y1s1 iizerinde indiiksiyon yaparak ispat ediniz.

B

TS
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Ispat. «Dairesel gokgenler» yani, sonlu sayida dairesel
disklerin kesismeleri ile elde edilen sekiller igin benzer teore-
mi ispat edelim. Bundan, 6zel hal olarak, bizim ilk 6nermemiz
bulunur.

1. n =3 igin Onerme asikardir.

Uger iicer kesisen C;, C,, C; ve C, gibi dort tane dairesel
¢okgenin verildigini farzedelim. C,, C; ve C, sekillerinin ortak
bir noktasim 4, ile, C,, C, ve C, sekillerinin ortak bir noktasim
A, ile, ..., v.s. gosterelim. Iki hal miimkiindiir.

(a) A, A, A;, A; noktalarindan bir tanesi, mesela 4,, di-
ger iic noktanin meydana getirdigi ticgene aittir (Sek. 65 a).
Ohalde, A,4,A, iicgeninin tamami C, de bulundugundan, A,
noktas1 da C; e ait olacaktir; bunun sonucu olarak A; noktas:
C,,C,,C,,C,, sekillerinin ortak bir noktas1 olacaktir.

Az

Az

(@) (®)
Sek. 65

(b) A, A,,A;, A, noktalarindan hi¢ birisi, geriye kalarr
diger noktalarin meydana getirdikleri iicgene ait degildir. Bu
halde A; A; A; A, (konveks) dortgeninin (Sek. 65 b) kosegen-
lerinin A kesim noktasi, A;44;, AAA, AAA, ve AA A, tic-
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genlerinin ortak noktas: ve bunun sonucu olarak Cy, Gy, G5, C4
sekillerinin ortak noktas: olacaktir.

2. Onermemizin n tane dairesel cokgen icin ispat edilmis
oldugunu farzedelim. C,, C,, ..., Cs, Cu,, gibi n + 1 tane dairesel
gokgeni gozoniine alahm. C. ve C.,; sekillerinin arakesiti C ol-
sun (asikar olarak C de bir dairesel ¢okgendir). C,,G,,...,C,-y,C
sekillerinin iiger iiger kesistiklerini gosterelim. Gergekten, eger
C alinan ii¢ sekilden biri degilse gozoniine alinan bu ii¢ sekil
hipoteze gore kesisirler. Simdi, bir tanesi C olmak iizere, bu
sekillerden herhangi iic tanesini, meseld Cy, C, ve C yi alalim.
C,, C,, C, C., sekilleri iiger iicer kesiseceklerinden, 1. kisma
gore bu dort seklin bir ortak noktasi vardir; ve bu nokta C;, C,
ve C nin de bir ortak noktas: olacaktir. Cy, C,, ..., Ca,q, C sekil-
leri tiger iiger kesistiklerinden, indiiksiyon hipotezine gire, bu
sekillerin hepsinin bir ortak noktas1 vardir; ve bu nokta
C,,C, ..., C, C., sekillerinin ortak noktas: olacaktir.

Problem 36. Misal 32 C de verilen teoremi, kiirelerin sa-
wist olan n {izerinde indiiksiyon yaparak ispat ediniz.

Yol gisterme. Tekabiil eden teoremi s«kiiresel gok yfizliler»

yani, sonlu sayida kiirenin kesigmesinden meydana gelen sekil-

ler i¢in ispat ediniz. Bu teoremin ispati misal 33 deki dnerme-
nin ispatina benzer gekildedir.

Problem 37. Bir diizlemde, herhangi ikisinin uzakhg 1
den biiyiik olmiyan A4, A, ..., A. gibi n tane nokta verilsin.
Bu noktalarin hepsinin yari ¢apr 1/4/3 olan bir daire icinde
bulunacagim gosteriniz ( Young teoremi) (1).

Yol gésterme. Once bu noktalardan segilen her hangi {i¢ ta-

nesinin yaricapt 1)y 8 olan bir daire igersinde bulunacafini is-
pat ediniz. Sonra bu noktalardan her biri merkez olmak fizere

yari capr 1)y '3 olan daireyi ¢iziniz ; ve bu dairelerin figer {iger

(1) Young, 19 uncu yiizyilda yagamis bir lagiliz Matematikei-
sidir.

—————

T e ey = iy e

A =
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sekilde iki veya ii¢ yarim - diizlem se¢gmek miimkiin oldugunu
gosteriniz.

Ispat. Yarnm diizlemlerin sayis1 n iizerinde indiiksiyon
yapalm.

1. n =3 i¢in onerme asikardir.

2. n tane yarim - diizlem icin 6nermemizin dogru oldugu-
nu, ve F,, F,, ..., F., F., gibi diizlemi tamamiyle 6rten (n + 1)
tane yarim diizlemin verildigini farzedelim. Bu yarim diizlem-
lerin simrlarim I, b, ..., L, I ile gosterelim. 1ki hal olabilir:

Hal 1. [,y dogrusu verilen yarim - diizlemlerden birisinin
tamamiyle i¢inde kalir. Bu F, olsun. l. ve L, dogrular: paralel
olacaktir. Eger F. ve F._, yarim - diizlemleri simirlarimin farkh
taraflarinda bulunurlarsa (Sek. 66 a), bu takdirde F. ve F.
yarim diizlemleri, diizlemi tamamiyle Grterler. Aksi halde bu

7T TR SRERRTNR, A~

=

Frs 7 oy
LA -+ SN A e
(a) > (b)

Sek. 66

yarim diizlemlerden biri digerinin tamamen iginde kahr, (Me-
sela, F.,, yarim-diizlemi F. i¢inde bulunur; Sek. 66 b). Bu
halde teorem indiiksiyon hipotezine gbre dogrudur, zira bu
halde » tane yarim diizlem (bizim halimizde Fy, F;, ..., F.) bii-
tiin diizlemi tamamen orterler.

Hal 2. L., dogrusu F,, F,,..., F. yarim - diizlemlerinden hig
birisi icersinde bulunmaz. Ohalde bu dogru bu yarim - diizlem-
ler tarafindan tamamiyle Ortiiliir ve yarim diizlemler, onu
m = n olmak iizere, m tane yarim dogru boyunca keserler. Bu
yarim - dogrular L., dogrusunu tamamiyle orterler. A kismin-
da ise bu yarim - dogrulardan ikisinin dogruyu tamamiyle or-

e S e —————

i
.’I"r
ifl
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tecek sekilde secilebilecegini gormiistitk. Bu yarim dogrulara
tekabiil eden yarim - diizlemler F,_,ve F.olsun. F,_, F.ve F.,;
varim diizlemlerinin birbirlerine gére durumlari g&zoniine
alinarak miimkiin olan iki hali ayn ayn inceliyelim.

(a) F.,y yarim diizlemi, I, ve l. dogrularimin arakesit
noktasim ihtiva eder (Sek. 67 a). Bu halde F,_; F. ve F., ya-
nm diizlemleri, diizlemi tamamiyle orterler.

fl—l

oy '

ilu-l

(a) (b)
Sek. 67

(b) F.., yarim diizlemi 1.._, ve l. dogrularinin kesistikleri
noktay: ihtiva etmez (Sek. 670). b). Bu halde diizlem F, F,, ..., F.
yarim - diizlemleri ile ortiilmiistiir. Ohalde indiiksiyon hipote-
zine gore teorem dogrudur.

C. Baslangictaki teorem.

Ispat. lspat, verilen yanm -uzaylarin sayisi nuzennde
indiiksiyon ile vapilabilir.

1. n =4 icin Gnerme asikardir.

2, Onermemizin n tane yarim - uzay igin dogru oldugunu,
ve bize n + 1 tane V, V,, ..., V,, V., yarim - uzaylarimn veril-
diggini farzedelim. Bu yarim -uzaylarin smirlarmi  siras: ile
71, T2, - Tos, Ty ile gosterelim. Tki hal olabilir.
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Hal 1. x.,, diizlemi tamamen V,, V,, ..., V. yarnm - uzay-
larindan bir tanesi, mesela V. i¢cinde bulunur. Bu halde .,
ve x. diizlemleri paraleldir. Eger V. ; ve V. yarim diizlemleri
sinirlarimin zit taraflarinda bulunuyorlarsa biitiin uzay: tama-
men doldururlar. Aksi halde bu iki yarim - uzaydan birisi ta-
mamen Gbiiriiniin i¢cinde bulunur, ve teorem indiiksiyon hipo-
tezine gore dogru olur.

Hal 2. x.,, diizlemi V,, V,, ..., V. yarnim - uzaylarindan hic
birisinin icinde bulunmaz. Ohalde bu yarim - uzaylar tarafin-
dan tamamen Ortiiliir ve bunlar x..; diizlemini, m < n ol-
mak iizere, F,, F,, ..., F,, yarim diizlemlerinde keserler. B kis-
mindaki neticeye gore, bu yarim - diizlemler igersinde iki ve-
ya li¢ tanesini, diizlemi tamamiyle ortecek sekilde se¢mek
miimkiindiir (Sek. 66a ve Sek. 67a).

Miimkiin olan biitiin halleri ayr1 ayn1 inceleyelim.

(@) ..y diizlemini iki yarim -diizlem orter (Sek 66a),
bunlara F, ve F, diyelim. Bunlara tekabiil eden =, ve 7, diiz-
lemleri paraleldirler (Sek 68 ¢). Bu halde biitiin uzavi V, ve
V, yarim uzaylar1 doldurur. :

(a) (6)
Sek. 68 a ve b

(b) =.., diizlemi F, ve F, ile gbsterilen iki yarim - diiz-
lem ile Grtiiliir. Fakat bunlara tekabiil eden T Ve 7 diizlem-
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Problem 39. Uzayda, i¢lerinden segilen herhangi bir gif-
tin belirttigi a¢1, genis a1 olmak iizere dortten fazla sayida
yarim - dogru bulunamiyacagim gosteriniz.

Yol gisterme. Uzayda, iglerinden secilen her hangi bir ¢iftin
belirttifi ac1 genis a¢1 olacak gekilde, sonlu bir yarim -dogru
sistemi verildigini farzedelim. Eu sistemin maksimal oldugunu
kabul edelim; yani bunlardan her biri ile genig a¢1 teskil eden
bagka bir yarim -dogru bulunmasin. Her yarim dogruya ug
noktasinda dik olan diizlemi ve bu diizlem tarafindan smirla-
nan, bu diizleme gire yarim-dogru ile ayni tarafta bulunan
‘yarim - uzayi gizdnfine alahm. Yarim -dogrn sistemi maksimal
oldugundan, bu yarim-uzaylar uzay1 tamamen doldururlar.
Misal 84 de elde edilen sonuca giire dnermemiz dogrudur.

28. KURELERIN ICINE SOKULABILEN COKGENLER

MISAL 25, Oyle bir Cs sayis1 bulunabilecegini gdsteriniz ki,
uzayda herhangi bir 4, Ay ... As ¢okgeninin, higbirinin uzun-
lugu 1 den biiyiik olmiyan kenarlar: (biiyiiklik veya doffirultu-
lar1 degigtirilmeden) yeniden o gekilde siralanabilir ki, biiylece
elde edilen yeni ¢okgen, yam ¢apr Cj olan bir kilre igine si1f-
dirilabilsin,

Once problemin «bir - boyutlu» ‘ve «iki - boyutlus uzaylardaki
benzerlerini gtzdniine alalim.

A. Bir dogru lzerinde, AjAa, Asds,..., An- 145, AnAy dog-
ra parcalamnin hi¢ birinin uzunlugu 1 i gegmemek sarh ile
Ay, Aa, ... . A, gibi n tane nokta verilsin. (n sayisma ve nok-
talarin durtmlarina bagh olmiyan) 8yle bir Cj sayisi buluna-
bilecegini ghsteriniz ki, AjAds, A2A4s,..., An-14n, 4nd; dofirn
par¢alar:, bulundalklar: dofrn fizerince yeniden o gekilde dii-
zenlenebilir ki, meydana gelen ByBs... Baf; «kirik gizgi= sinin
her bir dofru pargas:, bilyiikitik ve dofrultusu ile AyAdp...
An-1 An 4y <kairik ¢izgi=sinin bir dogru pargas: ile gakigsin ve
yeni elde edilen kimk ¢izgi tamamen uzunlufu 2C; olan bir
doffru par¢asinin iginde kalsin.

Ispat. AjAs ... AnAy «kmk gizgi» sindeki Aidi+y dogru par-
casnin a; nzunlufuna, A;+i noktast 4; nin safinda ise pozitif,
solunda ise negatif igareti verelim (i=1,2, ..., n; kolayea
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anlagilacagr gibi An+; noktasi Ay ile gosterilir). (Biitiin bu nok-
talarin {izerinde bulundufu dofrunun yatay oldufunu kabul
edelim.) AyAs dogru pargasimn uzunlufunun ey as (kabuli-
miize gire bu say1 pozitif veya negatif olabilir), A4y dogru
par¢asimin uzunlugunun ay+as+tas, ...v.8, AiA,-y dogru par-
¢asinin uzuonlufunun ay+as+ ... +ax-1 ve artazt...+an-1+
an=0 (bu A;4; doffru pargasimin uzunlugudur.) oldugu agikar-
dir BiB3... BaBi kirik c¢izgisindeki her dofiru parcas: ilk
AyAs ... ApA; kink clzgisindeki bir dofru pargasina egit oldu-
gundan, teoremimizin ifadesi asagidaki gibi verilebilir :

ay, ag, v« , Gn gibi mutlak degerleri 1 den biiyitk olmyan ve
toplamlar: sifir olan n tane pozitif ve negatif sayt verilsin. Bu sayp-
larin strastan aiy, Gigy +ov o Giy_gs i, ity 03y ooy in-1, in  sayi-
lart 1, 2, o, n—1, n in bir permiitasyonudur) gibi éyle defistiri-
lebilecegtini gdsteriniz ki aty, aiy+ @iy o aty + ayg+ aigy ooy aig+
aiyg+ ... tai, toplamlarindan her birinin matlak degeri bir C;
sayisint gegmesin (bu Cy sayisi ne ay, ag, ..., ax dizisine ne de
n sayisina bagh degildir).

Ci in 1 e egit alinabilecefini gisterelim. a1, a2, ..., a5 di-
zisindeki pozitif sayilar ay’, as’, ..., @y’ ve negatif sayilar da
ai”, @i’y .+, ag" (p+g=n) olsunlar. Pozitif sayilardan, toplam-
lar1 1 i gegmiyen ilk k tanesini (k< p) (meseld, yalmsz ilk say1
ai’ i) alalim; sonra bunlara a”, as”, .+« » @i’ ([ =g) negatif
sayilarim ilive edelim; oyle ki segilen biitiin sayilarin topla-
m1 negatif olsun. Fakat mutlak degerce 1 den daha bilyiik ol-
masin. Bunlara tekrar siylenen Ozellikleri haiz pozitif sayilar
ilive edelim ve biiylece bir negatif, bir pozitif say1 gruplan
almak suretiyle verilen sayilarn tiiketinceye kadar devam ede-
lim. Bu gekilde elde edilen «*=ua1", a"=ay',..., a*=a’,
ap+1*=ay" , ap+2"* =as", ... , ag+ =al’, ... dizisi istenilen
tizeliZi haizdir. '

B. Dizlemde kenarlarimin uzunlugu 1 den biiyiik olmiyan
(konveks veyn kendi kendisini kesen) A;d,... A, gokgeni ve-
rilsin (Sek. 694a). (Cokgene baglt olmiyan) Syle bir C: sayisi
verilebilecegini gosteriniz ki, ¢okgenin kenarlari, dogrultu ve
biytiklikleri degigtirilmeden kaydirildiginda elde edilen ByBs...
B ¢okgeninin tamami yar: ¢apt C2 olan bir ¢emberin iginde
kalsin.
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biiyiiltebilirdik). Tersine olarak, geriyve kalan ai”, as”, ..., a"s_s
vektsrlerinin BiBs+1 iizerindeki izdilsiimleri zit dogrultudadir.
Bagka bir deyimle ai’, as’, ..., a,’ vektdrlerinin A;A4,+1 dog-
rultusundaki ey’, ay’, ..., &, izdiigimleri pozitif (0 <e¢; <1,
i=1, ..., s), ve ayni dogrultu iizerinde a;”", ..., a’,_, vek-
torlerinin a;”, ay”, ..., @"y_, izdiigiimleri negatif (—1=<a;"<0,
j=1,2..... n—s) kabul edilebilir. Bundan baska aj, ag,..., an
vektsrlerinin, iizerinde bir <pozitif» dogrultu se¢ilmig bulunan
ve BiB.+1 e dik olan bir I dogrusu iizerindeki (pozitif veya ne-
gatif) izdiaglimlerini fy, fg,..., Ba il2 gosterelim. 1"+ po’ +...+
B =0 ve /"+B)+...+8%_s=0 oldugu agikirdir (burada
ay’ vektoriiniin izdiigtimit f1’, a1” vextdriiniin izdigimd %, ..
ve. dir); bundan bagza [ 1 <1, [f/|<1,...,18/1<1
ve [B81"| =1, 1" |=1,..., | F'a_e|l =<1 dir. A kismundaki
sonuca gire, fi’, fa’,..., B’ ve B1", Ba',..., B'n_s sayila-
rinin siralari o sekilde diizenlenebilir ki, her hangi bir » igin
agafhdaki egitsizlikler gerceklensinler :

—1Zp B . +B 21

ve
—1=Z8"+ 8 + .48, =1

Eger Bi’, fa'y...u B ve B1%, By",..., f"a_s sayilarinin sira-

lanmalarin1 bozmadan bu sayilarin hepsini bir dizide toplarsak

her hangi bir k igin, yeni seride ils k tane terimin toplam

mutlak degerce 2 yi agamaz.

Simdi @y, @’ ,,.., a, ve ay", a3",..., 8"a_s sayllarini,
ilk % teriminin toplami mutlak dejerce 1 i agmayacak gekilde
yeni bir seride topliyalim. A kisminda gordiifiimiize gore
ay’, ag’,..., & ve a;", a,",..., a",—, alt serilerinin siralanma-
larint bozmadan bunun yapmak milmkindir. Bizim vektdrleri-
mizin bu seriye tekabiil eden siralanmalar1 a*, a2®,..., a*
olsun. O halde ar* ve fi*, ax* nin sirasiyla E;TE.H ve | iize-
rindeki izdiigiimi olduklarina gore (k=1,2,. ., n) herhangi bir
» igin

—1<a* 4+ ag* + ... + Bv‘é 1,
—2Z B+ B+ o +BE2

dir. a1*,a9", -»a *(r=1,.,n) vektorlerinin toplami ile teskil olunan
kirik ¢izginin B1Bs+1 ve I dofrular: fizerindeki izdiigiimleri s1~
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rasiyla a1+ a* + ... 4 a* ve B+ B2* + ... + B.% esit ol-
duklarindan, bu vektdr toplaminin uzunlugunu ¢, ile gbsterirsek
e, 2= (ag* 4t ap*+ ... +a B2 4 (81" 4 fa* 4 ... + 8.2
dir, yaoi
c'wa == Cy = ‘J?

dir. Yani kirik cizginin herhangi bir kigesinin A; noktnsin-
dan uzakhginin V5 i gereaiyecegini bulduk: ohalde yeni qok-
genin tamami yari ¢ap: \/5 olan bir gemberin iginde kalr.

C. Bu misalin baclangieimda siylenen teorem.

Yol gisterme: Cg fin V21 olarak aliabilecegini gisteriniz.
Eu halde sonug, benzer sesilde s kis:nindan faydalanilarak elde

edilir ; #1,82,+..,Pn sayilari c1,02,...,an vektdrlerinin ByBs+1
vektsriine dik olan =z diizlsui fizerindeki izdiigiimleri olacaktir,

29. GEOMETRIK YERLERIN BELIRLENMESI

MISAL 36. Uzayda verilmis n tane A, A, ...,A. nokta-
sina uzakhklarimn karelerinin toplam sabit (d? ye esit) olan
noktalarin geometrik yerini bulunuz. /

Asagidaki problem dizisini gdzoniine alalim :

A. Bir dogru iizerinde n tane A, , 4,, ..., A, noktasi veril-
mis olsun. d verilmis bir say1 olduguna gore, dogrunun Gyle
bir M noktasim1 bulunuz ki

MA2+ MAR -+ MA=d?

olsun.

COZUM. Dogrumuzu bir koordinat ekseni olarak ala-
Iim; A, ..., A noktalarinin koordinatlart sirasiyla a;, a,, ... , @
ve aramlan M noktasinin koordinati da x olsun. Buna gére MA,,
MA,, ... ,MA., dogru pargalarinin yonlenmis uzunluklan
(x—a),(x—a,),..., (x—a.) e esit olacaktir;
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COZUM. (') Diizlemde bir dik koordinat sistemi sege-
lim ve A,,A4,, ..., A. noktalarinin x- ve y- eksenleri iizerinde-
ki izdiigiimlerini sirasiyla A, A4",..., 4% ve A", A",... A"
ile gosterelim. M noktasinin koordinat eksenleri iizerindeki
izdiisiimleri M’ ve M” olsun. Bu halde

MAP=MA"*+M"A"?,
MAZR=MA*+ M'A7?,
MA =MA"+MAT?
ve dolayisiyle
MA? +MA? -+« + MA:?
=MA"+MA?* -+ +MA?
+ (MI'Alflz +M'rA,ff' +. - +MI'A.IP’)
dir. Fakat (15) esitligine ve @, ,a; ..., @. ve by, b,,..., b. sayilari-
nin A, , A,,..., A. noktalarinin apsis ve ordinatlar1 olduklarina
ve A" ile A”, sirasiyla x- ve y- ekseni iizerinde koordinatlar
(ay+ay++--+4a)/n ve (b,+bg+ b /n
olan noktalar gosterdiklerine gére
MA2+MA* .-+ MA,"?
=n-MA? (40 ++a)
__(atay++--+a,)
n A

M”IA!”Z + M"’A,"s + R + M'Au"z
=ne M”47 (b byt o B
_(61 +bﬂ +' afic +6n):
n ’

dir. O halde

(1) Bo problem{; bagka bir c¢Ozilmi evvelece verilmigtir
(Problem 20 ye bakimz. )
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30. BOYUT SAYISI UZERINE INDUKSIYON ILE
YAPILAN TARIFLER

MISAL 37. Bir dort yiizliiniin ortaylarnm ve agirhk
merkezini tarif ediniz.

A. Bir dogru parcastun agirlik merkezi, orta noktasidir.

B. Bir iicgenin kenar ortayt, herhangi bir kosesini kar-
sisindaki kenarin agirhik merkezine birlestiren dogru parca-
sidir. Biliyoruz ki bir iiggenin kenar ortaylarn bir noktada ke-
sisir. Bu noktaya iicgenin agirlik merkezi denir.

C. Bir dort yiizliiniin ortayr herhangi bir kosesini karsi-
sindaki yiiziin agirhk merkezine birlestiren dogru pargasidir.

Bir dort yiizliiniin ortaylarinin aym bir noktada ke-
.sistiklerini gosterelim. Bir ABCD dort yiizliisii alalhm (Sek

Sek. 70

“70), DBC,, ACD, ABD ve ABC iiggenlerinin agirhk merkezleri
sirasiyla 0y, 0,, O; ve O, olsunlar. BO, ve AO, dogrulari, CD dog-
ru pargasimnin orta noktas: olan P noktasinda kesistiklerinden
AO, ve BO, dogrular1 Oy, gibi bir noktada kesisirler. Benzer

’
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sekilde AO, ile CO,, AO, ile DO,, BO, ile CO;, BO, ile DO,,
CO, ile DO, sirasiyla O3, 0y4, 05,0, ve Oy gibi birer nok-
tada kesisirler. Bu noktalarin hepsinin cakistiklarimi (Sekil-
deki O noktas1) gosterelim. Aksi halde, meseld O, ve O;iin
cakismadiklarin1 farzedelim; bu takdirde AO,, BO, ve CO;
dogrularinin hepsi bir ¢ diizleminde (O;; O,; O,; diizlemi) bu-
lunurlar. DO, dogrusu da AO,, BO, ve CO; dogrularinin her
tigii ile kesistigi icin o da ayni diizlemde olmalidir. Yani dort
yiizliiniin dért kosesi bir n diizlemi i¢inde bulunur. Bu ise:
olamaz. O halde O, ve O,; noktalar1 ¢akismalidirlar. Ayni se-
kilde geri kalan diger Oy, 0,3, O, ve Oy noktalar1 da bu nok-
ta ile ¢akisirlar.

Bir dort yiizliiniin ortaylarimn kesistikleri noktaya dort
yiizliiniin agirlik merkezi denir.

Problem 40. Agirhk merkezinin her bir ortayl uzun par-
cas1 kose tarafinda olmak iizere, 3 : 1 oraminda béldiigiinit
gosteriniz.

Yol gésterme: Uczen halini kullanimiz (Misal 26 ya bak ).

Diizeltme : Sahife 77, satir 4 iin, asagidaki sekilde dii--

zeltilmesi rica olunur :

= MO? (04, + A,0) + A,0%. 0A, + OA;?. A,0

——"
w

ol ——

!

1

o
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