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BU YAYINLAR HAKKINDA 

Matematigin kendi degeri yanmda, fizik, kimya ve dolay1-
siyle miihendislik ve askerlik gibi pratik sahalara ve bilhassa 
son zamanlarda biyoloji, ekonomi ve hatta sosyal bilimlere 
yard1m1 h1zla arttigmdan, bu bilim her millet ic;in hayati bir 
onem kazanm1~tlr. 

Ote yandan, matematik de bu bilimlerin problemlerini c;o
zebilmek ic;in gerek metod, gerek fikir bakrmmdan geli~mek 
zorundadir. 

Bundan dolayi birc;ok memleketlerde bu sahaya daha faz
la say1da yeni istidatlan c;ekmek ve bunlan erkenden ke~fet
mck, en nihayet bunlann egitimi ic;in her tilrlil fedakarhga 
katlanmak en onemli bir milli egitim siyaseti olmu~tur. 

Yeni istidatlan erkenden ke~fetmek ic;in di.i~i.inillen tcd
birlerin ba~mda matematik killti.irilnii geni~ kitlelere yaymak 
gelir. 

1kinci Di.inya Sava~mdan sonra bir c;ok memleketlerde, 
genc;:lcrin tecessilslerini tahrik etmek ve bunlarm matematik 
bilimlerine kar~1 ilgilerini artt1rmak ic;in yeni bir tip mate
matik literatiiril meydana getirilmi~tir. Bu c;e~it literati.irde 
aramlan ozellikler kisaca ~unlar olmahdir: a) Problem vaz'1 
suni olmamah, b) Bunlan anlamak ic;in fazla onbilgiye ihti
yac;: bulunmamah, c) Okuyucuyu aktif i~birligine ve bir ~cy
Ier ke~fetmegc sevketmeli. 

1~te Ti.irk Matematik Dernegi bu cereyam memlcketimize 
de getirmek maksadiyle bu yaymlara ba~lamt~ bulunmakta
dir. Bu yaymlar, resmi milfredata bagh ders veya yard1mc1 
kitaplar olmay1p, konulan yukanki prensiplere uygun olarak 
sec;ilmi~ eserlerdir. Bunlann anla~1Imas1 ic;in lise matemali 
ginin bir k1sm1 ile okuyucunun sagduyusu ve iyi niyeti kafi
dir. 

Tamamen hizmet olan bu te~ebbilsilmiiziln mall kaynag1, 
Milli Egitim Bakanhg1m1zm ve Ford Foundation'un bag1~la
nd1r. 

Turk Matematik Demegi 



ONSOZ 

Bu kitap ta matematiksel indilksiyon metodunun geomet· 
ri problemlerinin coziimilnde nasil lrullamlacajma dair bir
cok omek verilmektedir; bunlardan baztlan olduk~ giic· 
ti.ir. Kitapta coziimleri aynnttlan ile verilmi~ 37 misAl ile sa
dece cozi.im yolu gosterilmi~ 40 problem vard1r. Bunlardan 
baz1lan okuyanm matematik cesaretini olcmek icin gercek 
bir denemedir. 

Bircok boli.imler icin orta okul cebiri ve di.izlem geomet
ri yeterlidir. Boli.im 6 icin ise uzay geometriden baz1 bilgiler 
gerektir. Zaman zaman trigonometri formillleri kullamlm1~
tJr. 

Boltimler birbirlerinden hemcn hemen bag1ms1zd1r; boy
lece, gerekli hazirhg1 yapamam1~ bulunan okuyucunun her
hangi bir boli.imi.i atlamas1 mi.imki.in olur. Okuyucu matema
tikscl indi.isiyon hakkmda daha csash bilgi edinmek isterse, 
bu scrideki diger bir kiap olan, I. S. Sominskii'nin yazd1g1 
Matematiksel lnduksiyon Metodu'ndan faydalanabilir ( 1 ). 

( 1 ) Bu yaymlann 11 cisi olarak Bediz ASRAL tarafmdan, 
Matematiksel lnduksiyon Metodu ad1 ile Tilrkceye cevrilmi~
tir (~virenin Notu). 
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Gi ri~ · Matematiksel lndOksiyon 
Metodu Nedir? 

1. «BENZER ~EKiLDE• TARZINDA YAPILAN 
MUHAKEMEDEK1 YANILMA. 

lndii.ksiyon ozel bir onenneden genel hale giden bir mu· 
hakeme ~eklidir. Burada ozel onennenin dogrulugundan ge· 
ncl halin dogru oldugu sonucu elde edilir. Matematik.sel in
duksivo11 metodu, matematik ispatta ozel bir metoddur; oyle 
k\, ozel rnti~ahedelere dayanarak, tekabiil eden genel halde el· 
de edilecek sonn9lan bulmay1 miimkiln ktlar. Bu metoddaki 
fikir, misallerle 90K ~ iyi anlatllabilir. Onun i9in a~ag1da· 
ki misali incelemekle i~e ba~hyahm : 

M1SAL 1. tlk n tane tek saymm 

1 + 3 + 5 + ... + ( 2n - 1) 

toplam1m bulunuz. 

~OZ'OM. Bu toplam1 S {n) ile gosterir, ve n = 1, 2, 3, 4, 5 
ahrsak, 

s (1) = 1 
s (2) = 1 + 3 = 4 

s (3) = 1 + 3 + 5 = 9 

s ( 4) = 1 + 3 + 5 + 7 = 16 

s ( 5) = 1 + 3 + 5 + 7 + 9 = 25 

buluruz. n = 1, 2, 3, 4, 5 i9in ilk n tane tek sayimn toplarmmn 
n2 ye e~it oldugunu gorilrilz. Bundan hemen her n i9in bunun 
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dogn1 olduiu sonucunu mu c;1karahm? Hayir, «benzer $ekil
de» diyerek elde edilen bOyle bir sonu9 yalm~ olabilir. 

•Benzer ~ekildc• ile vanlan yalm~ sonuc;lara dair bir ka9 
misal verclirn. 

Once 22"+ t ~eklindcki say1lan goz online alahm. n = o. 1. 

2. 3 ve 4 ic;in clde edilen 21~ + 1 = 3, 221 + 1 =5, 222+ 1=17, 

22' + 1 = 257, 22' + 1 = 65257 sayllan asaldir. Onycdinci yilz· 
y1hn me~hur Frans1z matematik9ilcrindcn Pierre Fermat bu 
!jekildeki bWiin say1lann asal olduklanm tahmin ediyordu. Fa
kat onsekizinci yilzytlda b~ka bir biiyi.ik matcmatikc;i Leon
hard Eulerm 

22
5 + 1 = 4 294 967 297 = 641 . 6 700 417 

nin c;arpanlara aynlabilen bir sayt oldugunu buldu. 

Ayni tip ten ba~ka bir misal verclim. « Yliksek Matematik• 
in kuruculanodan biri olan me~hur Alman matematikc;isi G. 
W. Leibniz, her pozitif tam n sayis1 ic;in n3 - n say1smm 3 ile, 
ns - n sayismm 5 ilc, n1 - n say1smm 7 ile boliinebildigini ispat 
etti. Buna dayanarak her k tek say1s1 ve her n tabii say1s1 ic;in 
n' - n'nin k ile boliinebilccegini tahmin etti; fakat gene kcndi
si 29 - 2 = 510 un 9 ile bollinemedigini gosterdi. 

Tanmrm~ Sovyet matematikc;isi D. A. Grave de bir kere 
ayni tip bir hataya dli~tii. Her p asal say1s1 ic;in 2~- 1 -1 say1s1-
nm p2 ilc boliinemedigini tahmin ediyordu. Bunun bindcn kii· 
c;iik biitiln asal sayllar ic;in dogru oldugunu, dcneycrek buldu. 
Fakat 2io92 -1 say1smm ( 1093 )2 ilc boltinebildigi goriililr ( 1093 
say1s1 asaldir); yani Grave'in tahmini yalm!jtlr. 

<;ok inandmc1 ba~ka bir misal verclim. 991 n2 + 1 ifade
sinde n yerine srras1yla 1, 2, 3, ... say1lanm koyarsak, bu i!l ic;in 

111 tsvtc;rell bir matematikc;t olan Leonhard Euler (1707 -1783) 
20 Y&flmda iken St. Pet.ersburg Akademis1ne Uye olmw;tu. 



gtinler veya senelcr de harcasak, hie; bir zaman tam kare olan 
bir say1 elde cdcmeyiz. Bununla bcraber, bu ~ckildcki bi.itiin 
say1lar tam kare degildir dersek yamlrm~ oluruz. Gcn;ekten 
bir miiddet sonra 991 n2 + 1 !?eklindeki saytlar da kare ihtiva 
cderler, fakat 991 n2 + 1 sayismm bir tam kare oldugu en kii-
9iik 11 degeri 9ok biiyilktiir : 

n = 12 055 735 790 331 359 447 442 538 767 
dir. 

Biitiin bu misaller oku;ucuya bir uyarma olmah ve bilin
miyen sonuc;lann bcnzetme ile elde edilemiyecegini gostcrme
lidir. 

2. MATEMATiKSEL iNDtiKStYON METODU 

~imdi tckrar misal 1 deki ilk n tek saymm toplammm he
sab1 problemine donelim. Evvelce gordiiklerimize gore, n'nin 
pek !;Ok degeri ic;in gef\;eklesek de 

S (n)=n2 (1 ) 

formilliinii gene de ispat etmi~ olanuyacaguruz ~ikardir. Zi
ra daima gozoniinc almadtgumz bir n degeri ic;in fonnilliin 
dogru olmamas1 tehlikesi mevcuttur. ( 1) formiiliiniin biitiin 
n !er ic;in dogru olduguna emio olmak ic;in, ( 1) formiiliiniin 
dogru oldugu n dcgerlerinden harcket edip tabii sayilar dizisi 
boyunca ilerlersck, hie; bir zaman, ondan sonra art1k formii
liin dogru olm1yacagi bir n degerine ul~arruyacagimm ispat 
etrnck 1.aztmdir. 

0 halde, 11erhangi bir n sayrsr ii;in formWiimiizfot dogru 
oldugwzu farzedip, n + 1 sayrst ii;in de dogru olacagmr ispat 
etnrege i;alt$alim. 

Yani, 

S ( n) = 1 + 3 + 5 + ... + ( 2n - 1) = n2 

oldugunu fanedelim ve 



4 Geometride indUksiyon 

S ( n + 1) = 1 + 3 + 5 + ... + ( 2n - 1) + ( 2n + 1) 

i hesaphyahm. Hipotezimize gore bu e~itligm ikinci tarafmda
ki toplamm ilk n terimi n2 ye e~ittir; buna gore 

S ( n + 1) = n2 + ( 2 n + 1) = ( n + 1 )2 

dir. 
Ohalde S ( n) = n2 formiiliini.in bir n tabit saym i<;in dog· 

ru oldugunu kabuledersek, onu hemen takib eden ( n + 1) sa
YlSl i9in de gcrc;eklenecegini gosterebiliriz. Fakat daha once bu 
formiili.in n = 1, 2, 3, 4, 5 i9in dogru oldugunu ispat etmeliyiz. 
Bunun neticesi olarak 5 i hemen takib eden n = 6 i9in ve bu
radan da n = 7 i9in, n = 8 i9in ve n = 9, ... v.s. i<;in de dogru 
olur. Boylece terimlerinin sayis1 ne olursa olsun formiiliimii
zc gosterilmi~ gozii ile bak1hr. Bu ispat tarzma matematiksel 
induksiyon metodu denir. 

Goriiliiyor ki matematiksel induksiyon metodunda ispat. 
a~ag-tdaki iki klSlmdan te~ekkiil etmektedir : 

1. 1 ddiamn, manayt haiz oldugu, kufilk bir n0 tab ii sa
ym i9in dogru oldugu ispat edilir. m 

2. lddia, n ~ n0 olan bir tabii sayt i9in dogru ise, onu he
men takib eden n + 1 saym i9in de dogru olacagt gosterilir. 

Boyle bir ispat ile iddianm n ~ no olan biittin tabii sayi
lar i9in dogru oldugu gosterilmi~ olur. 

Daha once bir c;ok misalle, ispatm ikinci klsmmm gerekli 
olduguna kanaat getirmi~tik. Bununla beraber yalmz ikinci 
k1smm ispat1 da yeter degildir; zira oyle olabilir ki, iddia, n 
nin hie; bir degeri i<;in dogru olm1yabilir. Mesela, iddia her
hangi bir n sayismm ondan sonra gelen sayiya ~it olduAu ise. 

m Bu deterin her zaman 1 olmasl icap etmiyeoeti ~; 
mesell n kenarh bir ~kgenin bir OzellRfne alt bir 1d.dia, yalmz 
n i1! 3 ic;in bir mA.nayi balzdir. 
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yani n = n + 1 oldugu ise, bu e~itligin her iki yaruna 1 ilave 
ederek n + 1 = n + 2 buluruz. Yani n + 1 de kendisinden son
ra gelene e~ittir. Buradan, a~ikar olarak bu iddianm biitiin n 
ler i9in dogru oldugu sonucu pkmaz; ger9ekten hi9 bir n i9in 
bu dogru degildir. 

Matematiksel indi.iksiyon metodunu kullamrken yukarki 
~cmay1 tarn olarak kullanmak mecburiyetinde degiliz. Mescla 
bazan problemi soylerken iddiamn n - 1 ve n gibi ardarda ge
len iki say1 i9in dogru oldugunu farzedebiliriz, ve iddianm 
n + 1 i9in de dogru oldugunu ispat ederiz; bu halde birinci 
ad1mda iddiay1 n'nin ilk iki degeri i9in, mesela n = 1 ve n = 2 
i9in ger9eklemek laz1md1r (a~agidaki rnisal 16, 17, 18 e bala
mz). Bazan, ikinci ad1mda iddiamn n den kiifiik biitun k tabii 
sayilan i9in dogru oldugu kabul edilerek n'nin bu degeri i9in 
de dogru oldugu gosterilir (a~agida rnisal 7, 8, 9, 15 e bakm1z). 

3. TATBiKAT 

Matematiksel indtiksiyon metodunun tatbikatma dair da
ha 9ok misal gozontine alahm. Eide ettigimiz formiiller iler
de kullarulacaktir. 

M1SAL 2. ilk n tabii sayimn toplarm S1 (n) ile gosteril
digine gore, bunun n ( n + 1) /2. yani, 

11 (n+l) 
S1 (n)=1+2+a+···+n= 2 (2) 

oldugunu g0steriniz. 

oldugunu farzedelim. Buna gore 



6 Geometride indUksiyon 

S 1 (n+ l)=l + 2 + .. ·+n+Cn+l) 

='!Jn;l) +<n + l)=n(n+l) t2(n+1) 

(n+ l)(n 2)_(n+l)[(n T 1)+1] 
= - 2 - i 

dir. Boylcce ispat tamamlanmi~ olur. 

M1SAL 3. llk n tabii saymm karelerinin toplann olan 
~(n) nin n(n + 1) (211 + 1)/6 oldugunu, yani 

Ss(n) = l2 + 22 + 32 + ... + n' = n(n:+-1~ (2n+l) (S) 

oldugunu gosteriniz. 

<;OZUM.1. S
2
(l)=l2=l(l+l)?·l+l) d1r, 

2• S
2

(n) = n(n+t~(2n+l) 
oldugunu farzedcrsek 

S2Cn+l)= l2+22 + ... + n2+(n+ 1)2 

= n(n+1~(2nt_!l+(n+l)2 , 

ve bunun neticesi olarak 

bulunur. 

Problem l. 1Ik n tabii sayuun kiiblerinin toplam1 S3 (n) 
in n2 (n + 1)2/4 oldugunu; yani, 

S3(n)=ls+2a+ as+ .. ·1nl'= n2(n:1): (4) 

oldugunu gosteriniz. 
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MtSAL 4. 

0.1+1·2+2·3+ 3.4 + .. ·+ (n-l)n = (n-l) ~(n + t) (5) 

oldugunu gosteriniz. 
1.·),3 

vOZVM l. 1·2 = T tiir. 

2. Eger 

ise, 

diir. 

1·2+2·3+3·4+ .. ·-t (n-1)n= (n-l);(n+l) 

1·2 + 2°3 + 3·-l +· .. +<n -1) n + n(n+l) 

(n-l)n(n+ll + _Lf)- n(n-rl)(n+2) 
3 n(n - 3 

Problem 2. ( 2) ve ( 3) formiillerinden ( S) e~itligini elde 
ediniz. 

Yo! gosterme: ilk once 

0·1+1·2 + 2-3+ 3.4 + · · · + (n-1) n 

=(12+22+ 32+ .. · +n2)-(t+2+a+. ·· +n) 
olduitunu gosteriniz. 

Say1 kavrarm ile s1k1 bir baglantlSl bulundugundan Mate
matiksel indiiksiyon metodu aritmetik, cebir ve sayilar teori
sinde pek 9ok yerde kullaruhr. Onsozde bahsedilen t. S. So
minskii'n in yazd1gi kitapc1kta bu tip pek 9ok ilgi 9ekici misal
ler vardir. Fakat tam say1 kavranu matematikde temeldir ve 
tam sayilann ozeliklerini inceliyen sayilar teorisine miinhasxr 
degildir. Matematiksel indiiksiyon metodu matematigin bir 
9ok dallannda kullarultr. Geometride, bu metodun nadiren 
giizel tatbikatma raslamr. 



1. indUksiyon ile Hesaplama 

Saytlar tcorisi ve cebirde oldugu gibi geometride de, ma
tematiksel indiiksiyon metodunun en tabii tatbik yeri, hesap
lama problcmlerinin 9oztimiindedir. Bir ~ok ornck gorelim. 

4. DtiZGtiN 2• - GENLERE A1T MiSALLER. 

M1SAL 5. Yan ~ap1 Rolan bir dairc i~ine 9izilen diizgiin 
2" - genin a2• kenar uzunlugunu hesaplaym1z. 

<;OZOM 1. n = 2 i~in di.izgiin 2" - gen bir karedir. Kenar 
uzunlugu 

a,=R'/ 2 
dir. Bundan ba~ka al"+ 1 in degeri a2• den a~ag1daki fonniil m 
kullamlarak hcsaplanabilir : 

a2n+I = v 2R2 -2RV~2:__ ~n 
Bundan, dtizgiin bir 8 - genin kenar uzunlugu i~in 

a 8 = RY2-y2 ; 
dtizgiin bir 16- genin kenar uzunlugu i~in 

a16=RV2 V2+ v2= 
dtizgi.in bir 32 - genin kenar uzunlugu i9in de 

111 Pitagor teoreminin tatbiki ile elde edillr. 



1. tndUksiyon ile Hesaplama 9 

buluruz. Boylece, n ~ 2 ic;in daire ic;ine c;izilen diizgtin bir 2• 
genin kenar uzunlugunun 

a2,,=R Y2- v2+ ~h + ·· ·+ v 2 (6) 
~~~~--~~--(n- 2) defn 

oldugunu farzedebiliriz. 

2. Dairenin ic;ine c;izilen diizgtin 2" - genin kenar uzunh.r 
gunun ( 6) form ill ii ilc verildigini farzedelim. Bu balde fonnii
le gore 

V V 2-\12+ .. ·+ V ~ 
a2n+1 = 2 R2 - 2 R R2 - R2 • (n-

4
2f;r;;;-' 

=R Y2- v2+ V2+···+ v 2 
(n-1) defa 

bulunur. Buradan da ( 6) formiiliiniln biitiln n ler ic;in dogru 
oldugu neticesi elde edilir. 

(6) formilliinden, yan9&Pl Rolan bir dairenin C = 21tR ~ 
sinin, 2" - genin ~evresine ~t olan 

2" a 2n = 2n R V 2 - Y 2 + • • • + \I 2 
(n-2) defa 

i!adesinin n sonsuz btiyUdtieu zamanki Iimitine e~it olaca~ gijr(i. 
lUr. Buna gore 

2nR =Jim 2" R V2 - Y2 ; ··· + \12 - (n-2) defa 

n=lim2" 1v2-v2+· ··+ v2· 
n-+

00 (n-2)ci~ni [(n- 1)-1) deta 

dir. 



IO Ooomotrlac inClUk~lyon 

Problem 3. ( 6) fonniilUnii kullanarak 'It nin 

2 

ifadesinin, paydadaki ~rpanlann (kare koklcrin) say1s1 son
suz biiyiidiigu zamanki limitine e~it oldugunu gosteriniz 
(V1ETA FORM0LLER1) 111. ~arpanlann te~kili kaidesi yaz1-
lan ilk ti~ terimden gori.ilmektedir. 

Yol gii1terme. Sin, yaru:ap1 R olan bir daire ivine vizilen 
2" - genin alan1 ve h2n de apoteminln uzunlujtu (2) olann. Bona 
gore 

V
--2 

a2n 
- h2n= R2-4 

old~, (6) formUlUnden 

1i2n = : V 2 + V2 + ... + V 2 
(n-2) deta 

elde edilir. O ha.lde 

1 
S,.. = 2 (2" 02n) h2n = 211-l 02n h2n 

=2n-2R2 Y2- V2 + V2+·· • + V 2 ---(n-3) defa 

dir (n c:::: 3 farzedilmelldir). Benzer ~k.ilde 

(*) 

<t> F. Vieta (1540 -1603), me!?hur bir Fransiz matematilt~isi
dir. Bugiln kullamlan cebir sembollerinden bir ~~u bulanlar· 
dan birisidir. 

<2> Merkezden, kenarlarmdan birine indirilen dikin uzun
lu~ 
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l**) 

<hr. (*) ve (**) dan 

Szn 2n - la2nhzn h3n 180° 
--= = -- .::ccos - .-
S2n+l 2" 1 R Ozn R 2n 

ve buradan da 

s, s, S8 s2.,_ 1 1so· 1so0 1so· - = - . - ·"··-- =cos-- eos -- ... cos--S2" S8 5 15 S2n 4 8 2n-l 

bulunnr. 

oldu~undan 

S4 = 2 R2 ve lim S2 .. = 11 R2 

n -+ OC> 

. S, 2R2 2 
hm S- = R2= -
n-+'JO 2n 11 11 

e1itli~i ve 1- nln 
n 

45° 45° cos 45·. cos -- . cos -- ... 
i 4 

ifadesinin limiti oldu~ gorilllir. Geriye 

-:x • /l+cos « 
cosy= y ~ 

tormtililntin tatbiki kab.r. 

MlSAL 6. P 9evresi verilmi~. dlizgi.in bir 2"- genin i<;ine 
ve d1~10a 9izilen dairelerin yanc;aplanru hesaplarnak ic;in for
miiller bulunuz. 

<;OZtJM 1. 
p\/2 . 

R2 = -
8
- d1r. 

2. <;evresi P olan di.izgiin bir 2• - genin i<;ine ve d1~10a c;izilen 
dairelerin yanc;aplan r. ve R. bilindigine gore, 9evresj ayni 
olan diizgiin 2•+1 - genin ic;ine ve d1~ma 9izilen dairelerin yan-
93plan r •• 1 ve R . .. 1 i hesaphyahm. AB, 9evresi P olan dlizgi.in 
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2• - genin bir kenan, 0 merkezi, C, AB yaymm orta noktas1, 

( 

D de AB ~inin orta noktas1 ol
sun (~ek. 1). Bundan b~ka, EF, 
siras1yla AC ve BC dogru par9ala· 
nmn orta noktalanm birle~tiren 

A k::.-_:.....--r:......,;__-~B dogru, ve G de EF dogru par9as1-
' I 

' ... ... ' ...... ' 
I ; -' 

I ; 

" 
run orta noktas1 olsun. 

4 EOF= ~ EOC+ 4FOC 

9ek. 1 = ~ ~ AOc+i4 BOC 
1 

= 
2 
~ AOB 

oldugundan, EF, yan9ap1 OE olan dairenin i9ine 9izilen diiz· 
giin 2-+ 1 - genin kenanna e~ittir. Bu 2•+ 1 - genin 9evresi 

2n+t EF= 2n+t A28 =2" AB 

yani gene P ye e~i ttir. 

Buna gore 

r ... 1 = OG ve R •. 1 =OE 
dir. Fakat 

r. = OD ve R. = OC 

dir. Bundan ba~ka OC - OG = OG - OD oldugu a~ikardir. 
0 halde 

R. - r. • 1 = r •• I - r. 

dir. Bundan dcrhal 

elde edilir. 

OEC dik ti9geninden 

0£2 = OC.OG 
veya 
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R2,.+1 = R,.r,.+1 
elde edilir. 0 halde 

dir. 
Demek ki aramlan bagmhlar 

Tn+1= R,.trn ve Rn.,.1=VR,.r,.+1 

dir. 
~imdi 

T2' R2' rs' Rs' •.. ' r n ' Rn ' ... 
dizisini gozonline alal1m. Bu dizinin terimleri 9evresi P olan 

bir dairenin yan9apma, yani, P ye yakla~ir. Ozel olarak, P = 2 
2"t 

i9in bu limit _!__ dir ve 
n 

elde ederiz. r 1 = 0 ve R 1 = ~ vazedersek a~agidaki teoremi soy

liyebiliriz : 
Bir seri 

1 1 ..;2 \12"+1 v2 v2+4 V2 V2+4+V2+1 
o' 2' 4 ' T ' 8 - --8-- 16 ... . 

1 
terimlerinden meydana gelm4se, ilk iki terimi 0 ve 2 ise ve di-

ger terimleri onceki ikisinin sirasiyla aritmetik ve geometrik 

ortalamasi ise, bu serinin terimleri _!__ ye yakl~tr. 
11 

5. n - GENLER VE KO~EGENLERiNE 
AiT MiSALLER 

MlSAL 7. Bir n - genin (konveks olnuyabilir ! ) i9 a9tlan
run toplamiru bulunuz. 
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<;OZOM. 1. Bir iic;genin ic; ac;llanmn toplanu 2.90° dir. 
Ohalde her dortgcn iki iic;gene aynlabileceginden; bir dortge
nin ic; ac;danmn toplarm 4.90° dir ($ek. 2). 

2. k < n olmak i.izere, herhangi bir k - genin i<; a91lanrun 
toplam1mn 2.( k - 2).90° oldugunu gosterdigimizi farzedelim, ve 

A1 A2 ••• A. n - genini gozoniine alahm. 

8 

B~D'/-!A--
-- - b c. A (a) D ( ) 

$ek. 2 

Once, il<;ten fazla kenan olan her c;okgenin, kenar sayis1 
daha az olan iki <;okgene par~hyan bir ko~egeninin ( 1) bulun
dugunu gosterelim (konveks bir c;okgen ic;in bu a~ikardir). 
A, B, C, cokgenin yanyana tic ko~esi olsun. B ko~esinden, c;ok
genin ABC ic; a<;lSlm dolduracak ~ekilde, milmkiin olan biitiin 
yanm dogrulan 9izelim; vc bu yanm dogrulardan her birini 
9okgenin c;evresini kesinceye kadar uzataltm. lki hal milmkiin
diir: 

1. Hal. Biitiln yanm dogrular c;okgenin ayni bir kenanm 
kescrler ($ek. 3 a). Bu halde AC ko~egcni n- genimizi bir 
( n - 1) - gen ve bir ii9gene aymr. 

2. Hal. Biitiin yanm dogrular c;okgenin ayni kenann1 kes
mezler ($ek. 3 b). Bu halde yanm dogrulardan bir tanesi, bir 

(•) Yalntz konveks olnnyan bir cokgenln ko~egeninln onu ke
sebileeegine, veya tamamiyle c;okgeuin d111rnda kalRbllet>e~ine dik
kat etmeliyiz (~ek. 2 b deki BD ku~egeninde oldn~u glbi). 



1. indtiksiyon ile Hesaplama 15 

M ko~esinden ge9er ve BM ko~egeni 9okgeni, her birinin kenar 
say1s1 daha kti9iik olan iki c;okgene aymr. 

8 

8 

(a) (b) 

$ek. 3 

$imdi esas iddiammn ispatma gelelim. A1 A2 ••• A. n - ge
ninde, onu bir A1 A2 ... At k- genine, bir de A1 At At+1 ... A. 
( n - k + 2) - genine ayiran A1 At ko~egenini c;izelim. 1ndtiksi
yon hipotezine gore, k- genin i9 a9llanmn toplam1 ( k-2).180°, 
ve ( n - k + 2) - genin ic; a1_;1lanmn toplami da 

[(n-k+2)-2] . 180°=(n-k).180° dir. Bunagore 

A1 A2 ... A. n - geninin i9 a1_;1lanmn toplam1 

(k-2) .180° + (n-k). 180° = (n-2) . 180° 

olur. Buradan iddiammn her n i9in dogru oldugunu gortirtiz. 

Misal 7 de, her hangi bir 9okgeni kenar sayis1 onunkinden 
daha kii9tik olan iki 9okgene ayiran bir ko~gen 9izilebilecegini 
gordtik. Bu c;okgenlerden herbiri, bir ii9gen degilse, yeniden 
daha az kenar sayis1 bulunan c;okgenlere aynlabilir. Boylece 
devamla, her c;okgenin, kesi~miyen ko~egenler yardum ile ti9-
genlere aynlabilecegi gorilltir. 

M1SAL 8. Bir n- gen (konveks olmlyabilir), kesi~rniyen 
ko~egenleri yardum ile ka9 tane tic;gene aynlabilir ? 

vOZUM. 1. Bir ti9gen ic;in bu sayi birdir (hie; bir ko~egen 
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9izilcmez); bir dortgen i9in bu saymm iki olacagi a~ikardir 
( ~ek. 2 a, b ye baklru.z). 

2. k < n olan her k - genin kcsi~miyen ko~cgenlerle ( bol
me metoduna bagll olmadan) k- 2 tane ii9gene bolilnebildigi· 
ni farzedelim. Bir A1 A2 ••• A. n - geninin herhangi bir il9genlere 
bolilnmesini gozonilne alalun. A1 A. bu boliinmenin ko~egenle
rindcn biri olsun; bu ko~egen A1 A2 ••• A. n - genini bir A1Aa ... A.. 
k-geni ile bir A1 A.. A... 1 •• A. (n-k +2) - genine aymr. k < n 

i9in olan faraziyemize gore, bolilnme ile elde edilen ii9genlerin 
toplam sayis1 

(k-2) + [(n-k+ 2) - 2] = n-2 

olacaktlr. Boylece iddia her n i9in ispat edilmi~ olur. 

Problem 4. Bir n - geni il9genlere oolmek i9in lanm olan 
kesi~miyen ko~genlerin N sayis101 belirleyiniz. 

Yol gosterme : n -genin N ko~en ve n kenan, n - 2 tane 
il9genin kenarlan olacakt1r ( Misal 8 e baklmz); ohalde 

2N+n=3(n-2),N=n-3 tilr. 

M1SAL 9. Bir konveks n - geni kesi~meyen ko~egenler yar
d1m1 ile il9genlere ay1rma usullerinin P ( n) sayis1m besaplama 
metodunu belirtiniz. 

A. 

Sek. ' 

<;OZOM. 1. Bir il9gen i9in 
bu a~ikar olarak 1 dir. 

P(3) = 1. 

2. k < n olmak ilzere bii· 
tiln P ( k) saytlanrun belir· 
lendigini farzedelim; bu tak· 
dirde P (n) i bulahm. Bunun 
i9in A1 A2 ••• A. konveks n -
genini gozonilne alalun ( ~ek. 
4). Boyle bir il9genlere par· 
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c;alamada A1 A2 kenan elde edilen i.ic;genlerden birinin bir ke
nan, ve bu iic;genin i.ic;tinci.i ko~esi de geriye kalan Al, ... , A. 
noktalanndan biri olacaktir. n - genin ilc;genlere parc;alanma
lannda, bu ko~enin Al noktas1 olmas1 hallerinin sayis1, 
A1 A3 ~ ... A. , ( n - 1) - geninin bu ~ekilde i.ic;genlere pa~a
lanmalanmn sayisma e~ittir; yani P (n -1) dir. Adi g~en 
ko~enin A4 ile c;akl~mas1 halinde n - genin ilc;genlere parc;ala
ru~1mn say1s1 ise, A1 ~ A5 ••• A. ( n - 2) - geninin parc;alam~la
rmm say1sma, yani P(n-2) =P(n-2)P(3)e e~ittir. Bu 
ko~nin A5 ile c;ak1~t1g1 hallerin saylS1 ise P ( n - 3) P ( 4) dilr, 
zira A1As ... A. , ( n - 3) - geninin her parc;alanupnm, A2A~..As 
dortgeninin her bir parc;alam~1 ile ayn ayn bile~imi almma
hdir. Boylece devam ederek a~ag1daki bagmt1yi elde ederiz : 

P(n) = P(n-1) + P(n-2) P(3) + P(n-3) P(4) + .... + 
P(3)P(n-2)+P(n-1) (7) 

Bu formilli.i arka arkaya kullanmak suretiyle 

P(4) = P(3)+ P(3) = 2 

P(5) = P(4) + P(3) P(3) + P(4) = 5 

P(6) = P(5) + P( 4) P(3) + P(3) P( 4) + P( 5) = 14 

P(7) = P(6) + P(5) P(3) + P(4) P(4)+P(3) P({))+P(6) = 42 

P\8) = P\7) + P(6) P(3) + P(5) P(4) + P(4) P(5) + 

P(3)P(6)+ P(7) = 132, 

v.s. e~itliklerini elde ederiz. 

ilitar <1•. (7) formilliinil kullanarak, her n ic;in 

tJ > A. M. Yaglom ve I. M. Yaglom'un Nonelementary Problem• 
in Elementary Exposition, Vol 1 (San Francisco : Holden -Day 
Inc.) adh kitabllldaki Prob. 51 (b) nin «;QzUmUne balwuz. 

F. 2 
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2(2n-5)! 
P(n) = (n-1)! (n-~)! 

oldugunu ispat etmek mlimklindiir. 

Problem 5. Konveks bir n - gen, ii<;er ii<;er bir noktada 
kesi~miyen blitiin ko~egenleri yard1m1 ile ka<; par<;aya boli.i.ne
bilir? 

Yol gii•lerme: A 1An ko~eni, A1A2 ... AnAn+I konveks (n+l)-
genini A1A 2 ••• A,. n-geni ile A 1AnAn+I tic;genine ayinr. A1A2 ••• An 
n- geninin, ko~genlerinin ayirdlgi parc;a.Iannm saylSl F(n1 'l bil· 
di~ farzedersek, A.,+ 1 k~ini katrnakla elde ed~ par
galann sayisllll bulabillriz. Bu sayi, A,.+ 1 ko~den gec;en k~ 
genler ti.zerinde gertye kalan ko~enlertn ayirdl~ parc;alarm sa
yismdan bir fazladlr. An+l ko~den n + 1-3, yani n-2 k• 
gen gec;er, ve her ko~enin bOltindileti p~la.nn sayis1, onu k~ 
sen ko~genlerin sayismdan bir fazlachr. 

A,.+ 1A2 kooegeoi t+(n-2) parQaya ayr1hr; 

A,.+1A8 kOoegeoi 1+2(n-2)-2 veya 1+2(n-S) parQaya ayr1hr; 

A,.+1A, k~eni 1+3 (n-2)-3 (2) veya 1+3 (n -4) par· 
~ya aynhr; )>6ylece devam edllir. 

Ohalde 

F(n+l) = F(n) t 1+c1+ (n-2)J+lt+2(n- 3)J+ .•• 

+P+<n-3) 2] +rt+ (n- 2) l] 
-..- -

n-2 kOoegen 

= F(n)+ t+(n-2)+1(n -2)+2(n-3)+ ... 

+ (n - 3) 2 + (n-2) 1 

n-2 terlm 

bulunur. Giri~teki (2) ve (5) formtillerini kullanaralt 
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na n2 4n 
= F(n) + 6 - 2 + 3 - 1 

buluruz. Bu e~itlikte siras1yla F\ n), F(n -1), ... , F (4) Un d~er
lerini yerine koyup, giri~teki (2), (3) ve (4) formilllerini de kul
lanara.k 

(n--1) (n-2) (n2-3n+ 12) 
Fi(n) ==-= 

24 

e~itliguu elde ederiz. 
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2. indUksiyon ile ispat 

Bundan cvvelki bollimde elde edilcn neticelerden baztlan, i 
geometri teoremlcrinin ispatmda faydalanilan matematik in- 1 

dilksiyon mctodunun kullamh~ma ·misal olarak dil~ilnillebilir. ' 
Mesela, misal 7 nin ifadesi a~ag1daki gibi soylcnebilir: Bir n -

genin a~1lannm toplammm ( n - 2) . 180° ye e~it oldugunu 
gosteriniz. Misal 8 de ise, birbirlcri ile kesi~miyen ko~genle
rinin bir n - geni ( n - 2) tane ii~gene ayird1klan gosterilmi~-
ti. Bu bolilmdc, bu tipten daha ba~ka misaller gozonilne ala-

~~- i 

6. PARCALARA AYIRMA 

M1SAL 10. n tane kare verildigine gore bunlan o ~ekilde 
par~alamak milmkilndiir ki, bu par~alar tekrar birle~tirilerek 
yeni bir kare elde edilebilsin. 

!spat. I. ~ = 1 i~in iddiamm ispat laz1m degildir. tddia
rmzin n = 2 i~in dogru oldugunu gosterelim. Verilen ABCD ve 
abed karelcrinin kenarlanna siras1yla x ve y diyelim. x ~ y 
olsun. ABCD karesinin x ile gosterdigimiz kenarlan ilzerinde 

AM= BN = CP = DQ = (x + y)/2 

pan;alanm ay1rahm (~ek. 5 a). Bu kareyi MP ve NQ dogrulan 
ile keselim. Bu dogrulann karenin mcrkezi 0 da, aralannda 
bir dik a~1 meydana gelecek ~ekildc kesi~tikleri ve kareyi bir
birine denk dort par~aya ayird1klan kolayca gorillebilir. Bu 
par~an ikinci kare etrafmda ~ek. 5 b de gorilldilgu gibi bir
l~tirelim. Eide edilen ~ekil de bir karedir. Cilnkii M' , N', P' 

I 
. 

' 

I 

: 

I 
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ve Q' noktalanndaki a9llar birbirlcrini btitilnlerler, A', B', C',D' 
dcki a91lar di.ktir ve A'B' = B'C = CD'= D'A' diir. 

A B A' 

Q 1 
x B' 

I 1 
D tJbc D' 

dt+-}'~C (a) (b) C' 

Sek. 5 

2. tddiammn n tane kare i9in ispat edilmi~ oldugunu 
farzcdelim vc n + 1 tanc K1 , K2 , ••• , K., K •• 1 kareleri verilsin. 
Bu karclerden hcrhangi iki tancsini se9elim. Bunlara K. ve 
K .. 1 diyelim. 1. paragrafta goriildiigil ilzere bunlardan birisini 
par~alara aymp, bu par9alan digeri etrafina yerle~tircrek ye
ni bir K' karesi eldc ederiz. Bundan sonra, faraziyemize gore 
K,, Ki, ... , K,. _1, K' karclerini, tekrar birle~tinnekle yeni bir 
karc elde edebilccegimiz p~alara ayirabiliriz. 

MtSAL 11. Bir ABC il9geni verilsin. Bunun C ko~esinden 
9izilcn n-1 tanc C.\11, CM2, ... , CM. 1 dogrulan ti9gcni daha 
kii9iik, ACM1, M1CM2, .. ., Mn-t CB ti9genlerine ayirsmlar. r 1 , r2, 

· · · , r. ve P1 ,p2, ••• , P• s1ras1yla bu ii9genlerin i9ine 9izilen daire
lerin ve C deki a9Ilannm i9inde kalan d1~tan teget dairelerinin 
yar1 9aplan olsunlar ( ~ek. 6 a ya. bak1mz) . r ve p da ABC ti9-
geninin i9 ve C aclSl i9indeki dt~tan teget dairelerinin yan ~p
ilan olsunlar. 
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r1 r2 - . 
Pt P2 Pr. p 

oldugunu gosteriniz. 

I , 

c 

~elr. 6 a 

!spat. ABC ti~geninin alarum S (ABC) ile, ~evresinin ya
nsm1 da s ile gosterelim. S( ABC) = sr oldugu a~ikardir. Diger 

c 

0 

$ek. 6 b 
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taraftan ils:genin di~ma 9izilcn daircnin merkezi 0 ise ($ck 
6 b), bu takdirde 

S(ABC) = StOAC) + S(OCB)- S(OAB) 

1 1 1 
= 2 b;>+ 2 ap- 2 cp 

1 
="2 (b+ a-c) p 

= (s - c) p 

-dur; buna gore 

sr = (s - c) p ve 
r 
p 

s-c 
s 

-elde edilir. Bundan ba~ka, trigonometriden bildigimize gore 

ve 

-dir. Ohalde 

t ~ _ V (s-6) (s-c) 
g '> -- s(s -a) 

t !!_ _ , / (s - a) <.1:-c) 
g 2 - V s(s - b) 

tg ~ . tg_f = , /<s - b>Js - c) X (s-a) (s-c) 
2 2 V s(s-a) s(s-b) 

ve 

s - c r 
6 p 

oldugundan 

A B r 
lg 2- . tg -2 - p 

-elde edilir. 

s-c 
s 

(8) 
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Bu ihtan yaptiktan sonra teoremin ispatma donelim. 

1. n = 1 ic;in ispat edilecek bir ~ey yoktur. !ddiammn 
n = 2 ic;in dogru oldugunu gorelim. Bu halde CM dogrusu 
ABC iic;genini, ACM ve CMB gibi daha kiic;iik iki iic;gene aymr. 
( 8) fonniiliine gore 

dur. 

~. _!:!. = tg A. tg CMA ·tg CM!!_. tg B 
P1 Ps 2 2 2 2 

t A t CMA t 1800-CMA t B 
=g2·g-2 .g 2 ·g 2 

A B 
=lg 2. tg 2 

r 
p 

2. lddiannzm n - 1 dogru ic;in ispat edilmi~ oldugunu.: 
farzedelim. ABC iic;genini n+l tane daha ki.ic;iik ACM11 M1CM2 • 

... , .M.CB ilc;genine parc;:ahyan CM1 , CM2 , ••• ,CM. gibi n tane 
dogru verilmi~ olsun. Bu ilc;genlerden ACM1 ve M1CM2 gibi i.ki 
tanesini alahm. Paragraf 1 de gordiigumi.ize gore 

r1 rs r12 - · - -=-
P1 P2 P12 

dir; burada r 12 ve p121 ACM2 ilc;gcninin ic;ine c;izilen ve C ac;1s1 
ic;inde d1~tan teget c;izilen dairelcrin yanc;apland1rlar. Fakat 
faraziyemiz n tane ACM2, MzCM3, ... M. CB ilc;genleri ic;in dog
ru oldugundan 

r12 • r3 •••• rn • r .. +1 = .!.... 
P12 Pa Pn P,.+1 P 

e~i tligi vc bunun neticesi olarak 



-elde edilir. 

2. indUksiyon ile ispat 

r 3 •••• r,. 
Pa Pn 

Tn+l _ _!_ 

Pn+l P 

25 

Problem 6. CM ve CM' dogrulan ABC ii9genini farkh iki 
~kilde ACM, CMB ve ACM', CM'B ii9genlerine ayirsmlar; bu 
ii9genlerin i9lerine 9izilen dairelerin yan9aplan srras1yla r" r2 
ve r 1', r2' olsun. r 1 = r { ise r2 = r2' olacag1m ve ti9genlerin C kO
~elerindeki a\;Ilannm i9inde kalan di~tan teget dairelerin yan
~aplan arasrnda da benzer bagrntilarm bulunacagrm gosteri
niz. 

Yol gost11rme: Misal 11 deki notasyonu kullanarak, 6nce 

~ = 1 - 2hr ve ~ = 1 + 2hp 

e~itliklerini gosteriniz (h, C ko~sindeki yilksekllkdir). Bunlardan 
derhal 

( 1- 2~1) (1- 2~2)= l _ 2hr = ( l- 2~1') ( l- 2~2') 
ve 

( 1 + 2:1) ( 1 + 2:2) = 1 + 2hp = ( 1 + 2~1') ( 1 + 2~2') 
-elde edllir. 

Problem 7. R 1 , R2 , ... , R. ve R siras1yla ACM1, M1CM2 , 

• .. , MnCB ve ABC il9genlerinin d1~ma 9izilen dairelerin yan
~aplan olduklanna gore, Misal 11 deki notasyonu kullanarak 

-oldugunu gosteriniz. 
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Yol gosterme: 

ve 

abc 
S<ABC) = s . r = (s-c) P =TR-

S(ABC)-=. Vs(s-a) (s - b) (s- c) 

oldu~u biliyoruz. Buradan derhal 

S<ARC> + S(AB~> 
r+P _ s s-c 
TR - abc 

2S(ABC) 

(a+ b) [c2 - (a - b)2] 

= 2abc--

b2 +c2-a2 u 2 f-c2 -62 
= 'l.bc + - 2uc- -

ve kosinUs b~tlsi kullarularak 

= cos CAB +cos CBA 

elde edillr. 

Problem 8. 0 noktasmda kesi~cn n tane C1, C2, ... , C. 
dairesi verilmi~ olsun. C1 ve C.21 C2 ve C3, ... , C. ve C1 daireleri
nin ikinci kesi!?tikleri noktalar siras1yla A1, A2 , ... , A. olsunlar 
(!;)ek. 7 a). Bi, C1 dairesi iizerinde 0 dan ve Ai den farkh olan 
herhangi se9ilmi!? bir nokta olsun. B 1 Ai kiri~ini 9izelim. Bu C2 

dairesini B2 noktasmda kcssin; B2 A2 kiri~i de C3 dairesini B3 

noktasmda kessin. Boylcce devam edelim. (Eger B2 noktas1 A2 

ile 9ak1~1rsa A2 den ge9en kiri~ yerine C2 dairesinin tegetini 
9izcriz). En son C1 dairesi iizerindc elde edilecek olan B.+1 

noktasmm B 1 ile 9ak1~acagm1 gosteriniz. 
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C2 

~ek. 7 

Yol gosterme: ilk once ~d.aki yard.tmc1 teoremi lspat edi· 
niz: Onoktasmda kesi~en C1 ve C2 dairelerinin merkezleri 0 1 ve 02 
olsun. BiB2 de ..41 noktasmdan g~ ve bu iki daireyi di~er nok· 
talarda kesen ~ olsun ( $ek. 7 b ye baloruz) ; Bi B2 ve 0 1 02 do~
ru parc;alan O noktasmdan ayni ac;1 altmda gor!illir. Bundan son
ra bu teoremi lie; daire ic;in yapllllZ. Sonra da. - 1 tane daire ic;in 
do~ oldu~u farzedip n tane Ci, C2, •• ., Cn dairesinin almdl~ 
halde gosteriniz.Bn- s noktasmdaki kiri!?i Qiziniz ve bunun Cn- t ve 

·
1.e kesim noktalanm gosteriniz. n -1 tane Ci ,. • .,C" 1 

dairesine indliksiyon faraziyesini tatbik edinlz. 

7. HARiTALAR. 

Diizlemde, A1 , A2 , ••• , AP noktalanm birle~tiren ve ba~· 
ka ortak noktalan bulunnuyan bir taklm 9izgilerden meydana 
gelen bir ag verildigini ve bu 9izgiler agmm «tek bir par91» 
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te~kil ettiklerini farzedelim; yani, A1 .... , A, noktalanmn· 
her hangi birinden bir digerine yalmz agm 9izgileri tize
rinde hareket edilmek l?artl ile gidilebilsin. (Bu tek ba
giml1/1k ozeligidir). Bu l?ekildeki bir 9izgiler agma bir harita, 
verilen noktalara onun ko$eleri, kom~u ko~eleri birle~tirerr 

egri par9alanna hari tarun smtrlan, dtizlcmde bu s1mrlann 
aytrd1gi par9alara (tabii sonsuz dil? bOlge de dahil) haritanm 

$ek. 8 

memleketleri diyecegiz. Buna gore ~ek 8 de Ai. A2, A3, A.i. As,~ 
A7, A8 haritanm k~eleri; A1A2, AiA1, A1A6' ~1. A,.A,, A,..43, A~ 
A~5, A5A1, A.,48 slDlrlan; ve cr1, cr2, cr3 bolgeleri il~ 41 sonsuz Wf 
bolgesi de memleketleridir. 

MtSAL 12. (EULER TEOREM1). Herhangi bir haritada (1
) 

memleketlerin sayism1 s ile sm1rlann sayis1m l ile, ko~ele
rin saylSlru p ile gosterdigimize gore 

s+p=l+2 
dir. 

lspat. Bu teoremi sm1rlar sayis1 l tizerinde indi.iksiyon 
yaparak ispat edelim. 

m Her haritarun en az bir k~inin bulunduRu farzedilmek
t.edir. 
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1. l = 0 olsun; ohalde s = 1 ve p = 1 olmahdir. Bu takdir· 
de 

s+p=l+2 
dir. 

2. S1mrlannm saylSl n olan her hangi bir harita i~in tco
remin dogru oldugunu farzcdelim ve l = n + 1 tane smm, s 
memlekc~, p ko~esi olan bir harita gozoniine alalun. 1ki hal 
miimkiindiir. 

Hal 1. Haritamn iki ko~esi arasmda memleketler boyun
ca giderck bu iki noktay1 birle~tiren yalmz bir yol vardir. (Ha
ritanm tek bagunh oldugu dii~iiniiliirse, daima bu ~ekilde en 
az bir yol varclir.) Bu halde harita basit bir kapah ~evre ihtiva 
etmez, ve bundan oti.irii ~ek. 9 da gosterilcn bi~imde olup bu 

~ek. 9 

harita i~in s = 1 dir. Boyle bir harita i~in. yalmz bir smmn 
sonunda bulunan en az bir ko~e bulunabilecegini gosterecegiz. 
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( ~k. 9 da A1 ko~esi boy le bir ko~edir. Boyle bir ko~eye Uf 
denir.) Gen;ckten, haritada geli~i gilzel bir ko~e s*lim. Eger 
bu ko~e bir uc; degilse, bu ko~ede son bulan en az iki s1mr 
vardir. Bu sm1rlardan biri boyunca giderek ikinci bir ko~eye 
varahm. Bu ko~c de bir uc; degilse, ~ka bir smmn son nok
tas1dir. Bu smir boyunca diger son noktaya gidelim, ve boyle
cc devam cdelim. Haritada kapah hie; bir yol bulunmad1gi hi-

• potezine gore daha once gozoniine alman ko~elerden hic;birine 
donemeyiz, ve haritada yalmz sonlu say1da ko~e bulundugun
dan sonunda uc; olan bir ko~eye gelmeliyiz. Bu ko~eyi ve bun
da biten basit smm c;lkanrsak yeni bir harita elde ederiz. 
Bunda 

t=l-l=n,~=s,~=p-1 

dir. Tabii bu yeni harita da tek baSimh kahr. tndiiksiyon hi
potezine gore 

s'+p'=l'+2 
dir ve bundan 

s+p=l+2 
elde edilir. 

Hal 2. Birden fazla yol ile birle~mi~ iki ko~e vardir ( ~ek. 
8). Bu halde, harita bu ko~elcrdcn gec;en kapah bir yol ihtiva 
eder. Bu yoldaki sm1rlardan birini (ko~cleri 91karmadan) 91ka
nrsak yeni, tek bag1mh bir harita clde cderiz. Burada 

I' = l-I=n.~=p.~=s-1 

dir. 1ndiiksiyon hipotezine gore 

s' + p' = l' + 2 

dir. Buradan 

s+p=l+2 
elde edilir. 
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M1SAL 13. Haritada tic; taneden daha az smmn birle~tigi 
noktalar bulunmuyorsa (yani, harita $ek. 8 deki A2, A3, As, Aa 
noktalan gibi noktalar veya A4A8 gibi smirlar ihtiva etmiyor
sa), bu takdirdc haritada sm1rlan be!?ten fazla olm1yan, en az 
bir tanc mcmlcket vardlr. 

!spat. Haritamn p tane ko~csinden her birindc en az i.ic; 
smir kcsi~tigi i9in, 3 p, smirlann saylSlrun iki katl olan 2 l den 
biiyi.ik olamaz (her s1mr iki kol?cyi birlel?tirdigindcn l say1s1-
run iki katl almm1~tIT); ohalde 

2 
P L - [ - a (9) 

dir. $imdi de haritadalct s tane memleketten her birinin alt1-
dan daha az say1da smm olmad1g1m farzedelim. Bu takdirde 
6 s, simrlann say1sinm iki katm1 ge9cmez (her s1mr ilct mem
leketi ayird1gmdan, saymm iki katt ahmr); ohalde 

1 
s ~ 3 l (10) 

dir. (9) vc (10) e~itsizliklerinden 

1 2 s+pL ·3 z+ a l= l 

elde edilir. Bu Euler teoremi ile c;eli~ir. Onun i9in her memle
ketin alttdan daba az smm bulunam1yacagi hlpotezi yanl1~tir. 

Problem 9. Diizlemde be~ nokta verilmi~ olsun. Bu nok

', A• ,~' ' ... _____ , 

~ek. 10 

' ' 

talardan herhangi bir c;ifti, di
gerleri ile kcsi~miyen c;izgilcrle 
birle~tirmenin miimkiin olam1-
yacagiru gosteriniz ( $ek. 10). 

Yol gosterme : BUtUn bu nok
talann problemdeki ~rtlar ger
c;:eklenecek ~kllde blrl~tirilebll
diR!ni tarzedelim. Bu takdirde 5 
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'--.. 5 . t. = 10 smir ve dola,,,sile 7 memleket ihtiva eden bir hari· 
~· 2 .1• 

ta elde ecleriz (Euler teoremi!). Bt>yle bir haritamn imkAnstzhll 
(10) ~tsizlitine gOturen muhakeme tarzma benzer dU.,Unceler· 
den Clkar m. 

8. COK¥0ZLtlLER. 

Problem 10. (<;OKYO'ZLOLER t<;tN EULER TEOREMt). 
Konvcks bir c;okytizliiniin ko~elerinin saylSl p, kenarlannm sa
y1s1 l ve ytizlcrinin saylSl s olduguna gore 

s+p=l+2 

c~itligini gosteriniz. 

Yol go•terme : Cokyilzli.iyU, yanc;ap1 yeter derecede bi.iyUk olan 
bir ktire tcine yerl~tiriniz. CokyUzl.UnUn bUtUn noktalarmi, < ~ok· 
yUzli.lntin i~e kaldillru far.r.etti~) kUrenin merkezinden, JtU. 
re yUzeyi Uzerine izdU.,Uri.lnUz. Bu suretle ktirenin yUzeyi i.izerin· 
de bir harita elde edillr. KUrenin yUzeyi Uzerinde bulunan ve !akat 
haritarun smirlan Uzerinde bulunmayan herhangi bir nokta abruz. 
Haritayi, bu noktadan gec;en yancapm dller ttcundaki tetet dUz. 
lem Uzerine, (bu nokta merke-z olmak Uzere) izclU.,UrUnUz (stereo
grafik izcl~) . Bu ~kilde elde edllen dUzlem haritaya Euler 
teoremini tatbik ed1n1z. 

Problem 11. Her c;okytizliiniin bir i.ic;gen, bir dortgen 
veya bir be~gen olan enaz bir yi.izi.i oldu~u gosteriniz. 

Yol go•terme: Misal 13 e bakuuz. 

Problem 12. Yedi kenarh bir c;okytizlii olam1yacagm1 gos
teriniz. 

rt> Okuyucu Euler teoreminin haritalara tatbikine ait di~er or· 
nekleri E. B. Dynkin ve V. A. Uspenskil'nin (:okrenk Problem/er 
laimll kitabmda bulabllir. [Bu kitap turkceye A. R. Ozbek ve 
M. A. Ozkan taratmdan CevrUmif ve bu yaymlann 2. st olarak ba
sllnu11tu' < Cev1ren1n notu> ] 
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Yol go.terme: Euler teoremini tatbilc edlniz. 

lhtar. Euler teoreminin c;okyiizliilere tatbikine ait diger 
misalleri, mesela, R. Courant ve H. Robbins'in What is Mathe
matics? ( Matematik nedir?) adb kitabmda bulabilirsiniz (New 
York : Oxford University Press, 1941 ). 

9. HARiTA BOYAMA PR.OBl.EMLERt. 

Di.izlemde bir harita verildiiinl farzedellm. Eier memle
ketlerinden her biri belirli bir renkle ve ortak SlDlrlan olan 
iki memleket de farkb renklerle boyamrsa, harita regi.Uer ( uy· 
gun, di.izgiin) olarak boytinmtlt&r diyeceliz. Regiller boyarum~ 
haritalara misal olarak herhangi bir c<>irafya haritasma bak1-
labilir. Herhangi bir harita, mesell, her memle.ket ozel bir 
renkle boyanmak suretiyle regil.ler olarak boyanabilir. Fakat 
bu ~kildeki bir boyama ekonomik degildir. Tabii olarak ~u 
soru akla gelir : Verilen bir haritayi regiiler olarak boyamak 
ic;in gerekli olan boya say1S1run minimumu nedir? Mesela ~ek. 
11 a da goriilen haritayi iki renkle regi.iler olarak boyamanm 
mtimkiin oldugu a~ikardir; ~ek. 11 b de goriilen haritay1 regii· 
ler boyamak ic;in U9 renge ihtiyac; vardir; ~ek. 11 c de goriilen 
harita ise yalmz dort renk kullamlarak regiiler boyanabilir. 
~u da soylenebilir, hie; kimse dort renk ile regiller boyanam1-
yan bir harita bulamaz. Samld1gma gore tamnmt~ Alman ma
tematikc;isi Mobius, yi.iz yildan daha once bu bususa ilk i~arct 
eden olmu~tur. 0 zamandan bcri bir c;ok btiytik maternatikc;i 
bu dort · renk problemini c;ozmek ic;in ugra~tilar. Yani ya 
hcrhangi bir haritayi regiiler boyarnak i9in dort rengin kafi ol· 
dugunu ispata veya boyamak ic;in dort rengin yetmedigi bir 
h~rita ornegi bulmaya ugra~tllar, fakat bugiine kadar DC biri
ru ne otekini gostermege hie; kirnse muvaffak olamad1. Bunun
la beraber ~u tesbit edildi, berhangi bir haritayi regiller olarak 
boy~mak ic;:in be$ renk yeter (a~agida misal 17 ye bakmtz) . Bir 
ban tanm iki renkle ( Misal 15) veya tic; renkle ( Misal 16) bo-

F . 3 
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yanmas1 i~in ~artlan tesbit etmek zor degildir. Bir haritarun 
dort renkle regiiler boyanmas1 i~in gerek ve yeter bir ~arta da 
i~aret edelim (Misal 18); fakat, tabii, bu ~art herhangi bir ha
ritaya uygun mudur? veya bu ~arta uym1yan haritalar mcvcut 
mudur? sualleri cevaps1z kalm1~tlr. 

(a) ·- ' 
(b) (c) 

Sek. 11 

~u da kayda deger: diizlemden daha kam;tk g0riinen baz1 
yilzeyler i~in harita boyama problemi tam olarak ~ozillmii~tiir. 
Boylece, mesela bir tor iizerinde herhangi bir haritamn regii
ler boyanmas1 i~in yedi rengin yettigi, fakat baz1 haritalarda 
regtiler boyama i~in altt rengin Ufi gelmedigi gorilliir. 

~e.;:. 12 

Bundan boylc ay1rmaya yaram1yan sm1rlann, yani her iki 
tarafmda ayni memlekctin uzand1g1 smirlann ( ~ek. 8 deki 
A~A, smm gibi) bulunmad1klanm farzedecegiz. Aksi takdirdc 
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regiller boyama probleminin ifadesi manayi haiz olmaz. Ayni 
zamanda haritada yalrnz iki smmn kesi~tigi ko~elerin de bu
lunmad1klanm farzedelim ($ek. 8 deki A2 ko~esi gibi). <.;tinkti 
boyle ko~eler li.izumsuz olacaktlr. Diger bir deyimle her ko~e
de en az tic; smmn kesi~tigi haritalan gozontine alahm. Yani 
misal 13 dcki ~artlara uyan haritalan dti~tinclim. Bu suretlc 
misal 13 de elde ettigimiz sonucu derhal tatbik edebiliriz. Bu 
bize haritam1zda yalmz bir tane sonsuz bolge bulundugunu, 

• yani «sonsuza uzanan» sinirlar bulunmad1gint da kabul etmck 
imkanm1 saglar. Bu son ~art1 almarun a~agida eldc edilecek 
neticelerden hie; birini degi~tirmiyecegi gosterilebilir. 

10. NORMAL HARiTALAR. 

Her ko~esinde tam tic; smmn kesi~tigi haritalara normal 
haritalar diyecegiz. Herhangi bir S haritasmm verilmi~ oldu
gunu farzedelim (~k. 13 a daki gibi). Bu haritada ti9ten fazla 
smmn kesi~tigi ko~elerden her b irinin etrafma ktic;tik bir dai
re c;izelim. Bu dairenin c;evreledigi bolgeyi, bu ko~enin etrafrn
daki mcmlekctlerden birinc katahm. Bu surctle ayni say1da 
memleket ihtiva eden normal bir S' haritas1 elde ederiz ($ck 

(a} (b) 

13 b dcki gibi ); S' haritasmm herhangi regiller bir boyanma· 
smdan, ayni say1da renk kullanarak, kolayca S haritasmm 
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regUlcr bir boyanmas1 elde edilir ( 1) .Buna gore btiti.in harita
lar i<;in dort - rcnk problemi, normal haritalar i<;in dort - renk 
problcmi ile e~degerdir. 0 haldc dikkatimizi normal haritala
ra 9cvi rmeliyiz. 

~imdi en basit normal haritalardan birka<;mm in~as1m 
gorelim ( 2). Normal bir haritada p ko~clcrin, l sm1rlann, s de 
memlcketlerin say1s1 olsun. Buna gore 21 = 3p (yukarda Mi-

sal 13 e bak1mz), ve p = 2 
l dir. Bundan bac:ka Euler teoremi-a ., 

ne gore s + p = l + 2 dir; Ohaldc 

$ = (I - p) + 2 = ! + 2 

dir; ve buradan s ~ 2 bulunur. Fakat s = 2 i~in l = 0 buluruz; 
boyle bir haritanm mevcut olam1yacagi ise a~ikard1r. s = 3 ko-

e 
(a) (b) (c) 

$ek. 14 

ya11m, l = 3 ve p = 2 elde ederiz. Bu basil normal harita $ck. 
14 a daki gibidir. s = 4 i9in l = 6 ve p = 4 elde ederiz. Bu hal
de haritamn $ck. 14 b veya ~ek. 14 c deki gibi olacag1ru goste-

11 1 Aksi farazlye yanl111tir. S nin regiller bir ,boyanmasmdan 
dairna S' ntin regWer bir boyanmas1 elde edilemez. 

•2• Burada ve bundan sonra, «hem.er '8kilde dtlz.enlemni!i• ba
ritalar arasmda fark g0zetmiyeceRiz (~k. 11 c ve 23 a da g0steril
diRf Uzere) ; yanl bu haritalarda memleketler ve suurlar o 1l9k1lde 
numaralanabillr Id, her ild haritada ayni numarayi tai;1yan mem
leketler, ayni numarah SlDlrlar tarafmdan aynltrlar. 
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recegiz. Gcn;ekten k2 iki ko~li memleketlerin sayism1, kl lie; 
ko~eli mcmlcketlerin saymm, k 4 dort ko~li memleketlerin sa
yism1 gostersin ( p = 4 oldugundan, haritada, dortten daha faz. 
la ko~esi olan memleket yoktur). Ohalde 

ka r k 8 + k, = s = 4 
ve 

ik2 J... ak3 ..i. -lk, = 'll = 12 
dir (yukarda Misal 13 e bakm12). Son e~itlige gore kl iln c;ift 
olacag1 a~ikard1r. k2 + k3 + k 4 toplam1 4 e e~ittir. Terimleri 
azalan s1raya gore ahrsak 2 + 2 + 0, 2 + I + I, 3 + I + 0 veya 
4 + 0 + 0 ~eklinde yazabiliriz. Bu hallerden her birini inceli· 
yelim. 

k larm degerlerinden ikisi 2 ye, biri s1f1ra e~it ise, k2 = 2, 
k 3 = 2, k4 = 0 halinde 2k2 + 3k3 + 4k4 = 10 olur. Bu hal imkin
s1zd1r, c;ilnkil 2k2 + 3kl + 4k4 = 12 olmahdtr; k2 = 2, le, = 0, 
k4 = 2 ic;in 2"2 + 3kl + 4k4 = 12 dir. Bu hal ~ek 14 b de g0ste
rilen haritaya tekabill eden haldir; k2 = 0, k3 = 2, k4 = 2 ic;in 
2k2 + 3kl + 4k4 = 14 > 12 dir. 

~yet k nm degerlerinden birisi 2, diger ikisi 1 ise, k3 c;ift 
oldugundan, yalruz k 2 = I, kl = 2, k4 = 1 alabiliriz, bu hal ic;in 
2kz + 3kl + 4k4 = 12 dir. Boyle bir harita mevcuttur, fakat nor
mal degildir (~ek. 15). 

k Jann degerlerinden birisi 3, di

ger biri 1 ise, k3 c;ift olacagmdan, s1-

f1ra e~it olmahd1r; bu halde 

2k2 + 4k4 =f= 12 dir. 

En son, k lardan biri 4 geriye 

kalanlann degerleri s1fJr hallerin

dcn yalmz k2 = k4 ::e O, k3 = 4 ic;in 

2k2 + 3k3 + 4k4 = 12 dir. Tckabtil 

eden harita ~ek. 14 c de gorillen ~e
kildedir. 

~ek. 15 
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11. HARiTALARIN REGULER BOYANMASI 

Bazan haritalann yalmz mcmlcketlcrini degil, s1mrlanm 
da boyanz; boyle yap1ld1g1 zaman sm1rlar i~in kulland1gim1z 
renklcri I, 2, 3, ... rakamlan ile gostercccgiz. Eger ayni bir kO
~ede birlc!?cn sm1rlar farkh numaralar tai,;1yorlarsa, haritanm 
sm1rlannm numaralanmas1 rcgiilcrdir diyeccgiz. (MeseJa, !?Ckil 
16 ya bakm1z). $una i~aret edelim ki, bir haritanm ko~elerinin 

~ek. 16 

numaralanmas1 problemindc kom~u ko!?elerc, yani ayni sml.I' 
iizerinde bulunan ko~elcrc, farkh numaralar vcrmek, harita· 
nm mcmlckctlcrinin rcgiiler boyanmas1 problemi ile ilgili· 
dir( I). 

MISAL 14. Di.izlcmde 11 tanc dairc vcrilmi~ olsun. Bu dai
rclcri na~tl altrsak alaltm meydana gclcn haritanm iki rcnklc 
regi.ilcr olarak hoyanabileccgini gostcriniz. 

tspal. I. 11 = I be istcnilcnin daima tcmin cdilcbileccgi 
a5ikard1r. 

(I) Bu ilgiyl gOrmek i•;iu. me . .;elf1 E. H. Dynkin \'O V. A Ua· 
penskil'nlo kllahtnll bllktntl. (Ttlr:C•:"ye <;ok Renie Problemleri ada 
Ile ~evril111i~tir. Bu eerlnin 2. kitabHl 1 r). Okuyao orada aeait•da 
verileo teoremleriu de~i~ik iepatlar101 bulao.!skttr. 
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2. tstenilcnin n daireden meydana gelmi~ hcrhangi bir 
haritada temin edilebildigini, ve di.izlemde n + l tane daire vc
rildigini farzedelim. Bunlardan birini kaldmrsak, faraziyemi
zc gore, iki rcnkle mesclft beyaz vc siy.ah ile rcgiiler olarak bo
yanabilen bir harita eldc ederiz ($ck. 17 a). $imdi, yeniden <;t· 
kard1g1m1z daireyi ilave cdelim, ve onun bir taraftnda (mesela 
i<;inde) her par<;anm rengini dcgi~tirclim ( yani siyahlan beyaz, 
bcyazlan siyah yapallm); bu ~ckildc elde cttigimiz ooritanm da 
iki renklc regi.iler boyand1gm1 kolayca gorebiliriz <:~.~k. 17 b) . 

---- .; ... 
(a) (b) 

$ek. 17 

Problem 13. Dtizlemdc, i<;lerine birer kiri~ <;izilmi~, n ta· 
ne daire verelim. Bu daireler ve kiril?lerden meydana gclen ha
ri tanm 3 renk ile regiiler boyanabilccegini gosteriniz ($ek. 18). 

$eic 18 
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Yol zo1term•. n dalre ve onlarm kirit lerlnden meydana gelen 
barltanm 11, {J, 1 glbi Uc; ren k lie regUler olarak boyand1~in1 far
zedelim. (n + 1) Incl daireyi c; lzin iz ve bu dairenin ic;lnde ve tek:a
btll eden klrit in bir tarahnda kalan memleketlerln renklerini 

a -+{J, {J-+y, y~a 

eema111na gor e de~i1tirlnlz, dalrenin lc;lnde fa kat klrl1ln dljter ta
raf1nda kalan Dlemleketlerln r enklerini de 

11-+1, {J-+ a, y-+{J 

eemae111a gore d~lttlrlnlz. 

MlSAL 15. (lKt RENK TEOREMt). Bir haritanm, iki 
renk ile regiller boyanabilmesi ic;:in, her ko~ede kesi~en SUllr

lann say1slD1D ~ift olmas1 gerek ve yeterdir. 

/spat. Bu ~artm gerdcligi ~iUrdar. Zira haritarun her
hangi bir ~sinde tek sayida sllllr kesi,se, bu ko~ etrafm· 
daki memleketleri iki renk ile reiiller boyamak imklnsaz olur 
(~k. 19). 

A B 

$ek. 19 $ek. 20 

$artm yeterlij!ini ispat etmek ic;:in, haritanm sm1rlanrun 
say1s1 iizerinde indiiksiyon yapalnn. 

1. 1ki s1mrh bir harita ic;:in iddia a~ikardir {$ek. 20). 
2. S101rlanmn toplam say1s1 n i gcc;:miyen ve her kb!?esin

dc kesi~en smirlann say1s1 c;:ift olan, herbangi bir harita ic;:in 
teoremin dogru oldugunu farzcdelim. Bu ~arta uyan ve n + 1 
smm olan bir S haritas1 verilsin. S haritasmm herhangi bir A 
ko~esinden ba~lay1p, bir s1mr iizcrindc geli~igiizel bir dogrul
tuda hareket edelim. Harita il7.erinde sonlu sayida ko~c bulun-
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dugundan, en sonunda daha onceki ko~elerden birine geliriz 
(aymnaga yaram1yan s1mrlan olmad1gmdan haritamn uc;lan 
yoktur). Boylece, haritanm baz1 smirlanndan meydana gelen, 
kendi kendisini kesmiyen bir kapah egri buluruz. Bu egriyi c;1-
karmakla daha az smm olan, fakat gene her ko~esinde c;ift sa
yida smtr kesi~en bir S' haritas1 elde ederiz. (c:;:i.inkti Sharita
smm her ko~esinden c;ift say1da smir, 0 veya 2 tane, c;1kanlm1~
tir). lndtiksiyon faraziyesine gore S' haritas1 iki renkle regiller 
boyanabilir. 

~imdi eger c;1kard1gumz egriyi tekrar ilave eder ve bunun 
bir tarafmda (meseJa ic;inde) her rengi digeri ile degi~tirirsek, 
S haritasmm bir regtiler boyanmasm1 elde ederiz. 

MlSAL 16. (0c:;: RENK TEOREM!). Normal bir harita
nm tic; renk ile regiller boyanabilmesi ic;in gerek ve yeter ~art. 
memleketlerinin c;ift sayida sm1n olmas1d1r. 

!spat. Bu ~ekilde ifade edilen ~artm gerekligi a~ikardir; 
zira haritada sm1rlannm saylSI tek olan u gibi bir memleket 
bulunsa idi, u ve ona biti~ik memleketleri tic; renk ile regiller 
boyamak mtimki.in olamazd1 ( ~ek. 21 ). 

~ek 21 

~artm yeterligini ispat ic;in, haritadaki memleketlerin sa
yis1 n tizerinde indtiksiyon yapahm. 
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1. 3 memlckcti olan normal bir harila i9in ($ck. 14 a ya 
bakm1z) ic.ldiarmz ~ikardir. $ek. 14 b de gosterilen 4 memle
ketli haritanm U~ renk ile regiilcr boyanabilecegi kolayca gO
rUlebilir. ( Bunu tcmin i9in •ii;» memlekct ile en dt!;itaki bOlge
yi ayni renk ilc boyamak yetcr). $ck. 14 c de gorillen normal 
harita, her memlckettc 9ift say1da s1rur olmas1 ~artma uymaz. 
Ohaldc 3 '<.:ya 4 memlcketi bulunan ve her memleketin s1mr
lannm say1s1 ~ifl olan normal haritalar i.i9 renk ile rcgiiler bo
yanabilir. 

2. Tl!orcmin, her memlcketinin sm1r say1s1 9ift olan, ve 
loplam mcmlekctlerinin say1s1 11 - 1 veya n olan hcrhangi bir 
normal harita i9in dogru oldugunu farzedelim. Ayni ~artlara 
uyan fakat n + 1 tane memlcket ihtiva eden normal bir S ha
ritas1 gozoni.ine alahm. Misal 13 de gordi.igumilz i.izere, bu ~ekil
deki S haritas1, smirlannm saylSl 5 i ge9miyen rt gibi bir mem
leket ihtiva eder. Buna gore rt nm ya iki veya dort smm var
dir. Bu hallerin her birini tetkik edelim. 

Hal 1. rt nm iki smm olsun. A ve B bu memleketin k~e
leri, er1 ve rt2 de kom~u olan memleketler olsunlar ($ek. 22). 

Ot ,. -----,, 
,' ' , ' I \ 

a "----

:;'e;r. 22 

rt1 vc er mcmlekclleri arasmdaki sm1n kald1nrsak ycni bir S' 
haritas1 cldc cclcriz. Buda normaldir; zira A ve B noktalan ar
ttk ko!'je dcgildirler (bu haritamn lilzumsuz ko~elerinin bulun
mad1gu11 kabul ctmi~lik), vc geriye kalan ko~elerin her birin-
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deki kesi~en smir sayis1 ayni kahr. S' haritasmm her memle
ketinde de 9ift say1da smir vardir; 9iinkii cr1 ve cr2 memleketle
rinin s1mr saylSl 2 eksilir, diger memlcketlerinki isc dcgi~mez. 
S' haritasmdaki memleketlerin say1s1 n oldugundan, indiiksi
yon faraziyesine gore, S' nil et.~.y gibi ii9 renk ile regtiler boya
mak miimkiin olur. er1' = er1 + er ve eri" = er2 memleketlerinin 
renklerinin siras1yla a vc ~ oldugunu farzedclim. er memleketi
ni yeniden 9izip y ile boyarsak S hari tasmm bir regiiler boya
Illl?lill elde ederiz. 

Hal 2. er nm dort s1mn olsun. er nm, birbirine karl?l olan 
iki s1mnna koml?u iki memleketin ortak bir sm1n oldugunu 
($ekil 23 a) veY.a bunlann 9ak1~tiklanrn farzedelim ($ek. 14 b 
deki cr2 nin yerine, $ek 23 a daki er yi koymak suretiyle elde edi
len $ek. 14 b deki er3 memleketi gibi). Bundan ba~ka bu hal
lerde cr ya koml?u olan diger iki memleketin ne ortak bir sm1r
lan bulunabilir ve ne de 9ak1l?abilirler. Bu iki memleket cr2 ve 
cr4 olsun ($ek. 23 b). AB ve CD s1rurlanm kaldirarak cr2 ve <1• 

02 

- ----
01 0 03 

04 0 

- - ---
03 O.; 

(a) (b) 

Sek. 23 

memleketlerini er ile birlel?tirelim. Bu suretle bir S' haritas1 el
de ederiz. S' haritasmm da normal oldugu, ve bu ha1itadaki 
memleketlerin de suurlarmm say1smm 9ift olacagi a~ikard1r. 
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Gerc;ektcn, cger cr1 in s1rurlarmm say1s1 2k1, cr2 nin smrrlanmn 
sayis1 2k2, cr3 U.nkilcr 2k3 ve cr4 U.nkiler de 2k4 ise cr'= er+er2+er4 
mcmlcketinin smll'larmm say1s1 2k2+2k4-4, eri' = er1 memleke· 
tinin smirlarmm say1s1 2k1 - 2, v/ == rr3 memleketinin sm1rla
nrun say1s1 2k3 - 2 olacak, halbuki gcri kalan diger memleket
lerin her birinin smirlannm say1s1 degi1?miyeccktir (er1 ve er3 

memkkcllcrinin c;ak1~tig1 halde, bu memlcketin S' haritasm
daki sm1rlannm say1s1, S haritasmdaki s1mrlannm say1smdan 
4 eksiktir.) 

S' haritasmda 11- 1 lane memleket oldugundan, indiiksi
yon faraziyesine gore S' nil a, ~ ve y gibi tic; renk ile regiiler 
boyamak miimkiindiir. Bu halde cr1' ve cr3' memleketlerinin ay
ni renk ile boyanabilecegini gosterelim (CT3' ile rr1' ~kt~1rlar

sa bu iddia a~ikardir). Gerc;ekten, er' memleketinin a rengi ile, 
a1' memleketinin de ~ rengi ile boyand1gtru farzedelim. Sm1-
nn MN par~s1 boyunca (2k2 -3) tek saylSl kadar memleket 

er' ne kom~u olacagmdan, bunlann arda~1k olarak Y·~·Y·~·····'Y 
~eklinde boyanacag1 a~ikard1r. Ohalde rr{ memleketi ~ ile bo
yanmahd1r. er memleketini tekrar ~izip y rengi ile boyarsak, S 
haritasmm regiiler bir boyam~1m elde ederiz. 

12. BE$ RENK TEOREMt 

MtSAL 17. (BE$ RENK TEOREMl). Herhangi bir nor

mal harita be~ renk ile regiilcr boyanabilir. 

!spat. 1. Haritadaki memleketlerin say1s1 be~i gcc;mi,vorsa 

iddia a~ikardtr. 

2. Teoremin u - 1 veya n memleket ihtiva eden herhangi 
bir normal harita ic;in dogru oldugunu farzedclim vc n + 1 ta· 
ne mcmleketi olan bir S haritas1ru gotonilne alahm. S harita
smda, s1mrlannm saylSl 5 i gcc;miycn en az bir er memleketinin 
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bulunacag1m misal 13 de gormii~tiik. Miimkiln olabilen biltiln 
hallcri gozonilnc alahm. 

Hal 1. (f nm iki smm olsun ( $ek. 22 ye bakm1z). cr1 vc (fz, 

u ya kom~u memleketlcr olsunlar. <1't memlcketini (f ile birlc!?
tirelim, 11 memlcketi olan normal bir S' haritas1 cldc ederiz. 

tndiiksiyon faraziycsine gore S' be~ renk ile regiiler boya
nabilir. 

memleketleri bu renklerden ikisi ile boyanacaklardir. u mem
leketini tekrar ~izersek, onu da geriye kalan ii~ renkten her
hangi birisi ile boyayabiliriz. 

Hal 2. (f nm u~ smin olsun ($ek. 24 a). (f1 ile u y1 birle~-

Oz 

01 0 03 

(a) (b) ( c) 

tirelim. Eger elde edilen S' haritas1 be~ renk ile boyanabilirse, 
u memleketini de 

memlcketlerini boyamakta kullamlmayan iki renktcn biri ile 
boyayabiliriz. 

Hal 3. u nm dort smm olsun ( $ek. 24 b ). Birbirleri ile ~a
k1~m1yan ve u ya kom~u olan iki memleket bulmak mi.imkiln· 
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diir ( Misal 16 ya bak1mz). O' y1 bu memlckctlcrdcn biri ile, me
sela O'i ile birle~tirclim. n memleket ihtiva eden bir S' haritas1 
elde ederiz. indiiksiyon faraziycsinc gore S' be!j renk ilc regii· 
ler boyanabilir. 

mcmlckctlcri bu be!? renkten herhangi dordii ile boyamr. (Eger 
o-1' ve a3 ' i;ak15irlarsa veya ayni renkte iselcr, bunlar dortten 
daha az rcnkte olabilir). o- memleketini yeniden c;izip, onu 
da be~inci renk ile boyayabiliriz. · 

Hal 4. r:r nm be$ smm olsun ($ek 24 c). Misal 16 da ol
dugu gibi, r:r ya kom~u olan memleketlerden ikisioi oyle sec;e· 
biliriz ki, bunlar ~k1~masm ve ortak s1mrlan bulunmasm. Bu 
:nemleketler r:r1 ve r:r3 olsun. Bu memleketlerin her ikisini de r:r 

ile birle~tirirsek, n - 1 memleketli bir S' normal haritas1 elde 
ederiz. lndiiksiyon faraziyesine gore S' haritas1 be~ renk ile 
regiiler boyanabilir. 

memleketleri bu be~ renkten dordti ile boyanabilir. O' memle
ketini tekrar c;izip, be~inci renk ile boyayabiliriz. 

13. VOLYNSKit TEOREM1 

MlSAL 18. (VOLYNSK11 TEOREMl). ( 1) Normal bir ha· 
rita yalmz sm1rlan tic; rakam ile regiiler olarak numaralanabil
digi zaman (ve ancak bu halde), dort renk ile regiller boyana
bilir ( 2). 

(1) V. V. Volynekll (1928 • 1943) bir So,•yet malematikclsldir. 
(2) Volyloskll teoremloln daha Once P . CL Tait terahndan 

bulundu~u gOrlllllr (Scientific Paper;1, Cambridge , 1898 • 1900, 
Cilt 1. S. 408 • 411 ,.e Cilt 2 S. 85 · 98). Knnlg, 'falt'ln bu teo
remioi (Groph•1ttl1•ori•, Chelsea Publishing <;o., ~ew-York, 19.50, 
S. 202) de referaos olarak alm1ohr. W. W. R. I' all tarafmdao 
M~thematicol R•creation• and Euag• de bau tafllihlt verilmiotir. 
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!spat. A. Eger bir normal harita dort renk ile rcgiller bo
yanabilirse, s1mrlan da U9 rakam ile regi.ilcr numaralanabilir. 

S normal haritas1run a., B· y ve o rcnkleri ik regiiler bo
yand1gm1 farzcdelim. a. ve B vcya y vc o ilc boyanm1~ memle
ketler arasmdaki s1rurlan 1 rakam1 ilc, a. ve y veya B ve o rcnk
leri ilc boyanm11? memleketler arasmdaki smirlan 2 rakanu ile, 
a. vc o vcya ~ ve y ile boyanm1~ memlekctler arasmdaki smtr· 
lar1 da 3 rakam1 ile i~arctliyelim. Smirlann bu 1?Ckilde numa
ralanmalan normaldir. Ge~ekten, iki smir ayni numarayi 
ta~1yorlarsa bir A ko~esinde kesi1?irler (Mcsela, ~ek. 25 deki 
1 rakam1). OhaJde cr1 memleketin
den ayni numaray1 ta~1yan smirlarla 
aynlan cr2 ve cr3 memleketleri ayni 
renkli olmahd1rlar ( ciinkii, eger mi· 
salimizde cr1, a rengi ile boyanm1~ 
ise cr2 ve cr3 B rengi ile boyanmahdtr); 
fakat bu miimkiin degildir, zira cr2 

ve cr3 iin ortak bir s1mn vard1r. 

A 

~k. 25 

B. Normal bir haritanm s1rurlan lie rakamla regiller nu
maralanabilirse, memleketleri de dort renk ile regiller boya
nabilir. Bunu ispat icin memleketlerin sayis1 n ilzerine indii.k
siyon yapacagiz. 

1. 09 memleketi olan basit bir normal haritamn s1mrlan 
(~ek. 14 a ya bakm1z), 1, 2, 3 rakamlan ile (rakamlann bir 
penntitasyonu gozontine ahnmazsa) yalmz bir ~ekilde numa
ralanabilir. Bu haritay1 ~ek. 26 a da gosterilen ~ekilde boyaya
hm. a. ve B ile boyarum~ memleketlerin arasmdaki sm1r 1 nu-

H. S. M. Coxeter bun u ye olden gUzden ge1;irmi1tir (New-York: 
The Ma•millan Company, 1960). Tait ispatin anahtar1 olan flkrl 
vermi,, fakat tafsil:l ta glri,memi~tir. Ball da her ne kadar dsha 
{:Ok talsU:H vermit i11e tle tueMeleyi tamamlamam1tbr. Oyle gO
rUl!iyorki Volynskil, Tait'in 9ahtmasmdan habersizdi. 
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I 

e 
3 

(a) 

eek. 26 

2 
(b) 

maras1 ile, a ve 0 ile boyanm1~ memleketler arasmdaki sm1r 2 
numaras1 ile, a. ve 0 ile boyanan memleketlerin arasmdaki s1-
mr da 3 ile gosterilsin. 

Bir S haritasmm, dort a.. a. y, o renkleriyle bir regiiler bo
yam~mda a. ile ~ ve y ile o renkleri arasmdaki her s1rur 1 nu
marasm1, a. ile "'( Ve a ile O renkleri arasmdaki her SlDlr 2 DU· 

maraslDJ, a. ile O Ve a ile "'( renkleri arasmdaki her SlDlf 3 DU· 

marasm1 ta~irsa, bu boyamaya kabul edilebilir denir. Oc;: mem
leketli basit bir normal haritamn dort renkle kabul edilebilir 
regiiler boyanabilecegini gordilk. Bunun dort memleketli nor
mal bir harita ic;:in de yaptlabilecegini gosterelim (~k. 14 b, c). 
$ek. 14 c de goriilen haritanm s1rurlan, (rakamlarm bir per
mutasyonu fark1 ile) 1, 2, 3 rakamlan ile, yalmz bir ~ekilde re
giiler numaralanabilir. Bu haritanm $ek. 26 b de gosterilen 
boyanmas1 kabul edilebilirdir. $ek. 14 b de goriilen harita s1-
mrlannm ise, iki farkll ~ekilde numaralanmas1 yap1labilir 
(~ek. 27 a). Bu haritamn $ek. 27 a, b deki boyanmalan da ka
bul edilebilirdir. 

2. n - 1 veya n tane memleketi olan herhangi bir normal 
haritanm, smirlannm tic;: rakamla regiiler numaraland1g1m ve 
dort renk ile kabul edilebilen bir regiller boyamasmm mevcut 
oldugunu farzedelim; ve n + I tane memleketi bulunan normal 
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(a) (b) 

~ek. 27 

bir S hari tasmda da smirlann ii~ rakamla regtiler numarala
nabilecegini gosterelim. Misal 13 de gordiigumilz gibi, S de s1-
mrlannm sayis1 be~i gcc;miyen bir r:r memleketi vardir. Milm
kiin olan farkh ozel halleri gozoniine alahm. 

Hal 1. r:r nm iki smm olsun. Sayilann permiitasyonlanna 
farkh gozii ile bak1lmazsa, r:r yi ~evreleyen sm1rlan numarala
mak ic;in yalmz bir metod vardir; bu da $ek. 28 a da gosteril
mi~tir. er1 memleketini r:r ya katahm; r:r1' = <:r1 + r:r ve r:r2' = 0'2 

memleketlerini ayiran yeni bir MN s1mn elde ederiz ( ~k. 
28 b ). Bu s1mr 1 numarasm1 ta~1yacakt1r; halbuki diger SlDll'· 

larm numaralan degi~mez. Bu suretle elde edilen S' haritas1 
normal olacak ve smirlan tic; rakam ile regiller numaralana· 
caktir. S' deki memleketlerin sayis1 n oldugundan, onu regiller 
olarak dort renk ile boyamak milmkiin olur. Mesela r:r1' mem
lekctinin rengi a ise, r:ri' mcmleketi ~ rengi ile boyanm1~ ola
caktir. er memleketini tekrar c;izelim ve y rengine boyayalun. S 
haritasmm dort renk ile, kabul edilebilir bir regiller boyan
mas1m elde ederiz. 

Hal 2. r:r nm ilf sm1n olsun. er nm smrrlanmn numaralan
masmm milmkiln olan tek ~ekli, $ek. 29 a da gosterilmi~tir. 
Bir an ic;in, S haritasm!n lastik bir film ilzerine c;izildigini far· 

P.4 
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zedelim ve <f memleketini bir noktaya indirclim; bu takdirde 
AB, BC ve AC s1mrlar1 goriinmez olacaklardir. A, B vc C nok· 

3 02 

.\I I N 
o 

A B 

01 

(a) 

02' 

M 01' N 

lb\ 

~k. 28 

2 

2 N 

N 3 

3 01' 02' 

B 02 A' 

(a) 
(b) 

~ek. 29 

talan da bir A = B = C = A' ko~esinde 9ak1~acaklardir ($ck. 
29 b). Diger smirlann numaralarunas1 gibi, MA', NA' ve PA' 
( onccdcn MA, NB ve PC) s101rlanmn nurnaralanmas1 da ayni 
kalacakt1r. Bu suretle SJrurlan regiiler olarak nurnaralanm1~ 
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bir S' normal haritas1 elde cderiz. S' haritasmdaki mcmlcketle
rin say1s1 n oldugundan dort renk ile regillcr boyanabilir; egcr 
a/ memleketi a. rengi ile boyamrsa, ai' memlekcti o rcngi He 
ve r;3' memlekcti de y rcngi ilc boyanacakt1r. a mcmlckctini 
tekrar meydana getirir ve ~ ile boyarsak, S haritasmm kabul 
edilebilen bir boyanmas1m clde cdtriz. 

Hal 3. a nm dort smm olsun. Bu halde a mcmleketini 
c;evreliyen s1mrlann numaralanmasmda iki farkh yol miim
kilndilr ($ck. 30 a ve ~ek. 31 a). 1Ik yolu gozoniine alahm 

02 

2 

01 a I 03 

2 

a~ 

(a) 

a' 

3 

~ 
I 1 ~:, 12 (b) 

~ek. 80 

(~ek. 30a). a ya kom~u olan ve ortak smirlan olm1yan iki 
memlekct bulmak daima milmkilndiir ( Misal 16 ya bakmiz). 
Birbirlcrine nazaran aksi yonlerde bulunan her iki CT1 , CT3 ve 
a2 , r;4 mcmlcket c;ifti, sm1rlann numaralanmas1 bak1mmdan 
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benzer olduklanndan, bu c;iftlerden birinin, mesela cr1 ve cr3 tin 
ortak sm1rlan bulunm1yan memleketlcr olduklanm farzedcbi· 
liriz. c;1 ve cr3 mcmleketlerinin her ikisini de c; ile birle!?tirelim 

2 

0 0.1 

3 

(a) 

21 N 02' ~I 
~ 

o' 

~ 
(b) 

A:B 

(c) 

~ek . 81 

ve yeni NP vc MQ sm1rlanm 3 ile numarahyahm ( ~ek. 30 b). 
Bu ~ekilde clde edilen S' haritas1 normal ve s1mrlan regiller 
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.numaralanm1~ olacaktir. S' haritasmdaki mcmlckct say1s1 
n - 1 oldugundan, S' nti dort renk ile regiilcr boyamak mtim
ktindtir; cgcr r;' = rI1 + r;3 + r; mcmlekcti a. rengi ilc boyanm1~ 
isc, r;2' = o-2 \'C r;4' = r;4 memlekctlcri de o ile boyanabilir. r; 

mcmlckctini tckrar ay1rarak ~ ilc boyanz ve yenidcn S nin bir 
kabulcdilcbilir boyanmasm1 cldc cdcriz. 

Numaralanmanm ikinci ~cklindc ($ck. 31 a), r;
1 

ve r;
3 

mcmlckctlerinin ortak s1mrlan yoksa, oncekinc bcnzcr ,ekil· 
de muhakeme cdcbiliriz. Bununla beraber yeni NP smm ev
velki gibi 3 ile numaralanabilecegi halde, MQ smm 2 saylSl ile 
gosterilmelidir ($ck. 31 b). r;/ = r;4 memleketi y ile boyana
caktir. r; mcmleketini tekrar ~izip, yukardaki gibi, f3 ile boya· 
nz. 

En son, '1i ve r;4 memleketlerinin ortak sm1rlan olmad1giru 
farzedelim. A ile B ve C ile D noktalanru ilst · ilste getirerek 
ABCD dortgeoini bir dogru par~asma donil,tilrelim. Boylece 
.BC ve AD sm1rlan ~ak1,1r. MA, NB, PC ve QD s1mrlanm evvel· 
ki gibi numaralayahm ve yeni BC = AD s1run01 1 ile i~retli· 
yelim ( $ek. 31 c). Bu suretle elde edilen S' haritas1, sm1rlan 
regiller numaralanm1' normal bir haritad1r. Memleketlerinin 
say1s1 n oldugundan, S' haritas1 dort renk ile regiiler boyana
bilir: Eger r;1' memleketinin rengi « ise, '72' memleketininki 

.0, q/ memleketinin rengi a, '7.' memleketinin rengi y olabilir. q 

memleketini yeniden ~izip f3 ile boyanz. 

Hal 4. r; nm be$ smm vard1r. Bu halde 1, 2, 3 rakamlan· 
nm permiltasyonlan farkh olarak dil,ilnillmezse u memleketi· 
nin etrafmdaki s101rlan ancak bir ,ekilde numaralamak milm
ktin olur ($ek. 32 a). tlk once us memleketinin r;2 veya r;3 

ile ~alo~mad1g1 ve onlarla ortak smmmn bulurunad1gi hali goz 
oniine alahm. r;5 mcmleketini r; ile birle,tirelim, yeni MB s1m 
nm 2 saylSI ile RD smmm 1 say1s1 ile i!?aretliyelim ve BC sm1-
rmm numarasm1 1 olarak, CD smmmn numarasm1 2 olarak 
-Oegi,tirelim. Bu suretle s1mrlan regiller numaralanm1!? bir S' 
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normal haritas1 elde ederiz ($ek. 32 b). S' deki memleketlerin 
say1s1 n oldugundan, onu dort renk ile regiiler boyamak mtim
ki.indur. Eger (l = ef + efs memleketi a. ile boyanm1~ ise efi' ve 

3 

(b) 

(c} 

$e:c. 31 

ef/ memleketleri ~ ile, efi' ve ef/ memleketleri y ile boyamr. a 
memleketini tekrar c;izip, onu da o ile boyanz. 

Eger efs memlekcti ef2 ye biti~ik ise vcya onunla <;ak1~rrsa, 
eft ve (f3 memleketlerinin ne ortak smirlan mevcuttur ne de 
c;ak1~irlar; eger efs memleketi efJ ile biti~ik ise veya c;ak1!j1yor
sa, efz ve (f4 memleketleri ne c;ak1~1rlar, ne de ortak s101rlan 
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vard1r. Smirlann numaralanmas1 bahis konusu olduk9a, bu 
hallcrdcn her biri, birbirinc bcnzcr oldugundan vi vc vJ mcm
lckellerintn ne <yak1~1p nc de ortak s1mrlannm bulunmachg1 
hali gozoniine almak ycti~ir. Bu memleketlcrin her ikisini de 
u ile birle5tirclim, :\'cni NP smmm 3 numaras1 ilc, ME sm1nm 
2 numaras1 ile, EQ, smmm da 3 numaras1 ilc gosterclim. Smir
lan rcgi.iler numaralanmt~ bir S' normal haritas1 cldc edcriz 
(~ek. 32 c). Memlekctlcrinin saylSl n- I oldugundan, S' hari
tas1m do rt rcnk ile boyamak miim kiin olur. Eger er' := u + CTi + 
+ u3 memleketi t1. rcngi ile boyanrru~ ise, u2' = u2 ve CT/ = u4 
mcmlcketleri o ile, u5'=CTs mernlekcti y ile boyanabilir. CT mcm
lekeli tekrar c;izilip ~ rengi ile boyamr. 

Heni.iz, herhangi bir normal haritanm ne dort rcnk ile re
giiler boyanabilecegi \'C ne de smirlanmn tic; rakam ile regiiler 
numaralanabilecegi bilinmiyor. Yalmz a~ag1daki daha zayif id
diayi ispat edebiliriz: Herhangi bir normal haritadaki s1mrlar 
dort rakam ile regiller numaralanabilir. 

M1SAL 19. Her ko~esinde tic; taneden daha fazla smm ke
si~meyen, herhangi bir haritanm sm1rlan (tek bagimh olmas1 
icap etmez; yukarda S. 28 e bakmtz) dort rakam ile regtiler ola
rak numaralanabilir. 

lspat. 1spat1 haritamn ko~elerinin say1s1 n tizerine indilk· 
siyonla yapahm. 

1. n = 2 ise iddia a~ikard1r. 

2. tddiammn, her ko~esinde il<;ten fazla smm kesi~me
yen hcrhangi bir n ko~eli harita ic;in dogru oldu~nu kabul 
edelim ve ayni ~arta uyan n + 1 ko~eli bir S haritas1 gozontine 
alahm. Bu ko~elerden A0 ile gosterecegimiz bir tanesini ondan 
gec;cn smirlar ile beraber haritadan silelim. Her ko~csinde ti<;· 
ten fazla s1rur kesi~meycn, ,, ko~eli bir S' haritas1 elde ederiz. 
!ndi.iksiyon faraziyesine gore, S' haritasmm smirlan 1, 2, 3 ve 4 
rakamlan ile regiiler numaralanabilir. Ycniden A0 ko~csi ve 
ondan ge~cn s101rlan ilave cdelim. o~ ha! olabilir : 
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Hal 1. A0 ko~esi (bir, iki veya ii~ s1mr ile) S' haritasmm 
yalmz bir A1 ko~esine baglanm1~trr ($ek. 33 a, b, c). Bu halde: 

Ao 
Ao 

Ao 

2 3 
3 3 

Ai 

A1 
A1 

(a) (b) (c) 

$ek. 33 

S' haritasmm regiiler numaralanmasmdan S haritasmm bir· 
regiiler numaralanmas1 kolayca elde edilebilir. 

Hal 2. Ao ko~esi, S' haritasmm A1 ve A2 gibi iki ko~esi ile· 
baglannu~trr. Bunlardan bir tanesi iki smrrla baglanm1~ da 
olabilir ( $ek. 34 a, b ). Her iki halde de S' haritasmm smirlan-

3 

fb) 
4 

r;;ek. 31 

nm bir regiiler numaralanmasmdan S haritasmm s1mrlanmn• 
bir regiller numaralarunasmm elde edilebilecegi kolayca gO. 
riiltir. 
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Hal 3. Ao ko~esi, S' haritasmm A1, Ai ve Al gibi ii~ ko~si 
ile baghd1r ( ~k. 35 ). En az elveri~li hal, A1, Az, Al ko~lerinin 
her birinden S' haritasuun iki smmrun g~tiji haldir. Bu hal
de, AoA11 AoAz. A.A, smirlannm her biri i~in iki numara ~ 
biliriz. Bunlar i~in farkh ii~ numaranm s~ilebilmesi ancak bu 

.U!; ~ift idantik ise, yani S' haritasm-

.da A1, A2 ve A3 ko~lerindeki ii~ s1rur A. 

~ifti ayni numara}'l meselA, 1 ve 2 yi 
t~1yorlarsa miimkiindiir. Bu halde 
S' haritasmdan b~langic1 A1 ko~ 

.sinde olan ve ardaflk olarak 1 ve 3 
ile numaralanm1, sm1rlardan meyda
na aelen en uzun ejriyi ~ikarahm 
( ooyle bir ejri bir tek simrdan mey- Sek. BG 

dana gelmiftir ve A2 veya A3 ko~Ie-

rinde son bulur). Bu egri kendisini kesmez, ~U. hipoteze 
gore S' haritasmm sm1rlari regiller numaralanJillfllr. Bu eiri· 
nin s1mrlannda 1 ve 3 numaralannm yerlerini deiiftirelim. 
S' haritasmm smirlannm gene regiller olarak numaralanm1~ 
kalacag1 a~illidir. Fakat bu yeni numaralamada, S' haritas1· 
nm A1, A2 ve A3 ko~elerinden g~en ii!; c;ift smm artik benzer 
numaralarum~ degildir; ve bu halde S' haritasmm sm1rlannm 
rcgiiler numaralanmasmdan S haritasmm sm1rlanrun regiiler 
numaralanmas1 elde edilir. 

• 
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Eger problemin ~artlannda bir pozitif n say1smdan bah
sediliyorsa, c;izim problemlerinin c;oziimiinde de matematik 
indffksiyon metodu tatbik edilebilir (mesela, n - genlerin c;izi
mi proplemleri). A~agida bu tipte bir c;ok misaller gozonilne 
alacag1z . . Bu boliimde kendisini kesen c;okgenlerle ( $ek. 36) .. 

' , 

, ·, 

Sek. sa 

diger bir deyimle herhangi bir A 1 A2 ••• A. kapah kmk c;izgisi
nin meydana getirdigi bir c;okgeoe ait problemlerle me~gul 
olacag1z. 

14. VERiLEN ~ARTLAR ALTINDA 
c;oKGENLERiN c;iziMt 

MlSAL 20. Diizlemde 2n + 1 tane nokta verilmi~ olsun. 
Kenarlanmn orta noktalan bu noktalar olan (2n + 1) - geni 
c;iziniz. 

vOZDM. 1. n = 1 ic;in problem kenarlannm orta noktala
n verilmi~ olan bir iic;genin c;izimi problemidir; ve c;oziimii ko-
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layd1r. (Vcrilen i.ic; noktanm her birindcn diger iki noktayi 
birlc~tiren dogruya birer paralel c;izmek kafidir.) 

2. Kenarlanmn orta noktalan verilmi~ bir ( 2n -1) - ge
ni c;izebildigimizi farzedelim. <;izilmesi istcnilcn x1 x2 ... x2,,+ 1 
( 2tt + 1) - gcninin kenarlannm verilen orta noktalan A1, A2 .... , 

A2n + 1 olsun. 

x1 12n-i.r2,,x2,, + 1 dortgenini gozoniinc alahm ($ek. 37). 
A2,, _ 1, Ai,, ve A 2 .. + 1 11oktalar1 x2,,-1x1,., x2., "Lo+! ve x24+1x1 
kenarlanmn orta noktalandrr. A da dordiincii x1x211 _ 1 kenan
run orta noktas1 olsun. A2 .. - 1 A2 .. A2 .. +1A dortgeni bir paralelke
nar olacaktir. ( tspat ic;in x 1x 2., dogrusunu c;izmck ve x1x1n+ 1.r111 

ve x1 r2 •. 1x2• iic;genlerine bakmak yeter. Zira Aa..Aa-+i ve 
A2,, _ 1 A dogru parc;alan kenarlann orta noktalanm birle~tirir
ler.) As. 1 , A2• ve .42.+1 noktalan verilmi~ olduklanndan, pa-

.l'2a-t 

X2 

A2a-1 
A, 

A 
Xh- 1 

~ek. 37 

ralel kcnarm dordiincii ko~esi A kolayca bulunabilir. Bu A 
nok tasi ilc A 1 , A2

, ••• , A2• _ 2 noktalan, indiiksiyon hipotezine 
gore c;izcbilccegimiz x 1x2 ••• .r2,, _1 (2n - 1 )- geninin kenarla
nmn orta noktalan olacakt1r. Geriye vcrilen A2 .. +t ve A2 .. -t 
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noktalan tarafmdan ortalanan " 1 Y 2n+t \:e x2n- t x 2n dog
ru parc;:alannm c;:izimi kahr. ( r 1 vc x 2,, 1 noktalan evvelce 
bulunmu~tur.) A2" noktas1 da t 2,, ' 2n+l dogru parc;:asmm orta 
noktas1 olmahdir. 

Eger bir i;:okgen ken di kendisini kesmezse, ( i;:okgene naza
ran) ii;: ve d1~ nokta kavrammdan babsedilebilir. Fakat, genel 
halde bu kavramm manas1 yoktur; ~oyleki, meseia $ek. 36 da 
A noktasrnm i;:okgenin i<;indc vcya d1~rnda oldugunu soylemek 
imkansizdir. Bunun yerine a~agidaki tarifi verecegiz. Herhan
gi bir A1 A2 ••• A. i;:okgeni verilmi~ olsun. Bunun ko~elerinden,. 
belirli, mesela A1, A21 ••• , A. sirasmda gec;:ecek ~ekilde bir gidif 
yonu tesbit edelim. <;okgenin kenarlanndan birisi, mesela A1A2 

ilzcrine bir A1 BA2 ili;:geni i;:izelim. $ayet ilc;:genin ko~elerinden 
A1, A2, B s1rasrnda gec;:ecek ~ekildeki gidi~ yonil, c;:okgen ilze
rinde tespit edilenin aksi yonilnde ise, (biri saat ibrelerinin 
dondilgil yonde, digeri aksi yonde) ilc;:gen, i;:okgenin dt$ tara
fmda diyecegiz; eger ilc;:gen ve c;:okgen boyunca belirlenen gi
di~ yonleri ayni iseler, ilc;:gen, c;:okgenin if tarafmda diyecegiz. 

M1SAL 21 . Dilzlemde n nokta verilsin. Tepe noktalan bu 
verilen noktalarda bulunan ve bu noktalardaki a 1, a 2, ... , a.. 
tepe ai;:llan verilmi~ olan ikizkenar ilc;:genlerin tabanlanm ke
narlar olarak kabul eden bir n - geni c;:iziniz ( 1 ). 

<;OZOM. a1, a 2, ••• , a.. ai;:tlarrndan baz1lanm 180° den bil
yilk alabiliriz; yalmz a < 180° iken tekabill eden ikizkenar ilc;:
genin, c;:okgenin dt~ tarafrnda, a > 180° ic;:in ise c;:okgenin ii;: ta
rafrnda olduguna dikkat etmeliyiz (bu son halde ilc;:genin tepe 
ac;:1s1 360° - a dir). 

1. n = 3 olsun. Problemin bir c;:ozlimi.i oldugunu farzede
lim. Arad1grm1z ilc;:genin ko~elerini x1, x2, x3 ile gosterelim. A1, 

Az A3 Un de, ilc;:genin kenarlan ilzerinde c;:izecegimiz ve 

(1) Bundan evvelki mi11al, Misal 21 in a1 = a2 = ... = an= 180° 
olan l)zel hali gibi diieUnUlebiJir. 
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tepe a9Ilan c.t1, c.t2, c.t3 olan ikizkenar ti<;genlerin tepeleri olduk
lanm farzedelim ($ek. 38 a). Eger dtizlemi A 1 noktas1 etrafm
da c.t1 a91s1 kadar dondtirtirsek x 1 ko~esi x2 ko~esine donil~tir 

Aa 

~ek. 38 

(btitiin donmelerin saat ibrelerinin aksi yontinde oldugunu 
kabul ediyoruz); eger A2 noktas1 etrafmda cx2 a91s1 ile bir don
me yaparsak, x2 ko~esi x3 ko~esine gelir. Bu iki donme ardarda 
yap1hrsa, A1, A2 noktalan ve c.t1, cx2 a9ilan yard1m1 ile a!?agida 
anlatilan ~ekilde 9izileo A noktas1 etrafmda c.t1 + a.2 a9ISt ile 
yapilan tek bir donme ile ayni sonucu verir: A1 A2 dogru par-

oc a: 
9as1 i.izerine A1 ve A2 noktalannda s1ras1yla -'- ve ~ a<;tlanm 

2 2 
<;izelirn. Bu a91larm kenarlarmm A kesim ooktas1, cx1 + cx2 a91s1 
ile yapllan donmenin rnerkezidir ( 1 ). ( ~ek. 38 a ya bakm1z). 

(1) Mesel:i., I. M. Yaglom'un Geometric Transformations edit eseri
ni l 1. k1sm101n, 1. Mllimiinilo, 2. paragrahna bak1mz. Bu kitap 
ingilizceye A. Shields tarafmdan terciime edilm ie ve 1 k1sm1 , 
New Mathematical Library de No. 8 ile yayrnlaonuehr. (Syracuse, 
N . Y. The L. W. Singer company, Inc; New-York: Random HouAe. 
Inc; 1962). 
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Bu son donmcnin yap1lmas1 ile x1 ko~csi x3 ko~esine gelir. Fa· 
kat, xl ko~esinin Xi ko~esine gelmcsi ic;in A noktas1 etrafmda 
360°- ( cx.1 + a 2 ) ac;1s1 ile bir donme yap1lmahdir. Buna gore A 

noktas1, tabant Xi xl, tepe ac;lSI 360c - ( a1 + a 2 ) olan bir e~ke
nar iic;genin tcpe noktas1drr. 

Eger A vc Al ooktalan c;ak1~m1yorlarsa (bu ancak 
a 1 + a 2 + cx.3 = 360°. k iken miimkiindiir) Xi xl kenan c;izilebi
lir ( 1 ). Bunun ic;in, AAl dogru parc;asmm her iki ucunda, A vc 

360°-(cz + ex 2) ~a . 
A3 noktalannda siras1yla - 1 ve - - ac;1lanm c;ize-

2 2 
lim. Evvelce bu ac;tlarm kenarlanmn kesim noktalanmn tic;ge
nin x 1 ve xl ko~eleri olacaklanm gordiik. Bundan sonra x2 kO
!?esini c;izmek giic; degildir. Eger a1 + a 2 + a 3 = 360° . k ise 
(eger A vc Al noktalan c;ak1!?1yorlarsa), problemin c;oziimti be
lirli degildir. 

2. Kenarlan, tepe ac;Ilan verilmi!? ikizkenar iic;genlerin 
tabanlan olan n - geni c;izebildigimizi farzedelim, ve kenarlan 
( n + 1) tanc ikizkenar tic;genin tabanlan olan ( n + 1) - geni 
c;izmege c;ah!?ahm. Oyle ki bu n + 1 lane ikizkenar iic;genin te
peleri A1, A2, ••. ,A., A •. , noktalan ve tepe ac;1lan da siras1yla 
a.,, cx.2 •••• , a., a •• i olsun. 

Arad1g1m1z (n + 1)-gen Xi x2 • •• x.x •• i olsun (~ek. 38 b). 

x1 x. x .. 1 iic;gcnini alahm. 1. k1s1mdakine bcnzcr !?Ckilde x. x •• 1 

vex.. i x 1 kcnarlan iizerindc c;izilcn x. A. x •• 1 ve x .. 1 A.. 1 xi ikiz
kenar iic;gcnlcrinin tcpeleri olan A., A •• 1 noktalan x1 x. ko~egc
ni tizcrinc c;izilcn ve tepe ac;lSI 360° - (a• + a •• 1) olan ikizke
nar iic;genin A tcpe noktasmm bulunmasmda kullamlrr. Boy
lece problemimiz, tepcleri Ai, A2, ••• , A,. 11 Ave tepe ac;1lan cx.i. 
":J, .•. , 7._1 , 360°-(aa+cx. .. 1) olan bir XiX2 •.. x,n-geninin 
c;izilmcsi problcmine doni.i~tiiriilmii!? olur. tndiiksiyon farazi
yesine gore Xi x 2 ••• x .. 11 - geni c;izilebilir vc buna gore istenilen 
X1 x2 ••• x. x •• 1 ( 11 + I) - gen in in ~izimi de kolay olur. 

(') llurada k bir tam aay1dir. 
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Eger cx.1 + cx.2 + ... + ex..+ i == 360° . k ise problem in c;oziimii 
ya miimkiin degildir veya belirsizdir (neden?). 

Problem 14. Diizlemde n nokta \'Crildigine gore, a~ag1da
ki ~artlara uyan n - gcni c;iziniz: Oyle ki verilen noktalar, ta
banlan n - genin kcnarlan olan ve yan kenarlannm oranlan 
ilc tepe ac;Ilan verilmi~ olan i.ic;genlcrin tcpeleri olsunlar. 

Yol gosterme. llu problem bir oocekl ml!!ale benzer blr ee.kil
de c1zUlebilir (On1•eki misal bonuo 6zel bir balidir), yalntz veri
len bir Ai no!\tas1 etrafindn verilen blr «t ai;t'lt ile dl!nme ,·erine 
«1 ai;1•11 ile yaptlan bir doume ile merkezi nyoi A1 nokta&1 0°lan ve 
benzerlik katsay1<t1. tekabiil eden ll.;genin kenarlar1010 oranma 
eelt olan hir meuezl benzerlik (homoteti k dl}nlit'im) den meyda
na gelen bir beozerlik d6nlltilmil ol11rak dlitilnmeliylz (verllen dl
jter noktalar icin de benzer eeyler y11p1llr) (l). I u ~ekilcle iki dti
n U9Qmiln bile9ke<1i ayni tipte Ui;Un.iil hir d1)n iltiimdilr (2). Bil has· 
sa, buodan evvelkl mi'1aldekioe benzer blr notaeyon kullan1hna, 
x1x2 A1 ve x2x3 A2 Uogenlerinin A1 \'e Ai k09eleri yard1m1 lie x 1x 3 
do~ru parcas1 uzerioe olzilen ve tepe ai;1e1 verilen bir ao1ya 'etlt 
ve yan kenarlarlDID orao1 belll olan x1x3 A ncgeninln A kOoeslnl 
bulmak mllmkiln olur. 

x 1xix3 tt9geninin x1xs kenarm1 A ve As k6telerlnden hareket
le cizmek, meselii., a9a~1daki oekilde yap1labllir: Merkezlerl A ve 
As olan iki be11zerlik dOnilvilmii arka arkaya yap1hrsa x1 I kendi 
kendiaine dl!nlietl!rilr (l!nce x1. xs e glder 1onra X3. x1 e dOnnenr· 
Fakat bu donileilm dizisi, merkezi, olzlmi milmkiln bir B nokta
s1 olan bfr tek benzerllk dl!oiieilmUoe deoktir. B nokta11 kendi 
kendisine dtinO~e~egiode11, arad1{t1m1z x1 ooktas1 ile cak1emahd1r· 
E~er verllen tepe ac1Iar10rn toplam1 860° nin bir kah, ve keoar
larm orunlar1n10 <(arp1011 blre e11it lse, problemio cozilm!I ya Im· 
k:ln111z \·eya bellrsizdir. 

(1) Her noktamo, sabit bir 0 noklasma olan uzaklt~101 sabit 
bir e orau1oda de.:ti~tiren bir geni9letmc veya daraltma dlln!l~il· 
milne, merkezi O ve benzerlik katsay1•11 e olan blr merkeri ben
zerlik denir. ($ekilde diinii~ilm A y1 A' e d1loiletiiri.Jr ve OA'=e. OA 
d1r). 

A A' 

(2) Mesel'.l, s. 61 de ad1 gei;en I. M. Yaglom'un kllab1010 
2. k1!>m101n Hl}lilm t par11graf 2 sine bak1111r.. 2. k1s1m l'\ew Mal
hematil•nl Library de daha sonraki numaralarda bas1ld1. 
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M1SAL 22. Diizlemde bir daire ve n nokta verilmi!i olsun. 
Dairenin i9ine, kenarlan verilen n noktadan g~en bir n - gen 

9izmek. 

COZUM. Bu problem zordur. Cozi.im i9in matematik b 
di.iksiyon metodu tamamen umulrmyan bir tarzda kullamhr. 
Yani, ~kgenin kenarlannm sayis1 olan n i.izerinde indi.iksiyon 
yapmak imkAnstZdir; bunun yerine ~k claha genel bir prob
lem olan k tane biti!iik kenan verilen ve geriye kalan n - k 
kenan verilen doArulara paralel olan n - geni 9izmeyi deneye
lim ve k i.iz8rinde indilksiyon yapmaga ~!i3hm ( k = n i~in 
bu problemden verilen problem elde edilir). 

l. k = 1 i~ ~daki problem bahis konusudur: Verilen 
daire i~rsine, A1 A. kenan verilen bir P noktasmdan g~, di
jer n - 1 tane A1Az,A.2A,, ... ,A. _ 1.A.. kenan verilen I., 1

21 
••• , / ,._ 1 

d<>lrulanna paralel olan n - geni ~izmek. 

(a) 
(b) 

Problem in bir 9ozi.imi..i oldugunu ve arad1g1m1z A1 A2 ••• A. 
~okgeninin 9izildigini farzcdelim ( ~ek. 39 a, b ). 
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Daire i.izerinde herhangi bir B1 noktas1 alahm ve dairenin 
ic;ine B 1 B2 , B2 B31 .•• , B,._1B. kenarlan s1ras1yla 111 Ii, ... , l,._ 1 
d1)grularma paralel olan bir B1 Bz ... B. c;okgenini c;izelim. Bu 
takdirdc A1B 1, A2Bi, ... , A.B. yaylan e~it olurlar zira, A1B 1 ile 
Ai Bi yay t,;ifti, Ai B 2 ile A3 B3 c;ifti ... vs. daire ilzerinde aksi 
dogrultuda yonlenmi~tirler. Onun ic;in t,;ift n ler it,;in A1 B 1 ve 
A. B. aksi dogrultuda yonlenmi~tirler ve A1 B1 B. A. dortgeni, 
tabanlan A1 A. ve B 1 B. olan ikizkenar bir trapezdir ( $ek. 39 a). 
Ohalde 9okgenin aradtgmuz A1 A. ken an, B1 B2 ••• B. n - geni
nin B 1 B. kenarma paraleldir; onun ic;in, bu halde P noktasm
dan B1 B. e bir paralel c;izmek laz1md1r. Bundan sonra 
A1 A2 ••• A. n - geninin diger tepelerini belirlemek zor degil
dir. (Cizimi tamamlayimz) ( 1). 

Tek n'ler ic;in A1 Bi ve A. B. yaylan, daire i.izerinde ayni 
dogrultuyu haizdirler ve Ai B 1 A. B. dortgeni, tabanlan A1 B. 
ve B 1 A. olan bir ikizkenar trapezdir (~ek. 39 b). Trapezin A1A. 
ve Bi B. ko~egenleri e~it oldugundan, bu halde P noktasmdan, 
verilen daireyi bilinen B1 B. kiri~ine e~it bir A1 A. kiri~i boyun
ca kesen bir dogru c;izmek 1Azrmd1r. Yani P noktasmdan ge
c;en ve verilen daire ile ortak merkezli ve Bi B.'e teget olan 
daireye teget dogruyu 9izmek lhrmdtr ( Bunu gerc;ekleyiniz ! ). 

2. Bir daire ic;ine cizilen ve k tane arda~1k kenan, veri
len k tane noktadan gec;en, diger n - k kenan da verilen dog
rulara paralel olan n - genin c;izimi problemini c;Ozebildigimi
zi farzedelim ve bir daire it;ine c;izilen k + 1 tane biti~ik A1 Az, 

Ai A3, ... , A•+ 1 A.+2 kenan, verilen Pi, Pz, ... , P1+ 1 noktalarmdan 

(1) P den gec;en Bi B,.'e paralel olan dojtru daireyl kesmeye
billr. Daha geneJ olarak, her hangi bir ~lzim probleminde oku
yueu sonucu elde etmek lc;ln yapllmas1 leab eden her ad1mda, 
verilen eartlar yerlne hangilerinln ahnablleeejtini iylce araf}llr
mahd1r. Hirc;ok hallerde tartlar Oyle verllmietlr kl, bu ad1m1 
tamamlamak imkllns1zd1r. Hu \'e bundan cionrakl mislll \'e tem
rinlerde bu arafbrma okuyueuya b1rakdm1thr. 

Not: Sahlfe 64dekl 11ekillerin numarae1 11ek. 39 dur. ~ek. 39b 
de B2 ve Ba harflerl yer d~lttlreeektir. 

P. 5 
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gec;en, geriye kalan n - k-1 kenan da verilen dogrulara pa
ralel olan n - genin c;izimi ile ugra~ahm. 

Problemin c;ozillmil~ oldugunu ve istenilen ( k + 1 kenan 
k + 1 noktadan gec;en) n - genin c;izildigini farzedelim ( $ek. 
40). Bu c;okgenin A1 Ai ve Ai A3 kenarlanm alahm. Ai tepesin-

den P
1 
P

2 
ye paralel bir A1 A2' dogrusunu c;izelim.A{ bu dogru

nun daire ile kesim noktas1 ve P2' noktas1 da A2' A3 dogrusu
nun P1 P2 ile kesim noktas1 olsun. 

~ As Pi P1 = ~ A2 Ai As' = ~ As As P2' 
ve 

oldugu ic;in Pi A2 P2 ve P2' P2 A3 ilc;genleri benzerdir. Buna 
gore, 

dir ve bundan 

P
, p _ AaP2._A2 P2 

2 2 - Pi P2 
elde edilir. A3 P2 • A2 P2 c;arp1m1 yalmz P2 noktas1 ve daireye 
bagh oldugundan bclirlenebilir (bu c;arp1m A2 ve A3 noktala-



3. tndUksiyoD 1le C1zim 67 

nnm se~ili~ine bagh degildir. P2 noktas1 da dairenin iizerinde 
veya d1~mda olabilir!); boylece Pl P2 dogru par~asmm 

uzunlugu bulunabilir ve dolayisiyle P2' noktas1 ~izilebilir. Bu 
~kilde k tane, bilinen P/, P3 , •.• , P•+i noktalanm ahnz; oyle· 
ki A1 Ai' A3 ... A. n - geninin k tane A/ A3 , A3 A., ... , A..+ 1 A..+ 2 

arda~1k kenan bu noktalardan g~sin, ve diger n - k kenan, 
A..+2 Aa+3, ••• , A. Ai, Ai A2' de bilinen dogrulara paralel olsun. 
lndiiksiyon hipotezine gore Ai Ai' A3 ... A. n - genini ~izebiliriz, 
bundan sonra istenilen A1 A1 ... A. n - genini ~izmek kolayd1r. 

Preblem 15. Verilen bir dairenin i~ine, (arda~1k olmala
n icab etmiyen) k tane kenan verilen dogrulara paralel olan 
n - genin ~izimi. 

Yol go•t•rme. Qlziml lateallea c;okgenln A1A1 kenar1 P aok· 
tasmdan gec;ain ve AtAa kenari da l dotrn1ona paralel olaon 
(~ek. '1). P', dalrenin, l dofr09ona dlk olan c;ap1oa gore p 
aoktas1n10 almetrijtl ve Aa' de, P' As dotroaunon dalreyl ke11t1g1 
nokta olaon. A1 At' A3 ••• A,. n • geniode A1 At' keoar1 \'erlleo 
l dofro1una paralel olur ve As' Aa keoar1 da billnen P' nokta. 
11ndan gec;er. Bu ltlem uygun say1da tekrarlaod1ktan sonra bun
dan en·elkl, arda"le le kenar1, \'erllen ooktalardan gec;en, dijter 
n - le kenari da verUen dogrolara paralel olan n • genln c;lziml 
problem! elde edilir. 

~et. '1 
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15. BiR DO(;RU PARtASININ BOLtlMU 
MtSAL 23. l ve Z1 gibi iki paralel dogru verildigine gore, 

yalmz bir cedvel kullanarak, l dogrusu iizerindeki AB dogru 
pa~asrm n e~it pa~ya bolmek. 

<;OZOM. 1. n = 2 olsun. Dilzlemin, l ve Z1 dogrulan iize.. 
rinde bulunrmyan herhangi bir noktas1 S olsun. S noktasrm 
A ve B noktalan ile birle~tirelim (~ek. 42 a). C ve D 11 dogru-

• 

A 8 A P,.+1 P,. 8 
(a) (b) 

~ek. '2 

su ile AS ve BS dogrularmm kesim noktalan olsunlar. T2 de 
AD ve BC dogrulanrun kesim noktas1 olsun. ST2 ve l nin ke
si~tikleri noktaya P2 diyelim P2 nin arad1g1m1z nokta oldugu-

nu, yani AP2 = {- AB oldugunu gosterelim. 

ve 

Q2, 11 ve ST2 dogrulanmn kesim noktasrm gostersin 

A T3 P2 B'""' A T2Q2C, 

A A B T2 ..__ A D C T2 

AS A P2 '""' AS C Q2 , 

ASAB '""'!lSCD 
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oldugu kolayca goriilebilir; buradan 

P,B T2 B AB 
Q~C = T2-C =CD 

ve 

dolayisiyle 

1 
elde edilir. Buna gore P2 A = P2 B ve AP2 =TAB dir. 

2. Yalmz bir cedvel kullanarak, AB ilzerinde AP. =..!. AB 
n 

olacak ~ekilde bir P. noktas1 bulabildigimizi farzedelim. l ve 11 

iizerinde bulunm1yan herhangi bir S noktas1 se~elim ve T. ile 
Q. de SP. nin s1ras1yla AD ve 11 ile kesim noktalari olsunlar 
( ~ek. 42 b ). AD ve CP. nin kesi~tikleri T.+1 noktasm1 S ile 
birle~tirelim, ST.+ 1 in 11 ve L dogrulan ile kesim noktalanm 
Q.+1 ve P •• 1 ile gosterelim. Arad1gumz noktamn P.+1 oldugu-

nu yani AP.+ 1 = n~l AB oldugunu gosterelim. 

Ger~ekten, bir yandan CQ.+ I T.+I ve P.P.+1 T.+ )I oteyan
dan CT.+1 D ve P. T.+1 A ti~genlerinin benzerliklerinden 

Pn+t P,. _ P,. T,.+t _AP,. 
-CQ:+1 - C T,.+ 1 - CD (ll) 

elde edilir; gene SAP.+ 1 ve SCQ •• 1,' SAB ve SCD ti~genlerinin 

benzerliklerinden 
AP,.+1 _SA_ AB 
cQ:::; - SC - CD 

cldc cdilir. ( 11 ) vc ( 12) e~itliklerinden 

P,.+1 P,. _AP,. 
AP,.+1 - AB ' 

(12) 
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1 
veya P.+ 1 P. = AP. - AP., 1 ve AP. = - AB oldugundan 

n 

ve en son olarak 

elde edilir. 

1 1 
~ AB - AP,.+ 1 - AB 

n n 
AP.+1 =AB' 

1 1 
- AB-AP,.+1 = - AP,.+i 
n n 

1 
AP,.+1 = --1 AB n-t-

P'. + 
1
, P'' •+ 1> ... bolilm noktalanm bulmak i<;in ayni meto

du kullanarak 

P.+1 P'.+i = ..!__ P,.+1 B n 
P' .+1 P",.+1=-

1
- 1 P'8, ... v.s n-

dogru parc;alan c;izilir. 

Problem 16. Sabit bir a ac;1khg1m haiz bir pergel ve bir 

cedvel kullanarak, uzunlugu ..!.a olan bir dogru parc;asm1 c;iz· 
n 

mek. 

Yol go•terme. Yar1 c;ap1 a olan blr dalre tlzerinde, dUzgiln 
bir alhgenin tepelerl olan Ai. As. As. A.. Ai;, Ao noktalar101 

i1aretllyelim. OA,. ~·apt i:ap1 Uzerlnde OB,.=_!_ OA,. = .!!.-n n 

olacak 1ekilde bir B,. noktas1n1 ifl!aretleyeblldlA'fmizi farzedellm. 
(Burada her hangi blr m ve k = 1, 2, 3, '· 5, 6 i i;in Ae..u = A1r 
oldujtuuu kabul ediyoruz; 81 =Ai dir.) B,.+1, OA,.+1 ve BA,.+2 

do jtrularrnm ke1im noktu1 ol1un; buna gore OB,.+1 = n~l dlr. 



4. indUksiyon Metodu ile Geometrik 
Yerlerin Belirtilmesi 

Bu boliimde indiiksiyon metodu ile bir ~ok geometrik 
yer tayini problemleri ile me~gul olacagu. 

16. ALANLARIN TOPLAMLARINI GEREKTiREN 
PROB LEMLER 

ABC i.iygeninin alamru S (ABC J ile gosterelim. 

MtSAL 24. B1C1, B2 C21 ••• , B. C. dogru paryalan, A1A2 ••• A. 
konveks n - geninin kenarJan iizerinde bulunsunlar. <;okgenin 
iyersinde bulunan ve MB1C1, MBzC,, ... , MB.C. tiygenlerinin 
alanlan toplam1 sabit olan M noktalarirun geometrik yerini 
bulunuz. (Bu toplam, M0 yokgenin i~ersinde sabit 6ir nokta 
olduguna gore S(M0B1C1) + S(MoB2C2) + ... + S(MoB.C.) top
lamma e~ittir). 

<;OZVM. 1. n = 3 olsun ( ~ek. 43 a). AiAiA3 il~geninin A~2 
ve A3A1 kenarlari iizerinde A3P = B2C2 ve A3Q = B3C3 dogru 
paryalanm alahm. Bu takdirde 

S(M0 B2 C2)+S<Mo Ba Ca) =S(JI0 PA8) +S(M0 QA3) 

=S(PQAa>+S(M0 PQ) , 
\'e bunun neticesi olarak 

S(M0 B1 C1)+S(MoB2C2)+S(MoBa C3) 

=S(PQAaH- fS<MoB1 C1)+S(M0 PQ)] 
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!}ek. 48 a 

elde edilir ( 1 ). Benzer ~ekilde 

S(MB1 C1>+S<MB2 C2)+S(MBaCs) 
=S(PQA3)+[S(MB1 Ci>+S(MPQ)] 

dilr. Goriiliiyorki istenen geometrik yer 

S(MB1 C1)+S(MPQ)=S(MoB1 Ci>+S<MoPQ) 

~art1 ilc tarif edilir. 

~imdi A
1
A

2 
ve PQ dogrulannm kesim noktas1 N olsun. (Bu 

dogrular paralel iseler, arad1gumz geometrik yer, bu dogru· 
Iara paralel olan bir dogru par9as1d1r.) A2NP a91s1mn kenar
lan lizcrindc NR = PQ ve NS= B 1C1 dogru par9alanm ala· 

bm; ohalde 

(1) Huruda, Mo noktas1n1n, A1A2 PQ dOrtgenl l~ersinde kal
d1~1n1 farzedtyoruz; ~er aksl olsa idi mubakeme tarz1 biraz 
farkh olurdu. 
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S(M0 B1 C1>+S(MoPOJ=S(MoNS>+S<M0 NR) 
=S(NRS>+S(M0 RS), 

ve benzer ~ekilde, 

S(MB1 C1)+S(MPQ)=S(NRS)+S(MRS) 
bulunur. Buna gore arad1gumz geometrik yer, ti~gcnin i~er
sinde bulunan vc S(MRS) = S(MoRS) e~itligine uyan nokta
lardan meydana gelir; yani Mo dan ge~en ve RS dognisuna pa
ralel olan dogru tizerindeki XY dogni par~1dir ( • ). 

2. Bir n - gen i~in aramlan geometrik yerin bir dogru 
par~as1 (tab ii M0 noktasmdan ge!;en) oldugunu bildigimizi 
farzedelim. ~imdi bir A1A2 ... A.A.+• (n + 1) - genini alahm; 
kenarlan iizerinde B1C1, B2C1.1 ... ,BC., B.+I c.+I dogni par
~alan verilmi~ olsun ve M0 da, ( n + 1) - genin i~ noktas1 

Bui 

.. . . M 
••••••• ·;. 0 :: ~ ....... -....... ~;,;,. 

... . .. , , , , .. 
' ,' 1

1 
I ti 

\, .. " / ,' 11 
, \ I I . \ ' ,' 

~ek. '8 b 

olsun (~ek. 43 b). A1A.+1 A. a~1smm kenarlan iizerinde A.+ 1 

noktasmdan itibaren 

An+i P= B,, Cn ve A .. +1 Q = B.+1 C,,+1 
----
(1) lndilksiyonn n=2 hali ile batlatablliriz. Bu halde n. gen 

yaln1z Ui:i kenar1 bulonan blr a~1dan ibaret olaeakhr. 
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parc;alanm alalun. Boylece 

S(MBn Cn) +S(MBn+t Cn+1)=S(MAn+t P) +S(MAn+t Q) 
=S<An+1PQ)+S<MPQ) 

eldc cdilir. Buna gore M noktalanmn arad1g1m1z geometrik 
yeri ic;in 

S(MB1 C1) rS(MB2 C2) r-· · · +S(MBn-1 Cn-1)+S(MPQ) 
=S(MoB1C1>+S(MoB2C2)-/-00·+S<MoBn -1 C,,-1) +S(MoPQ) 
diir. Ohaldc, indiiksiyon hipotezine gore aramlan geometrik 
yer, M0 noktasmdan gec;en bir dogru parc;as1d1r. 

Bu problemin c;oziim metodundan faydalamlarak, bu geo
metrik yeri c;izmek ic;in bir metod bulmak kolayd1r. 

Problem 17. n tane 111 121 ••• , l . dogrusu ve her birinin Uze
rinde B 1C1, B2C0 ••• , B.C. dogru parc;alan verilsin, M0 da sabit 
bir nokta olsun. BM1C1, MB2C2, ••• , MB.C. Uc;genlerinin cebrik 
toplam1, M ycrine M0 koymakla elde edilen toplama e~it olan, 
M noktalannm geometrik yerini bulunuz. Burada M ve M 0 

noktalan /, dogrusunun ayni tarafmda bulunurlarsa MB.Ci 
(i = 1, 2, ... , n) lic;geninin alam pozitif, aksi halde negatifdir. 

Yol goaterme. Aran1lan geometrlk yer blr dojtrudar; ispat 
misal 24 tln c;OzilmUne benzer ~eklldedir. 

Problem 18. Bir dortkenar bir c;embcrin dt~ma c;izilmi~-

A D 

~ek. H 
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se ko~egenlerinin orta noktalan ile !;emberin merkezinin ayni 
bir dogru iizerinde bulundugunu gosteriniz (~ek. 44). 

Yol gosterme. Sek. 44 den 
S (BCE) + S (ADE) = S (BCF) + S (ADF) 

= S (BCO) + S (ADO) = _!_ S 
2 

eJde edilir. Burada S dOrtkenar1n alan1dtr. Buradan mi1al 24 nn 
1onucuna (veya problem 17 ye) gore £, F ve 0 noktnlari ayol 
bir dotru ilzerlode bulun urlar. 

Problem 19. Bir konveks dortkenann ko~egenlerinin or
ta noktalanm birle~tiren dogrunun, kar~1 kenarlann kesim 
noktalanm birle~tiren dogru pa~s1m ortalad1gm1 gosteriniz 
( dortkenar, bir paralelkenar veya bir yamuk olmamalidir). 
(~ek. 45). 

8 

~ek. 45 

Yol gosterme. S dOrtkenarm alao1, (P, EF dogru par9aa101n 
orta nokt&11) oldujtuoa gore ~ek. 45 deo 

S (ABM)+ S ( CDM) = S (ABN) + S ( CDN1 

=S(ABP)-S(CDP)= ! S 

elde edillr. Bu takdlrde Prob. 17 oln sonueuoa gore M, N ve P 
noktalari ayni dofru nzerinde bulunurlar. 
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17. UZAKLIKLARIN KARELERiNt GEREKTiREN 
PROBLEMLER 

M1SAL 25. A1, A:z., •.. , A. gibi n tane nokta ve n tane de 
a1, ai. ... , a. saylSl {pozitif veya negatif) vcrilsin. 

a1 · MA12+a2· MA22+·· · -T-an· MAn' 

toplam1 bir sabit olan, M noktalarmm geometrik yerini bulu
nuz. 

<;OZOM. 1. Ozel olarak n = 2 olsun. Once a1 ve ~ saytla
nnm her ikisinin de pozitif oldugunu farzedelim. 

A1A2 dogru par~as1 i.izerinde, onu ~ oranmda bolen bir 
a1 

0 noktas1 alahm, yani 

A10 = 02 A1Az OA as A A ve 2= + 1 z 
a1 +a2 a1 a2 

olsun. M dilzlemin herhangi bir noktas1 ve H, M den A1A2 dog
rusuna indirilen dikin ayag1 olsun (~ek. 46). 

Buna gore 

Ill 

i,ek . '6 

MA1
2 = M02 + A102 ± 2A10 . OH 

MAl = M02 + OAl + 20A2 • OH 
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elde edilir. Bu e1jitliklerden ilkini OA2, ikincisiniA.0 ile 9arp1p 
elde edilen sonucu terim terim tophyahm, 

MA1
2·0A2 +MAs2· A10 

=M02(0A2+A10>+A102 • OA2+ OA2 • A10 
= M02 

• A1A2 + A10 · OA1 • A1A1 
buluruz. 

~imdi A.O ve OA2 nin degerlerini yerlerine koyahm: 

MA12 ai · A1A2 + MA·l a2 • A 1A 2 

ai +a2 ai +a2 

= M02 
• AiA1 + +ai • 

02 
A.A2

8 , ai as ai + as 
veya 

ai MA12 + a2MA22= (a1 + az)M02+ a+
101 

A1A1' a1 a2 

elde edilir. Buna gore, eger hipote:ze gore bir sabit olan 
a1 MA12 + a2 MA2

2 = R1 vazedersek 

Mot- R2 aia, A A 1 S b"t - - 2 i1=a1 a1+a1 (a1 +a1) 

olur. Ohalde, eger 

R2 
K=--- a1+aa 

ise, M noktalanmn aramlan geometrik yeri, merkezi 0 yan 

~p1 v K olan bir 9emberdir; eger K = 0 ise arantlan geomet
rik yer yalmz O noktasmdan ibarettir; en son, eger K < 0 ise 
aramlan geometrik yerin hi9 bir noktas1 yoktur. 

a
1 

ve a2 nin her ikisinin de negatlf oldugu hal kolayca ev
velki hale irca edilir. Eger a1 > 0, ~ < 0 ve a1 + ~ ¢ 0 (me
sela a1 + ~ > 0) ise, 0 noktas1, A1A2 dogru par9asmm uzantt
s1 iizerinde A2 noktasmm sagma dogru ve 
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olacak ~ekilde ahnmahdtr. Hesabm diger losunlan yukarda 
yap1landan farkh degildir. 

Son olarak, eger a1 + a2 = 0, yani a1 = - a2 ise problemi· 
miz a~ag1daki ~ekli ahr: Verilen iki A1 ve A2 noktasmdan uzak
hklanmn karelerinin fark1 sabit olan M noktalannm geomet
rik yerini bulunuz. M noktasmdan A1A2 dogrusuna indirilen 
dikin ayagi H olsun (~ek. 46); bu takdirde 

MA1
1 =MIP+A1fft, MAs'·=Mlfl + HA1

2
, 

ve bunun sonucu olarak, 

Eger 
MA1

2 -MA1
1 = R2 ise, A1H-H2G=R1/A1A1 olur. 

Boylece H noktas1 tamamen belirlenmi~ olur; buradan, bu 
halde aramlan geometrik yerin H noktasmdan ge~n ve A1A2 

ye dik olan bir dogru oldugu goriiliir. 

2. Verilen n nokta i9in tekabill eden geometrik yerin 
a1 + a2 + ... + a. ~ 0 ise bir 9ember, eger a1 + a, + ... + a. = O 
ise bir dogru oldugunu gosterdigimizi farzedelim. ~imdi de 
A1,A21 ••• ,A.+ 1 gibin+1 nokta ve n + 1 tane a1, ••• ,a.+1 sayis1 
gozonilne alahm. a. + a.+ 1 ~ 0 oldugimu farzedelim. (Eger 
a.+ a.+ 1 = 0 ise, bu sayi 9ifti yerinean- 1 ve a .. +1 sayilanm ve
ya a,. 1 ile a. sayi 9iftini ahnz; eger a.+a.+ 1=0, a,._1 +a.+1=0 
ve a,._, +a.= 0 e~itliklerinin hepsi birden dogru ise a,._ 1 ,_ 

a.= a.+ 1 = 0 drr ve bu halde indi.iksiyon hipotezini dogrudan 
dogruya tatbik ederiz; 9Unkii problem n - 2 tane A1, ••• , A._1 

noktas1 ve n- 2 tane a1, •• • , a,._1 sayis1 olan hale donil~m~ 
olur). 

Kis1m 1 deki gibi, A.. A.+ 1 dogru pa~1 iizerinde bir O 
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noktas1 bulmamiz mtimkiin oldugunu gorebiliriz, oyle ki, diiz
lemin herhangi bir M noktas1 i~in 

an1l!An2+a .. +1MA2n+1=(an+an+1)M02+ a+n+t AnA2n+1 
an a .. +1 

olsun. Benzer ~ekilde, problemimiz 

01 MA 12 + a2MA22+· · • +a,.- 1 MA2,.-1 -t-(a,. +an+1)M02 

toplarm sabit olan M noktalannm geometrik yerinin bulunma
sma irca cdilmi~ olur. 1ndiiksiyon hipotezine gore bu geomet
rik yer, a1 + a2 + ... + a. + a. ,. 1 ,;e 0 ise bir daire eger 
a1 + a2 + ... +a. + a.+ 1 = 0 ise bir dogrudur. 

Problem 20. Verilen n noktaya olan uzakhklannm kare· 
lerinin toplarm sabit olan noktalann geometrik yerini bulu· 
nuz. 

Yo/ go1terme. Misnl 25 de a1 =as=·.·= an= 1 koymak ku
fidir. 

Problem 21. Verilen n noktaya olan uzakhklanmn kare
leri toplam1 minimum olan noktayi bulunuz. 

Yo/ go1terme. Problem 20 dekl geometrlk yer olan dairenln 
merkezinf du,ilnUnilz. 

Problem 22. Verilen iki noktaya olan uzakhklarmm ora· 
ru sabit olan noktalann geometrik yerini bulunuz. 

Yo/ go1terme. Aran1lan geometrik yerln blr nokta&1 M i1e, 
AM/BM= c ve dolay111 Ile, AM2 - c2 BM2 = 0 d1r; buna gore 
bu problem Mieal 25 e dono,mu' olur. 

Problem 23. A1A2 ••• A. n - geni verilmi~ olsun. Oyle M 
noktalannm geometrik yerini bulunuz ki, tepeleri, M noktas1-
run verilen ~kgenin kenarlan iizerindeki izdii~ii.mleri olan 
~okgenin alam verilen bir S degerine e~it olsun. 

Yol go•tume. Ko,eleri M noktu1n10, Ai As Aa U~genfnfn 
kenarlar1 ilzerindeki lzdfl,ilmlerl olan flQgenln alan1n1n 



80 Geometride :tndilksiyon 

+ I i - ~ I S (Ai As Aa) 

oldu1tunu gOstermek mQmkllndUr; burada R, Ai As Aa llC(geninin 
d1~nna c;izllen ~ dalreslnin yar1c;ap1, d de, M noktas1nin :E dai
resinin merkezine olan uzakhjtin1 goetermektedir. Bundan on 
netiee i;1kar 1 n = 8 ii;in, aranilan geometrik yer :E lie ayni 
merkezli bir daire (veya bOyle dairelerden blr c;lft) dlr. Bundan 
batka i;okgenin keoarlar1 ii;ln indllkslyon kullanllarak, her n 
li;in aranllan geometrlk yerin bir daire (veya ayni merkezli dal
relerden lbaret bir c;Ut) oldujtn gOeterlleblllr . 



5. indUksiyonla Tarifler 

Geometride matematik indiiksiyon metodunun tatbikah
na ait ilgi 9ekici misaller, tariflerinde, «n den n + 1 e» gitme 
usuliinil kullanmag1 gerektiren kavramlan ihtiva eden prob
lemlerde bulunur. Bu boliimde, bu tip problemlerle me~gul 
olacagiz. 

18. AGIRLIK MERKEZt VE COKGENLERtN 
KENARORTAYIARI. 

MlSAL 26. Bir n - genin a8Jrhk merkezini ve kenarortay
lanru tarif ediniz. 

<;OZUM. 1. Bir dogru parfasimn agzrltk merkezi olarak 
orta noktas1 tarif edilir (~k. 47 a). (Bu bolilmde bir dogru 
par~asm1 2-gen olarak kabul edecegiz.) 

(a) 

(b) 

~ek. •7 

Buna gore A1A2A3 ufgeninin kenar ortaylart, ko~elerini 

kar~1 kenarlann a8trhk merkezlerine birle~tiren dogrular 

F. 6 
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olarak tari( edilebilir ( $ek 47 b ). Biliyoruz ki, bir U<;genin ke
nar ortaylan bir noktada kesi~irler ve bu nokta onlan, uzun 
par~a ko~cye dogru olroak iizere 2 : 1 oramnda boler. Bir ii<;· 
genin kenar ortaylanmn kesim noktasma u{:genin agirlik 

merkezi denir. 
$imdi A1A2A3A4 dortgenini alahm. Bunun her bir ko~esini, 

geriye kalan U9 ko~esinin mcydana getirdigi U<;gcnlerin 0 11 0 2, 

0 3 ve 0 4 merkezlerine birle~tiren dogrulara dortgenin kenar 
ortaylari diyclim ($ek.47 c). Bir dortgenin kenarortaylarmm 
bir noktada kesi~tiklerini, ve bu noktanm herbirini, buyuk 
par9a ko~eye dogru olmak azere, 3 : 1 oranmda boldugunu is
pat cdelim. Gel\'.ektcn, A 1A2 kenannm ag.rhk merkezini (orta 
noktas1m) S ile gosterelim; 0 4 ve 0 3 de s1ras1yla A1A2A3 ve 
A 1A2A,. il<;genlerinin agirhk merkezleri olsunlar; ve 0, dortge
nin A30 3 ve A.04 kenar ortaylannm kesim noktas1 olsun. SA3 

ve SA4 s1ras1yla A1A2A3 ve A 1AiA4 ii<;genlerinin kenar ortaylan 
olduklanndan 

ve 

I'• 

SA3 _ 3 
so.-T 

ve bunun sonucu olarak 
SA8 SA4 

S<'4 =so, 
diir. Bundan 0 30 4 tin A3A4 e paralel oldugu sonucu ve 

A3A. SA3 3 
OsO, =SO, =y 

e~itligi elde edilir. 0030 4 ve OA3A4 ii<;genlerinin benzerligin· 
den 
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bagmtts1 c1kar. Buna gore, bir dortgenin herhangi iki kom~u 
kenarortaymm ( yani iki komi;;u ko~eden ge~n kenar ortay
lannm) kesim noktas1 herbirini 3 : 1 oramnda baler. Bundan 
bir dortgcnin dart kenar ortaymm ortak bir 0 noktasmda kc
si~tikleri ve bu noktanm herbirini 3 : 1 orarunda boldiigu so
nucu elde edilir. Bir dortgenin kenarortaylanmn kesi~tigi o 
noktasma dortgenin agirlik merkezi denir ( 1). 

2. Biitiin k < n ler icin, k- genin kenar ortaylan olarak, 
k - genin ko~eleriyle, geri kalan diger k - 1 ko~enin mcydana 
getirdigi ( k - 1) - genlerin agtrhk merkezlerini birle~tiren 

dogru parcaianm tarif ettiAimizi ve biitiin k < n ler icin, bir 
k - genin agirhk merkezi olarak da onun biitiin kenar ortay
lannm kesim noktas101 anlad1gun1z1 farzedelim. Bundan ba~
ka, k < n iken k - genin kenar ortaylannm, kesi~tikleri nokta 
( k - gen in a8Jrhk merkezi) ile ( k - 1) : 1 oranmda boliindiik
lerini farzedelim (uzun pa~a ko~e yakm olmak iizere). 

~imdi, bir n - genin kenarortaylanni, n - genin ko~elerini, 
diger n - I ko~eden meydana gelen ( n - 1) - genin agirbk 
merkezine birle~tiren dogru p~alan olarak tarif edelim. Bir 
A1A2 ••• A. n - geninin, biitun kenar ortaylannin ortak bir nok
tada kesi~tiklerini, bu noktanin her birini ( uzun parca ko~e
ye dogru gelmek iizere), ( n - 1) : 1 oraninda botdugunil gos· 
terecegiz. Ge~ekten, A1A2 ... A,,-2 (n- 2) - geninin a8trhk 
merkezi S olsun; SA,,- 1 ve SA. dogrulan A1A2 ... A..- 1 ve A1A2• 

(1) Her hangl blr dllrtgende, gene) olarak bn nokta flzlkf 
&A'trhk merkezl Ile 9ak11maz. Flzlkl alltrhk merkezl, verllen 
dOrtgenln oekllnde homogen, Ince blr metal tabakan1n a1t1rhk 
merkezl olarak tarlf edlllr. Hu bllHlmde tarlf edllen nokta l~ln 
farkh blr l1lm 1e9lleblllrdi. Fakat ger9ekte, Misal 26 Dill me
todu ile tarlf edllen nokta, n - genln her blr kOoe•lne yerlettl· 
rllmlt bl rim aA'irhklardan meydana gel en blr sl1temln flzlkl &A"1r
hk merkezldlr. MeselA B. V. Kutuzov'ua, bn yaytnlarin 19 nneu 
kltab1 olarak H011eyln Demlr taraf1ndan c;evrllen Geom~ri (Cllt I, 
sahlfe 9 - 12) adh etorlne baktlabillr. 
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.. An- t A.. ( n - 1) - genlerinin kenar ortaylan olacakhr ( ~ek. 
48). Eger O. ve 0._1 bu (n-1)-genlerin ag1rllk merkezleri 
ise indtiksiyon hipotezine gore 

SAn-1 SAn n-1 
so-;-= SOn-1 = - 1 -

dir. Ohalde On-1 O. dogrusu A..An-1 e paralel ve 

A,. 

A.-1 A,. n-1 
011- 10n = - 1-

olur. A1A2 ••• A.. n - geninin 0 ,.-1 A .. - 1 ve O.A. kenar ortaylan· 
nm kesim noktas1 0 olsun. 00,.-10 11 ve OA11 _ 1A11 U~genle
rinin benzerligmden 

OA .. - 1 OA.. A,.- 1 A.. n-1 
00.- 1 = oo. = 0 .. -10,. =-1-
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elde edilir. Buna gore, bir n- genin herhangi kom~u iki kenar 
ortayi kesim noktalan ile ( n - 1) : 1 oramnda boliinilr. Bun
dan bir n - genin biltiln kenar ortaylanmn ortak bir noktada 
kesi~tikleri ve bu nokta tarafmdan ( n - 1) : 1 oramnda bO
liindilkleri sonucu 91kanhr. 

~imdi, bir n - genin agtrltk merkezi olarak, kenar ortay
lannm kesim noktas101 tarif edebiliriz. Artik bir ( n + 1) - ge
nin kenar ortaylarmt, ko~eleri, diger n ko~eden meydana ge
len n. genlerin agirhk merkezlerine birle~tiren dogru par9a
lan olarak tarif edebiliriz. Matematik indilksiyon metodu, bir 
n - genin kenar ortay ve agirhk merkezi tariflerini herhangi 
bir n i9in te~mil etmemize yarar. 

Problem 24. A1A2 ... A. n- geninde A2A3 ••• A. (n-1) -ge
ninin agirhk merkezi 0 1, A1A3 ••• A. ( n-1) - geninin agirhk 
merkezi 0 2 ••• en son A1A2 ••• An- 1 ( n - 1) - geninin atirllk 
merkezi O. olsun. 0 10 2 • • • O. n - geninin verilen A1A2 ••• A. n -
genine benzer oldugunu gosteriniz. 

Yol gorterme. Misal 26 daki metod yardum ile 0102 nin A1A1 
ye paralel olda!la ve 

eol tlfti gOrtllilr. Benzer ~ekilde 02D3 , A:aAa e paraleldir ve 

O:aOs = - 1-, .•• v.a dfr. 
A:aAs n-1 

Bir n - genin, herhangi k tane ko~esinden meydana gelen 
k - genin agirhk merkezi ile diger ( n · k) ko~esinden meyda
na gel en ( n. k) - genin ag1rhk merkezini birle~tiren dogru 
paf9asma n - genin k tnci mertebeden bir kenar ortayi denir 
(k < n). Buna gore k mc1 mertebeden bir kenar ortay, ayni 
zamanda ( n . k) mc1 mertebeden bir kenar ortaychr. Bir n -
genin misal 26 daki ~ekilde tarif edilen kenar ortaylanna 1 inci 
mertebeden kenar ortaylar denilebilir. 
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Problem 25. Bir n - gcnin k mc1 mertebeden biitiin kenar 
ortaylannm bir noktada kesi~tiklerini ve bu noktamn her bi
rini ( n - k) : k oramnda boldiigiinii gosteriniz. 

Yol go•terme. Ai As ... Ak (k-1) - geni lie Ak+2 Ak+s ..• A,. 
(n-k-1)- geninin ajt1rhk merkezleri Si ve St oleun. Oi ve Os 
de Ai A2 . . . Ak ve At A3 . .. Ak+ 1 k - iienlerlnln ajttrhk merkez
leri oleanlar; Au1 ... An \' e A1r+2 ... An Ai (n-k) - genlerinin 
a~1rhk merkezlerini de 03 ve o, ile gO~terelim (Sek. '9). Ohalde 

OiS1 OsSi 1 
01At= 02Au1 = k-1 

dlr ve 0102 dojtrueu Ai Au1 e paraleldlr; 

OaS2 o,s2 1 
---=--~=~ 
OsA1r+1 0.,41 n-k-1 

dir ve OsO, dojtrueu A1Ak+1 e paraleldir. Ejter 0 noktat1 k 10c1 

mertebeden QsO, ve 010s kenarortaylar1n1n ke1lm noktu1 I.e. 
001 02 ve OOs o, ili;:genlerlnio beozerll#lnden 

, 
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elde edilir. 

Bir n ·geode, her hangi bir k Icin, k 10c1 mertebeden kenar 
ortaylar10 kesim noktas1n1n, a1t1rhk merkezi ile c;ak1~h#1 gOs
teriJebillr. 

Problem 26. Problem 25 de yaptlanlan n = 4, k = 2 i~in 
~yap1mz. 

Cevap. Her hangi bir dOrtgende kar~1 kenarlar1n orta cok
talar1n1 \'e kO~egenlerln or ta noktalarm i birle§tiren do#ru par
c;alar1 ayni blr noktada kesi~irler; bu ortak nokta her bir do#
ru parc;as1m yardar. 

19. EULER DAiRELERi. 

Bir ti9genin kenarlanrun orta noktalanndan ge~en daire
ye bu ti9genin Euler dairesi denir (~ek. 50). Bu dairenin bir 

8 

Sek. 60 

·~ok ilgi 9ekici ozellikleri vard1r. ( Mesela, ABC ti9geninin ke
narlanrun orta noktalan olan D, E, F den b~ka AP, BQ, CR 
yiiksekliklerinin P, Q, R ayaklanndan ve ytiksekliklerin kesi~
-tikleri H noktas1 ile ko~eler arasmda kalan dogru par9alan· 
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ru yanhyan K, L, M noktalanndan ge9er ( 1 ). Bu sebepten 
Euler dairesine ekseriya ii9genindokuz nokta dairesi de de.. 
nir). Euler dairesi ABC ii9genine benzer olan DEF ii9geninin 

1 
d1~ma 9izildiginden ve benzerlik katsaylSl 2 oldugundan, ilk 

ABC ii9geninin dJ~ma 9izilen dairenin yan 9ap1 R ise Euler 

dairesininki : olmahd1r. Euler dairesi kavram1 bir daire i9i

ne 9izilebilen her hangi bir c;okgen i9in a~ag1daki ~ekilde ge
ni~letilebilir. 

Problem 27. 1. Yan 9ap1 Rolan bir S dairesinin bir A1A2 
kiri~inin Euler dairesi, merkezi A1A2 kiri~inin orta noktas1 
olan R/2 yan 9aph bir dairedir (~ek. 51 a). Bir S dairesi i9ine 
c;izilen A 1A2A3 ii9geninin kenarlanmn Euler daireleri bir O 
ortak noktasmda kesi~irler. Bu nokta, bu Uc; Euler dairesinin 
merkezlerinden g~en ve yan 9ap1 R/2 olan bir dairenin mer
kezidir. Bu daire A1AiA3 u9geninin, yukarda tarif edilen, Eu
ler dairesidir (~k. 51 b). 

(1) BH tabanlar1 ortak olan ABH ve CBH ti9genlerinde ke
narlarm orta noktalar1m blrle9tiren KF ve DM dojtrular1nin 
her birl BH dojtrusuna ve bunun neticesi olarak birbirlerlne 
paraleldirler. Benzer 1ekilde, AC ortak tabanh ABC ve AHC 
119genlerinde kenarlann orta noktalarin1 birle1tiren FD ve KM 
dojtrularindan her blri AC ye paraleldlr. Bona gore FD dolt
rusu KM e paralel olur. BQ do4rusu AC ye dik olduitundan 
KFDM dOrtgeni (~ek. 50) bir dikdOrtgendir; ohalde FM ve DK 
do4ru par9alar1 e1ittirler ve birbirlerini ortalarlar. Ayni eekil
de EL dojtru par9ae1nin da bu doltru parvalar10a e1it oldujtu ve 
orta noktasmrn, FM ve KD nin ortak orta noktas1 ile 9ak19bjt1 
gOeterilebUir. Buna gore D , E ve F noktalarrndan gei;en Euler 
dalresi K, L ' 'e M noktalar10dan da gei;er. Bu dairenin merkezi 
DK, EL ve FM dogrularrnin ortak noktas1d1r ve 9ap1, bu e11t 
doitru parvalarin1n uzunluklarmm her hangi birine e11ttir. Bun
dan ba1ka K ve D noktalarmin Euler dairesinin 9ap1nm u9 nok· 
talar1 ve 'f+.KPD = 90° olduitunu gOsterdiitimize gore, Euler dal· 
reel P noktasindan ge9er ; benzer 1ekilde Q ve R noktalar1ndaD 
da ge9tigl gOrillebillr. 
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s 

~ek. 51 

2. Yan ~apt Rolan bir S clairesinin i~ine ~izilen bir n-genin 
Euler clairesinin tarif edildigini ve bu dairenin yan ~pmm 
R/2 oldugunu farzedelim. Bir S dairesi i~ine ~izilen bir 
A1A~···A.+ 1 ,(n+l)-genini aiahm. Bu halde n+l tane 
AiA3 ••• A.+ 1 , A1A3 ••• A.+ 1 , ••• , A1A2 ... .A. n-genlerinin Euler 
daireleri ortak bir noktacla kesi~irler; bu nokta, bahsi ~n 
( n + 1) tane Euler clairesinin merkezlerinden ~n ve yan 
~ap1 R/2 olan, clairenin merkezidir. Bu daireye A1 A2 •• • A.+ 1 

(n +I)- geninin Euler dairesi denir (Bir dortgenin Euler 
dairesini gosteren ~ek. 51 c ye bakmtz). 

Yol go•terme. Ai A2 As A., S daireel !cine cizilen herhangl 
blr dOrtgen oisun. Buna gore, me•elil At At Aa Ocgenlnin yOk
eekllklerinin keslm nokta11 H, lee, A1 Ai As Ocgeninln Euler 
dalresl H, A1, H, As. H, Aa do~ru parcalann1n orta noktalarin
dan gecer (yukar1ya baktntz), onun lcin bu Euler daJre•I S daf
resine homotetlkdir; bu homotetlnin merkezi H, ye katay111 
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da 1/2 dir ; O halde H4 A, do~ru par9as101n orta noktas1 da bo 
daire Uzerlnde bulunur. ~lmdl geriye Hi Ai , HsA1, HaAa ve 
H4 A4 do(tru pari;alarinin orta noktalarinm 9ak1obklarin1 g01-
termek kahr (Hi. Hz ve Ha tekabill eden Uc;genlerin yQksek
liklerinin kesim noktalar1Jir). Bunun lc;in , mesehl Ai H2 H1 Ai 
dOrtgeninln bir paralel kenar oldu(tu gOrtlliir; zlra Ai H2 dot· 
rusu A2 Hi e paralel ve As A, e dlktir ve Ai Hs = S in merke
zinin Aa A, e olan uza kh1l'1n1n lki kahdir. 

$imdl k kenar say1s1, n ~ 4 olmak llzere bir n say1s1ndan 
daha kilc;Uk olan bUtUn k - genler ii;in bir Euler daire1inin mev
cut oldujtunu farzedelim Ye bir S dairesi loersine c;izilen 
Ai Ai •.. An An+l (n+l) • geuini alahm. 

Ai As •.• An+t , Ai As A, ..• An+t , ••• , Ai As •• . A,. 

n. genlerlnln S 1, S2 , . .. , Sn+t Euler dalrelerloln ortak bir 
noktada keel1tiklerini gOstermek li;in her han1tl Uc; taoesinln, 
meseld, Si, Ss \'e S3 Un ortak blr noktada keslotiklerlnl g01-

-- - S23 ..... ,,. ' , ' 
I \ 

\ 

·---~' 

\ 

' I 
I 

I 
I 
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termek yetltlr (1). S12. Sis ve S23, AsA, • . . A .. +i, AsA"4s .. . A11+1 
ve Ai A, As .• • A .. +1 (n-1) - genlerinin Euler dalreleri ve Ou, Oia 
ve Ou bunlar1n rnerkezleri ol1un. Bundan batka Oi, Oa ve Os 
de Si, S2 ve Ss dalrelerloin merkezlerl ve 012a de, A"4i; •• • A .. +i 
{n-2) - geninln Siu Enler daireslnin merkezl ol1un. Bu halde 
~ek. 52 yi elde ederlz. Buradan i Oi 02 Os- A Ou 013 012 ol
dugunu gOrmek kolayd1r. (Hu Uc;genlerln 01 0a ve 021018 ke
narlar1n1n eoitliglnl gOstermek lc;in Oi 02 011 ve Ota 011 0111s Q9-
genlerlnl almak yetioir. Bu U9genlerde 

ve 

R 
01101 = 0120a =012sOts = 0121011 = 2 • 

~ 01 0120a = ~ 0101201u + ~ Ous01202 

= 2 ~ 01s012012s + 2 ~ 012s0120as 

= 2 ~ 01sOa023 

~ 023012s01s = 2 ~ 01s012023 

dUr. Buolar 012013023 Uc;geninin d11ma c;lzilen dairenln ayni 
yaym1 gOren merkez ve vember aQ1lar1 dn1t101llerek yaz1hr. 
Benzer 1ekilde 01 Os= 02s012 ve OaOs = 01aOi2 oldugu g01te
rilebilir). A 01020s:::::: ~ Osa011012 oldugundan ve S13, S11 ve 
S12 dalrelerinln 0121 ortak noktae1oda ke1l1melerinden, S1, Sa 
ve Ss daireleri de ortak bir noktada keeiolrler. 

Problem 28. A1A2 ••• A. bir S dairesinin i~ine ~izilmi~ bir 
n - gen olsun. Bunun agirllk merkezinin (Misal 26 ya bak.) S 
in merkezi ile, n - genin Euler dairesinin merkezini birle~tiren 
dogru par~as1 ilzerinde bulundugunu ve bu dogru par~as1ru 
(n-2) : 2 oranmda bOldilgilnil gosteriniz (2). 

(1) Zira n ~ 5 olmak tlzere (herhangi lklel 9ak11mayan) n tane 
dalreden her hang! il9il blr noktada kesltirlerse, bilttln dalreler 
o noktada keeitirler (n = 4. i9in bu dojtru degildir). 

(1) Bu problemln QOzQmQ S. 68 de ad1 geQen I. M. Yaglom'un 
ldtab1n1n 2. k11m1nda bnlnnablllr (Problem 52 c nln QOztlmQne 
bak1n1z). 
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20. STE1NER DAtRELERt. (1
) (

2
). 

MlSAL 27. 1. 11, 121 13 ve 14 genel durumda dort doiru ol
sun; yani bunlardan herbangi ikisi paralel olmasm ve iclerin
den secilen herhangi ii~ tanesinin ortak bir noktalan bulun
masm. 121 13, ve 14 dogrulan ile meydana gelen ilcgenin d1~ma 
cizilen dairenin merkezi 0 1; 11, 11 ve 14 dogrulan ile meydana 
gelen ilcgenin d1~ma cizilen dairenin merkezi 0 2; vs. olsun. 0 1 

0 21 0 3 ve 0 4 noktalanndan bir daire gecer. Buna 11, 12, 13 ve 14 

dogrulannm Steiner dairesi (~ek. 53) denir. 

~ek. 58 

2. n tane dogrunun Steiner dairesinin tarif edilmi~ oldu
gunu farzedclim vc 11, 12, ••• , l.+ 1 gibi genel durumda n + 1 ta
ne dogru verilmi~ olsun. 121 13, •.• , I.+ 1 dogrulannm Steiner dai
resinin merkezini 0 1 ile; 11, 13,. .. , l .. 1 dolrulannm Steiner dai
resinin merkezini 0 2 ile; ... vs. gosterelim. Boylece elde edilen 
0 1, 0 2, 0 3, .•• , O •• 1 noktalan bir daire i.izerinde bulunur. Buna 
11, 12, .•• , I • • 1 dogrulannm Steiner dairesi denir. 

/spat. J. 11, 121 13 ve 14 gcnel durumda dort dogru olsun 

(1) lnglllzce tercnme11inde bu dairelere •Mean Circle• deo
ml1tir. 

(2) Bu paragraf Ilk okuyu~ta terkedlleullir. 
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( ~ek. 54 ). 13 ve 14 i.in kesi~me noktas1 A12 12 ve 14 tin kesi~me 
noktas1 Au ... vs. olsun. 121 13 ve 14 dogrulan ile meydana gelen 
i.i<;genin d1~ma <;izilen C1 dairesinin merkezine 0 1 diyelim; ... 
boylece devarn edelim. Once C1, C2, C3 ve C4 dairelerinin bir M 

'~ 
~ek. 54 

noktasmda kesi~tiklerini gosterelim. Ger<;ekten, eger M nok
tas1 C1 ve C2 dairelerinin (A12 den farkh) kesim noktas1 ise 

~ A 18MA12 = ~ A18A2'A12 = ~ 12 ve 18 arasmdaki 

~ A12MA28 = ~ A12AuA23 = ~ 18 ve 11 arasmdaki 

dir. Bundan 

~ A13MA23 =~12 ve 11 arasmdaki = ~ A18AMAa 

sonucu c;1kar; yani, C3 dairesi M noktasmdan ge<;er. Benzer 
~ekilde C4 tin de M den gec;tigi gosterilir. 

~imdi 0 1 , 02, 0:i ve 04 noktalnr1n10 blr daire nzerinde bu
lundui:tunu ispat edeblliriz. Ayoi M noktastndan g-eten Ci, C2 
\"e C3 dairelerlnl gOzl\n ttne altthm ; C1 ilc Cs tekrar A1s nok
ta111nda ve C2 lie C:i tekrar Au noktut110da keaivirler. Bunlardao 
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~ 01Os02 = ~ A1sMA13 = ~ Aia Au A23 

= ~ lz ve 11 

arumdaki (1) bajt1ntilar1n1 8lde edertz. Benzer eekllde 

~ 01 O, Os= ~ 12 \'8 11 araemdaki = ~ 01 Os Os (1) 

oldujtunu gorebillriz. Rnndan da lddiam1z elde edllir. 

2. 1ddiammn n lane do(tru iQln l1pat edllmle oldu(tunu far
zed8lim; it, 19, ••• , l,. do(trolar1n1n Steiner dalre1lnin Qzerla
de bulunao v8 e1raa1yla n - 1 tane 11, la, ••• , I,. d~rulart lie 
It. la, ... , l,. d~rulann1n Steiner dalr8lerlnln m19rkezlerl olan 
01 ve Os noktalart arae1nda kalan yay1n, 11 ve 11 do(trulara 
araeanda kalan &QIDtn lkl kahna e1lt oldujtunon gGeterilmle bu
luodujtonu da kabol edeblllrlz (blrinci k11m1n 1oolar1na bak1-
otz). ~imdl de genel duromda n + 1 tane Ii. lz , •.. , l,.+1 d~
roeunu gOz Onilne alallm. 01 noktu1 n lane 11, la, . •• , l,.+i 
do(trularm rn Steiner dalresl olan Ci in merkezl, ... v • olsuo. 
012 nokta11, n - 1 lane la, I,, ... , 111+1 d~rular1n1n Steiner 
dairesi G12 nin merkezl, . . • v.e oleun. Ci, C2, ... , C,.+i dai
relerinin blr M noktaunda kesle8ceklerlnl gOeterelim. GerQek
ten, M noktas1, Ci ve C1 dairelerlnin 011 noktaemdan farkh 
olan keslm nokta11 oleun. Bu takdlrde 

1 
~ 011 M011 = 2 arc 01a Oa = ~ 11 \'8 ls aru1ndakl 

I 

1 
~ 012 MOss = 2 uc 012 023 = ~ la ve Li arae1ndakl 

eeitllklerlnl elde ed8riz (1). Bundao da 

~ 01a MOu = ~ 11 v8 '1 arae1ndak1 = ~ 01s Ou 0ss 
eonucu Qtkar (1). Yani Ca daireei M den geQer . Tamamen ayni 
eekilde dl(ter c,, Cr;, ..• , C,.+i dalrelerinln de M den get:tijtini 
gOelerebillrlz. 

Ct. C2 ve Ca dalrelerinl gGz OnQne alahm. 0111 nokla11 C1 
ve Cs Un lklnci keelm noktae1, Ou de C2 ve Cs On lklncl ke
slm nokta11 oleon. Bu takdlrde 

(1) Daha do(trueu bu a91lar eelt veya blrblrlerlnl biltQnleyen 
a91lardtr. 
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~ 01 0t ~ = ~ 01s MOta = ~ 011 Ou Ota 
= ~ la ve /1 in araa1ndaki (1) 

dir. Tamamen benzer 1ekilde her hangi bir 01 noktas1 ic;in 
(i = ~. 5, ... , n+t) 

~ 013 M{Ji3 = ~ /2 ve It In araa1ndaki 

= ~ 013 O:u °'3 
olduitunu g011terebillriz Bundan da bnttln Oi. 0,, Os. 04, ... , O,.+ 
noktalarmm bir dalre Ozerinde bulundug"u 1onueunu elde ederiz 

Misal 2i dekl formOllerde •d11a c;lzi len daireler» yerine her 
yerde •ice c;lzileo daireler» ifadealnl koyabilirlz . Fakat bir Oc
genln d1v10a 9izlleo dalre (bQtUn k01elerlndeo ge9en dalre) tek 
olarak bellr ll oldujtu halde iclne clzllen dalre (U9genln bQtOn 
kenarlanoa tetet olan dalre) dOrt tanedlr. (Oc kenardan her 
birlne blr tane l9ten nc lane de d1,tan tejtet dalre vard1r.) Bu 
dOrt dalreden her hangl birlal ahoabllecejtl lc;ln bir kar111khk 
olablllr. Bu gOclOIO Onlemek lc;in apt1dakl gibl hareket ederlz; 
Yonlenmi1 dotrular ve daireler alahm. Her blri Uzerlnde hare
ket dojtrultu1unu gO&termek l9ln oklar kullanahm . Bundan baf
ka yonlenmlt bir dogru Ile yOnlenmi1 blr dalrenin defme nok
tas1ndaki yOnlerl aynl lie dalreye dojtruya tejtettlr dlyellm. 
O halde Ii. la ve /3 gibl blr noktada keel1meyen yOnlenmiv u9 
dojtruya tetet olan bir ttlc yOnleomif dalre vard1r. (~ek. 55 
a, b) ve bu daire /1, /2, la dojtrulanntn meydana getlrdlll Qc;
geolo I cine 9lzilen dalre olacakttr. 

~ek. 55 a ve b 

(1) Daha dojtruau bu acilar e~it veya birbirlerini bOtfinleyen 
ac,:1lard1r. 
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Problem 29. Bir dairenin i9ioe tizilen ~okgenin ortosantr101n • 
tarifi. 

1. Bir U9genin ortosantr1, yUkRekliklerinin keeim noktae1 
olarak tarif edilir. 

2. Bir S daire~i i9ioe c;izilen Ai A2 ... An n - geoinin orto
santrm rn tarif edilmi~ oldultunu ve S i-;ine ~i:dlmilJ Ai Ai . .. 
A,. An+t (n + 1) - geninin verildijtini fanl)delim. (n + 1) lane 
A2A3 ... An+i, Ai As ... An+i, ... , Ai Az ... An c.;okgenlerinin 
ortosantrlari sira11yla H1, H2 • • . • , Hn+t oleunlar. Mer
kezleri H1, H2 •... , H,.+1 de olan ve yar19aplar1 S ile ayni 
olan dairelerin bir H noktas1nda keeioecekleri l1pat edileblllr. 
Bu noktaya At A2 ... A,.+ t (n+l) · genioln ortoaaotr1 denir. 
(~k. 56 da At At Aa A. dOrtgenioln orto1antr1 gOeterilmlistir). 

Sek. 56 



.., 

......... 80. 1. Bir blrlDl .... ltl dOlnaaa n.tm aoMa-
... "' ., .... ..., ••• , ....... dealr (Ilk • ., •>· 

'*· &7. 

Genel cluramda t19 dotnaan (llttll ..,.,_ bttlna11) --.f 
.._ dlJ9, ba dolraJudu lier tlftba _... Hktalanldla 
1808D dalreye delllr (let• I? 6). 

llmdl li. l• It ve Z. llbl pnel dVaada dOrt d~aa "" 
lfldltlal fanedellm. It. la. z. dotraJanma merbd ...... St 1 
li. It. Z. dCJlra)anaua ..,ked QINU S1; ••• va. ollaa. St, S1, 
Sa ve s, dalrelerl apl blr 0 aoktmada ~- _....,.. 
It, 11, la. l1 .,,.,.,IMA ,,..,/ral Mital dUfr (fet, 17 O)o 

2. 211-1 taae dotranaa merbll dalr I le 211 tau dotr•· 
DUD merkelf nektMult dab ODoe "'8rle tfmld fanedelh• ft 
ls, 11, ••• , l1a, 1111+1 ll:bl 1a+1 taae PHI darlllfda doln • 
rllmlt olaaa. 211 tane ~ •• la •••• , 1111, lat 1 dolnJana a ,..._ 
Jrelf aoktan At; z., t,, ... , 1.,., 1111+1 otralaraua -w 
aoktua 4 ... •·• ve IOll olarat la. It. • • , i. dofralar:m•• 
merited aoktMl da Aaa+t oi.u. Ba lalrdtrde Jls, Al. • •, At.+t 
aoktalan blr daln tlseriad4 balmnarlu. Ba dalier• llt+l ,._ 
11, 11, • • • , ,., lta+I .,,.., .. ...,..., .,,.,,_ Pair• 
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s 

Ii 
(b) 

~ok. 5i b ve c 

Son olarak, 2n+2 tane geuel durumdu l1 , l2 , ..• , l2n+l• l:in+S 
do(;rularmin verildij'tini farzedelim. S1; 12, L3, ••• , l2n+i. l2n+t 

dottrularrnm merkezi dairesi; S2; l1, l3, .. • , l2n+ 1, l2n+2 dolt· 
rulurmm merkezi: dairesi; ... v.11, en son Stn+2 de 11, 12, ••• • 
L2n-t-1 doj.trularinin merkezi dulresi olsun. Bu ljartlor altrndll 
Si. S2, ... , S2n+lt S2n+2 dairelerl ortuk blr noktada kesi~ir· 
!er. Bu noklnyn 2n + 2 tane l1, .•• • l2,,+2 dogruaunun merkeii 
noktasz denir. 



5. tndilksiyonla Tarlfier 99 

Problem 81. 1. Genel durumda 11 , 12 ve 13 glbi Q~ dojtru 
verllmit olsun. Bu dojtrular1n meydana getlrdljtl t1~genln d111na 
~lzilen dalrenln merkezlne, bu ii~ dojrunun merlcezi nolcta11 denir. 

~lmdi de genel durumda Ii. 12, 13 ve l, gibl d!!rt dojtru 
g!!z!!nQne a lahm. ls, la , 1, dogrularmm merkezl noktastn1 At 
lie; It. la, 1, dojtrularmm merkezi noktas1n1 As ile; • . • v .s 
g!!sterelim. H!!ylece elde edilen Ai. As. As ve A, noklt:llar1 
blr daire Qzerlnde bulunurlar (yukarda MiaAl 27 ye bak1n1z), 
bona 11, 12, la, l, dojralarmm merlcezi dairesi denlr. 

2. Daha !!nceden, verilen herhangi 2n -1 tane doi'trunun 
merkezi noktas1yla 2n tane dojtrunun merkezt dairesini bellrle
dlglmlzi farzedelim, ve bize genel durumda 2n+l tane li. 12, .. . , 
I,,., l2n+1 dojtruau verllmit olsun. 2n tane 12, ls, . .• , l2n, l2n+t 
dog"rularmm merkezl dairesini St ile; 11, la, . .. , /2,. , lzn+t 
dojtrnlarmm merkezt dalreaiol S2 Ile; •.• v . 11 ; li. 12, . .. , l2n 
dojtr ularimn merkezl daireslni S2n+1 ile g011terelhn . Si , S2, ••• , 
S 211 +1 dalrelerl bir noktada kesi1irler. buna 2n+l tane /1, 12, . .. , 
I,,., l2n+1 doJra•anan merke:zi nokta•1 dlyecegiz . 

En son, 2n+2 lane genel durumda /1, 12, .•• , l2n+2 tlojtru
lari verilmiljf olsun. 2n+ 1 tane 12, ..• , l2n+2 do{trular1nm mer
kezl ooktas1n1 At lie; /1, ls, ... , 1211+2 dogrular1nm merkezi 
nokta111n1 A2 ile: ... ; 11, /2, .• . , 12n+1 do~rularmrn merkezi 
noktas101 A21o+2 ile g11sterelim. 

B!!ylece elde edllen At. A2, ••• , A211+t noktalar1 blr dnire 
Uzerlnde hulunurlar, hu da1reye 2n+2 tane 11, 12, • • • , 12n+2 
do.fjrularmm merkezi daire•i dlyece~iz. 

Yo! gosterme. Uuradeki iddianm i!!pah tamamen problem 30 
da qllylencn iddianin isp11t1nn benzer ~ekilde yap1hr. 

22. LiNEER ELEMANLAR 

Bir lim:er eleman <llylnce bir A noktast Ile birllkte hn nok
tadan ge~en ve do~rultusu \ erilmi!;I o lan blr a doltrnsunu nnh
yaea~1z. Bi r llneer elernan (A, a) eembol!I ile g~11 terllc1•ektlr. 
1-;ger alt a2, .• • , an do~rnlar1 genel durumda fee ler (yukarda, 
Misill 27 ye bak101z) ve At, A2, ••. , An noktalari da bir dalre 
Uzerlnde bulunuyorlarsa , n tane (A1, 01), (A2, a2), ••. , (An. an) 
Uneer elemanlanna kon•ilclilc denlr. 
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Problem 32. 1. Ejter Ai ve A2 farkh noktalar i1eler ve a1 
ile 02 dojtrulan ke1i1iyorlar1a Ai. A2 noktalar1ndan \"8 ai Ile a2 
nin keeivtiklerl noktadan geQeD dair eye, (Ai, a1) ~e (As. a2) 
lineer elemanlannzn dogrultman daireai denir ; ~ek. 58 a'ya bak1-
n1z. A1, A2, As noktalari birbirinden farkh ve a1, az, aa dojt· 
rulari genel durumda olmak fizer e (Ai. a1) ve (A2, a2), (A1, a1) 
ve (As, 03), ve en eon (A2. a2) ve (As. oa) glbi UQ lineer eleman 
Qifli verilmilJ olsun. Hu Qiftler in dojtrultman dairelerl bir nok
tada kes~irler. Bu noktaya (A1, a1), (Az, as) ~e (As. as) lineer 
elemanlannm dograltmon nokta•z deolr; ~ek. 58 b ye baktn1z. 

(a) 

~ek. 58 

2. Her hang! 2n--2 tane konsikllk lioeer elemanm doj!'rult
mnn dairesinin ve 2n-1 lane konsiklik llneer elemanm da doi\'
rullman noktasmm daha Once belirlendijtini farzedelim. 2n tane 
konsiklik lineer elemnn verilmif1 olenn. Bu lineer elemanlurdan 
her (2n - 1) tanesinin belirledi1ti rlojtrultmnn noktalarm1 bula
hm. HOylece elde edilen 2n lane nokta hir daire Uzerlnde bu-
1 un u r. Buna 2n tone kon•iklik linecr elBmomn dograltmon doiresi 
denir. Benzer ~ekilde 211 + 1 tane konslkli k lineer eleman gOz 
Unilne alahm. Bunlnrdan her hangi 2n brne11inden meydanu ge
len pari;alarm her hirinin do~rnltruan dnirelerini bulahm. B/Jy
lece elde edilen 2n-f-1 lane daire bir noktn<la kesll)irler. Bu nok· 
tnya 2n+ 1 tone kon!liklik lineer elemomn clogr11ltmon noktosz denir. 



6. Boyut Say1s1 Ozerine indUksiyon. 

23. DEGi~iK BOYUTLU UZA YLAR 

Bir uzay geometri dersinde ekseriya uzay geometri teorem
Jeri ile diizlem geometrideki teoremler arasmda bir benzerlik 
sezeriz. $oyle ki, bir 9ok bak1mlardan bir paralelyiiziin ozelik
leri, bir paralelkenann ozeliklerine benzer. (Mesela «Bir para
lelyiiziin kar~1 yiizleri denktir ve ko~egenleri bu noktada kesi
~irler; bu nokta herbirinin orta noktas1drr.» teoremi ile «Bir 
paralel kenann karl?I kenarlan e~ittir ve ko~egenleri bir nokta
da kesi~ir; bu nokta her birinin orta noktas1dir» teoremini kar
l?llal?tmmz). Bir kiirenin ozelikleri daireninkine benzer. (Me
se!a, <<Bir kiireye teget olan diizlem, degme noktasmdan ge9en 
yan9apa diktir.» teoremi ile «Bir daireye teget olan bir dog
ru degme noktasmdan ge9en yan9apa diktir.» teoremini kar
~1la~tinmz.) Fakat, ayni zamanda diizlem ~ekiller ile uzay ~e
killerin ozelikleri arasmda esash farklar vardir. Burada gore
cegimiz en esaslI fark diizlem ~ekillerin iki boyutu ( «uzun
luk» ve «geni~lik») oldugu halde, uzay l?ekillerin iic; boyutu 
( «uzunluk», «geni~lik» vc «yi.ikseklik») vardir. Buna gore, 
diizlemde bir noktamn durumu, x ve y gibi iki koordinat ile 
tamamen belirlendigi halde ($ek. 59 a) uzayda bir noktanm 

y -----?M 

y 

I 
I 

----0-:-+--x._,;.-'--~ x 

$ek. 59 a 
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yerini belirlemek ic;in x, y ve z gibi tic; koordinat gereklidir 
(~ek. 59 b). Bundan dolayt adi uzaya ekseriya uf boyutlu 

z 

... ... . ... ... ... ... 
z M 

)' ,( 

, y 
0 , , M , 

M1 (c) 

(b) 

~ek. 59 b \'0 c 

uzay, diizleme de iki boyutlu uzay denir. Bu terim daha da 
geni~letilcbilir. Bir dogru iizerindcki bir noktanm durumu bir 
tck x koordinat1 ilc tamamen belirlenir (~ek. 59 c); c;iinkii bir 
dogru iizcrinde biitiln ~ekillerin ( dogru parc;alanmn) yalruz 
bir boyuilan ( «uzunluk•) vardtr. Bu sebeptcn bir dogruya 
bir boyutlu uz.ay dcnir; ~uhaldc bir uzaym boyut· say1s1 bir, 

iki veya Uc; olabilir. 

Uzay geomctridcki teoremlcr, gencllikle diizlcm geomet
ridcki kar~1tlnnndan daha kan~tkttr; diizlem ~ckillerin oze
likleri isc bir dogru iizerindeki ~ekillcrin ( dogru par~'\larmm) 
ozcliklcrindcn c;ok daha kan~1kt1r. Ayni zarnanda «i..ic; - boyut
lu• teorcmlcrin (yani, uzay geomctridcki tcorcmlerin) ispatla
n, ekseriya kar!jth olan «iki - boyutlu» ifadenin (yani, diizlem 
gcometridcki ifadcnin) dogruluguna dayamr. Mesela, bir pa
ralel yiiziin ko~cgcnlcrinin ortak kesi~me noktasmda birbir
lcrini ortalad1klannm ispatt bir paralel kenann buna k~1t 
olan ozeligi kullamlarak yap1hr. Bazan da ciki. boyutlu• teo-
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rernlerin ispatlan bir - boyutlu benzer teoremin ispah esas 
almarak yap1labilir. Bu baglantllar, baz1 geometrik prob
lemlerde, boyut say1s1 ilzerine induksiyon yap1lmasm1 miirn
kiin kdar. ~oyle ki, ifadcnin bir - boyutluda dogru olmas1 kul
lamlarak iki - boyutluya \'e bundan ii~ - boyutlu uzaya g~ilir. 
Buna ait misaller bu bOliimde verilecektir. Boyut saylSl iize.. 
rindeki indiiksiyon ekseriya adi indiiksiyon ile beraber kulla
mhr, \'e bazan adi indiiksiyon onun yerine kullamlabilir 
(§ 26). 

Bu boliimdeki misallerin tetkikinde ve problemlerill ~~ 
ztirnilnde diizlemdeki bir dairenin ( yani, verilen bir 0 nokta
smdan e~it uzakhkta olan noktalann geometrik yerinin, ( ~k. 
60 b) uzayda bir kiireye ( bir topun yiiziine, ~k. 60 c) tekabill 
ettigini hat1rdan ~1karrnamahd1r. Bir dogru iizerinde bu ozc
lik, verilen bir 0 noktasmdan e~it uzakhkta olan bir nokta 
~iftine tekabiil eder (~k. 60a); diizlemde dairesel bir disk, 
uzayda i~i dolu bir kiireye ve bir dogru iizerinde bir dogru 

A 0 B 

(a) 

• O 

(b) (c) 

~ck . 60 
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par~asma tekabill eder. Nihayet, di.izlemdeki bir ABC li(;geni 
( ~ek. 61 b) uzayda bir dortyi.izlliye ( yani, A, B, C ve D gibi 
dart ko~esi bulunan herhangi bir li~gen piramide $ek. 61 c) 
ve dogm Uzerinde A ve B gibi iki «ko~e» si bulunan bir AB 

dogru paq;asma ($ck. 61 a) tekablil eder. 

c D 

A 8 A~B A c 
(a) (b) 

'? 

~ek. Gl 

~unu da kaydetmeliyiz kl, diizlem geometride \'erilen bir teo
remln nzay geometrldeki kare1tinrn ne oldu~u sualinin cevab1 
ekseriya tek de~ildlr. Bazan di.izlemdekl bir lic;gene blr d!lrt
yUzlU (daha fazla boyutu olan bir vekil) dej;til gene aynl Uc;geni 
tekab!ll ettirmek uygun olur; fakat bu sefer Uc;gen uzayda 
gozonnne ahnmt§llr . Renzer eekilde dUzlemde ahnan blr dojt
ruya uzayda ya bir do~ru veya blr dilzlem tekablil eder . BOy
let•e, uyni blr iki boyutlu teoremln kar1J1tlari olarak farkh 
•lic;-boyntlu" teoremler bulunnbllir . Meselu , •Dtlzlemde bir M 
nok taqrn10 , merkezl 0, yarn;ap1 R olan bir dairenln i«,line c;izi
len d llzg!ln bi r ri - gen in kll~elerine ohm u1.akhklar1ntn knrele
riniu toplaou 11 (R2 + OM2) ye e!;littir,. teoremlne uzay geomel
ride a~a~1daki iki teorem tekabiil cder: •Ul:tyda bir M noktu-
81mn, 

0

11~erkezi 0, yar11;ap1 Rolan bir daire li;i~e c;izilen dUzgOn 
bir 11. genin ko~eleriue olan uzakhklimnm karelerinln toplam1 

11 (R2 + 0.\.12) ye e1ittir. • ve •Uzayda bir M noktasrnrn merkezl 
O, ynr1<(ap1 R olau bir kilre i~iue i;;1.ilen, n kneeli dUzglln bir 
~ok y!izlliniin kn$elerine olan uzakhklar1n1n karelerinln topla-
1111 71 (R2 + OM2) ye e1ittlr,.; bu teoremlerden her iklel de doj't
rudur ''e her ikisi de tekabul eden •ikl boyutlu• teoremden 
boyut say1s1 Uzerine lndUksiyon tatblk etmekle elde edilir. Ba
rada teferruat ile daha fazla me1gul olm1yacag1z. •Bir boyutlu• 
teoremler.ien •lki - boyutlu• ve •il<; - boyut• lulara gec;i1in kar-
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111Iaeltrmasm1 okuyncuya b1rak1yoruz. Mesel:1, aeatt1daki 29 ,-e 
37 inci misaller birbirleri ile 35 \"e 36 10t•1 misaller de birbir
leri ile kareua~hrilabilir. 

Bu bolil.mdc, boyut say1s1 iizcrine indiiksiyon kullamlarak 
hesaplamalar, boyut say1S1 iizerinc indiiksiyon kullamlarak is
patlar, boyut say1s1 iizcrinc indiiksiyon yapilarak gcomctrik 
yerlcrin bclirlenmesi ve boyut sayis1 tizerine indiiksiyon kul
lamlarak yap1lan tariflcr gozoniine ahnacaktJr. Boyut sayis1 
iizel"ine indiiksiyon kullamlarak c;oziilen c;izim problemleri 
gozoniine a lmad1k, c;iinkii uzayda bir c;ok c;izim problernleri 
yeter ~ekilde iyi tarif edilmi~ degildir. Her nekadar, ekseriya 
tekabiil eden «iki - boyutlu» (diizlem) hal daha entcresan ise 
de, biitiin hallerde ciic; - boyutlu» (uzay geometrideki) ifade
ler esas ahrurn~hr; bu hallcrde, yalmz iki boyuttan, tic; boyut
lu hale gec;ilebilenler nazan itibara almacaklar; fakat btitiin 
teferruat gozontine almm1yacaktir. 

Modern matematik ve fizikte n- boyutlu uzay kavram1 
esash bir rol oynar, bu uzayda bir nokta n tane koordinatl ile 
belirtiJir; burada /1 herhangi bir poiitif tam Sa}1dtr; ozellikle 
n, iic;ten biiytik olabilir. n - boyutlu uzayda ~ekillerin ozelikle
ri ekseriya, uzaym boyut say1y1S1 iizerine rnatematiksel in
dtiksiyon yaptlarak gosterilir; ozcl olarak bu metod ile, bu 
boliimde elde edilen blitiin sonuc;lar n - boyutlu uzaya ge~
letilebilir. Fakat bu i~ bu kitabm smmm '4imaktadir. 

24. BOYUT SA YISI tiZERiNE iNDtiKSiYON 
KULLANILARAK HESAPLAMA 

M1SAL 28. cGenel durumda» olan (yani herhangi u9u 
onak bir noktada kesi~en, fakat herbangi dart tancsinin or
tak bir noktas1 bulunm1yan) n tane dtizlem uzay1 ka9 pa~
ya aymr? 

A~agidaki problemler dizisini ~ozelim : 
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A. Bir dogrunun n tane nokta ile kac;: parc;:aya aynlaca. 

gm1 belirleyiniz. 

c:;OzDM. F1 ( n) parc;:alann saylSlru gostersin; a~ikar ola

rak F1(n) == n + 1 dir. 

B. «Gene! durumda» olan (herhangi bir c;:ifti kesi~en, fa
kat ilc;:er Uc;:er ortak bir noktalan bulurumyan) n tane dogru 
dUzlcmi ka<; parc;:aya aymr? 

<;OZOM. 1. Bir dogru dilzlcmi iki parc;:aya aymr. 

2. Genel durumda olan n tane dogrunun, dilzlemde ayir
d1g1 parc;:a say1s1 F2( n) i bildigimizi farzedelim; ve genel du
rumda n + 1 tane dogru alabm. Bu dogrulardan ilk n tanesi 
dilzlemi F2( n) parc;:aya aymr; ( n + 1) inci l dogrusu, verilen 
11artlara gore, diger n dogruyu n farkb noktada keser; bu nok
talar l dogrusunu F1(n) == n + 1 parc;:aya ayinr. (A ya bakl
mz.) Buna gore, l dogrusu, dtizlemin evvelce elde ettigimiz 
parc;:alanndan n + 1 tanesini keser; Ohalde F2(n) tane olan 
parc;:a F1(n) tane daha artar. Yani 

Fi(li + 1) = F2(n) + F 1(n) = F2(n) + (n + 1) (13) 

dir. ( 13) e~itliginde n yerine s1ra ile n - 1, n - 2, ... , 2, 1 koya

lun. 
F2(n) = F2(n-1) + n, 

F2(n-1) =Fhi-2) + (n-1) 
..... . ... .. . 
Fi(3) = F2(2) + 3 

F2(2) = F2(1) + 2 

elde ederiz. BUti.in bu e~itliklcri tophyahm; F2( 1) = 2 oldugun

dan 
F2(n) = F20) + [n + (n-1) + ... + 2] 

= 1 + [n + (n-1) + ... + 2 + 1] 

ve son olarak 
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bulunur. (Giri~teki (2) fonniili.ine bakllllz). 

C. Bu misaldc ba~langu;ta verilen problem. 

<;OZOM. 1. Bir dUzlcm uzayi iki par~aya aymr. 

10'1 

2. Gcnel durumda n tanc diizlemin, uzayda ayiracaklan 
par~alann say1s1 F3( n) i bildigimizi farzedelim ve gcnel du 
rumda n + 1 tane dUzlem alahm. Bunlardan ilk n tanesi uza
y1 F

3
( n) par~aya aymr; ( n + l) inci 'lt dtizlemi bu n dtizlem 

ile genel durumda n tane dogru boyunca kesi~ir, bu dogrular 
onu F 

2
( n) = ( 112 + n + 2) /2 par~aya aymr. ( B k1smma bak1· 

mz) . Bun a gore 

(14) 

e~itligi elde edilir. (14) e~itliginde ti yerine n-1, n-2, ... ,2,1 

koyarak 

Fs(n) = Fs<n-1) + (n-1)2.-i-~n-1)+2 , 

F
8
(n-1) = Fln-2) + (n · 2)

2 
_:_ ~n-2) + ~ 

. . . . . .... . 

F f2) = F (1) ' 
12 

-1-
1 + 2 

3 3 -r- •) 
"' 

bulunur. BiltUn bu c~itlikler toplanarak 
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1 
F 3(n) = F3(1) + 2" r (n-1 )2 + (n-2)2 + · · · + l2] 

1 1 + y[(n-l)+(n-2) + ·· ·+ 1]+ 2[2 + ···+ 2] 
(n-1) tane terim 

elde edilir; bundan da, Giri~teki ( 2) ve ( 3) e~itlikleri ve 
F2( 1) = 2 oldugu gozoniine almarak 

Fa(Jz)= 2 + n(n-li~2n-1) + (n~l)n + <n-l)_ 

(n+ 1) (n2-n+ 6) 
-- 6 

bulunur. 

Problem 33 !kiter iki,er keai,en n tane kilre, uzay1 ka(f 
par9aya ay1rir ? 

Yol go•terme. A,ajt1daki problemler dlzi1ini gijz Onilne ala
hm : 

A. Bir dojtru, n taoe •bir boyutlu daire• lie yani n lane 
nokta 9ifti ile kaQ par(faya ayr1hr (Paragraf 28 e bak1u1z)? 

Cevap. 2n tane nokta do!truyu 2n+1 par(faya aymr. 

A'. Bir dalrede, kendi O.zerlnde bulunan n lane nokta Qifti
nin ay1rd1{t1 par(falar1n say1s1 4)1(n) i buluouz. 

~vap. 4>1(n) = 2n. 

B. Bir diizlemde, ikiter ikleer keet,en n tane dairenin ayu
d1~1 parca eay1e1 ~:i(n) 'i buluouz. 

QOZOM. Dairelerden n taneei (n+t) incl daireyi n C(ift nok
tada keserler. Punun neticesi olarak, onu «11(n) = 2n parcaya 
ay1rirlar (A' k1sm10a bakrn1z}; 0 halde (n+l) inci daire, n dai
renin dilzlemde ayzrd11t1 ~2ln) tane parcadao cl1(n)= 2n taneel 
ile kesi~ir. Buradan 

~2(n + 1) = !12(n) + 11)1 (n) 

= !1)2(n) + 2n 
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eottliklerini elde ederiz. Bu eisitlikleri ve ~2(1) = 2 oidu(tunu 
kullanarak 

~t(n) = n2 - n + 2 
bulunur. 

B'. Bir kilrenin yUzeyi, bu kilre ilzerinde bulunan ve ikioer 
ikli:er kesii:en dairelerle ka1;. pnrc:nya nyr1hr? 

Cevap. ~2(n) = n2 - n + 2 pari;aya ayrihr. 

C. ltk problem. 

QOZOM. n kllre (n+l) inci lle n tane daire boyunca keaioti
~inden, onun ytizeylnl ~i(n) = n! - n + 2 par<;aya ay1rirlar (B' 
k1s1mna bak101z). O halde lki11er lki~er kesioen kilreler uzay1 
41a(n) par<;aya ayir1rsa (n+ 1) tane kure uzay1 

41a(n+l) = •s(n) + fl2(n) 

= 41a(n) + (n2-n+2) 

par<;aya ay1r1r. Bundan ve •a(l) = 2 oldu~undan faydalanarak 

* s(n) = n (n2-Sn+8) 
8 

bulunur. 

2S. BOYUT SAYISI VZER1NE iNDVKsiYON 
KULLANILARAK YAPIIAN iSPATLAR 

~ 
.i 

MlSAL 29. Ko~eleri 1, 2, 3 ve 4 rakamlan ile. _1.1maralan-
nn~ bir dort yi.izltiyii daha kti9i.ik dort yiizltilere par90.hyahm. 
Oyle ki, bu boltinme sonunda elde edilen dortyiizlillerden her
hangi bir 9iftin ya hi9 ortak noktalan bulunmasm veya bir 
ko~cleri, veya bir kenarlan (bir kenann bir par~s1 degil), 
veya bir yi.izleri (bir ytiztin bir pa~as1 degil) ortak olsun. Bu 
~ekilde clde edilen kU~Uk dortyiizlillerden her birinin ko~ele
rini 1, 2, 3 ve 4 rakamlan ile numaralayahm. Bundan ba~ka, 
btiytik dortyiizltiniin bir yiizU iizerinde bulunan btittin ko~e
ler, o yiiziln ko~elerindeki rakamlan kullanarak, ve btiytik 
dortyiizltintin bir kenan ilzerinde bulunan ko~ler de, bu ke
nann iki ucunun numaralan yard1m1 ile numaralansm. En 
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az bir dortyiizliiniin biitiin ko~elerinin farkh numaralar t~1-
yacag1ru gosteriniz. 

A~ag1daki problcmler dizisini gozoniinc alahm. 

A. U~lan I ve 2 ile numaralanm1~ bir dogru p~as1, bir
birleri ile kesi~meyen, bir i;ok kii~iik pari;alara boliinsiin ve 
bu boliim noktalan 1 veya 2 rakamlan ile numaralansm ( ~ek. 
62 a). Bu boliinmcdc hi~ olmazsa bir dogru par~asmm iki 
ucunun farkh rakamlarla numaralanacag1m gosteriniz. 

2 2 

Sek. 62 a 

/spat. 12 ~eklinde numaralamm~ dogru pa~alanmn sayi-• smm tek oldugunu gosterelim; buradan, bu ~kilde enaz bir 
dogru par~as1 oldugu sonucunu elde ederiz. ( Ciinkii s1fir «;ift 
bir say1d1r). Boliinmedeki l'lerin sayis1 k olsun, ve A, 1 ile 
numaralamm~ dogru p~lanmn u~lanmn saym olsun. A 
say1smm tek oldugu ~ikard1r. Ciinkii l 'lerden herbiri ilk 
dogru par~asmm bir ii; noktas1 olduAundan boliinmede iki 
dogru par~asmm u«; noktas1 olur, yalmz bir tane 1 bir tek doi
ru par~asma aittir; o da ilk dogru p~mm ucunda olandir; 
Ohalde 

A= 2k + 1 

dir. Diger taraftan bolUnmede 11 ~eklinde numaralanm1~ dog
ru par~alannm say1sm1 p ile, 12 ~eklinde numaralanrm~ olan
Jann say1sm1 da q ile gosterirsek, 1 ile numaralanm1~ u~lann 
say1s1 

A= 2p + q 
olacakt1r. 

2k + 1=2p + q 

e~itliginden q niin tek oldugu bulunur. 
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B. Ko~eleri 1, 2 ve 3 ile numaralanm1~ olan bir iic;gen, 
ki.ic;iik iic;genlere a~ag1daki ~ekilde parc;alanabilir : Bu bOli.in
mc sonucunda elde cdilen iic;genlerden herhangi iki tanesinin 
ya hie; ortak noktas1 yoktur, vcya ortak bir ko~eleri, veya (or
tak bir kcnann pan;as1 degil, fakat) ortak bir kenarlan bulu
nur. Parc;alanma sonucunda elde edilen biitiin i.ic;genlerin kO
~eleri l, 2 ve 3 rakamlan ile numaralarur. Bundan ba~ka, bii
yiik iic;genin herhangi bir kcnan iizerinde bulunan ko~eler, bu 
kenann iki ucundaki rakamlardan biri ilc numaralamr ( $ek. 
62 b). Bu boliinmede en az bir iic;genin biitiin ko~elerinin 

farkh rakamlarla numaralanacagiru gosteriniz ($ek. 62 b de 
taranrru~ olan iic;genler). 

3 

2 

!;lek. 62 b 

/spat. 1, 2, 3 ile numaraianm1~ olan iic;genlerin say1smm 
tek oldugunu gosterelim. Bunun ic;in, bu boliinmede 1, 2 ~ek
linde numaralan~ biitiin iic;gen kenarlannm sayis1m A ile 
gosterclim. Bunlardan biiyiik ilc~genin tamamen ic;inde kalan

lann say1S101 k ile, biiyiik iic;genin 12 ~eklinde numaralanrru~ 
kenan iizerinde bulunanlann sayisllll l ile gosterelim. ( Biiyiik 
iic;genin diger iki kenari iizerinde 1, 2 ~eklinde numaralanm1~ 
parc;a bulunmaz.) k tane dogru parc;asmdan her biri boliin· 



112 Geometride indilksiyon 

medeki iki ii9genc vc l tane dogru parc;asmdan her biri de bO
lilnmede bir tck i.i9gene ait oldugundan 

A= 2k + l 
dir. 

Diger taraftan, bolilnmcde ko~eleri 1 2 2 veya 1 2 1 ~eklin
de numaralanm1~ iic;genlerin saylSl p, ko~eleri 1 2 3 olan iic;
genlerin saylSl da q olsun. p ta.ne i.ic;genden herbirinin 1 2 ~ek
linde numaralanm1~ iki kenan q tane iic;genden herbirinin de 
bu ~ekilde numaralanm1~ bir kenan olacagmdan 

A= 2p + q 
diir. 

2k + l = 2p + q 

e~itliginden q ve l sayilannm her ikisinin birden tek veya c;ift 
olmas1 icab ettigi gorilliir. A klsIDIDda gosterildigine gore l sa
y1s1 tek olmahdir; ohalde q de tektir. 

C. Bu misalin b~langicmda verilen teoreme gelelim. 

/spat. BOliinme ile elde edilen dortyiizliilerin yiizlerinden 
1, 2, 3 rakamlan ile numaralanm1~ olanlann saylSI A olsun. 
Bunlardan biiyiik dortyiizliiniin i~rsine dii~enlerin saylSI k, 
biiyiik dortyiizliiniin l, 2, 3 ~eklinde numaralamm~ yiiziiniin 
iizerine dii~enlerin saylSl l ise 

A= 2k + l 
dir. 

Diger taraftan, bolilnmede 11 2 3 veya 1 2 2 3 veya 1 2 3 3 
~eklinde numaralanrm~ dortyiizliilerin sayis1 p , 1 2 3 4 ~eklin
de numaralanm1~ dortyiizliilerin sayis1 q olsun. Bu takdirde 

A= 2p + q 

oldugu ~ikardir. 
2k + l = 2p + q 

I 
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c~itliginden q vc l say1lannm her ikisinin de ayni zamanda 
tek veya r;ift olacag1 goriiliir. Fakat tcoremin B de ispat edi
lcn kismrna gore l saylSl tekdir; o haldc q de tekdir. 

26. ADI iNDVKSiYON YARDIMI iLE iSPAT 

23. Paragrafta boyut say1s1 iizcrinc yaptlan indiiksiyonun 
bazan bayag1 indiiksiyon yerindc kullanilabileceginc i~arct et
mi~tik. Simdi buna bir kar; misal vcrelim. 

M1SAL 30. Misal 29 A da vcrilcn teoremi, bOliinmcde elde 
cdilen dogru parr;alannm r sayis1 iizerine indiiksiyon yaparak 
ispat ediniz. 

/spat. 1. /1 = 1 ir;in onerme a~ikardir. 

2. Onermemizin ahnan dogru parr;asmm herhangi bir 
~ekilde daha kiir;iik n parr;aya boliindiigu zaman ispat cdildi· 
gini ve 12 dogru pari;asm1 n + 1 tane daha kiir;iik dogru par· 
r;asma ayiran bir parr;alama yapt1gim1z1 farzedelim. Eger bu 
ki.i«;i.ik dogru par~alarmm hepsi 12 ~eklinde numaralanma· 
m1!jsa, her iki ucu da ayni rakamla numaralanm1~ bir dogru 
parr;as1 bulabiliriz; mesela 1 1 gibi. Bu dogru parr;asm1 bir 
nokta kalacak ~ckilde daraltirsak, 1 2 dogrusunun n tane da· 
ha kiir;iik pan,;aya aynh!?IID elde ederiz. tndiiksiyon hipotezi
nc gore bu boliinme, ve bunun sonucu olarak ilk bOliinme, 
1 2 ~eklinde numaralanm1~ en az bir dogru parr;as1 ihtiva 
edcr. 

M1SAL 31. Misal 29 B de verilen teoremi, boliinmcde elde 
edilen iir;genlerin n sayis1 iizerine indiiksiyon yaparak ispat 
cdiniz. 

!spat 1. n = 1 ii;in onerme a~iUrd1r; n = 2 ii;in kolayca 
tahkik edilebilir. 

2. 1 2 3 iir;geninin n tane veya daha az sayida iir;gene 
pa~aland1g1 herhangi bir boliinmede onennemizin dog

F. 8 
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ru oldugunu kabul edelim ve lic;geni n + 1 tanc lic;gene par
~ad1g1mm farzedelim. Eger bu lic;genlerin hcpsi 1 2 3 l?Cklin
dc numaralanmam1!? isc baz1 iic;genlcrin iki ko!}esi ayni nu
maray1, mescla I numarasm1 ta!}1r. Bu 11 kcnan ya (bu kc
nar bliyilk i.ic;genin ic;indc isc $ck. 63 a) bOlilnmcde elde edi
len i.ic;gcrh' rden ikisinin kcnamhr, veya (bu kcnar bilyilk i.ic;
genin kcnannda ise $ek. 63 b) yalmz bir i.ic;gcnc aittir. 1 1 dog
ru parc;asm1 klic;iiltcrck bir noktaya indirirsck 1 2 3 ilc;geninin 
( birinci ha Ide $ek. 63 c) n - 1 tane ilc;genc yctti bir parc;ala
m~m1, wya (ikinci haldc $ck. 63 d) n tanc iic;gene yeni b ir 
parc;alan1~m1 cldc ederiz. l ndliksiyon hipotczinc gore bu par
c;alami;;ta ( ve dolaylSl ilc ilk parc;alam~ta) ko~eleri 123 nu
maralanm ta~1yan en az bir iic;gen vardir. 

3 3 

(a) (b) 

3 

(d) 

~ek. 63 
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Problem 34. Misal 29 C deki teoremi, paJ\:alam~taki dort
yiizliilerin n say1Sl iizerine indiiksiyon yaparak ispat ediniz. 

Yol go•terme. !spat, misal 31 dekl Onermeoio l1pat1010 beo
zeridir 

Misal 29 daki tcorcm 9ok daha ac;:1k olarak vcrilebilir. KO
~clcri I 2 3 4 ile numaralanm1~ dortyiizliide bir «yonlcnme• 
yapahm: ~oylc ki I, 2, 3 yiizlerinde I ko~esinden 2 ye, ondan 
da 3 ko~esinc gidcn defame, 4 ko~csindcn bak1ld1g1 zaman sa
atin donme yoniindc goriilen dortyiizliiler ile saatm donme 
yoniiniin aksi yonde goriilen dortyilzliiler farkh yonlcrde ol
sunlar. Buna gore a~ag1daki tcorem dogrudur. 

Problem 35. Misal 29 daki ~artlar alttnda, botiinmede el
de edilen t, 2, 3, 4 ~eklinde numaralanm1~ dortyilzlillerden bii
yiik dortyiizlii ile ayni yonde olanlann sayismm, aksi yonde 
olanlann say1smdan tam bir fazla oldugunu g0steriniz. 

Yol go•terme. Atalt1daki problemler dlzlsinl g117.l\oilne alahm. 

A. Misal 29 A daki ~artlar altmda 12 dogru pa~lanndan, 
1 k~esjnden 2 ko~esine giden yonleri biiyilk dogru parcras1 ile 
ayni olanlarla, bu yonleri btiyiik dogru paJ\:asmmki ile ters 
olanlan farkh kabul edelim. Birinci tipteki dogru parc;alannm 
say1smm, ikinci tipteki dogru p~alannm sayismdan bir faz
la oldugunu ispat ediniz. 

B. 1, 2, 3 tic;geninde (Misal 29 Bye balomz) 1 ko~esinden 
2 ko~esine, ondan da 3 ko~esine giden yon saatin donmc yO
niinde ise, ( veya saatin donme yoniiniin aksi yonde isc) tic;gen 
saatin donmc yonlinde (veya saatin donme yonlinlin aksi yon
de) yonlenmi~tir diyelim. Boliinmede 1 2 3 ~cklinde numara
lanm1~ olan lic;genler ic;ersinde btiyiik tic;gen ile ayni yonde 
olanlann say1smm, geriye kalanlann say1smdan tam bir fazla 
oldugunu gosteriniz. 

C. Bu problemin b~mda ifade edilen teorem. 
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M1SAL 32. Uzayda, herhangi dort tanesinin ortak bir 
noktas1 bulunan, ~i tane ic;i dolu kiire verilmi~ olsun. Bu kii
relerin hepsinin kesi~tigini, yani bu kiirelerin hepsine birden 
ait olan en az bir noktarun bulundugunu gosteriniz. 

A~ag1daki problemler dizisini gozonUne alahm : 

A. Bir dogru ilzerinde, herhangi ikisi kesi~en (ic; ic;e gi
ren), n tane dogru parc;as1 verilmi~ olsun. Bu dogru parc;ala
nnm birbirleri ile kesi~tiklerini, yani bu dogru parc;alanmn 
hepsi i.J.zerinde bulunan en az bir noktamn bulundugunu gos
teriniz. 

1 spat. 1. n :c 2 ic;in onerme dogrudur. 

2. Ulettayin sec;ilmi~, herhangi n tane dogru parc;as1 ic;in 
onermemizin ispat edilmi~ oldugunu kabul edelim ve bir dog
ru iizerinde bulunan ve herhangi ikisi kesi~en 11, 121 ... , l., l.+ 1 

gibi n + 1 tane dogru parc;as1mn verildigini farzedelim. 1ndiik
siyon hipotezine gore n tane dogru pa~as1 olan 

11, 12, ... , 1. 

kesi~irler. Bu dogrulann ortak kism1m l ile gosterelim. (Bu 
ortak klsmm bir nokta veya bir dogru parc;as1 olacagi a~ikar
d1r.) Z.+ 1 ile gosterdigimiz dogru parc;aslillil l'yi kestigini ispat 
edelim. Boyle olmad1gim farzedelim; o zaman, l.+ 1 ile I arasm
da bir A noktas1 bulunacakhr (~ek. 64 a). Fakat 

A 
----- 1--1--1--1 I-

I In+ 1 

~ek. 64 a 

dogru parc;alQnndan her biri l yi ihtiva eder ve kabuliimiize 
gore l.+ 1 ile kesi~ir; bunun neticesi olarak, A noktas1 bu dog
ru parc;alarmdan her birinin iizerinde bulunur. Ohalde A nok-
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tas1 l'ye aittir. Eldc edilcn bu <;eli~me l.+1 ile l'nin kesi~tigini 
gosterir; ortak kts1mlan, verilen 

dogru parc;alarmm hepsine aittir. 

B. Di..izlemde, ii<;er iic;er kesi~en, n tane dairesel disk ve
rilmi~ olsun. Bu dairescl disklerin en az bir ortak noktalan· 
run bulundugunu gosteriniz. 

J spat : 1. n = 3 i<;in onerme dogrudur. 

2. Herhangi n tane dairesel disk i<;in onermemizin ispat 
edildigini kabul edelim ve di..izlemde C1, C21 ••• , C., C.+ 1 gibi n 
tane dairesel diskin verildigini farzedelim. lndiiksiyon hipo
tezine gore n tane 

C1 , C2 , •• • , C,. 

dairesel diskleri kesi~irler. Bunlann ortak kisrmm C ile gos
terelim ( ~ek. 64 b ). ( «Dairesel c;okge~· C, biltiln bir diskten 
veya yalmz bir tek noktadan ibaret olabilir). C ~kli ile C.+ 1 

0 

I 

(b) (c) 

~ek . 6' b ve c 
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dairescl diskinin kcsi~tiklcrini gostcnneliyiz. Bunun olmad1-
g1m kabul edelim; Ohalde C.+ 1 daircsel diski ile C !jCklini ayi
ran bir l dogrusu 9izmek miimkiindiir. Mescta, C.+ 1 dairesel 
diskinin mcrkezi 0 noktas1 ile C !jCklinin, 0 ya en yakm nok
tas1 olan A noktasm1 birlc~tiren dogruya, (B noktas1, OA dog
ru par9asmm C. . 1 daircscl diskinin 9embcrini kestigi nokta 
olmak tizcrc) AB dogru par9asmm orta noktasmdan 9izilcn 
dikme boy le bir dogrudur (~ck. M c) ( 1 ). 

C1, C2, •.• , C. dairesel disklerindcn her biri C ~eklini ihtiva 
cttigi ve kabultimUzc gore her biri C .• 1 ilc kesi~tigi i9in tabii 
her biri 1 dogrusu ile de kcsi~ir. C1 dairesel diskinin l dogru
sunu kcstigi pan;ay1 a1, C2 nin bu dogruyu kestigi par9ay1 
a1.1 ... v.s. ilc gosterelim. Boylece l dogrusu i.izerinde a,, a2, ••• , a. 
gibi n tanc dogru pa~as1 elde ederiz. Bu dogru par~lanndan 
herhangi ikisi kesi~ir. Ger9ekten, bunlardan iki tanesini, me
seHi a1 vc a 2 yi gozonUne alalun. C ~klinin herhangi bir nok
tas1 M olsun (Ohalde M noktas1 C, ve C2 dairesel disklerinin 
her ikisinc de ait olacaktir). Diger taraftan, verilen dairesel 
disklerden se9ilen herhangi ii9 tanesi kesi~tigi i9in C1, C2 ve 
C.+1 in ortak bir N noktas1 vardir. MN dogru par~s1nm bil
ti.inti C1 ve C2 dairesel disklerinin ilzerinde bulunur; ohalde r 
dogrusu ile kesi~tikleri nokta a 1 ve a2 dogru par9alannm bir 
ortak noktas1 olacaktir. 

(1) Geri;ekten, 1 do~ru1rn Cn+t \'8 C teklllerlnl ay1rmasa idl, 
07.erinde C t ekllne ait bir K nokta111 bulnnaeakh. OA:I< Qi;ge
ninde, OAK a<;111 dar ai;1 olacakhr: hundan batka A noktumrn 
tarifine gllre OA = OK dtr. 0 ha Ide A'( do;trusuna O nokta
Hindan i n<lirilen di k menin ny11~1 olan /. nokt11111 A ve K nokt11-
lar1 ara1.nnda bulunacakhr . A \"6 K noktalarmm her ik l!il de 
Ci. C:i, .• . , Cn dairellel di<1klerine nit olduklar1 ndan A K do~ru 
par~a<11 ve buna gllr<'. bu d oltru par.;1mnm nzerlndekl l nokta1n 
da bu C1, C2, ... , Cn dalre<1el dlsklerlntlen h~rbirlnln iize
rlnde bulunur. 0 balde L 11oktas1 C ye aittir. Buntm netice;il 
olarak Ol:::::,,. OA olmahd1r. Eldd e:lllen bu celitme (cyOkaekllk 
blr yan kenardan bilyiik veya ona e;lt•) Onermemizi ispat eder. 
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A da verilen teoreme gore, l dogrusu iizerindc a1, a2, ••• , a. 
dogru paq;alannm hcpsine ait olan bir nokta \'ard1r. Bu nok
ta C1, C2, ... , C. dairesel disklerinin hcpsinin ve bunun neticesi 
olarak C ~cklinin bir noktas1 olacaktir; bu ise l dogrusunun c;i
zili~ine aykmd1r. Ohalde C.+1 vc C ~ckillerinin en az bir ortak 
noktalan olmahdir; bu nokta C1, C2 •... , c .. c.+I daircsel disk
lerinin ortak noktas1 olacaktrr. 

C. Bu misalin ba~mda verilen teorem. 

l spat. 1. 11 = 4 ic;in onerme a~ikardir. 

2. Onermemizin vcrilen herhangi n tane kilre ic;in ispat 
edilmi~ oldugunu farzedelim, ve bize 

<!>It <l>z, •• ., ~' <I>•+ I 

_gibi n + 1 tane kilre verildigini kabul edelim. Bunlardan 

<!>1, <l>z, ... , ~ 

gibi n tanesinin arakesiti <I> ile gosterilsirl ( indilksiyon hipo
tezine gore bu arakesit mevcuttur). Tamamiyle misal 32 B de 
yapdana benzer ~ekilde, <I>·+ 1 kilresi <I> ile kesi~mezse, <I>·+ 1 ve 
<I> yi ayiran b ir 'It diizleminin bulunacag1 gosterilebilir. 

<!>1. <l>z, .... <I>· 

kilrelerinin r. diizlcmi ile arakesitleri olan ~ekiller dairelerdir 
ve hcrhangi Uc; tanesi birbirleri ile kesi~ir. Buna gore 'It dilz
lemi ilzerinde biltiln bu dairelere ve bunun neticesi olarak <I> 
ye ait olan bir nokta vardir. Fakat bu TC dilzleminin tarifi ile 
bir c;eli~me tc~kil edcr. 

Misal 32 deki teorcm, boyut saylSl ilzcrinde indilksiyon 
yap1lacak yerdc, dogrudan dogruya ~ekillerin saylSl iizerinde 
indilksiyon yapmakla da ispat edilebilir. 

MlSAL 33. Misal 32 B deki teoremi dairesel disklerin sa
YlSl ilzerinde indilksiyon yaparak ispat ediniz. 
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!spat. «Dairesel 9okgenler» yani, sonlu say1da dairesel 
disklerin kesi~meleri ile elde edilen ~ekiller i9in benzer teore
mi ispat edelim. Bundan, ozel hal olarak, bizim ilk onermemiz 
bulunur. 

1. n = 3 i9in onerme a~ikardir. 

U9er ii9er kesi~en C1, C2, C3 ve C4 gibi dort tane dairesel 
9okgenin verildigini farzedelim. C2, C3 ve C4 ~ekillerinin ortak 
bir noktasm1 A1 ile, C1, C3 ve C4 ~ckillerinin ortak bir noktas1m 
A2 ile, ... , v.s. gosterelim. !ki hal miimkiindiir. 

(a) A1, A2, A3, A4 noktalanndan bir tanesi, mesela Ai, di
ger i.i9 noktamn meydana getirdigi ii9gene aittir ($ek. 65 a). 

Ohalde, A1A2A3 il9geninin tamam1 C4 de bulundugundan, A4 

noktas1 da C4 e ait olacaktir; bunun sonucu olarak A4 noktas1 
C1 , C2 , C3 , C4 , ~ekillerinin ortak bir noktas1 olacaktir. 

A. 
Al 

Ai Ai 

A1 

(a) (b) 

Sek. 65 

( b) A1 , A2 , A3 , A4 noktalarmdan hi9 birisi, geriye kalarr 
diger noktalann meydana getirdikleri i.i9gene ait degildir. Bu 
halde A1 A2 A3 A4 (konveks) dortgeninin ($ek. 65 b) ko~egen
lerinin A kesim noktas1, A1A2A3, A1A2A.i. A1A3A4 ve A2A3A4 ti~-
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genlerinin ortak noktas1 ve bunun sonucu olarak C1, C2, C3, C4 
~ekillerinin ortak noktas1 olacakhr. 

2. Onermemizin n tane dairesel <;okgen i<;in ispat edilmi~ 
oldugunu farzedelim. C1, C2, ... , C., C.+ 1 gibi n + 1 tane dairesel 
<;okgeni gozoniine alahm. C. ve C.+1 ~ekillerinin arakesiti C ol
sun(a~ikar olarak C de bir dairesel <;okgendir). C11C,,. ... ,Cn-hC 
~ekillerinin ii9er ii<;er kesi~tiklerini gosterelim. Geryekten, eger 
C alman ii<; ~ekilden biri degilse gozoniine allnan bu ii9 ~ekil 
hipoteze gore kesi~irler. !>imdi, bir tanesi C olmak iizere, bu 
~ekillerden herhangi ii<; tanesini, mesela C11 C2 ve C yi alahm. 
c,, C2, c., c.+ I ~ekilleri iiyer iiyer kesi~eceklerinden, 1. Iosma 
gore bu dort ~eklin bir ortak noktas1 vardlr; ve bu nokta C1, C2 

ve C nin de bir ortak noktas1 olacaktir. C1, C2, ••• , C.+1• C ~ekil
leri ii9er ii9er kesi~tiklerinden, indiiksiyon hlpotezine gore, bu 
~ekillerin hepsinin bir ortak noktas1 vard1r; ve bu nokta 
C,, C2, ... , C., C., 1 ~ekillerinin ortak noktas1 olacakhr. 

Problem 36. Misal 32 C de verilen teoremi, kiirelerin sa
YlSl olan n ilzerinde indiiksiyon yaparak ispat ediniz. 

Yol gosterme. Tekabiil eden teoremi •ktlresel cok yilzlliler• 
yani, sonlu say1da kilrenln kesi1;1mesinden meydana gelen fi!ekll
ler icin ispat edlniz. Bu teoremin ispah misal 33 deki llnernH;
nin ispatma ben;rnr 1;1ekildedir. 

Problem 37. Bir diizlemdc, herhangi ikisinin uzakhg1 1 
den biiyiik olm1yan A1 , A2, ... , A. gibi n tane nokta verilsin. 
Bu noktalarm hepsinin yan c;ap1 1/y3 olan bir dairc ii;inde 
bulunacagm1 gosteriniz (Young teorcmi) ( 1 ). 

Yol gosterme. Cnee bu noktnlardun se~ilen her hangi U~ ta

nesinln yar1cap1 1/VS olan bir daire i.;ersinde bulunaeag1m is
pat ediniz . Sonra bu noktalardan her birl merkez olmak Qzere 
y11r1 c;ap1 1/V _3_ olan daireyi cizlniz; ve bu dairelerin Uc;er ii~er 

(1) Young, 19 uneu yilzy1lda ya1;1am10 blr lnglllz Matematlkc;i
&idir. 
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ke1i1eceklerlnl gOr llnt\z. Mlaal 82 R nln sonur.una gore var ol
dn(tunu bildl(tlmlz, biltlln bu dalrelerln ortak _ _!l.oktu1, verllen 
noktalar10 li; inde bulunda~. yart c;apt 1/V 8 olan dalrenin 
merkezi olacakhr. 

Problem 38. Uzayda, hcrhangi ikisinin uzakhg1 1 den 
btiytik olm1yan A1 , A2 , • •• , A. gibi n tane nokta verilmi~ olsun. 

Bu noktalann hepsinin yan c;ap1 y'6/4 olan bir ktirenin ic;in
de bulundugunu gosteriniz. 

Yol gosterme. l1pat, Problem 87 nln c;OzUmUnilo benzeridlr . 

rr. YARIM DO(;RULAR VE YARIM UZAYLAR 

.M1SAL 34. Btittin uzay1 dolduracak ~ekilde sonlu say1da 
yanm . uzaylar ( 1 ) gozoniine alahm. Bunlar ic;ersinden, btitiln 
uzay1 dolduracak ~ekilde dort (veya daha az) yanm · uzay sec;
menin mtimktin oldugunu gosteriniz. 

A~agtdaki problem dizisini goz ontine alahm : 

A. Biittin dogru sonlu say1da yanm - dogrularla or tUl
mti~ttir. Dogruyu tamamen or tecek ~ekildc iki yanm - dogru 
sec;mck mtimktin oldu&'tlnu gosteriniz. 

l spat. Sola dogru uzanan yan m dogrularm ko~clerinden 
hcpsinin en sagmda bulunam A olsun ; B de saga dogru uzanan 
yanm - dogrulann ko~elcrindcn en solda olam olsun. Dogru
nun tamamcn yanm dogrularla orttil mi.i~ oldugunu kabul ct
tigimize gore B noktas1 A nm sagmda olamaz, vc ko~elcri A 
\'C B Olan yanm do rular, dogruyu tamamiyle orterler. 

B. Btiti.in dilzlcm, n :.onlu bir say1 olmak iizcrc, n tane 
yanm - diizlcm (2 ) ilc ortillebilir. Di.izlemi tamamiyle ortccck 

(1) Hlr dilzle•uio bir tarafrndn kalnn uzay p1!r1;nsma yanm . 
uzag denlr . 

(2) Dnzlemin, bir do!lrunuo yalmz blr t araf1nda kalan kianu
na yar1m - diizlem deni r . 
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~ekilde iki veya ii~ yanm - dilzlem se~mek miimkiln oldu~u 
gosteriniz. 

/spat. Yarun dilzlemlerin saylSl n ilzerinde indilksiyon 
yapahm. 

1. u = 3 i~in onenne a~ikardrr. 

2. n tane yanm - dilzlem i~in onermemizin dogru oldugu
nu, ve F1, F21 ••• , F., F.+1 gibi dilzlemi tamamiyle orten (n + 1) 
tane yanm dilzlemin verildigini farzedelim. Bu yanm dilzlem
lerin s1mrlanm 11, 12, ••• , 1., 1.+ 1 ile gosterelim. tki hal olabilir: 

Hal 1. l.+ 1 dogrusu verilen yanm - dilzlemlerden birisinin 
tamamiyle i~inde kahr. Bu F. olsun. l. ve L.+ 1 dogrulan paralel 
olacakhr. Eger F. ve F.+ 1 yanm - dilzlemleri smrrlannm farkh 
taraflarmda bulunurlarsa (~ek. 66 a), bu takdirde F. ve F.+ 1 

yanm dilzlcmleri, diizlemi tamamiyle orterler. Aksi halde bu 

'»\\\\\\\{u 1\\\\\\\\'» I ... , lll/lli1/i/li/pl1Tf/l/I//!/ I". I 
II+ I 

(a) (b) 

~ek. 66 

yanm diizlcmlerdcn biri digcrinin tamamen i~inde kahr. (Mc
scla, F.+1 yanm - diizlemi F. i~indc bulunur; ~ck. 66 b ). Bu 
halde tcorcm indiiksiyon hipotczinc gore dogrudur, zira bu 
halde n tane yanm diizlcm (bizim halimizde F1, F2, ••• , F.) bil
tiin diizlcrni tamamen orterler. 

Hal 2. l.+ 1 dogrusu F1, F21 ••• , F. yanm - dilzlemlerinden hi~ 
birisi i~crsindc bulunmaz. Ohalde bu dogru bu yanm - dilzlem
ler tarafmdan tamamiyle ortillilr ve yanm dilzlemler, onu 
m ~ n olmak ilzere, m tane yanm dogru boyunca keserler. Bu 
yanm - dogrular l.+ I dogrusunu tamamiyle orterler. A k1srmn
da ise bu yanm - dogrulardan ikisinin dogruyu tamamiyle or-
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tecek ~ekilde scc;ilebilecegini gormii~tiik. Bu yanm dogrulara 
tekabiil eden yanm - diizlemler F,,_ 1 ve F. olsun. F n-I F. ve F.+1 
yanm diizlcmlcrinin birbirlerine gore durumlan gozoniine 
ahnarak miimkiin olan iki hali ayn ayn inceliyelim. 

{a) F.+ 1 yanm diizlemi, Zn-1 ve l. dogrulannm arakesit 
noktasm1 ihtiva eder (~ek. 67 a). Bu halde Fn-1 F. ve F.+1 ya
nm diizlcmlcri, dilzlemi tamamiyle orterler. 

(a) (b) 

$ek. 67 

(b) F.+1 yanm diizlcmi ln- 1 ,.e 1. dogrulanmn kesi~tiklcri 
noktay1 ihtiva ctmcz ($ck. 67b). Bu haldc dilzlem F 1, F:.. .•. , F. 
ya nm - cliizlcmlcri ilc ortiilmii~tiir. Ohaldc indiiksiyon hipote
zinc gore tcorcm dogrudur. 

C. Ba~lang1c;taki teorcm. 

/spat. lcpat, \erilen yanm-uzaylanu say1s1 11 ilzcrindc 
indi.iksiyon ilc yap1labilir. 

1. 12 = 4 ir;in onermc U$ikardtr. 

2. Oncrmcmizin 11 tanc ya nm - uzay i<;in dogru oldugunu, 
vc bizc 11 + 1 tanc l'1, V2 • ••• , V., V.+ 1 yanm - uzaylanmn veril· 
digini far.lCdclim. Bu yanm · uzaylann smirlanm s1ras1 ilc 
r.1, r.2, ••• , r.., r.•+1 ile gosterclim. 1ki hal olabilir. 
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Hal 1. 1t•+ i diizlemi tamamen Vi, V z, ••. , V. yanm - uzay
larmdan bir tanesi, mesela V. i9inde bulunur. Bu halde 'lt•+ i 

vc 'lt• diizlemleri paraleldir. Eger V•+i ve v. yanm diizlemleri 
s1mrlanmn zit taraflannda bulunuyorlarsa biitiin uzay1 tama· 
men doldururlar. Aksi halde bu iki yanm - uzaydan birisi ta
mamen obiiriiniin i9inde bulunur, ve teorem indilksiyon hipo
tezine gore dogru olur. 

Hal 2. 'lt•. 1 diizlemi Vi, Vi. ... , V. yanm - uzaylanndan hi9 
birisinin i9inde bulunmaz. Ohalde bu yanm - uzaylar tarafm
dan tamamen ortiiliir ve bunlar 'lt .. i diizlemini, m ~ n ol
rnak ilzere, Fi, F2, ••• ,Fm yanm diizlemlerinde keserler. B kis
mmdaki neticeye gore, bu yanm - diizlemler i9ersinde iki ve
ya ii9 tanesini, diizlemi tamamiyle ortecek ~ekilde se9mek 
miimkiindiir (~ek. 66a ve ~k. 67a). 

Mi.imkiln olan biiti.in halleri ayn ayn inceleyelim. 

(a) T;o+ i diizlemini iki yanm • diizlem orter ( ~ek 66a), 
bunlara F1 ve F2 diyelim. Bunlara tekabill eden 1tt ve 1t2 dilz
lemleri paraleldirler (~ck 68 a). Bu halde biitiln uzay1 Vi ve 
V 2 yanm uzaylan doldurur. 

(a) lb) 

~ek. 68 a ve b 

( b) -r; .. 1 diizlcmi F1 vc F2 ile gosterilen iki yanm - di.iz
lem ile orti.ili.ir. Fakat bunlara tekabi.il eden r. 1 ve r.2 diizlem· 



126 Oeometride indUksiyon 

leri kesi$ir ($ck 68 b ). Eger Vo 1 yanm · uzayi 1tt ve 1t2 dilz
lemlerinin kesi~tikleri dogruyu ihtiva ederse V 1 , V 2 , ve Vu1 

yanm - uzaylan, uzayi tamamen doldururlar. Aksi halde V •• 1 

ya nm - uzayi V 1 ve V 2 yanm - uzaylan taraf mdan ortilliir ve 
indliksiyon hipotezine gore teorem dogrudur. 

(c) 1t••t dilzlemi F1 , F2 ve F3 ile gosterilen ii~ yanm dilz
lem ile ortiilsiin ($ek 67 4), ve 1t3 dilzlemi 1tt ve 1tz dilzlemle
rinin kesi!?tiklcri dogruya paralel olsun ( tekabiil eden dilz· 
lcmler bir «prizma» meydana getirir. $ek 68 c ye bakmiz). 
Bu halde V 1 , V2 ve V 3 yanm-uzaylan, uzay1 tamamen doldu· 

rur. 

-::, ' 
I 

I 
- - ·I- ••. 1-----. 

I ; .,.. ... 
; \ , \ 

(C) 

~ek. 68 c ve d 

(d) 

(d) 'lt .. +
1 

diizlemi F 1 ,F2 ve Fl gibi ii~ yanm-dtizlem ta
rafmdan ortiilsiin ve r.3 dilzlemi r.1 ve T.2 nin arakcsit dogru
suna paralel olmasm ( tekabiil eden dilzlemler bir «piramid» 
mcydana getirirler; $ck 68 d ye bakm1z). Eger V .. 1 yanm
uzayi F

1
, F

2 
vc F3 diizlcmlcrinin arakesit noktasm1 ihtiva eder

se, V
1

, V
2

, V3 vc Vo 1 yanm-uzaylan uzay1 tamamen doldu
rurlar; aksi haldc Vo1 yanm-uzayi V 1 , V 2 ve V 3 yanm uzay
lan tarafmdan ortiili.ir ve indiiksiyon faraziyesine gore teo
rem dogru olur. 
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Problem 39. Uzayda, ic;lcrinden sec;ilen herhangi bir c;if· 
tin bclirttigi ac;1, geni~ ac;1 olmak iizere dortten fazla say1da 
yanm · dogru bulunam1yacagm1 gosteriniz. 

Yo/ go•terme. Uzayda. ii;lerlnden sei;ilen her bangi bir ~lflin 
bellrtti~i ac;1 genit ac;1 olacak tekilde, sonlu blr yar1m - dojtru 
sisteml verlldijtini farzedellm. Hu sistemin maksimal oldujtunu 
kabul edelim; yuni bunlardan her biri ile gen It ac;t te~kll eden 
ba11ka bir yar11n • do~ru bulunmaem . Her yar1m dojtruya ui; 
nokla8lnda dik olan dllilemi ve bu dllzlem tarahndan 1101rla
nan, bu diizleme g Ore yartm - do~ru ile ayni tarafta bnlunan 
yartm - uzay1 gllzOnllne alahm . Yar1m - dojtru 1iMtemi makslmal 
oldujtundan, bu y11r1m - uzaylar uzay1 tamamen doldururlar. 
Mlsal 84 de e!de edilen sonuca gllre noermemlz dojtrudur. 

28. KURELERtN iCiNE SOKUIABtLEN COKGENLER 

MlSAL t-15. Oyle bir Cs 1ay111 bulunabilecejtlnl gOsterlnlz kl, 
uzayda herhangl bir A1 A2 .•. An c;okgeninin, hli;bi rinin uzun
lujtu 1 den bUyUk olm1yan kenarlar1 (bilyU kl!l k veya dojtr11ll 11 · 
iar1 dejti§tirilmeden) yeniden o t ekilde s1ralnnabillr k i, Myiet•e 
elde edilen yeni c;okgen, yar1 i;ap1 C3 olan hir kUre ic; lne 111(t
dmlabi11in. 

Onc•e problem in •hir - boyutlu• ve •iki • boy utlu • uzaylardnkl 
henzerlerini guzUnllne alahm. 

A. Bir dojtr u nzerinde, AiA2. A 2A3, ... , A n- 1A,., AnA1 dog
ru pnr.;nlar101n hie birinin uzunlujtu 1 I gecme mek §nrh ile 
Ai, A2 , ...• An g lbi n tane nokta • erilsln. (n l'ny1s1na ve nok
tnlnrrn dur uml:1r1nn ha~lt olmayon) Oyle bi r t 1 say1s1 lrnlunn
hilece~in i gr···teriniz ki, A1A2, A;iA3,. .. , An -1A,,, A,,A1 do~ru 
pnr(lalari , bul un u . Iara do~ru tlzer inr'e yen Iden o ee .. ildo dll 
zeolecebilir ki , meyllnoa gelen 8182 .. • B .. 8 1 • l:tr1k (,;izgl• slnl n 
her bi r do'tr u parc;a i, bilytlkJQk \'C doitrultusu lie A1A2 ..• 
A,,-1 A,, A1 •klr1k i;fzgi• 111niu hlr rlojtru p'lrcas1 Ile i;.akieam ve 
yeu l c lde edilen l,1r1k ~i:.af tanrnmen u t.nlu€!u 2 C; olan hlr 
do~ru pnr~nsrn1n lcinde kalem . 

/•pat. AiAt . • A,,Ai •k m k i;.lzgi• sindel.1 A1A1+1 do~ru par
i;n110in a ; uzunlu{tunn, A1+1 nokta!n A1 n in salt1ndn ise pozltlf, 
soluudn ise nega tlf i~areti verelim (i = 1, 2, . •• , n; kolayca 
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anla~1lacajt1 gibl An+! noktas1 Ai ile g011teri llr) . (B!ltlln bu nok
talar10 tlzerinde bulundu{tu do~runun yatay olduj.tunu kabul 
edelim.) A1A3 dojtru paro;a111run uzunlujtunun 01 + 02 (kabu111-
miize gore bu Ray• pozitif \'tiya negatif olabilir), A1A. dojtru 
par<;as1ntn uzunl ujtunun a1+02+os, .. . v. s, A1An - 1 dojtru par
c;asrnrn uzunlujtunun 01+02+ . .. +an-1 \'8 a1+oz+. · .+a,.-1+ 
o. = 0 (bu A1A1 dojtru par<;a•11n10 uzunlujtndur .) oldujtu aoikl1r
d1r B1B2 •.. B.81 k1r1k c;izgisindeki her dojt r u 11ar<;as1 Ilk 
A1A2 •• • A11A1 k m k <;lzgi1indeki bir do{tru par.;aeina eoit oldu
jtundan, teoremlmizin ifadesi a1af1daki gibl verllebilir: 

a1 , as, •• • , a,. gibi mutlak dejerleri 1 den biiyiik olm1yan 'lie 
toplamlan 11fir olan n tone pozitif 'lie negatif 1ay1 "l/erilain. Bu aay1-
larm 11ra11mn 011, 011, • •• , 0111 _ 1, 0111 (i1, i2, •• • , i,. - I • i,. aay1-

lan 1, 2 , •• • • n- 1. n in bir permiitaagonudur) gibi ogle delfJtiri
lebilecejini go•teriniz lei a11, a11 + a12 , 011 + a11 + a18, ••• , a11 + 
a12 + ... + a1._1 toplamlanndon her birinin matlak deJeri bir Ci 
1ag111n1 ge~meain (bu C1 11ay111 ne a1 , a1, ••. , a,. dizislne ne de 
n saymna bajth dejtildir). 

C1 in 1 e e1it ahnabllecejtioi gUsterellm. a1, a2 •... , a,. dl
zisindeki pozitlf 1ay1lar a1', a2', •.. , ap' ve negatlf Ray1lar da 
a1', a·/, .. . , oq • (p+q=n) olsunlar . Pozitlf sayliardan, toplam
lari 1 i ge<;miyen ilk Jc tanesini (k ~ p) (mesern, yaln1z ilk say1 
a1' i) alahm ; sonra hunlara a1•, a2' , ••• , 01• (l ~ q) negatif 
say1 larm1 illive edelim; Byle ki se<;ilen bUlUn say1larrn topla
m1 negatlf olsun. l''nkat mutlak delterre 1 den daha bllyUk ol
masin. Hunlura lek rar sBylenen ozelllklerl Jtalz )>ozltlf saytlar1 
il:h·e edelim ,.e bOyle\!e bir negatif, blr pozltlf eay1 gruplar1 
nlmak suretiyle 'erllen say1lnri tOketinceye kadar de,·am ede
lim. Bu o:eklldo elde edilen a1• = 01' • 02• = a2', ... , ar! = 01(, 

Ok+1• = a1' , ok+2• = a2', ... , ak+l• = 01•, • • • dizlsi istenllen 
1izeil~i hulzdir. 

B. Dilzle111de kcnnrlnrm1n u;:unlugu 1 den hOyllk olm1yan 
(kon,·ek11 veyn kcndi kendisini ke!!en) At A2 . .. An .;okgeui ve-
ril!!in (\;lek . 69a) . (Qokgene bajth olmtyan) llyle bir C2 eaylBl r 
verilebilece~ini gURterlnlz ki , .;okgenin kenarlar1, do~rultu ve 
buyUlclUklerl deltltlirilme~en kaydmld1lttnda elde edllen 8182 • •• 
8,. '>okgeninln lamam1 yar1 ~ap1 C2 olan bir c;emberln lc;lnde 
kal!un. 
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/•pat. C2 nln vfJ olarak ahnablleeejtini g01terellm. A1A2 .. • A. 

c;okgeninln ken11rlar1-
n1n yOnlenmit dojtrn 
parc;alar1, yani ,·ektOr
ler oldnklar101 kabul 
edellm. liu vaktOrleri 
•1t •z , ... , •n ile gJs
ter ellm llu veictllrlerln 
lc;lndeo •1', •2', ... , a.' 
g lb I b Ir tak11nm1, 
Bi B.+1 Yektnr topla111 · 
lar1 mQmkilo olan en 
bQyl1k uzunlukta ola
cak 1e:, llde se:;elim 
CSek 696). Uu •1'. a 2', 
•• . , a.' \0 ektOrlerlnden 
her blrluln 81 B.+1 top
lam1 ilzerlndekl lzdil 
1Gmlerlnln dojtrultu1u 
B1B.+1 lo dogrul tu•u
nun ayn1d1r (ejter bu 
vektOrlerden her hanl(i 
blrlnln do~rultu1u ut 
ol1a idl buu u c;1kar
makla toplam uzunlujtu 

~c .-:. 69 a 

Ae 

8:, 

Seit. 69 b 
F. 9 
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btl.yUltebllirdik) . Tersine olarak, geriye kalan a1•, a2•, • • • , a•-· 
vektHrlerinln 818.+1 Uzerindeki izdiitiimler i zi t dogrol todadtr. 

Ba1ka bir deyimle a1' , as', • .. , • •' vektHrlerinin AiA.+1 do#
r oltusundaki a1' , a2' , ... , a. ' izdiitilmleri pozitll (O 6 al 6 1 , 
i = 1, ... , s), \'e aynt dojtr ultu ilzerinde a1•, .. . , a •n-• vek
tHrler ioin a1", a2•, .. . , a ' n-• izdilt iimleri oegatlf (-16ai'~O. 
j = 1, 2 .. . .. 11-s) lrnbul edilebilir. Hundan baska a1, a2, . . . , •n 
vekt '> rle rioin , lizerinde bir •pozltif• do{trultu secilmie bulunan 

ve 818. +1 e dik olan bir l dojtrusu ilzerindeki (pozltif veya ne
gatif) izdiil{lmleri ni /Ji, ff2, ... , {J,. il ~ g jeterellm. fJ1'+ fl2' + ... + 
{J.' = O "e ff1•+fJ/+ ... + P .. n-• = O oldugu a~ikt1 rd 1r (bur ada 
a1' \'ekt6riinlin iz1ii~ilmli /11' . a1" ,•eictOrilnilo izdli::ilmil Pt' . .. 
vs. dir) ; bundan ba1s:a I Pt' I ..,;:. I, I fJ2' I~ 1, ... , IP.' 16 1 
ve I Pi" I 6 1, I fJ2• l 6 I , ••. , I /l'n-• I ~ 1 dir . A k1s.moda ki 
eonuca g:)re, Pi', P~', ... , fl, ' ,·e /11 .. , fJ2•, . •. , p• n- • say1la
r1010 s1 ralari o 1ekilde dl1zenlenebili r ki , her hangl bir ,. l ctin 
a§ajt1daki e~itsizlik ler geroekleosinler: 

- 1 .c. P1' + P21 + .. + P ,' 6 1 
ve 

- t L.fl1"+P2 .. , . . +fJ/6 1. 

Ejter fJ1', P2' , . . • , {J.' ve fJ1' , P2•, ... , P'•- • say1lar1n1 n s1ra
lanmalar101 bozmadan bu say1Iar1n hepsini bir dizide toplarsak 
her h angi bir k ictin, yen! serid~ ii .< k tune terimin toplam1 
mutlak de#erl!e 2 yi a1amaz. 

Simdi a1' , a2' ,. .. , a/ ve a1• , o.z• , ... , o.•n-• eay1lar1n1 , 
ilk k terlmiui n toplam1 mutlak de~er.-e 1 i a1mayacaii 1,1ekilde 
yeni bir seride tophyahm. A k1'4111m da gOrdiljtilmQze gore 
0.1' , o.i' , ..• , a.' ve a1•, 42•, ... , a•n-• alt serilerlnln s1ralanma
lar101 bol nartan baou yapmak mllrnkilndnr . Bizlm '·ekt Orleri· 
m lzln bu aer iye tekabill eden "1ralan malur1 0 1• , as•, . . . , a,.• 
olann. 0 balde a1c• ·rn fJ1c• . a1c• n10 111ra111yla 8:8. +1 '>'8 l Uze
rlndekl izdiltil:n il olduklarrna gOr tl (k= 1, 2,. . , n) herhangl bir 
,, l ctln 

1 6 a 1• + a2• + 
2 L 111• + P·/ + 

+ o. .,• ..,;:. 1. 

+ P/ 6 2 

dlr. a1•,a2• •.. ,a.., •(,,=1,. ,n) vektOr lerinio toplam1 ile te~kil olunan 

k1r1k ctizglnin 8 18.+1 ve l dojtrular1 ilzerlndeki izdllellmleri s 1-
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ras1yla a1• + a2• + ... +a,. ,•e fi1• + 82• + ... 4- fi/ 0fllt ol· 
duklarindan, bu vektOr toplamanin uzunlu~unu c,

1 
ile g~sterirsek 

c"2 = fa1• +a~•+ .•. -'a /12 + (fJ1• +th•+ . · · + P:)2 

dir, yanl 
c,21!£:5 , .::. .1-c., - v 5 

dir. Yan! k1r1k t;izginin hnhangi bir k'ieeslnln A1 noktnsm

dan uza!d1g1D1D V5 i ge·:e ni~·ece~ini hul<luk: ohnlde yeni c;ok

genln tamnm1 yar1 Q:lPJ \ 15 olan bir ~emberin ic:inde kahr. 

C. 1:u misalin bn~l11:1:,'.t"indll s'Jylenen teorem. 

Yol go~terme: Ca Un V"!.1 olarak nhnabileee{tlni gi.isteriniz. 
Cu hal".le sonu.;, benzer i;;e.;.llde • k1s:1:rndan faydal11n1lar11k elde 

edilir; /11,/J2, .. . • /Jn gay1l11r1 ci.az , •.. , on ve~tOrler.nin B1B.+1 
veknrilne c.lik olan :i diizLVi11 :iznin•leki iztlt\~Umleri olacak ttr. 

29. GEOMETRiK YERLERiN BELiRLENMESi 

M1SAL 36. Uzayda verilmi~ n tane A 1 , A2, ••• ,A. nokta
sma uzakhklanmn karelerinin toplanu sabit (d2 ye e~it) olan 
noktalann geometrik yerini bulunuz. 

A~ag1daki problem dizisini gozontine alallm : 

A. Bir dogru tizerinde n tane A1 , A2, ••• , A. noktas1 veril
mi~ olsun. d verilmi~ bir say1 olduguna gore, dogrunun oyle 
bir M noktasm1 bulunuz ki 

MA12+ MA2
2+ · · ·+MA"2 =cP 

olsun. 

~OZOM. Dogrumuzu bir koordinat ekseni olarak ala
hm; A1, ••• , A. noktalanmn koordinatlan s1ras1yla a1, a2, ••• , a.. 
ve ararulan M noktasmm koordinah da x olsun. Buna gore MA1, 

MA2, ••• , MA. dogru par9alannm yonlenmi!? uzunluklan 
(x-a1), (x-a2 ), ••• , (x-a..) e e!?it olacaktJr; 
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MA12+ MAl·+ · · · +MAn2 =(x-a,)2 +<..--02)2+··· 
+(x-o,,)1• 

ctir. 

(.r -01)2 + (X-t12)2 + • • • + (x-e,,)2 

=x2 -2a1x+a,t+x2 - 2a2x+u1
2 + ·00 + x1 -2onx+a.1 

= nx1
- 2 (a1+a2 + • • • + an)c + (012 toz2 + • • • .!- an2) 

_ ( 01 + 02 +" ' +- On)2 + ( 2 ! + + 2) - n x - · 0 1 -r o 2 • • • a n II 

{a, _1 "2 +. • • +- anf 
n 

-veya A y1 koordinatI (a1 + a2 + ... + a,.)Jn olan nokta olarak 
ahrsak 

dir. 

MA 1
2 + MA2

2 + · ·· +MAn~ 
= n · MA2+<a12 +a22+ ··· +a .. a) 

(a1 +a.a+···+n,,)Z 
n 

(15) 

n · MA2= d2 (a 2 a 2 + + 2) -l- (a, + a2-t-· . ·+ a.)2 
1 1 2 • • • a,, 1 n • 

MA=+v ~ld2-<012Ta22+ ... Ta,,2>+<a1+a2:·· · + a,,rt] 

dir. Genellikle bu e~itlik ( egcr kok i~areti altmdaki ifade po
zitif ise), problemin ~artlanna uygun iki tane M noktast be
lirtir (her biri A noktasmm bir tarafmda bulunur). 

B. Di1zlemde verilmi~ n tane A1 , A2 , •••• A. noktasmdan 
uzakhklannm kareleri toplam1 sabit (d2 ye e~it olan) nokta
lann geometrik yerini bulunuz. 
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<;OZOM. ( 1) Diizlemde bir dik koordinat sistemi ~e
lim ve A1 , A2 , ••• , A.. noktalannm x- ve y- eksenleri Uzerinde
ki izdil~ilmlerini s1ras1yla A'1 , A'2 , ••• , A'. ve A"1 , A"2 ... , A". 
ile gosterelim. M noktasmm koordinat eksenleri ilzerindeki 
izdil~ilmleri M' ve M" olsun. Bu halde 

ve dolay1S1yle 

MA1
2 = M A 1'' + M'' A,"•, 

MA1
2 = M' A1' 2 + M" A1" 2, 

MA 2 -M' A '2 +M''A " 1 " - ,. . , 
MA 1

2 + MA,2 + · · · + MA,.1 

=CM' A1'
1 + M' A2'2 + ... + M' A,.'2) 

+IM" A 1"
2 + M" A2"

1 + · · · + M" A,."1
) 

dir. Fakat ( 15) e~itligine ve a1 , a 2 ••• ,a. ve b1 , bz, ... , b. say1lan
nm A1 , A2, •• • , A. noktalannm apsis ve ordinatlan olduklanna 
ve A' ile A", s1ras1yla x - ve y - ekseni i.izerinde koordinatlan 

(a,...La2 + ... + a,.) / n ve (b1 +bz+ 00 · + b,,) / n 

olan noktalan gosterdiklerine gore 

M' Ai'2 + M' A2' 1 + ... + M' A/2 

= n· M'A'2 -t(a 1
2 + a 2

2 + · · · + a,,2) 
(a1 +a2+· ··+ a,,)2 

n 

M" A 1"
2 + M" A 2"

2 + · · · + M" A,,"2 

dir. 0 halde 

=n· M"A" 2 +(b1
2 +bl·+·· ·+b,.2

) 

(bi + b2 +· .. + b,.)2 

n 

(l) ~u problemlo ba11ka blr i:l>zftmil evvelce verilml11tlr 
(Problem 20 ye bak101z. ) 
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MA1
2 +MA.i-r-· · · +MA,,2 

= n • MAi-1 (a,2 + CJ22-+ • • • 7 a,.2} 

+ (b,2+ !:>22 + ... + Ji,,2) 

"'• + a2 -r· · · r a,,)' 
n 

-~'2+·· · .J J..)2 

fl 

~ (16} 

dir; burada A, diizlemin koordinat eksenleri iizcrindeki izdii
~iimlcri siras1yla A' ve A" olan noktasm1 gosterrncktedir. Bun
dan 

n. MA2 = cJ2 - ( a,2 -1-- a22 + ... I- o,,2) 

-(b,2 r bl T ' ' ' -rb,,lJ 

Cu 1 i-a:! ·-· .. + uY 
-r- --- - . fl 

( r,1 .. /i2 + • • • + '>~ ,~ 
n 

bulunur. Boylece Q, (17) e~itliginin sag tarafmdaki ifadeyi 
gosterdigine gore 

dir. Yani arad1g1m1z geometrik yer, Q > 0 ise yan!;ap1 vQ/n 
olan bir daire, Q = 0 ise bir tek A noktas1d1r; ve eger Q < 0 
ise boyle bir nokta yoktur. 

C. Bu misalin ba~lang1cmda verilen teorem. 

Yol gosterme. Koordi•1nt ek~enlerl x· , y- ,·e z. ekaen-
leri olan ll~ boyutlu hlr k11rte.dyen koordlnut 11lstemi ahniz. 
ll !!tiln no!i:talar1n xy-d l\zleml ,.e z - ek11 ... ni i!zerinde : i izdU~!lm
lerlnl ahnn:; sonra 115) ve (16) eeitllklerlol k11llan101z. 
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30. BOYUT SAYISI UZERiNE iNDtiK.SiYON iLE 
YAPILAN TARiFLER 

135 

M1SAL 37. Bir dort yi.izliiniin ortaylanm ve ag1rllk 
merkezini tarif ediniz. 

A. Bir dogru par9asinm agzrlzk merkezi, orta noktas1dtr. 

B. Bir u9genin kenar ortayt, herhangi bir ko!?esini kar· 
!?•smdaki kenann agirhk merkezine birle!?tiren dogru parc;a· 
..s1dir. Biliyoruz ki bir i.ic;genin kenar ortaylan bir noktada ke
Si!?ir. Bu noktaya ii.9genin agtrltk merkezi denir. 

C. Bir dort yi.izli.ini.in ortay1 herhangi bir ko!?esini kar!?l· 
smdaki yi.izi.in agirltk merkezine birle!?tiren dogru parc;as1dtr. 

Bir dort yi.izliiniin ortaylannm aym bir noktada ke
si~tiklerini gosterelim. Bir ABCD dort yi.izli.isi.i alahm ( ~ek 

B 

c 

A 

~ek . 70 

70), DBC,, ACD, ABD ve ABC iic;genlerinin ag1rhk merkezleri 
siras1yla 0 1, 0 2, 0 3 ve 0 4 olsunlar. B01 ve A02 dogrulan, CD dog
ru parc;asmm orta noktas1 olan P noktasmda kesi!?tiklerinden 
A01 ve B02 dogrulan 0 12 gibi bir noktada kesi!?irler. Benzer 

/ 
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~ekilde A01 ile C03 , A01 ile D04 , B02 ile C03 , B02 ile D04, 
C03 ile D04 s1ras1yla 0 13 , 0 14 , 0 23 , 0 24 ve 0 34 gibi birer nok
tada kesi~irler. Bu nokta1ann hepsinin <;ak1~t1klanm ( ~ekil
deki 0 noktas1) gosterelim. Aksi halde, mesela 0 12 ve 0 13 tin 
<;ak1~mad1klanru farzedelim; bu takdirde A01 , B02 ve C03 

dogrulanrun bepsi bir 1t dilzleminde (012 0 13 0 23 di.izlemi) bu
lunurlar. D04 dogrusu da A01 , B02 ve C03 dogrulannm her 
i.i<;i.i ile kesi~tigi i<;in o da ayni dilzlemde olmahdir. Yani dort 
ytizli.ini.in dort ko~esi bir 'lt di.izlemi i<;inde bulunur. Bu ise 
olamaz. 0 balde 0 12 ve 0 13 noktalan <;ak1~mahd1rlar. Ayni ~e
kilde geri ka1an diger 0 14 , 0 23 , 0 24 ve 0 34 noktalan da bu nok
ta ile <;akt~irlar. 

Bir dort yiizliini.in ortaylannm kesi~tikleri noktaya dort 
yuzluniin agirlik merkezi denir. 

Problem 40. Agirhk merkezinin her bir ortay1 uzun par
<;as1 ko~e tarafmda olmak i.izere, 3 : 1 oranmda bOldtigi.inii 
gosteriniz. 

Yo/ f!O!Jferme: 0-~;tt!n halini kul1110101z (Misal 26 ya bak ). 

Dii7.eltme : Sahife 77, sattr 4 tin, a~agidaki ~ekilde dii-
zeltilmesi rica olunur : 

f 
J 



TORK MATEMATtK DERNECt YAYINLARI 

1 - E~itsizlikler (160 Kr~.) 
2 - <;okrenk Problemleri (180 Kr~.) 
3 - Sayilar Teorisinden Problemler (500 Kr~.) 
4 - Tesadilfi Hareketler (250 K~.) 
5 - Geometrik tspatlarda Hatalar ( 180 Kr~. ) 
6 - Mekanigin Matematige Baz1 Tatbikleri (180 Kr~.) . 
7 - Yalmz Pergelle Yapdan <;izimler (250 Kr~.) 
8 - Diofant Denklemleri (220 Kr~). 
9 - Gruplar Teorisine G~ (375 Kr~.) 

10 - E~itsizliklere Girl~ ( 425 Kr~.) 
11 - Matematiksel 1ndiiksiyon Metodu (220 Kr~.) 
12 - Sayilar Teorisine Girl~ ( 550 K~.) 
13 - Geometrik E~itsizlikler ( 450 Kr~.) 
14 - Yalmz Cetvelle Yapdan <;izimler (250 Kr~.) 
15 - thtimaller Hesabma Girl~ (550 Kr~.) 
16 - Rasyonel ve 1rrasyonel Sayilar (600 Kr~. ) 
17 - <;~itli Geometriler (750 K~.) 
18 - 1ndirgemeli Diziler (200 ~.) 
19 - Geometri (Cilt I) (500 Kr~.) 
20 - Geometri (Cilt II) (750 ~.) 
21 - Geometri (Cilt Ill) (400 Kr~.) 
22 - Algoritmalar ve Otomatik Hesap Makinalan ( 400Kr~.) 
23 - Kon um Teoremleri { 200 ~· ) 
24 - Matematiksel Sonsuz (100 Kr~. ) 
25 - Saytlar ve ~ekiller ( 850 Kr~.) 
26 - E~deger ve E~pa~lanabilen ~killer { 300 Kr~.) 
27 - Oyunlar Teorisine Girl~ { 300 ~.) 
28 - 1htimaliyet ve tnformasyon (750 Kr~.) 
29 - Matematik ve Akla Yaktn Muhakeme. I. Cilt 1. Kis1m 

(750 Kr~.) 
30 - Matematik ve Akla Yakm Muhakeme. I . Cilt 2. Kisun 

(750 Kr~.) 

31 - Matematik ve Alda Yakm Muhakeme. II. Cilt (Basil· 
maktachr.) 

32 - Gok Mekanigi (10 Lira.) 
33 - Geometride 1ndiiksiyon ( 5 Llra.) 

Matematik Derneginin adresi : 

Fen FakUltesi, Matematik Enstitusu 
Vezneciler. Istanbul 

Flab: 5 Ura 
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