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YAZARIN ONSOZU

Ug kisimdan ibaret olan bu eser elemanter geometriye ay-
rilmis bulunmaktadir. Ozellikle 19. yiizyilda bu geometride ge-
nis olclide materyal toplanmistir. Cemberler, iicgenler, c¢ok-
genler v.s. sekillere ait bir ¢ok glizel ve umulmayan teorem-
ler hep ayni yiizyilda isbat edilmistir. Ucgen geometrisi ve
dortylizlii cismin geometrisi gibi kendisine has genis konusu,
problemleri ve ¢oziim metodlar: bulunan kisimlar elemanter
geometrinin biinyesinde gene bu devirde gelismis bulunmak-
tadir.

Bu kitabin gayesi okuyucuya yabancisi bulundugu birta-
kim yeni teoremleri tamimak degildir. Kanimiza gore yukar-
da sOylenen, elemanter geometriye ayrilmis ozel bir eserin
meydana getirilmesini zorunlu kilmaz. Ciinkii bir ortaokul ve
lise programinin smirlarin asan elemanter geometri teorem-
lerinin bircogu ozellikle tecessiisiinii tatmin i¢in olup ayrica
bir yerde kullanilmaz ve matematigin gelisme simirinin disin-
da kahir. Ancak, miisahas teoremlere ek olarak, elemanter ge-
ometri bilimin bu dalindaki ilerlemenin esasim teskil eden
iki 6nemli genel fikri de kapsar. Onemi geometrinin genis si-
nirlarim da asan bu iki fikirden biri tlimdengelim metodu ile
geometrinin aksiyomatik temeli, digeri de geometrik transfor-
masyonlar ve geometrinin grup teorisi esaslaridir. Bu fikirler
Oklit geometrisi dismdaki geometrinin gelismesinde c¢ok
onemli rol oynamustir. Bu iki miihim fikirden biri olan geo-
metrinin grup teorisi esasi, bu kitabin temel gayesidir,

Kitabin karakteri hakkinda birkac sbz daha soyliyelim.
Boyle bir kitapta bir kisim okuyucularin saglayacag faydalar:
oldukca genis bir okuyucu kiitlesinin yararlarina feda etmek
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gerekir. Yazar bu kitapta, iyi yetismis okuyucunun avantajla-
rinu feda etmekte, kuvvetli isbatlar ve lojik kesinlik yerine ba-
sitlik ve berrakhk teminine calismaktadir. Bu sebeple, 6rnek
olarak, kitapta genel bir geometrik transformasyon kavrami
tarif edilmektedir. Ciinkii sezisle acik oldugu belli olan tarif
terimleri bu iste tecriibesiz okuyucularin her zaman gilicliik
cekmelerine sebep olur. Ayni sebeple yonlii acilar kullanmak-
tan cekinmek gerektigi gibi yonlii dogru parcalarmin tanmtil-
masmi da ikinei boliime ertelemek icap etmistir. Bu hiikiim,
esas metin ve problemlerin ¢éziimiindeki bir kisim teoremle-
rin eksik sayilabilecegi gerceginin zararina ragmen gecerlidir.
Kanaatimize gore bu kosullar icinde iyi hazirlanmis okuyucu
muhakemesini gelistirirken matematik kesinligin az olmasi
da az hazirlanmis okuyucuyu rahatsiz etmeyecektir.

Ayni diisiiniis terminolojik tercihte de nemli bir rol oy-
nacdi. Yazar, kendi Ogrencilik tecriibelerinden edindigi kana-
ata gbére, alisiimamis bircok terimin kullamlmas: bir kitabin
glicliigiinii daha da arttirir diislincesiyle kullanilan terimlerin
sayisinda ekonomi yolunu tercih etmistir. Baz1 hallerde kulla
mlmas: belki de daha uygun bir kisim terimler, iyi hazirlan-
mis okuyucunun menfaatleri feda edilmek suretiyle, kullaml-
mustir.

Problemler okuyucuya teorik kisimlara ne dereceye ka-
dar hékim oldugunu anlamak firsatim vermektedir. Kitapta-
ki biitlin problemlerin sirasiyla ¢tziilmesi icap etmemekle be-
raber her gruptan en az bir (tercihan bir¢ok) problemin ¢o-
ziilmesi tavsiye edilir. Ayrica eser, bu sekilde hareket edildigi
takdirde okuyucunun muhtevadan birsey .kaybetmesini &nle-
yecek bir yapidadir. Bir problemi ¢ézdiikten veya ¢tzmeye ca-
listiktan sonra cevaplar kismindaki ¢oziimle karsilamak ye-
rinde olur,

Kitabin metniyle ilgili problemlerin formiile edilisi ve ¢6-
ziimler elemanter geometrinin ana prensiplerini kullanmak
ta ve bu geometride kullanilan transformasyonlar1 uygula-
maktadir. Kitapta neticelerden daha ¢ok metodlara dnem ve-
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rilmistir. Bu sebeple belli bir problemin ayr1 metotlarla ¢
ziimlerini karsilastirmak gibi dgretici bir gaye giidiilmiis ve
ayni problem birkag¢ yerde tekrar edilmistir,

Bu ciltte bir¢ok ¢izim problemleri vardir. Bunlarin ¢ozii
miinde «en basity» bir ¢izimi sonuna kadar gotiirmek yerine
yazar bu problemlerin karakter bakimindan lojik bir ilgi ya-
ratacak nitelikte olmalar iizerinde durmaktadir.

U¢ boyutlu geometrinin teoremlerine gene bu kitapta te-
mas edilmemistir. Bu simirlama, kitabin vermek istedigi esas
fikirler iizerinde sakincali bir tesir yaratmaz. Uzay geometri
problemlerinin bazilarim koymak belki ilgiyi arttirabilirdi.
. Fakat kitaba konmus olan diger problemler 6gretici ve aydin-
latict olup bu gayeyi de gerceklestirmektedirler.

i. M. YAGLOM




Bu Yayinlar Hakkinda

Matematigin kendi degeri yaninda, fizik kimya ve do-
layisiyle miihendislik ve askerlik gibi pratik sahalara ve
bilhassa son zamanlarda biyoloji, ekonomi ve hatta sosyal
bilimlere yardioni hizla arttigindan, bu bilim her millet
igin hayati bir 6nem kazanmigtr,

Ote yandan, matematik de bu bilimlerin problemlerini

¢bzebilmek igin gerek metod gerekse fikir bakimindan ge-
ligmek zorundadir,

Bundan dolayir birgok memleketlerde bu sahaya daha
fazla sayida yeni istidatlann ¢ekmek ve bunlar1 erkenden
kegfetmek, en nihayet bunlarin egitimi i¢gin her tiirlii feda-
kirhga katlanmak en Onemli bir milli egitim siyaseti ol-
musgtur,

Yeni istidatlar1 erkenden kesfetmek, i¢in dilgiinillen

tedbirlerin basinda, matematik kiiltiirlinti genig kitlelere
yaymak gelir,

Ikinci )tinya Harbinden sonra bir ¢ok memleketlerde,
genclerin tecessiislerini tahrik etmek ve bunlarin matematik
bilimlerine karg: ilgilerini arttirmak igin yeni bir tip mate-
matik literatliri meydapa gelmistir, Bu ¢esit literatiirde ara-
milan Ozellikler kisaca sunlar olmalidir: a) Problem vazi
sunf olmamal, b) Bunlarn anlamak igin fazla 6n bilgiye
ihtiya¢ bulunmamali, ¢) Okuyucuyu aktif igbirligine ve
bir seyler kegfetmege sevketmeli.

Iste Tirk Matematik Dernegi bu cereyam memleketi-
mize de getirmek maksadiyle bu yaymnlara baglamig bulun-
maktadir. Bu yaymnlar, resmi miifredata bagh ders veya
yardimer kitaplar olmayip konular: yukarki prensiplere









BASLANGIC

Geometri Nedir ?

A, P. Kiselyov’'un Hayskul Geometri kitabimin birinei
sahifesinde nokta, ¢izgi, yiizey ve cismin tarifi ile (bunlarin
uzayda meydana getirdigi topluluga (y1g1n) Geometrik sekil
denir) seklindeki ifadesinden hemen sonra Geometri gioyle
tarif edilmektedir: (Geometri, Geometrik gekillerin &zellik-
lerini inceleyen bir ilimdir), Bdoyle bir tarifle bu mukadde-
menin bagindaki soruya Hayskul Geometri kitaplarinda ce-
vap verilmis oldugu intibai hasil olmakta ve artik bununla
daha fazla mesgul olunmasina liizum kalmadigl zannedil-
mektedir.

Fakat problemin mahiyetinin basit oldngunu zannet-
tiren bu intiba yanligtir. Kiselyov’un tarifine yanhs dene-
mezse de bu tarif biraz eksiktir, (6zelik) kelimesi pek
umumi mahiyette olup hig¢ bir suretle sekillerin biitiin 6ze-
likleri Geometride incelenmez, Boylece mesela geometride
bir iicgenin beyaz kagida veya kara tahtaya ¢izilmesinin,
liggenin rengi geometrinin bir konusu olmamak itibariyle,
ehemmiyeti yoktur, Geometrinin yukarida tarif edilen ma-
nada geometrik sekillerin Ozeligini tetkik ettigi ve rengin
kagidin bir ozeligi olup seklin kendi Ozeligi olmadig:r sek-
linde bir cevap verilirse bu dogrudur. Bununla beraber bu
da tatminkédr olmayan bir cevap hissini verebilir, Daha ikna
edici bir cevap aramirsa sekillerin hangi Ozeliklerinin geo-
metrinin konusu olduguna dair kesin bir matematikse] tarif
yapilmahdir, Ancak bdyle bir tarif de bu giine kadar yapi-
lamamigtir, Geometride bu tatmin edilememe hissi, tahtaya
¢izilmig bir iiggenin bir kogesinin neden herhangi bir dog-
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ruya, meseld tahtamin bir kenarina degil de bu kise kar-
sisindaki kenara olan uzakhgi iizerinde cahsildign izah edil-
mek istenince daha da hakim olur.

Tarifin agiklanmasina ve takdime devam etmeden su
ciheti kaydetmek gerekir ki ders kitabi bu eksikliginden i
dolay: tenkit edilemez, Kiselyov’un tarifi belki de geometri I
c¢aligmasimin ilk safhasinda verebilecek yegéne tarifdir.
Geometri tarihinin bundan 4000 yildan da evvel basladigim |
ve takdimi bu kitabin esas gayelerinin biri olan ilmi tari-
fin bundan ancak 80 yil 6nce 1872 de Alman Matematikg¢isi
F. Klein tarafindan verilmig oldugunu sOylemek kafidir,
Matematikg¢iler geometrinin kesin ve tam bir tarifine ihtiyag
oldugunu iyice kavrayamadan Lobachevsky, Oklid Geomet-
risinden ayr1 bir geometrinin kurulmasina lilzum hissetti,
Ancak bu yeni geometri kurulduktan sonradir ki muhtelif
geometriler meveut olamiyacag: hakkindaki sezige dayanan
(intiiitive) geometrik gekiller fikrinin ¢ok genig olan geo-
metri ilmine temel tegkil edemiyecegi anlasilmigtir,

Simdi geometride gekillerin kesin olarak hangi Ozelik-
lerinin aydinlatacag meselesine donelim, Gordilgiimiiz gibi |
geometri, sekillerin biitiin 6zeliklerini degil, bir kismm
inceler. Bu Ozeliklerin kesin tarifinden evvel geometriyi
ancak sekillerin geometrik 6zeliklerinden bahseden bir ilim
olarak tarif edebiliriz. Kiselyov'un tarifine yapilan bu ek-
leme tarifi tamamlamaz. Simdi soru, (Geometrik dzelikler
nelerdir ?) cevap ise (Geometrinin inceledigi Ozeliklerdir.)
seklini almaktadir, Boylece geometriyi sekillerin geometrik
ozeliklerini inceliyen bir ilim ve geometrik oOzelikleri de
geometride incelenen Gzelikler geklinde tarif ederek bir fa- !
sid daire tlizerinde dolagmig durmug oluyoruz. Bu fasid dai-
reden kurtulmak i¢in geometrik ozelikleri geometri kelime-
sini kullanmadan tarif etmeliyiz. Sekillerin geometrik oze-
liklerinin neler oldugu sorusunu cevaplandirmak i¢in ¢ok
iyi bilinmekte olan su teoremi hatirhyalim: a ve b ke-
narlar: ile bu iki kenar arasindaki C agis1 verilen iiggen’in
ciziminde bir ve ancak bir ¢oziim vardir, Sekil (1a) buna
karsihk a ve b kenarlari ile 4 agsi verildigi zaman bir
figgen’in ¢iziminde iki ¢bziim elde edilir. Sekil (1b) Nl
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Birinci ¢izim probleminin «bir ve ancak bir ¢Ozlimil vardir»
seklindeki hiikmii, ikinei bir diigiiniiy tarzina gore dogru
olmayabilir, a ve b kenarlarm ile bunlar arasindaki C agisi
verilen liggen hakikatte bir tane degil, sonsuz sayidadir.
Sekil (2) Yani problemimizin bir degil sonsuz ¢dzfimil var-

dir. O halde ancak bir ¢dziim wvardir iddiasimin manasi
nedir ?
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Sekil 2,3

a ve b kenarlar ile bunlar arasindaki C agis1 verilen
liggen ancak bir tane olarak ¢izilebilir iddiasindan bu ele-
manlarla ¢izilecek biitiin figgen’lerin birbirine esit oldugu
manast ¢ikariir, Bu sebeple iki kenar ve bunlar arasindaki




£

e

4

ag1 ile sonsuz sayida figgen cizilebilir fakat biitiin bu #g-
genler birbirine egittirler demek daha dogru olur. Bdylece
geometride a, b ve C elemanlar verilen {iggen ancak bir
tanedir demekle bunlarin birbirinden pozisyon itibariyle
farkli fakat hakikatte aym oldugunu ifade etmig oluruz.
Geometri ilmini gekillerin geometrik &zeliklerini inceleyen
bir ilim olarak tarif edince aym Ozelikteki sekil ile birbi-
rinden tefrik edilemiyecektir. Buna gore esgit gekiller kesin
olarak aym zelige sahik olacak, buna mukabil esit olma-
yanlarin ise muhtelif geometrik dzelikleri bulunacaktir, Aksi
halde gekiller birbirinden ayrilamaz.

Simdi geometrik Gzeliklerin istenilen tarifini verebiliriz:
«Jekillerin geometrik ozelikleri, biitlin esit sekillerde ortak
olan &zeliklere denir,» §imdi geometride neden bir figgen’in
kogesinin yazi tahtasinin bir kenarina olan mesafesinden
bahsedilmedigi sorusuna kesin bir cevap verebiliriz. Biitiin
egit tiggen’ler i¢in bu mesafe aym olmayacagindan bu uzak-
Iik geometrik bir &zelik degildir, Buna mukabil bir iiggen’in
yliksekligi geometrik bir zeliktir, Zira esit biitlin li¢gen’le-
rin kargilikh yiikseklikleri aymdir,

Artik geometrinin tarifine iyice girmis oluyoruz, Bili-
yoruz ki geometri es sekillerde ortak olan ozelikleri yani
geometrik Ozelikleri inceler, Simdi ig «es gekiller neye de-
nir ? » sorusuna cevap vermekten ibarettir. Bu son sorunun

ortaya atiisi buraya kadar hig bir gey bagarilmamg oldugu’

intibaim yaratabilir ve bu da okuyucu fizerinde hayal kirnk-
higina sebep olabilir, Zira yapilan is gimdilik bir problemin
yine gii¢ olan ikinei bir probleme doniigtiiriilmesinden iba-
rettir, Gergi durum tamamen bdyle degildir, Ciinkil iki gek-
lin ne zaman es olduklar: sorusu asla cevaplandiriimas: gii¢
bir soru sayilamaz. Miiellifin kitab1 bu soruya tam mana-
siyle tatmin edici bir cevap vermektedir. Miiellif, eg iki
gekli: «uzayda biri digerinin iGzerine kondugu zaman biitdn
kisimlart birbiriyle gakigan iki gekle es sekiller denir.» diye
tarif etmektedir, Bu demektir ki eg sekiller, uygun bir ha-
reket neticesinde birbiriyle ¢akigabilen gekillerdir., Su halde
gekillerin geometrik Ozelikleri yani biitlin eg sekillerde ayni



S ————

8

olan Ozelikler, bir hareket neticesinde degigsmeyen Gzelikler-
dir, Neticede geometrinin tarifi olarak: «Geomelri, sekillerin
bir hareket neticesinde degismeyen ézeliklerini inceleyen bir
ilimdir. » seklinde bir tarif verebiliriz. $imdilik bu tarif ile
yetinmek miimkiindiir, Hakikatte bu konuda ileride sbyle-
necek sbz olacaktir,

Kili kirk yaran bir tenkit¢i bu tarifle de tatmin edil-
meyebilir ve bir hareketle ne demek istedigimizi sorabilir,
Biyle bir soruya da asagidaki gekilde cevap vermek miim-
kilndiir: /zometri veya hareket adwyla da tamnan geometrik
bir doniisiim, dizlemin veya uzayin her A noktasim bir A’
noktasina gotirir. Bu hareket sonunda esas seklin A ve B
gibi iki noktast arasindaki uzakltk yeni durumdaki gseklin A
ve B nin kargiliklart olan A" ve B’ noktalar: arasindaki uzak-
liga esit kalir. Gergi bu tarif biraz miicerrettir fakat geo-
metride oynayacag Onemli rolii gz Oniinde tutarak izometri
Ozeliklerini sezisle de olsa kabul ve biitiin inceliklerini tet-
kike devam edecegiz. Boyle bir ¢aligma bu kitabin birinei
cildinin esas konusu olarak kabul edilmistir, Bu cildin so-

‘ nunda diizlemin miimkiin olan biitiin hareketlerinin bir
sayum1 yapilmakta ve bu da izometrinin daha basit anlagi-
labilir bir tarifine bizi gitiirmektedir,

Sunu da Onemle hatirlatalim ki izometriler, yalmz geo-
metri anlaminin kesin olarak bilinmesi istenince Gnemli de-
gildir. lzometrinin ayrica pratik bir Snemi vardir. Geomet-
rideki esas rolii geometri problemlerinin ¢6ziilmesi, Gzelikle
¢izimler yapilirken meydana gikar, Izometriler {izerinde ya-
pilan ¢aligmalar aym zamanda bir ¢ok geometri preblem-
lerinin ¢6zlimiine uygulanabilecek genel metotlar kazandir-
makta ve bagka metotlarla ¢Oziilmesi aym bir gli¢lik gds-
teren nitelikte onlarin bir gurup halinde incelenmesini te-
min etmektedir. Ornek olarak su fi¢ ¢izim problemini gbz
Onfine alalim:

(a) Verilen ti¢ M,, M,, M; noktasy kenarlar {izerine ve
digariya dogru ¢izilecek fi¢ eskenar iiggenin birer ko-
sesi olmak {izere bir iicgen ¢iziniz.
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(b)& Verilen ti¢ M,, M,, M, noktas: kenarlar iizerine ve
digariya dogru ¢izilecek ii¢ karenin merkezleri olmak
gartiyla bir liggen ¢iziniz,

{c) Kenarlarmn orta noktalar: verilen bir yedigeni ¢i-
ziniz,

Sekil 4a

Bu {i¢ problem &lelade okul kitaplarinda birbirinden
ayn ve olduk¢a gii¢ ti¢ problem olarak ele alimr, Birinci-
sini ¢ozmek i¢in evveld AM;, A.M,, A;M; dogrularimin
(Sekil 4 a) aymt bir O noktasindan gectigini ve herhangi
ikisi arasinda 120 derecelik bir a¢1 bulundugunu gostermek
suretile O noktasim bulmak ve ondan sonra da sirasiyla:

OAﬁ—OA,:OM,; OA;"—OAg:OMl ve OA,+OA1=OM3 (1)
bagmtilarinin varhgim gostererek bu bagintilardan OA4,, 04,
ve OA; il geometrik olarak elde etmek miimkiindiir, Mese-
1a OA, igin: 0A4,=1/2(OM,+ OM;— OM,) bulunur, Bun-
dan sonra da OM, dogrusu O dan itibaren uzatilarak iize-

rinde OA, uvzunlugu isaretlenirse A, noktasi bulunmusg
olur,

Yol gisterme: (1) deki egitliklerden herhangi birini,
meseld birincisini, ispat etmek i¢in A4,04,M; dortgeninin
karsihkll agilarindan ikisini 60 ve 120 derece olduguna ;
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0OA,i goren gevre agi A ise OA, yi gbren gevre aginn
60— A ve OM, it goren gevre aginin 60+ A olduguna dik-
kat etmek ve bu uzunluklardan herbirinin kargisindaki
acimin siniisiine oramimn bu dortgen disina ¢izilen dairenin
capmna esit oldugundan faydalanmak miimkiindiir,

Ikinci problemi ¢ozmek igin B, noktasi 4,4, lin ortasi
olmak iizere; M,B, | M,B, ve MyB,= M;B, oldugunu gore-
rek B, noktasim tayin etmek kifidir,

Sekil 4b

Ugtincti problemin ¢éziimiine gelince: A,4,4,4,4;4:4;
yedigeninde 4,4, kogegeninin ortasi’ olan M;" noktasinin
MMM, M ;" paralelkenarimin bir kigesi olacag dilgiiniilerek
bu nokta ¢izimle bulunabilir., Bu M,” noktasi elde edilince
problem, kenarlarimin ortalar verilen bir A4,4,4,4,4; bes-
geninin ¢izimi problemine gétiiriilmiig olur. Aym muhakeme
ile ¢izime devam edilerek problem gittikge basitlegtirilir,

Bu ii¢ problemin ¢bziimleri olduk¢a sun’i olup her bi-
rinde bir takim yardimel ¢izimlere bagvurmak icap etmekte
ve ii¢ili de biiyiik bulug kabiliyetine ihtiyag gostermektedir.
Izometriler, bu problemleri ve daha genel olan agagidaki
$u problemi ¢izim yolu ile ¢bzmeye ¢ok elveriglidir,

-~

-






BIRINCI FASIL

YERDEGISTIRMELER

1. Oteleme

Diizlemde bir NN’ dogrultusu (ucunda ok bulunan bir
dogru) secelim ve bir a dogru parg¢asmin verilmis oldugunu
farzedelim, Diizlemin herhangi bir noktas: 4, NN’ dogrul-
tusunda ‘a uzunlugundaki bir dogru pargas1 44" olsun, (Se-
kil 5a), Bu takdirde 4" noktasi 4 noktasimin NN’ dogrul-
tusunda ¢ kadar 6telenmesinden elde edilmigtir, denir, Boyle
bir teleme neticesinde bir F seklinin biitiin noktalar1 aym
dogrultu ve mesafeyi alarak bir F” sekline doniigiirler, Ki-
saca F’ sekli F den bir teleme ile elde edilmistir, denir.

S N
H L a -_N.
A A
O o o o o ]
a b
Sekil 5

F geklinin biitiin noktalar1 NN’ dogrultusunda o kadar
bir mesafeye tagindign zaman her iki seklin karsihikh nok-
talarima birlegtiren dogru parcalar: birbirlerine aym ydnde
paralel ve esittirler, F” sekjinin F durumuna getirilmesi
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(b) Aym problemi 4 ve B kdyleri arasmlda bir kag
nehir bulunmas: halinde ¢dziiniiz,

3. (a) Verilen iki /; ve [/, dogrusuna olan uzakliklar:
toplami bir o uzunluguna egit M noktalarimin geometrik
yerini bulunuz.

(b) Verilen iki [/, ve /, dogrusuna olan uzakliklar
farka sabit bir ¢ uzunluguna egit M noktalarimin geometrik
yerini bulunuz.

4, Bir ABC tiggeninin AB, BC, CA kenarlarinin or-
talar1 siras1 ile D, E, F olsun, ADF, BDE ve CEF ii¢gen-
lerinin ¢evrel gemberlerinin merkezleri siras: ile O,, O,, Oy
ve aym f{iggenlerin i¢ine ¢izilen ¢emberlerin merkezleri
Q,, Q;, Q; olduguna gire 0,0,0; ve Q,Q,Q, ftiggenlerinin
egit oldugunu isbat ediniz,

5. Bir ABCD dortgeninde MN bimediam (kargilikh
iki kenarin ortalarimi birlegtiren dogru) ortalamadig: kenar-
larin toplam:i yarisina esitse bu dortgenin bir yamuk oldu-
gunu isbat ediniz,

6. Bir gemberin AB ve CD gibi iki kirigi goz Oniine
alimyor, Bu gember iizerinde dyle bir X noktasi bulunuz
ki X4 ve XB kirisleri CD kirigi {izerinde verilen bir a
uzunlufguna egit bir £F dogru parg¢as: ayirsin,

Sekil 8

7. (a) A ve B noktalarinda kesigen S, ve S, gibi iki
¢ember veriliyor, 4 dan Oyle bir / dogrusu ¢iziniz ki bu
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dogrunun S, ve S, yi yeniden Kkestigi noktalar sirasi ile
M, ve M, olduguna gére M,M,—a olsun, (a verilmig bir
uzunluktur;)

(b) Verilen bir iiggene es olmak ve kenarlar: verilen iig
noktadan gegmek fizere bir iiggen ¢iziniz,

8. S, ve S, gibi iki gember veriliyor, Oyle bir ! dog-
rusu ¢iziniz ki:

(a) bu [ dogrusu verilen bir /, dogrusuna paralel olsun
ve S;, S, ¢cemberleri [ {izerinde esit kirigler ayirsin,

(b) I dogrusu verilen [, dogrusuna paralel olsun ve:

S; ve S, den ayirdig Kkiriglerin toplami (veya farki) verilen
bir ¢ uzunluguna esgit olsun,

c) Aranan dogru verilen bir 4 noktasindan gegsin ve
S, ve S, ¢emberleri bu dogru {izerinde egit kirigler ayirsin.

Oteleme, diizlemin her A noktasim1 bir A’ noktasina
gotliren bir doniigim (transformasyon) Srnegidir, Bu donii-
glim, baglangicta tarifini yaptigimiz izometri (hareket) an-
laminda kullamlmigtir. Béyle bir &Gtelemede hig bir nokta
sabit kalmaz,

Gergi bir Steleme sonuncunda yerini degistirmeyen dog-
rular da vardir. Meseld Gteleme dogrultusuna paralel biitiin
dogrular Steleme sonunda ilk durumlan ile ¢akisik kalirlar.

$imdi Gtelemenin bagka zeliklerini inceleyelim. F ve F~
bir Oteleme ile birbirinden elde edilmis iki sekil olsunlar.
F seklinin iki noktasi 4, B ve F” geklinin karsihkh nokta-
lan A’, B’ olsun. (Sekil 5b) AA'|| BB’ ve AA’= BB’ ol-
dugundan AA'BB’ dortgeni bir paralelkenardir. Boylece
diyebiliriz ki eger F:ve F’ gibi iki sekil bir oteleme ile bir-
birinden elde edilebiliyorlarsa her iki sekilde karsilikli dogru
pargalart birbirine aym yénde paralel ve esittirler.

Kargsit olarak eger F geklinin iki noktastt birlestiren
dogru pargast F’ seklinin karsilikli noktalarint birlestiren dogru
pargasina aynt yénde paralel ve esitse F ve F’ gsekilleri birbi-
rinden bir Gteleme ile elde edilebilir. (Sekil 5b)
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Simdi bir Steleme yerine birbiri ardisira iki Gtelemeden
¢ikacak sonucu inceleyelim, Birinci Oteleme bir F geklini
F; e ve ikinci Gteleme F, geklini F ye dniistiirsiin,

Sekil 9

Isbat edelim ki F seklinden F” ye tek bir oteleme ile
gecmek milmkiindiir, Hakikaten birinci oteleme F geklinin
bir 4B dogru parcasimi F; in bir A4,B, dogrusuna doniigtii-
riirse AB|| A\B;, ve AB=A,B, ve yinler aymdir, Aym
muhakeme ile ikinci Gteleme 4,B, i A’B’ ye doniistilriir ve
AB||A'B" ; ABy=A’B’ ve ybnler aym olur. Bu iki ne-
ticeden F ve F” de bulunan 4B ve A’B’ dogru pargalarinin
ayni yonde paralel ve esit olduklar1 sonucuna varilir, Bu
da bize F i F’ ye doniigtiiren bir dtelemenin varhgini gos-
terir, Biylece herhangi ardisik iki Gtelemenin yerine bir tek
oteleme yapilabilecegi isbatlanmus oldu.

Bu son ifade bagka tiirlii de formiile edilebilir, Meka-
nikte miiteaddit deplasmanlarin (yer degistirmesi) yerine
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tek bir deplasman ikame edilmesine «deplasmanlarin top-
lanmasi» denir, Ayni1 anlamda biz de «~doniigtimlerin top-
lami»* ndan bahsedecegiz. Bu toplamin terimleri ayr1 aymn
otelemeler olacaktir, Meselda NN, birinci Gtelemenin uzun-
lugu ve dogrultusu ve NN’ de ikinci Gtelemenin uzunluk
ve dogrultusu ise NN’ bu iki Gtelemenin toplami olan ve
birinei gekilden dogrudan dogruya iigiincii sekle gecisi sag-
layacak olan figlineii bir 6telemenin uzunluk ve dogrultusu
olur. Pratikte bir Gtelemenin bir dogrultu ve bir uzunlukla
belirtildigi ifade edilmekie ise de bu ifade temamen dogru
degildir, Zira verilen bir A noktasi i¢in AA4’||l ve Ad'=a
gartlar: bir nokta degil, iki nokta belirtir,

-
—

A A A
O ———— —O==—=——=0
Sekil 10

Bu ifadeyi daha agik hale koymak icin [ fizerindeki
yonlerden biri pozitif kabul edilir. (Bu ybn bir ok ile gis-
terilebilir.) Buna gbre @ uzunlugu pozitif veya negatif olur,
Boylece sekil 10 daki iki 4’ ve A" noktas: farkh iki ote-
lemeye (igaret bakimindan) tekabiil ederler. Bu suretle bir
dogru fizerinde yonlii dogru parcalar kullanmak fikri ken-

diliginden dogmakta ; dogru pargalar1 pozitif veya negatif
olabilmektedir,

Oteleme, yonlenmis bir tek NN’ dogru parcas: ile de ka-
rakterize edilebilir, Bu halde &telemenin hem dogrultusu
hem de bilyiikliigli aym zamanda ifade edilmis olur,

* Matematik literatiinde «dontigtimlerin garpimi» deyimi sk sk
aym anlamda kullanihr,
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 Sekil 11

Buraya kadar verilen bilgilerden diizlemde yonlii dogru
parcalari (Vektorler) fikri ortaya cikmaktadir, Vektirler
mekanik ve fizikte de onemli bir rol oynar. Su ciheti de
kaydedelim ki Otelemelerin toplam: fikri vektérlerin bildi-
gimiz toplam1 anlamindadir,

2. Simetri (Yan dénme) ve dénme

Bir O noktast AA’ gibi bir dogru par¢asimin orta noktast
ise A’y A mn O etrafinda yart dénmesinden elde edilmigtir,
Veya baska bir deyimle A" noktast A mn O ya gore simetrik’
idir denir.

Sekil 12

A’ noktas1 4 min O etrafinda yar1 ddnmesinden elde
edilmigse kargit olarak A noktasi da 4’ miin aym nokta
etrafinda dénmesinden elde edilebilir.
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Bir F geklinin biitiin noktalarimin O ya gore simetrik’i
bir F” geklidir. Buna gire bir dogrunun bir O noktasina
gore simetrigi kendisine paralel bir dogru ($ekil 13 a) ve
gemberin simetrigi kendisine egit bir cember olur ($e-
kil 13 b).

Sekil 13a

Yar ¢apt r olan bir c¢emberin simetriginin Kkendisine
esit bir gember oldugunu isbat etmek icin AOM ve A'OM’
ticgenlerinin (Sekil 13 b) birbirine esit oldugunu isbat et-

Sekil 13 b

mek kafidir, Bu netice bize 4 noktasymin ¢izdigi M mer-
kezli ¢emberin A" niin ¢izdigi aym r yarigaph ve M mer-
kezli ¢embere doniigtiiglinii gosterir,

, 9, Verilen bir 4 noktasmndan oyle bir dogru geciriniz
: ki bu dogrunun verilen bir [ dogrusunu kestigi nokta ile

verilen bir gemberi kestigi nokta arasinda kalan kisminn
ortas1 bu A4 noktas: olsun,

g2 i — - - - —
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10, S, ve S, gibi iki ¢emberin ortak bir A noktasindan
Oyle bir / dogrusu gegiriniz ki:

(a) S; ve S, gemberleri [ dogrusu tizerinde egit kirisler
ayirsin,

(b) S, ve S, ¢cemberleri / dogrusu {iizerinde farklar1 veri-
len bir ¢ uzunluguna esit iki kiris ayirsin, (Problem 10b
nin problem 7 a min genellestirilmis sekli oldugu agikérdir).

11, Bir S cemberinin AB ve CD gibi iki kirigi ile ZD
fizerinde bir J noktasimiu verilmis oldugunu farzedelim,
Cember iizerinde dyle bir X noktasi bulunuz ki 4X ve BX
dogrular1 CD kirigi tizerinde ortast / olan bir EF dogru

parcas1 ayirsin (Sekil 14)

Sekil 14

12, Paralel iki dogrunun teskil ettigi seridin sonsuz si-
metri merkezi vardir, ($ekil 15)

OO0 0OOO000-

Sekil 15

Eger F ve F’ gekilleri birbirinin O ya gore simetrikleri
ve AB ile A'B’ dogru pargalar1 bu iki seklin karsihklh dog-

F‘ 2
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ru pargalan ise (Sekil 16) AB A’B’ dortgeni bir paralelke-
nardir, (Kogegenleri birbirini ortaladign igin)

Sekil 16

Bundan anlagilir ki merkeze gére simetrik iki geklin kar-
stlikly dogru pargalar: paralel, esit ve ters yonlidirler. Kargit
olarak isbat edilebilir ki F geklinin her noktasina F’ gekli-
nin bir noktasi tekabiil ettirilebilir ve F deki her dogru par-
cas1 F’ deki kargihfina paralel, egit ve ters yonlli ise bu
iki sekil bir O noktasina gbre birbirinin simetrik’idir, Ha-
kikaten F ve F’ de birbirinin kargiig olan iki nokta M ve
M’ ; MM’ niin ortast O, birbirinin kargihgi diger iki nokta
A ve A’ olsun (Sekil 16) MA||M'A” ve MA=M A" oldu-
gundan A M A" M’ dortgeni bir paralel-kenar olur ve 44’
kogegeninin ortast MM’ kogegeninin ortas: ile ¢akigir, Yani
A’ noktas1 4 mn yarn donmesinden elde edilir. 4 ve 4" ge-
lisi giizel kargihikh iki nokta oldugundan F’ sekli F den ay-
m sekilde bir yarim dénme sonunda elde edilebilir,

Simdi F, F, ve F’ gibi ii¢ gekil goz Oniine alahm, Fin
0, e gbre simetrik’i F, ve F,in O, ye gbre simetrik’i F” ol-
sun, (Sekil 17) F, in herhangi bir dogru pargas1 A,B, ve F
ve F’ gekillerinin karsihkh dogru parcalar1 AB ve A’B’ ol-
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sun, Buna gire 4,B, ve AB dogru parc¢alar birbirine; 4,8,
ve A’B’ dogru pargalari da birbirine egit, paralel ve ters
yOnlii; Binaenaleyh 4B ve A'B’ dogru pargalar1 ise esit,
paralel ve aym yonlii olurlar, Fakat F' ve F’ niin kargilikli
dogru parcalar egit, paralel ve aym yonlii iseler F’ gekli
F den bir ételeme ile elde edilebilir.

Sekil 17

Su halde iki yarim dinmenin toplamu bir Gtelemedir. Bu
netice gekil 17 den kolayca goriilmektedir, Hakikaten 44,4’
tiggeninde 0,0, dogru parcasi, 44, ve A’A, dogru parca-
larinin  orta noktalarmi birlestirdigi i¢in 44°]|0,0, ve
AA’'=20,0, olur. Kisaca F” niin her A’ noktast F de bu
noktamin karsdigt olan A noktastmn 0,0, dogrultusunda 2 0,0,
kadar ételenmesinden elde edilebilir. Aym yoldan gidilerek
bir iteleme ile O ya gore bir simetri'nin toplammin (Sekil 18)
Oy e gore bir simetri oldugunu géstermek mimkinddr. Surast
da unutulmamalidir ki evveld iteleme sonra simetri yerine ev-
veld simetri sonra ételeme seklinde bir démisim sirast takip
edilirse netice degismez.

Simdi mithim bir problem daha inceleyelim. O,, O, nok-
talarina gore ardigik iki simetri (Sekil 19: 4> 4, > 4’) nin
O, den O, ye dogru olan ybnde 20,0, ye esit bir telemeye
muadil oldugunu goriiriiz,
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Bu iki simetri arasinda bir sira degisgikligi yapilirsa (Se-
kil 19: A—> A/ —> A”’) bu iki hareketin bilegkesi olarak ay-

Sekil 18

m mesafede fakat bu defa O,den O, e dogru olan ydnde
bir dteleme elde edilir.

Boylece iki simetri toplaminin bu iki simetride takip edi-
len siraya tabi oldugu goriiliir, Genel olarak bu netice, do-
niisiimlerin toplaminin bir 6zelligidir, Iki doniistimiin topla-
mi1, genel olarak, sartlarin sirasina tabidir,

kn i A k ;
= ik i S
‘“‘-.‘::""-UI"” \'\ 0[ ﬂﬂﬂﬂﬂﬂ
f,‘—-"'-:‘-—-:‘:-"‘- x
Aio.....-- ® K,
Sekil 19

Iki simetrinin toplamindan bahsederken simetriyi diizle-
min her 4 uoktasim1 4’ noktastna tekabiil ettiren bir donii-
siim olarak diistinmiistiik, Bu doniigtimde sabit kalan yega-
ne noktanin O simetri merkezi oldugunu gbrmek gii¢ de-
gildir, Aym gekilde bu doniigiimde degismeyen dogrular da
simetri merkezinden gegen dogrulardir. !

13, (a) O, O,,..., O,(n cift bir sayidir,) noktalar1 ay-
ni diizlemin noktalar1 ve AB de herhangi bir dogru pargasi
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olsun, AB nin O, e gire simetriki 4,8,, AB, in O, ye gire
simetrik’i 4,8,, A,B;nin Oye gore simetrik’i 4;B; ve ni-
hayet 4, ,B,-,in O,e gore simetrik’i A4,B, olsun (n—=4
i¢in gekil 20 ye bak) 44, = BB, oldugunu isbat ediniz,

A’ :::—-:::_-‘_:‘;‘Al
A: A'“:: ‘L 0' ’;,)\’A'
03 i \“\.‘/"? 03
i
§
“3
Sekil 20a

Gecen misdldeki iddia » nin tek olmas halinde de dog-
rumudur ?

(b) Simdi de n tek bir say1 olmak {izere diizlem iginde

0,,0;, ..., O, gibi n tane nokta alalim. (n=3 i¢in sekil
20 ye bak) .

B,
A > M
S -
\ | Y o
\ } ”ox\
- N
LI L sl
B " \\\ 03'-*\ n!
\ ,_.J\"'Ir
0y, |
1 \\
By
Sekil 20 b

Herhangi bir 4 noktasiom O,, O, ..., 0, merkezleri-
ne gire ardigik olarak simetriklerinin alindigini1 ve son nok-
tanmn bir defa daba aym O,, Oy, ..., O, noktalarina gire
doniigtiirildfiglinii farzedelim, Bu 2 n simetri sonunda elde

edilecek A noktasinin ilk 4 noktas: ile gakigacagini goster-
mek miimkiindiir,
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Acaba bu iddia nnin ¢ift olmas: halinde dogrumudur ?

14. (a) O,, O,, O,, O,, bir diizlemin herhangi dort
noktas: olsun. Besinci bir 4 noktasinin bu noktalara gore
aym siray: takip etmek f{izere simetriklerini gtz dniine ala-
lim, Isbat edilebilir ki boylece elde edilecek 4 noktasi; O,
O, O,, O, siras1 takip edildigi takdirde bulunacak nokta
ile cakigiktir. (Sekil 21)

\
——————— )
: =

Sekil 21

(b) Oy, 0,, O, O,, Oy diizlemin berhangi bes noktas
olsun, Geligi gtizel bir 4 noktasimn bu beg noktaya gire
aym sira fizere simetriklerini alalim, Isbat edilebilir ki bu

suretle bulunacak son 4; noktasi: Oz, O, O;, 0., O, sira-.

81 takip edilmek suretiyle bulunacak nokta ile gakisiktir,

(¢) Bir diizlem i¢inde O,, Oy, O, .. , O, gibi n tane
nokta alahm. Herhangi bir noktanin bu noktalara gbre ev-
vela O,, O,,... O, sonrada O,, ... 0,, O, siras: takip
edilerek simetrikleri alimirsa nin hangi degerleri i¢in her
iki halde elde edilen sonuncu noktalar aym kalr?
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15. ntek bir say1 (meseld n=29) olsun, Bir diizlem ig¢in-
de n tane nokta alalim, Kenarlarmin ortalar1 verilen nokta-
lar olan bir n kenarlinin koselerini bulunuz,

nin tek olmas:1 halini inceleyiniz,

16. (a) Herhangi bir dortgenin kenarlarimin orta nokta-
larimin bir paralelkenarin kogeleri oldugunu gosteriniz. (Se-
kil 22 a)

Sekil 22a

(b) Herhangi bir 6 genin kenarlarimin ortalann M,, M,,
M,, M, My, M, olsun. Kenarlar1 M\M,, M;M,, MM, dog-
ru parcalarina paralel ve esit olan bir 7, liggeni ile kenar-
lart MMy, M,M;, MM, dogru par¢alarina paralel ve esit
ikinei bir 7, {iggeninin varhgini isbat ediniz, (Jekil 22 b)

M, M, VT!

u, M,

B *A
T!

Sekil 22b

Bir diizlem i¢inde bir O noktas: alalim, Ayrica bir « agi-
st ile agilar i¢in bir dénme ydnii segelim., Bu se¢mede po-
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zitif yon, saat ibrelerinin dénme y®niiniin tersi olsun, Diiz-

lemin herhangi bir noktas1 4, 04A=04" ve m'=ﬂ gar-
tina uyan diger bir noktas1 4’ olsun. Bu takdirde A’ nok-
tas1 O noktasi etrafinda 4 noktasinin « kadar ddnmesinden
veya kisaca 4" noktasi 4 dan bir donme ile elde edilmigtir
denir, (Sekil 23 a)

Sekil 23a, b

Bir F geklinin bfittin noktalarinin bir O noktas: etrafinda
a a¢i81 kadar dSnmesi sonunda yeni bir F” sekli elde edilir,
Bu esnada geklin biitlin noktalar1 ayni agi kadar donerler.
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Biylece elde edilen F” sekli, F' seklinden bir dénme sonun-
da elde edilmis olur,

F’ sekli F geklinden « kadar bir donme ile elde edilmis
ise karsit olarak F' gekli de F” den ayni ydnde 360—a ka-
dar bir donme ile elde edilebilir, Kisaca bu iki seklin bi-
rinden digerine bir dénme ile gecilebilir,

Bir / dogrusu bir O noktasi etrafinda bir déndiirme so-
nunda yeni bir " dogrusuna doniistiiriilebilir. !’ yi bulmak
i¢in Odan [ ye ¢izilen dikmenin P ayagim ¢ kadar dondii-
rerek P’ yi bulmak ve bu son noktadan OP’ ye bir dikme
¢izmek kafidir, (Sekil 24 a)

Sekil 24a

Asikardir ki / ve [’ dogrular1 arasindaki o agis1 donme
agisina esittir, Bunu ispat etmek i¢in gekildeki POP’ ve IMI’
agilarinin kenarlarinin ayni yonde birbirine dik olduklarina
dikkat etmek kafidir,

Bir .S ¢emberinin bir O noktas: etrafinda dondiriilmesin-
den bir S’ cemberi elde edilir. §* ¢izmek i¢in Sin M mer-
kezini donme acis1 olan o kadar dondirerek M’yi bulmak
ve M’ merkezli ayni yar1 ¢aph cemberi ¢izmek suretiyle ilk
¢emberi déndiirmek miimkiindiir. (Sekil 24 b)
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Sekil 24 b

Bir 4 noktasi ve 04= 04’ sartiylem'za gart ve-
rilic ve dénme yonil hakkinda bir kayit konmazsa A’ ve 4"
gibi iki nokta elde edilir, (Sekil 25)

Sekil 25

Bu iki noktadan herhangi birini segmek igin gekilde kul-
lamlan oklardan faydalamlir, Oklarla gisterilen ydnlerden
biri pozitif kabul edilirse digeri negatif olur, Diger taraftan

A/O;.'=a y1 pozitif veya negatif olarak diiglinebiliriz, Bu,

Ayr A" ye doniigtiiren donmenin ydniine baghdir, Buna go-

re A" ve A” noktalar: isaret bakimindan farkh dénmelerden

elde edilmig olacaklardir, Bu ikili cevaptaki belirsizlikten

kurtulmak ihtiyaci bizi yonlii agilar yani negatif ve pozitif
| agilar fikrine gitiirmektedir.

17. I, ve I, gibi iki dogru, bir A noktasi ve bir a agisi
verilmig olsun, Merkezi 4 olan Gyle bix ¢ember ¢iziniz ki
I, ve [, dogrular1 bu ¢gember ilizerinde merkezden « agis ile
goriilen bir yay ayirsin,

wadaid g 4
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18. Kosgeleri verilen 3 paralel dogrunun veya verilen 3
Aaym merkezli gemberin c¢evresi iizerinde bulunan bir eske-
nayr iiggen ciziniz.,

19, Bir § ¢emberi, 4 ve B noktalar1 ve bir & agis1 ve-
riliyor. C ve D gibi 6yle iki nokta bulunuz ki CA|| DB ve
CD yay: o ya esit olsun,

20, S, ve S, cemberleri, bir 4 noktas: ve bir a agsi
veriliyor, A dan ge¢mek ve aralarinda o kadar_ bir a¢1 yap-
mak iizere dyle iki [, ve l, dogrusu ¢iziniz ki S, ve S, ¢em-
berleri bu iki dogru iizerinde esit Kirigler ayirsin,

O merkezi ve a acisi ile verilmig olan bir dénme bir F

geklini diger bir F” gekline douiistiirmiis olsun. AB ve A'B’
de iki geklin karsihklh iki degru parcasi olsun. (Sekil 26)

Sekil 26

Bu takdirde OAB ve OA’B’ licgenlerinin esit olduklari
agikardir, (Ikiser kenarlar1 ve aralarindaki agilar1 esit ig-
genler) AB ve A’B’ arasindaki a¢inin « ya esit oldugunu
daha Once gistermistik, Boylece F' ve F” sekilleri birbirin-
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den bir d6nme neticesinde elde edilmis iseler bu iki geklin

karsilikhi dogru parcalarimin aralarindaki a¢gimin donme agi-
sina egit oldugu anlagilir,

Karsit olarak eger bir F seklinin her noktasina F’ nin
bir noktas: tekdbiil ettirilebilir ve iki seklin karsilikh dog-
ru par¢alari arasinda hep ayni « a¢ist meydana gelirse (F
deki herhangi bir dogru parcas: segilen ybnde « kadar don-
meden sonra F” deki kargihigina paralel olursa) bu takdirde
F ve F’ sekillerinden biri digerinden bir merkez etrafinda
& kadar bir dénme ile elde edilebilir, Hakikaten F ve F’
niin kargilikli birer noktast M ve M’ olsun, MM yil « agisi
ile gbren yayin MM’ niln orta dikmesi ile kesim noktasim

—_——
O ile gosterelim, OM = OM’ ve MOM’ =a oldugundan O
merkezi etrafinda « kadar bir donme sonunda M noktasin-
dan M’ elde edilir. Ancak burada dikkat edilecek bir husus

vardir, OM = OM’ ve m'=a sartlan bir degil iki O nok-
tas1 belirtir, Zira MM’ niin orta dikmesi iki taraftan da uza-
tilabilir. Bu iki noktadan F deki bir dogru pargasinin a ka-
dar bir donmeden sonra F” deki kargihigina paralel duruma
getirecek olani se¢ilmelidir, §imdi farzedelimki A ve A"
noktalar:1 F ve F’ nilin diger karsilikhh birer noktas: olsunlar
OMA ve OM'A’ ftiggenlerini diigiinelim. OM = OM’ diir (O

noktasinin ¢iziminden) MA—=M" A4’ diir, Aynca@: OM A"
dir, Ciinkii OM ile OM’ nin agis1 M4 ile M’A’ niin agisina
egittir, Yani M, M’, O ve K (K noktas1 AM ile A’M’ niin
kesim noktasidir,) noktalar1 aym ¢ember iizerinde bulunur-
lar ve OMA gevre agisi ile OM'A’ cevre agis1, ayni yayl
gordiiklerinden, birbirine egit olurlar, Netice olarak OMA
ve OM'A’ lggenleri birbirine esit olur, Boylece O merkezi
etrafinda a kadar bir dSnmenin F deki her 4 noktasim F~
deki bir A" noktasina gbtiirecegi ispat edilmis olur,

Simdi su soruya cevap verebiliriz: ki dénmenin topla-
m1 nedir? Kolayca goriilebilir ki bir O noktas: etrafinda
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ayni yonde sirasiyle « ve g kadar iki ddnmenin toplam
aym nokta etrafinda «-{- 8 ya esit bir donmedir. (Sekil 27 a)

Sekil 27a

Simdi genel sekli diiglinelim. F, sekli O, merkezi etra-
finda F in 2 kadar dénmesinden ve F’ gekli de F, in O,
merkezi etrafinda aym ydnde g kadar donmesinden elde
edilmis olsun, (Sekil 27 b)

Sekil 27b

Eger birinei dénme F deki 4B dogru pargasimn F, de-
ki 4,B, e doniigtiirtir ve ikinci donme A,B, i F’ deki A'B’
ye dontistiirtirse 48 ve A4,B, dogru pargalar birbirine egit
olup aralarinda a kadar:; A,B, ve A’B’ ise yine birbirine
esit olup aralarinda g kadar bir agi teskil ederler. F ve F’
niln kargiikh AB ve A'B’ dogru parcalar ise a--f bilyiik-
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ltigtinde bir a¢t meydana getirirler, Eger a--f=360" ise
iki seklin kargihkh dogrular1 birbirine paraleldir, Bundan
su netice ¢ikar: a- f=360° ise F den F’ ye bir donme 'I
ile, «-}-p=23860" ise F den F’ ye bir Gteleme ile gegilir, :

30

Boylece diyebiliriz ki O, ve 0O, merkezli z ve g gibi |
iki donmenin yerine « - g =360 ise tek bir db6nme ve
@ f =360 ise bir &teleme uygulanabilir, a« ya egit bir
donme ters yonde 360—a ya esit bir ddnmeye esit oldu- 'l
gundan isbatlanan teoremin son kism soyle de ifade edile- .

bilir : Mutlak degerce esit ve ydnce aykir: iki dénmenin topla- |
mu bir otelemedir.

Simdi merkezleri O, ve O, olan « ve g derecelik iki
déonme hareketinin yerine bu iki hareketin toplamim ifade
eden bir dOonmenin veya bir Gteleminin nasil yapilacagim
gOsterelim. Bunun i¢in de evveld « -|-f=k360 farzedelim.
Bu takdirde iki donmenin toplami o+ g derecelik bir don-
me olur, Simdi bu donmenin merkezini bulahm, lki dénme

hareketinin toplam O, noktasim 0’,0, = 0,0, ve (w"';“(‘jl.z 8
gartim saglayan birQO,” noktasina doniigtiiriir (Sekil 28 a),

Birinci donme O, e yer degistirmez. Fakat ikincisi aym
noktayr O," e doniigtiiriir. ki dénmenin toplam: sonunda

geklin bir O,” noktas1 0,0,= 0,"0, ve oﬁi’;‘ogz « gart-
larim saglayan O, noktasima diniismiis olur. Burada birineci
donme O,” yii O, ye dbniistiriirken ikinci donme O, yi sa-
bit birakir. Bundan ¢ikacak netice sudur, Aranilan O mer-
kezi bir yandan O,, O,” noktalarindan ve bir yandan da
0O," ve O, noktalarindan esit uzakhktadir, Su halde O nok-
tasm 0,0,” ve O,"0, dogru pargalarinin /, ve [, orta dikme-
lerinin kesim noktasidir, $ekil 28 a dan agikdrdir ki, 1,

< 1
dogrusu O, den gecer ve ZIO,O,=? a dir. Aym gekilde /,

dogrusu Q, den geger ve Q,0,l, = % g dir. Bu bagintilar
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yardimi ile /; ve [, dogrular1 kolayca belirtilir ve aranan
dénme merkezi de aym iki dogrunun kesim noktas: olur,

Eger a + f = 360 ise bu takdirde dénme hareketlerinin
toplamina egit olan &teleme, bu déniigiimiin O, i O, ye
gotiirmesi (veya Q,” yii O, ye gotiirmesi) zeliginden fay-
dalamilarak belirtilir, Burada O, ve O,” noktalar1 evvelce
izah ettigimiz gibi tarif edilirler (Sekil 28 b).

Sekil 28

Bu takdirde evvelki ¢izimde gegen [, ve [, dogrularimin
birbirine paralel oldugu kolayca anlagihr, Zira her ikisi de
Oteleme dogrultasuna dik ve aralarmndaki uzaklik teleme-

varisina esittir. ki donme hareketinin toplamma ait
teoremin isbatina benzer bir yoldan isbat edilebilir ki, bir
Oteleme ile bir dénmenin (veya bir donme ile bir Gteleme-
nin) toplam: birinei donmenin agisina esit, fakat bagka bir
merkez etrafinda yeni bir dénmedir. llk dénmenin Q mer-
kezi ve o agis1 ile Gtelemenin mesafe ve dogrultusu veril-
mig iken bu son dénmenin 0, merkezinin bulunmasin1 oku-
Yucuya birakiyoruz,
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Bir iteleme ile bir dinmenin toplam: hakkindaki teorem
su suretle de isbat edilebilir, Biliyoruz ki mutlak degerleri
egit, yonleri ters olan iki donmenin toplami bir Gtelemedir,
Bu hareket, bir O, noktasim1 O,”" gibi bir noktaya doniig-

tirie ve 0,0,=0,0," ve 0;°0,0,=2« (Sekil 28b bak)
egitlikleri dogru olur. Verilen Gtelemeyi iki donmenin top-
lam halinde gosterelim, Bu donme hareketlerinden ikincisi
esas donme ile aym merkezli ve aym = agis1 kadar, fakat
ters yonlii olsun, Birinci dénmenin O, merkezi 0,0=0,0"

_——
ve 0”0,0=1s sartlar1 yardim ile bulunur, Burada O’ nok-
tas1 verilen Oteleme sonunda O ya doniigen notftadlr.

Sekil 29

Boylece dteleme ve donme hareketlerinin toplami yeri-
ne iig donmenin uygulanabilecegini 6grenmis oluyoruz, An-
cak, bu {i¢ donme sonunda son ikisi birbirini yok edecegi
i¢in sonug olarak elde O, etrafinda tek bir dénme kalir,

Benzer bir yoldan gidilerek bir dénme ile bir Gteleme-
nin toplam hakkinda da teorem isbat edilebilir,

Otelemelerin ve dénmelerin toplanmas: ile ilgili teorem-
lerin isbatlarinin mukayesesi yapilacak olursa bu iki geo-
metrik hareketin Ozellikleri arasinda hayret wverici bir ben-
zerlik bulunur, Hatta daha genis bir goriigle Gtelemeyi 6zel
bir donme olarak diigiinebiliriz, Oteleme ve donmenin iki-
sine birden “yer degigtirmeler,, veya ‘‘Gzel hareketler,, de-
nir. Bu adin verilmesinin sebebi, ikinci fashin ikinci bélii-
miinde izah edilecektir,




Yar: donme, dénmenin &zel bir halidir ve o=180" ye
tekabiil eder. &« —2360° halinde ise bagka bir ©zel durum
elde edilir., 2 =2360° ile yapilan bir dénme diizlemin her
noktasini ilk durumuna getirir, Diizlemin hi¢ bir noktasim
degistirmeyen bu harekete ayniyet (6zdeslik, identity) denir,

Yar:1 donmede oldugu gibi, bir dénme, diizlemin her 4
noktasin1 yeni bir A" noktasina ddniistiiren bir hareket ola-
rak diigliniilebilir, Bu harekette tek bir sabit nokta, dénme-
nin merkezi olan O noktasidir. (x=360° derece veya 360°
derecenin tam kati olmasi1 halinde donme bir ayniyet (iden-
tity) olur. Dénme bir ayniyet veya yarim donme olmadik¢a
herhangi bir donmede sabit dogrular mevcut degildir,

21 — Bir diizlem i¢inde n tane nokta ve «, ¢,,...,«,
gibi n sayida ag1 veriliyor. Tepeleri, verilen noktalar; tepe
agilar), verilen agilar olmak {izere ¢izilecek ikizkenar iig-
genlerin tabanlar1 bir n kenarh gokgen meydana getirmek
fizere bu ¢okgeni ¢iziniz,

Sekil 30

15 inci problem 21 inci problemin n in tek ve
@ =g,=,,,.—a,=—180° olmas: dzel halidir.
F. 3
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22 (a) Herhangi bir A B C fticgeninin digina, kenarlar
siras1 ile bu iicgenin kenarlar: olmak fizere eg kenar iiggen-
ler ¢iziniz. Elde edecegimiz egkenar iiggenlerin Q,, 0,;, Oy
merkezlerinin dordiincli bir egkenar {iggen meydana getire-
cegini isbatlayimiz. Egkenar tiggenlerin koseleri verilen fig-
genin disinda olmazsa bu teorem dogru kalirmi?

S T
,‘ ,

Sekil 31 |

(b) Herhangi bir 4 B C fi¢geninin kenarlar tiizerine ve
icgenin digmnda A,, B,, C,, tepe agilar z, g, y olmak lize-
re BCA,, ACB,, ve ABC, ikizkenar {iggenleri ¢iziliyor.
Eger a4 f--y=2360" derece ise A4,B,C, iiggeninin agilari-
nin —;— . %_ ve -% oldugunu ve bu neticenin ABC tigge-

ninin bicimine bagh olmadigimi isbat ediniz.

Ikizkenar iiggenler verilen ABC iiggeninin diginda ¢izil-
medigi takdirde bu teorem dogrumudur?

Problem 22 (a), problem 22 (b) nin a=pg=—y &zel ha-
linden bagka bir gsey degildir,

23. Herhangi bir ABC {iggeninin kenarlar {izerine A4
ve A, noktalan ile B ve B, noktalar siras ile BC ve AC



nin ayn taraflarinda fakat C ve C, noktalar1 AB nin aym
tarafinda bulunacak sekilde eskenar iiggenler ciziliyor,
ABC, liggeninin merkezi M olduguna giore A,B,M iicgeni-
nin M deki agis1 120° derece olan bir ikizkenar iicgen oldu-
gunu isbat ediniz,

Sekil 32

24, (a) Herhangi bir konveks ABCD dértgeninin kenar-
lar1 tizerine ABM,, BCM,, CDM, ve DAM, eskenar ficgen-
leri ¢iziliyor. Birinci ve iiciincii eskenar tiggenler geklin di-
ginda; lkinci ve dordiincii egkenar ficgenlerin kogeleri ise




kenarlara gore dortgenin bulundugu diizlem kisminda yer
aldigina gore M, M,M,M, dortgeninin bir paralelkenar oldu-
gunu isbat ediniz,

(b) Herhangi bir ABCD konveks dirtgeninin kenarlari
fizerine ve kenarlara gdre dortgenin bulunmadign diizlem
bolgesinde dort kare ¢iziliyor, Bu- karelerin merkezleri
My, My, My ve M, olduguna gore M, M;=M,M, ve
M, M; | M,M, oldugunu gosteriniz,

Sekil 833 b

(c) Bir ABCD paralelkenarinin Kkenarlar: iizerine ve ]
seklin bulunmadig: tarafa dogru kareler ¢iziliyor., Bu kare-
lerin M,, M,, My, M, merkezlerinin bir karenin kogeleri







IKINCI FASIL
SIMETRI

1. Yansima ve kayarak yansima
(Kaymig simetri)

A ve A’ gibi iki noktay:r birlegtiren 44" dogru parca-
sinin orta dikmesi [ dogrusu ise 4" ye A nin simetrigi
(yansumg goriintilsil) ve [ dogrusuna da simetri ekseni de-
nir, Eger A" noktasi 4 nin [ ye gire simetrigi ise kargit

olarak A noktas1 da A4’ niin aym eksene gire simetrigi-
dir. (Sekil 34 a ve b)

L}

Sekil 84

Herhangi bir dogrunun bir [ dogrusuna gire simetrigi
gene bir dogru; ekseni bir O noktasinda kesen bir dogru-
nun simetrigi aym noktadan ge¢en bir dogru ve eksene




paralel bir dogrunun simetrigi kendisine paraiel bir dogru-
dur, Bunun gibi, bir ¢emberin simetrigi kendisine es bir

gemberdir,

l m' s ! g
e
N\

b

)

. Sekil 35

Bunu isbat etmek i¢in meself her AB dogru pargasinin
kendi simetrigi olan 4’8" ye es oldugunu gostermek ka-
fidir, Boylece meseld (sekil 36 a) ya bakilacak olursa
AB=PQ=AB"; 36b ve 836c ye gire de AB= A'B’

A A A A
elde edilir, Cilinkii 4A0P=A'0P, BOQ = B’OQ ve bu se-
beple 04 = 04’ ve OB =O0B’ diir. Bundan gu sonuca va-
riir: Bir O noktasindan r kadar uzakta olan noktalarin
simetriklerinin geometrik yeri, O nun simetrigi olan O’ nok-
tast merkez ve r yari ¢ap olmak fizere bir ¢emberdir,

A

KA NGB A o
— | I

l_/|/ ' "

|
' I B A
A B A

b c
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25, (a) Bir MN dogrusu ve bu dogrunun aym tarafinda
A ve B gibi iki nokta verilmis olsun, MN fizerinde Oyle
bir X noktasi bulunuz ki AX ve BX dogrulari MN ile

—_ o
AXM — BXN sartina uygun acilar yapsin,

(b) Bir MN dogrusu ve bu dogrunun aym tarafinda
S; ve S, gibi iki ¢ember verilmig olsun. MN tizerinde Oyle
bir X noktasi1 bulunuz ki bu noktadan birinei cembere ¢i-
zilen tegetlerden birinin MN ile yaptig a¢i aym noktadan

ikinci ¢embere ¢izilen tegetlerden birinin MN ile yaptijn
agiya esit olsun, ;

(¢) Bir MN dogrusu ve bu dogrunun aym tarafinda
A ve B gibi iki nokta verilmis olsun, MN {izerinde Gyle
X noktasi bulunuz ki 4X ve BX dogru parcalarindan biri-
nin MN 'ile yaptig: a1 digerinin ayni dogru ile yaphg agi-

— e
mn iki kati olsun (AXM = 2 BXN).

A

M X N
Sekil 37

26, (a) Aym noktadan gecen [, I, ve [, gibi {i¢ dogru
ile bunlardan biri {izerinde bir A noktasi verilmis olsun,
Ac1 ortaylan [, I, l; olan bir ii¢ggen ¢iziniz,

(b) Bir S ¢emberi ve bu ¢emberin merkezinden gecen
ly, l,, Iy gibi iig dogru verilmig olsun, Kdgeleri bu dogru-
lar tizerinde bulunan ve i¢ ¢emberi S olan bir ABC iicge-
nini ¢iziniz,

(c) Aym noktadan gegen [, [,, I; gibi iig dogru ve
bunlardan biri iizerinde bir 4, noktas: veriliyor, A, noktas:
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BC kenarmmin orta noktas1 ve I, [, I, dogrulan ficgenin
kenarlarinin orta dikmeleri olacak sekilde bir 4ABC iicge-
 genini ¢iziniz,

27. (a) Bir iiggenin 4B tabam, bu kenara ait yiiksek-
ligi ve taban agilarimin farki olan y verilmis iken iiggeni
¢iziniz.

(b) Bir figgenin iki kenar1 ve bu kenarlarin figiincii
kenarla yaptign acilarin fark: verilmig iken iiggeni ¢iziniz,

28, Bir MON aqgs1 ve A ve B gibi iki nokta verilmig
olsun, OM iizerinde Oyle bir X noktasi bulunuz ki Y ve Z
noktalar1 siras1 ile XA ve XB nin ON ile kesim noktalari
olduguna gore, XYZ liggeni XY = XZ olacak gekilde ikiz-
kenar olsun,

Sekil 38

29, (a) Kenarlarimin uzunluklari verilen dyle bir dort-
gen ¢iziniz ki bu dortgenin AC kdgegeni A agisinin agi or-
tay1 olsun,

(b) AB ve AD kenarlan ile B ve D deki agilar veri-
len bir tegetler ddrtgenini ¢iziniz.

30. (a) Bir bilardo topu bir dogru iizerinde hareketle
bilirdo masasinin bir kenarina carpiyor ve bagka bir dogru
lizerinde yansiyarak dontiyor, Her iki dogrunun masanin
carpilan kenar: ile egit agilar yapti;n da ayrica biliniyor.,
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A ve B noktalan, kenarlar [,, l,, l...., I, olan n kenarl
bilardo masanin iki noktasi1 olsun. 4 noktasinda bulunan
topun ardigik n ¢arpmadan sonra B den gegmesi i¢in ilk
dogrultu ne olmalidir? (n=3 hali i¢in gekil 39 a bak),

Sekil 39

(b) n in 4 oldugu, I, {,, Iy, I, Un bir dikdortgen mey-
dana getirdigi ve B nin A4 ile ¢akigtign farzediliyor. Bu tak-
dirde bildrdo topunun aldig: biitin yolun dikddrtgenin ko-
segenleri toplamina esit oldugunu isbat ediniz. (Yani bu
petice 4 min masa fizerindeki yerine bagh degildir,) Sayet
top son durum olan 4 da durmazsa dik-dortgenin biitlin ke-
narlar1 {izerinde aym gekilde bir defa daha yansiyarak ni-
hayet A da duracagim isbat ediniz.

31, (a) Bir [/ dogrusu ve bu dogrunun aym tarafinda
A ve B gibi iki nokta verilmis olsun. [ iizerinde &yle bir

X noktas1 bulunuz ki XA+ XB==a olsun. (a verilen bir
nzunluktur,)

(b) Bir [ dogrusu ve bu dogrunun ayr taraflarinda A4
ve B gibi iki nokta verilmig olsun, Dogru iizerinde &yle bir

X noktasi bulunuz ki X4 —XB=a olsun, (a verilen bir
uzunluktur),

Not: 39 uncu problemin 5 ve a kisimlari 26 nci1 prob-
lemin a ve ¢ kisimlarinin genellegmis geklidir,
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32, (a) Bir ABC ficgeni ve bu fi¢ggenin yiikseklikleri-
nin kesim noktasi olan A noktasi géz 6niine alimyor, A mn
kenarlara gére simetriklerinin {iggenin gevrel ¢emberi {ize-
rinde bulundugunu isbat ediniz,

(b) Bir tiggenin ortosantrinin kenarlara gire simetrik-
leri olan H,, H, ve H, verildigine gire bu iiggeni ¢iziniz.

33, A, noktas1 4,4,4, licgeninin ortosantr1 olacak ge-
kilde diizlemin A4,, 4., A4,, A, gibi dort noktas: verilmig
olsun, A4,4,4;, A,4,4,, AAA,, A:A;A, liggenlerinin gev-
rel gemberleri siras: ile S, S;, S; ve S; ve bu ¢gemberlerin
merkezleri O,, Oy, O,, O, olduguna gore:

Sekil 40
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(a) A, noktas: A4,4,4, licgeninin, A, noktasi A,;4,4,
figgeninin ve A; noktasi 4;4,4, liggeninin ortosantrlar ol-
dugunu isbat ediniz,

(b) S, S,, S; ve S; c¢emberlerinin birbirine esit ol-
dugunu gosteriniz.

(¢) 0,0,0,0, dbrtgeni A,4,A4,4, dortgeninden bir O
noktas: etrafinda yapilacak bir yarim dénmeden elde edile-
bilir. Bagka bir deyim ile eger A4,, 4., 4;,4, noktalarn-
dan herbiri diger iigii tarafindan meydana gelen {iggenin
ortosantr1 ise bu noktalardan herbirini diger ti¢linlin tegkil
ettigi iiggenin c¢evrel ¢emberinin merkezine birlegtiren fi¢
dogru pargasi aymi Q noktasindan gegerler ve yar1 dénme
merkezi olan bu O noktas: {i¢ dogru pargasimn da ortasi-
dir, isbat ediniz,

34. A,, A;, Ay, A, noktalann bir S ¢emberi iizerinde
dort nokta olsun. A,4,4;, A,4,A,, A A A, ve AAA, lg-
genlerinin ortosantrlar1 siras: ile H,, H;, H, ve H, oldu-
guna gore isbat ediniz ki:

(a) HH,H;H, dortgeni A,A4,4,4, dortgeninden bir ya-
rim donme ile elde edilebilir, Diger bir deyim ile A4,, 4,,
Ay, A, noktalar1 aym ¢ember {fizerinde bulunur ve bu nok-
talardan her birini diger {li¢il tarafindan tegkil edilen {i¢ge-
nin ortosantrina birlestiren dort dogru parcas: bir noktadan

gecerler ve ddnme merkezi olan bu nokta dort dogru par-
casinin da ortasidir, (Sekil 41 e bak)

(b) H:n Hl' AI’ A!; Hx: H{: Ats Aa: Hz. H;, Ag, A(S
Hg, H{, As: Aai Hls Hs: A, A;; H], Hg, Aa, A‘ ve Hl.
H,, Hy, H, noktalar1 yardim ile tegkil edilen 7 ddrtgenin
her biri bir cember i¢ine ¢izilebilir ve biitiin bu ¢emberler
S gemberine esittir,

35. lkiden fazla simetri ekseni bulunan bir poligonun
biitiin eksenlerinin aym noktadan gectigini isbat ediniz,
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Bir A noktasimin bir / dogrultusuna gore simetriki A4,

Sekil 41

olsun, A, in ! dogrultusunda ve a kadar Otelenmesinden
elde edilen noktaya A’ diyelim. (Sekil 42 a ve b ye bak)

Bu takdirde A’ ye A4 min [ ekseni boyunca a kadar
telenmis simetriki veya kaymis gOriintiisii adi verilir,
Bagka bir deyimle bir &telenmis simetri, bir | dogrusuna gore
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simetri ile | dogrultusunda bir Stelemenin toplamidir. (Bu top-
lamda siranin nemi yoktur, Sekil 42a dan bunu kolayca
goriiriiz, Zira A dan evveld A4, yi « kadar bir Gteleme ile \
elde etmek ve ondan sonra A, nin [ ye gbre simetrikini
bularak ayni A" noktasina gelmek miimkiindiir,)

46
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Sekil 42

Bir F geklinin biitiin noktalarinin Stelenmis simetrikle-
rinden meydana gelecek F” gekli F nin Stelenmig simetri-
kidir (Jekil 42-b). Kargit olarak F sekli /" den [ ye gore
bir simetri ile [ dogrultusunda ters ytnde bir Gtelemenin
toplamindan elde edilebilir,

36. Bir [ dogrusu, bu dogrunun aym tarafinda 4 ve
B gibi iki nokta ve bir a dogru pargas: veriliyor, 1 dogrusu
fizerinde a ya egit dyle bir XY dogru pargasi bulunuz ki
AXYB yolu milmkiin olan en kisa yol olsun,
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37. (a) AB, CD kenarlan ile AD+BC ve A kbgesi-

nin CD ye olan d uzakhg verilen ve ?:3 sartin1 sag-
layan bir ABCD dortgenini giziniz,

(b) AB, CD kenarlan ile AD+BC ve A ve B kige-
lerinin CD ye olan d, ve d; uzakbklar: bilinen bir dértgeni
¢iziniz,

Simdi simetrilerin toplami ile ilgili asagidaki teorileri
ispat edelim,

Teorem —1: Ayni dogruya gére ardistk iki simetrinin
toplami bir 6zdegliktir.

Hakikaten ! dogrusuna gdre bir simetri 4 y1 4’ (Sekil -
34a ya bk) ye ve aym dogruya gore ikinei bir simetri A4’
YU 4 ya gottiriir. Kisaca 4 noktasimin durumu bu hareket
sonunda degigmez. Bu teorem gdyle de ifade edilebilir: Aym
dogruya gire iki simetri birbirini gétirdr.

Teorem —2: Paralel dogrulara gore iki simetrinin top-
lamu, bu iki paralel arasindaki uzakligin iki katina esit ve pa-
ralellere dik dogrultuda bir dGtelemedir.

Diizlemin herhangi bir noktas1 4, bu noktanin /; e gore
simetriki A4, ve A, in [, e paralel [, ye gbre simetriki A’
olsun,

Sekil 44a

Bu takdirde [, | A4,, I/, 1 A,A" ve bu sebeple A ve
4, noktalar1 ile A" noktasi [, ve I, ye dik aym m dogrusu
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{izerinde bulunurlar. m nin I, ve [, ile kesim noktalarn P

ve Q ise PA,= AP ve QA'=A,Q olur, Ote yandan $ekil
44—a ya gore:

AA = AP+ PA; +AQ+QA"=2PA,+24,Q=2PQ
elde edilicr Birinci teorem ikimcinin PQ=( @zel halinden
baska bir sey degildir,

Teorem — 3: Kesigen iki dogruya gore iki simetrinin
toplam, donme merkezi bu dogrularin kesim noktas1 ve
dénme a¢is1 bu dogrular arasindaki agimin iki kati kadar
olan bir dénmedir,

Diizlemin herhangi bir noktasx A, Anm [, e gbre si-

metriki 4, ve A, in [, ye gire simetriki A" ve [, [, dogru-
larinin kesim noktasi Q olsun.

Sekil 44b

AA, ve AA" niin [, ve [, ile kesim noktalar1 sirasiyla
A A

A A
P ve Q ise AOP= A,0P ve A,0Q= A0Q bulnnur Bunun
neticesi olarak da OA=04,=

AIOQ QOA elde edilir Bu da

AOA = AOP+ 1‘3’044l + A,OQ g QOA =2 POA, =
2 A;OQ = 2POQ yi verir. Boylece 04 = 04’
AOA = 2POQ oldugu bulunmus olur,

QA" ve AOP=TOA,,

ve

|
i\
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Ikinci ve figiincil teoremler iki donmenin veya bir dén-
me ile bir Gtelemenin toplami ile ilgili teoremleri kolayca
ispatlamaya yarar,

Meseld O; ve O, merkezli a ve g kadar iki donmenin
toplammin bulunmas: istenmis olsun. Ugtincii teoreme gire
ilk dSnmenin yerine [, ve 0,0, ye gire iki simetrinin top-
lami alinabilir, Burada [, dogrusu O, dem ge¢mekte ve

_——— 1
40,0, = 7 @ dir, Aym gekilde ikinci donmenin yerine, /,

dogrusu O, den gegen bir dogru olmak iizere, 0,0, ve I,
ye gore iki simetrinin toplamim almak miimkiindiir. Bu

takdirde de 0,0, = 5 # dir.

Sekil 45

Bbylece iki dénmenin toplam: I,, 0,0,, 0,0; ve [, ye
gire dort simetrinin toplam: haline konabilir. Ancak bu
dort simetriden ikincisi ile figiinciisil birbirini birinci teorem
geregince yok eder. Boylece I,, 0,0,, 0,0, ve O, ye gore
dért simetrinin toplamioi /, ve /, nin kesim poktasi O ise
ikinci teoreme gore bu iki simetrinin toplam1 merkezi O
ve dénme agis1 2,00, olan bir donmedir, Sekil 45-a dan

—_—
24L0,0,=a rve 2 5:6,7, = oldugu kolayca goriilebilir.

(4,00, agis1 0,0,0 iiggeninin dig agisidir.) F. 4



Giise,

Eger I, ve [, dogrular1 paralel ise (Sekil 45-b den ko-

—_ N "
layea gorillir ki bu hal [,0,0, 4 0,00, = 180° yani
a -+ 8 = 360° olunca miimkiindiir) bu takdirde ikinci teore-
me gore [, ve [, ye gire iki simetrinin toplami bir Gteleme
olur.

Simdi NN’ dogrultusunda « kadar bir Gteleme ile bir
O merkezi etrafinda « kadar bir donmenin toplamin1 bula-
lim. Burada verilen Oteleme yerine O dan gecen ve NN’
ye dik olan bir [ dogrusu ile bu dogrudan a/2 kadar mesa-
fede gene NN’ ye dik bir /; dogrusuna gore iki simetrinin
toplamim alabiliriz. (Sekil 46 a)

Sekil 46

Q etrafindaki donmeyi de ! ye gdre bir simetri ile [/,
ye gire bir simetrinin toplam: haline koyabiliriz, Burada
I, dogrusu O dan gecen ve [0Ol, =% sartim saghyan bir

dogrudur. Boylece bir iteleme ile bir donmenin toplam [, ,
[ ve I, gibi dort dogruya gére dort simetrinin toplamina
¢evrilmis olur, Bu dort simetriden ortadaki ikisi birinci
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teoreme gore birbirini yokeder, Sonu¢ olarak [, ve [, ye
gore iki simetri kalir ve bu da liglincii teoreme gire [/, ile

—_ —
l; nin kesigtigi O, noktas: etrafinda 2.5,0,, =2.10l; = o
degerinde bir donmedir,

Benzer surette () etrafinda ¢ kadar bir dénme ile NN’
dogrultusunda @ kadar bir 6telemenin toplami aymi « agisi
degerinde bir dénmedir, Bu dénmenin O; merkezini bulmak

i¢in O dan [ | NN’ ve ﬁ:% sartlarina uygun [ ve [,

dogrular: gegirilir. Bundan sonra da [ den /2 kadar uzak-
likta [/ ye paralel bir /, dogrusu ¢izilir, /, ile [, nin Kkesig-
tigi nokta aranan O, noktasidir, (Sekil 46 b)

Teorem 4, Paralel {i¢ dogruya veya bir noktada kesi-
sen iig dogruya gdre alinan simetrilerin toplam: tek bir
dogruya gore bir simetridir.

PN
I : I
; it Iy
1A
h
oA
3

Sekil 47
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Once 1, I, ve I tin paralel olduklarim farzedelim. (Se-
kil 47 a)

Ikinci teoreme gore [, ve [, ye gore iki simetrinin top-
lam1 bu iki dogruya dik dogrultuda ve paraleller arasindaki
uzakhigin iki katina esit bir Gtelemedir. Bu Gteleme [, ve [,
ye aym uzaklikta paralel / ve I’ gibi iki dogruya gére ali-
nacak iki simetrinin toplamiyla ayni1 sonucu verir, Simdi [’
niin bir /; pogrusu ile cakigshigim farzederek {i¢ simetrinin
toplam1 yerine [, I” ve [; dogrularina gore simetriler topla-
mini alalim, Birinci teoreme gore bu simetrilerden son ikisi
birbirini yokeder ve elde [ ye gére bir simetri kalir,

S I S ————

Simdi de [;, [, ve [; bir O noktasinda kesistiklerini far-
zedelim. (Sekil 47 b) Ugiincii teoreme gore I, ve [, ye gire

—_—
iki simetrinin toplam1 O etrafinda 2. [,0l, ye esit bir don-
medir ve bu donme [ ve [; e gore iki simetrinin toplam ile

—_— -
cakigiktir, Burada [ dogrusu O dan gegen ve [Ol; = [,0l,
sartim saglayau bir dogrudur, Su halde [, I, ve [;e gore
simetriler toplami [, I; ve I, e gore simetriler toplamina ve-
ya sadece [ ye gore simetriye (¢linkii son iki simetri birbi-
rini gotiiriir) egittir,

Teorem 5. Ugli aym noktadan ge¢miyen ve ikiser ikiger
kesigen ii¢ dogruya gore simetrilerin toplam1 bir kaymig si-
metridir,

l; ve I, dogrular1 O da kesigen iki dogru olsun ($ekil 48 a)
Bu takdirde /, ve I, ye gore simetrinin toplam1 O et-

rafinda 2-11/532 degerinde bir doénmedir (Teorem 3 e bak).
O halde bu iki simetrinin toplam: yerine gene O da kesi-
sen ve [, ve [, dogrular1 arasindaki agiya esit bir a¢1 ya-
pan /" ve [,” gibi herhangi iki dogruya gore iki simetrinin
toplamni alabiliriz, Bunun icin de )" yii /," L/, olacak ge-
kilde ve verilen ilk {i¢ dogruya goére simetrilerin toplamim
da l’, Iy ve [; e gbre simetrilerin toplami olarak veya
bagka bir ifadeyle I, ye goOre bir simetri ile [,” ve [; iin I




kesistigi O, noktasi etrafinda bir yar1 donmenin toplami
halinde diigiinebiliriz.

L\ /fi
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Sekil 48

Simdi birbirine dik [,” ve [; e gdre simetrilerin topla-
mini gene O, de kesigen ve birbirine dik olan [,” ve [
dogrularina gore iki simetrinin toplami haline koyahm,
Burada 1, //1,” (Sekil 48 b) diir ve I,”" ve I’y ye gire simet.
rilerin toplam1 bir yar1 donme oldugundan bu doniigiim
milmkiind{ir, Bu takdirde [, l,” ve [; e gore simetrilerin
toplam yerine [, 1, ve I, ye gbre simetrilerin toplam:
almabilir, Fakat ikinci teoreme gore paralel /" ve I,”" dog-
rularma gére iki simetri yerine bu iki dogruya dik /;° dog-
rultusunda bir Steleme alinabilir, Su halde [\", 1, ve I ye
gore alinacak simetriler toplami, ;" dogrultusunda bir &te-
leme ile gene bu dogruya gére bir simetrinin toplamina
yani kaymis bir simetriye esgittir,

I, ile I, paralel olduklar1 ve I, ile I; dogrulari bir O
noktasinda kesigtikleri takdirde ispat tamamen aym gekilde
Yapilir, (Bu takdirde ilk i /, ve I, e gbre simetrinin topla-
mim aym O noktasinda kesisen ve "L/, sartim saglaya-
cak I," ve l,” dogrularina gore simetrilerin toplamina gevir-
mek, sonra'da [, ve I, ye gore simetrilerin toplamm O,
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da kesigen ve l,”” = [," Ozelligindeki birbirine dik /," ve I,”
dogrularina goére simetrilerin toplamina doniigtiirmek la-
zimdir,)

Ikinci teoremden besinci teoremin sonuna kadar elde
ettigimiz neticelerden gu genel teoreme varilir:

Cift sayidaki simetrilerin toplam bir dénme veya bir
Oteleme; tek sayidaki simetrilerin toplami bir simetri veya
kaymig simetridir,

Hakikaten ¢ift sayidaki simetrilerin toplam yerine ikin-
ci ve iiciincii teoremlere gore bir takim dénme ve Gteleme-
lerin toplam1 alnabilir, Fakat herhangi bir sayidaki ddnme
ve Otelemeler toplam1 gene bir dénme ve &telemedir.

Ote yandan ¢ift sayidaki simetrilerin toplam bir dénme
veya bir Steleme oldugundan tek sayidaki simetrilerin top-
lam1 bir donme veya Oteleme ile bir simetrinin toplamina
doniigtiiriilebilir. Ikinei ve {iglincii teoremlere gore de bir
donme veya bir Gteleme yerine iki simetrinin toplarmm al-
mak miimkiindiir. Boylece tek sayida simetriler toplami
kullanilabilecegi goriiliir, Bu netice 4 ncil ve 5 inci teorem-
lerden ¢ikarilabilir,

Sunu da ilive edelim ki ¢ift sayida simetrilerin toplam,
genel olarak, bir ddnmedir. Toplamin bir Stelemeye miincer
olmas: hali istisnai bir durumdur, (/, ve I, dogrularina gore
ahnan iki simetrinin toplami ancak [,//l, 6zel halinde bir
otelemedir. 2 ve § degerindeki iki dénmenin toplami da an-
cak «+-f=2360" 6zel halinde bir Gtelemedir,) Benzer suret-
te muhakeme edilerek tek sayida simetrilerin toplam genel
olarak bir kaymig simetridir. Burada tek sayidaki simetri-
ler toplam bir simetriden ibaret kalmasi hali istisnai hal
kabul edilmelidir, (Mesela /,,1,,7, gibi ti¢ dogruya gore si-
metriler toplam: ancak bu {i¢ dogrunun birbirine paralel veya
ficliniin aym noktadan ge¢mesi halinde bir simetri olabilir.)

Simetri veya kaymig simetri, diizlemin bir 4 noktasim .
yeni bir A" noktasina gdtiiren transformasyonlardir, Gerek
simetri ve gerekse kaymis simetri ayn ayr1 birer izometri-
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den bagka bir gey degildir. Bir I dogrusuna gire simetrinin
sabit noktalart bu eksen iizerindeki noktalar oldugu gibi bir si-
metride sabit olan dogrular da gene | dogrusunun kendisi veya
buna dik olan dogrulardir. Kaymus simetrinin yegdne sabit dog-
rusu eksen olan l dir. Kaymus simetride asla sabit nokta bu-
lunmaz.

38. Bir 11k 1g1m1 dogru seklindeki bir aynaya garphktan
sonra gelme agis1 yansuma agisina egit olacak gekilde yan-
siyor, Simdi aralarinda o derecelik bir a¢1 bulunan dogru
geklinde iki ayna alahm, n bir tam say1 olduguna gore is-

bat ediniz ki eger a = ?;19 ise (ve ancak bu takdirde) her

iki aynada ardigik yansimalara ugriyan bu 1sin ilk dogrul-
tusuna paralel ve ters yonde olmak fizere aynadan gikar.
(n=1 ve a =90 i¢in gekil 49 a ya ve n— 2« = 45 iginde
gekil 49 b ye bak,)

M : '
M
N
N

Q S
"o

45°

P P R
b

a

Sekil 49

39, Bir diizlem iginde /,, Iy, ...., I, gibi n dogru ve-
riliyor, 4,4,... A, cokgenini o sekilde gizinizki: (a) yu-
kardaki dogrular n' kenarhmin kenar orta dikmeleri olsun,
(8) verilen dogrular bu ¢okgenin kige agilarmnin i¢ veya dig
ortaylar: olsun, (Sekil 50 a ve b ye bak)
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nnin tek veya c¢ift olduguna gére problemi inceleyiniz
ve hangi halde ¢0ziimiin miimki{ln olmiyacagini ve hangi
halde de ¢evabin belirsiz olacagim bulunuz.

{t’ 5

b

Sekil 50

40, Bir diizlem icinde bir M noktasi ve Iy, I, ....,[,
gibi n—1 dogru veriliyor, Oyle bir A4,A4,... 4, ¢okgeni (n gen)
¢iziniz ki:

(a) A;A, kenarinin ortast M noktasi ve diger kenarla-
rinin orta dikmeleri /,, I, ...., I, dogrular1 olsun,

(b) A, agis1 verilen bir o degerinde olsun ve bu a¢imn
ortayr M den gegsin ve diger a¢ilarin ortaylarida /,, I,..1,
ile cakigsin,

41, Verilen bir ¢gember i¢ine dyle bir n kenarh ¢iziniz ki:

(@) Bu n kenarlimin kenarlari verilen n dogruya para-
lel olsun,

(b) AjA, kenar: verilen bir noktadan gegsin ve diger
kenarlar verilen n-1 dogruya paralel olsun,

42. (a) Bir noktadan gecen ve fi¢li bir diizlemde bulu-
nan [, l,, I gibi ti¢ dogru verilmis olsun, Diizlemin her-
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hangibir 4 noktasinin [, e gére simetriki olan 4, alimiyor,
Sonra A, in I, ye gire A, simetriki ve nihayet 4,nin [, e
gore A simetriki ¢iziliyor, Bu A; noktasinin verilen dogru-
lara gbre aym sira dahilinde simetrikleri alinarak A4, nok-
tasi elde ediliyor. Son A4; noktasinin A ile cakigtigim gos-
teriniz, (Sekil 51 a)

Sekil 51

U¢ dogru yerine bir noktadan ge¢en n dogru verilmesi
halinde bu problemin sonucu bu gekilde kalir m1? (Bu tak-
dirde 6 simetri yerine 2n simetri bahis konusudur).

(b) Bir diizlem igcinde bulunan ve ii¢ii bir noktadan
gecen [, , I,, I, dogrulan veriliyor. Diizlemin herhangi bir
A noktasinin /, e gbre simetrigi A;, A, in [, ye gore si-
metrigi 4, ve A, nin /, e gore simetrigi A4, olsun, Isbat
ediniz ki bu simetride I,, l,, I; siras1 yerine [y, [,, I, siras
takip edilirse gene aym A, noktasi bulunur,

(¢) Bir diizlem i¢inde bulunan ve dérdii bir noktadan
gecen [, 1,, l,, I, dogrular veriliyor. Diizlemin herhangi
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bir A noktasimin bu dogrulara gire evveld 42, (a) daki sira
takip edilerek sonra aym noktamin I3, Iy, [, I, siras1 takip
edilerek simetrikleri alimiyor, Her iki sira sonunda aym A,
noktasinin elde edilecegini ispat ediniz, (Sekil 51 b)

43, (a) Bir ABC tlicgeninin 4B, BC, CA kenarlar: {ize-
rinde sirasiyla M, N, P noktalary alimyor. CM, AN, BP
dogrularinin C, 4, B aglarimn ortaylarma gore simetrikle-
ri CM’, AN’, BP’ olsun, CM, AN, BP dogrular1 bir nokta-
da kesisirlerse (veya birbirine paralel ise) CM’, AN’, BP’
dogrulari da bir noktada kesigirler (veya birbirine paralel
olurlar). (Sekil 52 a)

Sekil 52

(b) Bir ABC fi¢cgeninin AB, BC, CA kenarlar {izerinde
sirasiyla M, N, P noktelar1 alimyor: Bu noktalarin fizerin-
de bulunduklarn kenarlarin ortalarina gére simetrikleri My,
N;, P, olsun. M, N, P noktalarindan 4B, BC, CA ya ¢izi-

i len dikme_ler bxf noktadan gecerse M,, N,, P, den aym dog-
rulara ¢izilen dikmeler de bir noktadan geger, (Sekil 52 b).
i 44,

ly, Iy, Iy bir diizlemin herhangi ti¢ dogrusu ol-
sun.,
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Dtizlemin bir A4 noktasimin, sira takip edilmek fizere,
bu dogrulara gdre iki defa simetrikleri elde ediliyor, 6 si-
metri souunda bulunan 4, noktasinin bu defa 1,, Iy, I, si-
rasi takip edilerek iki defa simetrikleri alimyor. Bundan
sonra ilk A noktasimn ,, I, I, sirasiyla iki defa simetrik-
leri ¢iziliyor, Bu 6 simetriden elde edilen nokta Ay olsun,
As noktasinin /,, /,, /; dogrularina gore ve aym sira takip
edilerek iki defa simetrikleri ¢izilirse 12 nci simetri netice-

sinin her iki sira sonunda aym A4,, noktas: oldugunu isbat
ediniz,

2. Dogrudan dogruya veya ters olarak eg sekiller.
Diizlem izometrinin g¢egitleri.

Kizelyof'un Elemanter Geometri kitabindaki tarife gére
uzayda iki gekilden biri bir hareket sonunda digeriyle ¢a-
kigtirilabilirse bunlara es sekiller denir, Bu tarif Kizelyof
un geometri kitabinda biitiin konularda esas tutulmustur,
Gergi tarif dtizlem geometri derslerinin baglangicinda stiphe
uyandirabilecek bir niteliktedir, Zira diizlem geometri, bir
dilzlem igindeki gekillerin ozelliklerini inceler. Halbuki e
sekiller tarifi uzayda hareket eden sekiller i¢indir, $u hal-
de esas tarifin diizlem geometri ile higbir ilgisi olmayip
Uzay gemetri ile ilgilidir, Buna gire diizlemde es iki gekil
deyince, uzayda degil, diizlem iginde bir hareketle birbirle-
riyle gakisan gekilleri anliyacagiz, Boyle bir tarifde uzay
geometri fikri bulunmiyacaktir., Fakat es gekillerin bu ta-
rifi de esas tarife tam olarak uymamaktadr,

Hakikatte diizlemde es sekil ¢iftleri iki tiptir. Es iki ge-
kilden birini icinde bulundugu diizlemden ayirmaksizin di-
geriyle cakigtirabiliriz (Sekil 53 a daki F ve F, sekilleri O
etrafinda bir donmeden sonra birbiriyle gakigtinilabilirler.)




Sekil 53

F’ ve F,” gekilleri ise bunlardan biri dfizleminden ayri-
larak altfist edildikten ve O etiafinda dondiiriiltip F,” duru-
muna getirildikten sonra bir simetri sonunda F’, ile ¢cakigh-
rlirlar, (sekil 53 b ye bak)., F," nfin diizlem bir hareket so-
nunda F* ile ¢akighrilmasi miimkiin degildir. Hakikaten F,
seklinin A4,", By, C,” gibi {i¢ noktasim ve F” geklinde bun-
larin karsitlar olan A’, B’, C’ noktalarim dilgtinelim, A"B'C”
ve A,/B,’C," Uggenlerine ters yonlil iggenler denmektedir.
A’B’C’ tiggeninde A’ dan B’ ye ve B’ den C’ ye olan hare-
ket yOnil saat ibrelerinin hareket yontidiir, Halbuki 4,"B,"Cy’
{iggeninde A," dan B," ye ve B," den C,” hareket yonfi saat
ibrelerinin hareket yOniiniin tersidir, F," geklinin diizlemi
igindeki herhangi bir hareket sonunda A,"B,"C," figgeninin
yoniiniin degisemiyeceginin agikdr oldugu cihetle bu figgeni
A’B’C’ tiggeniyle diizlem bir hareket sonunda ¢akigtirama-
yiz. Fakat F," seklini bir kenan etrafinda katlarsak bunun
icin de F," niln bir [ dogrusuna gbdre simetriki olan F,’ yii
elde ederek bunu kullanmak milmkiindiir, bu takdirde F,’
yii diizlem i¢indeki bir hareket sonunda F’ ile ¢akighrmak

|
|
|
]
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glic olmaz, O zaman O etrafinda bir donme hareketi kifi-
dir. (Sekil 53 b ye bak,)

Diizlem bir hareketle ¢akigan eg sekillere dogrudan dog-
ruya eg gekiller; tamamen diizlem bir hareketle cakigami-
yan es sekillere de ters olarak es sekiller denir, Buraya ka-
dar verilen bilgiden F ve F” gibi iki geklin hangi sartlarla
dogrudan dogruya ve hangi sartlarla ters eg gekiller oldu-
guna karar vermek miimkiindiir: Fin A, B, C gibi ii¢ nok-
tasim ve F” de bunlarin kargilhiklar olan A°, B’, C" nokta-
larin1 almidk ve ABC ve A’B’C’ f{icgenlerinin yOnlerinin ay-
ni veya ters olduklarini arastirmak kifidir, Es sekillerin
dogrudan dogruya veya ters eg sekiller olmasinin Gnemi ol-
madign hallerde bu tabirleri kullanmadan iki gekle sadece
es gekiller diyecegiz.

Boylece iki geometrik gekilden biri tamamen bir diizlem
hareket sonunda digeriyle ¢akigtirilabilirse bunlara dogru-
dan dogruya es sekiller ad: verilir, $imdi iki mithim teorem
ispat edelim,

Teorem 1, Bir diizlemin dogrudan dogruya eg iki gekli
bir donme veya bir Gteleme yardimyla birbiriyle gakigtiri-
labilir,

Sekil 54

Evveld ayni diizlemde AB ve A’B’ gibi iki egit dogru
Pargasinin bir donme veya bir Gteleme sonunda birbiriyle




“cakigtinlabilecegini ispat edelim. Hakikaten AB ve A'B”
dogru pargalar: egit, paralel ve ayni yonlii iseler (Sekil 54 a)-
bu taktirde AB yi bir Gteleme sonunda gene A’B’ ile ga-
kistirmak miimkiindiir, Bu telemenin biilytikliigii ve dogrul-
tusu AA" dogru pargasiyla belirtilir. Eger AB veA’B” dog-
rular1 bir 2 agis1 yaparlarsa (Sekil 54 b) bu takdirde AB
dogru parc¢as: « kadar bir ddnme sonunda A’B’ ile cakish-
rilabilir.

Bu donmenin merkezi AA” ve BB’ dogru parcalarimin
orta dikmelerinin kesistigi O noktasidir,

Simdi dogrudan dogruya eg iki F ve F” gekli diigii-
nelim. (Sekil 55 a, b) F nin herhangi iki noktass M ve N
ve bunlarin F"/deki karsihiklart M” ve N’ olsun, MN=M'N’

oldugundan bu iki dogru par¢asim ¢akighiracak bir donme
veya bir dteleme mevcuttur. Iddia ediyoruz ki F in biitlin

Sekil 55

noktalarmin F* de birer karsihgi vardir, Yani birinci sek-
lin her A noktasina ikincinin bir A’ noktasi karst gelir.
Simdi bir an igin A nin bir dénme veya bir 6teleme sonun-
daki durumu A, olsun. Isbat edecegiz ki 4, noktasi 4’
ile cakigiktir. Hipoteze gire F ve F es olduklarindan

‘-__q
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AM = A'M', AN = A'N' ve AM =AM, AN = AN dir.
A A

Bundan A’M'N’ = A,M’'N’ sonucuna varilir, Bu iki ficgenin

M’'N’ kenarlar ortak oldugundan iiggenler ya cakigik veya

MN ye gore birbirinin simetrikidirler, Simdi is sonuncu ha-

A
lin miimkiin olamiyacagm ispattan ibarettir, AMN ve

A
A'M’N’ iiggenleri, F ve F” niin dogrudan dogruya es sekiler

A A
farzedilmesi dolayisiyle, sym yonliidiirler, AMN ve A M'N’

liggenleri ise bir donme veya bir Gteleme sonunda ¢akiga-
bilen gekiller oldugundan onlar da ayni yonlildiir, Bu se-
beple A'M'N" ve A,M’'N’ iiggenleri ters yonlii eg gekiller
olurlar, Bu da gosterir ki tigzenler ¢akigik yani A4, noktasi
A’ dan bagka bir gey degildir.

Eger F ve F’ gekilleri bir O noktas:1 etrafinda bir don-
me ile cakighrilabilirlerse O ya iki seklin dénme merkezi
denir, Bu O noktasim bulmak i¢in birinci sekilde kargihikh
A, B noktalarim ve digerinde bunlarin kargiliklam olan A’
Ve B’ yi almak ve ondan sonra AA" niin ve BB’ niin orta
dikmelerinin O kesim noktasim bulmak yeter.

Teorem 2, Bir diizlemin ters olarak es iki sekli kayms
gir simetri veya sadece bir simetri yardimiyla c¢akigtirila-
ilir,

Ikinci teoremin ispati birincinin isbatina benzer. llk ig
olarak iki seklin karsihkli 4B ve A’B’ dogru pargalarimn
birinden digerine belirli bir / ekseni etrafinda kaymis bir
Simetriden veya [/ ye gore adi bir simetriden gegilebilecegini
g0sterelim, Sonucun boyle olacagim ve kaymis simetri veya
Simetri ekseninin / oldugunu farzedelim, A’B’ dogru par-
tasim A" noktasi1 4 ile gakigacak gekilde 4”B’" durumuna
gelirelim, (Sekil — 56 ya bak.) AB nin [ eksenine gore
Simetrigi olan A,B, dogru parcasi 4”B” ye paralel olaca-
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gindan (giinkl her ikisi de A’B’ ye paraleldirler.) / ekseni-
nin B”AB agisimn [, ag1 ortayma paralel olmasi gerekir,
Bundan bagka Ave A’ noktalarmin [ nin ayr taraflarinda
gakat bu eksenden esit uzaklikta olmalar1 icabeder, (Ciinkil
A ve A, noktalar1 [ in ayn taraflarinda ve / den aym
uzakhkta: A, ve A" noktalar: ise [ in aym tarafinda ve
ondan esgit uzakhktadirlar.) Bundan / in 44" niin orta nok-
tas1 olan M den gegmek zorunda oldugu sonucuna varlir,
Buna gore AB ve A'B’ dogru pargalarini bilirsek #/ den
I,  bir paralel ¢izmek suretiyle [ eksenini buluruz,

-

Sekil éﬂ

Simdi A,B, dogru parcasim AB nin [ ye gbre simet-
rigi oldugunu farzedelim, [//l, oldugundan A,B,// A’B’
elde edilir ve [ dogrusu M den gegtiginden A4, ve A" nok-
talarimin / nin aym tarafinda ve dogrudan esit uzakhkta
olduklar anlagihir. Bu sebeple eger A,B, dogru pargasi
A'B’ ile cakigmazsa [ dogrultusunda bir Steleme sonunda
A’B’ ile cakistinlabilir. Boylece AB nin kaymis bir simetri
veya bir simetri sonunda A’B’ durumuna getirilebilecegini
gostermig oluruz.
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Ikinci teoremin isbatimin sonug¢ kismi birinei teoremin
isbatinin son kisminin hemen hemen aymdir. F ve F’ ters
olarak eg iki sekil; M, N ve M’, N’ de bu iki geklin kar-
sihkh iki ¢ift noktasi olsunlar ($ekil 57). Bu takdirde MN
Yi M'N’ ile cakigtiracak bir kaymis simetri veya simetri
vardir, $imdi F geklinin biitiinti ile F” ile ¢akighirilmasim
saglayacak bir kaymig simetrinin veya simetrinin varhgm
gosterelim, Yani F nin bir 4 noktasim1 kaymig simetrideki

Sekil 57

veya bayag simetrideki aldign son A4, durumunun F’ de
A nmin karsihgn olan A’ den baska bir sey olmiyacagim
gisterelim, Hakikaten F ve F’ es sekiller oldugundan

A A
AMN = AMN oldugn gibi A,M'N’ sekli de AMN den bir
bir kaymig simetri veya simetri sonunda elde edildiginden

A A

AM'N' == AMN dir. O halde A,M'N’ figgeni A’M'N’ iggeni
ile ya gakisiktir veya M’'AN’ kenari bu iki iiggende ortak
Olmak tizere tiggenler M'N’ ye gore birbirinin simetrikidir-
ler, Fakat bu iiggenler birbirinin simetrigi olamaz. Ciinkil
her ikisi de aym yonliidiirler, Bunu F ve F’ gekillerinin
ters yinde eg gekiller olarak verilmi olmasindan biliyoruz.

F. 5
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Bunun sonucu olarak A’M’N’ ve AMN {iggenleri ters yonlil
oldugu gibi A,M'N" ve AMN figgenleri de ters yonlii olur-
lar. (Ciinkti simetri veya kaymi§ simetri Uiggenlerin y&nle-
rini degistirir) $u halde A,M'N’ lcgeni A'M'N’ {iggeni ile
cakigir, Bdylece ikinei teoremin isbati tamamlanmig olur,

Dogrudan dogruya eg gekilleri birbiriyle cakistiran izo-
metrilere dogru izometriler (veya yer degistirmeler); ters
yonde es sekilleri ¢akigtiran izometrilere de ters izomet-
riler denir, Birinci ve ikinci teoremler bir dogru izomet-
rinin Oteleme veya donmeden ve bir ters izometrinin de
simetri veya kaymig simetriden bagka bir gey olmadiklarim
ifade eder. '

Birinci ve ikinei teoremlerin neticelerini birlesgtirerek
agagidaki genel teoreme varabiliriz :

Bir diizlemin birbirine es iki sekli bir &teleme, bir dénme,

bir simetri veya bir kaymus simetri yardimyla birbiriyle
cakigtirilabilir.

Ote yandan eger iki gekil dogrudan dogruya eg iseler
genel olarak bu gekiller bir donme ile ¢akigtimlabilir. Dog-
rudan dogruya eg sekillerin Gteleme ile ¢akigtirilmalar ha-
line az rastlamr, Eger gekiller ters yonde eé ise bu tak-

dirde kaymig simetri yardimiyla cakisma hali daha genel
olup normal simetri nadirdir,

Oteleme ve ddnme, kesigen veya paralel iki dogruya |
gore simetriler toplami olarak; bir dogruya gore simetri
veya kaymig simetri ise dogruya gdre simetri ile bir nok-
taya gore simetrinin toplami olarak gosterilebilir. Su halde
sonug su gekilde formiile edilebilir:

Bir dizlemin es iki sekli l; ve l, dogrularina gore iki
simetrinin veya bir | dogrusuyla bir O noktasina gore iki si-
metrinin toplamt yardimiyla birbiriyle gakistirilabilir,

Eger 1, //l, ise bir Oteleme ile ve O noktas: / fizerinde

ise yalmz bir dogruya gore simetri ile sekilleri cakistirmak
miimkiindiir, g



Birinei ve ikinci teoremler simetrilerin toplamindan da
¢ikarilabilir, Hakikaten birinci teoremin isbati su esasa da-
yanmir: AB ve A’B’ gibi iki esit dogru parcas: bir donme
veya bir Oteleme yardimiyla birbirine cakistirilabilir. Fakat
AB ve A’B’ dogrularimin ardi sira I, ve [, e gore birer
simetri sonunda gakistinlabilecegi de asikdrdir, Bunun igin
I, i AA’ niin orta dikmesi (Eger 4" noktasi 4 ile ¢akigirsa
A dan gecen herhangi bir dogru [, olarak alnabilir) ve [,
B\AB agisinin a1 ortayr olarak almak kafidir. Burada B,
noktast B’ niin [/, e gire simetrigidir (Sekil 58 a). Bunu bu
fasila baglarken gordiigiimiiz ikinci ve figiineli teoremleri
kullanarak gdstermek miimkiindiir., lkinei teoremin isbati
AB ve A’B’ gibi iki esgit dogru parcasim kaymisg bir simet-
rigi veya bir simetri sonunda birbiriyle cakigtinilabilecegi
esasina dayanir, Fakat AB dogrusu [,, l,, [, gibi {i¢ dog-
ruya gore alinacak {i¢ simetri sonunda da A’B’ ile ¢akig-
tirilabilir. Bunun igin iki simetrinin ekseni olan /, dogrusu
rastgele ahmp [, ve [, dogrulari o gekilde secilir ki bu
dogrulara gore iki simetrinin toplamm, AB nin [, e gore
simetrigi olan A,B, i A'B’ ile ¢akistirsin (Sekil 58 b), Bun-
dan sonraki is gene bu fasildaki 4. cii ve 5, ci teoremleri
kullanmaktan ibarettir,

Karsit olarak izometrilerle ilgili, daha dogrusu izomet-
rilerin toplanmas ile ilgili biitlin teoremler birinci ve ikin-
ci teoremlerden ¢ikarii:bilir, Boylece birinei teorem dogru-
dan dogruya eg iki seklin birinden digeriue bir donme ve-
ya bir dteleme ile gegilebilecegini isbat eder, Fakat F ve F’
gibi iki sekil iki veya gpenel olarak ¢ift sayida simetriden
sonra birbiriyle ¢akistinlabilirlerse bunlar dogrudan dog-
ruya es gekillerdirler, (Ciinkii tek bir simetri bir {ig-
genin yoniinii degigtirdigi halde iki simetri bu yonil sabit
tutar), /

Su halde F” gekli F den bir donme veya bir Gteleme
sonunda elde edilebilir yani iki simetrinin (daha genel ola-
rak ¢ift sayida simetrilerin) toplami bir donme veya bir Gte-
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lemedir. Benzer bir gekilde muhakeme ederek gosterilebi-
lir ki {i¢ simetrinin (veya genel olarak tek sayida simetrile-
rin) toplam: kaym§ bir simetri veya bir simetridir. Birinci
teoremden iki donmenin toplaminin bir dénme veya bir Gte-
leme oldugu ve iki kaymig simetri toplaminin bir dénme
veya Oteleme oldugu neticesi de ¢ikar,

Sekil 58

45, I, ve I, gibi iki dogru ile sirasiyla bu dogrular iize-
rinde 4 ve B gibl iki nokta verilmig olsun, [, i X de, lyi
Y de kesen ve AX = BY sartim gercekliyen oyle bir m
dogrusu ¢iziniz ki:

(a). Bu dogru verilen bir n dogrusuna paralal olsun,
(b). m dogrusu verilen bir M noktasindan gecsin,
(¢). XY dogru pargasi verilen bir a uzunlugunda olsun,

(d). XY dogru parcasi verilen bir » dogrusu tarafindan
iki esit kisma boliinsiin,

46. I, I, I, gibi {i¢ dogru ve bunlar tizerinde sirasiyla
A, B, C noktalar1 verilmig olsun, [, /,, [; dogrularim sira-




siyla y, Y, Z noktalarinda kesen Oyle bir dogru c¢iziniz ki
AX = BY = CZ olsun.

47, Bir ABC ii¢geni verilmis olsun. 4B ve AC kenar-
larint P ve Qde kesen yle bir / dogrusu ¢izinlz ki BP —
PQ = QC olsun, (Sekil 59).

Sekil 59

Birinci ve ikinci teoremler diizlem izometrilerin tarifi
i¢gin bir temel olarak kullanilabilirler. Hakikaten geometride
izometriden stz ederken bir geklin bir durumdan diger bir
duruma getirilmesinin yalmz sonucuyla ilgilenilir, Fakat bu
hareketin bigimiyle ilgilenmeyiz. Hareket esnasinda geklin
noktalarmin ¢izdigi egriler (yoriingeler) veya bu noktalarin
hizlar burada 6nemli degildir, Birinei ve ikinci teoremlere
gore es gekiller Steleme, donme, simetri veya kaymig simet-
ri sonucunda ¢akigtirilabileceklerinden geometride denebi-
lir ki dilzlem izometrilerin hepsi bu dirt c¢esgit lzometriden
ibarettir, Buna gére geometrinin iteleme, donme, simetri ve
kaymis simetri neticesinde defismiyen sekillerin 6zelligini
inceliyen bir bilim oldugu sdylenebilir,

Matematikte ve geuel olarak tabiat bilimlerinde iki tip
tarifle kargilasihir: Yeni bir anlam, bu anlamda bulunmasi
gerekli dzellikler siralanarak tarif edilebilir, Bdylece mese-
13 paralel dogrular bir diizlem iginde bulunan ve ne kadar
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uzatilirsa uzatilsin birbirini kesmiyen dogrular olarak; bir
aritmetik diziyi ardigik iki eleman: arasindaki fark sabit
olan bir dizi olarak ve bir buhar makinasini da 181 enerjisini
mekanik enerjiye ¢eviren bir cihaz olarak tarif edebiliriz.
Bu gibi tariflere niteleyici tarifler denir. Diger bir tarif sek-
li de yeni bir seyin Ozelliklerini ifade etmek yerine dogru-
dan dogruya onun nasil kurulacagim (bina edilecegini) gos-
termektir. Bu yeni sekle gore paralel dogrulari bir diizlem
icinde aym dogruya dik iki dogru cizmek ; aritmetik diziyi
a, a+d, a +2d, a+3d seklinde gostermek (a ya dizinin
ilk terimi ve d ve ortak fark denir): buhar makinasini na-
sil yapilacagim niteliyerek tarif etmek miimkiiodiir. Bu gi-
bi tariflere timevartm yoluyla (sentez yoluyla) tarifler adim
veriyoruz, Burada tabiat bilimlerinin vsas girevinin, evvel-
ce niteliyici tammlar1 yapilmg olan anlamlarl, simdi tiime-
varim yoluyla tarif etmek oldugu fikri ortaya atilabilir. Bu
takdirde bir buhar makinasi yaratmak problemi, niteleyici
tarifle yani 1s1 enerjisini mekanik enerjiye ¢eviren bir ci-
haz olarak onu tamimlatmakla baglamak ondan sonra tiime-
varim yoluyla bir tarif bulmak yani makinay1 yapmak gek-
linde diigiiniilebilir, Niteleyi tarifleri yapilmg seylerin
tiimevarim yoluyla tariflerinin yapilamamas: yani o seyin
var olmamas: haline tabiatta rastlamak miimkiindiir,

70

Bir izometrinin seklin noktalar1 arasindaki mesafeleri
degistirmiyen bir transformasyon olarak tarifi tipik bir ni-
teleyici tariftir. lzometriler teorisinde esas problem ise izo-
metrinin tiimevarim yoluyla bir tarifini bulmak yani biitiin
diizlem izometrileri sayip siralamaktir, Bu biéliimde 1 ineci

ve 2 inci teoremler yardimiyla ¢bziilen igte bu prob-
lemdir,

Kargit olarak bir anlamin tarifi timevarim yoluyla ve-
rilmigken yeni seyin Ozelliklerini incelemekte fayda safla
mak iizere basit bir niteleyici tarif bulmak ¢ok defa uygun-
dur. Bu bgliimde bu cesit misallere de rastladik, Otelemenin
tiimevarim yoluyla verilen tarifinden sonra bu transformas-
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- yonun niteleyici tarifini de verdik., Misfil olarak bir Gtele-
menin her AB dogru pargasim1 kendisine egit, paralel ve
ayni yonlil bir A’B’ dogrusuna dontigtiiren diizlem bir
transformasyon oldugunu gordiik, Bu tarif iki Otelemenin
toplamindan ne gesit bir transformasyon ¢ikacagi probleme-
ni ¢dzmek i¢in ¢ok OGnemlidir. Bu ¢oziimde tiimevarim yo-
luyla tarifin (Gteleme igin) pek az faydasi vardir. Aym yolu
takip ederek diyebiliriz ki iki donmenin toplaminin sonucu
olan transformasyonu bulmak probleminin ¢dzlimii ddnme-
nin niteleyici tarifine dayanir, Buna misil olarak da don-
menin bir 4B dogru parc¢asimi kendisine esit ve onunla a
kadar bir a¢1 yapan bir 4’8" dogru pargasi durumuna geti-
ren bir transformasyon oldugunu gormiistiik. Okuyucu bu
kitapta bu hususlarda cegitli misiller bulacaktir,




Cevaplar
BIRINCI FASIL
YERDEGISTIRMELER '

1. S, ¢cemberi / dogrultusunda g kadar Gtelenerek S,
durumuna getirilir, S,” niin S, ile kesim noktalar1 4" ve B’
olsun (Sekil 60). 4 ve B’ den [ ye ¢izilen paraleller prob-
lemin ¢Oziimiinii agikga ortaya koyar, (Sekil 60 daki 44"
ve BB’ dogru par¢alarimin herbiri Otelemenin uzakhgim
veren a ya egittirler,) Eger S, cemberi / dogrultusunda fa-
kat bu defa ters yonde o« kadar Gtelenerek S,” durumuna
getirilirse yeniden iki cevap daha bulunur,

1
1 '

a

Sekil 60

. S," ve §,” c¢emberlerinin S, ile olan ortak noktala-
A { rinin sayisina gdre problemi sonsuz 4, 3, 2, 1 veya 0
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¢ozlimii bulunabilir, Sekil 60 daki duruma gdre ti¢ ¢oziim
vardir,

2. (a) Problemin ¢6zillmiis oldugunu farzedelim ve MN
dogru pargasim1 M noktasi A ya gelecek gekilde bir Gteleme
sonunda 4N’ durumuna getirelim (Sekil 61 a). Bu takdirde
AM = NN ve AM + NB= N'N - NB olur. Buna gire
AMNB yolunun en kisa olmas: igin N, N ve B noktala-
rimin aynl dogru f{izerinde bulunmasi icab ettigi anlasihir,
Su halde problem su ¢izimle ¢dziiliir: 4 dan nehre dogru
ve nehrin dogrultusuna dik, genigligine egit bir AN’ dik-
mesi. cizilir, N’ ile B birlestirilir. N'B nin B ye yakin ki-
yiy1 kestigi nokta N ise kopriiniin N de kurulmas: gerekir,

A A
I I,
o A T
N \\\ M l "|= \.\\
it N' “\\ L
N 53! M
>3
8 2 ey
a b H B
Sekil 61

(b) Coztim{i basitlestirmek igin iki nebir balini digi-
nelim, Problemin ¢bzillmiis oldugunu ve aranan kdpriilerin
KL ve MN oldugunu farzedelim. KL yi K noktasi 4 ya
gelecek sekilde bir Steleme ile AL" durumuna getirelim,
(Sekil 61 b), Bu takdirde AK= L'L ve AK + LM+ NB =
L'L 4 LM + NB elde edilir. Eger AKLMNB yolu A ile B
arasindaki en kisa yol ise L'’LMNB yolu da L” den B ye
en kisa ve LMNB yolu ise L ile B arasinda en kisa yollar
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olacaktir, Fakat L ile B sadece ikinci nehirle birbirlerinden
aynlmiglardir, Bu iki nokta arasinda en kisa yolun nasil
cizilecegi ise bu problemin (a) kisminda Ogrenilmigtir,

Boylece su ¢izim yapilir: A dan nehrin kiy1 dogrultu-
suna bir dik ¢izilerek bu dikin iizerinde birinci nehrin ge-
nisligine esit bir AL’ dogru parcast alinir, L” den de ikinci
pehrin kiy1 dogrultusuna bir dik cizilerek bu dik iizerinde

4

Sekil 62 a

ikinci nehrin genigligine esit L'N’ dogru parcasi alimr, N’
jle B yi birlegtiren dogrunun ikinci nehrin B ile aym ta-
rafta olan kiyisini kestigi nokta N ise kdprillerden biri bu
N noktasinda kurulmalidir, Bu kopriiniin ikinei ucu M ol-
i sun, M den N'B ye bir paralel ¢izilir. Bu paralelin birinci

nehrin M ye yakin kiyisim Kkestigi nokta [ ise birinci
koprii de L de kurulmalidir,
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3. (a) P ye Q noktalar: siras: ile M den [, ve I, ye
¢izilen dikmelerin ayaklar1 olmak tizere MP-MQ=a sar-
tin1 saglayan nokta M olsun (Sekil 62 a) /, yi QM dogrul-
tusunda g kadar Steleyelim, Oteleme sonunda [, nin yeni
durumunu /,” ile gésterelim, Bu takdirde M nin 1, ye olan
MQ uzakhgimn yani a — MQ niin MP ye esit oldugu gorii-
lir. $u halde M noktasi [, ve [,’ dogrularinin meydana ge-
tirdigi aginin ag1 ortay: tizerindedir,

Bu muhakeme ile aranan geometrik yerin [, dogrusu-
nun /," ve [, ile teskil ettigi a¢ilarin agi-ortaylart oldugu
anlagihr, Burada [,” ve [,” dogrular1 /, nin kendisine dik
bir dogru dogrultusunda ayri yonlerde ¢ kadar telenmesin-
den elde edilmiglerdir. Ancak bu dort agiortaymm bitiin
noktalar1 geometrik yere ait degildir, Sekil 62 a dan geo-
metrik yerin bu dort agiortayr tarafindan tegkil edilen dik-
dértgenin gevresinden ibaret oldugu kolayeca goriiliir.

(b) Diizlemin MP—MQ —=a veya MQ — MP=a eyit-
liklerinden birini ger¢ekliyen noktasi M olsun. Burada P
ve Q noktalar1 M den [, ve [, ye cizilen diklerin ayakla-
nidir (Sekil 62 b de M noktas: ikinci egitligi saglar), [, dog-
rusunun QM dogrultusunda @ kadar &telenmis durumu 7,
olsun. Bu problemin (a) kisminda oldugu gibi M nin [, ve
4y den aymi uzakhkta oldugu gosterilebilir. (Sekil 62 b de
MQ — MP =a ve M,P; — M,Q,=a olduguna dikkat). Bun-
dan istenilen geometrik yerin [, dogrusu ile /," ve [, dog-
rularinin meydana getirdigi d6rt agimin ag ortaylarindan
ibaret oldugu sonuncuna varilir. Ancak bu halde ABGD
dikddrtgeninin kenarlar: degil, bu kenarlarin uzanhlari geo-
metrik yeri tegkil ederler, (MP— MQ = a esitligi HBG ve
LDN tizerindeki noktalar tarafindan ve MQ — MP=a
egitligi ise EAF ve ICK tzerindeki noktalar tarafindan
saglanir),

4. BDE liggeni DAF ticgeninin AB dogrultusunda AD
kadar Otelenmis halidir, Buna gore iki sekilde karsilikls
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birbirine paralel ve
noktalar1 birlegtiren dogru pargalari
esittir, Yani 0,0,=Q,Q, ve 0,0, || Q,Q, diir. Benzer sekil-
de 0,0,=Q:Qs) 0,05 || Q:Qs ve 0,0, = QsQ,, 050, Q:Q
yazilabilir, Kisaca 0,0,0; ve Q,Q.Q; ficgenleri birbirine
egittirler. (Bu tiggenlerin birinden digerine bir dteme ile
gegilebilir.)

Sekil 62

5. ABCD dortgeninin AB ve DC kenarlarn dtelenerek
MB’ ve MC’ durumlarina getirilir, (Sekil 63)

Bu takdirde AMB'B ve DMC’C dértgenleri birer para-

, lelkenar olur ve AM| BB, AM=BB’; CC’'\|\DM, CC'=DM

\ elde edilir. Fakat M noktast AD nin ortasi oldugundan
AM = MD ve bu sebeple BB’ ve CC’ dogru pargalar1 para-
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lel ve egit olurlar, BN = NC oldugu da diigiiniiltirse
A A

BNB’ = CNC’ sonuncuna varitlir, Bu da B'N= NC" ve

—_— T ¥p

BNB’= CNC’ sonucunu yani B’N ile NC’ niin birbirinin

uzantilar1 oldugunu ifade eder.

Sekil 68

Béylece, verilen sartlarla, MN kepar ortay:1 komsu M B’
ve MC’ kenarlarimin ortalamasina egit olan bir MB'C" fig-
geni ¢izmig olduk., (Ciinki MB' = AB ve MC’' = DC dir.)
Eger MN kenar ortaymm M,N = NM olacak gekilde uzata-
rak elde edecegimiz M, noktasim B’ ile birlestirirsek MM,B’
gibi bir iiggen elde ederiz. Bu iiggende MM, — 2MN dogru
pargast MB’ ile B’M,in toplammna (B'M, = MC’ diir.) esit
¢ikar ki bu miimkiin degildir, Bu netice de B noktasinin
MM, tizerinde bulunmasi1 gerektigini gisterir ve bunun da
méinas1 MB’//MN//MC’ ve AB//MN, DC//MN yani ABCD
dortgeni bir yamuktur,

6. Problemin ¢oziilmilg oldugunu farzedelim. 4X dog-
ru par¢asinl CD dogrultusunda EF — g kadar Oteler ve ye-
ni durumda bu dogru pargasim 4’X" ile gosterirsek A'X’
niin F dem gectigini kolayca goriiriiz (Sekil 64),

—— — | IR i
Oteyandan A'FB = AXB — o AmB oldugundan A'FB

acgis1 belli olur, Buna gire su ¢izim yapiir, A noktasy CD
dogrultusunda q kadar Gtelenerek A4’ durumuna getirilir ve
AB’ dogru pargasimi AXB agis1 altinda géren noktalarin ge-
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ometrik yeri gizilir, (Geometrik yerin bir noktasi Y ise
f — 1 2B olduguna dikkat
AYB=AXB—-—2—AmBo ug )
AByi - fm-‘g ile goren noktalarin geometrik yerinin CD
2

{ kestigi noktalardan herhangi birini F olarak alabiliriz,
yIriu takdirde BF nin verilen g¢emberi kestigi nokta
aranan X noktasidir ve problemin iki ¢ézlimii vardir, Eger

Sekil 64
geometrik yer CD ye tegetse degme noktasi F olduguna go-
re ancak bir ¢oziim elde edilir. Son olarak gsayet geometrik

yer olan gember yayl CD yi kesmezse problemin c¢oztimii
yoktur.

.]—
-
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7. (a) Problemin ¢dziilmily yani MM, = a oldugunu
farzedelim (Sekil 65), Verilen ¢cemberlerin O,, O, merkezle-

rinden [ dogrusuna O, P, ve O,P, dikmeleri ¢izilirse, AP, = %

AM,, APy= % AM, ve P,P,— .21,_ (AM; - AMy) — %.

MM, = % a elde edilir, Simdi/ dogrusunu O, den geg¢ecek

sekilde /, dogrusu durumuna o&teliyelim, !’ niin O,/P, ile ke-
sim noktasi P’ ile gosterilirse P,O,P'P, dikdirtgeninden

P = P,sz-%— a bulunur, Bbylece problem hipoteniisii

0,0, ve bir dik kenar: OlP’=_—:- a olan bir figgenin ¢i-
zimine doniigtiirtilmilg olur. Aranan [ dogrusu O,P" ye puara-
lel olacaktir, '

Eger 0,0, > %- a ise iki'¢oziim, 0,0, = -% a ise bir ¢6-

ziim ve O,O,<l

5 @ ise sifir ¢Ozlim vardir,

B

Sekil 66

7. (b) M, N, P verilen noktalar ve ABC de verilen ii¢-
gen olsun (Sekil 66)., MN ve MP dogru pargalarini sirasiy-
la ACB ve ABC agilar altinda gbren gember yaylar gizilir,
Boylece ¢oziimil istenen problem su-gekli alir, M noktasin-
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dan Oyle bir B,C, dogrusu ge¢iriniz ki, ¢ember yaylarinin
bu dogrudan ayiwrdign par¢ga BC ye esit olsun. Bu sorunun
cevabi bu problemin (a) kisminda verilmigtir, Bilindigi gibi
cevap sayis: iki, bir veya sifirdir,

8, (a) Problemin ¢Oziilmiis oldugunu ve [ dogrusunun
S, ve S, cemberlerini 4, B, C, D noktalarinda kestigini far-
zedelim (Sekil 67 a), S; ¢emberi / dogrultusunda 4C kadar
otelenerek S,” durumuna getirilir. AB = CD oldugundan bu
iki dogru pargas:1 cakigacaklar ve dolayisiyla S, ve S,” cem-
berlerinin O, ve O," merkezleri CD nin orta dikmesi {izerin-
de bulunacaktir, Buradan sbyle bir ¢izime varilir: S, gem-
berinin O, merkezinden gegen ve /,e dik olan m dogrusu
ile .S, gemberinin O, merkezinden gecen ve /, e paralel olan
n dogrusunun O," kesim noktasi bulunur. S, ¢emberinin
merkezi olan O, noktasi Q," ye gelecek sekilde #telenerek
S,’ durumuna getirilir, .S, ile S," nfin kesistigi noktalar1 bir-
legtiren dogru problemin cevabi olur. Cozilm sayis1 en ¢ok
bir, en az sifirdir,

Sekil 67a

8. (b) Problemin ¢&ziilmiis ve / d

ogrusunun S
gemberlerini kestigi noktalar 4, B ve 1 Ve S,

C, D ile gdsterilmek
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lizere AB + CD = a oldugunu farzedelim ($ekil 67 b). S,
¢emberi / dogrultusunda ¢ kadar Gtelenerek S, durumuna {
getirilirse A4" = a = AB - CD elde edilir. Yani BA" = CD
olur. Su halde S, ¢gemberi / dogrultusunda G&telenerek mer- *
kezi O, olan S,” gemberi durumuna getirilir, Burada O, 1
noktasi O,Q," niin orta dikmesi olan m nin {izerindedir, (O, [
ve O, noktalar1 S, ve S,” ¢emberlerinin merkezleridir), ve f
bu &teleme S, nin CD kirisini BA” durumuna getirir.
Buna gre su ¢izim yapilabilir: Evveld S; ¢emberi /, M
dogrultusunda q kadar Gtelenerek S,” durumuna getirilir. On-
dan sonra S, ¢emberi /, dogrultusunda Stelenerek .S,” duru-
muna getirilir, S," niin merkezinin geometrik yeri O,0," niin
m orta dikmesidir. S, ve .S,” gemberlerinin kesim noktalar:
(sekilde bu noktalar B ve B, dir) aranan dogrular verir,
Problemin en ¢ok iki ¢ozlimil vardir,

R T, ==,

: - R

Sekil 67 b
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’ Verilen /, dogrultusuna paralel bir / dogrusu {izerinde
. verilen iki cemberin ayirdig kiriglerin farkinin belli bir uzun-
lukta olmasi halinde bu !/ dogrusunun nasil ¢izilecegi de

aym sekilde gosterilebilir,

(c). Problemin ¢oziilmils oldugunu farzedelim ve S, dai-
resini, KL dogru pargast MNile ¢akigacak gekilde, KNV dog-
rultusunda Oteliyerek S durumuna getirelim,

$;
By
A0,
T i
|
$ //C// B:<\ | \\
K AL\ : !
0,%=—— B e 0; N
\\ //s;
A
'---.__._..f/
" Sekil 68

. Bu takdirde S, ve S, c¢emberlerinin ortak kirisi MN
} olur, A noktasindan S," ve S, ¢emberlerine cizilen tegetler

sirasiyla AB; ve AB, olsun (B, ve B, noktalar tegetlerin
j degme noktalaridir). Buna gire (4B, — AM. AN - (AB,)? =
i AM - AN ve bu iki egitligin sonucu olarak (,43!)’2 - (:137:
: yazilabilir, Ote yandan S,” nfin merkezi Q,” olmak fizere 4 51,




yi: A0," =\(0,B,} + (4B, = Vr® 1 (4B,)" esitliginden
elde edebiliriz. Burada r,, .S, dairesinin yari capidir. Ayrica
0,0,0, agis1 diktir ¢iinkii S,” ve S, cemberlerinin merkez-
ler dogrusu olan Q,’0, dogrusu bu gemberlerin MN ortak ki-
rigine ve dolayisiyle MN ye paralel olan O,0," ye diktir. Bu
sonu¢ S;i.5," ye donfigtiirecek olan Otelemeyi bulmamiza ya-

rayacaktir. Simdi evveld merkezi A ve yar ¢ap1 \/r,® -+ (4B,
olan ¢gemberi ve ondan sonra da gapt 0,0, olan ¢emberi ¢i-
zelim, Bu iki ¢emberin kesigtigi noktalar r, yar1 ¢aph S,
- ¢emberinin O, merkezini tayin eder, $imdi ¢ozlimii veren
S, ve S;” niin MN ortak Kkirigini ¢izebiliriz. Hakikaten A
noktasimin MN iizerinde oldugunu gostermek miimkiindiir,
Zira aksi takdirde (AB,)’=(AB,)* bagintis1 saglanamazdi,
(Eger AM dogrusu S, ve S,” cemberlerini ayn N, ve N,
noktalarinda kesseydi bu takdirde (4B, = AM:AN, ve
(AB))?=AM - AN, olacakt. Diger taraftan 0,0," | MN;
Q,0, | 0,0, ve 0,0,"// MN oldugundan S, ve S,” gember-
lerinin KL ve MN kirigleri O, ve O, merkezlerinden esit
uzakhkta olurlar., Bu da KZ-ve MN nin aym uzunlukta
olduklarim gosterir, Problemin en ¢ok iki ¢oziimii vardr,

9. 1 dogrusunun A ya gbre simetrigi olan /" dogru-
sunu ¢izelim ($ekil 69) ve bunun S gemberi ile kesigtigi

Sekil 69

noktalardan birini P’ ile gbsterelim, P’A dogrusu problemin
cevabidir. Ciinkii 2’4 min [ yi kestigi P noktasi, P* nokta-
sinin 4 ya gore simetrigidir yani PA’ = AP dir. Problemin
en ¢ok iki ¢Oziimii vardir,
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10, (a) S; ¢emberinin A ya gore almetriki. olan S,
gemberini ¢izelim (Sekil 70 a). S, ile S;" niin kesigtigi nok-
talardan biri A olacaktir, fkinci noktayr P’ ile gfﬁatereiim,
P’A dogrusu problemin ¢dziimiinil verir, cqﬂlﬂ P A nin
S, yi kestigi P noktasi P’ niin A ya gdre simetrigi yani
P’A= AP dir.

Eger S; ve S, cemberleri iki noktada kesisirlerse prob-
lemin ancak bir ¢dziimil vardir, Cemberler teget ve yar
caplar farkh ise ¢bzlim yoktur, (,‘.eml:erlerin teget ve yar
caplarin_ egit olmasi halinde sonsuz ¢oziim vardr,

tr *Not: Bu problem 8 (¢) nin Gzel halidir,
(v S s

Sekil 70 a

(b) S, ¢emberinin A ya gbre simetrigi olan S,” yii
cizelim, Problemin ¢dzlilmils oldugunu ve MAN nin aranan
dogru oldugunu farzedelim ($ekil 70 b), Bu dogrunun S,
yii kestigi noktayr N’ ile gisterirsek MN —a oldugu gorii-
1tir,7.5, ve S, ¢emberlerinin O, ve O," merkezlerinden MAN
dogrusuna sirast ile O,P ve 0,Q dikmeleri ¢izilirse

PA=—£— MA, QA:%N’A ve PQ=PA—QA=1

2
(MA— N'A)=+ a elde sdilir.

Bbylece O," noktasimin O,P dogrusuna olan uzakhginin
_;_ a ya esit yani O,P nin, merkezi Q," ve yar1 ¢ap1 _é. a
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olan gembere teget oldugu goriiliir, Bu sonug, problemin
biitiiniiniin ¢6ziilmiis oldugunu farzetmeden Q,P nin nasil
bulunabilecegini bize gosterir, O,P yi bulduktan sonra bu
dogruya dik elan MAN dogrusunu kolayca c¢izebiliriz, Prob-
lemin en ¢ok iki ¢oziimii vardir,

Sekil 70 b

11. Problemin ¢dziilmily oldugunu farzederek (gekil 71)
AXin Jye gire simetrigi olan 4’X’ yii ¢izelim, AX dogrusu
E den gectigi i¢in A°X’ dogrusu F den gegecektir, Ote-

yandan X'A’// AX ve XFB— AXB — __} AmB oldugundan

-r"""- —_— —_ 1 ——
A'FB =180 — X'FB veya AFB =180 — - AmB oldugu go-
riiliir, §imdi problem, 4" noktas1 A min / ye gore simetrigi ol-
mak t‘lz.ere, A’B dogru pargasim 180 — ,—;- .Z:B a¢is1 altinda

giren noktalarin geometrik yerinin ¢izilmesi problemine dd-
niigtiirdlmiis olur, Bu geometrik yerin CD ile kesim nokta-
larindan biri 7 ve BF nin verilen gemberi kestigi nokta da
aranan X noktasidir,

Problemin bir ¢oziimil vardir. Eger CD dogrusu AX ve

————

— -
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* BX kiriglerinin uzanhlar tarafindan kesilirse bu takdirde
iki ¢ozlim bulunabilir,

Sekil 71

12. F seklinin O, ve O, gibi iki simetri merkezi oldu-
gunu farzedelim (sekil 72). Bu takdirde O, in O, ye gore
simetrigi olan O; de F nin bir simetri merkezidir, Hakika-
ten F nin herhangi bir noktas1 4, A nin O, ye gire simet-
rigi 4y, A, in O e gore simetrigi A, ve A4, nin 0, ye gbre
simetrigi A’ ise bu A;, 4,, A" noktalan da F geklinin
poktalar1 olacaktir. Fakat A" noktasi 4 mn Q, e gore si-
metrigidir. Hakikaten AQ;, A4,0y; 4,0, 4,0, ve A0,
A’O, dogru pargasi ciftleri birbirine egit, paralel ve ter;

yonlii olduklarindan AO, ve O;4" dogru pargalar da egit
paralel ve ters yonlii olurlar, i

Boylece herhangi bir A noktasi bir F' geklinin bir nok-
tas1 ise A min O, e gore simetrigi olan 4’ niin de F nin
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bir noktas1 olacagim gostermis oluyoruz. Burada O;, F
geklinin bir simetri merkezidir. Benzer bir sekilde isbat
edilir ki O, nin Oy e goére simetrigi olan Q, ve O; iin O, e
gore simetrigi olan Q; de simetri merkezi olurlar. Bu da
bir F seklinin iki farkli simetri merkezi varsa bu takdirde
sonsuz simetri merkezinin varhigim gosterir.

Sekil 72

13. (a) AB dogru pargasmmin O;, O,, ..., O, noktala-
rina gore ardigik n simetrigi alinarak A4,B, dogru pargasi
elde edilir, Burada n ¢ift bir sayidir. O; ve O, ye gore iki
simetrinin toplami; O; ve O, e gbre iki simetrinin toplami;
Os ve Oy ya; ..... ve nihayet Q,—, ve O, ye gore iki si-
metrinin toplami bir Gtelemedir, O halde A.B,, AB den

ardigik % n Oteleme sonunda elde edilir. Herhangi bir

Otelemeler toplami gene bir Gteleme oldugundan A4.B, dog-
ru pargasi bir Oteleme sonunda AB ile cakigtirilabilir ve
bundan da AA,= BB, bulunur.

Bu sonug¢ ancak n ¢ift iken dogrudur, n nin tek olmas:
halinde bu hiikiim dogru degildir. Ciinki tek sayida simet-
rilerin toplami bir Gteleme ile bir simetrinin toplamina veya
belli bir noktaya giére bir simetriye esittir yani AB,—AB,
oldugu halde 4A4,=~ BB, dir.

G e =13

e ma

S e




(b) Tek sayida simetrilerin toplami bir simetri oldu-
gundan (bu problemin birinci kismmma bak) 4 nn O,,
Oq, ..., 0, ye gore ardigik n simetriginden elde edilen 4,
noktas1 aym1 noktanin O ya gire simetrigi olarak da elde
edilebilir, 4,, noktas1 A, den ayni n simetri sonunda elde
edilebildigi gibi bu nokta A, nin O ya gbre simetrigi ola-
rak da bulunur, Bu ise 4,, nin A4 ile ¢akisacagim gisterir,

Eger n ¢ift ise A, noktas1 A dan veya A,, noktasi A4,
den aym oOteleme sonunda elde edilir. Bu da gosterir ki A4,,
noktas1 genel olarak A ile ¢akigmayacaktir. (Bu hal ancak
otelemenin mesafesi sifir oldugu zaman miimkiindiir,)

14, (a) O, ve O, ye gbore iki simetrinin toplami bir
oteleme ve Oy, O, e gore iki simetrinin toplam genel ola-
rak birincisinden farkl bagka bir Stelemedir. Buna gére ilk
A, noktas1 A dan ardigik iki Gteleme sonunda ve 4,” ile
gosterecegimiz ikinci nokta da A nin ters sira takip edil-
mek fizere aym mesafelerde iki defa Gtelenmesinden elde
edililer. Fakat iki otelemenin toplamt bu itelemelerin sirasina
tabi degildir. (Bunu isbat i¢in gekil 73 e bakmak kafidir,

c

Q
ek
P B
;\
N -
Sekil 47

Bu gekilde B ve C noktalari A nin siras: ile MN ve PQ
kadar Otelenmesinden elde edilmislerdir. D noktas1 B nin



i

|

89 T;'
k]

PQ kadar Stelenmesinden ve C nin MN kadar Otelenme-
sinden elde edilir, Teoremin isbati bundan ibarettir.) i

(b) Bu problem n=5 hali i¢in 13 (b) den baska birgey |
degildir, Hakikaten 4 noktasimn O,, O,, 0,,0, ve O; e .
gore ardigik simetrikleri alinmak suretiyle elde edilmis olan f
Aj; noktasinin bu noktalara gére ve aym sira takip edilerek !
simetrikleri alimirsa gene 4 noktas1 bulunur,

(c) 13 tincii probleme gore n tek ise son durumlar
aym olur,

(n simetriden elde edilecek iki nokta »=—2k halinde
keza cakigiktirlar ve kenarlart Q,0;, 030;,..., 0,—0,
dogru parcalarina sirasi ile paralel, egit ve aym ydnlil
MM,... M, gibi k kenarh bir gokgen mevcuttur. Bu tak-
dirde Oy, O,,...0, ye gire bu iki sira takip edilerek ali-
nacak simetriler toplam1 sifir mesafeli bir 6teleme yavoi Oz-
deslik transformasyonudur).

15. Birinci Céziim :

Problemin ¢oziilmily ve orta noktalarn M, Ms,..., M;
olan 9 genin 4, 4,... 4, oldugunu farzedelim (Sekil 74 a),

Diizlemin herhangi bir noktasi B, ve B, in M, e gore
simetrigi B, olsun. B, nin M, ye gore simetrigi B; ve boy-
lece devam edilerek B, un M, a gre simetrigi By, olsun.
AyB,, A3By, ..., AB;, dogru pargalarindan herbiri bir ev-
velkinden bir simetri neticesinde elde edildigi i¢in bunlar-
dan her biri bir evvelkine paralel, esit ve onunla ters yon-
lidiir, Sonu¢ olarak A4,B, ile A4,B,, esit, paralel ve ters
yonlil olurlar. Bu ise 4, noktasimn B,B;, un ortasi oldu-
gunu gosterir. Herhangi bir B, noktasindan hareketle By, u
bulabilmemiz bize A, in nasil elde edilebilecegini gosterir.
Bir defa 4, elde edilince A4,, 4;,..., A, noktalari; M,,
M,,..., Mya gore simetri alinarak kolayca bulunurlar.
Problemin daima bir ¢dziimii vardir ve elde edilen 9 genin
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konveks olmasi da icap etmez hatta kenarlar birbirini ke-
sebilir.

Sekil 74

Eger n ¢ift ise ve evvelki muhakemeyi tekrarlarsak
problemi ¢dziilmilg farzettigimiz takdirde 4,B, ., ile 4,B, in
esit, paralel ve aym yonlil olduklarimi yani gakigtiklarini
goriiriiz. Buna gore eger B,.; noktast B, ile cakismazsa
problemin ¢dzlimil yoktur, Eger B, ., noktasi B, ile c¢aki-
girsa bu takdirde 4,8, dogru pargasi, 4, noktas: ne durum-
da ahmrsa alnsin, A,B,,, dogru pargasi ile c¢akisacaktir,

O zaman sonsuz ¢ozllm elde edilir ve diizlemin herhangi
bir noktas1 A4, olarak alinabilir,

[kinei ¢éziim :

My, My, ..., M, ye gbre almacak simetrilerin toplami
sonunda aranan gokgenin A, kosesi kendisi ile cakigtirilir,
Yani A, noktas1 bu n simetri toplaminin bir sabit noktasi

olur (Sekil 74 b de n=9 hali gosterilmigtir). Eger n cift
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olsa idi bu n simetrinin toplam bir Gteleme olacakti, Bu
hali 13 (a) min ¢oziimiinde gérdiik, Bir Gtelemede sabit nok-
ta bulunmadigindan n nin ¢ift olmasi halinde problemin,
genel olarak, ¢ozlimii yoktur, Bu sonu¢ ancak n simetri
toplaminin bir 6zdeslik (sifir mesafede Gteleme) olmasi ha-
linde degigir. Bu halde geklin biitiin noktalar1 sabit kahr
ve problemin sonsuz sayida ¢dzimii olur yani diizlemin
herhangi bir noktas: A, kigesi olarak alnabilir. Eger n tek
ise (meseli n—19) simetrilerin toplam1 gene bir simetridir.
Bir simetride ancak bir sabit nokta bulunacagindan (simetri
merkezi) aranan c¢okgenin 4, kigesinin simetri merkezi ile
¢atismas) gerektigi ve bu halde problemin tek bir ¢dzlimii
bulunacag anlasilir,

Simdi M,, M,,..., M, gibi 9 noktaya gore alinacak
simetriler toplamina esit bir simetrinin merkezinin nasil
cizilecegini gosterelim. M, ve M, ye gore iki simetrinin
toplami M;M, dogrultusunda ve 2 M,M, ye esit bir Steleme;
M; ve M, e gore iki simetrinin toplam1 MM, dogrultusunda
ve 2 MyM, e esit bir &teleme, .... vesairedir. Boylece ilk
8 simetrinin toplami MM, (veya M,N,), M;M,(// N;Ny), MgM;
(// N,N;) ve M;M(//N;N,) dogrultularinda 4 dtelemenin top-
lamma esit olmus olur, Burada sirasi ile 2 MM, = M;N,,
2 MM, =N,N,, 2MM,=N,N; ve nihayet 2 M;M;= N;N,
diir (Sekil 74 (b) ye bak), Bu toplam MM, dogrultusunda
MM, biiytikligiinde bir Stelemeye denktir. 4, noktasi M;N;
dogrultusunda M;N, e egit bir Oteleme ile M,a gdre bir
simetrinin toplam olan yar1 dénmenin simetri merkezidir.

A, i bulmak i¢in M, dan baglayan, N,M, e paralel ve

% M,N, e esit olan MyA, i ¢izmek kafidir (sekil 74 b). Ay
kogesi bulunduktan sonra dokuzgenin diger kogelerini bul-

mak gii¢ degildir.

16. (a) Eger ABCD dbrigeninin kenarlarimn orta nok-
talar1 M, N, P ve Q ise (sekil 22 a ya bak) bu takdirde bu

e '____'F"]
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noktalara gdre uygulanacak ardigik dort yar1 dénme so-
nunda A noktas1 gene kendisine ddniigecektir (15 inci prob-
lemin ¢oziimil ile kargilaghrimz). COziim ancak M, N,
P ve Q noktalarina ggre simetriler toplaminmn, bagka bir
deyimle buna egit olan ve MN, PQ dogrultularindaki 2 MN
ve 2 PQ ye esit iki Oteleme toplaminin bir Gzdeglik trans-
formasyonuna egit olmas1 halinde miimkiindiir, Bu ise MN
PQ dogru pargalarimin paralel, egit ve ters yonlii olduk-
larin1 yani MNPQ dortgeninin paralelkenar oldugunu gos-
terir,

(b) Bu problemin (a) kisminda oldugu gibi M,M,, MM,
ve MM, dogrultularinda sirasi ile 2M,M,, 2 MM, ve 2 MM,
ya esit Otelemeler toplami bir 6zdeglik transformasyonudur.
Su halde kenarlart M;M,, M;M, ve M;M, ya paralel ve si-
rasi ile 2 MM, , 2M;M, ve 2M;M; ya egit bir tiggen vardir,
Bu da kenarlamn M;M,, M;M; ve M;M; ya paralel ve esit
bir {iggenin ¢izilebilecegini gdsterir,

Aym diigiince ile kenarlart M,M;, M,M; ve MM, e
paralel ve esgit bir tiggenin varhig isbat edilebilir,

NOT: 16, (b) nin ¢dzlimiinde kullamlan metotdan fay-
dalanilarak M,, M,,..., M,, gibi 2na noktanin 2, kenarl
bir ¢okgenin kenarlarmn orta noktalar: olabilmesi aneak
ve ancak kenarlari M;M,, M;M,,... M, _, M,, dogru parga-
larine paralel ve egit bir n kenarlimin varolmas: halinde
milmkiindiir denilebilir, Burada kenarlar1 siras: ile M,M,,
MM;, ..., M;M; dogru parcalarina paralel ve esit bir n
f kenarh daha vardir,

‘. 17. [, dogrusu A noktas: etrafinda « kadar déndiirii-
lerek /,” durumuna getirilir, [, niin /, kesim noktasi M ol-
] sun (sekil 75). Merkezi A ve yari ¢api AM olan ¢ember
i problemin ¢Oziimiinli verecektir. Ciinkii bu ¢emberin I, ile
i kesim noktasi olan M’, merkez ag¢1 olan MAM’ agist a ya
egit oldugundan, dénme sonunda M ile ¢akigir, Verilen /
ve I, dogrular1 arasindaki agilardan biri « ya esit olmai J




dikga saat ibrelerinin hareket yOniinde veya ters ybtnde
dondiirme yapildigina gére problemin iki cevabi vardir,
l, ve l, arasindaki ac¢ilardan biri a ya esit ise ya bir ¢o-
ziilm veya sonsuz ¢liziim; Eger [, ve [, dogrular: birbirine
dik ve donme agis1 da & — 90° ise ya ¢dziim yoktur veya
sonsuz ¢bziim vardir,

Sekil 75

18. Problemin ¢6zlilmils ve kogeleri /,, l;, I, lizerinde
bulunan tiggenin ABC oldugunu farzedelim (Sekil 76). I,
dogrusu A noktasi etrafinda 60° dondiiriiliirse B noktas:
C ye gelir, Buna gire su ¢izim yapilir: [, fizerinde herhan-
gi bir 4 noktasi alinarak I, dogrusu bu nokta etrafinda 60
derece dondiiriiliir, /, nin yeni durumu [/,” ile gosterilirse bu
dogru ile I, tin kesim noktasi aranan tiggenin C kogesidir,
I, dogrusu bir veya diger ydnde 60 derece déndiiriilebilece-
gi icin problemin iki ¢dziimii varsa da bu iki ¢ozlim estirler.

Kogeleri merkezbir tic cemberin cevresinde yer almak
iizere bir eskenar {iggen c¢izmek problemi de benzer sekil-
de c¢ozilliir.

NOT: [, dogrusu iizerinde 4 yerine bagka bir A’ nok-
tas1 alinirsa yeni ¢oziim Sekil 76 dan bir izometri sonunda
(daha agik olarak [/, dogrultusunda AA" kadar bir Gteleme
sonunda) elde edilebilir, Fakat geometride bu gibi sekiller
ayni kabul edilir, Bu sebeple problemin cevabi, A nokia-

e e — e
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simin [, {izerindeki durumuna bagh degildir. ,, l,, I; dog-
rular1 paralel olmasalard: problem aym sekilde ¢bziilecekti.
Ancak, bu takdirde, A nmn [, tizerindeki muhtelif durum-
lar icin birbirine eg olmayan sonsuz ¢Oziim elde edecektik,

Sekil 76

Aym sekilde muhakeme ile kiseleri merkezbir ii¢ S, S,,
S, gemberinin {izerinde bulunan eskenar iiggenin ¢izimi ya-
pilabilir. Bu takdirde en ¢ok ddrt ¢bziim vardir. Burada
gene A noktasinin S, ¢emberi {izerindeki durumunun bir
onemi yoktur, Giinki elde edilecek sekillerin birinden dige-
rine ortak merkez etrafinda bir dénme ile gegilebilir. Ote-
yandan eger cemberler ayn1 merkezli degillerse 4 min S,
{izerindeki her durumuna ayri bir ¢bziim elde edilecek yani
problemin sonsuz ¢bziimi olacaktir,

19, CD yaymn bulunmus oldagunu farzedelim (Sekil
77). BD dogru par¢asi S ¢emberinin O merkezi etrafinda «

kadar dondiiriiliir, Yeni durum B'C ile gisterilirse ﬁ:g
oldugu goriiliir,

*




Buna gire su ¢izim yapihir: B noktast O etrafinda «
kadar dondiiriilerek B’ durumuna getirilir, 4AB" yii « agis1
altinda goren noktalarin geometrik yeri ¢izilir. Bu geometrik
yeri ¢izilir, Bu geometrik yerin S ile kesim noktasi aranan C
noktasidir, AB’ yii « agis1 ile giren yay S ¢emberini iki
noktada kesebildigine ve B noktasy O etrafinda iki ydnde
dondiiriilebildigine gore problemin dért ¢oziimil olabilir,

Sekil 77

20. Problemin ¢oziilmils oldugunu farzederek S; ¢em-
berini 4 noktasi etrafinda « kadar ¢evirmek suretiyle S,
durumuna getirelim (Sekil 78). S, ve .S, gemberleri /; iize-
rinde egit Kkirigler ayiracaktir, Boylece problem 8 (¢) ye
gevrilmig olur. Bagka bir deyim ile 4 dan oyle bir /, dog-
rusu gegirilmelidicr ki bu dogru S,” ve S, fizerinde esit
kirigler ayiwrsin, [, elde edildikten sonra bunun A etrafinda
a kadar dondiiriilmesiyle [/, dogrusu elde edilir. S; in
tizerinde aywdigi kiris aranan kirigtir, S, gemberi A etra-
finda iki yOonde dondiiriilebileceginden problem iki se-
kilde 8 (c) ye doniistiiriilebilir ve her birinden iki ¢0ziim
elde edilecegi igin esas problemin en ¢ok ddrt ¢oziimil
vardir,
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21. Birinci Cézim (15 inci problemin birinci ¢6ziimil
ile kargilagtiriniz): Problemin ¢0ziilmiis ve aranan n genin
AA, ... A, oldugunu farzedelim (n="6 igin gekil 79 a bak).
Diizlemin herhangibir B, noktasi gbz Oniine almr, M, et-
| rafinda a,, M, etrafinda &,...., M, etrafinda «, degerin-
de uygulanacak donmeler dizisi A4,B, i sirasi ile A4,B, ye,

Sekil 78

AyBa yi AyBge, .... ve sonug olarak 4 B, i A,B,,, e do-
niigtiirtir. Biitiin bu dogru parcalart birbirine esit ve bu
sebeple A, kosesi By ve B, den egit uzakhktadir (burada

! B,., noktasi B, noktasindan » dénme sonunda elde edil-

| migtir). §imdi de dfizlemin ikinci bir C, noktasi goz oniine

i almir ve bu nokta M, M,,...., M, noktalar1 etrafinda

J sirasi ile a,, a;,..,, ¢, kadar dondiiriillerek yeniden A, den

f egit uzakhkta olan C; ve C,,, gibi iki nokta elde edilir.

'- B,B,,; ve C,C,s, dogru par¢alarmin orta dikmelerinin ke-

bl sim noktasi aranan n gen'in A, kisesini verir, A, bulun-

| duktan sonra bu noktay1 M, etrafinda &, kadar déndiirmek
suretiyle A4, yi, 4, yi M, etrafinda «, kadar déndfirmek
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suretiyle A4, i ,... elde etmek miimkiindiir, B,B,,, ve
C,C,4+y dogru pargalarimin birbirine paralel olmamas: halin-
de orta dikmeler bir noktada kesigeceginden problemin an-
cak bir ¢6zlimii vardir, Orta dikmeler paralel ise ¢dziim
yoktur ve cakisirlarsa sonsuz ¢dztim vardir, Elde edilen gok
genin konveks olmasi gart degildir.

Sekil 79

Ikinci ¢6ziim: (15 inci problemin ikinei ¢bztimil ile kar-
gillagtirimiz.): M, kosesi, merkezleri M,, My,...., M, ve
donme agilan siras: ile «,, «,,....,a,, olan n donmenin
bir sabit noktasidir (bu donmeler A7 A,ye, Ayyi
Ase,...., Ayi A, e doniigtiiriir), Fakat &, a5, ..., &, de-
gerlerindeki n dénmenin toplami, bu toplam 360 derecenin
tam kati olmadik¢a &, 44,4 .... -} a, ye esit bir donme-

F. 7
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dir (eger toplam 360 derecenin tam kati ise sonucun bir
steleme oldugu evvelce goriilmiigtii), Su halde bir donmede
tek sabit nokta donme merkezi oldugundan M,, M,,..., M,
noktalar1 etrafindaki «,, #3,...., @, degerinde donmelerin
toplam1, yukaridaki hipotez alinda, A, merkezli tek bir
dénmedir. Hakikatte A; noktasini bulmak i¢in tekrar iki
donmenin toplammnin nasil bulunacag hakkinda evvelce
verilen metoda bagvurulabilir.

Bir Otelemede sabit nokta bulunmadigindan eger

@;4t34 +enee 4 %, toplam 360 derecenin tam kati ise
problemin genel olarak ¢dziimi yoktur,

Ancak M;, M,,...., M, etrafinda ¢, a,,....,a, de-
gerindeki donmelerin toplamimin (a; 42,4 ....4 «, top-
lam1 360 derecenin tam kati olmak fizere) bir 6zdeslik trans-
formasyonu olmasi &zel halinde problemin sonsuz cevab
vardir, Yani diizlemin herhangi bir noktasi A4, olarak al-
nabilir.

& =ty =.... =2, = 180 derece oldugu takdirde eger
n tek ise tek bir ¢dzlim, n ¢ift ise sifir veya sonsuz ¢oziim
vardir,

22 a. 0Oy, Oy, O; noktalar etrafinda herbiri 120 dere-
ce degerinde olan ii¢ dénme diigiiniiliir (metindeki 31 inci
sekle bak). Bu donmelerden birincisi 4 noktasim B ye,
ikincisi B noktasim1 C ye ve nihayet {igiinciisii C noktasini
A ya doniigtiiriir, Boylece A noktasimn bu ii¢c donme top-
laminin sabit bir noktasi oldugu goriiliir, Fakat herbiri 120
dereceye egit 3 donmenin toplami, genel olarak, bir otele-
medir ve bir Otelemede sabit nokta yoktur, Oteyandan A
noktas: sabit bir nokta oldugundan bu 3 Steleme toplaminin
bir Ozdeslik transformasyonu (sifir uzakhginda dteleme)
oldugu goriilir. Ik iki dénmenin toplami, biri O, den di-
geri O, den gecen ve her biri 0,0, ile 60 ar derecelik aci-
lar yapan iki dogrunun kesistigi O noktasi etrafinda 240
derece degerinde bir donmedir. $u halde 0,0,0 tiggeni es-




99

kenardir. Bu dénme ile O, etrafindaki 120 derecelik don-
menin toplam: bir 6zdeslik transformasyonu oldugundan O
noktast O, ile mutlaka cakigir, Boylece 0Q,0,0, ﬁggemnm
eskenar oldugu isbat edilmis olur,

Aym sekilde gosterilebilir ki ABC liggeninin kenarlarl
iizerine bu defa ifiggenin i¢ine dogru ¢izilen egkenar liggen-
lerin O,", O,’, O, merkezleri gene bir egkenar {i¢ggen mey-
dana getirirler (Sekil 80).

Sekil 80

b. Bu problemin ¢oziim{i (q) min ¢oziimiine benzer. 4
noktas1 B,, A4, ve C, merkezleri etrafinda sirasiijile g, «
ve y degerinde (a--p+ y=2360°) 3 donmenin toplam so-
nuncu olarak kendisine doniigeceginden bu toplamin bir
ozdeslik transformasyonu oldugu goriiliir, Fakat bu ancak
C, in B, ve A, merkezleri etrafindaki g ve a degerinde iki
dénmenin toplamimn merkezi ile ¢akighg: zaman miimkiin-
diir, Yani C; noktasi, B, ve A, den gecen ve B4, ile si-

rasi ile é g ve -2!— a agilarinl meydana getiren iki dog-
runun kesim noktasidir, Boylece teorem isbat edilmig olur,

\
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Aym sekilde gosterilebilir ki, bir ABC {i¢geninin ke-
narlar1 taban olmak {izre iiggenin i¢ine dogru kogeleri A,’,
B, ve C, ve tepe aqlan a, g, ve y (& f+y=2360°) olan
ABCy , BCA, ve ACB, ikizkenar tiggenleri gizilirse, 4,

G 3 I I I
By C, tiggeninin agilar1 sirasi ile 5 O 5 B ve 57 oluar,

23. A,, B, ve M noktalari etrafinda ve aym ydnde si-
ras1 ile 60°, 60° ve 240 dereceye esit 3 dSnme uygulanirsa
B noktasi kendisine doniiglir (metindeki 32 nci gekle bak)
yani 3 dénmenin toplamu bir 6zdeslik transformasyonu olur,
Burada ilk iki dénmenin toplami M merkezli bir dénmedir,
Boylece teorem isbat edilmig olur (22 nci problemin ¢ozii-
mil ile karsilagtiriniz),

24 a. M;, M,, My ve M, noktalar1 etrafinda 60 ar dere-
celik dort donmenin toplami, birinci ve fi¢lineti dénmeler
ikinci ve dordiincli ddnmelerin tersi ydniinde olmak iizere,
dortgenin A kogesini kendisine doniistiiriir (metindeki 33
incii sekle bak). Fakat M, ve M, etrafindaki iki dénmenin

Sekil 81 a

toplam: M; M,” kadar bir Otelemedir. Burada M,” noktas:
M, M, M, egkenar figgeninin bir kigesidir (MM, = M,M,’,
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ml'zﬁw ve M,M; den M,M," ye dogru olan dénmenin
yonii M,B den M,C ye olan dénmenin y&nii ile ¢akigir. Bu-
nu gormek igin 81 a 28 b ye bak). Benzer muhakeme ile
M; ve M, noktalar1 etrafindaki iki dénme toplaminin MM,
ye egit bir Steleme oldugu sdylenebilir, Bu defa M;M,M,"
figgeni eskenar bir iiggendir ve M,M; den M,M," ye donme
yonii M;D den M,A ya dénme yoOniiniin aymdir, Bbylece
M;M,” ve MyM;" uzunluklar ile verilmig iki Gtelemenin top-
laminin A noktasim kendisine doniistiirdiigii goriiliir. Fakat
iki Otelemenin toplaminda bir nokta bile sabit kalirsa bu
toplam bir 6zdeslik transformasyonu olmak zorundadir, Ya-
ni iki Stelemeyi belirten bu iki dogru parcas: esit, paralel
ve ters yOnlii olmalidir. Fakat eger M,M,M,” ve MMM,
egkenar {iggenleri MN,"= M,M;" ve M;M,"//M;M;" olacak
sekilde yerlestirilmis ve M;M,” ile M;M," ters yinde iseler
MM, ve M,M, kenarlar1 da esgit, paralel ve tersydnlil olur-
lar. Bu da bize M ,M,M;M, iin bir paralelkenar oldugunu
gosterir,

b. M,, M,, M; ve M, noktalar1 etrafinda herbiri 90
derecelik donmeler toplam1 A noktasim1 kendisi ile ¢akig-
tirir, Yani dort donmenin toplami bir 6zdeslik transformas-
yonu olur (81 inci problemin a kism ile kargilaghrimz),
Fakat M, ve M, noktalar: etrafinda herbiri 90 ar derecelik
iki ddénmenin toplam: O, etrafinda bir yarim ddnmedir.
Burada O, noktasi, O,M M, ikizkenar dikiiggeninin kdge-

—— i
sidir (O,M\M, = O;M,M, = 45°; 81b yi metin kismndaki
28 a ile kargilagtirimiz). Benzer gekilde diigiiniilerek M, ve
M, noktalar1 etrafinda uygulanacak 90 ar derecelik iki don.
me toplammmin O,M;M, ikizkenar dik tiggeninin O, kigesine
gore bir yar1 dénme oldugu sdylenebilir, Oteyandan O, ve
O, noktalan etrafindaki iki yar donmenin toplami bir 0z-
deglik transformasyonu oldugundan bu iki noktamin gakig-
masi gerekir. Bu da O,M,M, liggeninin O,= O, noktasi
etrafinda 90 derece dondiirillmesi sonunda O,M,M, l¢geni-




nin elde edilecegini gosierir. Buradan M,M, ve M ,M, dogru
parcalarinin birbirine esit ve dik oldugu goriiliir.

c. Bundan evvelki sikta verilen isbattan M,M,MM,
dortgeninin M,M; ve M,M, kosegenlerinin egit ve birbirine
dik olduklar anlagilir, Oteyandun ABCD paralelkenarinin
kosegenlerinin kesim noktasi olan O noktas: geklin simetri
merkezi oldugundan bu nokta 8] ¢ seklinin ve ozelikle
MM M;M, dortgeninin (bir simetri merkezi olan dortgen
ancak paralelkenar olabileceginden bu ddrtgen mutlaka pa-
ralelkenardir) simetri merkezidir. Fakat kogegenleri birbi-
rine esgit ve dik olan paralelkenar ancak bir karedir,

Aym yoldan isbat edilebilir ki bir paralelkenarin dort
kenari iizerine ve geklin igine dogru dort kare cizilirse bu
karelerin merkezleri gene bir kare meydana getirir,
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IKINCI FASIL

SIMETRI

———— —_——
25, a, X noktasinin bulunmus ve AXM — BXN oldu-
gunu farzedelim (gekil 82 a), B’ noktas1 B nin MN dogru-

—— - _
suna gore simetrigi ise B'XN—= BXN= AXM dir ve

A, X, B’ noktalar1 aym dogru {izerinde olurlar, Buradan X
noktasinin M N ile AB” niin kesim noktasi oldugu sonu-
cuna varilr,

b. X noktasimin bulunmus oldugunu farzedelim ve S,
nin MN dogrusuna gire simetrigini S,” ile gisterelim (ge-

kil 82 b). X den S, §; ve 5" ¢emberlerine c¢izilen tegetler

Sekil 82 a b

XA, XB ve XB' ile gisterilirse m =m= m olur,
Bu da A, X, B’ noktalarimin ayni dogru fizerinde bulun-
duklarim gosterir, Su halde X noktasim elde etmek i¢in S,
S, cemberlerinin ortak tegetleri olan AB’ ile MN nin ke-
sistigi noktayr bulmak kéfidir, Genel olarak iki g¢emberin
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dort ortak tegeti oldugundan problemin en ¢ok dort ¢o-
ziimii wvardir,

¢. DBirinci ¢6ziim : X noktasinin bulunmus oldugunu
farzedelim, B nin MN ye gire simetrigi B ve AX in uzan-

—_ — S
tis1 XC ise (sekil 83 a) bu takdirde CXN=2.BXN=2:B'XN
dir, Bu sonu¢ XB’ niin NXC ag¢isiin ag1 ortayr oldugunu
gosterir, Su halde AXC dogrusu B’ merkezli ve MN ye
teget S gemberine tegettir ve X noktasi MN ile A dan
S c¢emberine teget dogrunun kesim mnoktasi olarak elde
edilir,

lkinci ¢6ziim : Gene X noktasmin bulunmus oldugunu
farzedelim, Birinci ¢bziimdeki notasyonlar1 aynen kullana-
rak 4 nin B’X e gire gore simetrigini A" ile gosterelim.,
B’X dogrusu AXM agisimin a¢1 ortayidir ve BA—=B'A"
olacak sekilde A" noktast XM dogrusu iizerindedir (gekil
83 b). Boylece 4" noktasi MN dogrusu ile merkezi B' ve
yar1 ¢apt B’A olan c¢emberin kesim noktasi olarak buluna-~
bilir, MN ile B’ den AA’ ye indirilen dikmenin kesim nok-
tas1 aramlan X noktas: olur,

Sekil 83 a, b

26, a B aqismin ag1 ortayt [/, ve C agisinin ag1 ortayi
l; olmak fizere aranan ABC fi¢geninin ¢izilmis oldugunu




farzedelim (gekil 84 a), Bu takdirde BA ve BC dogrularinin
l, ye gore birbirinin simetrigi; BC ve AC dogrulan da
1, e gore birbirinin simetrigi olurlar. Bunun sonucu ola-
rak da A min [, ve I; e gore simetrikleri olan 4" ve A"
noktalarn1 BC dogrusu iizerinde bulunur,

' Buna gore su ¢izim yapihr: A noktasinin [, ve [; e
A’ ve A” simetrikleri elde edilir. B ve C koseleri 4’4"
niin [, ve [, ile kesigtigi noktalardan bagka bir sey de-
gildir,

Sekil 84 a

Eger I, ve [; dogrulan birbirine dik ise 4’4" dogrusu
verilen li¢ dogrunun kesim noktasindan geger ve problemin
¢oziimll olmaz, Eger [, dogrusu [, ve [, dogrularindan biri-
ne dik ise 4’4" dogrusu digerine paralel olacak ve gene
problemin ¢ozilmii olmayacakhr, Verilen ilg dogrudan her-
hangi ikisinin birbirine dik olmamasi halinde problemin
tek bir cevabl vardir, Ancak, meseld /, dogrusu [, ve I,
dogrularinin meydana getirdigi dar agimin icinde ise bu son
iki dogru figgenin dig agilarimn ortaylar olur (Sekil 84 b),
Bu kismin isbatini okuyucuya birakiyoruz,

b. I, ly, I3 dogrularindan herhangi biri fizerinde rast-
gele bir A’ noktasi alinarak i¢ a¢1 ortaylar bu dogrular

e i
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olan A’B’C’ {iggeni ¢izilir. Bundan sonra kenarlar1 buf iig-
genin kenarlarina paralel ve S ¢emberine teget olan iig

L]

n
s ‘\
£

Sekil 84 b

dogru ¢izilir (Sekil 85), Bu suretle elde edilen {iggen prob-
lemin cevabi olur. [, I,, I; dogrularindan biri diger ikisi
arasindaki genig a¢inin i¢indeyse problemin tek bir cevabr
vardir, Eger biri diger ikisi tarafindan tegkil edilen dar
aginn ig¢inde ise verilen gember aranan {iggenin dig gem-
beri olur,
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4l ¢. ABC ficgeninin bulunmug oldugunu farzedelim (ge-
K kil 86). A noktast B nin [, ye gére simetrigi oldugundan \
il bu nokta BC nin [, ye gire simetrigi {izerinde bulunur.

{ Bunun gibi diigiiniilerek A noktasi C nin /; e gbre simet- l
B rigi oldugundan bu noktamin BC nin /; e gire simetrigi '
’- li {izerinde bulundugu soylenebilir, Buna gore su cizim ya-

| P. pilir: Evveld A, den [, e dik bir m dogrusu gegcirilir, Sonra !

! . bu dogrunun sirasiyla /, ve [; e gbre m’ ve m’" simetrikleri J
_ ¢izilir, Bn son iki dogrunun kesim noktas: istenilen figge-

.‘ nin A kosesini verecektir. Diger kogeler bu kisenin [/, ve

l; e gbre simetrikleridir (sekil 86).

——

Sekil 86

Eger I, ve I, dogrular birbirine dik ise m’ ve m’’ dog-
rular1 ya paralel (4, noktas: /,, I,, I, dogrularimin kesigtigi
O noktas: ile ¢akismadign takdirde bu hal olur) veya c¢aki-
girlar (A4, noktasi O ile cakisirsa son durum hasil olur).
Birinci halde problemin ¢liztimii yoktur, lkinci halde ise

¢dzlim sayisinda belirsizlik vardir, Diger biitiin hallerde ¢5-
ziim tektir.

27. a. Problemin ¢dziilmilg oldugunu farzederek C den

AB ye paralel MN dogrusunu ¢izelim ve B nin MN ye
gore simetrigini B’ ile gosterelim (sekil 87). a>pB olmak




sartiyle ABC tiggeninin 4 ve B deki agilarm o« ve p ile
e T e ——
gosterelim, Bu takdirde: B'CN = BCN=8, ACN =180 —q;

ﬁ:(lﬁo-—a)—{—ﬁz180—(a~B)=180-—-y oldugu
goriiliir. Bdylece su ¢izim elde edilir: Evveld AB =a uzun-
lugu ¢izilir, Sonra AB den k uzakhginda ve AB ye paralel
bir MN dogrusu ¢izilir. Simdi B nin MN ye gire simetri-
gini B’ ile gosterelim ve AB" yii 180 — y agis1 altinda go-
ren yayl ¢izelim, Bu yaymn MN yi kestigi nokta {iggenin C
kogesidir., Problemin tek bir cevabi1 vardir.

Sekil 87

b) Problemin ¢dziilmils oldugunu farzedelim ve MN
dogrusu ile B’ noktasimi bu problemin ilk kismindaki gibi

tayin edelim (Sekil 87). ﬁé’ = 180 — y oldugundan ACB
iicgenini belli olan AC ve CB’ = BC kenarlan ile aralarin-
daki 180 — y agis1 yardimu ile ¢izebiliriz. MN dogrusu ABB’
iiggeninde orta taban oldugundan bu dogru ACB’ ii¢geni-
nin C; den gecen kenar ortay: ile ¢akisir, Sonug olarak B’
niin MN ye gore simetrigi alinarak istenilen #i¢ggenin B
kogesi elde edilir, Problemin tek bir cevab1 vardir,

28, Problemin ¢oziilmils oldugunu farzedelim ve B nin
OM ye gore simetrigini B ile gosterelim (Sekil 83), Bu tak-

—_— —_— —_—
dirde: B'XA= B XB + YXZ dir. Fakat XZY aqs1 XOZ

P s —
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_— _—
iicgeninin bir dis acis1 oldugundan B'XB=2,0XZ =2
1 og §
{

(XZ Y—-AT(.')F') yazilabilir. Buna gore :

o i —_
FXA—2. X2V —2. MON+ VX7 = X2V = XVZ +

_——
ﬁj‘_ 2. MON = 180 — 2, MON olur, Boylece m agisi
bulunmus olur, Buradan X noktas;, OM ile AR’ yii

; B :
Bl 180 — 2, MON agis1 altinda goren yaymin kesistigi nokta
it olarak elde edilir. Problemin tek bir ¢dziimii vardir,

/

Sekil 88

|
K |
1 29, a) ABCD dortgenin ¢izilmig oldugunu farzederek
-. B nin AC kogegenine gire simetrigini B’ ile gisterelim '
!

P i N,
(Sekil 89). BAC = DAC oldugundan B" noktasi 4D dogrusu
il {izerindedir. Bu da kenarlart DC, BC'=BC ve DB’ —AD—
| AB’=AD — AB olan B’DC ii¢geninin belli oldugunu bize
' gosterir. Bu sebeple evveld bu {iggen ¢izilir, Sonra belli
olan AD uzunlugu yardim ile 4 noktas: bulunur. Ondan
sonra da B’ niin AC ye gire simetrigi alinarak B noktasi
elde edilir. AD=kAB ise problemin bir ¢bziimii; AD— AB
ve CD==CB ise sifir ¢bzlimii ve nihayet AD=—AB ve
CD = CB ise birden fazla ¢oziimii vardir,
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Sekil 89

b) Problemin ¢dzillmils oldugunu farzederek (sekil 90)
ADC figgeninin AQ ya (O noktas: dortgen igine c¢izilen
gemberin merkezidir) gére simetrigini 4D,C, ile gosterelim,
D, noktasmin AB {izerinde ve D,C, in ABCD dortgeni
igine ¢izilen cembere teget oldugu asikardir,

Sekil 90

Buna gore su ¢izim yapilir: Herhangi bir dogru fize-
-
rinde AB ve 4D, = AD uzunluklan igaretlenir. ABC ve
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~— e~

AD,Ci= ADC aglan belli oldugundan C ve C; noktalar:-
nin BC ve D,C, iizerindeki yerlerini bilmeden BC ve D,C; i
bulabiliriz. Simdi 4B, BC ve D,C, e teget ¢emberi ¢izersek
bu ¢ember dortgenin i¢ ¢emberi olur, Ondan sonra AD; ve
D,C; in AO ya gore simetrikleri alinarak AD ve DC bulu-
nur. C noktast BC ile D;C, in simetriginin kesim nokta-

i —_
sidir. Eger ADC == ABC ise problemin tek bir ¢dziimii;

_— —_——— —_—— —_—
ADC = ABC ve AD == AB ise sifir ¢oziimii; ADC= ABC
ve AD = AB ise birden fazla ¢ozlimii vardir,

30. a. Problemin ¢oziilmiis yani X,, X;,..., X, nokta-
larnmn I, ly,..., 1, dogrular iizerinde AX,, X,,..., X,B
yolu probleme cevap olacak sekilde bulunmug oldugunu
farzedelim (sekil 91 de n=23 hali gosterilmistir). Kolayca

Sekil 91

goriiliir ki X, noktasi /, dogrusu ile X, B, dogrusunun
kesim noktasidir. Burada B, noktasi B nin [, ye gore si-
metrigi (25 a min ¢6zlimiine bak) yani B,, X., X,_; nokta-
lar1 aym dogru iizerindedir, Bu takdirde X,_, noktas: /EE

5
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ile X, ,B,-, in kesim noktasi olur, Gene burada B,_, nok-
tasi B, in [,., e gbre simetrigidir, Benzer yoldan gidilerek
B,-, noktasimin B, _, in /,_, ye gire simetrigi olmak iizere
X,-s nin [, , ile X, _3B, , nin kesim noktasi oldugu ve
X,-; tin de B,_; noktas1 B,_, nin [, ; e giore simetrigi ol-
mak tlizere [, ; ile X, .4 B, ; lin kesim noktasi oldugu ve-
saire gosterilebilir,

Boylece su ¢izim elde edilir: Evvela B nin /, ye gire
B, simetrigi, sonra B, nin [, _, e gbre B,_, simetrigi elde
edilir ve bu ¢izime bdylece devam edilerek en sonda B,
nin /, e gbre B, simetrigine varilir, 4 daki bilardo topunun
vurug dogrultusunu tayin eden X, noktasi, [/, ile 4B, in
kesim noktas: olarak bulunur, Bundan sonra B,, B, ...., B,

ve X, noktalarimin yardimi ile X,;, X,,...., X, noktalarimi ’

bulmak kolaydir,

b) (a) kismindaki islemi takip etmek suretiyle ilk is
olarak 4 min /;e gore A, simetrigini ondan sonra A, {in
Iy e gire A, simetrigini elde ederek ve bu ¢izime devamla
nihayet A4, noktasina varirnz (Sekil 92), Kolayea saglanabi-

Ap———t———aA
S | \x. p LA 1

l ] ’/’ ‘l

A Xy |

|

X, I

wl |

b 2 AR Q I

® i N ]

-~ ~ |

v ~ |

e B i :

S ~ |

-~ -~
ﬁ,é ____________ T R A
l ly
Sekil 92

e ——— e - -
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lir ki [; e gdre simetrigi takip eden /, e gbre simetri, bu ’
iki dogrunun kesim noktasi olan R ye gbre bir simetridir,
Benzer yoldan gidilerek diger iki simetrinin P ye gore bir
simetriye denk oldugu sbylenilebilir, Bu sebeple dort si-
metri yerine R ve P noktalarina gore iki yar1 donmenin |
toplam1 kalmig olur. Fakat bu toplamm PR dogrultusunda

ve 2. PR biiyiikliigiinde bir tteleme ($ekil 17 ye bak) oldu-

gunu biliyoruz. J!

Boylece AA, in PR kigegenine paralel ve onun iki ka- -
tina egit oldugu bulunmus olur. Agilar1 géz Oniine alarak
AX X, X X,A yolunun bir paralelkenar oldugunu gérmek
kolaydir. Clnkii, kigegenlere paralel olan kargilikli kenar-
lar birbirine paraleldirler, BOylece eger bilardo topu A ya
doniince durdurulmazsa ikinci turda mutlaka aym yolu ta-
kip edecegi anlagilir,

Sonug olarak sekilden goriilebilir 'ki yolun toplam
uzunlugu A4, e yani kgegen uzunlugunun iki katina egittir.

I 31. a Problemi ¢ziilmiiy farzederek merkezi 4 ve yar
| ¢apt ¢ olan §; ¢emberi ile merkezi X ve yam capi XB
(Sekil 93 a) olan S, gemberini ¢izelim, Bu iki gemberin 4X

___._

it Sekil 93 a

tizerindeki bir nokta birbirine teget oldugu asikirdir, S,
¢emberi B den gectigi i¢cin B nin [ ye gore simetrigi olan
B’ den de gecer. Boylece problem, verilen B ve B’ gibi iki
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noktadan gegen ve verilen bir S; ¢emberine teget olan .S,
¢emberinin ¢izimine doniigtiiriilmiiy olur, Bu ¢emberin X
merkezi istenilen noktadir, Problemin en ¢ok iki c¢oziimii
vardir,

b. Problemin ¢oziilmiis oldugunu farzedelim. Merkezi
A ve yari ¢ap1 q olan ¢emberi S, ile, merkezi X ve yam
¢apt BX olan ¢emberi de S, ile gosterelim (Sekil 93 b). S,
ve S, ¢emberleri 4X tlizerinde bulunan bir noktada birbi-
rine tegettirler, Ayrica S, ¢emberi B/ nin [ ye gére simet-
rigi olan B’ den de geger, Problemin bundan sonraki kismi
(a) kismindaki ¢izimin tekrarindan ibarettir,

T iyx/,' L
- B "

Sekil 93 b

32. a H nin BC kenarina gore simetrigi H; olsun

(Sekil 94). Yiikseklik ayaklar1 P, Q, R ile gosterilirse bu
A A SEal S

takdirde BH,C == BHC ve bu sebeple BH,C = BHC olur,

TS | el N P R, Ny, S~
Fakat BHC=RHQ ve RHQ -} RAQ= B;HC + RAQ=180°

e —
oldugundan BH,C + BAC — 180° elde edilir, Bundan H,
noktasmin ABC tigkeninin ¢evrel gemberi iizerinde buluna-
cagl sonucuna varilir, H nin AB ve AC ye gire simetrik-
leri icin de aym sey sGylenebilir.
b. ABC fiicgeninin ¢izilmis oldugunu farzedelim,
H,, H,, H, noktalarimin ticgenin c¢evrel ¢emberinin iize-

—_— -
rinde oldugu agikdrdir, Bu sebeple BHR = CHQ ve
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EE& = ﬁé — 90° dir. Buradan @ = 63!? yani
A?,:@, oldugu anlagihr, Benzer bir diigiiniigle ﬁ:@

ve é?{1=6?!, sonuncuna varilir, Bundan da ABC iigge-
ninin koselerinin A, H, ve H; noktalarindan gegen cem-
berin H,H,, H,H, ve HH, yaylarinin orta noktalar oldu-

gu isbat edilmis olur, H,, H,, H, noktalar1 bir dogru fize- #
rinde bulunmadik¢a problemin tek bir ¢dziimil vard'xr,

Sekil 94

33, a Kolayca goriilecegi tizere A4,4,4, ticgeninin ii¢
yiiksekligi 4, noktasinda kesisicler.

b, A, lin 4,4,e gore simetrigi A4,” olsun (Sekil 95). I3

Bu nokta, A,4,4, licgeninin S; cevrel cemberi iizerinde
bulunur, Biylece A4,4,"4, ii¢geninin ¢evrel ¢emberinin S,
ile ¢akisik oldugu anlagilir, Bu da bize A4,4,4, fi¢geninin
S; ¢evrel gemberinin S; ¢emberi ile es oldugunu isbat eder
(S; ve S, birbirinin A4,4;e gore simetrikleridir). Benzer
yoldan gidilerek S, ve S; c¢emberlerinin de S, e es olduk-
lar1 gosterilebilir,

¢ AAdy, AdA,, AAA ve AAA, tggenlerinden
en az biri dar aqihdir, Hakikaten efer A4,4,4, ficgeni A,
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de genis acih ise A,4,4, liggeni (burada A,*noktas1 4,4,4,
tiggeninin yiiksekliklerinin kesim noktasidir) dar a¢ih ola-
caktir, Boylece A4,4,4, iiggeninin dar a¢ih oldugunu ve A,
noktasimin bu tiggenin iginde bulundugunu farzedecegiz.

Sekil 95

Simdi 4,4, 0,0, dortgenini gdz 6ntine alahm, O, ve
O, noktalari, 4,4, e gore birbirinin simetrigi olan S, ve S,
¢emberlerinin merkezleri olup 0,0, | 4,4, diir. 4,4, 0,0,
dortgeni g6z Oniine alimrsa 0,0, // A;4, ve 0;4,=0,4,—R
oldugu anlagilir., Burada R uzunlugu S, S,, S;, S; ¢em-
berlerinin yar1 ¢apidir, Bu dortgen ya paralelkenar veya
ikizkenar bir yamuktur. Fakat 0,0, kenarimn 4,4, orta-
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dikmesi 4,4, i kesmediginden bu dortgen yamuk olamaz.
Bu sebeple 4,4,0,0, sekli bir paralelkenar olup 4,0, ve
A,0, dogrular1 paralelkenarin kogegenleridirler, Bu iki k&-
gegenin kesigtigi Q noktasi kogegenlerin ortasi olur. Aymi
yoldan gidilerek isbat edilebilir ki O noktasi 4,0, ve 4;0,
{in de orta noktasidir,

Ay

Sekil 96
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34. a. S cemberinin O merkezinin 4,4, e gore simet-
rigi Q" olsun (Sekil 96), OO'H,A; ve OO'H,A, dortgenleri
birer paralelkenardir, (33 ¢ nin cevabina bak). O halde:
AH,— 00 = AH, ve AH,// 00" || AjH, ve bbylece AH,
H,A, dortgeni bir paralelkenar olur, Buradan A4,H; ve AH,
dogru pargalarimin orta noktalarimin aym A noktasi oldugu
¢ikar, Benzer yoldan gidilerek bu A noktasinin A,H; ve
A;H,; dogru parcalarimin da orta noktasi oldugu gosterile-
bilir,

b. Sekil 96 ile gekil 95 i karsilagtirarak /H, noktasimin
S nin A,A4; e gire simetrigi olan §’ tizerinde bulundugunu
ve bunun gibi H,in de aym c¢ember {izerinde oldugunu
gormek milmkiindiir, Boylece A,, 4y, H, ve H, noktalar-
nin S ye eg aym gember {izerinde oldugu anlagilir,

Teoremin diger kisimlar1 aym gekilde isbat edilir,

DJA

Sekil 97

85. M c¢okgeninin iki 4B ve CD simetri ekseninin bu
¢okgenin i¢inde kesigecegi aqiktir, Hakikatte bu eksenler
sekil 97 a daki gekilde gosterildigi gibi kesigselerdi herbiri
ayr1 ayr1 bu cokgeni alanca esit iki kisma bdlemiyecek-
lerdi. $imdi figlincii bir EF simetri ekseni varsa bunun ilk
iki simetri ekseninin kesim noktasindan gegecegini isbat
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edelim, Bu ii¢ eksen bir noktadan gec¢mezlerse bir PQR
iggenini meydana getirirler (gekil 97 b), M, bu iicgenin
icinde bir nokta olsun, Diizlemin her noktasimin bu ii¢ ek-
senden en az birine gére M nin bulundugu kisimda yer
alacagim gormek kolaydir., Cokgenin M den en uzak nokta-
sim 7 ile gosterelim ve 7 ile M nin AB nin aym tarafinda
oldugunu kabul edelim, Biylece eger 7, noktasi 7 nin AB
ye gore simetrigi ise (bu takdirde 7, noktasi ¢okgenin bir
kigesi olur) bundan MT; > MT elde edilir (MT in TT,
iizerindeki izdiistimlinlin M7 nin aym dogru fiizerindeki iz-
diigiimiinden daha biiyiik oldugundan (sekil 97 b ye bak)
Bu celismezlik teoremin isbatim vermis olur,

A

_3__13
]

Sekil 98

36, XY dogru parcasinin uzunlugu g oldugundan en
kiigiik degeri almas: istenilen toplam AX--BY olur. XY nin
bulunmug oldugunu farzedelim, [ eksenine gire g biiyliklii-
glinde kayms bir simetri B noktasini B" ye Y yi X e gitii-
riir (sekil 98). Buradan BY—=B'X ve AX+{ BY=AX-+B'X
elde edilir, Simdi istenilen AXAB" yolunun minimum olma-
sidir. Bu sarti saglayacak X noktasi da [ nin AB’ yii kes-
tigi noktadir,

37. (a), ABCD dortgeninin ¢izilmig oldugunu farzede-
lim, 4 mn DC eksenine gére DC biiyiikliiglindeki kaymig
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A A,

Sekil 99

—_— A
simetrigi A’ olsun (Sekil 99). Bu takdirde A'CD = ADK
(DK, DC nin D den itibaren uzantisidir) olur, Ciinkii eger

— D
A, noktas1 4 min DC ye gore simetrigi ise A’"CD=A,DK=
T —_—— —_— —
ADK dir, Fakat ADK — 180° — D = 180 — C oldugundan

f(?f) = 180° — C yani A’y C, B noktalar:1 bir dogru iizerin-
de bulunurlar. Ayrica A'B—=A'C+ CB=AD + CB ve
A noktasimin CD ye olan uzakliginin d ye egit oldugunu
biliyoruz,

Buna gore asagidaki dniiizim yapilir: Herhangi bir / dog-
rusu ve dogrudan d kadar uzakta bir A noktasi alalim.
Ondan sonra 4 mmn [ dogrusuna gdre ve CD ye esit kay-
m1s simetrigi olan A’ noktas: elde edilir. AB uzunlugu ve
A’'B = AD -}~ BC belli oldugundan B kégesini bulmak miim-
kiindiir. C kosesi ise A’B nin [ yi kestigi noktadir, Bilinen
CD uzunlugu C den itibaren [ iizerinde isaretlenmek sure-
tiyle de D kosesi bulunur. Problemin iki, bir veya sifir
¢Oziimii olabilir, :

(b). Evvelda AB dogru parcgas1 ¢izilir ve [ dogrusu
merkezleri 4, B ve yar1 caplarn swrasiyla d; ve d, olan iki
¢emberin ortak tegeti olarak elde edilir (Sekil 100), Bundan
sonra is DC dogru parcasimn [ dogrusu fiizerinde ADBC

1
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verilen bir degere esit olacak sekilde yerlestirmekten iba-
rettir, Bunun igin de 31 (a) dan faydalamlir.

D ve C noktalarimin bulunmus oldugunu ve A4 nin [
dogrultusunda DC kadar itelenmesinden elde edilen noktay:
A’ ile ve gene ayni1 A noktasini [/ ye gore DC degerindeki
kaymig simetrigini A" ile gosterelim. Merkezi C ve yari
¢apt AD olan gemberin A’ ve A" noktalarindan gececegi

Sekil 100

(A'C=A"C=AD oldugundan) ve merkezi B, yar1 capi
BC+ CA”"=BC-+ AD olan S g¢emberine teget olacagl asi-
kardir, Fakat § ¢emberi verilenler yardimiyla ¢izilebilir ve
boylece problem, verilen 4” ve A" noktalarindan gecen ve
verilen bir S ¢emberine teget olan ¢emberin ¢izimine dé-
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niigtiirtilmiis olur. Bu ¢emberin C merkezi aranan dortge-
nin C kogesidir,

38. Birinci ¢ézidm: Bir 151k 1§1n1nin aynadan yanstma
dogrultusunun gelis dogrultusuyla ters ydnde olabilmesi i¢in
gelen 151mn aynaya dik olmasi gerekir, Bu &zel hali bira-
kip gelen 1gimin ilk ¢arptigi kenara dik olmamasi haliyle
ise baglayalim, MN 1smmmin 4BC ags: icinde iki yansima-
dan sonra MN nin tersi olan PQ dogrultu ve ydniinde ay-
nay1 terkettigini farzedelim (gsekil 101 a). Bu takdirde :

—— -_— ]
PNB + NPB = 180° — NBP = 180° — «
—_— ——
= 2(180° — «) = 2. PNB -2 NPB
— —_— —_— —_——
= ANM + PNB + NPB + CPQ
——— o
= 180° — MNP -} 180° — NPQ
_— —_—
= 360°— (MNP - NPQ)

M 0
A
N
;- b

Sekil 101

MN ve PQ isinlar1 paralel ve ters yonlii olduklarindan




_—— —
MNP - NPQ = 180" ve bdylece 2(180° — a)=360"° — 180°

ve buradan « — 90° bulunur, Kargit olarak eger «=290° ise

—_——— e
bu takdirde MNP + NPQ = 180" yani yansima i1 olan
PQ ile M N ters yonlii ve paralel olurlar,

Simdi de gelen 151n MN nin agimin kenarlar1 arasinda
dort yansimadan sonra MN nin tersi olan RS dogrultusun-
da yansidigim farzedelim (Sekil 101 b), Ug defa yansima-
dan sonra giden 1s1mn gelen 1ginla ayni dogrultuda ve ters
yonlii olabilmesi ancak bu i1gimn verilen ag¢inin kenarma
dik diigmesi halinde milmkiin olup gelme dogrultusu rast-
gele olan her 1sin i¢in saglanamaz, Hakikatte « min verilen
bir degerine kargiik ancak bir gelme agisi igin bu miim-
kiindiir. AB nin ve PQR yolunun BC ye gire simetrikleri

sirasiyla B4, ve PQ,R olsun, Bu takdirde Aﬁl=2ﬁf_—.2z
ve ayrica @:Q?B:ﬁc ve bundan dolay1 da NPQ,

bir dogrudur, 6}?3: QTR?B =STR‘E' oldugundan aym sekilde
diiglinillerek QRS nin bir dogru oldugu isbat edilebilir.
Sonu¢ olarak da her biri esit iki BQP ve AQR acilarina
esit olan BQ,P ve AQ,R agilarimin da egit oldugu sonucuna

varilir, Boylece ,@,:: 22 min N ve Q, noktalarindan yan-
siyan MN gelme 1gmmmin kendisigle ters yodnde bir Q,S
151n1 halinde aynadan ayrildign goriilir, Fakat 2z agis1 ev-
velki manada olmak iizere 2a=290" ise a:gg bulunur,
90
2
de MN 1sum ABC ag@siom iginde dirt yansimadan sonra
gelme dogrultusunun tersi olan ydnde aynay1 terkeder.
Simdi de gelen MN igininin a¢imin kenarlarinda alti yansi-
madan sonra gelme 1siminin tersi olan 7u dogrultusunda
aynay1 terkettigini (Sekil 101 c¢; genel olarak bir 15in bes
yansimadan sonra' ilk dogrultuya ters yonde aynadan cika-

Karsit olarak o — den A-'EZl:QG‘ olur ve bu takdir-
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maz) farzedelim. AB dogrusunun ve PQRST yolunun BC
dogrusuna gore simetrigi alinir. Bu yansimada BA nin si-
metrigi BA;; Q ve S nin simetrikleri de Q, ve S; olsun,

—~ P S ;
Once gordiiglimiiz gibi NPQ, (Q,PB= QPB=NPC) ve §;TX

Sekil 101 ¢

( SFB = ..Sf'?-B = ;TF- C oldugundan) yollar1 birer dogrudur,

—_ - —_ -_— _— —_
6te yandan QIRB — SgRC, RQIB - PQIAI ’ RS!B — TS}A|
bulunur, Boylece MN 1gmmin 4B, BA;, BC ve tekrar B4,

A
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dogrularmmin N, Q, R ve S, noktalarinda yansidiktan sonra
MN ile ters olan Sz dogrultu ve yoniinde ayrildign
goriiliir,

Simdi BC nin ve QRS; in BA e gore simetriklerini
gozoniine alalm BC nin simetrigi BA, ve R nin simetrigi

- —_— -
Rl olsun, R10|B=RQIB =PQ]A1 oldugundan NPQ:R, bir
dogru olur, Ayni gekilde R,S,B — RS,B — TS5,A4, ve dolayisiy-
RS;Tu da bir dogrudur, Ayrica birbirine egit Q,RB ve S,RC
agilarina esit olan QR,B ve S,R;A4, ac¢ilarida birbirine

esittir. Bu suretle MN 1sininin Aﬁ, = 3« agisimin kenar-
lar1 iizerindeki N ve R, noktalarinda yansidiktan sonra MN
nin tersi olan Ru dogrultusunda aynadan qktign goriiliir,
Fakat daha Once yaplan isbata gire 3 a=90° yani

90 90 =
@ =3 olmahdir, Karsit olarak eger cr_—-_-§ olursa ABA4,— 90°

olur ve MN 1smm1 ABC ag¢isinin kenarlarinda alti kere yan-
sidiktan sonra gelme dogrultusunun tersi olan dogrultuda
aynadan ¢ikar,

Son olarak bir 1simin EC: a agisinin  kenarlarinda
2n yansimadan sonra gelme isimimn tersi ydniinde ayrildi-
gin farzedelim (gemel olarak bir 1smn bir aginin kenarla-
rinda 2n—1 defa yansidiktan sonra gelme dogrultusunun
tersi olan bir dogrultuda ¢ikamaz),

Evvelki yoldan gidilerek gelen 1sinin 4B ye carphktan
sonra takip edecegi yolun BC ye gore simetrigi diigiinii-
liirse bu simetride BA min simetrigi BA, olsun, Ondan sonra
BC nin BA, e gire simetrigi ve BA, in BA, ye gire BA,
simetrigi vesaire elde edilerek n—1 sayida yansimadan

sonra BA,_, i elde ederiz. Sonug olarak A/Blﬂ:nu bu-
lunur, $imdi gelen 151nin Gzel yansimalar sonunda 4B, _, ye

carphin ve bugdan sonra AB ye carparak ilk dogrultunun
tersi olan ybnde aymldig1 sSylenebilir. Buna gore evvelce
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isbat edilen egitlik geregince nax = 90 ve nihayet o= 8
oldugu gdriiliir,

Ikinci ¢éziim : Verilen ag1 ABC ve 1smmin yolu MNPQ...
(n=2, a=4>5 igin gekil 102 a ya bak) olsun. Bu ¢o-

zlimde sadece dogrultularla ilgileniyor ve biitiin dogrultu-
larn aym O noktasindan ¢iktigim farzediyoruz, Buna gore

O1|| MN, 02 || NP, O3|| PQ, ... dir. MNA=PNB oldugun-

~dan Q2 ile O1 in AB ye paralel QU dogrusuna gore bir-

birinin simetriki olduklam anlasilir, OU ile AB nin paralel-
ligini gostermek i¢in gekil 102 a daki NM’ ile NP nin NB
ye gore simetrik olduklarim isbat etmek kéfidir. Benzer yol-
dan gidilerek Q3 ile O2nin BC ye paralel OV dogrusuna
gore birbirinin simetrikleri oldugu gosterilir, Buna gire O,

—_
1sin1 O, den 2 JOV — 2z kadar bir dénmeden elde edilir,
Benzer gekilde diigiiniilerek O; 151m1 O, den ayni yonde 2«

Sekil 102 a

kadar bir dénmeden ve bunun sonucu olarak da O, 1s1m1 O
den 44 kadar bir donmeden, ..,.. elde edilir. Su halde eger

i ise agmnn iki kenarmin her birinden n yansimadan
n

sonra ayrilan bir 11n ile ayni dogrultudaki O (2n-}-1) 151m1
O, 1511 ile 2ns = 180° sartina uyan bir a¢1 meydana geti-
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recektir, Bu sart saglandign takdirde aynay:1 terkeden igin
ilk dogrultunun tersi olan bir ydnde ¢ikar,

A
[pras M -
B a
AP c
Sekil 102 b

39. a) Birinci ¢oziim (15, ve 21, problemlerin ¢dziimle-
rine bak): Istenilen n kenarli 4,4, ..... A, ve !diizlemin
herhangi bir noktas1 B, ve A4,B,inl, l,. I3, ..... [, ye go-
re ardigik simetrikleri 4,8,, A4;8;, ..... A,B., AB,+, ol-
sun, Biitlin bu dogru pargalar1 birbirine es oldugu igin
AiB; = ABny; yani A, noktas: B, ve B,,,den ayni uzak-
hktadir. Su halde 4, noktas: B;B,.,in orta dikmesi iizerin-
de bulunur, $imdi diizlemin ikiuei bir C; noktasim alalim
ve Ciin I, Ly, «vu.,l,-y, I, ye gore ardigik simetriklerini
Cay Ciy eeeey Cpy C,yy ile gosterelim, N kenarimin 4, k-
gesini C, ve C,;;dende ayni uzakhkta bulunacag agikér-
dir. Buna gire A, kogesi BB,., ve C,C,+; dogru parcala-
rimin orta dikmelerinin kesim noktasi olarak elde edilir
(ByB,+, ve C,C,,y dogru pargalar1 B; ve C; noktalar1 her-
hangi bir gekilde bir defa alindiktan sonra kolayca ¢izilebi-
lir). Bundan sonra 4, kogesinin ardigik olarak verilen n dog-
ruya gore simetrikleri ¢izilmek suretiyle ¢okgenin kigeleri
bulunur. B;B,,; ve C,C,+; dogru par¢alarn birbirine paralel
olmadik¢a problemin tek bir ¢ozlimii vardir. Eger bu iki
dogru parcas:1 paralel iseler ¢dziim yoktur. Son olarak iki
dogru parcasimi orta dikmeleri ¢akigik ise problemin sonsuz

_ ¢bzlimii vardir, Cevap olarak elde edilen ¢dkgenin konveks

olmamas: da miimkiindiir, Ote yandan problemin ¢ziimiinde
nnin tek veya ¢ift olmasmin bir dnemi yoktur,
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Ikinci ¢dziim (15. ve 21. problemlerin ¢dziimlerine bak).
Istenilen n kenarh A,, 4.,..., A, olsun (Sekil 50 a ya
bak). A, kigesinin I, l,,...., 1, ye gbre ardigik simetrik-
riklerini alirsak A4,, 4;,..., 4, noktalarin1 ve nihayet gene
A noktasim1 elde ederiz, Buna gire A4, noktas: [, ly,..., L,
ye gore alinan simetriler toplaminin bir sabit noktasidir,
Simdi birbirinden ayr1 2 hal gozOniine alinabilir,

Birinci hal: n c¢ift olsun, Bu takdirde /,,/,,..., 1, ye
gbre simetriler toplami, genel olarak, bir O noktasina gire
bir simetriye diniigtlirebilir. Bunu simetrilerin toplamyla
ilgili ¢izimde evvelce girdiik. Bu dénmenin tek sabit noktas:
O dur. .Ayrica A4, noktas: Q ile cakigiktir, 4, noktas: bu-
lunduktan sonra n kenarlimn diger kdgelerinin bulunmasi
gli¢ degildir., Bu halde problemin tek bir cevabi1 vardir,

liy lsy «uue, 1, ye gore simetriler toplamimin bir Gteleme
veya Ozdeglik transformasyonu (sifir derecelik donme veya
sifir biiyfikliigiinde bir Gteleme) olmas: 6zel halinde ya prob-
lemin higbir ¢6zlimli yoktur (Gtelemede sabit nokta yoktur)
veya dilzlemin herhangi bir noktasim A, kigesi olarak al-
mak suretiyle birden fazla ¢dziim vardir,

Ikinci hal; n tek olsun, Bu takdirde [,, L, .... I, ye
gire simetrilerin toplami genel olarak bir kaymg simetri
olacaktir. Bir kayms simetride sabit nokta mevecut olmadi-
gindan n nin tek olmasi halinde genel olarak ¢6zlim yoktur,
Ancak U, ly, .... 1, ye gire simetriler toplamnin [ ye gire
bir simetriye donftigtiiriilebildigi takdirde (bu ! dogrusu ¢i-
zilebilir) ¢Gziim tek olarak belirtilemiyecek; [ dogrusunun
herhangi bir noktasi n kenarlimin A4, kdsesi olarak alinabi-
lecektir. Ciinkti simetri ekseninin her noktasinin bu eksene
gore simetriki gene kendisidir, Bylece meseld n=3 i¢in
genel olarak ¢dziim olmamakla beraber [;, l; ve }; dogrula-
rinin ayni noktadan gegmesi veya birbirine paralel olmalar:

Ozel hallerinde birden fazla ¢bziim vardir,
F. 9
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(b). Bu problem 39a ya benzer. Eger A4, 4,,... A4,
istenilen n kenarh ise (sekil 50 b ye bak). A,A4, dogrusu
U, by, .ooolasy, l, ye gire ardisik simetrilerden sonra 4,4,
AAs, o... A,—4A, ve nihayet tekrar 4,4, haline getirilir,
Boylece A,A, dogrusu I, l;.... [, dogrularina gbre simet-
riler toplamimin bir sabit dogrusu olmug olur. $imdi iki hal
goz Oniinde bulundurulabilir,

Birinei hal: n ¢ift olsun, Bu takdirde [,, [,,.... [, ye
gbre simetriler toplami, genel olarak, bir O noktas: etrafin-
da bir simetri olup sabit bir dogru yoktur, Kisaca n nin ¢ift
olmasi halinde, genel olarak, ¢6ziim yoktur, Simetriler top:
lammin O etrafinda bir yarim donmeye esit olmas: (180 de-
recelik bir dénme) veya bir Gtelemeye egit olmas1 veya bir
Gzdeslik transformasyonu olmasi Ozel hallerinde problemin

\ birden fazla ¢dzlimii vardir, Birinci halde simetri merkezin-
den gecen herhangi bir dogru A,A4, olarak ahnabilir, lkin-
ci durumda Gteleme dogrultusuna paralel bir dogru ve fi¢iin-
cfi durumda ise diizlemin herhangi bir dogrusu A4, A, olarak
alinabilir,

Ikinci hal: n tek olsun. Bu takdirde [,, I, .... 1, ye
gore simetriler toplam1 genel olarak, bir / dogrusuna gire
kaymis simetridir, Bu kaymig simetrinin tek sabit dogrusu
bu [/ dogrusu olacagindan istenilen n kenarhmn 4,4, kena-
r1 mutlaka [ ile ¢akisiktir, / nin /,, 4, .... [, ye gire ar-
disik simetrileri ¢izilerek n kenarhnin biitiln kenarlar:1 elde
edilebilir, Bdylece n nin tek olmasi halinde genel olarak
problemin tek bir ¢bziimil olacagn goriiliir, Verilen dogrula-
ra gbre simetriler toplamina bir / dogrusuna gére bir simet-
riye esit olmasi halinde bir istisna ile kargilagilir. Bu halde
problemin birden fazla' cevabir vardir, 4, A4, kenarn olarak
{ dogrusu veya ona dik bir dogru alinabilir. n=3 i¢in bir
uygulama yapihirsa [, [,, [; dogrularindan ya figiiniin bir-
den ficgenin dig ag1 ortaylar olduklar1 veya ikisinin i¢ ve
birinin dig a¢1 ortay: oldugu goriiliir, Bu {ig dogrunun aym
noktadan ge¢mesi Gzel halinde problemin, dnce de sdyledi-

SN d‘ NS
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gimiz gibi, birden fazla ¢6zlimii vardir (Problem 26a ya
bak).

Bu problemin (b) kisminin ¢dziimii (a) kisminin birinei |
¢bziimiine benzedigi i¢in okuyucuya birakiyoruz.

Sekil 103

40. (a) Problemin ¢6ziilmiis oldugunu farzedelim (Sekil
103), M noktas: etrafinda bir yarim donme A, noktasim A4,
ve, I, ye gbre bir simetri A4, yi A;e, /;e gore bir simetri de
Ay i Ay e v.s, gotiirlir, Son olarak [, ye gore bir simetri A4,
yi A, e doniigtliriir, Boylece A, noktasimn M etrafinda bir
yari dénme ile I,, I, .... [, dogrularina gre simetriler top-
laminin bir sabit noktasi oldugu anlagilir, M etrafinda bir
yar:1 donme, dogrulara gore bir ¢ift simetriye denktir, Sim-
di iki hal gbzontine alacagz,

Birinei hal: n tek olsun, Bu takdirde problem bir takim
dogrulara gbre ¢ift say)da simetriler toplammin bir sabit
noktasini bulmak problemine dgniistiiriilmilg olur, Bilindigi
gibi bu toplam, genel olarak, O noktas:i etrafinda bir don-
medir (O noktas: M ve l,, I, .... I, yardimyla cizilebilir).
Kisaca nnin tek olmasi halinde problemin genellikle tek bir
¢Ozlimil vardir, Dogrulara gire ¢ift sayida simetriler topla-
minin bir Stelemeye esit veya bir zdeslik transformasyonu
olmas: halleri &zel hallerdir. Bunlardan birincisinde asla
¢oziim yoktur. lkincisinde ise ¢dziim sayis: sonsuzdur.
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Ikinci hal: n ¢ift olsun, Bu takdirde problem bir takim
dogrulara gire tek sayida simetriler toplaminin bir sabit
noktasim1 bulmak problemine ddniigtiirillmils olur, Genel
olarak bu toplam bir kaymig simetri olup problemin ¢&zii-
mil yoktur (kaymis simetride sabit nokta yoktur), Simetri-
ler toplammn [/ gibi bir dogruya gore bir simetriye dontigii-
bilmesi ©Ozel halinde problemin pek ¢ok ¢Ozlimil vardir
(dogruya gire simetride sonsuz sabit nokta meveut olup
bunlar simetri ekseni {izerindeki noktalardir), Cizim 39a
mn ¢izimine benzer bir ¢izimle tamamlanabilir, Coztimii
veren ¢okgenin konveks olmamasi da milmkiindiir,

Sekil 104

b. Problemin ¢dziilmily oldugunu farzedelim (Sekil 104).
M noktasifetrafinda 180—=z ya egit bir donme A4 A4, 4,4,
durumuna getirir, /, ye gbre bir simetri 4,4, yi 4,4;e, /e
gireabir simetri 4,4, 4 A4,4,¢e,.... v.s gbtiiriir, En sonun-
da [, ye gbre bir simetri 4, A4, yi 4,4, durumuna getirir.
Boylece 4,4, in M etrafinda 180—a ya esit bir dénme ile
L, ly,...,1l, ye gore diigiiniilen n—1 simetrinin toplamin-
dan ibaret bir transformasyonun bir sabit dogrusu oldugu
anlagilir, Simdi iki hal diigiindilgr,

Birinci hal: n ¢ift olsun. Dogruya gore simetri bahis
konusu olmak {izere tek sayida simetriler toplaminin bir
kaymis simetri oldugu ve bu kaymig simetrinin tek sabit
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dogrusunun simetri ekseni / den ibaret bulundugunu ve bu
sebeple problemin ancak bir ¢6ziimii oldugu bilinmektedir.
Simetriler toplamimn bir dogruya gore simetriye esit olma-
81 Ozel halinde problemin sonsuz ¢0ziimil olacaktir,

Ikinci hal: n tek olsun. Bu takdirde transformasyon,
¢ift sayida simetrilerin toplami olan bir transformasyon
olacaktir ki bu, genel olarak, bir donmedir. Bu halde ¢b-
ziim yoktur, Simetriler toplaminin belli bir nokta etrafinda
bir yar1 doomeye, bir Gtelemeye veya bir 6zdeslik transfor-
masyonuna egit olmas:t 6zel hallerinde problemin birden
fazla ¢ozfimil olacaktir. Problemi ¢6zmek ig¢in c¢izilen ¢ok-
gen konveks olmayabilir ve [, ly,...., [, dogrulan ig ve-
ya dig a¢1 ortaylar olabilir. Cizim, 39 a min birinci ¢ozil-
miindeki ¢izime benzer gekilde de yapilabilir,

41. a) lIstenilen ¢okgen A4,4,..... 4, olsun (Sekil 105).
A, in gember merkezinden gegen ve A4,4,, A;4;,...,A.-14,
ve A,A; dogrularina dik olan dogrulara gore ardigik simet-
rikleri ¢izilerek evveld A,, sonra 4, den A4,,...,A4, ve
nihayet 4, den A, elde edilir. O halde A, noktasi bu si-
metriler toplamimn bir sabit noktasidir. $imdi iki hal gozo-
niine alinabilir,

Birinei hal: n tek olsun. Bir noktada kesigen ii¢ dog-
ruya gore alinacak {i¢ simetrinin toplam bu noktadan gegen
dordiineii bir dogruya gore bir simetriye esit oldugundan
aym noktadan gegen tek sayida dogrulara gore simetriler
toplaminin da gene bu noktadan gegen belirli bir dogruya
gore bir simetriye esit oldugunu grmek gii¢ degildir (ilk
ti¢ simetri toplamiyla diger ikisi v.s diigiiniilerek bu prob-
lem il¢ simetriye dontigtiiriilebilir). Su halde n simetrinin
toplam1, gemberin O merkezinden gecen bir dogruya gore
bir simetriye donfigtiiriilebilir. / ye gbre diigiintilen bu si-
metrinin iki sabit noktasi vardir. Bu noktalar / nin gemberi
kestigi noktalardan ibarettir, Bunlardan birini aranan gok-
genin A, kigesi olarak aldiktan sonra bu poktammn bahis
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konusu n dogruya gire simetriklerini ¢izmek suretiyle di-
ger kogeleri buluruz, Problemin iki ¢oziimii vardir,

=
-

P

Sekil 105

Ikinei hal: n ¢ift olsun, O dan gecen iki dogruya gore
diigiiniilen iki simetrinin toplam: aym nokta etrafinda bq-
lirli bir a¢1 kadar bir dénmedir. Bundan $u sonug elde edi-
lir: n bir ¢ift say1 olmak iizere bir Q noktasindan gegen n
dogruya gire simetriler toplamn yerine ayni nokta etrafinda

325- simetri alinabilir, Yani toplam O etrafinda bir dénme-

dir. Ote yandan O etrafinda bir dénmede merkezi O olan
bir ¢emberin higbir noktas:1 sabit kalamiyacagindan proble-
mimizin genel olarak ¢6ziimil yoktur, n simetri toplaminn
bir dzdeglik transformasyonu olmasi Ozel hali bir istisnadir,
Bu takdirde problemin sonsuz ¢Gzimil vardir, ve ¢emberin
herhangi bir A, noktas: istenilen n kenarhmn bir kigesi
olarak alinabilir,

b). n kenarhmn ¢izilmig oldugunu farzedelim (Sekil 105
e bak). A, kosesinin 4,4,, A.4;, .... A,—;A, kenarlarina
dik olan ve ¢emberin merkezinden gegen n—1 dogruya gore
ardigik simetrikleri alimir (¢emberin merkezi ve gokgenin
kenarlarimn dogrultular1 belli oldugundan bu dogrular bi-

=
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linmektedir). Bu ¢izim A, noktasim A, ye doniigtiiriir, Sim-
di iki hal diisiiniilebilir,

Birinci hal: n tek olsun. Bu takdirde O dan gecen dog-
rulara gére n—1 simetrinin toplami gene bu O noktas: etra-
finda o« biiyiikliiglinde bir dénme olup, bu & agis1 bellidir,

m, == o belli olunca 4,4, kirisi ve bu kirigsin merkez-
den uzakh@: da bulunur. 4,4, verilen bir M poktasindan
gececeginden problem M noktasindan merkezi O ve yari ¢a-
pt O nun 4,4, kirigine uzakhigna esit olan c¢embere teget-
ler ¢izmek problemine doniigmiis olur. En c¢ok iki ve en az
sifir cevap elde edilebilir,

Ikinci hal: n ¢ift olsun, Bu takdirde aym noktadan ge-
gen dogrulara gére n—1 simetrinin toplam1 gene bu noktadan
gegen bir [ dogrusuna gore bir simetridir. Su halde A4, ile
A, simetrik iki noktadir, A4,4, bilinen bir M noktasindan
gececeginden bu dogru M den [ ye bir dik ¢izilerek kolayca
bnlunur, Problemin her zaman bir tek ¢Ozlimii vardir,

32, (a) O dan gegen [,, I,, I, dogrularina gore diisiinii-
lecek ii¢ simetrinin toplami aym noktadan gegen belli bir [
dogrusuna gore simetriye esit oldugundan A4, noktasi 4 nin
lye gore simetriki olarak elde edilir. Fakat 4, noktasi A4,
iin / ye gbre simetriki oldugundan bu nokta A ile cakisir.
Bu sonug O dan gegen dogru sayisi tek olmak fizere, dog-
ru sayisi ne olursa olsun dogrudur. Eger O dan geg¢en dog-
ru sayisi, n bir ¢ift sayr olmak iizere, n ise bu takdirde n
simetrinin toplami1 O etrafinda « biiyiikliigiinde bir donme-
dir, Béylece 2n ddnmeden sonra bulunacak A,, noktasi, yal-
mz o nin 180 derecenin tam katlarina esit olmasi1 halinde,
A ile cakigrr,

Not: Rastgele bir A noktasimin aym noktadan gegen ve-
ya birbirine paralel olan [, l;, I, gibi iig dogruya gore [,
ly, Iy, 1, 15, l; sirasi fizere diiglinelecek alti simetrinin so-
nunda elde edilen A, noktasi ilk A noktas1 ile gakigiktir,
Bu sartlar altinda [, [,, lye gore simetriler toplami bir /
dogrusuna gore bir simetriye denktir ve 42.2’nmn ¢ozlimiin-
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de bu muhakeme uygulanmigtir, Diger biitiin hallerde [,
l,, l; gibi {i¢ dogruya gore simetriler toplam: kaymig bir si-
metri olup bu takdirde 4; noktas1 4 dan ardigik iki kaymig
simetriden elde edilir, Bu kaymig simetri [ dogrusu dogrul-
tusunca bir kaymay: kapsadigindan A; noktas1 A ile ¢akig-
tirllamaz, (ki 6zdes kaymis simetrinin toplami sgu dort trans-
formasyonun toplami olarak yazlabilir: / boyunca Gteleme
l ye gore simetri, / ye gore simetri ve / boyunca Oteleme.)

(b). Bu problem esasinda (a) kismindaki problemin ay-
mdir (14 b ye de bak).

(¢). I, ve I, ye gbre simetriler toplami bunlarin O kesim
noktas: etrafinda « gibi bir degerde bir donmeye; I, ve [,
e gire simetriler toplam: ise O etrafinda g gibi bir dénme-
ye esittir. Bundan anlasilir ki (bu simetriler hangi sira ta.
kip ederek yapilirsa yapilsin) 4, noktasi 4 dan O etrafinda
a-p degerinde bir donmeden elde edilir, Ispat etmek iste.
digimiz de bu idi. '

43, (a) CM, AN, BP dogrular1 bir noktadan gectigi
i¢in CM, AN, BP, CM. AN BP dogrularina gore simetrilerin
toplam1 bir OGzdeglik trapsformasyonudur (problem 42a ya
. bak), CM’, AN" ve BP’ dogrularimn bir noktadan gectigini
isbat etmek i¢in sirasiyla CM’, AN’, BP’, CM’, AN’ ve BP’
dogrularina gére alinan simetriler toplamimin da bir Szdeg-
lik transformasyonu oldugunu gistermek kifidir, Ger¢i CM”
ye gore simetri C den gecen CB, CM ve CA dogrularina
gore simetrilerin toplamidir. Bu sonug, C noktas: etrafinda
BCM" agisina esit bir donmenin CM yl CA ya ve CB yi
CM’ ye donfigtiirecegi ifade edilerek de gosterilebilir, Bu-
rada CM’ dogrusu BCA a¢isinin ag1 ortayma gére CM nin
simetrigidir. (gekil 106 a y1 47 b ile karsilagtir). Benzer yol-
dan gidilerek AN’ ye gore simetrinin AC, AN ve AB ye
gbre simetriler toplamina eg oldugu ve son olarak da BP’
ve gire simetrinin BA, BP ve BC ye gire simetriler top-
laminin ayni oldugu gosterilebilir, Biitiin bunlardan da CM’,
AN’ ve BP’ ye gore simetriler toplaminin CB, CM, CA, AC
(=CA) AN, AB, BA (= AB), BP ve BC gibi dokuz dogruya
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gire simetriler toplamnin esgit oldugu sonucuna varlir.
Aym dogruya gore ardigik iki simetri toplam birbirini gd-
tiireceginden yukaridaki dokuz dogruya gore simetriler top-

a m m, b
- B
AT Tw m
a b
sekil 106

lam yerine elde CB, CM, AN, BP ve BC gibi beg dogruya gore
simetriler toplam1 kalir, Simdi bu transformasyon iki defa uy-
gulamirsa CB, CM, AN, BP, BC, CB(=BC), CM, AN, BP ve BC
gibi on dogruya gotre simetriler toplam1 elde edilmis olur, Bu
da CB, CM, AN, BP, CM, AN, BP ve BC gibi sekiz dogruya
gore simetriler toplamina Ozdestir. Fakat i¢ alth dogruya
gore simetriler toplam1 eger bir 6zdeslik transformasyonu
ise sekiz dogruya gore sekiz simetrinin toplami CB ve BC
(= CB) gibi iki dogruya gbre simetriye yani 6zdeslik trans-
formasyonuna doniigiir,

(b). M, M,, N, Ny, Pve P, noktalarindan ABC fi¢ge-
ninin 4B, BC, CA kenarlarina inilen dikmeler sirasiyla
m, my, n, ny, p, py, ile ve AB kenarina A4 ve B noktala-
rindan cizilen dikmeler de ¢ ve 4 ile gosterilmis olsun.
Eger m, n, p, m, n, p dogrularina gére simetriler toplamt bir
ozdeglik transformasyonu ise my, ny, py, my, ny, py dogrula-
rina gére simetriler toplamumin da bir G&zdeslik transformas-
yonu oldugunu isbat edecegiz (problemin ¢ kisminin ¢Ozlimi
~ile kargilagtir), Agiktir ki bir tiggenin farkh iki kenarina
cizilen dikmeler birbirine paralel olmaz. Fakat m, dogru-
suna gore simetri, 4 noktasina gbre simetri ile m dogru-



138

suna gore simetrinin ve B noktasina gbre simetrinin top-
lammna estir. Bunun gibi n; e gore simetri, B noktasina gore
simetri, ile n dogrusuna ve C noktasina gire simetrilerin
toplamina estir. Benzer muhakeme ile p, e gbre simetrinin
C ye, p ye ve A ya gire simetriler toplamina es oldugu
sBylenir. Bu teoremlerden birincisini isbat etmek i¢in A4 ya
gore simetrinin AB ye ve a ya gbre simetriler toplamina;
B ye gire simetrinin b ve AB ye gbre simetriler toplamina
esit oldugunu ve biylece A, m, B ye gore simetriler top-
lammin 4B, a, m, b ve AB gibi bes dogruya gire simetri-
ler toplamina egit olduguna dikkat etmek yeter. Fakat {i¢
“j¢ten,, simetrinin toplamm sadece m, e gire simetriye egit-
tir. Bu sonug¢, m yi b ye gotiirecek sekilde a« ve m dogru-
larinin Gtelenmesinden @ nin m, durumuna gelecegini gor-
mekle elde edilir (m, ile AB nin orta noktasina gore bir-
birinin simetrigidir), Su halde bes simetrinin toplama AB,
my ve AB ye gbre simetriler toplamima veya M,e ve AB
ye gire simetriler toplamina denktir, M, e gire simetri ise
sira takip edilmek {izere m;e ve AB ye gbre alinacak si-
metrilerin toplamina egittir, Yani M, e ve AB ye gire si-
metriler toplami m;, AB ve gene AB ye gire simetriler

toplamina ve bu da agikirdir ki m, e gbre tek bir simetriye
esittir,

Ozet olarak my, n,, p;, my, ny, p, gibi alh dogruya
gore simetriler toplamm 4, m, B; B, n, C; C, p, 4; A, m,
B; B, n, C; C, p, A veya ayni sey olan A4, m, n, p, m, n,
p,» A nokta ve dogrularia gdre alinacak simetrilerin topla-
mina esgittir. Su halde eger alti “i¢,, simetrinin toplam bir
Ozdeglik transformasyonu ise bu takdirde biitiin simetrilerin
toplami (bu durumda 4 ya gGre simetriden ibaret olur) gene
bir dzdeglik transformasyonudur, (Cozlimii ¢ kismimn ¢bzii-
miiyle karsilagtir),

44, Diizlemin {i¢ dogrusuna gore simetriler toplam
iki defa alimirsa ya bir Ozdeslik transformasyonu veya
bir Oteleme elde edilir, (42 a nmin c¢ozlimiine bak), Boy-
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lece A4;, noktasi 4 dan iki Otelemenin toplam: olarak
elde edilir (bu Gtelemelerden biri veya her ikisi sifir uzak-
higinda Gtelemeler yani Ozdeglik transformasyonu olabilir).
A’y ile gisterdigimiz ikinci nokta ise 4 dan egit fakat ters
sirall iki Gtelemenin toplam halinde elde edilir. Problemde
istenen biylece bulunmusg olur (¢Oziimii 14 a ile karsilagtir),

Sekil 107 a

45. Birinci ¢oziim : Once I, ve I, nin paralel olmadik-
larmz (Sekil 107 a) ve problemin ¢dziilmilg oldugunu farz-
edelim, AX dogru pargas;, A noktas1 B ye ve X noktasi
Y ye gelecek sekilde bir donme sonucunda BY durumuna
getirilebilir (, ile /, paralel olmadiklarindan 4X ten BY ye
bir Gteleme ile gecgilemez), Bu donmenin o ags1 [, ile [,
arasindaki aciya esittir, Buna gire donme merkezi olan O
noktast 4B dogru pargasinin p orta dikmesi ile 4B yi «
agis1 altinda goren ¢ember yayim kesim noktasi olarak (bu-
lunabilir (bu yay, I, ve l, yi kesistigi nokta P ile gdsteril-
mek sartiyle, ABP iiggeninin S gevrel gemberi iizerindedir).
Bu donme istenilen m dogrusunu gene Y den gegen m’ du-
rumuna getirsin, Simdi problemin (), (b), (¢) ve (d) sikla-
rinl ayr1 ayr inceliyelim,
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a) m dogrusunu O etrafinda o kadar dondiirelim ve
bu dondiiriilmiis dogruyu n” ile gosterelim. OY dogrusu m
ile m” arasindaki aginin ve n ile n" arasindaki aginin agi
ortay1 olacaktir. Bu sebeple ¥ noktasi /, ile O yu n ve n’
niin kesim noktasina birlestiren dogrunun kesistigi nokta
olarak elde edilir, Problemin iki ¢dztim{i bulunabilir,

b) m’ dogrusu M nin O etrafinda o kadar dénmesin-
den elde edilmig olan M’ noktasindan gecer, m ile m’ ara-
sindaki a¢1 « ya esgittir., Su halde Y noktasi /, dogrusu ile
MM yil « agisi alhnda géren MM’ yaymn kesim noktas
olarak elde edilir. Problemin iki ¢6ziimii vardir.

¢) lIkizkenar OXY f{iggeninin « tepe agis1 ve XY =a
tabam bellidir, Buradan O nun aranan X noktasina olan
OX uzakbgg bulupabilir. Problemin dirde kadar c¢oziimit
vardir,

d) XY nin orta noktasi S olsun, OXY {iggeninin agi-
1 oS _ e A |
ar1 belli oldugundan -O—X__k orant ve XO.S =-2—c:da bel-
lidir, $u halde S noktasi X den bilinen bir spiral benzegim
ile elde edilebilir (bu kitabin ikineci ecildinin birinei bélii-
miinde ikinci kisma bak), S noktas: r ile /, den spiral ben-
zegimden elde edilen /," niin kesim noktasi olarak bulunur.
Aranan m dogrusu OS ye diktir. Problemin genellikle iki
¢bzlimil vardir, Eger [,” dogrusu r ile ¢akigirsa ¢oziim be-
lirsizdir.

Sekil 107 b

Eger 1,//1l, ise m dogrusu ya 4B nin S orta noktasin-
dan gecer veya AB ye paralel olur (sekil 107 b). Bu hal-

e |
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lerde problem ¢ok daha basitlegir, Ozellikle ¢6ziim sayila-
rim incelersek:

a) Eger n nogrusu [, e veya AB ye paralel degilse bir
¢bziim ; n// AB ise sonsuz ¢bzllm vardir,

b) M noktasi1 AB iizerinde veya birbirine paralel [, ve
l, dogrularimin [/, orta paraleli {izerinde degilse iki ¢4ziim;
AB iizerinde bulunur veya [, lizerinde bulundugu halde .S
ile cakigmazsa bir ¢Ozlim; S ile cakisirsa sonsuz ¢oziim
vardir, -

c) Eger a== AB ve a>d (burada d, [, ile [, arasin-
daki uzekhiktir) ise iki ¢Oziim; a = d fakat AB =k d ise bir
¢oziim ; a << d ise sifir ¢6zlilm; a—=— AB (> d) ise sonsuz
¢bzlim vardir,

d) Eger r dogrusu paralel [/, ve [, dogrularma paralel
degil ve S den ge¢mezse bir ¢bzlim; r//l, ve S den geg-
mezse sifir ¢dziim; S den gecerse sonsuz ¢bziim vardir.

Ayn1 problemin (a), (¢), (d) kisimlarmin ters olarak es
gekillerle ilgili ikinci teoreme gore ¢oziim: Bahis konusu
teoreme giore AX dogrusu kaymis bir simetri (veya kaymug
simetrinin Ozel hali olan adi simetri) yardimyla kendisine
es BY durumuna getirilebilir, Bu kaymig simetride 4 nn
yeni durumu B, X in yeni durumu Y dir. Ote yandan kay-
mig simetrinin / ekseni AB nin orta noktasindan gecer ve
1, ve [, dogrularimin teskil ettigi acimin ag1 ortayina paralel
olur (/; ve [, dogrularinin iki ag1 ortayl oldugundan A4X i
BY durumuna gitiiren kaymig simetri X ve Y noktalamn
AB nin aym tarafinda veya ayrm ayr taraflarinda bulundu-
guna gore, iki gekilde secilebilir, Eger [, //l, ise kaymg
simetrilerden birinin ekseni I, ve I, ye paralel olur. Ikinci
eksen bu dogrulara dik olacagindan problemin (a), (c), (d)
kisimlarinda bu halin rolii anlagilmaktadir), Buradaki Gtele-
menin 4 uzunlugu, A, noktast Sekil. 108 de 4 mn [ ye
gbre simetrigini gostermek {izere, 4,8 ye egittir. Keza X,
noktas1 X in [ ye gore simetrigi gostermek sartiyla X,Y//l
ve X,Y=d olur. $imdi (a), (¢), (d) hallerini ayr1 ayr1 ince-
liyelim,



Sekil 108

a). XX,Y iliggeninde X,Y=d kenar1 ve XYX, acsi
(bu a¢1 m ile [ arasindaki aciya esittir) bellidir. Buradan

XX, bulunabilir, X noktas:1 /, dogrusuyla [ ye % XX,

uzakliginda paralel [/’ dogrusunun’ kesim noktasidir, /, in /,
ye paralel olmamas:1 genel halinde problemin iki c¢oziimii
vardir, .
¢. XX,Y flicgeninde XY =a ve X,Y =d biliniyor. Bu-
radan XX; kenar:1 bulunabilir. Cizimin bundan sonrasi (a)
kismindakine benzer. Genel olerak ¢6ziim sayisi ikidir.

d. XY dogru pargasinin S orta noktasi XX,Y ii¢geni-
nin [ orta tabami {izerinde bulunmahidir Su halde S, [ ile
r nin kesigtigi noktadir, Simdi X noktasi, [; ile I ye

S8 = -;— d sartina uygun S noktasindan ¢izilen p dikinin

kesim noktas1 olarak bulunabilir. Problemin genel ¢oziimii
gene ikidir,

46, [, l,, l; dogrularindan {g¢liniin birbirine paralel
olmadigim farzedelim., Mesela /; dogrusu [/, e veya [, ye pa-
ralel olmasin., Problem ¢oziilmiis olsun (Sekil 109). Birinci
teoreme gore AX i CZ durumuna getiren bir doénme ve
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BY yi CZ durumuna getiren ikinci bir donme vardir. Bu
iki dbnmenin o, ve o, agilar1 sirasiyla [ ile [; ve [, ile /4
arasindaki acilara egittir, Donme merkezi olan Qg ve O,
noktalar1 problem 45 (a)—d in ilk ¢dzlimiindeki gibi bulu-
nur O,XZ ve 0,XZ ikizkenar iiggenlerinde O, ve O, agilari

- | _— 1
sirasiyla &, ve a, olup 0,Z2Y=90 — 5 b Ve 0,2Y =90— 502

i : : T 1 -~ ;
dir, Bu iki egitlikten de 0,Z0, = 5 (2, F &,) elde edilir.

Su halde Z noktasi [/, dogrusu ile O;0, yi bilinen 1/2
(a3 a;) veya 1/2 (a; —«,) agist altinda géren yaymn kesim
noktas: olarak bulunur,

a; ve a, ac¢ilarindan herbiri ve O, ve O, donme mer-
kezlerinin herbiri iki ayr1 yoldan bulunabilicr (bundan ev-
velki problemin c¢oziimiiyle karsilastir). Problemin en ¢ok
16 ¢oziimii vardir,

Sekil 109

47, Problemin ¢bziilmiis oldugunu farzedelim (sekil 110).
Birinci teoreme gre BP yi CQ ye doniigtiiren bir donme
vardir, Bu donmenin o agis1 4B ile AC arasindaki aciya
esit olup dénme merkezi olan (Q noktasi problem 45 (a)
~—d nin birinci ¢dzlimiindeki gibi bulunur OPQ ikizkenar

liggeninde O kogesi ve a agisi belli oldugundan —2—5—:.&
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orani da bellidir, Fakat problemin gartlarina gére PQ —= BP
ve g‘;; =k oldugundan bu son oran P noktasim1 4B ile
OB yi k oraminda giéren c¢emberin- kesim noktasi olarak
elde edilmesini saglar, Yukarda s0z konusu edilen ¢em-
berin capt OPB fli¢geninin P deki i¢ ve dig ag1 ortaylarinin
BO vyi kestigi M ve N noktalarn arasindaki MN dogru par-

casidir,
oM _ON__OP_ k bagntilar1 M ve N noktalarinm

OB iizerindeki yerlerinin sabit yani P nin ¢ember iizerin-
deki durumundan bagimsiz oldugunu gosterir,
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