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YAZARIN ONSOZU 

Uc; kis1mdan ibaret olan bu eser elemanter geometriye ay
r1lm1~ bulunmaktadlr. bzellikle 19. yi.izy1lda bu geometride ge
ni~ olc;tide materyal topl~tir. Qemberler, i.ic;genler, c;ok· 
genler v.s. ~ekillere ait bir c;ok gtizel ve umulmayan teorem· 
ler hep ayni ytizy1lda isbat edilmil?tir. tJc;gen geometrisi ve 
dortytizlti cismin geometrisi gibi kendisine has geni~ konusu, 
problemleri ve c;oztim metodlan bulunan kls1mlar elemanter 
geometrinin btinyesinde gene bu devirde gelil?mi~ bulunmak· 
tadlr. 

Bu kitabm gayesi okuyucuya yabanc1s1 bulundu~ birta· 
k1m yeni teoremleri tarumak degildir. Kamzruza gore yukar
da soylerien, elemanter geometriye ayr1lmll? ozel bir eserin 
meydana getirilmesini zorunlu kllmaz. Qtinkti bir ortaokul ve 
lise programmm sm1rlar1Dl a~an elemanter geometri teorem
lerinin birgo~ ozellikle tecesstistinti tatmin ic;in olup aynca 
bir yerde kullamlmaz ve matematigin gelil?me sllllnnm dll?lD· 
da kahr. Ancak, mill?ahas teoremlere ek olarak, elemanter ge
ometri bilimin bu dalmdaki ilerlemenin esasllll t~kil eden 
iki onemli genel fikri de kapsar. bnemi geometrinin genii? Sl· 

mrlanm da a~an bu iki fikirden biri tilmdengelim metodu ile 
geometrinin aksiyomatik temeli, digeri de geometrik transfor
masyonlar ve geometrinin grup teorisi esasland1r. Bu fikirler 
oklit geometrisi dll?llldaki geometrinin geli1?mesinde c;ok 
onemli rol oynan11~t1r. Bu iki mtihim fikirden biri olan geo
metrinin grup teorisi esas1, bu kitabm temel gayesidir. 

Kitabm karakteri hakkmda birkac; s0z daha sC>yliyelim. 
Boyle bir kitapta bir kls1m olruyuculann saglayacagi faydalan 
oldukc;a geni~ bir okuyucu ktitlesinin yararlanna feda etmek 
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gerekir. Yazar bu kitapta, iyi yeti$mi$ okuyucunun avantajla
nru feda etmekte, kuvvetli isbatlar ve lojik kesinlik yerine ba
sitlik ve berrakhk teminine c:;ah$maktadlr. Bu sebeple, omek 
olarak, k.itapta gene! bir geometrik transformasyon kavram1 
tarif edilmektedir. CUnkti sezi$le ac:;1k oldugu belli olan tarif 
terirnleri bu i$te tecrtibesiz okuyuculann her zaman gilc:;lilk 
c;ekmelerine sebep olur. Ayni sebeple yonlil a<;1lar kullanmak
tan <;ekinmek gerekti~i gibi yonlU dogru par<;alanrun taruttl
masuu da ikinci bolUme ertelemek icap etmi$tir. Bu htikUm, 
esas metin ve problemlerin <;oztimilndeki bir klsrm teoremle
rin eksik sayilabileceg-i gerc:;e~nin zararma ragmen gec:;erlidir. 
Kanaatimize gore bu ko$ullar ic;inde iyi hazirlanm1$ okuyucu 
muhakemesini geli$tirirken matematik kesinligm az olmas1 
da az hazirlanmt$ okuyucuyu rahats1z etmeyecektir. 

Ayni dli$ilnli$ terminolojik tercihte de onemli bir rol oy
nacll. Yazar, kendi ogrencilik tecrtibelerinden edindigi kana
ata gt>re, ah$1lmami$ bir<;ok terimin kullarulmas1 bir kitabm 
~ltiltinU daha da arttinr dil$ilncesiyle kullarulan terimlerin 
sayismda ekonomi yolunu tercih etmi$tir. Baz1 hallerde kulla· 
rulmas1 belki de daha uygun bir k1s1m terimler, iyi hazirlan-
11U$ olruyucunun menfaatleri feda edilmek suretiyle, kullan1l· 
m1$tlr. 

Problemler okuyucuya teorik kls1mlara ne dereceye ka
d&r hAk.im oldu~u anlamak f1rsatm1 vermektedir. Kitapta
k.i bUtUn problemlerin s1ras1yla c:;ozi.ilmesi icap etmemekle be
raber her gruptan en az bir <tercihan birc:;ok) problemin c:;o
zUlmesi tavsiye edilir. Aynca eser, bu $ekilde hareket edildigi 
takdirde okuyucunun muhtevadan bir$ey . kaybetmesini onle
yecek bir yap1dadlr. Bir problemi c:;ozdtikten veya c:;ozmeye c;a
h$b.ktan sonra cevaplar klsrrundaki c:;ozUmle kar$1lamak ye
rinde olur. 

Kitabm metniyle ilgili problemlerin formUle edili$i ve c;o
zUmler elemanter geometrinin ana prensiplerini kullanmak 
ta ve bu geometride kullan1lan transformasyonlan uygula
maktadlr. Kitapta neticelerden daha c;ok metodlara onem ve-
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rilmi~tir. Bu sebeple belli bir problemin ayn metotlarla c;o· 
ztimlerini ka~1~tlrmak gibi otretici bir gaye gtidtilmti~ ve 
aynt problem birkac; yerde tekrar edilm~tir. 

Bu ciltte birc;ok c;izim problemleri vardlr. Bunlann c;ozti 
mtinde ccen basit» bir c;izimi sonuna kadar gotUrmek yerine 
yazar bu problemlerin karakter bakurundan lojik bir ilgi ya· 
ratacak nitelikte olmalan tu.erinde durmaktadlr. 

'Oc; boyutlu geometrinin teoremlerine gene bu kitapta te
mas edilmemL,tir. Bu slDlrlama, kitabm vermek istedi~ esas 
fikirler Uzerinde sakmcah bir tesir yaratmaz. Uzay geometri 
problemlerinin bazilanm koymak belki ilgiyi arttirabilirdi. 
Fakat kitaba konm~ olan difer problemler otretici ve aydm
latlc1 olup bu gayeyi de gerc;ekl~tirmektedirler. 

t. M. YAGWM 



Bu Yay1nlar Hakkinda 

Matemntl~ln kendl deteri yanmda, fizlk kimya ve do
lay1siyle mObt\ndislik ve askerllk gibi pratik sabalara ve 
bilbassa son zamanlarda blyoloji, ekooomi ve b11tta sosyal 
bilimlere yard1m1 b1zla arthtiodan, bu bilim her millet 
icln bayatt blr onem kazanm1ohr. 

Ote yandan, matematik de bu billmlerin probleu1lerlni 
cozebilmek tcin gerek metod gerekse tikir bak1m1odan Re-
11omek zorundad1r. 

Bundan dolay1 blrcok memleketlerde hu sahaya daha 
fazla say1da yeoi istidatlar1 cekmek ve bunlar1 erkendeu 
keoretmek, en oibayet buolarm eRitimi icin her tUrlil f eda
karhta ktttlanmak en onemli blr milli eaitlm slyasetl ol
mu,tur. 

Yeol istidatlur1 erkeuden keofetmek, l~ln dUoUuiilen 
tedbirlerin baomda, matematlk kUltUrUnU genio kitlelere 
yaymak gellr. 

lklncl Jttnya Harblnden soora bir cok memleketlerde, 
genclerio tecessOslerlnl tahrik etmek ve buolarm nrntematik 
blllmlerine ksro1 llgilerioi arthrmak ictn yent bir tip mate
matik llteratUrU meydana gelrniotlr. Bu ~e~lt literaturde ara-
01l1tn 6zellikler kasaca ouolar olmahdir: a) l'rol>lem voz'1 
sunt olrnamah, b) Bunlar1 anlamak icin razla ijo bilgtye 
ibtlyac bulunmamah, c) Okuyucuyu aktif 1,blrligine ve 
bir oeyler keofetmete sevk~tmell. 

lfte Tltrk Matematik Dernegl bu cereya01 mernleketi
mlze de getlrmek maksadiyle bu yay1olara bnolunuo bulun
maktad1r. Bu yay10lar, resmt mUfredata bath dtirS veya 
yardlmc1 kttaplar olmay1p konuhtr1 yukar1ki prensiplere 
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uyguo olarak se~iJmio eserlerdir. Bunlann anlattlmasi trio 
Use matematigioin bir ku1m1 lie okuyucunun sagduyusu ve 
iyi niyeti kafidir. 

Tamamen hizmet olan bu teoebbOsUmUzOn malt kay
nag1 Milli Egitlm Bakanht1m1z10 ve Ford Foundation'nun 
bag-1,tar1d1r. 

Tirk Matematik Denaeti 
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BA~LANGIQ 

Geometrl Nedlr? 

A. P. Kiselyov'un HayJkul Geometri kitabmm birinci 
sahifesinde nokta, cizgi, yHzey ve cismin tarlfi ile (bunlarm 
uzayda meydana getirdigi topluluga (y1gm) Geometrik oekil 
denir) ,eklindeki ifadesioden hemen sonra Geometri ,oyle 
tarif edilmektedir : (Geometri, Geometrik ,ekillerin ozellik· 
lerini inceleyen bir ilimdir). Boyle bir tarifle bu mukadde· 
menin ba~nndaki soruya Hayskul Geometri kitaplar1nda ce
vap verilmio oldugu intiba1 has1l olmakta ve arbk bununla 
daha fazla meogul olunma!ma lilzum kalmadig1 zannedil
mektedir. 

Fakat problemin mahiyetinin basit oldngunu zannet
tiren bu intiba yanh,hr. Kiselyov'un tarifine yanhf dene
mezse de bu tarif biraz eksiktir, (ozelik) kelimesi pek 
umumi mahiyette olup hi<; bir suretle ,ekillerin biltiln oze
likleri Geometride incelenmez. Boylece mesela geometride 
bir ii~genin beyaz k:1g1da veya kara tahtaya <;izilmesinin, 
il~genin rengi geometrinin bir konusu olmamak itibar-iyle, 
ehemmiyeti yoktur. Geometrinin yukar1da tarif edilen ma
nada geometrik ~ekillerin ozeligini tetkik ettigi ve rengin 
ka~1dm bir ozeligi olup ~eklin kendi ozeligi olmad1~1 ~ek
linde bir cevap verilirse bu dogrudur. Bununla beraber bu 
da tatminkar olmayan bir cevap hissini verebilir. Daha ikna 
edici bir cevap aramrsa ,ekillerin hangi ozeliklerinin geo· 
metrinin konusu olduguna dair kesin bir matematiksel tarif 
yap1lmahdtr. Ancak boyle bir tarif de bu gilne kadar yap1-
lamam1fhr. Geometride bu tatmin edilememe hissi, tahtaya 
ctzilmif bir ttcgenin bir kofeslnin neden herhangi bir dog-
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ruya, mesela tabtamn bir kenarma deRll de bu kooe kar
ounndaki kenara olan uzakh~l Ozerinde cal11;11ld1R1 izab edil
mek istenince daba da bakim olur. 

Tarifin ac1klanmas10a ve takdime devam etmeden 11u 
ciheti kaydetmek gerekir ki ders kitab1 bu eksikli~inden 

dolay1 tenkit edilemez. Kiselyov'un tarifi belki de geometri 
cah11mas1n10 ilk safbasmda verebilecek yegAne tarifdir. 
Geometri tarihinin bundan 4000 y1ldan da evvel ba~lad1Rm1 
ve takdimi bu kitabm esas gayelerinin blri olan ilmi tari
fin bundan ancak 80 y1l once 1872 de Alman Matematikcisi 
F. Klein tarafmdan verilmi~ olduRunu soylemek kifidir. 
Matematikcller geometrinin keain ve tam blr tarifine ihtiyac 
oldu~unu iyice kavrayamadan Lobachevsky, Oklld Geomet
risinden ayr1 bir geometrinin kurulmasma U1zum hfssettl. 
Ancak bu yeni geometrl kurulduktao sonradir kl muhtellf 
geometriler mevcut olam1yacat1 haklnndaki sezioe dayanan 
(intflitive) geometrik oekiller fikrlnin cok gento olan geo
metri llmine temel teokil edemfyeceti anlaollm1otar. 

~imdi geometrfde oeklllerin kesin olarak haogi ozelik
lerioio aydmlatacaR1 meselesioe donelim. GordtttttmUz gibi 
geometri, 11ekillerln bOtUn ozeliklerioi de~I, bir k1sm1oa 
ioceler. Bu ozeliklerin kesio tarifloden evvel geometriyi 
sneak 11ekillerin geometrik ozeliklerioden bahseden blr ilim 
olarak tarif edeblliriz. Kiselyov'un tarifine yapdan bu ek
leme tarifl tamamlamaz. ~imdi soru, (Geometrlk ozelikler 
nelerdir ?) cevap lee (Geometrinin inceledi~ ozeliklerdir.) 
oekliol almaktad1r. Boylece geometriyi 11ekillerin geometrik 
ozeliklerini incellyen bir ilim ve geometrik ozelikleri de 
geometride incelenen ozelikler oekliode tarif ederek bir fa
sid daire ttzerinde dola~m111 durmuo oluyoruz. Bu fasid dai
reden kurtulmak icin geometrik ozeliklerl geometri kelime
stni kullanmadan tarif etmeliyiz. ~ekillerio geometrik oze
liklerinio neler oldu~u sorusunu cevaplandlrmalr. icio cok 
iyi bilinmekte olan ou teoremi babrhyahm : a ve b ke
narlar1 ile bu iki kenar arasmdaki C ac1s1 verilen ttcgen'in 
ctziminde blr ve ancak bir cozftm vard1r. ~kll (1 a) buoa 
karo1hk a ve b keoarlar1 ile A ac1s1 verllditl zaman bir 
Ocgeo'ln cizlmiode iki ~ozilm elde edllir. ~kil (1 b) 
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b 

B 

C~A 
a 

~ekll la 

a 

b 

~ekll lb 

a 

Birinei c;izlm probleminin «bir ve sneak bir c;ozilmil vard1r» 
oeklindeki bttkmtl, ikinci bir dilottnilo tarz1na gore dotru 
olmayabllir. a l'e b kenarlar1 ile bunlar arasrndaki C ac;1s1 
verilen ttc;gen bakikatte bir tane de~l, sonsuz say1dadir. 
~ekil (2) Yani problemimizin bir de~il sonsuz c;ozflmfl var
dir. 0 halde sneak bir c;~zttm vardlr iddiasm1n manas1 
nedir? 

y A(x1, y1) 

Y1 --Lj 
Y1 --, B(x2, Y2) & : 

I I 
I I 
I I 

0 X2 X1 x 

~kll 2,3 

a ve b kenarlan ile bunlar arasmdaki C ac;1s1 verilen 
flc;gen aneak blr tane olarak c;izilebllir lddias1ndan bu ele
manlarla c;izllecek biltfln ftc;gen'lerln birbirlne eolt oldutu 
manas1 c;1kanhr. Bu sebeple lkl kenar ve bunlar arasmda.ld 



ac1 Ile sonsuz say1da Degen clzllebllir fakat bOtOn bu Oc;
genler blrblrine eolttirler demek daha do~ru olur. Boylece 
geomelrlde a, b ve C elemanlar1 verilen oc;gen ancak bir 
tanedir demekle bunlarm birbirinden pozisyon itibarlyle 
farkll fakat haklkatte aym oldu~unu ifade etmlo oluruz. 
Geometrl Umini oekillerln geometrik ozellklerinl lnceleyen 
blr ilim olarak tarif edince aym ozeliktekl oektl lie birbi
rlnden tefrik edilemiyecektir. Buna gore eoit oekiller kesin 
olarak ayn1 ozeli~e sabik olacak, buna mukabil eoit olma
yanlarm ise muhtelif geometrik ozelikleri bulunacakhr. Akal 
halde oekiller birblrinden ayrllamaz. 

$lmdi geometrik ozellklerin lstenilen tarifini verebiliriz: 
c~killerin geometrik ozellkleri, biltOn eoit oekillerde ortak 
olan ozeliklere denir. » $lmdi geometride neden bir oc;gen'in 
kooestnin yaz1 tahtasmm bir kenarma olan mesafeslnden 
babsedilmedi~i sorusuna kesin bir cevap verebiliriz. Biltiln 
eolt O~gen'ler ic;in bu mesafe aym olmayaca~mdan bu uzak
hk geometrik bir ozelik de~ildir. Buna mukabil bir U~gen'in 
yflksekli~l geometrik bir ozeliktlr. Zira e,lt biltnn Uc;gen'le
rln karo1hkh yOkseklikleri aymd1r. 

Arhk geometrinin tarifine iyice girmio oluyoruz. Bili
yoruz ki geometri e~ ~ekillerde ortak olan ozelikleri yanl 
geometrik ozelikleri inceler. $imdi i~ «0~ ~ekiller neye de
nir '? » sorusuna cevap vermekten ibarettir. Bu son sorunun 
ortayn ullh~1 buraya kadar hie; bir ~ey ba1;mr1lmtumi;; oldu~u 
intibam1 yaratabilir ve bu da okuyucu 01.erinde hayal kmk
hitma sebep olnbilir. Zira yap1lan ii;; ~imdilik bir problemin 
yine gtic olan ikinci bir probleme donll~tilrillmesinden iba
rettir. Gerci durum tanrnrnen boy1e de~ildir. Qilnkil iki ~ek
lin ne zunum e~ olduklar1 sorusu asla cevapland1r1lmas1 gtlc; 
bir soru 1-my1lnmaz. Mllellifin kitab1 bu soruya tum mana
siyle tntmin edici bir cevap vermektedir. Mtlellif, e~ iki 
~ekli: «uzagda biri digerinin iizerine kondugu zaman biitiin 
kmmlari birbirigle ~aki~an iki ~ekle e~ ~ekiller denir. » dlye 
tarif etmektedir. Bu demektir ki eo ~ekiller, uygun bir ha
reket neticesinde birbiriyle ~ak1~abtlen oekillerdir. ~u halde 
oekillerln geometrlk ozelikleri yani bttUln eo oekillerde ayn1 
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olan ozelikler, bir hareket neticesinde de~i~meyen ozelikler
dir. Neticede geometrinin tarifi olarak: «Geomelri, $ekillerin 
bir hareket neticesinde degi$megen ozeliklerini incelegen bir 
ilimdir. » ~eklinde bir tarif verebiliriz. ~imdilik bu tarif ile 
yetinmek milmkilndilr. Hakikatte bu konuda ileride soyle
necek soz olacakhr. 

K1h kirk yarttn bir tenkitci bu tarifle de tatmin edil
meyebilir ve bir hareketle ne demek istedigimizi sorabilir. 
Boyle bir soruya da a~a~1daki ~ekilde cevap vermek milm
kilndilr: lzomelri vega hareket adzgla da tanznan geometrik 
bir doni1$r1m, drizlemin 'Vega uzagzn her A noktasznz bir A' 
noktaszna gotririir. Bu hareket sonunda esas $eklin A ve B 
gibi iki noktasz araszndaki uzaklzk geni durumdaki ~eklin A 
ve B nin kar$zlzklarz olan A' ve B' noktalarz araszndaki uzak
lzka e$it kalzr. Gerci bu tarif biraz mUcerrettir fakat geo
metride oynayacaa1 onemli roltl goz onilnde tutarak izometri 
ozeliklerini sezi~le de olsa kabul ve biltiln inceliklerini tet
kike devam edecegiz. Boyle bir ~ah~mu bu kitabm birinci 
clldinin esas konusu olarak kabul edilmi~tir. tlu cildin so
nunda dilzlemin mfimkUn olan bfitiln bareketlerinin bir 
say1m1 yaptlmakta ve bu da izometrinin daba basil anla~1-

labilir bir tarifine bizi gotflrmektedlr. 

~unu da onemle babrlatahm ki izometriler, yaln1z geo
metri anlammm kesin olarak biltnmesi istenince onemli de
~ildir. lzomelrinin ayr1ca pratlk blr onemi vard1r. Geomet
rideki esas rolil geometri problemlerinin coznlmesi, ozelikle 
cizimler yap1hrken meydana ~1kar. lzometriler fizerinde ya
pllan cah!1malar aym zamanda bir cok geometri preblem
lerinin coziimilne uygulaoabilecek genel metotlar kazandll'
makta vc ba!1ka metotlarla coztllmesi ayr1 bir gilclilk gos
teren nitelikte onlarm bir gurup halinde incelenmesini te
min etmektedir. Ornek olarak fi!U 11~ cizim problemini goz 
on fine alahm: 

(a) Verilen Uc M1 , M2 , M3 noktas1 kenarlar1 iizerine ve 
d1!1artya do~ru cizilecek Uc e~kenar U~genin birer ko
~esi olmak fizere bir Ui;gen ciziniz. 
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(b)Jii Verilen Uc .M1 , M2 , M3 noktas1 kenarlar1 Ozerine ve 
d1tJar1ya do~ru cizilecek Uc karenin merkezleri olmak 
~arhyla bir Ucgen ciziniz. 

(c) Kenarlar1!110 orta ooktalar1 verilen bir yedigeni ci
.ziniz, 

~ekll 4 a 

Bu Uc problem alelade okul kltaplarmda birbirlnden 
ayr1 ve olduk~a gOc Uc problem olarak ele ahmr. Birincl
sini cozmek ic;in evvelii A1M1 , A 2M2 , A 1M3 dogrularmm 
(~kil 4 a) ayn1 bir O noktas1ndau gec;ti~ini ve herhangi 
ikisi arasmda 120 derecelik bir ac1 bulundu~unu gostermek 
suretile 0 noktas101 bulmak ve o.ndan sonra da siras1yla : 

OA1+0A2::0Ms: OA2+0A8=0M1 ''e OA3+0A1=0M2 (1) 
ba~1nhhmnm varhg101 gostererek bu ba~mhlardan OA1 , OA2 

ve OA3 11 geomotrik olarak elde etmek mOmkilndOr. Mese
la OA1 icin: OA1 = 1/2 (0M2 + OM8 - OM1) bulunur. Bun
dan sonra da OM, do~rusu 0 dan itibaren uzatJlarak Uze
rinde OA 1 uzunlu~u i~aretlenirse A1 noktas1 bulunmu(J 
olur. 

Yol gosterme: (1) deki e~itliklerden herhangi birini, 
meselfl birincisini, ispat etmek ic;io A10A2M1 dortgeninin 
kar~Il1kh ac1larmdan ikisini 60 ve 120 derece olduauna ; 
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OA1 i goren cevre ac1 A ise OAz yi goren cevre ac1nm 
60- A ve OM3 t1 goren cevre acm1n 60 +A olduRuna dik
kat etmek ve bu uzunluklardan herbirinin kare1s1ndaki 
ac1mn sinilsiine oramnm bu dortgen d1~ma cizilen dairenin 
capma eeit oldu~undan faydalanmak milmkttndilr. 

lkinci problemi cozmek icin 8 1 noktas1 A 2As Un ortas1 
olmak Uzere; M28 1 J_ M68 1 ve M28 1 = M88 1 oldu~unu gore
rek 8 1 noktasm1 tayin etmek kafidir. 

$ekil 4 b 

Ocilncii problemin coziimiine gelince: AiA2AsA,AsAsA1 
yedigeninde A1 A5 koeegeninin ortas1 olan M5' noktasmm 
M5M6M1Jl5' paralelkenarmm bir kof}esi olaca~1 dU~Unillerek 
bu nokta cizimle bulunabilir. Bu M5' noktas1 elde edilince 
problem, kenarlarmm ortalar1 verilen bir A 1A2A 8A4A5 bef}
geninin cizimi problemine gotilrillmuf} olur. Aym muhakeme 
ile cizime devam edilerek problem gittikce basitle~tirilir. 

Bu iic problemin cozilmleri oldukca sun'i olup her bi
rinde bir taklm yard1mc1 cizimlere baf}vurmak leap etmekte 
ve ttcil de bilyilk bulue kabiliyetine ihtiyac gostermektedir. 
lzometriler, bu problemleri ve daha genel olan 8§a~1daki 
f}U problemi cizim yolu ile cozmeye cok elveri§lidir. 
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n kenarh bir-cok-genin kenarlar101 taban olarak kabul 
eden ve ilc;genin du~ma do~ru cizilmio olan ikizkenar ttc-

A, M, A, 
I 
\ A1 

' I 

A1 ' \ 
' I 

M, '~ M' 
\ ~ 

I I 
I \ 

I I 
I 

Ai 

~ekil 4 c 

genlerin ko~eleri ile bu kooelerdeki al , as, as, •..•. , an 
acllar1 verildi~ine gore bu n kenarh cokgeni ciziniz. [n = 3 
ve a 1 =a2 =a8 =60 balinde problem (a); n=3 ve 
a1=aa-a1=90 balinde problem (b) ve n= 7, a1=· .. = a7=180° 
balinde problem (c) elde edilir.] 

Bu genel problem, izometriler bakkmdaki teoremlerden 
iltifade edilerek oekil dahl cizmeden kolayca cozillebilir. 
Okuyucu, birinci ve ikinci fas1llarda izometriler yard1m1 Ue 
cazttlebilecek bir cok geometri problemi bulacaktir. 



B1RlNC1 F ASIL 

YERDEGi~TiRMELER 

1. Oteleme 

DUzlemde bir NN' do~rultusu (ucunda ok buluoao bir 
do~ru) se~elhn ve bir a doRru par~as1010 verilmi$ olduRunu 
farzedelim. DUzlemin herbangi bir ooktas1 A, NN' dotrul
tusuoda a uzuoluRundakt bir doRru par~as1 AA' olsun. (~e
kil 5 a). Bu takdirde A' noktas1 A noktasmm NN' dotrul
tusuoda a kadar 6telenmesindeo elde edilmit1tir, deolr. Boyle 
blr 6teleme oeticesiode bir F ~eklinin biltnn ooktalar1 ay01 
dotrultu ve mesafeyl alarak bir F' tieklioe d6nilt1ilrler. K1-
saca F' ~ekli F den bir 6teleme ile elde edilmit1tir, deoir. 

N a N' 

N a N' 

A A' 
~-------

a b 

~ekil 5 

F t1eklinin bOtiln noktalar1 NN' do~rultusuoda a kadar 
bir mesafeye tat110d1~1 zaman her iki ~eklin kar~1hkh nok
talar101 birletitiren do~u par~alar1 birbirlerine aym yonde 
paralel ve e~ittirler. F' ~e1¢nin F durumuna getirilmesi 
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balinde de aym ~eyler soylenebilir. Ancak bu defa F' ~ek
linin bilttln noktalar1 evvelki yonttn tersi yonilnJe otele
nirler. 

Oteleme, bir l do~rusunu kendisine paralel bir l' dog
rusuna ve bir S cemberini kendisine e~it bir S' 1temberine 
donti~tilrilr. 

a 
N --------1- N' 

a 

~ekil 6 

S' 

@A' ,,. 

0
S ,,.,,..< ... N' 

... 
, ' a 

N 

b 

1. S1 ve Ss tiibi iki cember ve bir l dogrusu veriliyor. 
Bu dogruya paralel oyle bir do~ru ciziniz ki ikincl do~ru· 
nun verilen ikl cemberl kestigi noktalar arasmdaki uzun
luk a kadar olsun. 

2. (a) A ve B gibi iki ~ebri ay1ran bir nehir iizerinde 
sahile dik bir koprilyil nerede kurmalld1r kl AJ! NB yolu 
milmkiln ohm en k1sa yol olsun. 

A 

N 

B 

a 
b 

~ekll 7 
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(b) Aym problemi A ve B koyleri arasmda bir kac 
nehir bulunmas1 halinde cozOnflz. 

3. (a) Verilen iki 11 ve I: dogrusuna olan uzakhklar1 
toplam1 bir a uzunluguna eiit llf noktalarmm geometrik 
yerini bulunuz. 

(b) Verilen iki 11 ve 12 dogrusuna olan uzakltklar1 
fark1 sabit bir a uzunluguna e~it M noktalarin1n geometrik 
,yerini bulunuz. 

4. Bir ABC ilcgenioin AB, BC, CA kenarlarmm or
talar1 s1ras1 ile D, E, F olsun. ADF, BDE ve CEF Ucgen
lerinin cevrel cemberlerinin merkezleri s1ras1 ile 0 1 , 0 1 , 0 1 
ve ayn1 1lcgeolerin icioe ctzileo cemberleriu merkezleri 
Q,, Qz, C2a oldu~uoa gore 0,0203 ve Q,Q2C2a ncgenlerinin 
e~dt olduRunu isbat edioiz. 

5. Bir AB CD dortgeninde MN blmediam (kar~1hkh 
ik1 kenann ortalar101 birle~tiren dogru) ortalamad1g1 kenar
larm toplam1 yar1sma e~ibe bu dortgenin bir yamuk oldu
gunu isbat ediniz. 

6. Bir cemberin AB ve CD gibi iki kiri~i goz onilne 
ahn1yor. Bu Qember Uzerinde oyle bir X noktas1 bulunuz 
kl XA ve XB kiri~leri CD kiri~i ilzerinde verilen bir a 
uzunluguna e~it bir EF dogru parcas1 ay1rsm. 

x 
a 

~ekil 8 

7. (a) A ve B ooktalarrnda kesi~eo S1 ve S2 gibi iki 
.c;ember veriliyor. A dao oyle bir I dogrusu ciziniz ki bu 
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dogruoun Si ve S2 yi yeoiclen kei;ti~i noktalar s1ras1 ile 
M1 ve J/2 olduguoa gore JfiM2 =a olsuo. (a verilmie bir 
uzunluktur ; ) 

(b) Verilen bir U~geoe e~ olmak ve kenarlar1 verilen Oc 
noktadan gec;mek Ozere bir Oc;gen c;izioiz. 

8. Si ve S2 gibi iki c;ember verillyor. Oyle bir l dog
rusu c;iziniz ki: 

(a) bu l dogrusu verilen bir /1 dogrusuna paralel olsuo 
ve S 1 , S2 c;emberleri l Uzeriode e~it kiri~ler ay1rs10. 

(b) l dogrusu verilen li dogrusuoa paralel olsuo ve 
Si ve S 2 den aytrd11t1 kiri~lerio toplam1 (veya fark1) verilen 
bir a uzunluguna eeit olsun. 

c) Aranan dogru verilen bir A noktasmdao gec;sio ve 
S1 ve S 2 c;emberleri bu dogru Ozerinde eeit kirieler ayirsm. 

Oteleme, dUzlemlo her A ooktas101 btr A' noktasma 
g6tUren bir donOeOm (traosformasyon) ornegidir. Bu d6nil· 
ettm, baelang1c;ta tarlfini yaph~umz izometri (bareket) an
lammda kullamlm1etir. Boyle bir otelemede hie; blr nokta 
aabit kalmaz. 

Oerc;i bir 6teleme soouncuoda yerlni degtetirmeyen dog
rular da vard1r. Meselii 6teleme dogrultusuna paralel btltfln 
dogrular oteleme sonuoda ilk durumlart Ile c;ak1e1k kahrlar. 

~lmdi 6telemenin baeka ozeliklerini ioceleyelim. F ve r 
bir oteleme lie birbiriodeo elde edilmie iki eekil olsuolar. 
F eeklinin iki noktasi A, B ve F' eek lioio kare1hkh ookta
lar1 A', B' olsun. (~kil 5 b) AA' 1j BB' ve AA'= BB' ol
dugundan AA' BB' dortgeni bir paralelkeoard1r. Boylece
diyebiliriz ki efer F ve F' gibi iki 1ekil bir oteleme ile bir
birinden elde edilebiligorlarsa her iki 1ekilde kar11l1/cl1 dogru 
parfalar1 birbirine agm gonde parole/ ve e1ittirler. 

Kar11t olarak eger F 1eklinin iki noktas1n1 birle$firen 
dotru parfas1 F' 1eklinin kar11l1kl1 noktalanm birle,tiren doiru 
parfaszna aym gonde para/el ve e1itse F ve F' 1ekilleri birbi· 
rinden bir oteleme ile elde edilebilir. (~ekil 5 b) 
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i;nmdl bir oteleme yerine birblri arcbstra ikl otelemeden 
~lkacak sonucu inceleyelim. Birinci oteleme bir F t•klini 
Fi e ve ikioci oteleme Fi ,eklini F' ye dontl§Ulrstln. 

$ekil 9 

1sbat edelim ki F ~eklinden F' ye tek bir oteleme ile 
gec;mek milmkilndilr. Hakikaten birinci oteleme F ~eklinin 
bir AB do~ru par~asm1 F1 in blr A 1B1 do~rusuna donili;;tU
rilrse AB II A1B1 ve AB= A 1B1 Ye yonler aymd1r. Aym 
muhakeme ile ikinci oteleme A1B 1 i A' B' ye donii~tUrUr ve 
A1B1 II A' B' ; A1B 1 =A' B' ve yonler aym olur. Bu iki ne
ticeden F ve F' de bulunao AB ve A' B' do~ru par~ahmmn 
aym yonde pnralel ye e~it olduklar1 sonucuna var1hr. Bu 
da bize F i F' ye donil~tilren bir otelemenin varhgm1 gos
terir. Boylece herhangi ardz$zk iki otelemenin yerine bir tek 
oteleme gapzlabilecegi isbatlanml$ oldu. 

Bu son ifade ba,ka tilrlU de formtlle edilebilir. Meka
nikte mOteaddit deplasmanlann (yer de~l,tirmesl) yerlne 



tek bir deplaeman ikame edilmeslne «depla1manlarm top
lanmas1 » denir. Aym anlamda biz de .-dijnttfOmlerln top
laro1»* ndan babsede<.!egiz. Bu toplamm terlmlerl ayr1 ayn 
otelemeler olacakhr. Mesela NN1 birinci otelemenin uzun
lugu ve dogrultusu ve N 1N' de ikinci otelemenln uzunluk 
ve do~rultusu ise NN' bu ikl otelemenin toplam1 olan ve 
birinci ~ekilden do~rudan doRruya ttcHncil ~ekle geci~i sa~
lnyacak olan i1',;0nctt bir otelemeoin uzunluk ve dotrultusu 
olur. Pratikte bir otelemenin bir dotrultu ve bir uzunlukla 
belirtildiRi ifade edilmekte ise de bu ifade temamen dogru 
detlldir. Zlra verllen bir A noktas1 icln AA' 11 l ve AA'=a 
oartlar1 bir ookta degll, lki nokta belirtir. 

a 

A A' 0-------------0 

~ekll 10 

Bu ifadeyi daba ac1k bale koymak icin l ttzerindeki 
yonlerden blri pozitif kabul edillr. (Bu yon bir ok lie g6s
terilebilir.) Buna gore a uzunlugu pozltif veya negatif olur. 
Boylece oekil 10 daki iki A' ve A" noktas1 farkh iki ote
lemeye (ioaret bak1m10dan) tekabttl ederler. Bo saretle bir 
do{tru ttzerinde yonlO dotru parcalar1 kullanmak fikri ken
dllitinden dotmakta ; d~u parcalar1 pozitlf veya negatif 
olabilmektedir. 

Oteleme, yonlenmitJ bir tek NN' dotru parcas1 ile de ka
rakterize edilebilir. Bu halde otelemeoin hem dotrnltusu 
hem de bttyftklUtft aym zamanda lfade edilmio olur. 

• Matematlk literatQnde •dOnG9Gmlerin c;arp1m1• deyiml 11k 11k 
ayn1 anlamda kullan1hr. 
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N-------N' 

A 0--------------0 A' 

eekil 11 

Burayn kadar verilen bilgiJerden dttzlemde yonlil do~ru 
par\mlar1 (VektOrler) flkri ortaya c1kmaktad1r. VektOrler 
mekanik ve fizikte de onemli bir rol oynar. ~u ciheti de 
kaydedelim ki otelemelerin toplam1 fikri vektorlerin bildi
~miz toplam1 anlammdad1r. 

2. Simetri (Yan dBnme) ve donme 

Bir 0 noktas1 AA' gibi bir dogru par~asznzn orta noktos1 
ise A', A nrn 0 etrafmda gar1 donmesinden elde edilmi,tir. 
Vega ba$ka bir degimle A' noktas1 A run 0 ga gore simetrik' 
idir denir. 

F' 

a b 

Sekil 12 

A' noktas1 A nm O etrafmda yar1 d<Snmesinden elde 
edilmi~se kar~1t olarak A noktas1 da .A.' attn ayn1 nokta 
etraf1nda donmesinden elde edilebilir. 
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Bir F ~eklinin bUUln noktalar1nm O ya gore 1lmetrik'i 
blr F' ~eklidlr. Bona gore bir dolrunun bir 0 noktasma 
gore simetrili kendisine paralel bir dolru (~ekil 18 a) ve 
~emberin simetri~i kendisine e~it bir c;ember olur (~e
kil tab). 

A B 
--<111~----,.o.- l .... , ---

.... --_'::«:-
'""'""(~---------_-__ o~'-'_,~ .... io-------- l' 

B' A' 

~eldl 18 a 

Yari c;ap1 r olan bir c;emberin simetri~inin kendislne 
e~it bir c;ember olduaunu isbat etmek ic;in AOM ve A'OM' 
Uc;genlerinin (~kil 13 b) birbirine e~it oldu~unu isbat et-

~ekil 13 b 

mek kafidir. Bu netice bize A noktas1mo c;izdi~i M mer
ker.li c;emberin A' nun c;izdigi aym r yaru;apb ve M' mer
kezli c;embere donil~tiigD.nU goaterir. 

9. Verilen bir A noktasmdan oyle bir do~ru gec;iriniz 
kl bu do~runun verilen bir l do~usuou kesti~l nokta ile 
verilen bir c;emberi kesti~i nokta arasmda kalan lasmmm 
ortas1 bu A noktas1 olsun. 
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10. S1 ve S1 gibl iki cemberio ortak bir A ooktasmdao 
oyle bir l doRrusu geciriniz ki: 

(a) S1 ve S2 cemberleri l dotrusu ilzerinde e,it kiri~ler 
ayirsm. 

(b) S1 ve S 2 cemberleri l doRrusu ilzeriode farklar1 veri
len btr a uzunluRuna e'it iki kiri' ayirs10. (Problem 10 b 
nin problem 7 a om genelle,tirllml' ,ekli olduRu a,ikard1r). 

11. Bir S cemberinin AB ve CD gibi iki kiri'l ile ZD 
ilzerinde bir j noktas101a verilmi' olduRunu farzedelim. 
Qember uzerinde oyle bir X noktas1 bulunuz kl AX ve BX 
do~ular1 CD kiri'i ttzeriode ortas1 j olan bir EF doRru 
parcas1 ayirsm (~kil 14) 

s 0 

c 

~ekil 14 

12. Paralel iki doRrunun te,kil ettiRi 'erldin sonsuz si
metrl merkezl vardir. (~ekil 15) 

~kll 15 

ERer F ve F' ,ekilleri birbirinin 0 ya gore simetrlkleri 
ve AB ile A' B' dotru par~lar1 bu iki oeklln karowkh doR-

F. 2 
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ru par~lar1 ise (~ekll 16) AB A' B' dortgeni bir paralelke
narchr. (Ko~egenleri birbirini ortalad1~1 icin) 

F' 

~ekll 16 

Bundan anla~nhr kt merkeze gore simetrik iki 1eklin kar-
11l1kl1 dofru par~alarr paralel, qit ve ters yonlr1dr1rler. Kar1;nt 
olarak isbat edilebiltr ki F ~eklinin her noktasma F' oekli
nin bir noktas1 tekabttl ettirilebilir ve F deki her do~ru par
~s1 F' deki karoth~ma paralel, e~it ve ters yonltt ise bu 
lki ~ekil bir 0 noktasma g6re birbirinin simetrik'idir. Ha
kikaten F ve F' de birbirinin kar~1h~1 olan iki nokta M ve 
M'; bf M' niln ortas1 0, birbirinin kar~1hg1 di~er iki nokta 
Ave A' olsun (~ekil 16) MA\IM'A' ve MA=M'A' oldu
~undan A MA' M' dortgeni bir paralel-kenar olur ve AA' 
ko~egeninin ortas1 MM' ko~egeninin ortas1 ile cak101r. Yani 
A' noktas1 A nm yar1 domnesinden elde edilir. A ve A' ge
li~d gOzel kar~1hkh iki nokta oldu~undan F' oekli F den ay-
01 ~ekilde bir yar1m donme sonunda elde edilebilir. 

~imdi F, F 1 ve F' gibi Uc ~ekil goz onUne alallm. F in 
0 1 e glSre simetrik'i F1 ve F 1 in 0 2 ye gore simetrik'i F' ol
sun. (~ekil 17) F1 in berhangl blr do~ru parcas1 A18 1 ve F 
ve F' oekillerlnin karo1hkh d~ru par~lar1 AB ve A' B' ol-
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sun. Buoa gore A 18 1 ve AB dojtru parcalar1 birbirioe; A18 1 
ve A' 8' dogru parcalar1 du birbirioe e~it, paralel ve ters 
yooltt; Bioaeoaleyh AB ve A' B' do~ru parcalari ise e~it, 
paralel ve aym yooH1 olurlar. Fakat F ve F' oilo kartnhkh 
do{tru parcalar1 e~it, paralel ve nym yoolil iseler F' 1ekli 
F den bir oteleme ile elde edilebilir. 

!$ekil 17 

~u balde iki gar1m donmenin toplam1 bir otelemedir. Bu 
netice eekil 17 den kolayca gorillmektedir. Hakikaten AA1A' 
ttcgeoiode 0 10 2 dogru parc;ns1, AA1 ve A' A1 dogru parca
lar10m orta noktalarm1 birle~tirdigi icio AA' II 0 10 2 ve 
AA'= 2 0 10 2 olur. K1saca F' nun her A' noktas1 F de bu 
noktamn kar1il1g1 olan A noktas1mn 0 10 2 dogrultusunda 2 0 10 2 
kadar otelenmesinden elde edilehilir. Aym yoldan gidllerek 
bir oteleme ile 0 ga gore bir simetri'nin toplamzmn ($ekil 18) 
01 e gore bir simetri oldugunu gostermek mumkundiir. Surasz 
da unutulmamalzdzr ki ~la oteleme sonra simetri gerine ef}

velci simetri sonra oteleme 1eklinde bir dont1#im szrasz takip 
edilirse netice degi1mez. 

~imdi milhim bir problem daha ioceleyelim. 0 1 , 0 2 ook
talar10a gore ard1~1k iki simetri (~ekil 19: A~ A 1 ~A') nin 
01 den o, ye dogru ohso yoode 2 0102 ye e~it bir otelemeye 
muadtl oldugunu gortirttz. 



Bu iki simetri arasmda bir stra degi~ikligi yap1hrsa (~e
kil 19: A-+ A1'-+ A") bu iki hareketin bile~kesi olarak ay-

~ekil 18 

m mesafede fakat bu defa 0 2 den 0 1 e dogru olan yonde 
bir oteleme elde edilir. 

Boylece iki simetri toplammm bu iki simetride takip edi
len s1raya tabi oldu~u gorillilr. Genel olarak bu netice, do
nil§U.mlerin toplammm bir ozelligidir. ltd donf1§1lmftn topla
m1, genel olarak, §artlarm s1rasma tabidir. 

A" A A' 
o ea --• O 

-----· 01 ,,,,,..,,,,.11' ',O, ------_:.1:1 ... ____ --~ -
,,,,,.- -- -- ' 

A oo-~--- ---\> A' 
I I 

i;;ekil 19 

lki simetrinin toplammdan bahsederken simetriyi dttzle· 
min her A uoktas1n1 A' noktastna tekabttl ettiren bir donU.
§11.m olarak dtletlnmttetttk. Bu donttettmde sabit kalan yega
ne noktanm 0 simetri merkezi oldugunu gormek gtt~ de
~ildir. Aym §ekilde bu donttettmde degi~meyen dogrular da 
simetri merkezinden ge~en dogrulard1r. 

13. (a) 01' 02' ••• ' on (n ctift bir say1dir.) noktalar1 ay
m dttzlemin noktalar1 ve AB de herhangi bir do~ru par"as1 
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olsuo. AB oio 0 1 e gore simetriki A1B 1 , A 1B1 in 0 2 ye gore 
simetrik'i A 2B%, A 28 2 oio 0 3 e gore simetrik'i A3B8 ve nt
hayet A,.- 1 B,.- 1 in 0,. e gore bimetrik'i A,,B,. olsun (n=4: 
ic;in oekil 20 ye bak) AA,, = BB,. olduguou isbat edtoiz. 

Sekil 20a 

Gec;eo misaldeki iddia n oio tek olmas1 haUnde de doa
rumudur? 

(b) ~imdi de n tek bir say1 olmak Dzere dOzlem ic;inde 
0 1 ,02 , ••• , 0,. gibl n taoe nokta alahm. (n = 3 ic;ln oektl 
20 ye bak) 

e, 

B 

Herbaogi blr A ooktas1010 0 1 , 0 1 , ••• , 0,. merkezleri
ne gore arruo1k olarak simetrlklerioio ahodJt101 ve son nok
tanm bir dera daha aym 0 1 , 0 1 , ••• , O. noktalar1na g~re 
donUottlrOldtt~Unil farzf'delim. Bu 2 n simetri sonunda elde 
edllecek A noktas1n1n ilk A noktas1 ile ~1pcatin1 gO&ter
mek mUmkttndOr. 
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Acaba bu iddia n nin cift olmas1 halinde do~rumudur ? 

14. (a) 0 1 , 0 2 , 0 8 , 0 4 , bir dUzlemin herbangi dort 
noktas1 olsun. Beeinci bir A noktas1nm bu noktalara g6re 
aym s1ray1 takip etmek Uzere simetriklerini goz onilne ala
hrn. !shat edilebilir ki boylece elde edilecek A noktus1; 0 3 , 

O,, 0 1 , 0 2 s1ras1 takip edildi~i takdirde bulunacak nokta 
ile cakl~nkhr. (~ekil 21) 

~ekil 21 

(b) 0 1 , 0 2 , 0 3 , O,, 0 6 dilzlemin herhangi bee noktas1 
olsun. Geliei gOzel bir A noktasmm hu bee noktaya gore 
aym s1ra Ozere simetriklerini alahm. !shat edilebilir ki bu 
suretle bulunarak son A 5 noktas1: 0 5 , O,, 0 8 , 0 2 , 0 1 s1:-a
s1 takip edilmek suretiyle bulunacak nokta ile cuk1e1kbr. 

(c) Bir dUzlem icinde 0 1 , 0 2 , 0 3 , • • , 0 0 gibi n tane 
nokta alahm. Herbangi bir noktanm bu noktalara gore ev
vela 0 1 , 0 2 , • , • Qn 80Dr8 da 0., ... 0 2 , 0 1 Slrl\Sl takip 
edilerek simetrikleri ahmrsa n in bangi dagerleri icin her 
iki halde elde edilen sonuncu noktalar aym kahr? 
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15. n tek bir say1 (mesela n = 9) olsuo. Bir dilzlem icin
de n tane nokta alahm. Kenarlurmm ortalar1 verilen nokta
lar olan bir n kenarhnm ko~elcrini bulunuz. 

n in tek olmas1 halini inceleyiniz. 

16. (a) Herhangi bir dortgenin kenurlarmm orta nokta
larmm bir paralelkenarm ko~eleri oldu~unu gosteriniz. <Se
kil 22 U) 

B 

c 

Sekll 22a 

(b> Herhangl bir 6 genin kenarlarm1n ortalar1 M1 , Jlf 2, 

M3 , M,, M5 , M6 olsun. Kenarlar1 M1M1 , M1M,, M5Me dog
ru parcalarma paralel ve e~it olan bir T1 Ocgenl ile kenar
lar1 M2M3 , M,M5 , M6M1 do~u parcalar1na paralel ve e~it 
ikincl bir T1 Ucgeninin varhgm1 isbat ediniz. (~ekil 22 b) 

r, 
Sekn 22 b 

Bir dilzlem tcinde bir O noktas1 alahm. Ayr1ca blr ix ac1-
s1 ile ac1Iar icin bir donme yonll secellm. Bu secmede po-
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zltif yon, saat ibrelerinin donme yonfinfin tersi olsun. Dttz-
...-.._ 

lemin berbaogi bir noktas1 A, OA=OA' ve AOA'=c:i oar-
boa uyao diter bir ooktas1 A' olsun. Bu takdirde A' nok· 
tas1 O noktarn etraf mda A noktas1nm a: kadar donmesinden 
veya Jnsaca A' noktas1 A dan bir donme ile elde edilmi,tir 
denir. (~ekil 23 a) 

0 A 
a 

b 

~ekil 28a, b 

Bir F 'eklinin bO.ttln noktalanmn bir O noktas1 etraf anda 
• a~m kadar dOnmesl sonunda yeni bir F' tiekll elde edlllr. 
Bu esnada tieklln bQtfln noktalar1 ayn1 a91 kadar donerler. 
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Boylece elde edilen F' eekli, F eeklinden bir donme sonun· 
da elde edilm1e olur. 

F' eekli F eeklinden cc kadar bir donme ile elde edilmie 
ise kare1t olarak F eekli de F' den aym yonde 360-ai ka
dar bir donme ile elde edilebilir. Kisaca bu iki eeklin bi
rinden di~erine btr donme ile gecilebilir. 

Bir l do~rusu bir 0 noktas1 etrafmda bir dondilrme so
nunda yeni bir l' do~rusuna dontteturillebilir. l' yi bulmak 
icin 0 dan l ye cizilen dikmenin p ayaam1 ot kadar doodtl
rerek P' yi bulmak ve bu son noktadan OP' ye bir dikme 
cizmek kafidir. (~ekil 24 a) 

l' 

Sekll 2'a 

Aelkard1r kl L ve l' dotrular1 arasmdaki cz ac1s1 doome 
a"1sma eeittir. Buou ispat etmek icin eeklldeki POP' ve LML' 
acllarm10 keonrJar1nm aym yonde birbirioe dik olduklar10a 
dikkat etmek kiifidir. 

Bir S cemberinin bir O noktas1 etrafmda doodflrUlmesio· 
den bir S' cemberi elde edilir. S' cizmek icin Sin M mer
kezini donme ac1s1 olan ri kadar d6ndi!rerek M' yi bulmak 
ve M' merkezli ayni yar1 caph cembert cizmek suretiyle ilk 
cemberi doodUrmek mUmktlndtlr. (~ekil 24 b) 
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$ekil 24 b 

.....-..... 
Bir A noktas1 ve OA = OA' ~artiyle AOA' =- a ~arb ve-

rilir ve doome yontl hakkmda bir kay1t koomazsa A' ve A" 
gibi iki nokta elde edilir. (~ekil 25) 

0 
$ekil 25 

Bu iki noktadan herhangi birini secmek icin ~ekilde kul
lanilau oklardao faydala01hr. Oklarla goaterilen yoolerden 
biri pozitif kabul edilirse digeri negatif olur. Oi~er taraftao 
........-.. 
AOA' =a y1 poiitif veya oegatif olarak dU~Uoebiliriz. Bu, 
A y1 A' ye donU~lUreo donmenin youUne baghd1r. Buna go
re A' ve A" noktalari i~aret bak1m10dttn farkh donmelerdeo 
elde edilmi~ olacuklard1r. Bu ikili cevaplttki belirsizlikten 
kurtulmak ihtiyttc1 bizi yoalii ai;1lar yaoi negatif ve pozitif 
ac1lar fikrioe gotilrmektedir. 

17. 11 ve 11 gibi iki dogru, bir A ooktas1 ve bir « a~1s1 
verilmi~ olsuo. Merkezi A olan oyle bu <;ember ciziniz ki 
11 ve 12 dogrular1 bu cember ilzerinde merkezden ex ac1s1 ile 
gorfllen bir yay ay1rs10. 
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J 8. Ko~eleri verilen 3 paralel dogrunun veya verilen 3 
-aym merkezli c;emberin c;evresi iizerinde buiunan bir e~ke
nat ilc;gen c;iziniz. 

19. Bir S c;emberi, A ve B noktalar1 ve bir ~ ac;1s1 ve
riliyor. C ve D gibi oyle iki nokta bulunuz ki CA II DB ve 
CD yay1 o: ya e~it olsun. 

20. S1 ve S 2 c;emberleri, bir A noktas1 ve bir a ac;1sl 
veriliyor. Adan gecmek ve aralarmda ex kadar bir ac;1 yap
mak iizere oyle iki /1 ve /2 dogrusu c;iziniz ki S 1 ve S2 c;em
berleri bu iki dogru uzerinde e~it kiri~ler ayirsm. 

0 merkezi ve a ac;1s1 ile verilmi~ olan bir donme bir F 
·eeklini diger bir F' ~ekJine donu~tflrmil~ olsun. AB ve A' B' 
<le iki eeklin kar~1hkh iki dogru parc;as• olsun. (~ekil 26) 

\ 
\ 

" ,, ' ' ' '-...._ ---

~ektl 26 

Bu takdirde OAB ve QA' B' ilc;genlerinin e~it olduklar1 
a~ikard1r. (lki~er kenarlar1 ve aralarmdaki ac;1lar1 e~it tic;· 
genler) AB ve A' B' arasmdaki ac;mm o: ya e~it oldugunu 
<I.aha once gostermi~tik. Boylece F ve F' ~ekilleri birbirin-
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den bir donme netfoesinde elde edilmit iseler bu iki eeklio 
kartnhkh do~ru parc;alar1010 aralar10daki ac;mm doome ac1-
s10a e,it olduau anla~nhr. 

Kare1t olarak eaer bir F eeklinio her noktasma F' nin 
bir noktas1 tekabnt ettirilebilir ve iki eeklin kare1hkh doa-
ru par~lar1 arasmda hep ay01 !l ac;1s1 meydaoa gelirse CF 
dekl herhangi bir doaru parcas1 sec;llen yonde « kadar doo
meden sonra F' deki kure1hR1oa paralel olursa) bu takdirde 
F ve F' eekillerioden birl di"erinden bir merkez etraf10da 
ct kadar bir d6nme lle elde edllebilir. Hakikaten F ve F,. 
ntln kart1hklt birer noktas1 M ve M' oJsuo. MM' yU IX ac;1s1 
lie goren yay1n MM non orta dikmesi Ue keslm noktas101 

............... 
O tie g6sterellm. OM= OM' ve MOM'= IX olduauodan 0 
merkezl etraf1nda at kadar bir donme sonuoda M ooktas10-
dan M' elde edllir. Ancak burada dikkat 4'dilecek bir hu~us 

............... 
vardlr. OM= OM' ve MOM'=~ eartlar1 bir dean iki 0 nok-
tas1 bellrtir. Zlra MM' nun orta dikmesi iki taraftan da uza
blabllir. Bu iki noktadan F dekl blr doaru par~s1n10 a ka-

i 
I 

I 

' 

dar blr donmeden sonra F' deki kare1ha1oa parulel duruma , 
getirecek olan1 sec;llmelidir. ~imdi farzedelim ki A ve A'" 
noktalar1 F ve F' nlln diaer kartihkh hirer noktas1 olsunlar 
OMA ve OM' A' tlc;genlerinl d6'0nelim. OM= O~lf' dttr (0 

noktasmm c;lziminden) MA=M' A' dttr. Ayr1ca OMA=~' 
dir. Qtloktl OM ile OM' nin ac;181 MA lie M' A' ntln ac;1s1na 
eelttlr. Yant M, M', 0 ve K (K noktas1 AM Ue A' .Jl' nt1o 
ke1tm ooktas1dtr.) noktalar1 ay01 c;ember Uzerinde bulunur-
lar ve OMA c;evre ac1s1 lie OM' A' c;evre ac;1s1, ay01 yay1 
gordttklerinden, blrbirine eoit olurlar. Netice olarak OMA 
ve OM' A' ttc;genleri birblrtne eott olur. Boylece O merkezi 
etrafmda ca kadar btr donmenin F deki her A noktas101 F' 
dekl blr A' noktasma g6tUreceat lspat edilmit olur. 

~imdi eu soruya cevap vereblliriz: lki d6nmenin topla
m1 nedlr? Kolayca g6r0leblllr kl bir O nokta11 etrafmda 



ayot yonde s1rasiyle a ve fJ kadar iki donmenin toplam1 
ayn1 nokta etrafmda 11 + fJ ya e~it bir donmedir. (~ekil 27 a) 

~ekil 27 a 

~imdi genel ~ekli dtl~tlnelim. F1 ~ekli 0 1 merkezi etra
f10da Fin Cl kadar donmesinden ve F' tiekli de F1 in 0 1 

merkezi etrafmda aym yonde fJ kadar donmesinden elde 
edllmi~ olsun. (~ekil 27 b) 

$ekil 27 b 

E~er birinci donme F deki AB do~ru parcasmm F1 de
ki A1B1 e donil~ttlr01· ve ikinci donme A1B1 i F' deki A' B' 
ye dontl~tiirf1rse AB ve AtBi dog-ru parcalar1 birbirine etiit 
olup aralarmda 12 kadar; A 1B1 ve A' B' ise yine birblrine 
e~it olup aralarmda fJ kadar bir ac1 tetikil ederler. F ve F' 
non kar(lilikh AB ve A' B' dotru parcalar1 ise ex+ P bOyflk-
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lil~ftode bir ac1 meydaoa getirirler. Eger ex+ fJ = 360" is& 
iki eeklin kare1hkh dogrular1 birbirine paraleldir. Buodao 
eu netice C(Ikar: a.+ fJ + 360" ise F den F' ye bir doome 
ile, o: + p = 360° ise F den F' ye bir oteleme ile geC(ilir. 

Boylece diyebiliriz ki 0 1 ve 0 2 merkezli (X ve fJ gibi 
iki donmeoin yerioe a+ fJ + 360 ise tek bir don me ve 
Cl+ fJ = 360 ise bir oteleme uygulanabilir. C1 ya eeit bir 
donme tars yoode 360- a. ya eeit hir donmeye eeit oldu
~undan isbatlaoan teoremin son k1sm1 eoy)e de ifade edlle
bilir : Mutlak deferce e1it ve gonce agkzrr iki donmenin topla
mi bir otelemedir. 

eimdi merkezleri 01 ve 02 olno ~ ve fJ derecelik iki 
d6nme hareketinin yerioe bu iki hareketin toplam1m ifade 
eden bir doomeoin veya bir oteleminin naa1l yapllacagm1 
gosterelim. Bunun icin de evvela a + p + 360 farzedelim • 
.13u takdirde iki donmenio toplam1 o: + fJ derecelik bir don
me olur. etmdi bu donmenin merkezini bulahm. lkt doome 

............... 
hareketinin toplam1 0 1 noktasm10'10 2 = 0 10 2 ve 0 10 ,.01'= fJ 
earbm saglayan bir01' noktasma donnettlrilr <eekil 28 a). 

Birinci donme 0 1 e yer de~etirmez. Fakat ikincisi aym 
noktay1 Oi' e dontletilrilr. lkt d<Snmeoin toplam1 sonunda ---eeklin bir 0 2" noktas1 0201= 0 2"01 ve 0 2"010 2= o: eart-
lar101 saglayan 0 2 noktas1aa dontlemne olur. Burada birinct 
donme 0 2" yU 0 2 ye doooetflrflrken ikioci doome 0

2 
yi sa

bit birakll'. Bundan C(tkacak netice eudur. Aran1lan O mer
kezi bir yandan 0 2 , 0 2" noktalarmdan ve bir yaodan da 
01' ve 01 noktalarmdan eeit uzakhktad1r. eu halde 0 nok
tas1 0 20 1" ve 01'01 dogru parC(alarmm 11 ve 11 orta dikme
lerioin kesim noktas1dir. ~ekil 28 a dan aeikardir kl, 11 

............... 1 
Jogrusu 0 1 den gecer ve 110 102 = 2 11 dir. Aym eekilde 1

2 

1 
dogrusu 0 1 den ge~er ve Q10J,1 = ~ fJ dir. Bu batintilar 
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yard1m1 ile 11 ve 12 dogrular1 kolayca belirtilir ve aranan 
donme merkezi de aym iki dogrunun kesim noktas1 olur. 

E~er a+ p = 360 ise bu takdirde don me hareketlerioin 
toplamma e~it olan oteleme, bu donU~ilmtln 0 1 i 0/ ye 
gotUrmesi (veya 0 /' ytl Oi ye gotiirme1d) ozeliRinden fay. 
dalamlarak belirtilir. Burada Oi' ve Oi" noktalar1 evvelce 
izah ettigimiz gibi tarif edilirler (~ekil 28 b). 

a b 

Seki! 28 

Bu takdirde evvelki cizimde gecen 11 ve 12 d0Rrular1n10 
blrbirine paralel olduRu kolayca anlav1hr. Zira her ikisi de 
oteleme dogrultusuna dik ve aralarmdaki uzakhk oteleme· 
ntn yar1sma e~ittir. lki donme hareketinin toplamma ait 
teoremin isbahna benzer bir yoldan isbat edilebilir ki, bir 
oteleme ile bir donmeoio (veya bir doome ile bir oteleme
nin) toplam1 birioci donmenin ac1sma e~it. fakat ba~ka bir 
merkez etrafmda yeni bir donmedir. 11k doomeoio O mer
kezi ve ex ac1s1 ile otelemenio meEiaf e ve dogrul tusu veril
mtv iken bu son doomenin 01 merkezioio bulunmas1m oku
yucuya b1rak1yoruz. 



Bir oteleme ile bir donmenin toplam1 bakkmdaki teorem 
ou suretle de isbat edilebilir. Biliyoruz ki mutlak de~erleri 
eoit, yonleri ters olan iki donmenin toplam1 bir otelemedir. 
Bu bareket, bir 0 2 noktas101 0 2" gibi bir noktaya donile-

---. 
tOrOr ve 0 10 2 =010 2' ve 0 2"010 1 = « ($ekil 28b bak) 
eeitlikleri do~ru olur. Verilen otelemeyi iki donmenin top
lam1 IHllinde gosterelim. Bu donme bareketlerioden ikincisi 
esas donme ile aym merkezli ve aym a a~1s1 kndar, fakat 
ters yonlil olsun. Birinci donmeniu 0 1 merkezi 0 10=010" 

---. 
ve 0"010 = '.t eartlar1 yard1m1 ile bulunur. Burada O" nok-
tas1 verilen oteleme sonunda 0 ya donO~en noktadir. 

' 
0 

o, 

0 

~ekll 29 

Boylece oteleme ve donme hareketlerinin toplam1 yeri· 
ne Oc donmenin uygulanabllecegini ogrenmio oluyoruz. An
cak, bu ttc donme sonunda son ikisi blrbirini yok edecegi 
icin sonuc olarak elde 0 1 etrafmda tek bir donme kahr. 

Benzer bir yoldan gidllerek bir donme lie bir oteleme
nin toplam1 bakkmda da teorem isbat edilebilir. 

Otelemelerin ve donmelerin toplanmas1 ile ilgili teorem
lerin isbatlarmm mukayesesi yaptlacak olursa bu iki geo
metrik bareketin ozellikleri arasmda hayret veriei bir ben
zerlik bulunur. Hatta daba genlo bir gorttole otelemeyi ozel 
bir donme olarak dttoOnebiliriz. Oteleme ve donmenin iki
sine birden "yer deiietirmeler,, veya "ozel hareketler,, de
oir. Bu adm verilmesioin sebebi, ikinel fasho ikinci bOIQ
mOode izah edilecekUr. 
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Yar1 donme, donmenio ozel bir halidir ve ex = 180° ye 
tekabiil eder. ex= 860° halinde ise baeka bir ozel durum 
elde edtlir. ex= 360° ile yap1lan bir donme dilzlemin her 
noktasm1 ilk durumuna getirir. Dilzlemin hie bir noktas1m 
deRi~tirmeyeo bu harekete ayniyet (ozdeelik, identity) denir. 

Yari doomede oldu~u gibi, blr donme, diizlemin her A 
noktas101 yeni bir A' noktasrna dl>niietilren bir hareket ola
rak dU~Unillebilir. Bu harekette tek bir sabit nokta, donme
nin merkezi olan 0 noktasidir. (ac = 360° derece veya 360° 
derecenin tam kab olmas1 halinde donme bir ayniyet (iden
tity) olur. Donme bir ayniyet veya yar1m donme olmad1kca 
herbangi bir donmede sabit do~rular mevcut de~ildir. 

21 - Bir dttzlem icinde n tane nokta ve a1 , et2 , •• • , «n 

gibi n say1da ac1 veriliyor. Tepeleri, verilen noktalar; tepe 
acllar1, verileu acilar olmak tlzere cizilecek ikizkenar Uc
genlerin tabanlar1 bir n kenarh cokgen meydana getirmek 
ttzere bu cokgeni ciziniz. 

~ekil 30 

15 inci problem 21 inci problemin n in tek ve 
°'1 = "2 = .. .. = Cln = 180° olmas1 ozel halidir. 

F. 8 



2l (a) Herhangi bir AB C ilcgeninin dii,ma, kenarlar1 
siras1 Ue bu ilcgenin kenarlar1 olmak ilzere eo kenar ttcgen
ler c;iziniz. Eide edeceAimiz ei,kenar ilcgeolerin 0 1 , Os, 0 3 

merkezlerinin dordttnctt blr eekenar ilc;gen meydana 1tetire
ce~ini isbatlaym1z. ~kenar ttc;genlerin koi,eleri verilen nc
genin d101nda olmazsa bu teorem do~ru kabrm1 ? 

c 

!fekil 31 

(b) Herhangi bir A 8 C ttcgeninln kenarlar1 Qzerine ve 
ttcgenin d1omda Ai, Bi, C1 , tepe ac;1lar1 a, p, r olmak Oze
re BCA1 , ACBi, ve ABC1 iktzkenar ttcgenleri c;lziliyor. 
~er IX+ p + 'Y = aoo· derece ise Ai Bi Ci ttcgeninin ac;Ilan-

DID ; • ~ ve ~ oldutunu ve bu neticenin ABC ttc;ge

ninin bic;imlne bath olmaditim lsbat ediniz. 

lkizkenar ttcgenler verilen ABC ttcgeninln d1010da c;izil
medi~l takdirde bu teorem dotfumudur? 

Problem 22 (a), problem 22 (b) nin IX= p = 7 ozel ha
linden baoka blr oey detildir. 

23. Herhangi blr ABC ttcgeninin kenarlan ttzerine A 
ve Ai noktalan Ue B ve B1 noktalan s1ra11 ile BC ve AC 
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nin ayri taraflarmda fakRt C ve C1 noktalar1 AB nin aym 
taraf10da bulunacak ~ekilde e~kenar tlcgenler ciziliyor. 
AB C1 ticgeninin merkezi M oldu~una gore A181M ttcgeoi
nin M deki ac1s1 120° derece olan bir ikizkenar ttcgen oldu
~unu isbat ediniz. 

c 

~ekil 32 

24. (a) Herhangi bir konveks ABCD dortgeninin kenar
lar1 i1zerine ABM1 , BCM2 , CDM3 ve DAM4 e~kenar ttcgen
leri ciziliyor. Birinci ve ucttnctt e~kenar ttcgenler ~eklin ch
~tnda; !kinci ve dordUncil e$kenar tt~genlerin ko~eleri ise 

~ekil 33a 



kenarlara gore dortgenin bulundugu dftzlem ktsmmda yer 
ald1~ma gore M 1M 2M8/II4 dortgeninin bir paralelkenar oldu
euitu isbat ediniz. 

(b) Herhangi bir ABCD konveks dortgeninin kenarlan 
11zerine ve kenarlara gOre dortgenin bulunmad1g1 dtizlem 
bOlgesinde dort kare ciziliyor. Bu karelerin merkezleri 
M1 , M2 , M9 ve M4 olduguna gore M1 M3 = M2 M, ve 
M1 M3 J_ M2M, oldugunu gosteriniz. 

, 
I 

., .... "'M,\ I 
/' ' I 

' I 
\ I 

' I 
' I ----- \/ --

~ekil 33 b 

---,...,., 
I \ 

I I 
/ \ 

' M \ 
/ ', l I 

I ', \ 
/ ........ \ 

/ ~ 
~----..---

(c) Bir ABCD paralelkenarmm kenarlar1 iizerine ve 
~eklin bulunmadig1 tarafa dogru kareler ciziliyor. '13u kare
lerin M1 , M2 , M9 , M" merkezlerinin bir karenin ko~eJeri 
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oldugunu isbat ediniz. Kareler ~eklin icine dogru te1kil 
edildigi takdirde aym iddia bahis konusu olabilir mi ? 

~ekil 83 e 



1K1NC1 F ASIL 

SlMETRi 

1. Yan11ma ve kayarak yans1ma 
(Kaym11 simetri) 

A ve A' gibi iki noktay1 birle~tiren AA' do~ru parca-
1mm orta dikmesi l do~rusu ise A' ye A nm simetrfai 
(yans1~ gorilntflsil) ve l dogrusuna da i;imetri ekseni de
nir. Eter A' ooktas1 A nm l ye iOre simetri~i ise kar~1t 
olarak A noktas1 da A' niln aym eksene gore simetri~i

dir. (~ekil 34 a ve b) 

l 

l 

a b 

~ekll 84 

Herhangi bir dogrunun bir l do~rusuna gore simetri~i 
gene bir do~ru ; ekseni bir 0 noktasmda kesen bir do~ru
nun simetrigi aym noktadan gecen bir dogru ve eksene 
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paralel bir do~runun simetriRi kendisine paraiel bir do~ru
dur. Bunua gibi, bir cemberin simetrigi keadisine e~ blr 
cemberdir. 

m n' 

a 

~kll 35 

Bunu isbat etmek icln mesell her AB do~ru parcaamm 
kendi simetriRi olaa A' B' ye e~ oldu~unu gostermek kii.
fidir. Boylece mesela (~ekil 36 a) ya bakllacak olursa 
AB = PQ=A'B'; 36b ve 36c ye gore de AB=A'B' 

t:. t:. t:. t:. 
elde edilir. QUnkil AOP=A'OP, BOQ = B'OQ ve bu se
beple OA = OA' ve OB =OB' dilr. Bundan ~u sonuca va
r1hr : Bir O noktasmdao r kadar uzakta olan noktalarm 
simetriklerinin geometrik yeri, 0 nun simetrl~i olan O' nok
tas1 merkez ve r yar1 cap olmak Qzere bir cemberdlr. 

I I 
'----' 
A' B' 

a 

~ekil 86 

A B' 

lt>o<zjQ : Q I 

A' B 

c 
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25. (a) Bir MN dogrusu ve bu dogrunun aym tarafmda 
A ve B gibi iki nokta verilmi~ olsun. MN uzerinde oyle 
bir X noktas1 bulunuz ki AX ve BX dogrular1 MN ile 

---- ----AX.JI= BX N ~artma uygun ac;llar yapsm. 

(b) Bir .ll N dogrusu ve bu dogruoun aym tarafmda 
Si ve S2 gibi iki <;ember verilmi~ olsun. MN 11zerinde oyle 
bir X noktas1 bulunuz ki bu noktadan birinci c;embere c;i
zilen tegetlerden birinio MN ile yapbg1 ac;1 aym noktadan 
ikinci c;embere c;izilen tegetlerden birinin MN ile yapbg1 
ac;1ya e~it olsun. 

(C) Bir MN dogrusu ve bu dogruoun aym tarafmda 
A ve B gibi iki nokta verilmi~ olsun. MN tlzerinde oyle 
X noktaR1 bulunuz ki AX ve BX dogru parcalarmdan biri
oin MN ile yaphR1 ac;1 di~erloin ayo1 dogru ile yapb~1 ac;1-

.,-_ ...--...... 
010 iki kah olsun (AXM = 2 BXN). 

M x " 
~ekil Si 

26. (a) Ay01 ooktadan gec;en li, 12 ve 13 gibi Uc; dogru 
ile buolardan biri tlzeriode bir A noktas1 verilmi~ olsuo. 
Ac;1 ortaylar1 11 , 12 , 13 olan bir Uc;geo c;izioiz. 

(b) Bir S c;emberi ve bu c;emberin merkeziodeo gec;en 
Li, lz, 18 gibi Uc; dogru verilmi~ olsuo. Ko~eleri bu dogru
lar iizerinde buluoao ve ic; ~emberi S olao bir ABC iic;ge
oini c;iziniz. 

(c) Aym noktadao gec;en Li, 12 , 13 gibi Uc; dogru ve 
bunlardao blri iizerinde bir A1 ooktas1 veriliyor. Ai ooktas1 
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BC kenarmm orta noktas1 ve 11 , 19 , / 8 do~rular1 ii~genin 
kenarlarmm orta dikmeleri olacak ~ekilde bir ABC il~ge
genini ciziniz. 

27. (a) Bir ilc;genin AB tabam, bu kenara ait yiiksek
ligi ve taban ac;1larm10 fark1 olan ; verilmi~ iken iicgeoi 
ciziniz. 

(b) Bir Ucgenin iki keoar1 ve bu kenarlarm Oc;iioctt 
kenarla yapt1~1 ac;1larm fark1 verilmi~ iken ilc;geni c;izioiz. 

28. Bir /II ON ac1s1 ve A ve B gibi iki noktu verilmii;i 
olsun. OM ilzerinde oyle bir X noktas1 bulunuz ki Y ve Z 
noktalar1 s1ras1 ile XA ve XB oin ON ile kesim noktalar1 
oldu~una gore, XYZ ttc;geni Xr = XZ olacak i;iekilde ikiz
kenar olsun. 

~ekil 88 

29. (a) Kenarlarmm uzuoluklar1 verilen oyle bir dort
gen c;izioiz ki bu dortgeoin AC ko~egeni A a~1s1nm ac;1 or
tay1 olsun. 

(b) AB ve AD kenarlar1 ile B ve D deki nc1lar1 veri· 
len bir te~etler dortgenini c;iziniz. 

30. (a) Bir bilardo topu bir do~ru ttzeriode hareketle 
bilardo masasmm bir kenarma c;arp1yor ve ba~ka bir do~ru 
Uzeriode yans1yarak donfiyor. Her iki dogrunun masamn 
carp1lan kenar1 ile e~it acdar yaptig1 da ayr1ca bilioiyor. 



A ve B noktalar1, kenarlar1 11 , 12 , ls .• . . , ln olan n kenarh 
bilardo masanm ilrl noktas1 olsun. A noktasmda bulunan 
topun ard1~1k n carpmadan sonra B den gecmesi icin ilk 
do~rultu ne olmahd1r? (n = 3 hali icin oekil 39 a bak). 

$ekil 39 

(b) n in 4 oldugu, 11 , 12 , 18 , l, tln bir dikdortgen mey
dana getirdi~i ve B nin A ile cakleb~1 farzediliyor. Bu tak
dirde bilardo topunun ald1g1 blltnn yolun dikdortgeoin ko
eegenlerl toplamma eeit oldu~unu isbat ediniz. (Yani bu 
netice A nm masa ttzerindeki yerine ba~h degildir.) $ayet 
top son <iurum olan A da durmazsa dik-dortgenin btttiln ke
narlart ttzerinde aym eekilde bir defa daha yans1yarak ni
hayet A d11 duraca~m1 isbat ediniz. 

31. (a) Bir l dogrusu ve bu do~runun ay01 tarafmda 
A ve B gibi iki nokta verilmi~ olsun. l ilzerinde oyle bir 
X noktas1 bulunuz ki XA + XB =a olsun. (a verilen bir 
uzunluktur.) 

<b) Bir l do~rusu ve bu dogrunun ayr1 taraflarmdu A 
ve B gibi iki nokta verilmie olsun. Do~ru Uzerinde oyle bir 
X noktas1 bulunuz ki XA - XB =a olsun. (a verilen bir 
uzunluktur). 

Not: 39 uncu problemin b ve a k1s1mlari 2t> nc1 prob
lemin a ve c k1s1mlarmm genelleomio oeklidir. 



32, (a) Bir ABC Ucgeoi ve bu Ucgenin yilkseklikleri
nin kesim noktas1 olan H noktas1 goz oniine ahmyor, H m 
kenarlara gore simetriklerinio ilcgeoin cevrel cemberi ilze
riode bulundu~unu isbat ediniz. 

(b) Bir ticgenin ortosantrrnm kenarlara gore simetrik
leri olan H 1 , H2 ve H1 verildi~ine gore bu Ucgeni clzioiz. 

33, A, noktas1 A 1A2A8 Ucgeninin ortosantr1 olacak ~e
kilde dUzlemin At , A 2 , Aa, A, gibi do rt noktas1 verilmi~ 
olsuo. A 1A1A8 , A1A2A,, A1A3A, , A:A3A, Ucgenlerlnin cev
rel cemberleri smts1 ile S,, S8 , S 1 ve S1 ve bu cemberlerin 
merket:lerl O, , 0 8 , O! , 0 1 oldu~una gore: 

Seidl j() 



(a) A 1 noktas1 A2AsA, Ucgeninin, Ai noktas1 A,A3A, 
Ucgeninin ve A3 noktasa A 1A2A4 Ucgeoinin ortosantrhm ol
duguou isbat ediniz. 

(b) S1 , S2 , S3 ve S4 cemberlerinin birbirine ei;it ol
du(tunu gosteriniz. 

(c) 0 10 20 80, dortgeoi A1A 2A3A, dortgeninden bir 0 
noktas1 etrafmda yap1lacak bir yaruu donmeden elde edile
bilir. Ba11ka bir deyim ile eger A1 , A2 , A3 ,A, noktalarm
dan berbiri di~er ilcil tarafmdan meydana gelen ttcgenin 
ortosantra ise bu noktalardnn berbirini diger Ucilniln teekil 
ettiRi Ucgenin cevrel cemberinin merkezine blrle11tiren ttc 
do~ru parcasa aynt 0 noktasmdan gecerler ve yar1 donme 
merkezi olan bu 0 noktas1 u;; dotru parcas1mn da ortas1-
dir, isbat ediniz. 

34. A1 , Ai, Aa, A, noktalar1 bir S cemberl Uzeriode 
dort nokta olsun. A 1A2A1 , A1AiA,, A1A8A, ve A2A1A, nc
ienlerintn ortosantrlar1 s1ras1 iJe H,, Ha, H2 ve H1 oldu
~una glSre lsbat edlniz Id: 

(a) H1H2H3H, dortgeni A 1A2AaA, dortgeninden bir ya
r1m doome ile elde edilebllir. Dlter bir deyim Ile A1 , A,, 
A,, A, noktalar1 aym cember tlzerlnda bulunur ve bu nok
talardan her birlni dlRer Ucil tarafmdan te11kil edilen Ocge
nin ortosantr1oa birlei;tiren dort doRru parcas1 bir noktadan 
gecerler ve donme merkezi olan bu nokta dort doRru par
casmm da ortas1d1r. (~ekil 41 e bak) 

(b) H3, H,, A,, A!; H2, H,, A1. A3 ; H2 , Ha, A2 , A.; 
H2 , H, , A2, Aa; H, , Hs , A2 , A,; H, , H2 , Aa , A, ve H1 , 

H 2 , H3 , H, noktalar1 yardum He te~kil edilen 7 dortgenin 
her biri bir cember ic;ioe i.;izilebilir ve biltiln bu cemberler 
s cemberine 0!1ittir. 

35. lkiden fazla simetri ekseni bulunan bir poligonun 
btltiln eksenlerinin aym noktadan gectigini isbat ediniz. 



Bir A noktasmm bir l do~rultusuna gore simetriki Ai 

i;lekil 41 

olsun. Ai in l do~rultusunda ve a kadar otelenmesinden 
elde edilen noktaya A' diyelim. (~ekil 42 a ve b ye bak) 

Bu takdirde A' ye A mn l ekseni boyunca a kadar 
otelenmi~ simetriki veya kaymI~ goriintiisii ad1 verilir. 
Ba~ka bir deyimle bir otelenmi~ simetri, bir l dogrusuna gore 
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simetri ile I dolrultusunda bir otelemenin toplamrdrr. (Bu top
lamda siranm ooemi yoktur. ~ekil 42 a dan buou kolayca 
gorilriiz. Zira A dao evvela A 2 yi a kndar bir oteleme ile 
elde etmek ve oodan sonra At nin l ye gore simetrikini 
bularak ayni A' noktasma gelmek milmkilodtir.) 

~l 
~ I 

a b 

$ekil ~2 

Bir F ,eklinin bCHilo noktalarmm otelenmit simetrikle
rinden meydana gelecek F' eekli F Din otelenmie simetri
kidir (~ekil ~2-b). Kare1t olarak F eekli F' den l ye gore 
bir simetri ile l dogrultusunda ters yonde bir otelemenin 
toplammdan elde edilebilir. 

36. Bir l dogrusu, bu dogrunun aym tarafmda A ve 
B gibi iki nokta ve bir a dogru parc;as1 veriliyor. l dogrusu 
ilzerinde a ya eeit oyle bir x y dogru parc;as1 bulunuz Id 
AXYB yolu mtlmkiln olan en losa yol olsun. 

$ekil 27 a 
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37. (a) AB, CD kenarlar1 ile AD+ BC ve A koeesi-- -nin CD ye olan d uzakh~1 verilen ve C = D earhm sa~-
layan bir ABCD dortgenini ciziniz. 

(b) AB, CD keoarlar1 ile AD + BC ve A ve B ko~e
lerinin CD ye olan d1 ve d2 uzakhklar1 bilioen bir dortgeni 
ciziniz. 

~imdi simetrilerio toplam1 ile ilirili a~ag1daki teorileri 
ispat edelim. 

Teorem - 1 : Agni dolruya gore ard111k iki simetrinin 
toplamt bir ozde,Liktir. 

Hakikaten I do~rusuna gore bir simetri A y1 A' (~ekil -
34 a ya bk) ye ve ayn1 do~ruya gore ikinci bir simetri A' 
ytt A ya ~otOrUr. K1aaca A nok:tasmm durumu bu hareket 
soounda degi~mez. Bu teorem (Joyle de ifade edilebilir: Aym 
do~ruya gore iki simetri birbirini gotririlr. 

Teorem - 2 : Para/el dolrulara gore iki simetrinin top
lami, hu iki para/el araszndaki uzaklzgzn iki katzna e,it ve pa
ralellere dik dotrultuda bir otelemedir. 

Dilzlemin berhangi bir noktas1 A, bu noktamo lie gore 
simetriki Ai ve A1 in 11 e paralel 12 ye gore simetriki A' 
olsun. 

I 
I 

Q~A' 
l, 

~A, 
I 

p I 
~A 

l, 

m• 

Sekll 44 a 

Bu takdirde 11 .L AAi, /2 .l. A2A' ve bu sebeple A ve 
Ai noktalar1 Ue A' noktas1 li ve /2 ye dlk aym m do~rusu . 
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ilzerinde bulunurlar. m nin 11 ve 12 ile kesim noktalar1 P 
ve Q ise PA1 =AP ve QA'=A1Q olur. Ote yandan ~ekil 
44-a ya gore: 

AA'=AP+PA1+A1Q+QA'=2PA1+2A1Q=2PQ 
elde edilir Birinci teorern ikiacinin PQ = 0 ozel ha linden 
bn~ka bir ~ey de~ildir. 

Teorem - 3: Kesi~en iki do~ruya gore iki simetrlnin 
toplatnJ, donme merkezi bu do~rularm kesim !loktas1 ve 
doome ac;1s1 bu doRrular arasmdaki ac;1010 iki kall kadar 
olan bir doomedir. 

Diizlemin herbaogi bir noktas1 A, A nm 11 e gore si
metriki A1 ve A 1 in 12 ye gore simetriki A' ve 11 , 12 doRru
larmm kesim noktas1 O olsuo. 

I, 

I 
\ 

I \ 

' I I 
' I Q \ 
A~ - -.liA' 

I 

t, 

~ekU 44 b 

AA1 ve A1A' nun 11 ve 12 ile kesim noktalar1 s1ras1yla 
A A A A 

P ve Q ise AOP~ A10P ve A10Q'-"" AOQ bulunur. Bunun 

neticesi olarak da OA = OA1 = OA' ve AoP = 'PQ'A
1 

, 

A:OQ = QOA· elde edilir. Bu da: 
............... .......-.... .......-.... .......-.... .......-.... .......-.... 
AOA' = AOP + POA1 + A10Q + QOA' = 2 POA1 + ...,,....... .---..... 

2 A10Q = 2 POQ yil verir. Boylece OA = OA' ve 
............... ............... 
AOA' = 2 POQ olduRu bulunmul) olur. 
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lkinci ve U~ilncU teoremler iki donmenin veya bir don
me ile bir otelemenin toplaml iJe ilglli teoremleri kolayca 
lspatlamaya yarar. 

Mesela 0 1 ve 0 2 merkezli • ve p kadar iki doBIDenio 
toplam1mn buluomas1 istenmil} olsuo. Ocilnctt teoreme gore 
ilk doomenin yerine 11 ve 0 10 2 ye gore iki simetrioin top
lam1 ahnabilir. Burada 11 do~rusu 0 1 dea ge~mekte ve 

i;0';02 = ~ <2 dir. Aym l}ekilde ikioci donmenin yerioe, 12 

do~rusu 0 2 den ge~en bir do~ru olm8k Uzere, 0 10 2 ve 12 

ye gore iki simetrioin toplamm1 8lmak mUmkUndttr. Bu 
............... 1 

takdirde de 0 10.Jz = 2 p dir. 

a 

$ekil 45 

b 

Boylece ikl donmeoin toplam1 11 , 0 10 2 , 0 10 2 ve 12 ye 
&ore dort sknetrinin toplam1 halioe kooabillr. Aocak bu 
dort simetriden ikincisi ile UcUocUsU blrblrini birinci teorem 
gere~ioce yok eder. Boylece 11 , 0 102' 0 10 2 ve 0 2 ye gore 
dort simetrinio toplam101 11 ve 12 oin kesim DOktas1 0 ise 
ikioci teoreme gore bu iki simetrloio toplam1 merkezi 0 
ve donme 8~1s1 211002 ol8o bir donmedir. ~ekil 45-8 dao 

............... ............... 
211010 2 =ex , ve 2 0 10J2 = p oldu~u kolayc8 gorUlebilir. 
(11002 8~1s1 Q10 10 U~geninin mis 8~1s1dir.) 

F. ' 
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E~er 11 ve l 2 dogrular1 paralel ise (Seki! 46-b den ko-...-... ...-.... 
layca goriilUr ki bu hal 110 10 2 + 0 10.J2 = 180° yani 
« + p = 360° olunca m'llmkttndttr) bu takdirde ikinci teore· 
me gore 11 ve 12 ye gore iki simetrinin toplam1 bir <Heleme 
olur. 

~imdi NN' do~rultusunda a kadar bir oteleme ile bir 
0 merkezi etrafmda 11 kadar bir donmenin topla1m01 bula
hm. Burada verilen oteleme yerine 0 dan gecen ve NN' 
ye dik olan bir l do~rusu ile bu dogrudan a/2 kadar mesa
fede gene NN' ye dik bir 11 do~ruiuna gore iki simetrinin 
toplam101 alabiliriz. (~ekil 46 a) 

ll 

a 

... ., t ~ r . --,----··----+--

z, 
b 

~kll '6 

O etrafmdald donmeyl de I ye gore bir slmetrl Ile l~ 
ye gore bir slmetrinin toplam1 haline koyablllrlz. Barada 

12 do~rusu 0 dan gecen ve 1012 = ; tarhm saahyan bir 

do~rudur. Boylece bir oteleme ile bir donmentn toplamt 11 , 

I ve 12 gibi dort do~ruya gore dort stmetrtnin toplamma 
cevrilmi~ olur. Bu dort simetriden ortadaki ikisi birinci 
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teoreme gore birbirini yokeder. Sonuc olarak /1 ve /2 ye 
gore iki simetri kahr ve bu da Uciincii teoreme gore /1 ile 

_.-..... -12 nin kesi$tigi 0 1 noktas1 etrafmda 2 . 110 112 = 2 . l 012 ::cc:: i:t 

degerinde bir donmedir. 

Benzer surette O etrafmda a kadar bir donme ile NN' 
dogrultusunda a kadar bir Otelemenin toplamt aym IX aclSl 
degerinde bir doomedir. Bu donmenin 0 1 merkezini bulmak 

icin 0 dun l .L NN' ve l;Ji = ~ ~arthmna uygun l ve /1 

dogrular1 ge<;irilir. Bundan sonra da l den a/2 kadar uzak
llkta l ye paralel bir /2 dogrusu <;izilir. / 1 ile /2 nin kesi~
tiki nokta aranun 0 1 noktas1dir. (~ekil 46 b) 

Teorem 4. Paralel uc dogruya veya bir noktada kesi
~en ii<; dogruya gore ahnan simetrilerio toplam1 tek bir 
do~ruya gore bir simetridir. 

rA' z·-----1 ____ _ 
I l3 
~ A2 
I l l -------tA: ______ 1 

I 

----~---w.· ---------l, 

a 

b 

~ekil 47 
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Once /1 , / 1 ve /8 fin paralel olduklarm1 farzedelim. (~e
ldl 47 a) 

tkinci teoreme gore / 1 ve /2 ye gore iki simetrinin top
lam1 bu iki dogruya dik dogrultuda ve paraleller arasmdaki 
uzakhgm iki katma e~it bir otelemedir. Bu oteleme /1 ve 12 
ye ayru uzakhkta paralel l ve l' gibi iki dogruya gore ah
nacak iki simetrioio toplamiyla aym sonucu verir. ~imdi l' 
nttn bir la po~rusu ile cak11~hgm1 farzederek uc simetrinin 
toplam1 yerioe l, l' ve la dogrularma gore simetriler topla
m1w alabm. Birioci teoreme gore bu simetrilerdeo son ikisi 
birbirini yokeder ve elde lye gore bir simetri kabr. 

~imdi de 11 , 12 ve /3 bir 0 noktas1oda kesi~tiklerini far
zedelim. (~ekil 47 b) Ocflncfl teoreme gore /1 ve /2 ye gore 

.....--
iki simetrinin toplam1 O etrafmda 2. /10/2 ye e~it bir don-
medir ve bu doome l ve 13 e gore iki simetrinin toplam1 ile - -caki~1khr. Burada l do~rusu 0 dan gecen ve 1013 = l 10l2 

~arhm saglayau bir do~rudur. ~u halde /1 , / 2 ve 18 e gore 
simetriler toplam1 l, 13 ve /8 e gore simetriler toplamma ve
ya sadece lye gore simetriye (cflnkfl son iki simetri birbi
rini gotiiriir) e~ittir. 

Teorem 5. Ocfl aym noktadan gecmiyen ve iki~er iki~er 
kesi~en Uc dogruya gore simetrilerin toplamI bir kaym1~ si
metridir. 

11 ve /2 dogrular1 0 da kesi~en iki dogru olsun (~ekil 48 a) 

Bu takdirde 11 ve /2 ye gore simetrlnin toplam1 O et--rafmda 2 · 11 0/2 de~eriode bir donmedir (Teorem 3 e bak). 
0 halde bu iki simetrioin toplam1 yerine gene 0 da kesi
~en ve /1 ve /2 do~rular1 arasmdaki ac1ya e~it bir act ya
pan /1' ve /2' gibi herhangi iki dogruya gore iki simetrinio 
toplamm1 alabiliriz. Buoun icin de /2' yii 12' J. /3 olacak ~e

kilde ve verilen ilk ttc dogruya gore simetrilerin toplam1m 
da /1', 12' ve /3 e gore simetrilerin toplamI olarak veya 
ba~ka bir ifadeyle Ii' ye gore bir simetri ile z,: ve /8 Un 
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kesietigi 0 1 noktas1 etrahnda bir yar1 doomenin toplalDl 
balinde dttoilnebilirlz. 

a 

l, 

--l' 0 l 
I 

b 

~ekil f.8 

~imdi birbirine dik 12' ve l, e g<Sre simetrilerin topla
m101 gene 0 1 de kesieen ve birbirine dik olan l.,'' ve 11' 

do~rular10a gore iki simetrinin toplamt baline koyahm. 
Barada 12" ,'/ 11' (~ekil 48 b) dilr ve 12" ve l' 8 ye gore simet
rllerin toplam1 blr yar1 donme oldu~undan bu donOetlm 
milmkOndUr. Bu takdirde 11', 11' ve 18 e gore simetrilerln 
toplam1 yerine 11', 12" ve la' ye gore simetrilerin toplam1 
almabilir. Fakat ikinci teoreme gore paralel 11' ve l,." dog
rularma gore iki simetri yerioe bu iki dogruya dik 18' dog
rultusunda bir oteleme nhollbilir. ~u halde 11', l,." ve l/ ye 
gore ahnacak simetriler toplam1, 13' dogrultusuoda bir <Ste
leme ile gene bu dogruya gore bir simetrinio toplam10a 
yaoi kaynn~ bir simetriye e~ittir. 

11 ile /2 paralel olduklar1 ve 12 ile 13 do~rulur1 bir 0 
noktas1nda kesietikleri tnkdirde ispat tamamen ayDJ eekilde 
yap1hr. (Bu takdirde ilk i~ /2 ve 13 e gore simetrioin topla
m101 aym O noktas10da kesieen ve 12' ..111 earhm saglaya
cak 11' ve 18' dogrularma gore simetrilerin toplam10a ~evir
mek, sonra da 11 ve 11' ye gore simetrilerin toplamm1 0 1 



da kesieen ve 12" = 18' ozellig-indeki blrbirine dik Ii' ve 12" 

doRrularma gore slmetrilerin toplamma donileUlrmek la
z1md1r.) 

lkinci teoremden beeinci teoremin sonuna kadar elde 
ettigimiz neticelerden eu genel teoreme var1hr: 

Qift say1daki simetrilerin toplam1 bir donme veya bir 
~teleme; tek say1daki simetrilerin toplam1 bir sirnetri veya 
kaynue simetridir. 

Hakikaten 'i(ift say1daki simetrilerin toplam1 yerine ikin
ci ve tl'i(Uncil teoremlere gore bir taknn donme ve oteleme
lerin toplam1 ahoabilir. Fakat herhaogi bir say1daki donme 
ve otelemeler toplaml gene bir doome ve otelemedir. 

Ote yaodan 'i(ift say1daki simetrilerin toplam1 bir donme 
veya bir oteleme olduRundao tek say1daki isimetrilerin top
lanu bir doome veya 6teleme ile bir simetrinin toplamma 
donileturlllebilir. lkinci ve Ucilncil teoremlere gore de bir 
.tonme veya bir oteleme yerine iki simetrinin toplamm1 al
mak milmkilndilr. Boylece tek say1da simetriler toplam1 · 
kullantlabileceRi gorillnr. Bu netice 4 ncil ve 5 inci teorem
lerden c;1kar1labilir. 

~unu da ila ve edelim kl cm say1da simetrilerln toplam1, 
genel olarak, bir donmedir. Toplamm bir otelemeye mftncer 
olmas1 hali istisnai bir durumdur. (11 ve 12 dojtrularma gore 
ahnan iki simetrinin toplam1 ancak 11//12 6zel halinde bir 
otelemedir. e1 ve fJ dejterindeki iki doomenin toplam1 da an
cak !X + fJ = 350· ozel halinde bir otelemedir.) Benzer Suret
te muhakeme edilerek tek say1da simetrilerio toplam1 genel 
olarak bir kaynu~ simetridir. Burada tek say1daki simetri
ler toplam1 bir simetrideo ibaret kalm11s1 hali hitisnai hal 
kabul edilmelidir. (Mesela 11 , 12 , / 3 gibi U'i( dogruya gore si· 
metriler toplam1 ancak bu Uc; dog-ruoun birbirine parulel veya 
ilcttniin aym noktadan gecmesi halinde bir simetri olabilir.) 

Simetri veya kaym1~ simetri, dilzlemio bir A noktas1m 
yeni bir A' noktasma gotttren transformasyonlard1r. Gerek 
simetri ve gerekse kaym1e simetri ayr1 ayr1 hirer izometri-
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den ba~ka bir eey de~ildir. Bir l dolrusuna gore simetrinin 
sabit noktalar1 bu eksen tizerindeki noktalar oldulu gibi bir si
metride sabit olan dogrular da gene l dogrusunun kendisi veya 
buna dik olan dogrulardir. Kaymi1 simetrinin yegane sabit dog· 
rusu eksen olan l dir. Kaym11 simetride as/a sabit nokta ba
lunmaz. 

38. Bir l~lk 1em1 do~ru ~eklindeki bir aynaya carphktan 
sonra gelme ac1s1 yansuna ac1sma eeit olacak eekilde yan-
81yor. ~imdi aralarmda o: derecelik bir ac1 bulunan do~ru 
eeklinde iki ayoa alahm. n bir tam say1 oldu~uoa gore is-

bat ediniz ki e~er ci = 90 ise (ve ancak bu takdirde) her 
n 

iki aynada ard1e1k yans1malara u~r1yan bu 1e1n ilk do~rul
tusuoa paralel ve ters yonde olmak (lzere aynadan c1kar. 
(n = 1 ve a = 90 icin eekil 49 a ya ve n = 2ac = 45 icin de 
oekil 49 b ye bak.) 

Q 

s 

p p R 
a b 

~kil 49 

39. Bir dtlzlem icinde [1 , 12 , •••• , ln gibi n do~ru ve
riliyor. A1A2 • • • An cokgenini o oekilde ciziniz ki: (a) yu
kardaki do~rular n kenarhrun kenar orta dikmeleri olsun. 
(b) verilen do~rular bu cokgenin ko~e ac1lannm it; veya d10 
ortaylar1 olsun. (~ekil 50 a ve b ye bak) 



66 

n nin tek veya c;ift oldu~una gore problemi inceleyiniz 
ve hangi halde c;ozflmttn mttmkttn olm1yacag1m ve hangl 
halde de c;evabm belirsiz olacagm1 bulunuz. 

A, --/ ---- l1 , 
/ 

l&" ........ 
,_,. ..... ,, 

A, ,,, .... "" Ai ........ ...... 
' ....... 
' i. ' A, A,, ' \ ' ' \ ' '''· ''· 

~ekil 50 

40. Bir dttzlem ic;inde bir M noktas1 ve 12 , 11 , • ••• , ln 
gibi n-1 dogru veriliyor. Oyle bir A1A2 ••• An c;okgeni (n gen) 
c;iziniz ki : 

(a) A1A2 kenarmm ortas1 M noktas1 ve diger kenarla
rmm orta dikmeleri 12 , ls, .••• , l,. dogrular1 olsun. 

(b) A1 a~1s1 verilen bir a degerinde olsun ve bu ac;1mn 
ortay1 M den gec;sin ve diger ac;tlarm ortaylar1 da /2 , ls, •• In 
ile c;ak1~s10. 

41. Verilen bir c;ember ic;ine oyle bir n kenarh c;izioiz ki: 

(a) Bu n kenarbmn kenarlar1 verilen n dogruya para. 
lei olsun. 

(b) A1An kenar1 verilen bir noktadan gec;sin ve diger 
kenarlar verilen n-1 dogruya paralel olsun. 

42. (a) Bir noktadan gec;en ve flc;fl bir dilzlemde bulu
nan 11 , / 2 , / 1 gibi tlc; dogru verilmi~ olsun. DOzlemin her-
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hanglbir A noktasmm 11 e gore slmetrlkl olan A 1 ahmyor. 
Sonra A 1 in 12 ye gore A2 simetriki ve nihayet A2 nin la e 
gore Aa simetrlki i;lziliyor. Bu A8 noktasmm verilen do~ru
lara gore aym sirs dahillnde simetriklerl ahnarak As nok
tas1 elde ediliyor. Son As noktasmm A Ile ~ak1eti~n1 gos
teriniz. (~ekil 51 a) 

b 

~ekil 51 

Oi; do~ru yerine bir noktadan gei;en n do~ru verilmesi 
halinde bu problemin sonucu bu eekilde kahr m1? (Bu tak
dirde 6 simetri yerioe 2 n simetri bahis konusudur). 

(b) Bir dttzlem i~inde bulunan ve ilcil bir noktadan 
gei;en 11 , 12 , la do~rulan veriliyor. Dttzlamin herbaogi bir 
A noktasmm 11 e gore sfmetrijti A1 , A1 in 12 ye g<Sre sl
metri1tl A2 ve A2 nin 13 e gore simetri~i As olsun. lsbat 
edioiz ki bu simetride 11 , 12 , ls s1ras1 yerioe ls, 12 , 11 siras1 
takip edillrse gene aym A8 noktas1 bulunur. 

(c) Bir dttzlem ii;inde bulunan ve d<SrdO blr noktadan 
gei;en 11 , 12 , 18 , l, do~rular1 verfllyor. DOzlemin herbangl 
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bir A noktasm10 bu do~rulara gore evveta 42. (a) daki sira 
takip edilerek sonra ayn1 noktamn /3 , l,, li, 12 s1ras1 takip 
edilerek simetrikleri al101yor. Her iki s1ra sonuoda aym A, 
noktas101n elde edilecegini ispat ediniz. (~ekil 51 b) 

43. (a) Bir ABC Ucgeninin AB, BC, CA kenarlar1 iize
rinde s1ras1yla 3!, N, P noktalar1l ahmyor. CM, AN, BP 
do~rularrnm C, A, B a~1lar10m ortaylarma gore simetrikle
ri CM', AN', BP' olsun. CM, AN, BP dogrular1 bir nokta
da kesi~irlerse (veya birbirine paralel ise) CM', AN', BP' 
dogrular1 da bir noktada kesi~irler (veya birbirine paralel 
olurlar). (~ekil 52 a) 

c 
c 

A M M' B 

• 
~ekil 52 

(b) Bir ABC U~geninin AB, BC, CA kenarlar1 Uzerinde 
s1ras1yla M, N, P noktalar1 ahmyor: Bu noktalarm Uzerin
de bulunduklar1 kenarlarm ortalarma gore simetrikleri M

1
, 

N1 , Pi olsoo. M, N, P noktalarmdan AB, BC, CA ya c;izi
len dikmeler bir noktadan gecerse .JJ 1 , Ni , P1 den aym dog
rnlara cizilen dikmeler de bir noktadan gecer. (~ekil 52 b). 

44. li , 12, 13 bir diizlemin herhangi ttc do~rusu ol-
sun. 
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DOzlemin bir A noktas1010, slJ'a takip edilmek ilzere, 
bu dogrulara glSre iki defa simetrikleri elde ediliyor. 6 si
metri souunda bulunan A6 noktasmm bu defa 12 , 18 , 11 s1-
ras1 takip edilerek iki defa simetrikleri aho1yor. Buodao 
sonra ilk A noktas1nm 12 , 11, / 1 s1ras1yla iki def a Aimetrik
leri ciziliyor. Bu 6 simetriden elde edileo nokta A6' olsuo. 
As noktasmm 11 , 12, 13 dogrularma gore ve ay01 sua takip 
edilerek iki defa simetrikleri cizilirse 12 nci simetri netice· 
sinin her iki s1ra sonunda aym A 12 noktas1 oldu~unu isbat 
~diniz. 

2. Dotrudan dotruya veya ters olarak et 1ekiller. 

Diizlem izometrioio ~qitleri. 

Klzelyof'un Elemanter Geometri kitabmdakl tarife g6re 
uzayda lki ~ekilden biri bir hareket sonunda Ji~eriyle ca
kiotmlabiline bunlara eo oekiller denir. Bu tarif Ktzelyof 
un ~eometri kitabmda biltOn konularda esas tutulmUtJtur. 
Gerci tarif dt1zlem geometri derslerinin baolang1c10da ottpbe II 

uyand1rabllecek bir niteliktedir. Zira dOzlem geometri, bir 
<Hlzlem icindeki tiekillerio ozelliklerini inceler. Halbuki eo 
fekiller tarifi uzayda bareket eden oekiller icindir. ~u hal-
de esas tarifio dUz.lem geometri ile hlcbir ilgisi olmay1p 1: 
uzay gemetri ile Ugilidir. Buna gore dOzlemde eti ikl tiekil 
deyince, u1.ayda degil, dilzlem tcinde bir hareketle birbirle-
riyle cak1oan t1ekilleri aobyacatJz. Boyle bir tarifde uzay 
geometri fikri bulunm1yacakbr. Fakat eo oeklllerin bu ta-
rifi de esas tarife tam olarak uymamaktadir. 

Hakikatte dilzlemde e~ oekil ~Mtleri lki tiptir. E~ iki oe
kilden birinl icinde bulundugu dilzlemden aymnaks1zm di
~eriyle cak1ohrabiliriz (~ekil 53 a daki F ve F1 oekilleri 0 
~trafmda bir donmeden sonra birbiriyle cak1otmlabilirler.) 

Ii 
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a b 

F' ve F
1
' eeJrlllerl lse buolardan blri dtlzlemlnden ayr1-

larak altt1st edlldikten ve 0 ebafmda d5ndt1rtllt1p Fn' duru
muoa getirlldikten sonra blr slmetri sonunda F' i lle cakleb
nhrlar. (eekil 53 bye bak). Fi' nttn dttzlem bir bareket so
nunda F' ile c;alnt1hr1lmas1 mttmkiln detlldir. Hakikaten F1' 

eekllnln A1', Bi', C1' gibl 11c; noktasm1 ve F' 9eklinde bun
larm karo1tlan olan A', B', C' noktalarm1dOottnelim. A'B'C 
ve Ai' 8 1'C1' ttc;genJerine ters yonltt Uc;genJer denmektedir. 
A'B'C' Uc;geninde A' dan B' ye ve B' den C' ye olan bare
ket y5oU saat lbrelerinin bareket y5nl1dttr. Halbuki Ai' Bi'C1' 

ttc;geoinde A1' dan 8 1' ye ve 8 1' den C1' bareket yonU saat 
tbrelerlnin bareket yonUnUn terPidir. Fi' eekllnin dUzlemi 
ic;indekl berbangl bir bareket sonunda Ai' Bi' Ci' Oc;genloin 
y6nUniln de~ieemiyeceRinin aoikar olduRu clbetle bu Uc;geol 
A' B'C' Uc;geniyle dOzlern bir bareket sonunda c;ak1ohrama
y1z. Fakat Fi' eeklloi blr kenar1 etrafmda katlarsak bunun 
tc;in de Fi' nttn bir l dotrusuna g5re simetriki olan F1' yU 
elde ederek bunu kullanmak mUmkUndUr, bu takdirde £1' 

yU dttzlem ic;lndeki bir bareket sonunda F' Ile cak1etirmak 
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gttc olmaz. 0 zaman 0 etrafmda blr d6nme hareketi k!fi
dir. (~ekil 63 bye bak.) 

DUzlem bir hareketle c;akl(!an e~ ~ekillere dokrudan dot
ruya e~ oekiller; tamamen dftzlem bir hareketle c;ak1~am1-

yan ee eekillere de ters olarak eo 11ekiller denir. Buraya ka· 
dar verilen bilgiden F ve F' gibi iki eeklin hangi oartlarla 
dokrudan dotruya ve hangi 11artlarla ters e~ oeklller oldu
auna karar vermek miimkUndilr: F In A, 8, C gibi nc nok
tas101 ve F' de bunlarm kar11lhklari olan A', B', C' nokta
larm1 almak ve ABC ve A' B'C' Oc;genlerinin yonlerinin ay
oi veya ters olduklarim ara~tirmak kiifidir. Ee oekillerin 
do~rudan dotruya veya ters eo ~ekiller olmas1nin onemi ol
mad1k1 hallerde bu tabirleri kullanmadan iki oekle sadece 
~11 oektller dlyeceglz. 

Boylece iki geometrik ~ekilden biri tamamen bir dftzlem 
hareket sonunda digeriyle c;akletmlabilirse bunlara dogru
dan dotruya e~ eekiller ad1 verilir. ~imdi tki mtthim teorem 
ispat edelim. 

Teorem 1. Bir dUzlemin dogrudan dogruya e~ ikl tekli 
blr donme veya bir oteleme yardtmiyla blrbiriyle c;ak1lJhrt
labillr. 

A' 

/ 
/ 

A B 

a 

/ 
/ 

/ 

B' 

" 

b 

~eldl 54 

Evvela ayni dttzlemde AB ve A' B' gibi lid eoit dogru 
Parcasmm blr donme veya bir oteleme sonunda birblriyle 
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Tak1~tmlabilece~ini ispat edelim. Bakikaten AB ve A' B,.. 
do~ru parcalar1 e(lit, paralel ve ayni yonlU isel•r <eekil 64: a) 
bu taktirde AB yi bir oteleme sonunda gene A' B' ile ca
k1~hrmak miimktlndlir. Bu otelemenin bilyUklil~U ve do~rul
tusu AA' do~ru parcas1yla belirtilir. Eger AB "eA' B' do~
rular1 bir ~ ac1s1 yaparlarsa (~ekil 54 b) bu takdirde AB 
do~ru parc;as1 « kndar bir donme sonunda A' B' ile c;alo(lb
r1lnbilir. 

Bu donmenin merkezi AA' ve BB' do~ru pnrc;alar1D1n 
ortn dikmelerinio kesi~ti~i 0 noktas1d1r. 

eimdi do~rudao do~ruya e(I iki F ve F' ~ekli dii~tl
nelim. (~ekil 55 a, b) F nin herhangi iki noktas1 M ve N 
ve bunlarm F'ldeki kar~1hklar1 M' ve N' olsun. MN= M.N, 
oldu~undan bu iki dogru parc;asm1 ~akl~hracak bir donme 
veya bir oteleme mevcuttur. lddia ediyoruz ki F in biiUin 

a b 

~ekil 55 

noktalar1D1n F' de birer kar(l1h~1 vard1r. Yani birinci tiek
lin her A noktasma ikincinin bir A' noktas1 kar~1 gelir. 
~imdi bir an icin A 010 bir donme veya blr oteleme sonun
daki durumu A 1 olsuo. lsbat edecegiz kt A

1 
noktas1 A' 

ile cakl(l1khr. Hipoteze gore F ve F' e(I olduklarmdan 
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AM=A'M', AN=A'N' ve AM=A1M', AN=A1N' dir. 
A A 

Bundan A'M'N' = A1M'N' sonucuna vanhr. Bu ikl Ocgenin 
M' N' kenarlar1 ortak oldugundan ttcgenler ya cak1e1k veya 
MN ye gore birbirinin simetrikidirler. ~imdi ie sonuncu ha-

u 
lln mtlmkiln olam1yacagrn1 ispattau ibarettir. AMN ve 

A 
A' M' N' ucgenleri, F ve F' nun dogrudan do~ruya e~ ;;ekiler 

.l A 
farzedilmesi dolay1siyle, aym yonlildUrler. AMN ve A 1M'N' 
Ucgenleri ise bir donme veya bir oteleme sonunda ~ak1;;a
bilen eekiller oldu~undan onlar da ayni yonlildilr. Bu se
beple A' M' N' ve A 1M' N' ilcgenleri ters yonli.l ee eekiller 
olurlar. Bu da gosterir ki Ocgenler cak1~1k yani A 1 noktas1 
A' dan baeka bir ~ey degildlr. 

Eger F ve F' eekilleri bir 0 noktas1 etrafmda bir don
me ile cak1etmlabilirlerse 0 ya iki eeklin donme merkezi 
denir. Bu 0 ooktasm1 bulmak icin birinci eekilde karf1hkh 
A, B noktalar1n1 ve di~erinde bunlarm karfthklan olan A' 
\Te B' yi almak ve ondan sonra AA' nun ve BB' nll.n orta 
dikmelerinin 0 kesim noktas1m bulmak yeter. 

Teorem 2. Bir dftzlemin ters olarak ef iki oekli kaymtf 
bir simetri veya sadece blr simetri yard1m1yla caktfbnla
blllr. 

lkinci teoremin ispab birincinin isbabna benzer. llk to 
olarak iki feklln karoilikh AB ve A' B' do~ru parcaiarmm 
birinden dt~erine belirli bir l ekseni etrafmda kaymtf bir 
slmetriden veya l ye gore adi bir simetriden gecilebilece~ini 
g6sterelim. Sonucun boyle olaca~1 ve kayIDie simetri veya 
simetri ekseninin l oldu~unu farzedelim. A' B' do~ru par
casm1 A" noktas1 A ile cakteacak eekilde A" B" durumuna 
getlrelim. (~ekil - 56 ya bak.) AB nin l eksenine gore 
simetri~ olan A1B1 do~ru parcas1 A" B" ye paralel olaca-



amdan (cttnkil her ikisi de A' B' ye paraleldirler.) l ekseni
nin B" AB ac1smm 10 ac1 ortayma paralel olmas1 gerekir. 
Bundan baeka Ave A' noktalannm l nin ayr1 taraflarmda 
fakat bu eksenden eelt uzakllkta olmalar1 icabeder. (Qilnkil 
A ve A

1 
noktalar1 l in ayr1 taraflarmda ve [ den aym 

uzakhkta; A1 ve A' noktalar1 ise l in aym taratinda ve 
ondan eeit uzakhktadarlar.) Bundan l in AA' niln orta nok
tasi olan M den gecmek zorunda oldugu sonucuna varihr. 
Buna gore AB ve A' B' dogru parcalar101 bilirsek M den 
z
0 

e bir paralel cizmek suretiyle l eksenini buluruz. 

1l· , 01 

I "l' I I ,/ I 
I ,,,, I 
1 ,,,. ,,,," A' I 
I B" ,," , I 

B ~l:_ _ -_,,-L' ..J.7 B, 
I I ,. I 
11 ,./ M I 
I~,./ I 
--- ----

1A ~ 
I 
I 

~ekil 56 

eimdi A
1
B

1 
dogru parcas1m AB nin I ye gore simet

rlRi oldu~nu farzedelim. l II 10 oldu~undan A1B1 II A' B' 
elde edilir ve l dogrusu M den gecti~lnden A1 ve A' nok
talarm10 l nin aym tarahnda ve dogrudan eeit uzaklikta 
olduklar1 anlae1br. Bu sebeple eger A1B1 dogru parcas1 
A' B' ile cakl~mazsa l dogrultusunda bir 6teleme sonunda 
A' B' ile cakietmlabilir. Boylece AB nin kaym1e bir simetri 
veya bir simetri sonunda A' B' durumuna getirilebilecegini 
g6stermie oluruz. 
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lkinci teoremin lsbabnm sonu~ klsm1 birinci teoremin 
isbatmm son k1smm10 hemen hemen aymd1r. F ve F' tere 
ohsrak e~ iki ~ekil; M, N ve Jf', N' de bu iki ~eklin kar
e1hkh iki ~ift noktas1 olsunlar (l;)ekil 57). Bu takdirde MN 
yi M' N' ile ~kl~bracak bir kaym1~ simetri veya simetri 
vard1r. ~imdi F ~eklinin btlti.ini.1 ile F' ile ~ak1~tmlmas1m 
sa~layacak bir kaym1~ simetrinin veya simetrinin varll~101 
gosterelim. Yani F nin bir A noktasm1 kaym1~ simetrideki 

a b 

Seidl 57 

veya bayag1 simetrideki aldtg1 son A1 durumunun F' de 
A nm kar~1hg1 olan A' den ba~ka bir ~ey olm1y1rnattm1 
gosterelim. Hakikaten F ve F' ee ~ekiller oldu~undan 

A A 
A'M'N' = AMN oldugu gibi A,M'N' ~ekli de AMN den bir 
bir kuym1~ simetri veya simetri sonunda elde edildiginden 

A A 
AiM' N' ~ AM N dir. 0 halde A 1M' N' tl~geni A' M' N' Ucgeni 
ile ya ~ak1~1khr veya M' N' kenar1 bu iki Ucgende ortak 
olmak Uzere Ucgenler M' N' ye gore birbirinin simetrikidir
ler. Fakat bu il~'tenler birbiriuin simetrigi olamaz. Qilnkil 
her ikisi de aym yonlildilrler. Bunn F ve F' ~ekilleriniu 
ters yonde e§ §ekiller olarak verilmi~ olmasmdan biliyoruz. 

F. 5 
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Buoun sonucu olarak A' MN' ve AMN tl~genleri ters yooHl 
olduRu gibi A1M' N n AMN Ut;geoleri de ters yC>nlU olur
lar. (QttnkO. simetri veya kaymu~ simetri O~genlerio yonle· 
rini deRietirir) ~u balde A1M' N' O~geoi A' M' N U~geoi ile 
~akt$1r. Boylece ikinci teoremio isbah tamamlaom1~ olur. 

Do~rudao dogruya ee ~ekilleri birbiriyle cak1~hran izo
metrilere dogru izometriler (veya yer degietirmeler) ; ters 
yonde e~ eekilleri cak1ettran izometrilere de ters izomet
riler denir. Birioci ve ikinci teoremler bir do~ru izomet
rinin oteleme veya donmedeo ve bir ters izometrinin de 
simetri veya kay1me simetriden ba~ka bir ~ey olmnd1klar101 
ifade eder. 

Birinci ve ikinci teoremlerio oeticelerini birle~tirerek 
a!;la~1daki ge~el teoreme varabiliriz : 

Bir diizlemin birbirine e1 iki $ekli bir oteleme, bir donme, 
bir simetri vega bir kaymt$ $imetri gard1mzyla birbirigle 
~akz$tmlabilir. 

Ote yaudan e~er iki §ekil dogrudan dogruya e!;l iseler 
genel olurak bu $ekiller bir donme ile t;ak1ehr1labilir. Dog
rudan dogrnyu e!;l ~ekillerin olt::leme ile ~ak1~tmlmalar1 htt
lioe az rastlumr. E~er ~ekiller ters yonde ee ise bu tak
dirde kayml$ simetri yardmuyla cak1~ma hali daha geuel 
olup normal ~imetri nadirdir. 

Oteleme ve donme, kesi~en veya paralel iki do~ruya 
gore simetriler toplanu oluruk ; bir dogruya gore i:;imetri 
veya kayuue simetri ise dogruya gore simetri ile bir nok
tuya gore simetrinio toplamt olarak gosterilebilir. ~u balde 
sonu<; eu $ekilde formiile edilebilir: 

Bir diizlemin e1 iki 1ekli 11 t.1e /2 dogrularzna gore iki 
simetrinin vega bir l dogrusuyla bir 0 noktaszna gore iki si
metrinin toplamz yardzmzyla birbiriyle ~akr#rrzlabilir. 

Eger /1 ii /2 ise bir oteleme ile ve 0 noktas1 / Uzerinde 
ise yalmz bir do~ruya gore shnetri ile ~ekilleri ~aki~hrmak 
mUmkilndUr. 
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Birinci ve ikinci teoremler simetrilerio toplam10dan da 
~lkarllabilir. Hakikaten birinci teoremin isbah eu esasa da
yamr: AB ve A' B' gibi iki eeit do~ru parc;as1 bir donme 
veya hir oteleme yardm11yla birbirine c;ak1~hnlabilir. Fakat 
AB ve A' B' dogrulanmn ard1 tllra /2 ve /1 e gore hirer 
simetri souunda CAk1etml11bilece~i de a~ikard1r. Bunun ic;in 
11 i AA' nilo orta dikmesi (Eger A' noktas1 A ile c;ak1errsa 
A dan gecen herhangi bir dogru / 1 olarak ahnabilir) ve /1 

B1AB ac;lSlmn ac;1 ortay1 olaruk alrnak kafidir. Burada B1 
noktas1 B' niln / 1 e gore simetrigidir (~ekil 58 a). Buou bu 
fas1la baelarken gordiigiimilz ikioci ve iic;iloctt teoremleri 
kullanarak gostel'mek milmkilndilr. lkinci teoremin isbah 
AB ve A' B' gibi iki ei;;it dogru parc;as101 kaym1e bir simet
ri~i veya bir simetri sonunda birbiriyle c;ak1et1r1labilece~i 

esasma davamr. Fakut AB doitrusu 11 , 12 , 13 gibi ii<- do~

ruya .gore almacRk lie; ~i m etri sonunda da A' B' ile cak1e
tmlabilir. Runuo i<;in iki simetrinin ekseni ohm / 1 dogrusu 
rastgele nhmp 12 ve /3 dogrular1 o i;ekilde sec;ilir ki bu 
dogrulara gore iki simetrinin toplan11, AB nin / 1 e gore 
simetri~i ohm A 1B1 i A'B' He c; ·1k1$tlrsm (:;;ekil 58 b). Bun
dan sonraki ie gene bu fastldaki 4. cil ve 5. ci teoremleri 
kulhmmaktan ibarettir. 

Kare1t olarak izometrilerle ilgili, dnha dogrusu izomet
rilerin toplanmas1 ile ilgili biitiin teoremler birinci ve ikin
ci teoremlerden c;1kartl : hili1·. Boylece biriori teorern dogru
dan dogruya e~ iki eeklin birinden digerio~ bir donme ve
ya bir oteleme ile get;ilehilece~ioi isbat eder. Fakat F ve F' 
gibi iki ~ekil iki veya gcuel olarak ~ift say1da simetriden 
sonra birbiriyle cak1et1r1labilirlerse bunlar do{trudan dog
ruya e~ eekillerdirler. 1<;tinkil tek bir simetri bir ttc
genin yonilntt degi~tirdig\ halde iki simetri bu yon11 sabit 
tu tar). 

~u halde F' ~ekli F den bir donme veya bir oteleme 
sonunda elde edilebilir yani iki simetrinin (daba genel ola
rak ~ift say1da simelri1erin) toplam1 bir donme veya bir ote-
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lemedir. Benzer bir ~ekilde muhakeme ederek gosterilebi
lir ki nc simetrinin (veya genel olarak tek say1da simetrile
rin) toplanu kaym1~ bir simetri veya bir simetridir. Birinci 
teoremden iki donmenio toplammm bir donme veya bir ote
leme oldugu ve iki kaynu~ simetri toplammm bir donme 
veya oteleme oldu~u neticesi de c;1kar. 

a b 

~ekil 58 

45. 11 ve 12 gibi iki dogru Ue s1ras1yla bu doltrular Uze
rinde A ve B gibl iki nokta verilmi~ olsuo. 11 i X de, 12 yl 
y de kesen ve AX= BY ~arb01 gercekliyen oyle bir m 

dogrusu ciziniz ki: 

(a). Bu dogru verilen bir n dogrusuoa paralal olsuo. 

(b). m dogrusu verilen bir M noktasmdan gecsio. 

(c). XY dogru parcas1 verilen bir a uzunlu~unda olsun. 

(d). XY dogru parcas1 verilen bir r do~rusu tarafmdan 
iki e~it kisma bolilnsUn. 

46. 11 , 12 , 13 gibi He do~ru ve bunlar Uzerinde s1ras1yla 
A, B, C noktalar1 verilmi~ olsun. 11 , / 2 , 18 dogrular101 sira-
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s1yla x. Y, Z noktalarrnda kesen oyle bir dotru cizlnlz Id 
AX= BY= CZ olsuo. 

47. Bir ABC ilcgeni verilmi~ olsuu. AB ve AC kenar· 
lar101 P ve Q de keseo oyle bir I dotrusu cizinlz ki BP= 
PQ = QC olsun. (~ekil 59). 

A 

-----

~ekil 59 

Bidoci ve ikinci teoremler dtlzlem izom.-trilerin tarifl 
fcin bir temel olarak kullamlabilirler. Hakikaten geometride 
izometrldeo soz ederken bir feklin bir durumdan diter bir 
duruma getirilmesinio yalmz sooucuyla llgllenlllr. Fakat bu 
hareketio bicimiyle ilgilenmeyiz. Hareket esoasinda feklin 
noktalerrnm clzditi etriler (yorOogeler) veya bu noktalann 
h1zlan burada onemli detildir. Birioci ve iklocl teoremlere 
g<Sre ef feklller <Steleme, doomP, slmetrl veyll kaym1f simet
ri sooucuoda cak1,tmlabilecekleriodeo geometride deoebl
lir ki dfJz}effi jzometrileri I hepgj bU dort cefit lzOmetrfdeD 
ibttrettir. Bunn gore geometrioio lSteleme, donrne, tdmetri ve 
kaym1~ simetri neticesi11de <te~i~miyeo ~ekille rin ozellitini 
inceliyen bir bilim oldugu soylenebillr. 

Matematikte ve gPuel olarllk tabiat bilimleriude ikl tip 
tarifle k1u~1la~1hr: Yeni hh nnlam, bu anlamda bulunmas1 
gerekli ozellikler s1rahmarak tarif edilebilir. Boylece mese
la paralel dokrular1 bir dilzlem icinde bulunan ve ne kadar 
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uzabhrsa uzablstn birbirini kesmiyen d~rular olarak; bir 
arltmetik diziyi ard1~1k Uri elemam arasmdaki fark sabit 
olan bir dizi olarak ve bir buhar makioas1m da 1s1 enerjisini 
mekanik enerjiye i;eviren bir cihaz olarak tarif edebiliriz. 
Bu gibi tariflere nitelegici tarif ler denir. Diger bir tarif ~ek
li de yeni bir ~eyio ozelliklerini ifnde etmek yerioe dogru
dan dogruya onun nas1l kurulaca~1m (bina edilece~ini) gos
termektir. Bu yeni ~ekle gore paralel dogrulari bir dUzlem 
i~inde ay01 dogruya dik iki do~ru ~izmek; aritmetik diziyi 
a, a+ d, a + 2d, a+ 3d !?~klinde gostermek (a ya dizinin 
ilk terimi ve dye ortak fark neoir): buhar makinas101 oa
s1l yaptlaca~mt oiteliyerek tarif etmek milmkUudUr. Bu gi
bi tariflere tiimevarzm yolugla ( sentez yoluyla) tar if ler ad101 
veriyoruz. Hurada tabiat bilimlerinin ... sas gorevinio, evvel
ce niteliyici tau1mlar1 yap1lnne ohm nnlsmlar1, eimdi tilme
varim yoluyla tarif etmek oldugu fikri ortaya ahlabilir. Bu 
takdirde bir buhar makioas1 yaratmak problemi, niteleyici 
tarifle yani 1s1 enerjisini mekanik eoerjiye ~eviren bir ci
baz olarak oou tammlatmakla baelamak oodao sonra Uime
varun yoluyla bir tarif bulmak yani makioay1 yapmak ~ek
linde dU~UoUlebilir. Nileleyi tarifleri yap1lm1~ ~eylerin 
tUmevar1m yoluyla tariflerinin yap1lamamas1 yani o ~eyin 
var olmamas1 balioe tabiatta rastlamak mttmkUortUr. 

Bir izometrinin ~eklin noktahm arasmdaki mesafeleri 
degi~tirmiyen bir transformasyoo olarak tarifi tipik bir ni
teleyici tariftir. lzometriler teorisindc esas problem ise izo
metrioin tilmevar1m yoluyla bir tarifini bulmak yani bUUln 
dilzlem izometrileri say1p sm1lamakhr, Bu bolilmde t tnci 
ve 2 ioci teoremler yard1m1yla ~ozUlen i~te bu prob
lemdir. 

Kar~1t olarak bir anlam10 tarifi tumevarun yoluyla ve
rilmi~ken yeoi ~eyin ozelliklerini incelemekte fnyda sa~!a 
mak ilzere basit bir niteleyici ta1 if bulmnk i;ok defa uygun
dur. Bu bolUmde bu i;e~it misallere de rastlad1k. Otelemenin 
tnmevarmi yoluyla verilen tarifindeu sonra bu transforrnas-
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yonun niteleyici tarifini de verdik. MisAl olarak bir otele
menin her AB do~ru pn.rcasm1 kendisioe e~it, paralel ve 
ayoi yonlU bir A' B' dogrusuoa dooOeUuen dOzlem bir 
transformasyon oldugunu gordilk. Bu tarif iki otelemenin 
toplammdan oe ce~it bir transformasyon c1kacag1 probleme
oi cozmek icin cok onemlidir. Bu cozilmde Utmevar1m yo
luyla tarifin (oteleme ii;in) pek az faydas1 vard1r. Aym yolu 
takip ederek diyebiliriz ki iki donmenin toplam1nm sonucu 
olan transformasyonu bulmak probleminin cozilmil donme
oin niteleyici tarifine dayumr. Buoa misal olarak da don
menio bir AB dogru parcas1m kendisine e~it ve onunla ex 
kadar bir sci yapan bir A' B' do2ru parcas1 durumuna geti
ren bir transformasyon oldugunu gormOetilk. Okuyucu bu 
kitapta bu hususlarda ce~itli mfsaller bulacaktir. 



Cevaplar 

B1R1NC1 F ASIL 

YERDEG1$TIRMELER 

I. S1 cemberi l dokrultusunda a kadar otelenerek St' 
durumuna getirilir. S1' ntln S2 ile kesim noktalar1 A' ve B' 
olsun ($ekil 60). A' ve B' den l ye cizilen paraleller prob
lemin cozUmflnU ac1kca ortaya koyar. (~ekll 60 dakl AA' 
ve BB' do~u parcalar1010 berbirl otelemenin uzakhk101 
veren a ya e~ittirler.) Eker S1 cemberl l doarultusunda fa
kat bu defa ters yonde a kadar otelenerek S1" durumuna 
getirilirse yenldeo lki cevap daha buluour. 

a 

s, 

~ekil 60 

S1' ve S1" ~ewberlerinin S1 ile olan ortak noktala
r10m saylSloa gore p1·oblemi sonsuz 4, 3, 2, 1 veya O 
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cozOmil bulunabilir. ~ekil 60 daki duruma gore ttc cozOm 
vard1r. 

2. (a) Problemin cozillmile oldu~unu farzedelim ve MN 
do~ru parcasm1 M noktas1 A ya gelecek eekilde bir oteleme 
sonunda AN' durumuna getirelim (~ekil 61 a). Bu takdirde 
AM= NN ve AM + NB= N'N +NB olur. Buoa gore 
AMNB yoluoun en k1sa olmast i~in N', N ve B noktala
rmm aym dog-ru Ozeriode buluomas1 icab etti~i anlae1hr. 
~u balde problem eu cizimle cl.Szfllilr: A dan nehre do~ru 
ve nehrin doa-rultusuna dik, genieligine eeit bir AN' dik
mesi cizilir. N' lie B birleetirilir. N'B nin B ye yakm k1-
y1yi kestiai nokt11 N ise koprilnilo N de kurulmtts1 gerekir. 

A 

8 
a 

$ekil 61 

( b) Qozilmil basitle~tirmek i~in ikl nebir halini dOeil· 
nelim. Problemin cozQlmOe oldu~unu ve aranan koprillerio 
KL ve MN oldu~unu fnrzedelim. KL yi K noktus1 A ya 
gelecek eekilde bir otelerne ile AL' ourumuna getirelim. 
(~ekil 61 b). Bu takdirde AK= L' L ve AK t- LM + NB= 
L'L + LM + NB elde edilir. Eger AKLJJ;VB yolu A ile B 
arasmduki en k1sa yol ise L'LMNB yolu da L' den B ye 
en k1sa ve LMNB yolu ise L iJe B aras1nda en k1sa yollar 
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olacakhr. Fakat L ile B sadece ikinci nehirle birbirlerinden 
ayr1lm1elard1r. Bu iki nokta arasmda en kisa yolun nas1l 
cizileeegi ise bu problemin (a) k1sm1nda o~renilmietir. 

Boylece eu cizim yap1hr: A dan nebrio k1y1 do~rultu
suna bir dik c;izilerek bu dikin tizerinde birioci nehrin ge
ni~ligioe eeit bir Al' dogru parcas1 tthn1r. l' den de ikinci 
oehrin k1y1 dogrultusuna bir dik cizilerek bu dik tizerinde 

~kil 62 a 

ikinci nehrin genieligioe eeit L' N' do2ru parcas1 ahmr. N' 
ile B yi birleetiren dogrunun ikinci nehrln B ile ayo1 ta
rafta olan k1y1sm1 kestigi nokta N ise koprtllerden biri bu 
N noktasmda kurulmahd1r. Bu koprilniln ikinci ucu M ol
sun. M den N' B ye bir paralel ctizilir. Bu paralelin birioci 
nehrin M ye yakm k1y1s101 kestigi ookta l ise birinci 
kopril de l de kurulmahd1r. 
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3. (a) P ye Q noktalar1 s1ras1 ile M den 11 ve 12 ye 
~izilen dikmelerin ayaklar1 olmak ilzere MP+MQ=a ear
h01 saglayan nokta M olsun ($ekil 62 a) 12 yi QM dogrul
tusunda a kadar oteleyelim. Oteleme sonunda 12 nin yeni 
durumunu 12 ile gosterelim. Bu takdirde M nin 12' ye olan 
MQ' uzakhgmm yani a - MQ niln MP ye e~it oldugu gortl-
1 ilr. $u balde M noktas1 /1 ve /2' dogrularmm meydana ge
tirdigi acmm ac1 ortay1 Uzerindedir. 

Bu mubakeme ile aranan geomelrik yerin /1 dogrusu
nun /2' ve /2" ile te~kil ettigi ac;1lar10 ac;1-ortaylar1 olduStu 
.aolae1hr. Burada /2' ve 12" dogrulari 12 nin kendisine dik 
bir dogru dogrultusunda ayr1 yoolerde a kadar otelenme~in
den elde edilmi~lerdir. Ancak bu dort ac;1ortaym biJtiln 
noktalar1 geometrik yere ait degildir. ~ekil 62 a dan geo
metrik yerin bu dort ac;1ortay1 turafmdan teekil edilen dik
dortgenio c;evresioden ibaret oldugu kolayca gorillilr. 

(b) Dilzlemio MP-MQ =a veya MQ-MP=a e~it
liklerinden hirini gerc;ekliyen noktas1 M olsun. Burada P 
ve Q noktalar1 M den 11 ve 11 ye c;izilen diklerio ayakla
r1d1r ($ekil 62 b Je M noktas1 ikinci e~itligi saglar). la dog
rusunuo QM dogrultusunda a kadar otelenmie durumu la' 
olsun. Bu problemin (a) kJsmmda oldugu gibi M nin 11 ve 

.12' den ay01 uzakhkta oldutu gosterilebilir. (~ekil 62 b de 
MQ - MP =a ve M1P1 - M1 Q1 =a olduguna dlkkat). Bun
dao iatenilen geometrik yerin 11 dogrusu ile /2' ve 11" dog
rularmm meydana getirdigi dort ac;mm ac;1 ortaylarmdan 
ibaret oldu~ sonuncuna var1hr. Ancak bu balde ABGD 
dikdortgeoinin kenarlar1 degil, bu keoarlarm uzanhlar1 geo
metrik yeri te~kil ederler. (MP- MQ =a e~illigi HBG ve 
LDN ilzerindeki noklalur tarafmdan ve MQ - MP= a 
e~itligi ise EAF ve /CK Ozerindeki noktalar taraf1ndan 
sagla01r). 

4. BDE il<;geoi DAF ilc;geninin AB dogrultusunda AD 
kadar otelenmii; halidir. Buna gore iki ~ekilde kar~1hkh 
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noktalar1 birle~tiren dogru par~alar1 birbirine paralel ve 
e~ittir. Yani 0.02 = Q1Q2 ve 0 10 211 Q1Q2 dttr. Benzer ~ekil
de 0 20 8 = Q2Qa, 0.,,03 \I Q,Qs ve Oa01 = QsQ1 • ?sO! II Q~Q, 
yaz1labilir. K1saca 0.020 8 ve Q1Q,Q3 Ucgenler1 birbirme 
e~ittirler. (Bu ttcgenlerin birinden di~erine bir oteme ile 

ge~ilebilir.) 

~ekll 62 

5. ~1BCD dortgeninin AB ve DC k t>aarlari otelenerek 
MB' ve MC' d1uumlar10a getirilir. (~ekil 63) 

Bu takdirde AMB'B ve DMC'C dortgenleri birer oara
lelkenar olur ve AMI BB', AM=-- BB'; CC' 11 DM, CC' . DM 
elde edilir. Fakat M noktast AD nio ortas1 olduguodan 
AM= MD ve bu sebeple BB' ve CC' do~ru parcalar1 para-
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let ve eeit olurlar. BN = NC olduau da dft,Unillftrse 
A A 

BNB' = CNC' sonuncuna var1ltr. Bu da B' N =NC' ve 
........-.... ..--.. 
BNB' = CNC' sonucunu yani B' N ile NC' nun birbirinin 
uzauttlari oldugunu ifade eder. 

I= c~e· t M, 
A 

B 

~ekil 68 

Boylece, verilen eartlarla, MN kenar ortay1 kom,u MB' 
ve MC' kenarlarmm ortalamasma e,it olan blr MB'C' De· 
geoi cizmi~ olduk. (Qilnki MB' = AB ve MC' = DC dir.) 
Eger !t!N kenar ortay101 M1N =NM olacak ,ekilde uzata
rak elde edece~imiz M1 ooktasm1 B' ile birle,ttrlrsek MM1B' 
gibi bir ucgen elde ederiz. Bu Ucgende MM1 = 2MN do~u 
parcast MB' Ile B'M1 in toplamma (B'M1 =MC' dDr.) eelt 
c1kar kl bu mUmkiln de~ildir. Bu netice de B noktasmm 
MM1 Uzeriode buluomast gerekti~ioi gosterir ve bunun da 
maoas1 Mfl'//MN/1MC' ve AB//MN, DC//MN yani ABCD 
dortgeni bir yamuktur. 

6. Problemin cozillmile olduguou farzedelim. AX dog
ru parcas101 CD dogrultusunda EF = a kadar oteler ve ye
oi durumda bu dogru parcas101 A' X' ile gosterirsek A' X' 
niln F dea gecti~ini kolayca gorilrilz (~ekil 64) • 

....--. ........-.... 1 ....--. 
Oteyandan A'FB = AXB = -

2 
AmB olduguodao A'FB 

ac1s1 belli olur. Buna gore eu cizim yap1hr, A noktas1 CD 
do~rultusuoda a kadar oteleoerek A' durumuna getirilir ve 
AB' dogru parcas101 AXB aclSl altmda goren noktalarm ge-
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ometrlk yeri c;lzilir. (Geometrik yerin blr noktas1 Y ise-
.,....-... ,........._ 1 ,........._ . 
A'YB = AXB = "2 AmB oldu~una dtkkat) 

A' B yi ~ Am8 ile goren noktalarm geometrik yerinin CD 

yi kesti~i noktalardan herhanii birini F olarak alabiliriz. 
Bu takdirde BF nio verilen c;ernberi kesti~i nokta 
aranan X noktastdtr ve problemin iki c;ozilmil vard1r. E~er 

m 

~ckil 6i 

geometrik yer CD ye tegctse degme noktas1 F oldu~unll go
re ancak bir c;ozilm elde edilir. 8on olurak eayet geornetrik 
yer olan c;ember yay1 CD yi kesmezse problemin c;oziimil 
yoktur. 

a 

l' 

Sekll 65 
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7. (a) Problemin cozOlmile yani M1M2 =a oldugunu 
farzedelim (~ekil 6~). Verilen cemberlerin 0 1 , 0 2 merkezle-

rinden l dogrusuna 0 1P1 ve 0 2P2 dikmeleri cizilirse, AP1 = } 

1 1 1 
AM1 , AP2= 2 AM! ve P1P2= -2 (AM1 +AM2) = 2 

M1M 2 = ~ a elde edilir. $imdi l dogrusunu 0 1 den gececek 

eekilde /1 do{{rusu durumuna oleliyelim. l' niln O~P2 ile ke
sim noktas1 P' ile gosteri\irse P10 1P' P2 dikdortgeninden 

0 1P' = P1P2 =-! a bulunur. Boylece problem hipotenilsil 

0 10 2 ve bir dik kenar1 0 1P' = ~ a olan bir iicgenin ci· 

zirnine doni.i~lilrtilmii~ olur. Aranan l dogrusu 0 1P' ye pura
lel olucakhr. 

Eger 01 0~ > ~ a ise iki coziicn. 0 10 2 = ; a ise bir co-

ziim ve 0 10 2 < ; a ise s1f1r cozttm vard1r. 

Seki! 66 

7. (b) M, N, P verilen noktalar ve ABC de verilen ilC
gen olsun (~ekil 66). ,.l/ N ve ..l! P dogru parcalar101 s1ras1y
la ACB ve ABC ac1hm altrnda goren cember yaylar1 cizilir. 
Boylece cozilmil istenen problem eu eekli ahr. M noktasm-
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dan oyle bir B1C1 dogrusu gec;iriniz ki, cember yaylar1010 
bu do~ruduo uy1rd1~1 parca BC ye eeit olsun. Bu sorunun 
cevab1 bu proble min (a) k1sm10da verilmi~tir. Bilindi~i gibi 
cevap say1s1 iki, bir veya :-1f1rd1 r. 

8. (a) Problemio c;ozillmil~ oldu~unu ve l d~rusunun 

S1 ve S2 ~emberleri ni A, B, C, D noktalarmda kestiRini far
zedelim (~t>kil 67 a). S1 ~emberi l do~rultusuoda AC kadar 
otelenerek S1' durumuna getirilir. AB = CD oldugundan bu 
iki do~ru parcas1 cakleacaklar ve dolay1s1yla S2 ve S1' c;em
berlerinin 0 2 ve 0 1' merkezleri CD nin orta dikmesi 11zerin
de bulunacaktir. Buradan eoyle bir cizlme var1hr: S1 c;em
berinin 0 1 merkezioden gecen ve 11 e dik olao m doarusu 
Ue S1 cemberinin 0 1 merkezinden gec;en ve /1 e paralel olan 
n doarusunun 0 1' kesim nokta11 buluour. S1 cemberinin 
merkezi olan 0 1 noktas1 Oi' ye gelecek ~ekilde oteleoerek 
S1' durumuoa getirilir. S, Ue S1' nttn kesiettai noktalar1 bir
lei,tiren doaru problemin cevab1 olur. Qozttm say1s1 en c;ok 
bir, en az s1f1rd1r. 

Im 
---------------------------------------'i-------------- l1 

I I \ 
I t 01 \ 
I I \ 

---+- --~-- -1--n 
\ I~ I 
\ I 

'\. / S1 

-----o--- --
01 

'-....... I _,,,,,/ --,--
~ekil 67 a 

8. (b) Problemio cozttlmtte ve l doarusunuo s ve s 
~mberlerini kesttai noktalar A, B ve C, D Ue gOst~rilmek 
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Ozere AB+ CD= a oldug-unu farzedelim (~ekil 67 b). S1 

cemberl I do~rultusunda a kadar otelenerek Si' durumuna 
getirilirse AA'= a= AB + CD elde edllir. Yant BA'= CD 
olur. ~u halde S1 cemberi I dogrultusunda otelenerek mer
kezl 0 2' olan S 2' cemberi durumuna getirilir. Barada O.,' 
noktas1 0 10 1' ntln orta dikmesi olan m nin Uzerindedlr. (01 

ve 0 1' noktalar1 S1 ve S 1' cemberlerinin merkezleridir), ve 
bu oteleme S1 nin CD kirioinl BA' durumuna getirir. 

Bona gore ou cizim yapllabilir: Evvela S1 cemberi 11 

dog-rultusunda a kadar otelenerek S 1' durumuna getirllir. On· 
dan sonra S1 cemberi 11 dog-rultusunda otelenerek S1' duru
muna getirilir. S1' nUn merkezinin geometrik yerl 0 10 1' nUn 
m orta dikmesidir. S1 ve S1' cemberlerinin kesim noktalar1 
(oekilde bu noktalar B ve B1 dlr) aranan do~rular1 verir. 
Problemln en cok lki coztlmU vardu. 

a 

...__ ___ _,,,,,,. / 

Sekll 67 b 

F. 6 
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Vertlen 11 dotrultusuna paralel bir l do~rusu flzerlnde 
verilen ild c;emberin ayud1~1 kirivlerln farkmm belli blr uzun
lukta olmas1 halinde bu l do~rusunun nas1l c;izilece~i de 
aym ~ekilde gosterilebillr. 

(c). Problemin c;oztilmtti oldu~unu farzedelim ve S1 dai
resini, KL do~ru parc;as1 MN ile c;akt\jacak vekilde, KN dog
rultusunda oteliyerek S' durumuna getirelim. 

Sekil 68 

Bu takdirde S2 ve S1' c;emberlerinin ortak kiriii MN 
olur. A noktasmdan S1' ve S2 c;emberlerine c;izilen te~etler 
s1ras1yla AB1 ve AB2 olsun (B1 ve B 2 noktalar1 tegetlerin 
de~me noktalar1d1r). Buna g~re (AB 1) 2 = AM. AN; (AB )2 = 
AM. AN ve bu iki e~itli~in sonucu olarak (AB1)2 = (AB )2 
yazilabilir. Ote yandan S1' nfln merkezi 0 1' olmak tlzere AQ

1
' 
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ytt: AO/= v(01' B1)2 + (AB1>~ = Vr1i + (AB2)2 etiitliglnden 
elde edebiliriz. Burada r 1 , S1 dairesioin yar1 cap1d1r. Ayr1ca 
0 10 1'02 aclsl diktir cUnkU S1' ve S2 cemberlerinin merkez
ler do~rusu olan 0/02 dogrusu bu cemberlerin MN ortak ki
ri~ine ve dolay1siyle MN ye paralel olan 0 10 1' ye diktir. Bu 
sonuc S1 i S1' ye donU;;tilrP.cek olan otelemeyi bulmam1za ya-
rayacukhr. Simdi evvela merkezi A ve yar1 c;ap1 ../ r 1

2 + (A81.)'l 
olan cemberi ve ondan sonra da c;ap1 0 10 2 olan c;emberi ci
zelim. Bu iki cemberin kesi~tigi noktalar r1 yar1 caph S1' 

cemberinin 0 1' merkezini tayin eder. ~imdi cozilmtt veren 
S2 ve S1' niln MN ortak kiri~ini cizebiliriz. Hakikaten A 
noktasmm MN tizerinde oldugunu gostermek mf.lmkUndllr. 
Zira aksi takdirde (AB1) 2 = (AB2) 2 bag10bs1 saglanamazd1. 
(Eger AM do~rusu S2 ve S1' cemberlerini ayr1 N2 ve N1 

noktalarmda kesseydi bu takdirde (AB2) 2 = AM· AN2 ve 
(AB1) 2=AM · AN1 olacakh. Diger taraftan 0 20 1' J_MN; 
0 10/ _'_ 0 20 1' ve 0 10 1' // MN oldugundan S1 ve S1' cember
lerinin KL ve MN kiri~leri 0 1 ve 0 2 merkezlerinden e~it 
uzakhkta olurlar. Bu da KL ve MN nin aym uzunlukta 
olduklar1m gosterir. Problemin ~n c;ok iki cozUmil vard1r. 

9. l dogrusunun A ya gore simetrigi olan l' dogru
sunu cizelim (~kil 69) ve bunun S cemberi Ue kesiotigi 

P~; ~-- P' ---l' 
....... ....._.'""...;: A ,... ___ 

~~- ------------------'--~>~ l p P, 

~ekil 69 

noktalardan birini P' ile gosterelim. P' A do~usu problemin 
cevab1d1r. Qilnkil P' A nm l yi kestigi p noktas1, P' nokta
smm A ya gore simetrigidir yani PA'= AP dir. Problemln 
en cok iki cozttmtt vard1r. 



l O. (a) Sa cemberinln A ya gore slmetriki olan S2' 

cemberini cizelim ($ekil 70 a). S1 ile S,.' nfln kesi~tigi nok
talardao biri A olacakhr. lkloci noktay1 P' ile ROsterelim. 
P' A dogrnsu problemin cozilmilnil verir. Qilnki P' A nm 
Sa yl kestiRi P noktas1 P' oilo A ya g~re simetrigi yani 

P'A=AP dir. 
ERer S

1 
ve S

2 
cemberleri iki noktada kesi~irlerse prob-

lemin ancak bir cozilmtt vardlr. Qemberler teget ve yar1 
caplar farkh ise cozilm yoktur. Qemberlerin te~et ve yar1 
~plarm:..eeit olmas1 haliode sonsuz cozttm vardir. 

~ · ~ Not: Bu problem 8 (c) nin ozel balidir. 
l - - . 

eekil 70 a 

(b) S 2 cemberlnin A ya gore simetritl olan S2' ytl 
cizelim. Problemio <;ozillmtte oldugunu ve MAN nio aranan 
dotru oldnguou farzedelim (~ekil 70 b). Bu dogrunun S ' 
yil kestiRi noktay1 N ile gosterirsek MN' = a oldugu gor~
lilr. T S1 ve S,,: <;emberlerinin 0 1 ve 0 2' merkezlerinden MAN 
dogrusuna siras1 ile 0 1P ve O,,'Q dlkmeleri c;lzilirse 

PA= i MA, QA= ~ N'A ve PQ=PA-QA = !_ 
2 

(MA - NA) = ~ a elde edilir. 

Boylece 0 2' noktasinm 0 1P dogrusuna olan uzakhgmm 
I 
2 a ya eoit yanl 0 1P nin, merkezi 02' ve yar1 CSPI ~ a 



olan cembere teRet oldu~u gijrttUir. Bu soouc. problemln 
b11tttntlntln coztllmtl~ oldug-unu farzetmeden 0 1P nin nas1l 
bulunabileceaini bize ~osterir. 0 1P yi bulduktan sonra bu 
doRruya dik olan MAN do~rusuou kolayca i;izebiliriz. Prob
lemin en cok iki cozilmil vard1r. 

~ekil .70 b 

11. Problemin cozillmtt~ oldug-unu farzerlere~ (oekil 71) 
AX in j ye gore slmetri~i olan A' X' yU cizeJim. AX doarusu 
E den gectiRi icin A' X' doarusu F den gececektir. Ote-

-- -- 1 ,.--....... yandan X'A' II AX ve XFB= AXB = -£ AmB oldug-undan 

-- -- -- 1-A' FB = 180 - X' FB veya A' FB = 180- "i)"" AmB olduRu go-.. 
rtllilr. ~imdi problem, A' noktas1 A mo j ye gore simetritf oi-

l -mak tlzere, A'B doaru parcas101180-1"" AmB ac1s1 altmda 

goreo noktalarm gE>ometrik yerioln cizilmesi problemloe d6-
ntl~Ulrtllmtl~ olur. Bu geometrik yerln CD ile keslm nokta
larmdan birl F ve BF nin verilen cemberi kestiRi nokta da 
aranan X noktasuhr. 

Problemin bir cozttmtl vard1r. Eaer CD dotrosu AX ve 
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' BX kiri~lerinin uzanblar1 tarafindan kesilirse bu takdirde 
I 

jki l(Ozilm bulunabilir. 

c 

m 

~ekil 71 

12. F ~ekllnin 0 1 ve 0 2 gibi iki simetri merkezi oldu
~unu farzedelim (~ekil 72). Bu takdirde 0 1 in 0 1 ye gore 
simetrigi olan 0 8 de F nin bir simetri merkezidir. Hakika
ten F nin berbangi bir nokta1:11 A, A nm 0 1 ye gore simet
ri~i A

1
, A1 in 0 1 e gore slmetri~i A2 ve A2 nln 0 1 ye gore 

simetri~i A' ise bu A 1 , A2, A' noktalar1 da F ~eklinin 
noktalar1 olacaktlr. Fakat A' noktas1 A nm 0 8 e gore sl
metriRidir. Hakikaten AOa, A101; A10 1, A10 1 ve A10 1 , 

A'0
8 

doRru parl(as1 l(iftleri birblrine e~lt, paralel ve ters 
yonl11 olduklarmdan AOs ve OaA' doRru parl(alar1 da e!!Jil, 
paralel ve ters yonlil olurlar. 

Boylece berbangi bir A noktas1 bir F !1Jeklinin bir nok
tas1 ise A nm 0 8 e gore simetriii olan A' niln de F nin 
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bir noktas1 olacagm1 gostermi~ oluyoruz. Burada 0 3 , F 
~eklinin bir simetri merkezidir. Benzer bir ~ekilde isbat 
edilir ki 0 2 nin 0 8 e gore simetrigi olan O, ve 0 3 iin 0 4 e 
gore simetrigi olan 0 6 de simetri merkezi olurlar. Bu da 
bir F ~eklinin iki farklJ simetri merkezi varsa bu takdirde 
sonsuz simetri merkezinin varhgm1 gosterir. 

A' 

~ekil 72 

13. (a) AB dogru parcasmm 0 1 , 0 2 , ••• , 0,. noktala
rma gore ardt~1k n simetriti almarak AnBn dogru parcas1 
elde edilir. Burada n cift bir say1dtr. 0 1 ve 0 2 ye gore iki 
simetrinin toplam1; 0 3 ve 0 4 e gore iki simetrinin toplam1; 
0 5 ve 0 8 ya; •.••. Te nihayet Q,._1 ve On ye gore iki si
metrinin toplann bir otelemedir. 0 halde A,.B,., AB den 

ard1tJ1k ; n oteleme sonunda elde edilir. Herhangi bir 

otelemeler toplam1 gene bir oteleme oldugundan A,.B,, dog
ru parcas1 bir oteleme sonunda AB ile ~aklt1hr1labilir ve 
bundan da AA,, = BB,. bulunur. 

Bu sonuc ancak n oift iken dog-rudur. n nin tek olmas1 
halinde bu hiik11m dogru degildir. Qiinki tek say1da simet
rilerin toplam1 bir oteleme ile bir simetrinin toplamma veya 
belli bir noktaya gore bir simetriye e~lttir yani ABn=AB,. 
oldugu halde AAn +BB,. dir. 
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(b) Tek say1da slmetrllerln toplam1 bir slmetrl oldu
tundan (bu problemln birlnci k1smma bak) A nm 0 1 , 

Os, ••• , o. ye gore ard1e1k n simetri~inden elde edilen A. 
noktas1 aym noktanm 0 ya gore simetri~i olarak da elde 
edilebilir. A.., noktas1 An den aym n simetri sonunda elde 
edilebildiii gibi bu nokta An nin 0 ya gore simetrl~l ola
rak da bulunur. Bu ise Ai- nin A ile cakloacak101 gosterlr. 

E~er n c;if t lee A,. noktas1 A dan veya A21o noktas1 A. 
den aym oteleme sonunda elde edilir. Bu da gostertr kl Az.. 
noktas1 genel olarak A ile c;ak1emayacakhr. (Bu hal ancak 
otelemenin mesafest s1f1r olduiu zaman mttmkttndUr.) 

14. (a) 0 1 ve Os ye gore lki simetrlnin toplam1 bir 
oteleme ve Os, 0 4 e gC>re lki slmetrinio toplam1 genel ola
rak birlncislnden farkh ba~ka bir otelemedir. Buna gC>re ilk 
A, noktas1 A dan ard1~1k iki oteleme sonuoda ve A; Ile 
gostereceRimiz iklnci nokta da A nm ters s1ra takip edil
mek ttzere aym mesafelerde iki defa oteleumesinden elde 
edililer. Fakat iki otelemenin toplamz bu otelemelerin sirasrna 
tabi delildir. (Bunu lsbat ic;in eekil 73 e bakmak kafidir. 

c 

0 

eekil i7 

Bu eekilde B ve C noktalar1 A nm s1ras1 ile MN ve PQ 
kadar otelenmesinden elde edllmiolerdir. D noktas1 B nln 



89 

PQ kadar otelenmesinden ve C nin MN kadar otelenme
sinden elde edilir. Teoremin isbab bundan lbarettir.) 

(b) Bu problem n = 5 hali icin 13 (b) den bafllka blr~ey 
deaildir. Hakikaten A noktas1nm 0 1 , 0 2 , 0 3 ,0, ve 0 5 e 
gore ardt~nk simetriklerl almmak suretiyle elde edilmifll olan 
A5 noktas1nm bu noktalara gore ve aym sira takip edilerek 
simetriklerl ahmrsa gene A noktas1 buluour. 

(c) 13 ilnctt probleme gore n tek lse son durumlar 
aym olur. 

(n slmetriden elde edllecek ikl nokta n = 2 k halinde 
keza cak1~1kbrlar ve kenarlar1 0 10 2 , 0 10,, ... , 0,.-10. 
dogru parcalarma s1ras1 Ile paralel, e~it ve aym yooltt 
M1Ma • •• M,. glbl le kenarh bir cokgen mevcuttur. Bu tak
dlrde 01 , 0 1 , ••• o. ye gore bu iki sira takip edilerek ab
nacak simetriler toplam1 s1fir mesafeli bir oteleme yaoi oz
deflllik traosformasyonudur). 

15. Birinci <;ozum : 

Problemin cozillmUfll ve orta noktalar1 M1 , M1 , ••• , M, 
olan 9 genin A1 A2 ••• A11 oldugunu farzedelim (~ekil 74 a). 

Dttzlemin herhangi blr noktas1 B1 ve B1 In M1 e gore 
simetrigi B2 olsun. Bt. nin M,. ye gore simetrigi B1 ve bl>y
lece devam edilerek 8 9 un M9 a gore slmetriai B10 olsun. 
A282 , A38 3 , ••• , A 1B10 dogru parcalarmdan herblrl bir ev
velkinden bir simetri neticesinde elde edildigt tcln bunlar
dan her biri blr evvelklne paralel, efllit ve onuola ters yon
lttdOr. Sonuc olarak A18 1 tie A18 10 e~it, paralel ve ters 
yonltt olurlar. Bu ise A1 noktasmm 8 18 10 un ortas1 oldu
gunu gosterir. Herhaogi bir 8 1 noktasmdan hareketle B1o u 
bulabilmemiz bize A1 in nastl elde edilebllecegini gosterir. 
Bir def a A1 elde edilince A1 , A1 , ••• , A9 noktalan; M1 , 

M1 , ••• , M9 a gore simetrt almarak kolayca bulunurlar. 
Problemin Jaima bir cozttmO vard1r ve elde edUen 9 genin 
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konveks olmas1 da icap etmez hatta kenarlar birblrini ke-
sebilir. / 

b 

E~er n cift ise ve evvelkl muhakemeyi tekrarlarsak 
problemi cozfilmU(J farzetti~imiz takdirde A1Bn+t lie A 1B1 lo 
e,it, paralel ve ayni yonlfi olduklar1ni yaoi cak1(Jbklar101 
gorUrilz. Buna gore e~er Bn+t noktas1 B1 ile cak1,mazsa 
problemin cozUmU yoktur. Eter Bn+i noktas1 B1 ile c;ak1-
'irsa bu takdirde A1B1 do~u parcas•, A1 ooktas1 oe durum
da ahmrsa ahosm, A,B,.+1 do~ru parcas1 ile cak1oacakttr. 
o zaman sonsuz ~ozfim elde edllir ve dUzlemin herbaogi 
bir noktas1 A1 olarak ahnabilir. 

I kinci ~ozrlm : 

M1 , Ms, ••. , M,. ye gore ahnacak simetrilerin toplam1 
sonunda aranan cokgenin A1 ko,esl keodisi lie cak1otmhr. 
Yani A1 noktal!lt bu n simetri toplam1nm bir sabit noktas1 
olur (~ekil 74: b de n = 9 ball gosterllmi(Jtir). Eter n clft 
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olsa idi bu n simetrioin toplam1 bir oteleme olacakh. Bu 
ball 13 (a) DID coziimUode gordfik. Bir otelemede sabit ook
ta buluomad1gmdan n oio cift olmas1 halinde problemin, 
geoel olarak, coziimil yoktur. Bu sonuc aocak n simetri 
toplam10m bir ozde~lik (s1fir mesafede oteleme) olmas1 ha
liode degi~ir. Bu halde ~eklio biltiln noktalar1 sabit kahr 
ve problemin sonsuz say1da ~ozllmii olur yaoi dllzlemio 
herhangi bir noktas1 A1 ko~esi olarak ahnabilir. Eger n tek 
ise (mesela n = 9) simetrilerin toplam1 gene bir simetridir. 
Bir simetride ancak bir sabit nokta buluoacag10dan (simetri 
merkezi) aranao cokgeoio A1 ko~esinin simetri merkezl ile 
cah~mas1 gerekti~i ve bu balde probleroin tek bir cozllmil 
bulunacag1 anla~1hr. 

~lmdi M1 , M2 , ••• , M11 gibi 9 noktaya ~ore ahoacak 
slmetriler toplamma e~it bir slmetrinin merkezioin uasll 
cizlleceklni gosterelim. M1 ve M2 ye gore iki simetrioin 
toplam1 Mi Ma dogrultusuoda ve 2 M1M1 ye eoit bir l:Steleme; 
Ma ve M, • gore iki simetrinio toplam1 M8M, dogrultusunda 
ve 2 M1M, e e~it bir l:Steleme, •.•. vesairedir. Boylece ilk 
8 simetrioin topla1m M1M2 (veya M1N1), M11M4 (// N1N1), M5Me 
(// N2Na) ve M7Ms (// N3N,) dogrultularrnda 4 otelemenin top
lam10a e~it olmu~ olur. Burada siras1 ile 2 M1M2 = M1N1, 
2 M8M, = N1Nz, 2 M5M6 = N1N3 ve oihayet 2 M7M8 = NaN, 
dUr (~ekil 7~ (b) ye bak). Bu toplam MiM, dogrultusunda 
M1M, bllyftklllgilode bir otelemeye denktir. Ai noktas1 M1N, 
dogrultusunda M1N4 e e~it blr oteleme ile M11 a gore blr 
simetrinin toplam1 olao yar1 donmenin simetri merkezidir. 

A 1 i bulmak icin M11 dan ba~layan, N,M1 e paralel ve 

~ M1N, e e~it olan M9A1 i ctzmek kafidir (~ekil 74 b). Ai 

tko~esi bulunduktao sonra doku1.genin diger ko~elerini bul
mak gUc degildir. 

t 6. (a) Eger ABCD dortgenioin keoarlarmm orta nok
talar1 M, N, P ve Q ise (~ekil 22 a ya bak) bu takdirde bu 
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noktalara gore uygulanacak ard101k dort yar1 d()nme so
nunda A noktas1 gene kendisine d()niloecektir (15 inci prob
lemin c;ozttmil ile kar~1la(lhr1mz). Q<>zttm ancak M, N, 
p ve Q noktalarma gore slmetriler toplam1010, ba~ka bir 
deylmle buna e~it olan ve MN, PQ do~rultularmdaki 2 MN 
ve 2 PQ ye e~it iki oteleme toplammm bir ozde(llik trans
formasyonuna e(lit olmas1 balinde milmkilndttr. Bu ise MN 
PQ do~ru parc;alarmm paralel, e(lit ve ters yonltl olduk
lar101 yani MNPQ dortgeninin paralelkenar olduRunu gos
terir. 

(b) Bu problemln (a) k1smmda oldu~u gibl M1M2 , M8M, 
ve M5M8 doarultularmda siras1 lie 2 M1M2 , 2 M1M, ve 2 M5M& 
ya e~it otelemeler toplam1 blr ozde(llik transformasyonudur. 
~u balde kenarlar1 M1M1 , M8M, ve M5M8 ya paralel ve s1-
ras1 ile 2 M1 M2 , 2 M8M, ve 2 M5M1 ya e(llt bir tlc;gen vard1r. 
Bu da kenarlar1 M1M2 , M8M, ve M5M6 ya paralel ve e(lit 
bir tlc;genin c;izilebilecegini gosterir. 

Ay01 dO(lilnce ile kenarlar1 M2M8 , M,M5 ve M11M1 e 
paralel ve e(lit bir Ocgenin varha1 isbat edilebilir. 

NOT: 16. (b) nin cozOmilnde kullanllan metotdan fay
dala01larak M1, M2 , ••• , M2" glbi 2 n noktanm 2 n kenarh 
bir cokgenin kenarlarmm orta noktalar1 olabilmesi ancak 
ve ancak kenarlar1 M1M2, M3M,, ••• Mtn-1 M2• dotru parca
larm& paralel ve eeit bir n kenarhnm varolmas1 halinde 
mttmktlndttr denllebilir. Burada kenarlar1 siras1 ile M M 

2 8. 
M,M5 , ••• , M111M1 do~ru parc;alarma paralel ve e~it bir n 
kenarh daha vard1r. 

17. 11 doirusu A noktas1 etrafmda ex kadar d()ndOrQ
lerek li' durumuna getirilir. 11' nttn 12 kesim noktas1 M ol
sun (~ekil 75). Merkezl A ve yari c;ap1 AM olan c;ember 
problemin c;ozttmtlnU verecektlr. Qttnktt bu c;emberin l tie 
keslm noktas1 olan M', merkez ac;1 olan MAM' ac181 ~ ya 
e(llt olduaundan, donme sonunda M tie cak1(11r. Verilen li 
ve 11 dotrular1 aras10dakl acllardan birl °' ya e~lt olma-
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d1kca saat ibrelerinin bareket yonflnde veya ters yonde 
dondttrme yap1ld1g,na gore problemin iki cevab1 vardlr. 
11 ve /2 arasmdaki acllardan biri tt ya e$il ise ya bir co
zUm veya sonsuz cttzttm; E~er /1 ve /2 do~rular1 birbirine 
dik ve donme ac1st da oc = 90° ise ya cozttm yoktur veya 
sonsuz cozttm vardtr. 

~ekil 75 

18. Problemin cozttlm0$ ve ko~eleri 11 , 12 , 13 ttzerinde 
bulunan ttcgeoin ABC oldu~unu farzedelim (~ekll 76). 12 

do~rusu A noktas1 etrafmda oo• dondOrttHlrse B ooktas1 
C ye gelir. Buna gore ~u cizim yap1hr: /1 O.zerinde herhan
gi bir A noktas1 ahoarak li do~rusu bu nokta etrafmda 60 
derece dondttrOIOr. /2 nin yenl durumu 12' ile gosterillrse bu 
do~ru ile /9 Un kesim noktas1 aranao ttcgenio C ko$esidir. 
/ 2 do~rusu blr veya di~er yonde 60 derece dondttrttlebilece
e-1 icin problemin iki cozttmtt varsa da bu iki cozttm e$tirler. 

Ko~eleri merkezbir ttc cemberio cevresinde yer almak 
ttzere bir e$kenar ttcgen cizmek problemi de benzer tJekil
de cozttliir. 

NOT: /1 do~rusu ilzeriode A yeriBe ba~ka bir A' nok
tas1 almirsa yeni cozflm ~kil 76 dan bir izometri sonunda 
(daha ac1k olarak 11 do~rultusunda AA' kadar bir oteleme 
sonunda) elde edilebillr. Fakat geometride bu gibl $elrlller 
aym kabul edilir. Bu sebeple problemin cevab1, A nokta-
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s1nm 1
1 

ilzerindeki durumuna baah deaildir. 11, 12 , 18 doa
rulari paralel olmasalard1 problem ay01 ~ekilde cozUlecekti. 
Ancak, bu takdirde, A nm 11 ilzerindeki muhtelif durum
lar1 icin birbirine e~ olmayan soosuz cozilm elde edecektik. 

~ekil 76 

Aym ~ekilde muhakeme ile ko~eleri merkezbir Uc S1 , S 2 , 

S
3 

cemberinin Uzerinde bulunan e~kenar Uc;genin cizimi ya
ptlabilir. Bu takdirde en c;ok dort c;ozilm vardir. Burada 
gene A noktas101n S 1 c;emberi Uzerindeki durumunun bir 
onemi yoktur. «;ilnki elde edilecek ~ekillerin birinden di~e
rine ortak merkez etraf1nda bir donme ile gei;ilebilir. Ote· 
yandan eaer i;emberler ay01 merkezli deamerse A Dlll S1 
Uzerindeki her durumuna ayr1 bir c;ozilm elde edilecek yani 
problemin sonsuz c;ozilmil olacakbr. 

19. CD yaymm bulunmu~ oldu~unu farzedelim (~ekil 
77). BD dogru parc;as1 S i;emberinin 0 merkezi etrafmda ci --kadar dondilrillUr. Yeni durum B'C ile gosterilirse ACB'=cx 
oldu~u gorUlUr. 
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Buna gore i;u cizim yap1hr: B noktas1 0 etrafmda « 
kadar doodttrUlerek B' dorumuna getirilir. AB' yfl « ac1s1 
alboda goren noktalarm geometrik yeri cizilir. Bu geometrik 
yeri cizilir. Bu geometrik yerin Sile kesim noktas1 aranan C 
noktas1dir. AB' yU a ac1s1 ile goren yay S ~emberini iki 
noktadd kesebildi~ine ve B noktas1 0 etrafmda iki yonde 
dondilrUlebildi~ine gore problemin dort cozilmil olabilir. 

L B' 

s 
A 

~ekil 77 

20. Problemin ~oziilmU~ oldu~unu farzederek S 1 cem
berioi A noktas1 etrafJoda 11 kadar cevlrmek suretiyle S,' 
durumuoa getirelim (~ekil 78). S2 ve S1' cemberleri 11 Uze
rinde eoit kiri~iler ay1racakhr. Boylece problem 8 (c) ye 
cevrilmi~ olur. Ba~ka bir deyim ile A dao oyle bir /1 do~
rusu gecirilmelidir ki bu dogru S1' ve S2 Ozermde e~it 
kiri~ler ay1rs10. la elde edildikten sonra buoun A etrafmda 
Cl kadar dondilrUlmesiyle Ii do~rusu elde edilir. Si in 11 

Uzerinde ayud1~1 kiri~ aranan kiri~tir. S 1 cemberi A etra
fmda iki yonde dondilrillebilece~inden problem iki ~e
kilde 8 (c) ye donU~tUrillebilir ve her birioden iki cozUm 
elde edilece~i icin esas problemin en cok dort cozilmtt 
vard1r. 
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21. Birinci <;ozum (15 loci problemio blrinci cozttmU 
ile kar~1la~tm01z): Problemln ~zttlmil~ ve aranan n genin 

A A A oldu'"•nu flll'zedelim (n = 6 icin filekil 79 a bak). 1 2 • • • II 5u 
DUzlemio herhangibir 8 1 noktas1 goz oniloe ahmr. Mi et-
rafinda « M. etrafmda «s, .••• , M,. etrafmda «,. de~erin-i , ,. • 

de uygulaoacak d<Snmeler dizisi AiBi 1 s1ras1 ile A 28 2 ye, 

,,,--.., 
' 

~ekil 78 

\ 
\ 
I 

I 

A2B2 yi A8B1 e, •••. ve sonuc olarak A,.B,. i A
1
B,.+i e do

nttetilrttr. BtttUn bu do~u parcalar1 birbirine eeit ve bu 
sebeple Ai ko~esi Bi ve B .. +i den eeit uzakhktad1r (burada 
B,.+i noktas1 8 1 ooktasmdao n doome sonunda elde edil
mietir). ~lmdi de dOzlemin ikioci bir C1 noktas1 goz oollne 
ah01r ve bu ookta Mi, Ms, •... , M,. noktalar1 etraf10da 
s1ras1 ile «1 , «s, •.• , (1,. kadar dondUrillerek yeniden A

1 
den 

e~it uzakhkta olan Ci ve C .. +i glbl iki nokta elde edilir. 
B,B,.+i ve C1C,.+i do~ru parcalann10 orta dlkmelerinin ke
sim ooktas1 aranao n gen'ln Ai k<Seesilll verir. Ai bulun
duktan sonra bu noktay1 Mi etrafmda 4i kadar d6ndf1rmek 
suretiyle As yi, A1 yl M,, etrafmda •s kadar d6nd0rmek 
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suretiyle Aa n , • • • elde etmek mUmkUndfir. B1Rn.+t ve 
Ci C .. +1 do~ru parcalarmm birbirine paralel olmamas1 halln
de orta dlkmeler bir noktada kesieeceginden problemin an
cak bir cozfimil vard1r. Orta dikmeler paralel ise coztlm 
yoktur Te cak1~1rlarsa sonsuz cozUm vardir. Elde edilen cok 
genin konveks olmas1 tiart de~ildir. 

~ekil i9 

lkinci ~oziim: (15 inci problemin ikinci cozflmU. ile kar· 
e1la~tmmz.): M1 koeesi, merkezleri M,, M2 , •••• , M,. ve 
donme ac1lar1 Sll'aSI He «1 , «2 , •••• ' a;,. , olan n donmenin 
bir sabit noktas1dir (bu donmeler Ai i A2 ye, As yi 
Aa e , .••. , A,, i Ai e donnetUrUr). Fakat °'i , ttt , •••• , ~,, de
~erlerindeki n donmenin toplam1, bu toplam 860 derecenin 
tam kah olmadikc;a '1i + tts + .... + oc,, ye eeit bir donme-

F. 7 
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dir ( eger toplam 360 derecenin tam kah ise sonucun bir 
oteleme oldugu evvelce gortllmii~Ui). ~u halde bir doomede 
tek sabit nokta donme merkezi oldu~uodan Jt.!1 , M2 , ••• , M. 
noktalar1 etraf10daki a 1 , o 1 , •••• , 12,, degerinde donmelerln 
toplam1, yukar1daki hipotez alt10da, A1 merkezli tek bir 
doomedir. llakikatte A1 noktasm1 bulmak icin tekrar iki 
doomenin toplam1010 oas1l buluoacag1 hakkmda evvelce 
verilen metoda ba~vurulabilir. 

Bir otelemede sabit nokta buluomad1gmdan eger 

121 + ~2 + ..... + «n toplam1 360 derecenin tam katt ise 
problemin genel olarak cozilmil yoktur. 

Ancak M1 , M2 , •••• , .J..l! n etrafmda cc1 , 112 , •••• , «n de
gerindeki donmelerin toplammm (cz1 + a2 + .... + ix,, top
lam1 360 derecenin tam kah olmak ttzere) bir ozde~lik trans
formasyoou olmas1 ozel balinde problemin sonsuz cevab1 
vard1r. Yant dilzlemln herbaogi bir noktas1 A1 olarak ah
nabilir. 

a1 = c%1 = .... = "n = 180 derece oldugu takdirde e~er 
n tek ise tek bir COZflm, n Cift ise Slftr veya SODSUZ COZilm 
vardir. 

22 a. 0 1 , 0 2 , 0 3 noktalar1 etrafmda berbiri 120 dere
ce degerinde oh10 ttc donme dil~flnttlttr (metindeki 31 inei 
~ekle bak). Bu donmelerden birincisi A noktas101 B ye, 
ikineisi B noktas101 C ye ve nihayet Ucttncilstt C noktas101 
A ya donil~tttrflr. Boylece A noktas1mn bu uc donme top
lam1nm sablt bir noktas1 oldugu goriilttr. Fakat berbiri 120 
dereceye e~it 3 donmenin toplam1, genel olarak, bir otele
medir ve bir otelemede sabit nokta yoktur. Oteyandao A 
noktas1 sabit bir nokta oldugundan bu 3 oteleme toplammm 
bir ozde~lik traosformasyoou (s1f1r uzakhgmda oteleme) 
oldugu gortllflr. llk iki doomenin toplam1, biri 0

1 
den di

geri 0 2 den gec;en ve her biri 0 10 1 lle 60 ar derecelik ac1-
lar yapan iki dogrunun kesi~tigi 0 noktas1 etrafmda 240 
derece degerinde bir doomedir. ~u halde 0 10 20 ttcgeni e~-
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kenard1r. Bu donme ile 0 3 etrafmdaki 120 derecelik don
menin toplam1 bir ozde~lik transformasyonu oldu~undan O 
noktas1 0 3 ile mutlaka cak1e1r. Boylece 0 10 20 8 il~geninin 

eekenar oldugu isbat edilmie olur. 

Aym eekilde gosterilebilir ki ABC Ucgenioin kenarlarl 
iizerine bu defa iicgenin it;:ine dogru ~izilen eekenar iicgen
lerio 01' , o,:, 03' merkezleri gene bir e~kenar ucgen mey
dana getirirler (~ekil 80). 

~ekil 80 

b. Bu problemin ~oziimtt (a) nto ~oziimiine benzer. A 
noktas1 B1 , A 1 ve C1 merkezleri etrafmda siras1~{ile p, o: 
ve r degerinde (ex r p + r = 360") 3 donmenin toplam1 so
nuncu olarak kendisine donueeceginden bu toplamm bir 
ozdeelik transformasyonu oldugu gorttlilr. Fakat bu ancak 
C1 in B1 ve A1 merkezleri etrafmdaki fJ ve ex deg-erinde iki 
donmenin toplammm merkezi ile cak1ehg1 zaman milmkttn
dilr. Yani C1 noktas1, B1 ve A 1 den gecen ve B1A1 ile s1-

ras1 ile ; fJ ve ~ ct acllar1m meydaoa getiren-;;i dog~ 
runun kesim noktas1d1r. Boylece teorem isbat edilmif olur. 
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Aym ~ekilde gosterilebilir ki, bir ABC Ucgeninin ke
narlar1 taban ohnak Uzre Ucgenin icine do~ru ko~eleri A1', 

B1' ve C1' ve tepe acllar1 «, p, ve r (6: + /3 + r = 360°) olan 
ABC/, BCA1' ve ACB1' ikizkenar Ucgenleri cizilirse, Ai' 

. . l ·1 I I R I I Bi' C1' ucgemnm ac1 ar1 s1ras1 i e 2 a, 2 tJ ve 2 r our. 

23. Ai, B1 ve M noktalar1 etrafmda ve ayn1 yonde s1-
ras1 ile 60°, 60• ve 240 dereceye e~it 3 donme uygulamrsa 
B noktas1 kendisine donUeUr (metindeki 32 nci eekle bak) 
yani 3 donmenin toplam1 bir ozde~lik transformasyonu olur. 
Burada ilk iki donmenin toplamt M merkezli bir doomedir. 
Boylece teoretn isbat edilmie olur (22 nci problemin cozU
mtt ile kar~1laetm01z). 

24 a. Mi , M2 , M3 ve M4 noktalar1 etrafmda 60 ar dere
celik dort donmenin toplam1, birinci ve ttcUncU donmeler 
ikinci ve dordunctt donmelerin tersi yonllode olmak Uzere, 
dortgenin A ko~esini kendisine donii~tUrUr (metindeki 33 
Uncii ~ekle bak). Fakat M, ve M2 etrafmdaki iki donmenin 

M, M, 

!;lekil 81 a 

toplam1 M1 M1' kadar bir otelemedir. Burada M1' noktas1 
M1 M2 M1' eekenar iicgeninin bir koeesidir (M1M2 = M

2
M/, 
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............... 
M1M2M1' = 60° ve M2M1 den M2M1' ye do~ru olan donmenin 
yonii M2B den M2C ye olan donmenin ylSnii ile cak1e1r. Bu
nu gormek icin 81 a 28 b ye bak). Benzer muhakeme ile 
M8 ve M4 noktalar1 etrafmdaki iki donme toplam10m M8M11' 

ye e~it bir oteleme oldu~ soylenebilir. Bu defa ~13 M, M8' 

ttcgeni eekenar bir iicgendir ve M4M3 den M4M3' ye donme 
yonii M,D den M,A ya donme yonilniin aymd1r. Boylece 
M1Mi' ve M3M3' uzunluklar1 ile verilmi~ iki otelemenin top
lammm A noktasm1 kendisine doniletilrdii~il gorilliir. Fakat 
iki otelemenin toplammda bir nokta bile sabit kahrsa bu 
toplam bir ozdeelik transformasyonu olmak zorundad1r. Ya
ni iki otelemeyi belirten bu iki do~ru parcas1 eeit, paralel 
ve ters yonlii olmabdI.r. Fakat e~er M1M-zMi' ve M8M4M8' 

eekenar iicgenleri M1M1' = M8M3' ve M1M1' // M3M8' olacak 
eekilde yerleetiril~ ve M1M1' ile M3M3' ters yonde iseler 
M1M2 ve M3M4 kenarlar1 da eeit, paralel ve tersyonlii olur
lar. Bu da bize M 1M2M8M4 iin hir paralelkenar oldu~unu 

gosterir. 

b. M1 , M2 , M8 ve M"' noktalar1 etraf10da herbiri 90 
derecelik donmeler toplam1 A noktas1m kendisi ile <;ak1e
tmr. Yani dort donmenin toplam1 bir ozdeelik transformas
yonu olur (81 inci problemin a k1smi ile kar~1laetmmz). 

Fakat M 1 ve M2 noktalar1 etrafmda herbiri 90 ar derecelik 
iki donmenin toplam1 0 1 etraf1nda bir yar1m donmedir. 
Burada 0 1 noktas1, 0 1M1M2 ikizkenar dikilcgeninin ko~e-

.....-- ............... 
sidir (01M1M2 = 0 1M2M1 = 45°; 81 b yi metin k1smmdald 
28 a ile karella~brrmz). Benzer ~ekilde dU~ttniilerek M8 ve 
M1 noktalar1 etrafmda uygulanacak 90 ar derecelik lkt don. 
me toplam10m 0 2M8M4 tkizkenar dik Ucgeninin 0 2 koeesine 
gore bir yar1 donme oldu~u soylenebilir. Oteyandan 0 1 ve 
0 2 noktalar1 etrafmdaki iki yar1 donmenin toplam1 bir oz
deelik transformasyonu oldu~undan bu iki noktanlll cak1~
mas1 gerekir. Bu da 0 1M1M4 Ocgeninin 0 1 = 0 2 noktas1 
etrafmda 90 derece dondiirillmesi sonunda 0 1JI1M8 Ucgeni-
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nin elde edilece~ini gosierir. Buradan M1M3 ve 'M2M4 do~ru 
parcalarmm birbirine e~it ve dik olduAu gorUlUr. 

~ekil 81 b 

c. Bundan evvelki t11kta verilen isbattan M1M2M3M1 

dortgeninin M1M3 ve M2M, ko~e~enlerinin e~it ve birbirioe 
dik olduklar1 anla~1hr. Oteyanduo ABCD paralelkenarmm 
ko~egenlerinin kesim noktas1 ohm 0 noktas1 f?eklin simetri 
merkezi olduAundan bu nokta 81 c ~eklinin ve ozelikle 
M1.J!2M3M, dortgeninin (bir simetri merkezi olan dortgen 
ancak paralelkenar olabilece~inden bu dortgen mutlaka pa
ralelkenardir) simetri merkezidir. Fakat ko~egenleri birbi
rine eoit ve dik olan paralelkenar ancak bir karedir. 

Aym yoldan isbat edilebilir kl bir paralelkenarm dort 
kenar1 Uzerine ve ~eklin icine doAru dort kare cizilirse bu 
karelerin merkezleri gene bir kare meydana getirir. 



103 

Sekil s1 c 

Sekil s1 tl 



1K1NC1 F ASIL 

SIME TRI 

............... ............... 
25. a. X noktaamm bulunmu~ ve AXM = BXN oldu-

gunu farzedelim (~ekil 82 a). B' noktas1 B nin MN doaru-
,.............. ............... ............... 

suna gore simetriai ise B'XN = BXN= AXJ! dir ve 
A, X, B' noktalar1 aym do~ru ttzerinde olurlar. Buradan X 
noktas1D1n MN ile AB' niln kesim noktas1 oldugu sonu
cuna vanhr. 

b. X noktas1nm bulunmu~ oldugunu farzedelim ve S1 
nin MN do~usuna gore simetrigini S2' ile gosterellm (~e
kil 82 b). x den s,, s., VO Sz' c;emborlerlne clzllen te~etler 

A 

M N 

a b 

~ekil 82 a b 

XA, XB ve XB' ile gosterilirse ifXN = 1iXiJ = AXM olur. 
Bu da A, X, B' noktalarmm ayDI doaru Qzerinde bulun
dukhmm gosterir. i;;u halde X noktasm1 elde etmek i~in S1 

S2' ~emberlerinin ortak teaetleri olan AB' ile MN nin ke
si~tigi noktay1 bulmak kafidir. Genel olarak iki ~emberin 
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dort ortak te~eti oldugundan problemin en cok dort co
zttmil vard1r. 

c. Birinci ~oziim .: X noktas1nm bulunmu~ oldu~unu 

farzedelim. B nio MN ye gore simetrigi B' ve AX in uzan-.....-.... .....-..... .....-..... 
tls1 XC ise (~ekil 83 a) bu takdirde CXN = 2 ·BXN = 2 ·B' XN 
dir. Bu sonuc XB' nun NXC a~mnnm ac1 ortay1 oldu~unu 
gosterir. Su balde AXC dogrusu B' merkezli ve MN ye 
te~et S cemberine tegettir ve X noktas1 MN ile A dan 
S cemberine teget do~runun kesim noktas1 olarak elde 
edilir. 

/kinci ~oziim : Gene X noktasmm bulunmu~ oldugunu 
farzedelim. Birinci cozfimdeki notasyonlar1 aynen kullana
rak A nm B' X e gore gore simetri~ini A' ile gosterelim. 
B' X dogrusu AX M ac1smm ac1 ortay1d1r ve B' A = B' A' 
olacak ~ekilde A' noktas1 XM do~rusu ilzerindedir (~ekil 
83 b). Bl>ylece A' ooktas1 MN dogru::m ilo merko20i B' vo 
yar1 capt B' A olan cemberin kesim noktas1 olarak buluna--
bilir. MN ile B' den AA' ye indirilen dikmenin kesim nok
tas1 aramlan X noktas1 olur. 

A 

M 

a b 

$ekll 83 a, b 

26. a B ac1smm a~1 ortay1 11 ve C a~1smm ac• ortay1 
13 olmak iizere aranan ABC ilcgeninin cizilmi~ oldu~unu 
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farzedelim (~ekil 84 a). Bu takdirde BA ve BC dogrularmm 
1

2 
ye gore birbirinin simetrigi ; BC ve AC dogrular1 da 

l e gore birbirinin slmetrigi olurlar. Bunun sonucu ola
r~k da A nm 12 ve la e gore simetrikleri olan A' ve A" 
noktalar1 BC dogrusu Uzerinde bulunur. 

1 

Buna gore ~u c;izim yap1hr : A noktasmm 12 ve 18 e 
A' ve A" simetrikleri elde edilir. B '\"e C ko~eleri A' A" 
nUn 12 ve ls ile kesi~tigi noktalardan ba~ka bir ~ey de
gildir. 

l, 

A 

~ekil 84 a 

Eger l, ve la dogrular1 birbirine dik ise A' A" dogrusu 
verilen Uc dogrunun kesim noktasmdan gec;er ve problemin 
c;ozilmU olmaz. Eger 11 dogrusu 12 ve 18 dogrularrndan biri· 
ne dik ise A' A" dogrusu dii'terine paralel olacak ve gene 
problemin c;ozilmil olrnayacakbr. Verilen Uc; dogrudan her
hangi ikisinin birbirine dik olmamas1 haliode problemin 
tek bir cevab1 vard1r. Ancak, mesela 11 dogrusu 12 ve 13 
dogrularmm meydana getirdigi dar ac;mm ic;inde ise bu son 
iki dogru ilc;genin dt~ ac;tlarmm ortaylar1 olur (~ekil 84 b). 
Bu k1smm isbatm1 okuyucuya b1rak1yoruz. 

b. 11 , 12 , la dogrularmdan herhangi biri Uzerinde rast
gele bir A' noktas1 almarak ic; ac;1 ortaylar1 bu dogrular 
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<>lan A' B'C' ttcgeni cizilir. Bundan sonra kenarlar1 buj ilc
genin kenarlarma paralel ve S cemberine te~et olan Uc 

,c 
' \ 

I 
\ 

' \ 
' I ', \ 

'\1t 
~ekil 84. b 

do~ru cizilir (~ekil 85). Bu suretle elde edilen ttcgen prob
lemio cevab1 olur. /1 , / 2 , / 3 dogrularmdan biri di~er ikisi 
arasmdaki geni~ acmm ic;indeyse problemin tek bir cevab1 
vard1r. E~er biri diger ikisi tarafmdan te~kil edilen dar 
acmm ic;inde ise verilen cember aranan 1ic;genin d1~ cem
beri olur. 

(~ekil 85) 
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c. ABC ttc;geninin bulunmu§ oldugunu farzedelim (§e
kll 86). A noktas1 B nin 12 ye gore simetrigi oldugundao 
bu nokta BC nin 12 ye gore simetrig-i ttzerinde bulunur. 
Bunun gibi dtt§Unillerek A noktas1 C .nin la e gore simet
rigl oldugundan bu noktanm BC nin la e gore simetrigi 
Uzerinde bulundu~u soylenebilir. Buoa gore §U c;izim ya
p1hr: Evvela A1 den 11 e dik bir m do~ru~u gec;irilir. Sonra 
bu do~runun siras1yla 12 ve 13 e gore m' ve m" slmetrikleri 
c;izilir. Bn son iki dogrunun kesim noktas1 lstenilen flc;ge
nin A ko~esioi verecektir. Diger ko§eler bu ko§enin 12 v& 
13 e gore slmetrlkleridir (§ekil 86). 

L, 

~ekil 86 

Eger 12 ve 11 do~rular1 birbirlne dlk lse m' ve m" dok
rular1 ya paralel (A1 noktas1 11 , 12 , 13 dogrular1nm kesi§tlti 
O noktas1 Ile c;alnomad1g1 takdirde bu hal olur) veya c;ak1-
§trlar (A1 noktas1 0 lie c;ak1§1rsa son durum basil olur). 
Birincl balde problemin c;OzUmtl yoktur. lkinci balde ise 
c;lSzttm say1smda belirsizlik vard1r. Diger bUUln hallerde c;O
ztlm tektir. 

27. a. Problemin c;ozillmil§ oldugunu farzederek C den 
AB ye paralel MN dogrusunu c;izelim ve B nln MN ye 
gore simetrigini B' ile gosterelim (§ekil 87). a>~ olmak 



oartiyle ABC ttcgeninin A ve B deki actlarm1 a ve 13 ile 
........-...... ........-...... ........-...... 

gosterelim. Bu takdirde: B' CN = BCN = 13, ACN = 180-a; 
........-...... 
ACB' = (180 - a)+ 13 = 180 - (a - ~) = 180 - y olduRu 
gorUUlr. BlSylece ou cizim elde edilir: Evvela AB= a uzun
luRu clzilir. Sonra AB den h uzakhRmda ve AB ye paralel 
bir MN doRrusu i;izilir. i;;imdi B nin MN ye gore simetri
Rini B' ile gosterelim ve AB' yU 180 - y ac1s1 albnda gO
ren yay1 i;izelim. Bu yaym MN yi kestiRi nokta ili;genin C 
kooesidir. Problemin tek bir cevab1 vard1r. 

a 

h 

M N 

~ekil 87 

b) Problemin cozUlm11o olduRunu farzedelim ve MN 
do~rusu ile B' noktasm1 bu problemin ilk k1smmdaki gibl 

........-...... 
tayin edelim (i;;ekil 87). ABC' = 180 - r olduRundan ACB 
Ocgenini belli olan AC ve CB'= BC kenarlar1 ile aralarm
daki 180 - r ac1s1 yard1m1 ile cizebiliriz. MN doarusu ABB' 
ilcgeninde orta taban olduRundan bu do~ru ACB' 11cgenl
nin C1 den gecen kenar ortay1 ile cak1~1r. Sonuc olarak B' 
niln MN ye gore simetri~i ahnarak istenilen ttcgenin B 
kooesi elde edilir, Problemin tek bir cevab1 vard1r. 

28. Problemin i;ozUlmtto olduRunu farzedelim ve B nin 
OM ye gore simetriRini B' ile gosterelim (~ekil 8'i). Bu tak-

........-..... ........-...... ........-...... ........-...... 
dirde: B'XA = B'XB + YXZ dir. Fakat XZY ai;1s1 XOZ 
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....-.- .....-...... 
ttcgeoioin bir di~ ac1s1 oldu~undan B'XB = 2. OXZ= 2 
,...-._ ..--.. bil" B .. (XZY - MON) yaz1la 1r. uoa gore : 

....-.- --- --- --- --- --B' X A = 2. X Z Y - 2. MON+ YXZ = XZY=XYZ+ --- --- ....-.- ----y XZ - 2. MON = 180 - 2. MON olur. Boylece B' XA ac1s1 
bulunmue olur. Buradan X noktas1, OM ile AB' y1i 

180 - 2. MoN ac1s1 altmda goren yaym kesl~ti~i nokta 
olarak elde edilir. Problernin tek bir cozilmtl vard1r. 

Sekll 88 

29. a) ABCD dortgenin cfzilmi~ oldu~unu farzederek 
B nio AC ko~egeoine gore simetri~ini B' ile gosterelim --- ---(~ e k il 89). BAG= DAG oldu~odao B' noktas1 AD do~rusu 
tlzerindedir. Bu da keoarlar1 DC, BC'=BC ve DB'=AD
AB' =AD - AB oleo B' DC Ucgeninio belli oldugunu bize 
goeterir. Bu sebeple evvelfi bu Ucgen cizilir. Sonra belll 
olan AD uzuoluau yard1m1 ile A noktas1 bulunur. Ondan 
sonra da B' oiln AC ye gore simetrigi ahnarak B noktas1 
elde edilir. AD+ AB ise problemin bir c6zUmU; AD= AB 
ve CD+ CB ise s1f1r coztlmU ve nihayet AD= AB ve 
CD= CB lse birden fazla c6ztlmtt vard1r. 

"" 
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A 

~ekil 89 

b) Problemio c6zttlmil$ oldu~unu farzederek ($ekil 90) 
ADC Ocgeoioio AO ya (0 ooktas1 dortgeo icine cizileo 
cemberio merkezidir) gore simetri~ini AD1C1 ile gosterelim. 
D1 noktas1010 AB ttzerinde ve D1C1 in ABCD dortgeoi 
icine <;izilen cembere te~et oldu~u a$ikardir. 

A 

~ekil 90 

Buoa gore $U cizim yap1hr : Herhangi bir do~ru Uze
.............. 

rinde AB ve AD1 =AD uzuoluklar1 toaretlenir. ABC ve 
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............... ............... 
AD1 C1 = ADC ac1lar1 belli oldu~ndan C ve C1 noktalar1-
nm BC ve D1C1 ilzerindeki yerlerini bilmeden BC ve D1C1 i 
bulabiliriz. ~imdi AB, BC ve D1C1 e teget cemberi cizersek 
bu cember dortgenin ic cemberi olur. Ondan sonra AD1 ve 
D1 C1 in AO ya gore simetrikleri almarak AD ve DC bulu
nur. C noktas1 BC ile D1C1 in simetriginin kesim nokta-

,.............. ............... 
s1d1r. ERer ADC+ ABC ise problemin tek bir cozUmO.; 
............... ............... ............... ............... 
ADC= ABC ve AD + AB ise s1f1r cozilmil; ADC= ABC 
ve AD= AB ise birden fazla cozilmil vardir. 

30. a. Problemin cozUlmili;1 yani X1 , X3 , •• • , X,, nokta
larmm 11 , 12 , • • • , /,, dogrular1 ilzerinde AX1 ,- X2 , • • • , X,,B 
yolu probleme cevap olacak i;ekilde bulunmui;1 oldugunu 
farzedelim (i;1ekil 91 de n = 3 hali gosterilmii;tir). Kolayca 

~eki l 91 

goriililr ki X,, noktas1 /n dogrusu ile X,,_1 B,, dogrusunun 
kesim noktas1dir. Burada B,, noktas1 B nin l,, ye gore si
metrigi (25 a nm cozilmiine bak) yani B,,, X,,, X,,_1 nokta
lari aym dogru iizerindedir. Bu takdirde X,,_1 noktas1 l,._1 

' 
i 
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ile X,.- 2 B,.- 1 in kesim noktas1 olur. Gene burada B,,_1 nok
tas1 Bn in l,. _ 1 e gore simetri~idir. Benzer yoldan gidilerek 
B,._2 noktas1010 B,. . 1 in l,.-2 ye gore simetriti olmak iizere 
X,._2 nin l,. 2 ile X,. -a B,. _,. nin kesim noktas1 oldugu ve 
X,._ 3 Un de B,._3 noktas1 Bn-s nin l,. _1 e gore simetriAi ol
mak Uzere /,._1 ile X,._, B,,_3 Un keslm noktas1 oldu~u ve
salre gosterllebllir. 

Boylece ~u clzim elde edillr: Evvelii B nln /,. ye gore 
B,. slmetri~i, sonra B,. nin l,.- 1 e gore B,.-1 simetrltl elde 
edlllr ve bu cizime boylece devam edilerek en sonda Ba 
nin 11 e gore B1 simetri~e vanhr. A dakl bilardo topunun 
vuru~ dogrultusunu tayln eden X 1 noktas1, /1 ile AB1 in 
kesim noktas1 olarak bulunur. Bundan sonra B,., B3 , •••• , B,. 
ve X1 noktalar1010 yard1m1 ile X2 , X3 , •••• , X,. noktalar101 
bulmak kolayd1r. 

b) (a) k1sm10daki i~lemi takip etmek suretiyle ilk i~ 

olarak A nm l, e gore A, simetrigini ondau sonra A4 Un 
ls e gore As simetri~ni elde ederek ve bu cizime devamla 
nihuyet A 1 noktasmu varmz (~ekil 92). Kolayca suglanabi-

\ 

s 

x, 
/ 

li / p 
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SekU 92 

F. 8 
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lir ki 13 e glSre simetrigi takip eden l, e gore simetri, bu 
iki do~runun kesim noktas1 olan R ye gore bir simetridir. 
Benzer yoldan gidilerek diger iki simetrinin P ye gore bir 
simetriye denk oldu~u soylenilebilir. Bu sebeple dort si
metri yerine R ve P noktalarma gore iki yar1 donmenin 
toplam1 kalm1~ olur. Fakat bu toplamm PR do~rultusunda 
ve 2. PR biiyUkltt~Unde bir oteleme (~ekil 17 ye bak) oldu
~unu biliyoruz. 

Boylece AA1 in PR ko,egenine paralel ve onun iki ka
bna e~it oldu~u bulunmu~ olur. Acllar1 goz onilne alarak 
AX1X2X 8X,A yolunun bir paralelkenar oldu~unu gormek 
kolaydir. <;OnkO, ko~egenlere paralel olan kartJ1hkh kenar
lar birbirine paraleldirler. Boylece e~er bilardo topu A ya 
donilnce durdurulmazsa ikinci turda mutlaka aym yolu ta
kip edece~i anla~1hr, 

Sonne olarak lllekilden gorttlebilir fki yolun toplam 
uzunlu~u AA1 e yani kOlllegen uzunlugunun iki katma e~ittir. 

31. a Problemi cozillmil{J farzederek merkezi A ve yar1 
cap1 a olan S1 cemberi lie merkezi X ve yar1 cap1 XB 
(~ekil 93 a) olan S2 cemberini cizelim. Bu iki cemberin AX 

a 

s, 

~ekil 93 a 

ttzerindeki bir nokta birbirine teget oldutu 8!llikardir. S, 
cemberi B den gecti~i icin B nin l ye gore simetrii"ti olan 
B' den de gecer. Boylece problem, verilen B ve B' gibi iki 
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noktadan gecen ve verilen bir S1 cemberine teget olan S
2 

cemberinin cizimine dlSnii~tiirillmil~ olur. Bu cemberin X 
merkezi istenilen noktad1r. Problemin en cok iki coz11mi1 
vard1r. 

b. Problemin coziilmii~ oldugunu farzedelim. Merkezi 
A ve yari cap1 a olan cemberi S1 ile, merkezi X ve yar1 
cap1 BX olan cemberi de S2 ile gosterelim (i;;ekil 93 b). S1 
ve Sa cemberleri AX iizerinde bulunan bir noktada birbi
rine tegettirler. Ayr1ca S 2 cemberi B nin l ye gore simet
rigi olan B' den de geQer. Problemin bundan sonraki k1sm1 
(a) k1smmdaki cizimin tekrarmdan ibarettir. 

a 

~ekil 93 b 

32. a H nm BC kenarma gore simetrigi H1 olsun 
(~ekil 94). Y11kseklik ayaklar1 P, Q, R ile gosterilirse bu 

A A ....-...... ....-...... 
takdirde BH1C""' BHC ve bu sebeple BH1C = BHC oJur • 

....-...... ....-...... ....-...... ......-- ....-...... .---
Fakat BHC=RHQ ve RHQ+RAQ=B1HC+RAQ=180• 

....--.. ....-...... 
oldugundan BH1C +BAG= 1so· elde edilir. Bundan H1 

noktasmm ABC iickeninin cevrel cemberi 11zerinde buluna
cag1 sonucuna var1hr. H mn AB ve AC ye gore simetrik
leri icin de aym ~ey soylenebilir. 

b. ABC 11cgeninin cizilmi~ oldugunu farzedelim. 
H 1 , H2 , H8 noktalarmm 11cgenin cevrel cemberinin ttze-

....-...... ....-...... 
rinde oldugu a~ikard1r. Bu sebeple BHR =GHQ ve 
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.........-.... .........-.... .........-.... .........-.... 
BRC = BQC = 90° dir. Buradan RBH = QCH yani 
..--... ,,..--... ....-- ......_ 
AH3=AH2 oldu1tu anla~1hr. Benzer bir dil~ilnU~le BH1=BH8 -- ,,--...... ve CH1 = CH2 sonuncuna varihr. Bundan da ABC Ucge-
ninin ko~elerinin H 1 , H 2 ve H8 noktalarmdan gecen cem
berin H"H3 , H3H1 ve H1H2 yaylarmm orta noktalar1 oldu
au isbat edilmi~ olur. H 1 , H 2 , H 3 ooktalar1 bir dotru tlze
rinde bulunmadtkca problemtn tek bir coztlmU vard1r. 

$ckil 9~ 

33. a Kolayca gorUlece~i iizere A:iA3A, ttcgenioin ttc 
yOksekli~i A1 noktusmda kesi~irler. 

b. A~ iln A2A3 e gore simetrigi A; olsuo (~ekil 95). ' 
Bu nokta, A 1A 2A 3 Ucgeninio S4 ~evrel cemberi Uzerinde 
bulunur. Boylece A 2A,' A3 ilcgeninin cevrel cemberinin S, 
ile cak1~1k oldugu nnla!?1hr. Bu da bize A 2A3A4 ilcgeninin 
S1 c;evrel <;emberioin S4 c;emberi ile e~ oldut,tunu isbnt eder 
(S1 ve S, birbirinin A2A8 e gore simet rikleridir). Benzer 
yoldan gidilerek S2 ve S3 c;emberlerinin de S, e e§ olduk-
lar1 gosterilebilir. 

c. A1A2A3 , A1A~A, , A 1A 3A. ve A 2A3A. Ucgenlerioden 
en az birl dar ac1hd1r. Hakikaten e~er A1A2A, Ucgeni A, 
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de geni1;1 ac1b ise A2A3A1 ilcgeni (burada A1 ~noktas1 A2A3~ 
ilcgeninin yilksekliklerioio kesim ooktas1dir) dar ac1h ola
caktir. Boylece A1A2A3 Ucgeoioin dar ac1h olduguou ve A, 
noktasmm bu ilcgenin icinde bulunduguou furzedecegiz. 

~--_A, 

s; 

~ckil 95 

I 
I 

I 

Simdi A 1A4 0 10 4 dortgeniol goz onttne alahm. 0 1 ve 
O, noktalar1, A 2A8 e gore birbirioin simetrigi olan S 1 ve S, 
cemberlerioin merkezleri olup 0 10, .l A2A3 dilr. A1A4 0 10 4 

dortgeni goz ooilne ah01rsa O,Oif/ A1A4 ve 0 1A,=O,A1=R 
oldugu anla~1hr. Burada R uzunlu!tu S1 , S2 , S8 , S, cem
berlerinin yar1 cap1d1r. Bu dortgen ya parnlelkenar veya 
ikizkeoar bir yamuktur. Fakat 0 40 1 kenarmm A2A8 orta-
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dikmesi A1A, 6 kesmedi~ioden bu dortgen yamuk olamaz. 
BQ sebeple A1A,010, ~ekli bir paralelkenar olup A10 1 ve 
.A,O, do~rular1 paralelkenarm ko~egeoleridirler. Bu iki kO
~egenin kesi~tig'i O noktas1 ko~egenlerin ortas1 olur. Aym 
yoldan gidilerek isbat edilebilir ki 0 noktas1 A202 ve A80 8 

tin de orta noktas1d1r. 

'\ I I 
'\ I/ '\, ,, 

"O' 

Sekil 96 

s 

S' 
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34. a. S cemberioio 0 merkezioio A 2A1 e gore simet
rigi O' olsuo (~ekil 96). 00' H,A1 ve 00' H 1A, dortgenleri 
birer paralelkenard1r. (33 c nin cevabma bak). 0 halde: 
A1H, = 00' = A,H1 ve A1H, I·· 00' II A,H1 ve boylece A1H, 
H 1A. dortgeni bir paralelkenar olur. Buradan A1H1 ve A,H, 
dogru parcalarmm orta noktalar1010 ay01 H noktas1 oldugu 
c1kar. Benzer yoldan gidilerek bu H noktasmm A2H2 ve 
A,H3 dogru parc;alar1010 da orta noktas1 oldugu g~sterile

bilir. 

b. ~ekil 96 ile ~ekil 95 i kar~ulaihrarak H, noktasmm 
S nin A2A1 e g<Sre simetrigi olan S' ilzerinde bulundugunu 
ve bunun gibi H1 in de aym <;ember ttzerinde oldugunu 
gormek milmkilndttr. Boylece A1 , A,, H1 ve H, noktalar1-
nm S ye e~ aym cember Uzerinde oldugu anlao11Ir. 

Teoremin diger k1s1mlar1 aym oekilde isbat edilir. 

' 
$ekll 97 

85. M eokgeninin iki AB ve CD simetri ekseninin bu 
eokgenio i<;lnde kesioecegi ac;1kbr. Hakikatte bu eksenler 
oekil 97 a dakl oekilde gosterildlgi gibi kesioselerdl herbiri 
ayr1 ayr1 bu cokgeni alanca eoit iki k1sma bOlemlyecek
lerdi. ~imdi tlc;t1ncf1 bir EF simetri eksenl varsa bunun ilk 
lki simetrl ekseninin kesim nokta1mdan gececeglni isbat 
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edelim. Bu ilc eksen bir noktadan gecmezlerse bf r PQR 
Ocgenini meydana getirirler (eekil 97 b). M, bu Ocgenin 
icinde bir nokta olsun. Dilzlemin her noktasmm bu ttc ek
senden en az birine gore M nin bulundu~u k1s1mda yer 
alaca~1m gormek kolaydir. Qokgenin M den en uzak nokta
s101 T ile gosterelim ve T ile M nin AB nin aym taraf1nda 
oldu~uou kabul edelim. Boylece e~er T1 noktas1 T nin AB 
ye gore simetrigi ise (bu takdirde T1 noktas1 cokgeoin bir 
ko~esi olur) bundan MT1 > MT elde edilir (MT in TT1 
ttzerindeki izdil~ttmOnttn MT nin aym do~ru ilzerindeki iz
dileilmttnden daba bilyilk oldu~undan (~ekil 97 b ye bak). 
Bu celiemezlik teoremin isbatm1 vermie olur. 

A 

B 

Y. I 
I 

a I 
---'e 

~ekil 98 

I 

36. XY do~ru parcasmm uzunlu~u a ol.du~undan en 
kilcttk degeri almas1 istenilen toplam AX+ BY olur. XY nln 
bulunmu~ oldu~unu farzedellm. l eksenine gore a bttyttkltt
~ilnde kaym1~ bir simetrl B noktasam B' ye Y yi Xe gotil
rilr (eekil 98). Buradan BY B'X ve AX+BY=AX +B'X 
elde edilir. $imdi istenilen AXB' yolunun minimum olma
sadir. Bu ~arh saglayacak X noktas1 da l nin AB' yil kes
ti~i noktad1r. 

37. (a). ABCD dortgeninin cizilmi~ oldu~unu farzede
lim. A mo DC eksenine gore DC bilyilklil~Undeki kaym10 
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D K l 

$ekil 99 

.......-... --simetrigi A' olsun (~ekil 99). Bu takdirde A'CD = ADK 
(DK, DC nin D den itibaren uzanhs1d1r) olur. Qilnkil eger --- --A 1 noktas1 A nm DC ye gore simetrigi ise A'CD=A1DK --- --- - -ADK d1r. Fakat ADK = 180° - D = 180 - C oldugundan --- -A'CD = 180° - C yani A', C, B noktalar1 bir dogru iir.erin-
de bulunurlar. Ayr1ca A'B = A'C +CB= AD+ CB ve 
A noktasrnm CD ye olan uzakhgimn d ye e~it oldugunu 
biliyoruz. 

Euna gore a~ag1daki ~izim yap1hr: Herhangi bir l dog
rusu ve dogrudan d kad&ir uzakta bir A noktas1 alahm. 
Ondan sonra A nm l dogrusuna gore ve CD ye e~it kay
m1~ simetrigi olan A' noktas1 elde edilir. AB uzunlu~u "e 
A' B =AD + BC belli oldugundan B koeesini bulmak miim
kilodiir. C ko~esi ise A' B oin l yi kestigi noktad1r. Bilinen 
CD uzunlugu C den itibaren l iizerinde i~aretlenmek sure
tiyle de D ko~esi bulunur. Problemin iki, bir veya s1f1r 
coziimii olabilir. 

(b ). EvveH\ AB dogru parcas1 cizilir ve l dogrusu 
merkezleri A, B ve yar1 caplar1 siras1yla d1 ve d2 olan iki 
cemberin ortak tegeti ol.arak elde edilir (~ekil 100). Bundan 
sonra i~ DC dogru parcasmm l dogrusu tlzerinde AD+ BC 
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verilen bir degere e~it olacak ~ekilde yerle~tirmekten iba
rettir. Bunuo ic;io de 31 (a) dao faydalamltr. 

D ve C noktalarmm bulunmu~ oldu~unu ve A nm l 
dogrultusunda DC kadar otelenmesindeo elde edileo noktay1 
A' ile ve gene aym A noktas1m l ye gore DC de~eriodeki 
kaym1~ simetrigini A" ile gosterelim. Merkezi C ve yar1 
cap1 AD olan 9emberio A' ve A" noktalarmdan gececegi 

I 
I 

I 

/ 
/ 

/ 

f 
I 
I 
I 
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\ 
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A I A' 
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Sekil 100 

s 

(A'C = A"C=AD oldutundan) ve merkezi B, yar1 c;ap1 
BC+ CA"= BC+ AD olan S cemberine te~et olaca~ a~i
kard1r. Fakat S cemberi verilenler yard1m1yla c;izilebilir ve 
boylece problem, verilen A' ve A" noktalanndan gei;en ve 
verilen blr S c;emberine te~et olan cemberin c;izlmine do-



123 

nil~tilrillmil~ olur. Bu c;emberin C merkezi aranan dortge
nin C ko~esidir. 

38. Birinci (:ozrlm: Bir 1~1k 1~m1010 aynadan yans1ma 
dogrultusunun geli~ do~rultusuyla ters yonde olabilmesi ic;in 
gelen 1~mm aynaya dik olmas1 gerekir. Bu ozel hali b1ra
k1p gelen 1~10m ilk c;arphg1 kenara dik olcnamas1 haliyle 
i~e ba~layahm. MN i~mmm ABC ac;ISl ic;inde iki yans1ma
dan sonra MN nin tersi olan PQ do~rultu ve yontlnde ay
nay1 terkettigini farzedelim (~ekil 101 a). Bu takdirde : - - -PNB + NPB = 180" - NBP= 180•- a - -= 2(180"- a)=2·PNB+2NPB - - - -=ANM+PNB+NPB+CPQ - -= 180°-MNP+ 180·-NPQ - -= 360•-(MNP+ NPQ) 

s 

a 

~ekil 101 

MN ve PQ 1~10lar1 paralel ve ters yonltt olduklarmdan 
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~ ~ 

MNP + NPQ = 180° ve boylece 2 (180° - a)= 360° - tso· 
ve buradan cz = 90• bulunur. Kar~nt olarak e~er « = 90° ise 

~ ~ 

bu takdirde MNP + NPQ = 180° yani yans1ma 1em1 olan 
PQ ile .Jl N ters yonlil ve paralel olurlar. 

~imdi de gelen iem MN nin ac;mm kenarlar1 arasmda 
dort yans1madan sonra MN nin tersi ohtn RS dogrultusun
da yans1dlg101 farzedelim (~ekil 101 b). Oc; defa yansuna
dan sonra giden 1e10m gelen 1emla ayni dogr.ultuda ve ters 
yonlil olabilmesi ancak bu 1e1mn verilen ac;m10 kenarma 
dik dilemesi halinde milmkiln olup gelme dogrultusu rast
gele olan her 1e10 ic;in saglanamaz. Hakikatte f! mn verilen 
bir degerine kare1hk ancak bir gelme ac;1s1 ic;in bu milm
kilndttr. AB nin ve PQR yolunun BC ye gore simetrikleri - -s1ras1yla BA1 ve PQ1R olsun. Bu takdirde ABA1=2ABC=2x - - -ve ayr1ca QPB=Q1PB=NPC ve bundan dolay1 da NPQ1 - - -bir dogrudur. QRB = Q1RB = SRC oldugundan aym eekilde 
dileilnillerek Q1RS nin bir dogru oldugu isbat edilebilir. 
Sonuc; olarak da her biri eeit iki BQP ve AQR ac;llarma 
eeit olan BQ1P ve AQ1R ac;1lar10m da eeit oldugu sonucuna -var11.lr. Boylece ABA1 =-= 2 « nm N ve Q 1 noktalarmdan yan-
s1yau MN gelme iemmm kendisiyle ters yonde bir Q1S 
1e101 ballade aynadan ayr1ld1g1 gorillilr. Fakat 2 « ac;1s1 ev-

velki manada olmak ilzere 2 « = 90" ise a= 
9~ bulunur. 

90 -Kare1t olarak a = -2 den ABA1 = 90° olur ve bu takdir-

de MN 1e101 ABC ac;1s1nm ic;inde dart yans1madan sonra 
gelme rlogrultusunun tersi olan yonde aynay1 terkeder. 
~imdi de gelen MN 1e10101n ac;m1n kenarlarmda alh yans1-
madan sonra gelme 1e10mm tersi olan Tu dogrultusunda 
aynay1 terkettigini (~ekil 101 c; genel olarak bir 1em be~ 
yans1madan sonra ilk dogrultuya ters yonde aynadan c;1ka- -
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maz) farzedelim. AB dotrusunun ve PQRST yolunun BC 
doarusuna gore simetri~i ahmr. Bu yans1mada BA nm si
metri~i BA1 ; Q ve S nin simetrikleri de Q1 ve S1 olsun. - - -Oace gordf1g"ftmf1z gibi NPQ1 (Q1PB = QPB=NPC) ve S1T X 

Sekil 101 c 

- - -(S1TB = STB = uTC oldu~undan) yollar1 hirer do~rudur. ------Ote yandan Q1RB = S1RC, RQ1B = PQ1A1 , RS1B = TS1A 1 

bulunur. Boylece MN 1~101010 AB, BA1 , BC ve tekrar BA1 
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do~rular10m N, Q, R ve S1 ooktalanoda yans1d1ktan sonra 
MN ile ters olan S1u do~rultu ve yonttnde ayrdd1tJ 
gorutttr. 

~imdi BC oin ve Q1RS1 in BA1 e gore simetriklerini 
gozooiioe alahm BC nin siruetriRi BA2 ve R oin simetriki - - -R1 olsun. R1Q1B = RQ1B = PQ1A1 oldu~undan NPQ1R1 blr 
do~u olur. Ayni eekilde R1S1B = RS1B = TS1A1 ve dolay1s1y
R1S1 Tu da bir do~rudur. Ayr1ca birbirine et1it Q1RB ve S1RC 
actlanna e~it olan Q1R1B ve S1R1A2 actlar1 da birbirine -eeittir. Bu suretle MN 1e1010m ABA2 = 3 ex ac1smm keoar-
lar1 ilzerindeki N ve R1 noktalar1oda yans1d1ktan sonra MN 
nin tersi olan R1u dogrultusunda aynadan c1ktJ~1 gorttlttr. 
Fakat daha once yaptlan isbata gore 3 ex = 90° yani 

90 90 -a = 3 olmahd1r. Kar~1t olarak e~er a= 3 olursa ABA2= 90° 

olur ve MN 1em1 ABC ac1S1mn kenarlarmda alb kere yan
s1d1ktan soora gelme dogrultusunun tersi olao doa"rultuda 
aynadan c1kar. 

-Son olarak bir 1e1010 ABC = a ac1s101n kenarlannda 
2 n yans1madan sonra gelme 1(1101010 tersi yCSnttnde aynld1-
i101 farzedellm (geael olarak bir 1e10 bir ac1010 kenarla
rmda 2 n - 1 def a yans1d1ktan sonra gel me do~rultusunun 
tersi olan bir doRrultuda c1kamaz). 

Evvelki yoldan gidilerek Relen 1~1010 AB ye carphktan 
sonra takip edeceRi yolun BC ye gore simetrlgi diltiilntt
lttrse bu simetride BA nm simetri~i BA1 olsun. Oodao sonra 
BC nin BA1 e gore simetri~l ve BA1 in BA, ye gore BA1 
simetrigi vesaire elde edilerek n - 1 say1d11 yanslllladan -sonra BA,, _1 i elde ederiz. Sonuc olara" ABA.- 1 = n a bu-
lunur. ~imdi gelen 1e10m ozel yans1malar sonunda ABn-1 ye 
carphRJ ve bundan sonra AB ye carparak ilk dotrultunun 
tersi olan yonde ayr1ld1R1 ll<Sylenebilir. Buna gCSre evvelce 



isbat edilen eeitlik geregince n a= 90 ve nihayet 

oldugu goriiliir. 
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90 
a=

n 

lkinci ~ozrim: Verilen ac1 ABC ve 1emm yolu MNPQ ..• 
(n = 2, a = 45 i<;in eekil l 02 a ya bak) olsuo. Bu co
ztlmde sadece dogrultularla ilgileniyor ve biitiin dogrultu
larm aym 0 noktasmdan c1kllgm1 farzediyoruz. Buna gore - -0111 MN, 0211 NP, 0311 PQ, ... d1r. MNA = PNB oldugun-
dan 02 ile 01 in AB ye paralel OU dogrusuna gore bir· 
birinin simetriki olduklar1 anla~nhr. OU ile AB nin paralel
ligini gostermek icin ~ekil 102 a daki NM' ile NP nin NB 
ye gore simetrik olduklarm1 isbat etmek kafidir. Benzer yol
dan gidilerek 03 Ile 02 nin BC ye paralel 0 V dogrusuna 
gore birbirinin simetrikleri oldugu gosterilir. Buna gore 0 8 ............... 
1em1 0 1 den 2 UO V = 2ix kadar bir donmeden elde edllir. 
Benzer ~ekilde dtt~iinillerek 0 5 1~m1 0 3 den ayni yonde 2« 

M' 
s 

~-lL........;;~~~~~~-c 
p R 

~ekil 102 a 

kadar bir donmeden ve buoun sonucu olarak da 0 5 1~1m 0 1 

den 4et kadar bir donmeden, ••••• elde edilir. ~u halde eger 

IX= 
90 iSe 8QlDlD iki kenarIDlll her birindeD n yan&ID18d8D 
n 

sonra ayrilan bir 1e1n ile ayni dogrultudaki 0 (2n+ 1) 1~m1 
0 1 1~1m ile 2nfl = 180° ~arhna uyan bir ac1 meydana geti-
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recektir. Bu ~art sagland1g1 takdirde aynayi terkeden 1~m 
ilk do~rultunun tersi olan bir yonde c1kar. 

~ekil 102 b 

39. a) Birinci cozttm (15. ve 21. problemlerin ~zttmle
rine bak): 1stenilen n kenarh A1A 2 ••••• A,. ve :duzlemin 
herhangi bir noktas1 B1 ve A18 1 in /1 , 1'4. /3 , • • • •• l,. ye go
re ard1~1k simetrikleri A 28 2 , A88 8 , •• •• • A,.B,., A 1B,.+ 1 ol
sun. Biitiin bu dogru parcalar1 birbirine ee oldugu icin 
A1B1 = A1B,.+1 yani A1 noktas1 8 1 ve B,.+1 den ayni uzak
hktad1r. Su halde A1 noktas1 B1B,.+1 in orta dikmesi ilzerin
de bulunur. ~imdi diizlemin ikillci bir C1 noktas1n1 alahm 
ve C1 in /1 , 12 , • • •• , l,. .. 1 , l,. ye gore ard1~1k simetriklerini 
C2 , C3 , •••• , C,. , C,.+1 ile gosterelirn. N kenarm1n A1 ko
eesini C1 ve C,.+1 den de ayni uzakhkta bulunacag1 a~ikar
d1r. Buna gore A1 ko$esi B1B,.+1 ve C1C,.+1 dogru parcala
rmm orta dikmelerinin kesim noktas1 olarak elde edilir 
(81B,.+1 ve C1C,.+1 dogru parcalar1 B1 ve C1 noktalar1 her
hangi bir ~ekilde bir defa ahndJ.ktan sonra kolayca cizilebi
lir). Bundan sonra A1 ko~esinin ard1~1k olarak verilen n dog
ruya gore simetrikleri cizilmek suretiyle cokgenin koeeleri 
bulunur. B1B,.+1 ve C1C,.+1 dogru parcalar1 birbirine paralel 
olmt1d1kca problemin tek bir cozUmii vard1r. Eger bu iki 
dogru parcas1 paralel iseler coziim yoktur. Son olarak iki 
dogru parcas1m orta dikmeleri caJn~1k ii;e problemin sonsuz 
cozttmii vard1r. Cevap olarak elde edilen c;okgenin konveks 
0Jmamas1 da mttmkundur. Ote yandan problemin cozttmiinde 
n nin tek veya cift olmasmm bir onemi yoktur. 
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lkinci cozflm (15. ve 21. problemlerin coztlmlerlne bak). 
lstenilen n kenarh A1 , A2 , ••• , An olsun (~ekil 50 a ya 
bak). A1 ko$esinln 11 , 12 , •••• , ln ye gl5re ard1$1k slmetrik
riklerinl allrsak A1 , As, ••• , A,. noktalar101 ve nibayet gene 
A noktas1n1 elde ederiz. Buna gore A1 noktas1 /1 , ls, • •• , ln 
ye gore alman simetriler toplammm bir sabit ooktas1dir. 
~imdi birbirioden ayr1 2 bal gozoofine ahnabilir. 

Birinci hal: n cift olsun. Bu takdirde /1 , ls, •. . , In ye 
gore simetrller toplam1, genel olarak, bir O noktasma gore 
bir slmatrlye donOotOrebilir. Bunu simetrilerin toplam1yla 
ilgili ctzimde evvelce gordttk. Bu donmeoin tek sabit noktas1 
O dur •• Ayr1ca A1 noktas1 0 Ile cakitnkbr. A1 noktas1 bo
lunduktan soora n kenarhmn diA"er kooelerinin bulunmas1 
gttc degtldir. Bu halde problemin tek blr cevab1 vard1r. 

11' ls, .••. ' l,. ye gore simetriler toplammm bir oteleme 
veya ozdeollk transformasyonu (s1f1r derecelik donme veya 
s1ftr bUy11klf1A"f1nde blr oteleme) olmas1 lSzel halinde ya prob
lemin hicbir cozUmU yoktur (otelemede sabit nokta yoktur) 
veya dUzlemin herhangi bir noktas1m A1 ko$esi olarak al
mak suretiyle birden fazla cozttm vard1r. 

lkinci hal: n tek olsun. Bu takdirde 11 , / 2 , •••• l,. ye 
gore 111imetrilerin toplam1 genel olarak bir kaym10 simetri 
olacakhr. Bir kaym1$ simetride sabit nokta mevcut olmad1. 
tmdao n nin tek olmas1 baliode genel olarak cozttm yoktur. 
Ancak 11 , 12 , •••• ln ye gore simetriler toplam1mn l ye gore 
bir simetriye donttotfirUlebildlti takdirde (bu l dogrusu cl
zilebilir) cozttm tek olarak belirtilemiyecek ; l dotrusunun 
herhangi bir noktats1 n kenarhmn A1 kooesi olarak allnabi
lecektir. Qttnktt simetri ekseninin her noktasmm bu eksene 
gore simetriki gene keodisidlr. Boylece mesela n = 3 tcin 
genel olarak cozttm olmamakla beraber l,' la ve la dogrula
r1nm ayni noktadan gecmesi veya birbirine paralel olmalar1 
ozel ballerinde birden fazla cozttm vard1r. 

F. 9 
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(b). Bu problem 89 a ya benzer. E~er A 1 Aa, ••• A,. 
istenllen n kenarh lse (tJekil 50 b ye bak). A,,A1 do~rusu 

/ 1 , 12 , •••• /,. _ 1 , I,. ye gore ard1~1k simetrilerden sonra A1A1 

A 2A3 , •••• An-1A,. ve nibayet tekrar A,.A1 ballne getirilir. 
Boylece A,.A1 dotrusu /1 , 12 •••• l,. dogrularma gore simet
riler toplam1010 blr sabit dogrusu olmutJ olur. ~imdi ilri bal 
goz ondnde bulundurulabillr. 

Birinci bal: n cift olsun. Bu takdirde 11 , 12 , •••• I,. ye 
gore simetriler toplam1, genel olarak, bir 0 noktas1 etrafm. 
da bir simetri olup sabit blr dotru yoktur. K1saca n nin cift 
olmast balinde, genel olarak, c;oz1lm yoktur. Slmetrller top
lam1010 O etrafmda bir yar1m donmeye e(llt olmas1 (180 de
recelik bir donme) veya bir otelemeye e(lit olmas1 veya bir 
ozdetJlik transformasyonu olmas1 ozel halleriode problemin 
birden fazla cozOmO vardir. Birinci halde simetri merkezin
deo gec;en berbaogi bir do~ru A,.A1 olarak ahnabilir. lldn
cl durumda oteleme do~rultusuna paralel bir do~ru ve Oc;tto
cU durumda ise dOzlemin herbangi bir dogrusu A,.A1 olarak 
ahnabilir. 

lkinci bal: n tek olsun. Bu takdirde 11 , 12 , •••• l,. ye 
gore simetrUer toplam1 geoel olarak, bir I dogrusuna gore 
kaynuf? simetridir. Bu kaymt(I simetrinin tek sabit do~rusu 
bu I dogrusu olacag1ndao istenilen n kenarhnm A.A, keoa
r1 mutlaka l ile c;ak1t11kt1r. l nin 11 , 12 , •••• I,, ye gore ar
d1t11k simetrileri cizilerek n kenarhnm butilo kenarlar1 elde 
edilebilir. Boylece n nln tek olmas1 baliode genel olarak 
problemio tek bir cozOmU olacag1 gorUIUr. Verilen dogrula
ra gore simetriler toplamma bir l dogrusuna gore blr simet
riye e~it olmas1 balinde bir istisna Ile kartnlai;J1hr. Bu balde 
problemio birdeo fazla cevab1 vard1r. A,.A1 kenar1 olarak 
I dogrusu veya ona dik bir dogru ahnabilir. n = 3 ic;in bir 
uygulama yap1hrsa 11 , 12 , 18 dogrularmdan ya Uc;ilniln bir
deo ii\:geoin d1~ nc1 ortaylar1 olduklar1 veya ikisioin ic; ve 
birinin di~ a~1 ortay1 oldu~u gorillilr. Bu U<; dogrunun ay01 
noktadan gec;mesi ozel haliode problemio, once de soyledi-
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~imiz gibi, birden fazla c;ozOmU vardlr (Problem 26 a ya 
bak). 

Bu problemin (b) k1sm1om c;ozUmU (a) k1srmoJD birincij 
c;ozUmOne benzediii ic;in okuyucuya birak1yoruz. 

l 1 

l, 

l. A 
n 

~ekll 103 

40. (a) Problemio ~ozOlmil~ oldu£tunu farzedelim (~kil 
103), M noktas1 etraf10da bir yar1m donme A, noktasm1 A2 

ye, 12 ye gore bir simetri A2 yi A3 e, 13 e gore blr simetri de 
A3 U A, e v.s. gotilrllr. Soo olarak ln ye gore bir simetri A .. 
yi A1 e donU(ltOrUr. Boylece A1 noktas10m M etraf1nda bir 
yar1 donme ile 12 , 18 , •••• In do~rularma gore simetriler top
lamJDm bir sabit noktas1 oldu~u anla~1hr. M etrafmda bir 
yar1 donme, do~rulara gore blr c;ift simetriye denktir. ~im
di lki hal gozonOne ah1ca~1z. 

Birinci bal: n tek olsun. Bu takdirde problem bir talam 
do~ulara gore c;ift say1da simetriler toplam101n bir sabit 
noktas101 bulmak problemine donU(ltOrOlmUo olur. Bilindi~l 
gibi bu toplam. genel olarak, O ooktas1 etraf1oda blr don
medir (0 noktas1 M ve /2 , / 8 , •••• In yard1m1yla cizilebllir). 
K1saca n nio tek olmns1 haliode problemio genellikle tek bir 
c;ozUmU vard1r. Dogrulnrn gore cift say1da simetriler topla
mmm bir otelemeye e~it \·eyn bir ozde~lik traosformasyoou 
olmas1 halleri oz el hallerdir. Bunlardan birf ocisiode as la 
c;ozttm yoktur. lkinclsiade ise c;ozilm say1s1 sonsuzdur. 
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lklocl hal: n 9lft olaun. Bu takdlrde problem blr tatun 
dolnilara pre tek 1&yida almetrller toplammm blr lablt 
nolduuu bulmak problemlDe cUSntlfttlrCllmtlf olur. Oenel 
olarak bu toplam blr DJDllf aimetrl olap problemln oktl· 
mtl yoktlll' (kaJDllf slmetride Ablt nokta yoktar). Sfmetrl
ler toplaDllDln l glbl blr dotruya ,are blr llmetrlye d&alftl
bllmeal Gzel hallnde problemtn pek QOk oGzGma varcbr 
( dotraJ• 16re slmetrlde sonsaz 1&blt nokta meYCut olap
bUDlar slmetrl ekseal tlzerladeki noktalardlr). Cfz1m 89 a 
am Qlslmtne hem.er blr ~dmle tamamlanablllr. Qktlmtl 
veren ooqenln konveks olmamaaJ da mtbnktbadlr. 

IHIJ 10& 

b. Problemla oGztdmlf oldaamau fanedelba ('*8 l°'). 
JI nokta81tetrafnada 180-m ya etlt blr dlnme A.Ai l Ms 
darumaaa ptlrlr. 11 J9 g&e blr .tmetrl A1At JI Mee, 11 e 
aGJe~blr llmetrl A.A. Cl A.A. • ' ........ gOttlrtlr. Ba wua-
da 1. ye g&e blr 8lmetrl A.-1.4. JI Mi 4aramw ptlrlr. 
BOJlece A,.A1 In II etrafmda 1ao-. ,. etlt blr Mame De 
It, 11 , ••• , I. J9 aGre dlftlntUu n-1 ..-...etrbdn toplanu• 
daD lbaret blr tl'alllfOl'lllUJODUD blr •bit 4,oit'lllB oldaiu 
anlaflbr. Ofmdl lkl bat cltlftlntlllr. 

Blrlacl bal: • tilt olaua. DolnJ& -- llmetrl balda 
)Eon11811 olmak tlsere tek apla llmetrller toplwmman blr 
1mJm1t almett1 oklata n bu DJDUI abaeblabl tet ablt 
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dogrusunun simetri ekseni l den ibaret bulundugunu ve bu 
isebeple problemin ancak bir cozilmtt oldugu bilinmektedir. 
Simetriler toplammm bir dogruya gore simetriye e~it olma
s1 ozel halinde problemin soosuz ~ozttmU olacaktir. 

lkinci hnl: n tek olsuo. Bu takdirde transformasyon, 
cift sayida simetrilerin toplam1 olan bir traosforruasyon 
olacaktir kl bu, genel olarak, bir donmedlr. Bu halde co-

• ziim yoktur. Simetriler toplam1n10 belli bir nokta etrafmda 
bir yar1 doomeye, bir otelemeye veya bir ozde~lik traosfor
masyonuoa e~it olmas1 ozel halleriode problemin birden 
fazla cozflmil olacaktJr. Problemi cozmek icin cizilen eok
gen konveks olmayabilir ve 12 , 18 , •••• , l,, do~rular1 ic ve
ya d1~ ac1 ortaylar olubilir. Cizim, 39 a om btrinci cozil
mttodeki ctzime beozer ~ekilde de yaptlabilir. 

41. a) lstenileo cokgen A1Ai ••••• A,, oli.un (~ekll 105). 
A1 in cember merkezinden gecen ve A1A1 , A2A8 , ••• , A .. - 1A,, 
ve A.A1 do~rularma dik olao dogrulara gore ard1~1k simet
rikleri cizilerek evvelii A2 , soora A2 den A3 , ••• , A11 ve 
nihayet A11 den A1 elde edilir. 0 balde A1 noktas1 bu si
metriler toplammm bir sabit noktas1dir. ~imdi iki hal gozO
ntloe ahnabilir. 

Birinci hal: n tek olsuo. Bir ooktada kesi~en ilc Jo~
ruya gore ahoacak nc simetrioin toplam1 bu noktndan gecen 
dordflocft bir dogruya gore bir simetriye e~it oldugundan 
aym ooktadan iecen tek say1da dogrulara gore slmetriler 
toplam1mn da gene bu noktudan gecen bellrli bir dogruya 
gore bir slmetriye e~it oldugunu gormek gilc degildir (ilk 
ttc simetri toplam1yla diger ikisi v.s dfl~flniilerek bu prob
lem ilc simetriye dontt~tilrttlebilir). 9u halde n simetrinin 
toplam1, r;emberio O merkezinden gecen bir dogruya gore 
blr simetriye dooO~tilrttlebilir. l ye gore dU~iloOlen bu sl
metrioio iki sabit noktas1 vardir. Bu noktalar l nin r;emberi 
kestigt noktalardan ibarettir. Bunlardao birini aranan cok
genin A1 ko~esi olarak ald1ktan sonra bu noktanm bahis 
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konusu n dograya gore simetriklerini c;izmek suretiyle dl
~er ko~eleri buluruz. Problemin iki c;ozilmtt vardir. 

~ekil 105 

1kinci hal: n c;ift olsua, O dan ge-;en iki dogruya gore 
dU(lttnttlen iki simetriain toplam1 aym nokta etrafmda be
lirli bir ac;1 kadar bir donmedir. Buadan ~u sonuc; elde edi
lir: n bir c;ift say1 olmak ttzere bir 0 noktasmdan gec;en n 
dogruya gore simetriler toplam1 yerine aym nokta etrafmda 

~· simetri ahnabilir. Yani toplam 0 etrafmda bir donme-

dir. Ote yandan O etrafmda bir donmede merkezi 0 olan 
bir c;emberia hicbir noktas1 sabit kala1myacag10dan proble
mimizia geael oJarak c;ozilmil yoktur. n sirnetrl toplammm 
bir ozde~lik transformasyonu olmHSl OZf'l hali bir istisnadir, 
Bu takdirde problemio sonsuz <;oz.ilmil vard1r, ve cemberin 
herhaagi bir A1 noktas1 isteoilen n kenarhnm bir ko~esi 
olarak ulrnabilir. 

b). n kenarh01n cizilmi!;' oldu~unu farzedelirn (~ekil 105 
e bak). A 1 ko~esiain A 1A2 , A!As, ..•. An-iAn kenarlarma 
dik olan ve cemberin merkezinden gecen n-1 dogruya gore 
ard1~1k simetrikleri ahmr (c;emberin merkezi ve c;ok~enin 
kenarlarrnm dogrultular1 belli oldugundan bu dogrular bl-
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linmektedir). Bu cizim Ai noktaSIDI An ye donil~tilrttr. ~im
di iki hal dH~Uottlebilir. 

Birioci hal: n tek olsun. Bu takdirde 0 dan gecen dog
rulara gore n-1 simetrinin toplam1 gene bu 0 noktas1 etra
fmda ex biiyukliigttnde bir donme olup, bu a ac1s1 bellidir. 
~ 

A 10An =ex belli olunca A 1A,. kiri~i ve bu kiri~in merkez-
den uzakhg1 da bulunur. A1An verilen bir M noktasmdan 
gececegioden problem M noktasmdan merkezi O ve yar1 ca
p1 0 nun A 1A ,, kiritiine uzakbgana e~it olan cembere teget
ler cizmek problemine donU~mii~ olur. En cok iki ve en az 
s1f1r cevap elde edilebilir. 

lkinci hal: n cift olsun. Bu takdirde aym noktadan ge
cen dogrulara gore n -1 simetrinin toplam1 gene bu noktadan 
gecen bir l dogrusuna gore bir simetridir. ~u halde A 1 ile 
An simetrik iki noktad1r. A 1A,. bilinen bir M noktasmdan 
gececeg'inden bu do~u M den l ye bir dik cizilerek kolayca 
bnlunur. Problemin her zaman bir tek c()zttmtt vard1r. 

32. (a) 0 dan gecen 11 , 12 , 18 dogrularma gore dtt~ilnil
lecek iic simetrinin toplam1 aym noktadan gecen belli bir l 
dogrusuna gore simetriye e~it oldugundan A8 noktas1 A nm 
l ye gore simetriki olarak elde edilir. Fakat A8 noktas1 A 8 

Un lye gore simetriki oldugundan bu nokta A ile cak1~1r. 
Bu sonuc 0 dan gecen dogru say1s1 tek olmak ilzere, dog. 
ru say1s1 ne olursa ol~un dogrudur. Eger O dan gecen dog
ru say1s1, n bir cift say1 olmak iizere, n ise bu takdirde n 
simetrinin toplam1 O etrafmda ex biiyttklilgUnde bir donme
dir. Boylece 2n donmeden sonra bulunacak A2" noktas1, yal
mz a nm 180 derecenin tam katlarmu e~it olmas1 balinde, 
A ile cak1~1r. 

Not: Rastgele bir A noktasnmn aym noktadan gecen ~e
ya birbirine paralel olan /1 , / 2 , 13 gibi Uc dogruya gore 11 , 
12 , / 3 , / 1 , 12 , 13 siras1 ilzere dii~iinelecek alb simetriniu so
nunda elde edilen A6 noktas1 ilk A noktas1 ile cakl~1khr. 
Bu ~artlar albnda 11 , / 2 , 18 e gore simetriler toplam1 bir l 
dogrusuna gore bir simetriye denktir ve 42.a'nm cozilmiln-
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de bu muhakeme uygulanmitihr. Diter bflUln hallerde /1 , 

12 , / 3 gibi De dogroya gore simetriler toplam1 kaymit1 bir si
metri olup bu takdlrde A8 noktas1 A dan ard1t11k iki kaym1t1 
simetriden elde edilir. Bu kaymit1 simetri l dogrusu dogrul
tusunca bir kaymay1 kapsad1g10dan A8 noktas1 A ile cakit1-
tmlamaz. (lki ozdet1 kaym1~ simetrioin toplam1 ~u dort trans
formasyonun toplam1 olarak yaz1labilir: l ooyunca oteleme 
l ye gore simetri, l ye gore simetri ve l boyunca 6teleme.) 

(b). Bu problem esasmda (a) k1sm10daki problemin ay
mdir (14 b ye de bak). 

(c). 11 ve 12 ye g6re simetriler topla1m bunlar10 0 kesim 
noktas1 etrafmda « gibi bir degerde bir d6nmeye; la ve I, 
e g6re simetriler toplam1 ise O etrafmda p gibi bir donme
ye et1ittir. Bundan anlat11hr ki (bu simetriler hangl s1ra ta· 
kip ederek yap1hr11a yap1ls10) A, noktas1 Adan O etraf1nda 
m+P deterinde bir d6nmeden elde ediltr. !spat etmek iste-
dtatmiz de bu idi. · 

43. (a) CM, AN, BP dogrular1 bir noktadan gectttl 
tcln CM, AN, BP, CM. AN BP dogrularma gore slmetrilerin 
toplam1 bir 6zdet11ik traosformasyonudur (problem 42 a ya 

, bak), CM', AN' ve BP' dogrularmm bir noktadan gectigini 
isbat etmek tcin s1ras1yla CM', AN', BP', CM', AN' ve BP' 
dogrular1na gore ahnan simetriler toplam1010 da bir ozdeo
lik transformasyonu oldugunu gostermek kifldir. Gerci CM' 
ye gore slmetrl C den gecen CB, CM ve CA dogrular10a 
g6re simetrilerln toplam1dir. Bu sonuc, C nokta11 etrafmda 
BCM' ac1s10a et1it blr donmenln CM yt CA ya ve CB yt 
CM' ye d6ntlt1tOrecetl lfade edtlerek de g6sterlleblllr. Bu
rada CM' dotrusu BCA ac1s1mn ac1 ortay10a g6re CM nln 
simetrigidir. (t1ekil 106 a y1 47 b lle kartnlaohr). Benzer yol
dan gidilerek AN' ye g6re slmetrinin AC, AN ve AB ye 
g6re simetriler toplam10a e~ oldugu ve son olarak da BP' 
ye gore slmetrinin BA, BP ve BC ye gore simetriler to~ 
lam1010 aym oldu~u gosterilebillr. Bfitiln bunlardan da CM', 
AN' ve BP' ye gore slmetriler toplam1010 CB, CM, CA, AC 
(=CA) AN, AB, BA (=AB), BP ve BC glbi dokuz dogruya 
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gore simetriler toplammm e~it oldu~ sonucuna var1hr. 
Aym dotruya gore ard1~1k iki simetri toplam1 birbirini go
tftrecetinden yukar1daki dolmz dotruya gore simetriler top-

c a m b 

A B 

a b 

~ekil 106 

lam1 yerine elde CB, CM, AN, BP ve BC gibl be~ dotruya gore 
simetriler toplam1 kahr. ~imdi bu transformasyon iki defa uy
gulamrsa CB, CM, AN, BP, BC, CB(=BC), CM, AN, BP ve BC 
gibl on dogruya gore simetrller toplam1 elde edilmi~ olur. Bo 
da CB, CM, AN, BP, CM, AN, BP ve BC gibl sekiz dogruya 
gore simetriler toplamma ozde~tlr. Fakat it; alb dotruya 
gore simetriler toplam1 e~er bir ozde~lik transformasyono 
ise sekiz doitruya gore sekiz simetrinin toplam1 CB ve BC 
( = CB) gibi ikt dotruya gore simetriye yanl ozde~lik trans
formasyonuna donfl(Jilr. 

(b). M, M1 , N, N1 , P ve P1 noktalarmdan ABC ili;ge
nlnin AB, BC, CA kenarlarma intlen dikmeler s1ras1yla 
m, m1 , n, n1 , p, p1 , ile ve AB kenarma A ve B noktala
rmdan cizilen dikmeler de a ve b ile gosterilmi~ olsun. 
Efer m, n, p, m, n, p dolrularma gore simetriler toplami bir 
ozde,lik transformasgonu ise m1 , n1 , p1 , m1 , n1 , p1 dogrula
rrna gore simetriler toplamimn da bir ozde1lik transformas
gonu "oldugunu isbat edecetfz (problemin a k1smm1n cozOmO 
ile kar~1la~hr). Ac1khr ki bir Ocgenin farkh iki kenar1na 
cizilen dikmeler birbirine paralel olmaz. Fakat m 1 do~ru

suna gore simetri, A noktasma gore simetrl ile m dotru-
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suna gore simetrioin ve B noktasma gore slmetrinin top
lamma e~tir. Bunun gibi n1 e gore simetri, B noktasma gore 
simetri, ile n dogrusuna ve C noktasma gore simetrilerin 
toplamma e~tir. Benzer muhakeme ile p1 e gore simetrioin 
C ye, p ye ve A ya gore simetriler toplarmna e~ oldugu 
soylenir. Bu teoremlerden birincisini isbat etmek icin A ya 
~ore simetrinin AB ye ve a ya gore simetriler toplamma; 
B ye gore simetrinio b ve AB ye gore simetriler toplamma 
e~it oldugunu ve boylece A, m, B ye gore simetriler top
lammm AB, a, m, b ve AB gibi be~ dottruya gore simetri
ler toplam10a ei;iit olduguna dikkat etmek yeter. Fakat ili; 
"icteo,, simetrinin tophum sadece m1 e gore sirnetriye e~it
tir. Bu sonui;, m yi b ye goUirecek ~ekilde a ve m dogru
larmm otelenmesioden a nm m1 durumuna gelecegini gor
mekle elde edilir (m1 Ile AB nin orta noktas1oa gore bir
birioio simetrigidir). ~u balde be~ simetrioio toplam1 AB, 
m1 ve AB ye gore simetriler toplamma veya M1 e ve AB 
ye gore simetriler toplamma denktir. M 1 e gore simetri ise 
sira takip edilmek ilzere m 1 e ve AB ye gore ahnacak si
metrilerin toplamma e~ittir. Yani M1 e ve AB ye gore si
metriler toplarm m1 , AB ve gene AB ye gore simetriler 
toplamma ve bu da a~ikard1r ki m 1 e gor6 tek btr simetriye 
e~ittir. 

Ozet olarak m1 , n1 , p1 , m1 , n 1 , p1 gibi alh dogruya 
gore simetriler toplam1 A, m, B; B, n, C; C, p, A; A, m, 
B; B, n, C; C, p, A veya ayoi ~ey olan A, m, n, p, m, n, 
p, A nokta ve do~rularma gore ahnacak simetrilerin topla
mma ei;iittir. ~u hnlde e~er alb "ic,, simetrinio toplam1 bir 
ozde~lik transformasyonu ise bu takdirde hiltUn simetrilerin 
toplanu (bu durumda A ya gore simetriden iburet olur) gene 
bir ozde~lik transformasyonudur. (QozUtnU a k1smm10 i;ozil
milyle kar~1la~hr). 

44. Dilzlemin Ui; dogrusuoa gore simetriler toplam1 
iki defa aumrsa ya bir ozde~lik traosformasyonu veya 
bir oteleme elde edilir. (42 a om ~ozUmUne bak). Boy-
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lece A 12 noktas1 A dan ikl otelemenin toplam1 olarak 
elde edilir (bu otelemelerden biri veya her ikisi s1f1r uzak
ht10da otelemeler yani ozde~lik transformasyonu olabilir). 
A' 12 ile gosterdigimiz ikinci nokta ise A dan e~it fakat ters 
s1rah iki otelemenio toplam1 halinde elde edilir. Problemde 
isteoeo boylece bulunmu~ olur (cozUmU 14 a ile kar~1la~br). 

~kil 107 a 

45. Birinci fiiziim: Once 11 ve 12 oin paralel olmad1k· 
lar1n1z (~ekil 107 a) ve problemio c;ozillmil~ oldugunu farz
-edelim. AX dogru parc;as1, A noktas1 B ye ve X noktas1 
Y ye gelecek ~ekilde blr doome sooucunda BY durumuna 
getirilebilir (11 ile 12 paralel olmad1klarmdan AX ten BY ye 
bir oteleme ile gecilemez}. Bu donmenio a uc1s1 11 ile 12 

araswdaki ac;1ya e~ittir. Buna gore donme merkezi olan 0 
noktas1 AB dogru parc;asmm p orta dikmesi ile AB yi a 
ac;1s1 altmda goren cember yay101 kesim noktus1 olarnk (bu
lunabilir (bu yay, 11 ve 12 yi kesi$ti~i ookta P ile gosteril· 
mek ~artiyle, ABP tic;geninin S ~evrel ~emberi ilzerindedir). 
Bu donme istenilen m dogrusuuu gene Y den gec;en m' du
rumuna getirsin. ~imdi problemin {a), (b), (c} ve (d) ~1kla
rm1 ayr1 ayr1 inceliyelim. 
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a) m dogrusuou O etrafmda a kadar doodllrelim ve 
bu dondtlrillmll~ dogruyu n' ile gosterelim. 0 Y dogrusu m 
ile m' arasmdaki ac;mm ve n ile n' arasmdaki ac;1010 ac;1 
ortay1 olacakhr. Bu sebeple Y ooktas1 12 ile 0 yu n ve n' 
nun kesim noktas10a birle~tiren dowunuo kesi~tigi nokta 
olarak elde edilir. Problemin iki c;ozttmll bulunabilir. 

b) m' dogrusu M nin O etrafmda a kadar doomesin
den elde edilmi~ olan M' noktasmdan gec;er. m ile m' ara
smdaki ac;1 a ya e~ittir. ~u halde Y noktas1 12 dogrusu ile 
MM' yU a ac;1s1 altmda goreo MM' yaymm kesim noktas1 
olarak elde edilir. Problemin iki c;oztlmtt vardtr. 

c) lkizkeoar OXY ttc;geoinln a tepe ac;1s1 ve XY =a 
tabam bellidir. Buradao 0 nun araoan X noktasma olan 
OX uzakllg1 bulunabilir. Problemin dorde kadar c;oztlmii 
vardir. 

d) XY oin orta noktas1 S olsun. OXY ttc;geninin ac;1-
0 S ......-.... 1 

lar1 belli oldugundan ox= k Oram ve XOS= 2a da bel-

lidlr. ~u halde S noktas1 X den bilinen bir spiral benzeijim 
ile elde edilebilir (bu kitabm ikinci cildinin birinci bOltl
mttnde ikinci k1sma bak). S noktas1 r ile 11 den spiral ben
ze~imden elde edilen 11' otto kesim noktas1 olarak bulunur. 
Aranan m dogrusu OS ye diktir. Problemin genellikle iki 
c;ozftmtt vard1r. Eter Li' do~rusu r ile c;ak1~usa c;ozttm be
lirsizdlr. 

$ekil 107 b 

Eger 11 II12 ise m dogrusu ya AB oio S orta noktasm
dan gec;er veya AB ye paralel olur (~ekil 107 b). Bu hal-
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lerde problem cok daha basitleoir. Ozellitle ctszum sayila
rm1 incelereek: 

a) Eger n nGgrusu 11 e veya AB ye paralel detilse bir 
~oz Om ; n // AB ise sonsuz cozOm vard1r. 

b) M noktas1 AB Ozerinde veya birbirine paralel 11 ve 
1, dojtrularmm lo Orta paraleli Uzerinde deRilse iki cozilm; 
AB Uzerinde bulunur veya 10 ttzerinde bulundugu halde S 
fie c;ak11mazsa bir cozttm ; s ile c;ak1,1rsa sonsuz cozilm 
vardir. 

c) Eger a+ AB ve a> d (burada d, 11 Ile 12 aras1n
daki uzukhkbr) lee iki c;ozilm ; a = d fakat AB + d ise blr 
cozilm; a< d ise s1f1r coztlm; a= AB(~ d) ise 8008UZ 

cozilm vard1r. 
d) E~er r dogrusu paralel 11 ve ls dotrularma paralel 

detil ve S den gec;mezse bir cozilm; r II 11 ve S den gec
mezse s1f1r cozilm; S den gec;erse sonsuz c0zttm vardir. 

Ay01 problemin (a), (c), (d) k1s1mlan01n ters olarak et 
oekillerle llgUI lklnci teoreme g6re c;oztlm : Bahls konusu 
teoreme gore AX dotrusu kaym10 bir slmetrl (veya kaym10 
slmetrinin 6zel ball olan adi simetrl) yard1m1yla kendisine 
eo BY durumuna getirilebilir. Bu kaymlf simetrlde A DID 

yeni durumu B, X in yeni durumu Y dir. Ote yandan kay
m10 simetrinin l ekseni AB nin orta noktas1ndan ge~r ve 
11 ve 12 doarularmm teokil ettlRf ac;lDln ac1 ortay1na paralel 
olur (11 ve 12 dotrulan01n iki ac;1 ortay1 oldutundan AX I 
BY durumuna gotilren kaymit simetri X ve Y noktalan 
AB oin aym tarafmda veya ayn ayr1 taraflannda bulundu
tuna gore, iki tekilde secilebilir. Eter 11 II ls lee kaymlf 
simetrilerden birinin eksenl 11 ve 12 ye paralel olur. lklncl 
eksen bu dotrulara dik olacatmdan problemln (a), (c), (d) 
k1s1mlarmda bu halin rolU anlao1lmaktadir). Buradaki otele
menin d uzunlutu, Ai noktas1 eekll. 108 de A DID l ye 
g6re simetritini gostermek tlzere, A1B ye eolttir. Keza X1 

noktas1 X in l ye gore simetrigl gostermek oarhyla X1 Y//l 
ve X1 Y = d olur. ~imdi (a), (c), (d) hallerlnl ayn ayr1 ince
llyelim. 
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~ekil 108 

a). XX1 Y ilcgeninde X1 Y = d kenar1 ve XY X1 acisi 
(bu ac;1 m ile I arasmdaki ac;1ya e~ittir) bellidir. Buradan 

XX1 bulunabilir. X noktas1 11 dogrusuyla I ye ~ XX1 

uzakhgmda paralel /' dogrusunun• kesim noktas1d1r. /1 in /2 

ye paralel olmamas1 genel halinde problemin iki c;ozilmii 
vard1r. 

c. XX1Y ttc;geninde XY=a ve X1Y=d biliniyor. Bu
radan XX1 kenar1 bulunabilir. Qizimin bundan sonras1 (a) 
k1smmdakine benzer. Genel olerak c;oziim say1s1 ikidir. 

d. XY dogru parcasmm S orta noktas1 XX1 Y Oc;geni
nin I orta tabam iizerinde bulunmahdir ~u balde S, l ile 
r nin kesi~tigi noktad1r. ~imdi X noktas1, /1 ile I ye 

1 
SS1 = 2 d ~artma uygun S noktasmdan c;izilen p dikinin 

kesim noktas1 olarak bulunabilir. Problemin genel c;ozilmtt 
gene ikidir. 

46. /1 , 12 , 18 dogrularmdan iic;iini.in birbirine paralel 
olmad1g101 farzedelim. Mesela /3 dogrusu /1 e veya /2 ye pa
ralel olmasw. Problem c;ozillmti~ olsun (~ekil 109). Birinci 
teoreme gore AX i CZ durumuna getiren bir donme ve 
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BY yi CZ durumuna getiren ikinci bir donme vardtr. Bu 
jki donmenin C7 2 ve '12 acllar1 siras1yla 11 ile la ve 12 ile la 
arasmdaki acllara eoittir. Donme merkezi oJan 0 1 ve 0 1 

noktalar1 problem 45 (a)-d in ilk cozttmiindeki gibi bulu
nur 0 1XZ ve 0 2XZ ikizkenar iicgenlerinde 0 1 ve 0 2 acllar1 

--- 1 --- 1 s1ras1yla ~1 ve a2 olup 0 1ZY 90- 2 cr1 ve 0 2ZY=90- 2 112 

dir. Bu iki eoitlikten de o;i02 = ~ (21 + ~2) elde edilir. 

~u balde Z noktas1 la dotrusu ile 0 10 2 yi bilinen 1/2 
<~1 + a2) veya 1/2 (111 - a2) ac1s1 altmda goren yaym kesim 
noktas1 olarak bulunur. 

«1 ve «2 acllarmdan berbiri ve 0 1 ve 0 2 donme mer
kezlerinin herbiri iki ayr1 yoldan bulunabilir (bundan ev
velki problemin cozttmiiyle kare1la~hr). Problemin en cok 
16 cozttmii vardir. 

· l, ~7""""---------------iL---~~--
l, 

~ekil 109 

47. Problemin cozttlmtt~ oldu~unu farzedehm (eekil 110). 
Birinci teoreme gore BP yi CQ ye doniiotilren bir donme 
vard1r. Bu donmenin a ac1s1 AB ile AC aras1ndaki ac1ya 
e~it olup donme merkezi olan O noktas1 problem 45 (a) 
-d nin birinci cozttmttndeki gibi bulunur OPQ ikizkenar 

tlcgeninde 0 koeesi ve a ac1s1 belli oldu~undan ~~- = k 
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oram da bellidir. Fakat problemin ~artlarma gore PQ =BP 

ve ~~ = k oldutundan bu son oran P noktasm1 AB ile 

OB yi k oramoda goren ~emberio kesim noktas1 olarak 
elde edilmesioi satlar. Ynkarda soz konusu edilen ~em
berio ~apt OPB ii~aeoioin P deki i~ ve d1~ a~1 ortaylanmn 
BO yi kestiti M ve N noktalar1 arasmdaki MN doATu par
~s1dir. 

OM ON OP 
MB = BN = B p = k ba~mhlar1 M ve N noktalarmm 

OB ilzerindeki yerlerioio sabit yani P nin (lember ilzerin
deki durumundan bat1ms1z oldutunu gosterlr. 

I 
I 
I 
!o 

~ekil 110 

~ekil 111 
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