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YAZANLARIN 0NS0Zti 

Uzun y1llar siiresince teorik matematik alamnda yapllm1§ 
ara§tlrmalarm neticelerinden higbiri, miitehass1s matematik
¢1erin dar ~emberinin di§ma ~1kmam1§ttr; bu keyfiyet, bazi 
miitehass1s olmayanlari matematik'in, bu alanda ara§tlrma 
yaprnay1, imkans1z olmasa bile ziyadesiyle giig k1lan, bir 
«igine ~virik» karaktere malik bulundugunu dil§iinmeye sevk 
etti; halbuki bu bOyle deg~ldir. Bunun sebebi, matematik dergile
rind.e yaymlanan ~ah§malann biiyilk bir k1smmm. ziyadesiyle 
inki§af etmi§ bir merhaleye ula§an matematik dallan ile 
ilgili bulunmas1 ve hususi haz1rhg1 olmayanlar tarafmdan 
anla§11masmm ~ok gii~ olmasmdadrr; elementer geometri gibi, 
matematik'in daha elementer alanlanna gelince, bunlarm, 
bir«i;ok yi.izylllar silren inki§aflan devammca ilzerinde durul
mayan problemler yahut teoremlerini bulmayi limit etmek 
hayli gii~tilr. 

Amerikah matematikgi ve milhendis Claude SHANNON 
1947 - 1948 de, inki§afI gok elementer esaslara bagh olan, 
matematik'in yeni bir bolilmilnil ke§fetti. Daha sonra «infor
masyon teorisi» ad1 verilen bu yeni b6lilmiln men§eini, 
tamamen teknik mahiyette olan hat yolu yahut radyo ile 
ula§t1rma problemleri te§kil eder. Genel bir tarzda, matema
t'k'in teknige ve fizik bilimlerine tatbiki, modem bilimin v£: 
teknigin ortaya koydugu giig problemleri incelemeden izahl 
miimkiin olmayan kan§1k matematik meselelerine s1k1 slk1ya 
bagll bulunur; bu sebepten matematik'e ait modern ara§br
malann genelle§tirme imkam pek azd1r. Gene bu sebepten 
miitehass1s olmayanlar, matematik'in tatbikatmm, kendilerine 
mektepte ogretildigi gibi, sadece Mtsir'da arazi oli;ii i§lerine 
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inhisar ettigini dil§ilnilrler. Bu a~1dan bakibrsa, informasyon 
teorisi ~ok ilgi ~ekicidir, zira bu teorinin teh.11ik problemlere 
tiltbiki, ~k az matematik kiiltilriine sahip okuyucular tara
lindan da anla§llabillr. 

Anla§1lmas1 ancak lise seviyesinde matematik bilgisine 
luzum gosteren bu kitap, bir bilim disiplini olarak kabul 
edilen informasyon teorisine kesin b'r girl§ iddlas1m kattiyen 
ta§rmamaktadlr. Biz burada teorlmin ancak, birka<; pratik 
tatbikatmm sathi izahm1 yapbk; teoriye bagb, temel teorik 
problemler ilzerinde durulmad1. Yazanlann gayesi ~k basittir: 
okuyucunun, zamamm1zm matematik'in'n basit fakat ~k onemll 
bir ka~ problemlne ilgisini ~ekmek ve misaller ilzerinde 
matematik metotlarmm modern teknige uygulanmas1 imkanla
nm gostennekten ibarettir . . 

Kitabm birinci boltimil, sonraki bOlilmlerin anla§llmas1 
i~in lilzumlu olan, ihtimaliyet kavramma tahsis edilmi§tfr. 
tkinci bOlilmde, SHAA'NON tarafmdan bulunmu§ ve teorik 
ehemmlyeH son yillarda kabul edilmi~ olan entropi ve 
informasyon kavramlan lncelenmi§tlr; il<;ilncil ve dordilncU 
b6lilmler misfillere ve tatbikata tahsis edilmi§tir; bu son lid 
bOliimde, ilk iki bOlilmden farkh olarak, meselelerin kesin 
ispatlar1 taslak halin1e verilmi§ ve meselelerinln kendileri de, 
~ogu zaman sadace ~ok muhtemel hipotezler glbi ifade edil
mi§tir. Entropi ve inform'..lsyon kavramlanmn ehemmiyetl, 
kalp madeni paramn bulunmas1 vs. gibi misaller yard1m1 ile 
gosterilmi§tir. ve bu misaller, bazi bak1mlardan, oyun kartlar1 
ve zarlarla ilgili «oyun - problemler~inl habrlat1r ve XVII Incl 
yilzyllda ihtimallyet teorlslnln men§eini bu problemlerde 
aramak lazimd1r; daha teknik tatbikat misallerl dordilncil 
bOlilmde inc.elenmi§tir. 

Bu kitap matematik ile ilgilenenler ve bilhassa matematlk 
okutanlar ve okuyanlar i~in hazirlanmt§br. Bunun yanmda 
~alt§malan dolayisiyle haberle§me problemleriyle ka~lla§an 

okuyuculan da bu kltabm ilgilendirebilecegini Omit ederiz. 
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BU YAYINLAR BAKKINDA 

Matematigin kendi degeri yanmda, fizik, kimya ve dola
y1siyle miihendislik, askerlik gibi pratik sahalara ve bilhassa 
son zamanlarda biyoloji, ekonomi ve hatta sosyal bilimlere 
yard1m1 h1zla arttigmdan, bu bilim her millet i!:in hayati bir 
onem kazanmI§tlr. 

6teyandan, matematik de bu bilimlerin problemlerini 
<;ozebilmek iQin gerek metot, gerekse fikir bak1mmdan 
geli§mek zorundad1r. 

Bundan dolay1 bir ~ok memleketlerde bu sahaya daha 
fazla sayida istidatlan ~ekmek ve bunlan erkenden ke§fetmek, 
en nihayet bunlarm egitimi i<;in her tiirlil fedakarhga katlan
mak en onemli bir milli egitim siyaseti olmu§tur. 

Yeni istidatlan erkenden ke§fetmek i~in dil§ilniilen ted
birlerin ba§mda, matematik killtilrilnil geni§ kitlelere yaymak 
gelir. 

tkinci Diinya Harbinden sonra bir~ok memleketlerde, 
gen<;lerin tecessilslerini tahrik etmek ve bunlarm matematik 
bilirnlerine kar§I ilgilerini art1rmak iQin yeni bfr tip mate
matik literatilril meydana gelmi§tir. Bu ~e§it literatilrde 
aramlan ozellikler k1saca §unlar olmabd1r : a) Problem vaz'1 
sun'i olmamah, b) Bunlan anlatmak i<;in fazla on bilgiye 
ihtiyag bulunmamah, c) Okuyucuyu aktif i§birligine ve bir 
§eyler ke§fetmege sevketmeli. 

1§te Tilrk Matematik Dernegi bu cereyam memleketimize 
de getirmek maksadiyle bu yaymlara ba§lamt§ bulunmaktad1r. 
Bu yayinlar, resmi milfredata bagll ders veya yard1mc1 kitaplar 
olmay1p, konulan yukanki prensiplere uygun olarak segilmi§ 
eserlerd~r. Bunlarm anla§1lmas1 igin lise matematiginin bir 
k1sm1 ile okuyucunun sagduyusu ve iyi niyeti kafidir. 

Tamaro.en hizmet olan bu te§ebbilsiimilziln mali kaynag1, 
Milli Egitim Bakanhgim1zm ve Ford Foundation'nun bag1§
lar1dir. 

Tiirk Matematik Demegi 
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BOLDM I 

IHTIM A LLER 

§ 1. lhtimalin tarifi 

Tatbikatta, bilmedigimiz yahut hesaba katmad1g1miz 
sebeplerle degi~n neticeler veren deneylere ~gu zaman 
rastlarur. Mesela bir zar (alh ylizU 1 den 6 ya kadar 
numaralanm1~ homogen kUp) attldlg1 vakit liBt yUzde 
hangi numaramn gorU1ecegini onceden bilmek imkans1z
d1r, zira bu, bizce me~hul olan bir~k sebeplere (zan atan 
elin hareketi, atild1g1 esnada zarm eldeki durumu, zarm 
at1ld1g1 sathm hususiyetleri vs.) tabidir. Aym ~kilde, ~u 
veya bu faklilteye yaz1lan lise mezunlarmm say1s1m, bir 
fabrikada imal edilen pargalardan kusurlu olanlarm say1-
s1m yahut, gelecek ytlm yagmurlu glinlerinin say1sm1 
onceden bilmek mlimklin degildir; keza bir ogrencinin bir 
imtihanda yapacag1 pata say1s1m, veyahut bir piyangoda 
hangi numaranm kazanacagm1 evvelden kestirmek imkan
sizd1r. Bu nevi misfillerin say1srm istedigimiz kadar artl
rabi1 iriz. 

Bu tip hallere matematik'in tatbiki ~u mil~hedeye 
dayamr: birgol{ hallerde, aym deney, aym ~artlar altmda, 
birgok defa tekrarlamrsa, gozoniine alinan neticenin sikltgi 
(yani bu net!cenin gorlildligli deneylerin say1smm, yap1lan 
tekmil deneylerin say1sma oram) his olunacak surette 
daima sabit kalir ve Ga.bit bir p say1sma yakm bu1unur. 
Mesela, belirli ~lar altmda ah!? yapan, muayyen bir 
.aticmm yaptigz muayyen at1slarda hedefe isabet edenlerin 
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2 lhtlmallyet ve tntormasyon 

say1s1 hemen hemen aymdlr ve bir ortalama ytizdeden c;;ok 
az fark eder (bu ortalama yUzde, tabiatiyle zaman ile 
degi!jebilir: c;;ogallrsa, at1cmm ni!janctl1g1 art1yor, eksilirse, 
ni!janc1hg1 azahyor denir). Keza zar oyununda 6 mn gorill
mesinin s1khg1, yahut bir fabrikada belirli !jartlar altmda 
imal edilen par~ardan kusurlu olanlarm yUzdesi, bunlara 
tekabill eden «deneyler:. (zarm atllmas1 yahut parc;amn 
imali) btiytik say1da tekrar!amrsa umumiyetle c;;ok az 
degi!jir. Bu mti!jahedeye dayamlarak, hedefe vuran atl!j
larm, zar oyununda 6 mn gorillmesinin, ku.surlu bir 
parc;arun imalinin, vs., her hal ic;;in belirli bir say1 ile 
karakterize edilebilecegi neticesine var1hr. 4te bu say1ya 
goz0ntine alman olaym ihtimali denir; btiytik say1da deney
ler ic;;inde uygun neticelerin s1khg1 bu ihtimale yakm 
olacakt1r. Matematik, mekani!<, fizik, bioloji ile ilgili diger 
birc;;ok meselelerde, ihtimal, tamamen benzer tarzda tarif 
edilir. lhtimalleri ve bunlann tatbikatm1 ince!eyen bilime 
ihtimall.er teorisi denir. 

Yukanda verdigimiz k1sa izaha gore, bir olaym 
ihtimali, uzun bir deney serisinin neticesinden, hesaplana
bilir. Bununla beraber, bir ihtimalin mevcudiyetinin bu 
deneylerin yapllmasma hic;bir tarzda bagb o:mad1g1 
~ikard1r. Bu takdirde, muayyen olay1arm ihtimallerinin, 
bu deney seriBine ba~adan, hangi metodlarla belir
lenebileceginin mtimkUn olacag1 sorulabilir; bir defa ihti
malin bu belirelnmesi yaplld1ktan sonra, yap1lmas1 dU~U
nU!en deneylerin neticesini evvelden kestirmek mi.irnktin 
o1acak ve bu, ihtimal anlammm geni~ bir sahada fiziksel 
tatbikatma. imkan verecektir; bu meseleyi burada bilttin 
teferruatiyle incelemeyecegiz; sadece c;;ok basit bir misAI 
ile iktifa edecegiz, fakat birc;;ok benzer problemi bu misal 
yard1m1 ile c;Ozmek mUmktindUr. 

lc;;erisinde, ancak renk bak1mmdan birbirinden fark11 
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lhtlmnller 3 

on tane top bulunan bir sand1k gozoni.lne alahm. Toplar
dan 5 i beyaz, 3 U siyah ve 2 si klrmlZl olsun ve tamamen 
karl!~tmlm1::j bulunsun. Bakmadan sandlktan bir top ~1ka
rahm; bu topun bu U~ renkten birinde olma131 ihtimali 
soruluyor. $uras1 ~ikar ki, bir beyaz top ~1kardmas1 $8DSl 
10 Uzerinc 5, bir siyah top ~1karllmas1 $80S1 10 Uzerine 3, 
ve bir k1rm1Z1 top ~1kartlmas1 ihtimali 10 Uzerine 2 dir; 
ba~ka ifade ile, bir beyaz top, bir siyah top ve bir k1rmiz1 
top ~1karilmasmm ihtimalleri, s1ra ile, 5/ 10 = 1/2, 
3; 10 = ve 2/ 10 ==---= 1/5 dir. Ger~kte, deney bir<;ok (!;Ika
nlan topu her defasmda sand1ga koyarak ve iyice kar1~
tirarak) tekrarlamraa, deneylerin yakla!?Ik olarak % 50 
sinde beyaz top, % 30 unda siyah top ve % 20 sinde k1rmiz1 
top ~1kacakhr. Tabiatiyle prob1em, herhangi say1da farkll 
renklerle, aym tarzda G()zillecektir. 

$imdi, csand1k problemb yolu ile ihtimallerin belir
lenmesine ait birka~ misfil verelim. 

PROBLEM 1. - Geli!?igUzel at1lm1~ bir madeni pa
rada «tura> gelmesi ihtimali nedir? 

Bu problem, ~ikar olarak, a$8g1dakinin aymdlr: bir 
sand1k i~erisinde, birisinin iizerinde ctura>, digerinin 
Uzerine cyazu ~reti bulunan iki top bulunsun (tabiatiyle 
bu i~aretler yerine iki farkl1 renk mesela beyaz ve siyah 
almabilir), sand1ktan geli~igUzel ~1kard1gtm1Z bir topun 
«tura> i$8retli olmas1 ihtimali nedir? Aramlan ihtimalin 
1/ 2 oldugu ~ikiirdlr. 

PROBLEM 2. - Bir zar atild1gi vakit 3 ile oolil
nebilen bir say1 gelrnesi ihtimali nedir? 

Zann atilmas1 yerine, 1, 2, 3, 4, 5, 6 numaralarm1 
~1yan alh topun bulundugu bir sandlktan bir top ~1kanl-



thtlmallyct ve tn!ormasyon 

mas1ru alabiliriz. 3 ve 6 numarah toplar1 siyaha ve diger
lerini beyaza boyarsak, mesele, sandlktan ~1kanlan bir 
topun siyah olmas1 ihtimalinin belirlenmesine getirilir 
(ger~ekten, 3 ve 6 rakamlar1 3 ile ooli.inebilir digerleri 
oolilnemez). Bu $artlar altmda aramlan ihtimalin 2/6=1/3 
oldugu ~ikard1r. 

PROBLER 3. - Bir ogrenciler toplanbsma bir 
okuldan 200, ikinci bir okuldan 250 ve bir U~ilnctisilnden 
300 ogrencinin kat1d1g1 biliniyor. TesadUfi olarak goril$
tUgtimUz bir ogrencinin ikinci okul ogrencisi olmas1 ihti
mali nedir? 

Bu problem $Una denktir: igerLsinde 730 top bulunan 
bir sand1k gozonUne alahm; bunlarm 200 U beyaz, 250 si 
siyah ve 300 ti k1rm1z1 olsun. Geli~igUzel ~ekilen bir topun 
siyah olmas1 ihtimali nedir? Bu ihtimalin 250/750 = 1/3 
oldugu a$ikard1r. 

$imdi bu problemlerin ~ozillmesini milmkiin ktlan 
genel prensip1eri anlamaya ~~hm. Problemlerden evvel 
incelenen misalde, toplarm iyice kan$tmldlginJ ve top 
~ekilirken bak1lmadlgm1 farzettik; bu, sand1ktan ~1kar1lma 
~nsmm her top igin ayru olmas1 veyahut sandtlrtan <;lka
rllmanm her top i~in ~it oklrak muhtemel olmas1 demek
tir. Sand1kta 10 top bulundugundan her top i~in ihtimal 
1/10 dur. Diger taraftan, 5 beyaz top oldugundan bir beyaz 
topun ~kHmesi ihtimali 5/10 dur. 

Benzer dil$iinceler, diger il<; problemin her birinin 
~zUlmesini milmkiin ktJar. Meuela, bir zar attld1g1 vakit 
zarm 6 yilzilnden herhangi birisinin gelmesinin e$it olarak 
muhtemel oldugunu gozonilne ald1k, ve bu sebepten dolayi
d1r ki, bu problemin yerine, i~risinde alb top bulunan 
sand1k problemini alabildik. Fakat 6 yUzden ancak ikisinde 
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lhtlmaller .5 

aramlan ~tlari ger~ekleyen say1 bulunmaktad1r; zarm bu 
2 ytizUnden birinin gelmcsi ihtimali 2/6 dir. 

lncelenen deneyin (b1r topun (;ekilmcsi, bir madeni 
paranm veya bir zarm at1lmas1, ikinci okuldan bir ogrenci 
ile gorli9me vs.), e9it o~arak muhtemel olan n say1da 
neticesi var ise, bu neticelerden her birinin ihtimali 1/n ye 
e9it olacaktir. $imdi deneyin neticesi ile belirli bir olay 
(bir beyaz topun gekilmesi, d~en paranm «tura» gelmesi 
atilan zarda gift sayi gelmesi, goril!?illen ogrencinin ikinci 
okuldan olmas1, vs.) gozonUne alahm. Bir olay, m hal 
i(;inde n defa vuku bulur ve m - n def a vuku bulmazsa, 
bu olaym ihtimali n/m ye e§ittir denir. Ba9ka ifade ile, bir 
olaym ihtimali, e9it olarak muhtemel olan uygun netice
lerin sayismm, e9it olarak muhtemel o~an tekmil netice
lerin say1sma olan oranma e9ittir. Bu son ifade, bir olaym 
ihtimalinin tarifi olarak almabilir. MUmkUn neticelerin 
e!?it olarak muhtemel olmas1 keyfiyeti, yaptlan deneyde 
a(;Ik olarak beHrtilmelidir (mesela zarm tamamen kilp 
$eklinde ve homogen maddeden yap1lm19 olmam, toplarm 
tamamen kar19tmlnu9 ve birbirlerinden ancak renk 
bak1mmdan farkh bulunmas1 gibi). 1htimallerin belirlen
mesine ait bazi mUhim haller bu tarifin d19mda kalmasma 
ragmen, bizim igin bu tarif tamamen kafi ge!ecektir. 

$imdi bu kitapta kullanacagnruz terimleri tespit 
edelim. Bir deney neticesinde vuku bulabilen veya vuku 
bulamayan bir olaya tesadufi olay diyecegiz. Bir deneyin 
neticesine aym manay1 verecegiz. Tesadilfi olaylar majils
kill italik harflerle, bunlarm ihtimali (yahut baz1 belirli 
neticelerin ihtimali) p harfi ile gosterilecektir; A olay1-
run ihtimali ~ogu zaman p(A) ile gosterilecektir. Birgok 
farkh neticeleri olabilen deneyler bizim i~in mUhim rol 
oyn1yacaktir; tekmil bu neticeleri, her birine farklI indisler 
koyarak aym harfle gosterecegiz; deneylerin kendileri, 
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yunan harfleri ile gosterilecektir. Bu tipte her deneye bir 
ihtimal cedveli tekabtil ettirilebilir: 

deney neticeleri A1 

ihtimaller p (A1) p (A~) p(At ) 

MeseJ.a, birinci misfilimize ~u cetvel tekabill eder: 

1 

2 

3 

10 

1 

5 

(burada A 1, bir beyaz top !;ekilmeaini A 2, bir siyah top 
!;ekilmesini ve A 3, bir k1rmiz1 top !;ekilmesini gosterir. 

Problem 1 e ~u cetvel tekabill eder: 

1 1 

2 2 

(burada B1 «tura», B2 «yazi» gosterir) . Zarm atilmasma 
~u cetvel tekabill eder: 

Ytiziin numaras1 l_l _ __ 2_j_3_!_4_l_5 _ __ 6_ 

1 1 1 1 1 1 
ihtimal 

6 6 6 6 6 6 

Bu son cetvel ile ilk iki cetvel arasmda esash bir farka 
i~ret etmek 18.z1md1r. Sonucu da, deney neticesi (1, 2, 3, 
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4, 5, 6 gibi) bir say1 ile gosterilebilir, bu, diger iki halde 
mtimkiin degildir. Zarm atilmas1 ile elde edilen say1 (bizim 
kontrolumuzun dl$mdaki sebeplere gore), alti mtimkiin 
deger alabi'en bir tesadii,fi buyitkliik te$kil eder denebilir. 
Tesadtifi btiyiikltikler i~in ba$ka misaller verilebilir: imal 
edilmi~ ytiz par~dan kusurlu par<;alarm say1s1, muayyen 
bir $ehirde bir senede dogum say1s1, bir atlc1 taraf mdan 
belirli ~rtlar altmda bir hedefe yap1lan at1$larda elde 
edilen say1 miktari rnekil 1 de, her bOlge i!;in elde edilecek 
say1, i~retlenmi$ bir hedef gosetrir) vs.•. 

$ekll: 1 

«Tesadtifi btiytikltik> an1am1, bu btiytikltigtin degerini, 
~u veya bu tarzda degerlendirilmesini icap ettirir. Bunun 
nas1l yapllacagm1 anlamak kolayd1r. Mesela, hemen yuka
r1da verilen misallerden birincisini (imfil edilmi$ yUz 
par~dan kusurlu olanlarm say1sm1) gozontine alahm; 
belirli imal ~rtar1 altmda bu saymm 6 y1 a$mad1gm1 farz 
edelim, ve ihtimaller cetveli a$ag1daki $ekilde olsun: 

•) Bu kltabm konusu dmnda katan tesadUfi bUyUklUk anlanu. 
lhtlmaller leore!llnde cok mUhlm blr rol oynar. 
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Kusurlu parcalarm say1s1 I 0 J 1 I 2 I 3 I 4 I 5 I 6 
lhtlmaller J 0,11 0,15 I 0,2 f 0,25 j 0,15 I 0,1 I 0,05. 

Bu $art.Jar altmda, N ile gostcrecegimiz biiyilk bir 
say1da imal edilmi$ muayyen parc;alardan yilzde 0,1 N 
kadarmda kusurlu parca olmayacak, yiizde 0,15 N kada
rmda bir kusurlu parca bulunacak, yiizde 0,2 N kadarmda 
iki kusurlu par<;a bulunacak, 0,25 N de U~, 0,15 N de dort, 
0,1 N de be$ ve 0,05 N de alb kUBurlu parca olacaktir. 
Bunun neticesi olarak, N bUyUk ise, kusurlu par~arm 
top~am1 olarak, 

a= 0,1 N . 0 + 0,15 N . 1 + 0,2 N . 2 + 0,25 N . 3 + 
+ 0,15 N . 4 + 0,1 N . 5 + 0,05 N . 6 

ahnabilir ve imfil edilmi$ Yuz parcadan kusurlu par~arm 
sayismm ortalama degeri 

a . = 0,1 . 0 + 0,15 . 1 + 0,2 . 2 + 0,25 . 3 + 
N 

+ 0,15 . 4 + 0,1 . 5 + 0,05 . 6 = 2,7 

olacakt1r. Daha genel olarak tesadUfi bUyUkliigi.in ihtimal
lerinin cetveli 

Tesadiltl bUyUklUtOn detert I al I az I a3 
lhtlmaller I p I p I p l 2 s 

dir; orlalama degeri ise !JU olacaktir: 

PROBLEM 4. - A ve B gibi iki abcmm hedefe 
at1!) i!;in ihtimal cetvelleri !jUTI}ardJ.r: 

• 
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Atic1 A: 

sayr mlkt11r1 I 0 I 1 I 2 I 3 J 4 I 5 I §_I 7 l 8 I 9 l_!Q_ 
lhUmaller I0,2J0,03J0,05I0,1[0,15J0,2 I0,1J0,110,07I0,05J 0,03 

Atic1 B: 

BllYI mlktart I 0 I 1 I 2 I 3 I 4 I 5 I 6 ! 7 I 8 I 9 I 10 
1hlimaller (O,Ol [O,Oll0,04JO,l[0,25 J0,3l01l81010510103J0,02J0,01 

Bu iki atic1dan hangisi daha ni~nc1d1r? 

Bu halde A abclSl arafmdan elde edilen sayilarm 
ortalama degeri 

0,02.0+0,03.1+ 0,05.2+ 0,1.3+0,15 -4 -1 ·0,2-5+ 

+ 0,2. 6+ 0,1. 7 + 0,01. s + o,05. 9+ o,o3 .10 = 5,24 

B atlc1s1 i~in ise 

0,01. 0+ 0,01 .1+0,04.2+0,1. 3+ 0,25. 4+ 0,3. 5+0,18. 6+ 

+0,05. 1 + 0,03. s + o,02. 9+ 0,01.10 = 4,84 < 5,25 . 

~u halde birincisi daha ni~anc1dlr. 

§ 2. lbtimallerin ozellikleri. Olayl.arm toplam1 ve 

~1m1. Miistakil olan ve uygun 
olmayan olaylar 

Evvelki paragrafta verilen ihtimal tarifi mucibince, 
herhangi bir A olaymm p(A) ihtimali, iki tam saymm 
bOIUmti olup 
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0 s p(A) s 1 

dir. Bu ihtimal 1 e ~it olabilir: bu deney neticesi ne olursa 
olsun A olay1 vuku bulacakt1r demektir; bqka ifade ile, 
A olay1 kesindir (mesela, i<,;inde yalmz beyaz top!ar bulu
nan bir sand1ktan bir beyaz top <,;ekme ihtimali 1 dir). 
thtimal s1f1ra e~it olabilir: bu ise, deney neticesi ne o'tursa 
olsun olay asla vuku bulmaz demektir ; ba~ka ifade ile, A 
olay1 imkdns1zd1r ( h;inde yalmz beyaz toplar bulunan bir 
sandlktan bir siyah top <;ekme ihtimali s1f1ra ~ittir). 

$imdi, ka~1hkh olarak birl~emeyen A ve B gibi 
ancak iki neticesi olan bir deney g0zontine alahm. Bu halde 

B ye, A olaymm zit'1 denir ve A yazlhr. Eger A olay1, ~it 
olarak vukuu mlimktin o1an n halde m defa vuku bulursa, 

A olayi diger n - m halde vuku bulacakbr; bunun neticesi 

olarak, p(A) = m/ n, p(A) = (n - m )/n = l - m/n ve 

p(A) = 1 - p(A) 

dlr. BOyle bir deney i<,;in ihtimaller cetveli ~yledir: 

A A 

p(A) 1-p(A) 

Simdi A ve A, gibi iki olay gazontine alal1m, ~yle 
ki A olay1 A 1 olaymm vukuunu icap ettirsin (mesela, zar 
oyununda A, 6 gelmesi, A i ise 3 ile oo!tinebilen bir say1 
gelmesidir). A nm vuku buldugu tekmil hallerde Ai olayi 
vuku bulacagmdan A 1 olaymm ihtimali A nmkinden kU~ 
olamaz. Bu keyfiyet A c A 1 yaz1hr ve ~u mUhlm 0zellik 
elde edilir: 

• 



,_..._ _ _:,.._~ ~ 
- ---- - ----- - ---

thtlmaller 11 

eger A c Ai ise p(A) ~ p(A1) olur. 

$imdi, ancak A ve B olaylarmdan biri vuku buldugu 
takdirde vuku bulan bir olay gozontine alahm; boyle bir 
olaya A ve B olaylarmm topkimi denir ve A + B ile 
gosterilir. Bu takdirde iki hal mevcut olabilir. Eger A ve 
B o:aylari UYl'§a?naz ise, yani kar!j1hkh olarak birle$mez
lerse, A , e!jit olarak milmki.in olan n olaym mi inde ve 
B, diger mz halde vuku bulur ve 

m1 m2 
p(A) = - , p(B) =-

buradan, 

n n 

m1+ m2 
p(A + B> = --

n 

ve 

mi m, 
-+·-n n 

p(A + B) = p(A) + p(B) 

(toplam ihtimaller kanunu) bulunur. BOylece sahife 2-3 
de incelenen misalde, bir beyaz veya siyah top ~kilmesi 
ihtimali, toplam ihtimaller kanunu mucibince 

e e!jittir. 

1 3 4 
-+- =-
2 10 5 

Top lam ihtimaller kanunu ile if ade olunan ihtimalle
l'in ozellikeri a!jagidaki tarzda genelle$tirilebilir. 1ki$er 
iki$er birle$emeyen k tane A 11 A 2, • •• , A· olaylar1m g0z
onUne ala11m. Bu k olaydan h iC olmazsa biri vuku buldugu 
vakit vuku bulan olay1 A1 + A 2 + ... + A, ile g0sterelim. 
Bu takdirde 
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p (A1 + A 2 + · .. + A>) = 

= p(A1) + p(A2 ) + ... + p(A1) 

olacag1 a~ikardlr. Daha genel olan bu neticeye de toplam 
ihtimaller kanunu denir. Hususi olarak, k (ve yalmz k) 
sayida ve k~Ihkh olarak birle~emeyen neticesi olan bir 
deneyde, 

ihtimaller cetvelinde ikinci sabrm sayilaruun toplam1 1 e 
~ittir: 

bu, 

p(A,) + p(A2 ) + ... + p(Al) = 
= p(A1+A2 +···+A•) 

~itligmin ve A 1 + A 2 + ... + A. olaymm kesin olma
smm neticesidir ( deney daima mtimkiln olan neticelerden 
hi<; olmazsa birini verir). 

~imdl, A ve B olaylarmm bir~bildik'lerini, yani 
aym zamanda vuku bulabileceklerini farzedelim. ArtJ.k 
p (A + B) = p (A) + p (B) oldugu iddia edilemez. Zira, 
n tane ~it olarak mi.imktin olan hallerin m1 tanesinde A 
vuku bulur ve ~ tanesinde B vuku bulursa, A + B olayi, 
m, neticelerinin veya ma neticelerinin birinde vuku bulur; 
bununla beraber bu neticeler art1k mutlak suretle f arkl1 
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olmadik1.arindan, farkll neticeelrin toplam sayis1 mi + m, 
den kti!;Uk olabilir. Demek ki bu halde sadece 

p(A + B) 5 p(A) + p(B) 

oldugu soylenebilir (bununla beraber p(A + B) ~ p(A) 
ve p(A ·+ B) ~ p(B) dir, zira olaylarm toplammm tarifi 
mucibince Ac A+ B ve B c A+ B dir). 

·Bu son ef?itsizligi a!;1klayahm: A ve B gibi iki olay 
vuku buldugu takdirde vuku bulan olaya bu iki olaym 
~arp1m1 adm1 verelim ve bunu AB ile gosterelim. A ya 
uygun ve ef?it olarak mtimktin olan mi neticeleri, ve B ye 
uygun ve ef?it olarak mtimki.ln olan ?~ neticeleri arasmda 
l tane identik neticenin bulundugunu farz edelim. Bu l 
neticeden biri vuku buluma (ve yalmz bu halde), A ve B 
olaylar1 vuku bulur; bunlardan p( AB)= l/n neticesi 
cikartlir. Bundan baf?ka, ilk m1 netice ve ikinci mz 
netice arasmda identik neticeler bulundugundan hepsi 
mi + m: - l say1da farkh netice vard1r (mi + m2 topla
mmda, l netice iki defa say1lm1$br). Su halde 

ve 

p(A -f- B) =P(A) -f- p(B) -p(AB) 

olur. ~u halde A+ B olaymm ihtimalinin A ve B olayla
rmm ihtimalleri cinsinden belirJenmesi, Ave B olaylannm 
AB ~rp1mmm ihtimaJinin belirlenmesine getirilir. Genel 
ha1de basit olmayan bu meseJe gelecek paragrafta incele
necektir. Bununla beraber, AB olaymm ihtimalinin belir-
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lenmesi gtic;li.ik gostermeyen bir hal vard1r. Bu, A ve B 
olaylarmm mUstakil o1mas1 halidir; ba~ka ifade ile, bu, A 
olaymm vuku bulmamna bagh neticenin, B nin vuku 
bulmasmm bagh bulundugu deneyin ~artlarma hiQbir 
~kilde tesir etmemesi halidir; mesela, i~lerinde beyaz ve 
siyah toplar bulunan iki f arkli sandiktan siyah toplar 
c;ekmek mUstakil olaylar te~kil ed2r; buna ka~tl1k, ayni 
sandiktan (Qekilen topu sand1ga koymadan) Ustilste iki 
top c;ekme mi13takil o~aylar olamaz (zira, ilk c;ekil~ san
d1kta kalan top say1sma tesir eder ve deneyin §artlar1ru 
degi~tirir) . 

A olaymm, ilk deneyin e~it olarak milmktin olan n1 
neticesinin m1 tanesinde milstakil olarak vuku buldugunu, 
B olaymm ise ikinci deneyin e~it olarak milmktin olan n2 
neticesinin mi tanesinde vuku buldugunu farzedelim; A run 
ihtimali m1/n,, B ninki m2/n2 dir. $imdi ilk ikisinin ilstUste 
gelmesinden husule gelen bir karma deney gozonilne alabm. 
Bu karma deneyin, birincinin n1 deneyinin, ikincinin nz 
deneyinin her biri ile birle~mCGiyle meydana gelen ~it 
olarak mlimktin ni"2 tane neticesi olacag1 ~ikardlr. Bu 
n1n2 milmktin deney ic;inde m 1m2 say1da AB ye uygun 
deney olacakbr, bunlar ilk deneyde A ya uygun olan m1 
say1da neticeler, ikinci deneyde B ye uygun olan m2 say1da 
neticelerle birle~tirilerek elde edi1lr. $u halde AB nin 
ihtimali mlm,/ n1nz = (m1 / n1) . (m j n 2 ) olacak vc 

p(AB) = p(A)p(B) 

(birl~ik ihtimaller kanunu) elde edilecektir. Bu kanun 
a§ag1daki tarzda genell~tirilebilir. A 1, A2, • •• , A· gibi k 
say1da o1ay gozonUne alahm ve bunlarm aralarmda mUs
takil olduklar1ru, yani bu olaylardan herhangi birisinin 
vuku bulmasma tesir eden §artlarm, aralanndan herhangi 
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birisinin vuku bulmas1yla degi!jmediklerini farzedelim. Bu 
halde 

olur. Bu bagmtmm ispati, p(.4.B) - - p(A)p(B) fonnU
lUnUn ispatma benzer tarzda yap1hr ve esasen bu son 
fonnill yukardakinin bir ozel halidir. 

A ve B mitstakil dei}ilse, birle!jik ihtimaller kanunu 
arttk gercekle!jmez. $u halde B c A ise (mesela A, zar 
oynunda bir cift say1 gelme olay1 ve B, dort gelme 0 1ay1 
ise), AB olay1 B olay1 ile Ustilste gelir ve p(AB) = P(B) 
dir. ~imdilik sadece p(AB) ~ p(A) ve p(AB) ~ p(B) 
oldugunu soyleyebiliriz (ger~ekten, olaylar ~rp1mmm 
tarifi mucibince AB c A ve AB c B dir). Gelecek parag
rafta iki olaym ~arp1mmm ihtimalini daha etrafh olarak 
inceleyecegiz. 

Bu ~k basit ozellikleri meydana ~lkannak icin birka~ 
problem verecegiz. 

PROBLEM 5. - Yaz1-tura oyununda ilstwte iki defa 
«tura» elde etme ihtimali nedir? 

Burada, A, paramn ilk atlh$mda «tura» gelmesi olay1 
ve B, ikinci atll1~mda ctura> gelmesi olay1 olmak Uzere, 
AB olaymm ihtimali aramyor. A ve B olaylari mUstakil 
olduklarmdan 

1 1 1 
p(AB) = P(A)p(B) = - . -=-

2 2 4 

dilr (bak. problem l, sahif e 3). 

PROBLEM 6. - 1000 den kii~ geli$igilzel secllmi3 
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bir tam say mm, diger bir tam saymm tam kuvveti ( Ussti 
birden btiytik) olmas1 ihtimali nedir? 

29 < 1000 < 210
, 3•• < 1000 < 37

, 51 < 1000 < 55
, 

63 < 1000 < 64
, 73 < 1000 7•, 1oa = 1000 < 1(}1, 

112 < 100 < 11', 122 < 1000 < 12", ... 
. . . , 3l2 < 1000 < 313

, 322 < 1000 

oldugundan bu saymm 2 nin bir kuvveti olmas1 ihtimali 
8/1000 dir (1 den 1000 e kadar 1000 sayida 2 nin 8 tane 
kuvveti vard1r: 22 = 4, 23 = 8, 2', 25 , 2a, 21, 2s, 2°); keza, 
bu saymrn 3, 5, 6, 7, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 17, 18, 19, 20, 
21, 22, 23, 24, 26, 28, 29, 30, 31 in bir tam kuvveti olmas1 
ihtimalleri, s1ra ile 5/1000, 3/1000, 2/1000, 2/1000, 
2/1000, 1/1000, 1/1000, ... , 1/1000 dir ( eger say1, 4, 8, 
9, 16, 25 yahut 27 nin bir tam kuvveti ise aym zamanda 
daha kti!';Uk bir say mm da tam kuvvetidir) , MUtekabil 
olaylar iki§er iki$er birle§mediklerinden aranllan ihtimal 

8 5 3 2 2 2 

1000 + 1000 + 1000 + 1000 + 1000 + 1000 + 
1 1 1 40 1 

+ 1000+1000 + ... + 1000 = 1000 = 25 

18 defa 

e e§ittir. 

PROBLEM 7. - Bir zar attld1g1 vakit iki ile yahut . 
ii!'; ile bolUnebilen bir sayi gelmesi ihtimali nedir? 

2 nin kah bir sayi gelmesi olaym1 A ile, 3 iin katl 
bir sayi gelmcsi olay1m B ile gosterelim; §U halde 6 nm 
katl bir ~y1 gelmesi olay1, AB olacakbr; bu ~rtlar altmda 
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p(A) =3/6=1/2, p(B) =2/6=1/2, p(AB) =1/6 dir 
(ba.k. problem 2, sahife 3). Buradan, aramlan ihtimal i~in 

p(A + B) = p(A) + p(B) -p(AB) = 
1 1 1 2 

= 2+3-6=3 
bulunur. 

PROBLEM 8. - Alb avc1 bir tilki gorlirler ve aym 
zamcµida ate~ ederler. Ayru uzakliktan ate~ eden avctlardan 
her biri Ug atI~tan birinde isabet ettirdigi ve tilkiyi oldUr
dUgu farzedildigine gore tilkinin oldilrillmesi ihtimali 
nedir? 

A11 A2, · · ·, A 0 ile, birinci, ikinci, .. . , altmc1 avcmm 
tilkiyi OldUrmesi olaylariru gosterelim. Hipotezlere gore 
p(A1) =p(A2) = · ·. =P(A6 ) = 1/3 dUr; S=A1 +A~+ 
· · · +Ao olduguna gore p(S) aramyor. A1, A2, ... , As, 
tabi.atiyle mlistakil olaylarchr; bu bize, problemi g()zmek 
igin, 

p(A + B) = p(A) + p(B) -p(AB) = 
= p(A) + p(B) -p(A)p(B) 

formUIUnU kullanmayi mUmki.in kllar (biraz ileride genel 
hale bak) . Bununla beraber, bu !;Ozlim pek basit degildir, 
zira uygun olmayan birgok olaylarm toplammm ihtimalinl 
ifade eden formill kafi derecede kari~1kbr. 

paba ~ok basit olan bir !;OzUm vard1r. Tilkinin oldU

rUimemesi ihtimalini ar1yallm, bu ihtimal p (S) olsun. 
Birinci, ikinci, ... , altmc1 avc1 tarafmdan yapllan isabetsiz 

f •• 
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atu~lar, s1ra ile, A 1, A 2, •• • , Aa d1r. p(A) = 1-p(A) oldu

gundan, p{il.1) = p(A2) = ... = p(A6) = 2/3 dir. Tilkinin 
oldtirillmemesi i~in tekmil avc1larm isabetsiz at1$ yapma-

lari, ba$ka ifade ile, A~, A 2 , ... , AQ olaylar1 mtistakil olmak 

Uzere A 1 A2 ... A, olaymm vuku bulmaB1 laz1mdlr. Buradan 

p(S) =P(A1A2 · • · Aa) = p(A1)P(A2) · · · p(A6) = 

2 2 2 28 64 
=- · -···-=-=--, 

3 3 3 36 729 

ve p(A) = 1-p (A) formillU vas1tasiyle 

64 665 
p(S)=l--=-

729 729 

elde edilir. 

p(A + B) = p(A) + p(B) -p(AB) formillil her
hangi k say1da A,, A2, ••• , At gibi olaylarm toplamma 
te$mil edilebilir (bu olaylarm iki$Cr iki$Cr uygun olmamast 
icap etmez). 

olmak tizere 

p(A, + A2 + A3) =P{ (A1 + A 2 ) +As} 

= p(A1 + A2) + p(A3) -p{ (Ai+ A2)A3} 

yaz1hr. p{ (Ai + A2)A3} Un minas1 kolayca a~lklanir. 
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Gerc;ekten, olaylar ~rp1mmm tarifi mucibince (A1+A2)A3 
ifadesi A i yahut A 2 olaylarmdan birinin vuku bulmasm1, 
i..istelik A s o!aymm da vuku bulmas1m gosterir. Bu aym 
zamanda A iA , ve A 2A 3 olaylarmdan hi<; olmazsa birinin 
vuku bulmas1 demektir, ~ halde 

dtir, bunun neticesi olarak 

P{A1 + A2)Aa}= p(A1A3 + A2Aa) 

= P(A1Aa) + p(A2A a) - p{A1Aa) (A2A3)} 

yaz1hr. (A1Aa) (A,A3 ) olay1 A 1A # (yani A i ve A 2 nin) ve 
A"A , (yani A2 ve A 3 tin) aym zamanda vuku bulmasm1 
gosterir; ba~ka ifade ile, (A 1A ,) (A2A3 ) olay1 A i, A 2 ve 
A3 tin aym zamanda vuku bulmasm1 gosterir ve ~u halde 
A1A2A~ den farks1zdir. 

Aym tarzda 

p(A1 + A 2 + Aa) = 

= P (A, ) + p (A2 ) - p (A1A2 ) + p (A3 ) - p (A1A a) -

- p(A2A a) + p(A1A 2A 3) 

yahut, diger bir s1rada yazarak, 

p(A1 + A2+ As) = 

= p(A1) + p(Az) + p(A3 ) - p(A2A a) -p(AaA1) 

- p(A1A2) + p(A1A2Aa) 

bulunur. 
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Keza k herhangi bir sayi olmak ilzere 

p(A1 +Az+ ···+A•)= 

= p(A1) + p(A2) + · · · + p(A1) -p(A1A2) -

- p(A,Aa) - · · · -p(Ak-1 At) + p(A1A2Aa) + 
+ p (A1A2A.) + · · · + p (A k-2 A ,,_1 A1) -

- p(A,A2AaA,) - · · · + (- l)k-lp(A1A2 · · · A.1) 

elde edilir. Bu formill rekUrans yolu ile ispat edilir. 
$imdi, bu formill yard1m1 ile problem 8 in nas1l ~ozti

lecegini gosterelim. k = 6 i!;in 

p(A1 +A2 + · · · +Ae) = 

·= p(Ai) +PCA2) + · .·. +P<Aa) -p(A1A2) 

- p (A1Aa) - • · · - p (A5A 8 ) + p (A1A2As) + 

-I- p(A1A2A.) + · .. + p(A.A~8) - • • • -

- p(A,A2AsA.A~a) 

d1r; fakat A1, A2 · .. , As olaylar1 mtistakil olduklanndan 

1 
p(A1) =P{A2) = · · · =P(Ae) =-, 

3 

p(A1A2) =p(A1Aa) = ·. · =p(A5A8 ) = 

= p(A1)P(A2) = ( .! .. .)2, 
3 

p(A1A2Aa) =p(A1A2A.) = .. . =p(A,A5A 8 ) = 

' 

= p(A1)P{A2)P(A3 ) = (~)a, 

~· · .:. p~A.A~ · · · Ae) =p(A1 )p(A2) ... p(Ae) = C{ )0, 

yaz1hr. Buradan 
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1 2 ( i ), cl ( 1 )3 p( A1 + A 2 + ... -I A6) = 6. 3 - C6 3 + 6 3 -

-C4 (.!_)4+ Cs (.!_)s -CG ( .!.)6 = l-(l-1 )6 = l-(2._)6 = ~ 
U!I 6 J 113 :S d 729 

elde edilir; bu ise evvelki neticenin aymd1r. 

§ 3. Baib ibtimaller 

A ve B gibi iki olay gozonilne almd1g1 vakit A ya 
uygun bir deney neticesi B ye bagh deney ~art!ar1 Uzerine 
higbir tesir yapmadlg1 takdirde A ve B ye iki milstakil 
olay demi~tik. Bu hal, genel olmaktan uzakt1r. Daha evvel 
verdigimiz bir misali ~imdi daha etraflI olarak inceleye
cegiz. m say1da siyah top ve n - m say1da beyaz top ihtiva 
eden bir sanchktan bir siyah top gekilmesi olay1 A olsun; 
ilk topun gekili$inden sonra aym sand1ktan yine bir siyah 
top gekilmesi olay1m da B ile gcGterelim. Eger ilk gekilen 
top siyah ise, yani A olay1 vuku bulursa, sandlkta m - 1 
say1da siyah top ve n - m say1da beyaz top kalacak. ve 
B olaymm ihtimali (m - 1) / (n -1) olacakbr. 

Eger ilk gekilen top beyaz ise (A olayi vuku bulursa), 
sandlkta m say1da siyah top ve n - m - 1 say1da beyaz 
top kalacakbr; bu takdirde B olayuun ihtimali m/ (n -1) 
olacakbr. Su halde B nin ihtimali, A mn vuku bulup 
bulmamasma baghd1r; demek ki, B nin ihtimali iki farkl1 
degere malik olabilir: (m-1)/(n-1) ve m/(n-1). 

A nm vuku buldugunun bilinmesi halinde B olayimn 
ihtimaline, B olayinin, A nin vukuuna bagli ihtimali 
denecek ve pA(B) ile gosterilecektir. Bahis konusu olan 
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misalde bu ibtimal P•(B) = (m - 1) (n-1) dir. Keza 

B nin, A run vukuuna bagh ihtimali (yani B nin, A vuku 
bulmamasi halindeki ihtimali) tarif edilir ve bu PA (B) 

ile g&terilir; burada da 11 A (B) = m (n - 1) dir. 
Bir A olay1run ihtimali, bu olaym p(B) ihtimalinden 

(yani A run vuku bulup bulmad1g1 hususunda hig bir .$eY 
bilinmemesi halinde, B nin ihtimalinden) biiyiik veya 
kiigiik olabilir. Su halde, misalimizde, sandlkta bulunan 
n toptan herhangi birisinin gekilmesi .$ans1 aym oldu
gundan ve m tane Giyab top mevcut bulundugundan 
p (B) = m/ n dir; buradan 

m-1 m 
PA(B) = < -=p(B) 

n-1 n 

ve 

PA (B) = m > m = P (B) 
n - 1 n 

yaz1hr. Eger A ve B mUstakil iseler pA (B) = p (B) dir. 
Bagh ihtimaller, birinci paragrafta mUstakil ihtimal

ler i«:in yapllana benzer tarzda hesaplarur. N sayida 
neticesi, A olayina uygun ve e.$it olarak miimkUn olan, bir 
deney gozonUne ala11m; bu neticelerden M tanesi B olayma 
uygun olsun ve N - M tanesi uygun olmasm. Bu halde, 

p.(B) = M/ N [ve p.{B) = (N-M/ Nl dir. Meselfl, yuka
r1da verdigimiz misalde n (n -1) say1da netice e.$it olarak 
miimkUndiir (ilk geki.$te n toptan herhangi birisini, ve 
ikinci ~eki!}tc, geri kalan n - 1 toptan herhangi birisini, 
g1kartabiliriz), bunlardan N = m ( n - 1) tanesi A ya 
uygundur (ilk ~kili.$te m tane siyah toptan biri ve ikin
cide geri kalan n -:--1 toptan biri ~1karthyor); bu m(n-1) 
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say1da neticeden M =m(m-1) tanesi B ye uygundur 
(ilk <;ekili~te m tane siyah toptan biri, ve ikincide geri 
kalan m - 1 siyah toptan biri ~1karll1yor) ; buradan · 

M m(m-1) 
PA(B) =-= 

N m(n-1) 
----

bulunur. 

m-1 

n-1 

$imdi, deneyin e~it olarak milmklin olan toplam neti
celerinin sayism1 K ile gosterelim. Bu K neticeden M 
tanesi A ve B ye aym zamanda uygun oldugundan 
AB nin vuku bulmas1 ihtimali M / K d1r. Fakat M / K = 
(N/ K) . (M/ N) ve M/ N =P.(B) dir (e~it olarak milmklin 
olan K neticeden N tanesi A ya uygundur) . $u halde 

p(AB) = p(A)pA(B) 

bulunur. Bu, genel halde iki olaym ~arp1mmm ihtimalini 
belir:emeyi milmkiln k1lar; c;ogu zaman .bu bagmtlya da 
bil~l)ik ihtimallcr kanunu denir (paragraf 2 de bil~ik 
ihtimaller kanunu dedigimiz ~imdikinin bir ozel halidir). 
$u halde p (AB) yi bulmak ic;in, A ve B arasmda baghhgi 
karekterize eden p.(B) bagh ihtimalini bilmek laz1md1r, 
sadece p(A) ve p(B) ihtimallerinin bilinmesi AB olaymm 
ihtimalini belirlemez. B ihtimalinin A nm vuku bulup 
veya bulmamas1 ile degi~memesi halinde, yani eger A ve 
B milstakil iseler P• (B) = p (B) dir ve evvelce elde ettigimiz 

p(AB) = p(A)p(B) 
I r r; ?'flll!l!lir I 

formiilil bulunur. 

A~g1daki ozellikler bagh ihtimallerin tarifinden 
c;;1kar1hr: 



24 lhtlmallyet ve lntonna.syon 

a) O :s pA(B) :s 1; B kesin ise yahut A c B ise 
• p(B) = 1 dir; B milmkiln degilse yahut A ve B uygun 

degilse pA(B) = 0 dir; 

b) eger B c B1 ise pA(B) :s p .. (B1) dir; 
c) eger B ve C uygun degilse pA(B + C) =P&((B) + 

p .. (C) dir; eger Bh B 2, • •• , Ba ik~r iki~r uygun degilse 

p.t(B1 + B2 + ... + Ba) = 
= p .. (B1) + p .. (B2) + ... + p.1(Ba); 

dlr· 
' 

d) p.1(B) = 1 - p .. (B) dir. 

Bagh ihtimallerin bu Ozelliklerinin ispat1, basit (bagb 
olmayan) ihtimallerin aym 0zelllklerinin ispatma tamamen 
benzer. 

SUna da ipret edelim kl, 

p(AB) = p(A)p..(B) 

- ~tliginden 

p(A)p.1(B) =t>(B)P•(A) yahut 
p(A) p(B) 
--=--

bulunur (g~n. AB ve BA olaylan tabiatiyle farkh 
degildir) . Buradan ~ netice ~lkanhr: A ve B olaylannm 
p (A) ve p (B) ihtimalleri ve, B olayimn A nm wkuuna 
bagh olan f>A(B) ihtlmali bllindigine gore P•(A) ibtimali 
belirlenebilir: 

p(A) 
p.(A) = P•(B) • -

p(B) 
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Su halde, yukanda verilen misalde p(A)=P(B)=m/n 
oldugundan (ilk ve ikinci gekili~te bir siyah top Qekilmesi 
ihtimalleri m/n ye e~it oldugundan) 

m-1 
ps(A) = PA(B) = -

n-1 

dir [pa(A), ikinci ~kili~te bir siyah top gekilecegi bilin
digine gore ilk gekili~te bir siyah top gekilmesi ihtimalidir] . 

Nihayet ~una da i~ret edelim ki, A yahut A olayla

rmdan biri mutlaka vuku bulacagmdan, AB ( «B ve A:.) 

ve AB ( «B ve A >) olaylarmm toplam1 B olayi ile aymd1r. 

ve 

p(AB + AB) = P(AB) +p(AB) 

oldugundan (A ve A olaylar1 uygun olmadlgmdan) AB ve 

.A..B olaylan da uygun degildir. 

bulunur. Daima evvelki misali gozontinde bulundurarak, 

_ m - n m - 1 
p(A) m/n. p(A) =---;;--• PA (B) = n-l • 

m 
P,4 (B) = n-1 
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m m - 1 n - m m m 
= -· - -+ - -· - - =-=P(B) 

n n - 1 n n - 1 n 

bulunur. Keza, eger bir a deneyinin iki$er iki~r uygun 
olmayan A ,, A~, ... , A. gibi k (ve yalmz k) sayida 
ncticesi varsa, herhangi bir B olay1 A,B+ A,B+ ... +AaB 
toplarm ile ifade olunabilir ve 

yaz1hr. Bu formille, top lam ihtimal f orm:ulU denir. 

PROBLEM 9. - 'O~ sancbkta s1ra ile, 

1) 2 beyaz ve 4 Giyah top, 
2) 4 beyaz ve 2 siyah top, 
3) 3 beyaz ve 3 siyah top 

bulunmaktad1r. Bu sand1klardan geli$iglizel seGilmi$ biri
sinden bir top Gekiliyor. <;ekilen topun siyah ve beyaz 
olmas1 hallerinde seGilen sand1gm birinci sand1k olmas1 
ihtimali nedir? 

Bir beyaz top Gekilmesi olay1 A, bir siyah top ~ekilmesi 

olay1 A olsun; topun birinci ,3and1ktan c;ekilmesi olay1m da. 
B ile gosterelim. Deneyin (UG sand1kta bulunan top sayi
sma gore) 3. 6 = 18 neticesi vard1r ve bunlar ~it olarak 
mUmkUndUr (yani U«; sand1gm herhangi birisinden blr 
top ~ekilmesi e$it olarak mUmkUndUr). Bu 18 neticeden 
9 u A ya uygun olup bunlardan da 2 si B ye uygundur. 

A ya uygun 9 netice vard1r ve bunlann 4 ti B ye uygundur. 
Buradan 



bulunur. 

2 
PA(B) =-

9 

- - --- - ----=- - ~ -

1htrmaller 

4 
ve P.A(B) =-

9 
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PROBLEM 10. - « b a o b a b » kelimesini te~kil 
eden farfler kartonlar iizerine yaz1lm1~tir. Bu kartonlar 
kart$bnlarak dort karton !;ekiliyor ve yanyana konuyor. 
Bu tarzda «baba» kelimesinin elde edilmesi ihtimali nedir? 

Birinci harf olarak «B» yi ~ekme olay1, A,, ikinci harf 
olarak «A» yi ~ekme olay1 B,, U~UncU harf olarak «B» yi 
c;ekme o'!ay1 0, dordUncU harf olarak «A» y1 ~kme olay1 
D olsun; bu ~rtlar altmda aramlan olay ABOD yaz1hr. 
Bile$ik ihtimaller formillilnti srra ile tatbik edernek 

1 
p(A) = 3/6=-; 

2 

1 2 1 
p(AB) =P(A)p"(B) =- · -=-; 

2 5 5 

1 2 1 
p(ABO) =p(AB}pu(O) =-. -=-

. 5 4 10 

ve nihayet 

1 1 1 
p(ABOD) =P(ABO)puc(D) =- · -=-

10 3 30 

elde edilir. 

PROBLEM 11. - 5 sandlk gozonilne alahm, bunlar
dan ikisinin her ' birisinde bir beyaz ve 5 siyah top 
bulunsun; diger birisinde 2 beyaz 5 siyah top bulunsun; 
son ikisinin her birinde 3 beyaz ve 5 siyah top olsun. 
Geli!?igtizel se<;ilmi~ bir sandlktan bir top ~kiliyor. Bu 
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topun beyaz olmas1 htimali neclil:? Bir beyaz top, iki beyaz 
top ve ti~ beyaz top bulunan bir sandJ.ktan bir beyaz top 
~ekme olaylanm s1ra ile Al, A:, A3 ile gosterelim; 

dir. 
Eger olay, bir beyaz top ~kme olay1 ise, toplam 

ihtimal formillti 

p(B) =P(A1)P•1(B) + p(A2)p..,(B) + p(A,)p.ci(B) 

21 12 2 3 23 
=-·-+-·-+-·-=-

56 57 5 8 84 

dtir. 

§ 4. Olaylar cebiri ve ihtimalin genel tarifi 

Evvelki paragraflarda, A ve B gibi iki olaya, bir 
U~ctistinil tekabill ettiren i~lemleri tarif ettik; bu i~lem
lere A ve B olaylannm toplam ve c;arp1m1 adm1 verdik ve 
bunlar1 A + B ve AB ile gOsterdik. Bu i~lemlere bu adlar1 
vermemizin sebebi, olaylarm «toplama> ve c:~rpma> 

kaidelerine benzerliginden dolayidJ.r. BOylece, bunlann 
tarifinden, A + B = B + A ve AB= BA oldugu neticesi 
~1kar1hr; keza, (A+ B)C =AC+ BC bagmbs1m da 
kulland1k (bak. sabife 16). Bu paragrafta c:olaylar cebirb 
ile «S8YJ1ar cebiri:. arasmdaki benzerlikleri ve farklar1 
daha dikkatle inceleyecegiz. 

Aritmetik ve cebirde, tam sayllar, rasyonel sayllar, 
reel sayilar (rasyonel ve irrasyonel sayilar) ve kompleks 
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sayllar gibi degi~ik mahiyette saytlar incelenir. Tekmil 
hallerde, a ve b gibi iki sayiya diger iki say1 tekabill 
ettirilir: bu iki say mm toplami a + b ve ~um ab dir •. 
Ostelik toplama kaideleri ~arpma kaidelerine ~k benzer; 
mesela, 

a + b = b L a ve ab = ba; 

(a+ b) + c=a + (b + c) ve (ab)c=a(bc) 

dir. Bu benzerlik 0 ve 1 saytlarmda da rastlamr, ~yle kl 
ilki ile toplama ve ikincisi ile ~ma say1y1 degi~tirmez: 

a + 0 =a ve a . 1 =a. 

· Fakat benzerlik limit edildigi kadar devam etmez. 
Mesela 

•) Say1la:- gozonUne ahnmadan, aaJ1llan1t t01>lam t1• oarptt1H1ttt1 

<5zellklerine tnalik olan, dlter mtsAllerle de blr toplam ve blr carp1m 
tartt edlleblllr. MeselA ctrt say1lar ciimleslnl ve tek sayllar cUmleatnl 
alSzonUne alalrm (burada ancak lkl cUmle bahl8 konusudurn: bu cQm. 

leler lcln lkl lslem su tar.tda larlt edlllr: 

0+0=1+1=~ 0+1=1+0=1 

(burada O cltt sayllar ctlmleslnt, 1 tek sayilar ctlmleslnl ailllterlr; blr 
cltt sayi Ile blr tek saymm toplanu blr tek u.y1dlr), ve 

0.0 = 0.1 = 1.0 = 0. 1 . 1 = 1 

(lkl cttt uym1n carpim1 blr cttt sayidlr; lkl 1ek sayinm carporu blr tek 
1&yd1r). Keza, 3 Ue bOlme kalanr Sira ue o (3 lie t>OlQnebUen U,yI). 1 

ve 2 olan say1 cUmlelerl srra Ile O, 1, 2 Ile alSsterlllrse die elomanlr 
cebln elde edertz ve but"da toplama ve carpma 

0+0=1+2=0. 0+1=2+2=~ 0+2=1+1=~ 
. o,.o = 0.1 = 0.2 = 0, 1.1 = 2.2 = 1. 1.2 = 2 

baltntJlan Ue tarll edlllr. 
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(a + b) . c = a . c + b · c 

bagmtlSmda toplama ve c,;lkarma simetrik tarzda bulun
mazlar. Gerc,;ekten, bu bagmtJ.da toplama ve <;arpma 
i~retlerinin yerleri degi~tirilirse 

a . b + c = (a + c) · (b + c) 

bagmtls1 bulunur ki abesligi ac,;1kc,;a gorilllir. Bu sebepten, 
toplama ve c,;1karma i~lemlerinin birc,;ok ozellikleri c,;ok 
farkhd1r. Mesela O say1s1 c,;arpmada, 

~itligi ile ifade olunan c,;ok milhim bir rol oynar (buradan, 
s1f1rdan farkh bir saymm s1fir ile oolilnmesi milmkiln 
olmad1g1 neticesi c,;1kar1hr). Toplamaya, 

benzer ~itliginin tatbiki yanh~1r. 
Bununla beraber toplama ile c,;arpma arasmdakl 

benzerligin daha ileri gittigi diger cebirler mevcuttur. 
Mesela, dtizlemin oolgeler ( «~kil!en) cilmlesini gozonilne 
alahm. A vc B oolgelerinin A + B toplam1 bunlarm birle
~imidir ($ek. 2a). Tabiatiyle 

ve 

dir (bu ~itligm solunda ve sagmda A, B ve C oolgeleri
nin birl~imi bulunur; bu, daha basit olarak parantez 
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kaldmlarak, A + B + 0 $eklinde gosterilir). S1f1r, hic;bir 
nokta ihtiva etmeyen ve bo$ bolge denen bir 0 oolgesi 
ile gosterilir; bu oolge i~in 

A - - 0 -~ A 

yaz1hr. 

•) 6) 

Sek. 2 

A ve B oolgelerinin AB <;arp1m1, bunlarm ara kesiti 
(ortak oolgeoi) ile tarif edilmi~ir ($ek. 2b). 

AB = BA 
ve 

(AB) 0 = A (BO) 

olacagi ~ikard1r (bu e$itligin solunda ve sagmda A, B 
ve 0 oolgelerinin ortak oolgesi bulunur; bu, daha basit 
olarak ABO ile g0sterilir). Burada birim I dUzlemi ile 
gosterilmi$tir. Ger~kten, A oolgesi ne olursa olsun, 

Al = A 

dtr. 

BOylece tarif edilen oolgeler cebirinde 

(A + B) . 0 = A . 0 + B . 0 

bagmtis1 caridir; bunu gostermek i~in $ekil 3a YI incele-
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mek kruidir, burada A + B ve 0 oolgeleri farkh tarzda 
tararuru~t1r: bunlarm (A+ B) . 0 <,;arp1m1 (arakesiti) 
iki farkh tarzda taranm~; I ile A . 0 ~arpmu, II ile 
B . O ~rpum gosterilmi$tir. Fakat burada ikinci bir 
bagmtl daha mevcuttur: 

A . B + 0 = (A + B) . (B + 0); 

bu, ilk bagmbda toplama ve ~arpma i$aretlerinin yerleri 
degi$tirilmek sureti ile elde edilmi$tir. 

A - A ~~ ~' 8 
,, 

I , 
l 

~ 
~ 

. 
~ c 

-

a1 b l 

Sek. a 

Bu bagmtiy1 gostermek i~in l}ek. 3b yi incelemek 
kafidir, burada A + 0 ve B + 0 oolgeleri farkll tarzda 
tarannu$br; $U halde bunlarm (A + 0) . (B + 0) ~rpum 
iki farkh tarzda taranm1$ olarak gostcrilir; A . B oolgesl 
I ile, 0 oolg€5i II ile gosterirni$tirl. 

Bu iki bagmb arasmdaki benzerlik, bolgelerin tekmil 
toplama ve ~ma kaidelerinin benzerligini izah eder. 
Mesela, 

keza 
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yazllir; bu e$itliklerin hi~ biri say1lar cebiri i~in muteber 
degildir. Aritmetik ve cebirde iki saymm mukayesesi 
mtihim bir rol oynar. 5 i$aretini kullanarak (a 5 b, 
a nin b den kilyiUc veya b ye e§it oldugunu gostermek 
lizere) iki c;aymm mukayesesinin temel kaideleri $Wl

lardlr: 

a 5 a (her a sayis1 kendisinden kU~ilk veya kendi
sine ~ittir); 

egcr a ~ b ve b 5 a ise a = b dir ( eger a, b den 
kU~Uk veya b ye e$it ise, ve b, a dan kU~Uk veya a ya e$it 
ise, a ve b e$ittir); 

eger a 5 b ve b 5 c ise a 5 c dir ( eger a, b den 
kti~Uk veya b ye e$it ise, ve b, c den kU~Uk veya c ye e$it 
ise, a, c den kU~Uk veya c ye ~ittir). . 

BOlgelerin de mukaye.sesi yapllabilir: eger A, B nin 
bir k1sm1 ise bu k1s1m B nin tamam1 olabilir ve A c B 
yaz11Jr ( c: i$al'eti ~ i~retinin yerine kullamhr). 

Burada da 

Ac A, 

eger A c B ve B c A ise A= B 

eger A c B ve B c 0 ise A c 0 

oldugu a$ikardlr •. 

•) Say1larm mukayesesl Ile l>Olgelerln mukayesesl arasmdakl 

esaslr blr t11rka 1,aret edellm. a ve b elbl !kl ( : ct>!) sayr lcln asb 

Yahut b:;;a bal'unhlanndan blrJ dalma doA'rudur (a ve b say1lar1 e#it 

1se lkl bnltmtr da doltru olur). Bunn kars1l1k, A ve B glbl lk1 bulge lcln 

AcB ve BcA bai;\-lnt1larmdan hlcbf· t umumlyctle doltru olmayacakt1r. 

(aym dul'um kompkks say1lar lcln ('e vakldlr; citer o ve b kompleka 

sayrJanmn nri:umanlar1 :iyru Isc, vc eiter n nm modUJU b n1n modU!Un

dcn kUcUk veya bunn e$lt lse, coitu zaman asb yaz1llr). 

f. ~ 
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~g1daki kaidelere de i$8.ret edelim: 

A c A + B ve AB c A, 

keza 

Ac I ve 0 c A 

{son bagmtl, 0 bo$ oolgesinin A oolgesine ait olmayan 
hi~bir noktay1 ihtiva etmedigini gosterir; $unu da ilave 
edelim ki A ne olursa olsun, 0 hi~ bir nokta ihtiva et
mez). 

BOlgeler cebiri ile say1lar cebiri arasmda.ki esash bir 
fark, her A oolgesine bir A bolgesini {tilmlemini) bir
le$tiren bir i$lemin mevcut olmas1d1r. Bu miltemmim bOl- , 
ge, A oolgesine ait olmayan tekmil noktalari ihtiva eden 
oolge olarak tarif edilir. Bu yeni i$leme ait kaideler $UD· 
lardir: 

eger 

ve nihayet 

ve 

Ve 

AcB ise BcA <hr; 

A+B=A B ve AB=A+ B 

(bak. ~ek. 4, burada A ve 'ii' bOigclcri farkh olarak ta
ranm1$tir; iki farkh tarzda taranm1!i oolge A + B ool· 
gesidir; blr tarzda veya iki farkh tarzda tar~ oolge 

AB oolgesidir). 
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Bir dtizlemin nokta ctimlelerinden (domenlerden) 
gayr1 ctimleler icin de toplanma, ~arpma i~emleri A c B 

nev'inden bagmh ve A mtitemminu i tarif edilir. 1 - 3 pa
ragraflarmda incelenen tesadilfi olaylar cUmlesi buna bir 
misal te~kil eder; olaylar, kolayca gorillecegi gibi, oolge
ler cebirinin tekmil ozelliklerine maliktir. Tam saytlar 

Sek. 4 

cUmlesi de gozonilne almabilir; eger yine iki ctimlenin 
birlei;;imine ve ara kesitine toplam ve ~arp1m denirse (me
sela, A 2 ve A ,. s1ra ile 2 ve 3 ile ooitinebien tam sayllar 
ci"lmlesi gosterilirse, A : + l.Aa ctimlesi tekmil <;ift sayllari 
ve tek say1Iar arasmda 3 jle bOltinebilenleri ihtiva ede
cektir; A :A s ci.imlesi 6 ile ooltinebilen tekmil say1lart ih
tiva edecektir). cger A c B. Uiareti A, B nin bir k1sm1 ol
dugunu gostcriyorsa (mesela A~, 4 ile oolUnebilen sayilar 

ctimlesi olmak tizerc A, c A 2 di.r), eger A ile A ya ait 
olmayan tam say1lar ctimlesi gosterilirse (mesela A,, tek 
sayllar ctimlesi ise) ve cger Ive 0 s1ra ile tekmil tam sa
y1lar ctimlesini vc hi<;bir say1 ihtiva etmeyen ciimleyi g0s· 
terirse, yukarida yazd1g1m1z tekmil bagmhlar muteber 
olacaktir. 

Diger bir misal bir N tam sayismm oolenlcr ctimlesi
dir. (N = 12 i<;in bu say1lar 1. 2. 3. 4, 6 ve 12 dir}; 
eger A + B ve AB, s1ra ile A ve B nin en kilctik ortak 
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~amm ve en bUyUk ortak oolenini gosterirse, eger 
A c B, cA, B yi ooler> manasma gelirse, eger 0 ve 1 ile 

1 ve N (1 den 12 ye kadar) say1lar1 ve A ile NI A (12/ A) 
say1St gosterilmi~ ise, $U bagmttlar da yaztllr : 

A+B = B + A ve AB = BA 

(A + B) · C = A . C + B ve 
A · B + C = (A + C) . (B + C) 

AcA +B ve ABcA 

A + B =: A · B ve 

Nihayet bu tipte ~ok milhim bir misal, tekmil lojik 
meseleler cUmlesi (yani dogru veya yanh~ demenin abes 
oldugu iddialar) d1r; bu cUmlenin incelenmesi matematik 
lojik'in mevzuunu ~kil eder. A ve B gibi iki lojik mese
lesinin A + B toplammdan ve AB ~rp1mmdan, s1ra ile 
cya A, yahut B> ve cA ve B> anl~1hr; A c B i§areti, A 
degi~iyorsa B de deg;i$iyor (k1saca cA, B yi icap ettirir>) 

demektir. A, A nm olmad1gm1 g0sterir («A meselesi yan
b~1r) ; I ve 0, s1ra ile biitiln dilnyaca dogru ve yanh~ '7te

seleleri gOsterir. Yukar1da yazdlgim1z tekmil bagintilar 
yine muteberdir. BOylece 

A+A=l 

di~ il~tebir kaidesidir: A meselesi daima ya dogrudur ya 
yanl1$br; 

A·A=O 

bagmbs1 mubayenetsizlik kaidesidir: A meselesi hi~blr 
halde hem dogru hem yanb$ olamaz. 
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Blitlin bu ozelliklere malik olan cebinsel sistemlerin 
ehemmiyc:ti bu sistemlerin ozel olarak incelenmesine yol 
a~ar. Bu sistemlere, lojik sahasmdaki ~abljimalan ile ta
nmm1$ ve ilk defa lojik Uzerinde ara~tlrmalarmda boyle 
bir cebirden faydalanm1~ olan XIX. Ytizytlda y~am1~ !n
giliz matcmatik~isi George BOOLE'in adma izafeten 
Boole cebirleri denir. 

Gene! tarzda, Boole cebirinin elema.11.lar1 say1lar de
gildir. Fakat ~ogu zaman, her A elemanma, a!;iag1daki 
$artlari ger~ekleyen, bir IAI yahut p(A) say1e1 tekabtil 
ettirmesi mUmktindUr : 

0 ~ p(A) ~ 1; p ( 0) = 0 ' p (I) = 1 ; 

egcr A c B ise, p(A) ~ p(B) dir; 

eger A. B=O ise, p(A -f-B) =P(A) +p(B), 

bu say1ya A elemamnm mutla.k de{j.eri yahut norm'u ve 
Boole cebirinin kendisine de norme denir. Misal olarak, 
kenari birime eljiit olan bir kare i<;inde dlizlem ~ekiller 
ailesi s0ylenebilir (burada kare, Boole cebirinin I elema
mnm roltinli oynar) , burada bir A $eklinin mutlak dege
ri yahut normu olarak bu ljieklin ytizol~ilsi.i, yahut mate
matik lojikin me3eleler climlesi al1rur, burada bir mese
lenin mutlak degeri (mornu), mesele dogru ise 1, yanh$ 
ise 0 d1r. Boole cebirine diger bir misal, 1-3 paragrafla
rmda incelenmi$ olan olaylar cebiridir; burada bir A ola
ymm mutlak degeri yahut normu p (A) ihtimalidir. 

1htimaller teorisi ile Boole cebiri arasmdaki tekablil, 
bu teorinin konusunun tarifine hizrnet edebilir. lhtimaller 
teorisi, bir norme Boole cebiri te§kil eden elemanlar CU.m
lesini tetkik eder denebilir; bu elemanlar, olaylar olup bir 



38 thtunallyet ve tnrormasyon 

A olaymm p(A) normu bu olaym ihtimalidir. Mesela, 
csand1k probleminde (yahut, benzeri her problemde), ve
rilen n eleman ( «5ay1>) ile te$kil edilebilen tekmil cilm
lelerin norme Boole cebiri gozonilne almabilir; burada 
(ve a$(lgidaki tekmil misallerde) toplam ve ~rp1m bun
lann birle$imi ve arakesiti olarak tarif edilir; norma ge
lince, a$(lg1daki $(lrtla belirlenmi$tir : yalmz bir cleman
dan te$kil edilmi$ tekmil cilmleler icin (ba$ka ifadc ile, 
ayr1k noktalar ic;in) norm, sUrekli olarak 1/ n ye efjittir. 
Fakat, yeni go~ilmUze gore, ayru BOOLE cebirini norm 
icin daha genel bir $artla gozonilne alabiliriz: ayr1k nok
talar ic;in normlar, P1 + P2 + · .. + p. = 1 ifadesini 
gercekleyen, P1, P2, · · ·, p. pozitif sayilardir (homogen ol
mayan bir maddeden yaptlmi$ ve tam kilp $eklinde olma
yan hileli bir zar halinde n = 6 ya tekabill eden bu tip 
bir BOOLE cebiri vard1r). Diger problemleri gozonline 
alarak, BOOLE cebirinin elemanlar1 bir AB dogru par<;a
smm tekmil milmkUn k1s1mlar1 olan hale de rastlayab1i
riz, burada norm, gozonUne ahnan k1smm dogru parcas1-
nm bUtUn uzunluguna orarudir; benzer tarzda, baz1 defa, 
elemanlar1 bir dUzlem $eklinin veya bir uzay ~klinin 
tekmil noktalar1 olan cebirler g0zontine allmr, burada da 
norm, g0z0nilne alman $eklin yUzey veya hacminin $ek
lin tamammm yUzey veya hacmma oram olarak tarif 
edilir (bu nevi problemler icin mesela sahif e... de zikre
dilen yazarlarm kitabmda cgeometrik problemler> Uze
rlne problemleri s0yleyebiliriz). Tekrnil bu hallere de chi
leli zar problemi> te!}mil edilebilir; ba$ka ifade ile, bir 
dogru par~sma, blr dtizlem $Ckllne yabut verilen fa; bo
yutlu bir $ekle ait cilmlelerin BOOLE cebirlerine, yukar1-
da p(A) fonksiyonu lc;ln ileri silrillmli$ $8rtlara tabi olan, 
tamamen keyfl bir norm ithal olunabilir; bu takdirde, 
lhtimaller teorisi problemleri bakumndan gayet zengln 
yeni bir cilmle elde edilecektir. 
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lhtimaller teorisinin tarifi olarak, biraz yukar1da 
verdigimiz tarif allmrsa bu teoriye ait tekmil problemler
de mlitekabil BOOLE cebirinin apriori verilmesi icap et
tig; (ba$ka ifade ile, problemin verilenleri arasmda bu
lunmas1 gerektigi) anla$1hr. Bu takdirde ihtimaller te
orisinin esas problemi, bir kompleks olaym ihtimalinin 
hesab1d1r, bu kompleks olay ise, BOOLE cebirinin i$lem
leri [mesela (A+ B>11 yahut (A+ B+ C>. (A+D> ] yard1-
m1 ile clementer olaylarm ihtimalleri cinsindcn, A, B, C, D, 
··· gibi muayyen elcmentcr olaylardan itibaren te$kil edil
mi$tir (bu, elementer geometrininkine benzer bir konudur, 
bu geometride, uzunluklar ve a~1lar, bilindigi farz olunan 
diger uzunluk ve a~1lar cinsinden hesaplamr; meseJa, bir 
dik il~enin hipotenUsUniln uzunlugunun dik ac1 kenarla
n cinsinden hesaplanmas1 gibi). thtimaller teorisi bu 
tarzda tarif edildigi vakit (ilk defa 1917 de S.N. BERNS
TEIN tarafmdan i~ret edilmi$tir), p(A), p(B), v.s. ele
menter ihtimallerinin belirlenmesi kahr; teorinin pratik 
tatbikatmm olabilmesi cin, bu ihtimallerin uzun bir de
ney serisinde ba$armm yilzdeleri ile intibak eden deger
lere malik olmalar1 icap eder. Paragraf 1 de, bu $arti ger
~kleyen bu elemanter ihtimallerin cklasik> belirlenme
sini inceledik; bu, «deneyin e$it olarak milmktin olan tam 
neticeler sistemb anlamma dayanmaktad1r. Bu tam sis
temin mevcut olmad1gi haJler vard1r; bu takdirde p(A) 
YI ba$ka tarzda belirlemek laz1md1r (mesela, A nm bagh 
oldugu deney ~k say1da tekrarlanarak p(A) nm bir yak
l~$1k degeri aranabillr) . Fakat elementer ihtimalleri be
hrlemeyi mUmktin kiJan metotlar, teorinin esas1ru te$k1) 
eden, sonraki hesaplara tesir etmezler. 

Netlce olarak, yukar1da verdigimiz tekmil misAller
de, BOOLE cebiri muayyen bir cmaksimum cebir> in 
noktaiar ciimlesinin cebiri olup tesadilfi degildir; BOOLE 

. 
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cebirinin ooyle bir tarifi ihtimaller teorisinin tekrnil prob
lemlerinde mtimktindtir. 

Buradan hareket ederek, ihtimaller hesabmm tcmel 
konusu, tekmil mtimktin olaylarm norme BOOLE cebiri
nin tetkiki olmay1p, muhtelif k1s1mlan (.:alt cUmlelerb) 
sonradan «olaylar:. olarak nazara alman, muayyen bir 
«tam clementer olaylar ctimlesi» nin tetkiki olarak goz
onUne ahnabilir. Bu belirlemeyi tamamlamak iGin, «tam 
elementcr olaylar cilmlesb nin A alt cilmlelerme muay
yen bir p (A) normu tekabill ettirmck, ve hakikaten bir 
norme BOOLE cebiri vermek icin, alt cilmlelerin kendile
ri ile bunlarm normunun gercekle~mesi icap ettig ~rlla
r1 ( «aksiyomlaru) s1ralamak kafidir. thtimaller hesab1-
nm (1929 da A.-N.KOLMOGOROFF tarafmdan verilmii; 
Olan) bOyle bir akBiometrik i~Sl, bu paragrafta baz1 
karl!~lk azelliklerin incelenmesi icin faydaland1g1m1z meto
da nazaran bazi UstilnIUklere maliktir ve bu sebepten 
bugiln daha fazla kullamlmaktadir; fakat bu metodu 
burada daha etran1 incelemek bizi, konumuzdan hayli 
uzakl~tmr. 
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ENTROPi VE INFORMASYON 

§ t. Belirsizlik dereccainin bir ol~iisii olarak 
gozoniine aiman entropi 

Bu kitabm konusunu te$kil eden, tesadi.ifi olaylann te
mel ozeligi, bunlarm vukuunda bir kroinligin bulunrnama
s1d1r; bu kesinsizlik, olaylarm bagh olduklari deneylerin 
neticesinde muayyen bir belirsizlik meydana getirir. Bu· 
nunla beraber, bahis konusu olan hallere gore belirsizlik 
derecesinin ~k farkh olabilecegi tamamen a$ikard1r. Eger 
deney, ilk rastlanacak karatavugun rengini belirlemekten 
ibaret ise bu rengin siyah olacagi hemen hemen kmindir; 
Zooloji bilginleri beyaz karatavugun mevcut olabilecegini 
kabul ediyorlarsa da, ~k az kimse ooyle bir netice hekle
yeceklerdir. tlk rastlanacak olan kimsenin solak olup ol
mayacagmm belirlenmesi bahis konusu ise, burada daha 
~k belirsizlik olacakt1r; burada da neticeyi onceden te
~diit etmeden r30ylemek miimkilndiir, fakat, birinci ha
le nisbeten daha fazla neticeden $Uphe edebiJiriz. Eger 
ilk rastlanacak kimsenin cinsini onceden s0ylemek bahis 
konusu olsa nctice daha da $Uphelidir. Fakat bu deney, 
mesela, bizce tamamen bilinmeyen yirmi ko$Ucunun ka
tlld1g1 bir yar1$ta birinci gelecek olam evvelden s0yleme
ye, yahut bir piyango ~kili$inde bilyiik ikramiyeyi ka7.a
nacak numaray1 belirlemeye nisbeten daha az belirsizdir; 
ilk ra.stlanacak kimsenin cinsinin ne olabilecegi bir dere
ceye kadar onceden kestirilebilir, fakat bir kirn.senin 
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Bu ~rt bizi; k sayuia e~it olarak mumkun neticeye ma
lik o"?.an bir deneyin belirsizlik 6~ olarak log k sayl8in1 
almaya sevk eder (ger~kten log (kl) = log k + log l 
dir) . BOylece tarif edilmi~ belirsizlik Ol~sli hakikaten 
k = 1 i!;in s1f ira ~it olur ve k ile beraber artar •. 

Burada logaritma tabammn se!;iminin onemi olmadlgma 
i~ret edclim, zira malum olan log. k = log. a. log. k formli
IU mucibince, bir logaritma sisteminden bir digerine ge~
mek i<:in f(k) = log k fonksiyonu bir 6abit (sistem don~ 
tiirUm modUlii) Uc <;arp1hr, yani belirsizlik Ol~U icin ye
ni bir birim se<;ilir. Tcknik sahadaki tatbikatta gencl ola
rak, tabam 2 olan Iogaritma sistemi se<:ilir (~ka ifade 
ile, f(k) = log=' k ahmr). Bu, belirsiz1ik birimi olarak, 
~it olarak milmkUn iki neticesi olan bir deneyin (mescla 
Yaz1 - tura oyunu) belirsizligini seGmek demektir; buna 
ikili birim denebilir; teknik alandaki tatbikatta bu biri
min kullamlmas1 oolilm IV de daha iyi anla~1lacaktJr. 1le
ride, daha eok ah~1lm1~ olan ondahk logaritmalan kullana
cag1z; ba$ka ifade ile, belirsizlik birimi olarak, ~it olarak 
mUmkUn 10 neticesi olan bir deneyin belirsizligini alaca
g1z (bu, i<;inde numaralanm1~ 10 top bulunan bir sand1k
tan bir top c;ekme deneyi halidir). Bu (ondalik birim de
nebilcQ) birim, ikiJi birimden yakl~1k olarak 10/3 defa 
daha bi.iyUktilr (gerc;ekten, Jog2

10 10 ~ 3,32 :!! 10/ 3 dUr). 
E.c>it olarak milmki.in k neticesi olan bir deney icin ih

tlmaller cetveli $Udur : 

~deneyin neticeleri _I A 1 I A 2 I A3 ' .. · 1 A. 
ihtima1ler 1 1/ k /-1/ k l./ f -.-. -. - 1/k 

"> Loirarttmlk ronkalyonun. /(kl) = /(k) + f(l), = /(1) = O ve le > I 

ltln /(k) > f(I) earllar1m aercekleyen yeaAne ronkslyon oldutunu 1'!S9-
lttmek kolayd1r <bale. I 4) . 
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Toplam belirsizlik olarak log k alrril!J bulunuyoruz, ~ 
balde, ihtimali 1/ k ya e!jit olan neticelerin herbiri i~n 
belirsizllk 1/ k log k = - 1/ k log l / k ya e!jittir denebilir. 
Fakat bu takdirde belirslzllk derecesinin tarifini g~et
mek ve ihtimaller cetvell, 

deneyin neticeleri \ A, \ A 1_ \ A a 
__ ih_ timall __ e_r____ 1/2 1173 1/ 6 

olan deneyde Ah A1, A.a neticelerinin bellrsizllkleri icin s1-
ra ile - 1/ 2 log 1/2, - 1/ 3 log 1/ 3, - 1/ 6 log 1/ 6 al
mak tabildir, bu suret1e bu neticenln toplaml belirsizliii 

1 1 1 1 1 1 
-- log - - - log --- log-

2 2 3 3 6 6 

ya etlt olur. Benzer tar.Eda, gene} halde, i1ltimaller cetveU 

dene:vln netleelerl I A1 \ A1 \ Aa \ • • . \ A• 
oatlmaller p(A,) p(A2 ) p(A3 ) • • • p(A.) 

- p(A,) log p(A,) - p(A1 ) log fJ(A.) -

- p(As) log p(A,) - . . . - f>(Aa) log p(A.) 

' 

almabllir (Bak. bu bOlUmtln 4. p&ragraf1). 1't,e bu sayiya « 
deneyinln 6lltropi sl adJm v.ereceiiz ve H (11) ile g&terece
giz • • 

•) Bir deneyln ba entropl lfadesl '11 land& da lzah edlleblltr : 
Herblrt bll' pf A1) lhtlmallne mallk ol&n ber A,<t = 1.2, • ., 1c) nett-

. 
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~imdi H (a.) ile gosterdigimiz entropi'nin ozelJiklerini 
inceleyelim. A 1 neticesinin p(A 1 ) ihtimali, mesda s1f1ra 
e~it ise (A1 mUmkUn degil ise), entropinin ifadesinde bu
na tekabUl eden - p (A1 ) log p (A1 ) terimi kald1nlacaktlr 
[daha dogn.!Gu bu terimin manas1 yoktur, zira lo~ p(A1) 
mevcut degildir]. Bu keyfiyet ~u tarzda da gerc;eklenebi
lir: x = 0 ic;in x log x ifadesi bir manay1 haiz olmad1gm
dan, bu ifadenin degeri ic;in x log x in x ~ 0 ic;in lim1ti
nin degeri almabilir (keza, x = 90° oldugu vakit tg x cotg 
in degeri ic;in x ~ 90° ic;in tg x cotg x in limitini almak 
Iaz1mdir; yalmz bu ~artlar altmda tg x cotg x in degeri, 
x ne olursa olsun, 1 e e~ittir). Fakat 

lim (x log x) - 0 
x->-O 

oldugunu gerc;eklemek kolayd1r. Bunu gostermek ic;in, 
x = === l/lQn olduguna i~aret etmek kafidir ( daim~. ondah k 
logaritmalan gozonUne ahyoruz); n ~ oo oldugu vakit 
n/lOn sJ.f1ra yakla~1r, zira payda paydadan daha c;ok c;abuk 
artar 1 Qn nin n + 1 rakkam1 vard1r ve n bUyUk oldugu 
Vakit bu 1Say1 n den c;ok daha bUyUktilr). 

ceslne bellrslzllk dc·eceslnln olcUsil olarak (tekmll nettcclerln eslt ola
rak mUmkiln ve her blrlnln thtlmaU p = l/k oldugu, ve bellrsfzllk de
receslntn tili:UsU lt:ln log k = - log p atmd1~1 hale bcnzer tarzda > -

log P r A 1J tckabtil cttlreccltlz. Bu takdlrde, • dcneylnln bellrslzllk de
receslnln <•IcilsU fcln, 11r A

1
) 1htlma.ll lie - tog p( A

1
J dciterlni alan te

Badun bUyUklUkUn ortalama deitert atmablllr (Bak. sahtte 8). 
Burada tarltlnl yaphbm1z entropl a·n1am1 Ile tlzlktekl entropt anlanu 

arasm'1aki milnascbeU otrenmek lsteycn okuyucu, sahl!e... zlkredllen 
L. BRILLOUIN'ln kltabma mura<'&at edebUlr. 
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x deneyinin H(a.) entropisinin, yalmz, p(A1), p(A~> • 
..• , p( A1) ihtimallerinden biri birime ~it digerleri sifir olr 
dugu vakit, s1f1ra e$it olur. [p(A,) + p(A2 ) + ... + p(A1) 
= 1 oldugunu habrlatallmj. Bu keyfiyet, x dcneyinin be
lirlirsizlik derecesi olan H(a.) run manas1 ile bag~1r: 
gcrc:;ekten, yalruz bu halde, deneyde hi~bir belirsizlik yok· 
tur. 

k sayida milmkiln neticeleri olan deneyler arasmda, 
ihtimaller cetvell 

_de_n_ey_1n_ ne_t1_ce_1e_r_1 _I_~:_, A1 I An_,_·_·_· !~1-

lhttmaller I 1/ k 1/ k , 1/ 1c · · · , 1/ k 

olan deneyin en buyilk belirsizligc mali.k olacag1 a$ikar
d1r; ii;te deneyin neticesini oncedcn kcGtirmenin en guc; ol
dugu hal budur. Du tip deneyi a.o ilc gosterecegiz. Du, uo 

deneyi ic:;in maksimum entropiye tekabill eder. A,, A 2 , • • · , 

At gibi k say1da neticcsi olan bir deney a. ise 

H(a.) = -p(A1) log pCA1) log p(A2 ) -

... - p(Aa) log p(At) s log k = 

1 1 1 1 1 1 
= - - log - - - log - - ... - - log - = H ((Mi) 

k k k k k k 

k defa 

o1ur; Ustelik e$ttlik ancak, p(A1 ) = p(A,) = ... = 
p(A•) = 1/k ise milmkilndilr. !Simdilik bu ozelligin tam 
ispatm1 yapm1yacagiz (Bak. kitabm sonunda ilave I). 

Burada teoremi k = 2 ic:;in ispat etmekle lktifa edecegiz. 
Bu halde, $U e$itligi gostermek leap eder: 
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-p(A1 ) log p(A1) - p(A~) log p(A,) ::; Jog2 

X-+ 0 odugu vaklit F(x) = - x log x fonksiyonunun 
61.fira yakl~tig1m biliyoruz; bundan ba~ka, x = 1 i<;in de 
bu fonksiyon s1f1r, ve 0 s x s 1 igin pozitiftir (zira bu 
halde log x negatiftir); x > 1 igin fonksiyon negatif de
gerler ahr. Bu fonksiyonun gosterdigi egri :jekil 5 de 
verilmi~tir; OE = 1, OA =P(A1), OB=p(A2) dir; AM 

y 

ve BN dogru parc;alan -p(A 1 ) log p(Ai) ve -p(A2 ) log 
P (A2) nin degerlerini gosterirler. 

OA + OB = P(A1 ) '+ p(A~) = 1 

oldugundan, 0 ba~langu; nokta.smm AB dogru par~asmm 
8 orta noktasma uzakhg1 1/2 ye e:;;ittir; ~u haldc SP dogru 
par\!<lsI - 1/ 2 log 1/ 2 = 1/ 2 log 2 ye e~ittir. Fakat AM 
ve BN dogru pargalarmm yar1m toplam1, ABMN yamu
gunun kcnarlarmm ortalar1m birle~tiren SQ dogru parga
sma ~it olup bu, SP den kU~Uktilr; buradan 

1/2 [-p(A1) log p(A1) - p(A2) log p(A2)] s 1/2 log 2 

Yahut 

-p(A1) log p(Ai) - p(A:) log p(A2 ) s log 2 
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yaztl1r, bu ise ancak OA ve OB UstUste geldikleri vakit 
mUmkilndUr. H(a.) entropisini veren formUlden ~u netice 
de <;1kanhr: H(r.t.) entropisi, p(A,), 7)(A2) 1 • • ·, p(Ak) 
ihtimallerinin sUrekli fonksiyonudur; ba$ka ifade ile, k 
say1da mUmkiln neticeleri olan ve ihtimaller cetveli bir
birine yakm olan (yani mUtekabil neticelerinin ihtimalle
ri birbirine yakm olan) 1'1, ve l'lz gibi iki deneyin entropi-

H(p) 

O,lO 

0,24 

0,18 

0,1 1 

0.06 

0 

-
/ ~ 

/ i\ , 
I .\ 
' ' j ~ 

I \ 
r \ , 

o 0.1 0.2 0.3 o.i. o.~ 0,6 0.1 o.a 0,9 1.0 

13ek. 6 

- p 

' lcri de birbirin~ yakmdir. Bu, F(O) =0 $artl ile, F(x) 
= - x log x fonksiyonunun sUrekli olma.smdan ileri gelir 
(~ek. 5) . Misal olarak ~ekiZ 6 da, iki mUmkUn neticesi olan 
bir deneyin entropisinin, birinci neticenin ihtimali O ile 1 
arasmda degi$tigi vakit, degi$imini veren H(p) =-'P log p 
- (1- p) log (p-1) fonksiyonunun egrisi verilmi$tir. 

PROBLEM 12 ~ Herbirinde 20 top bulunan iki san
dlk g0z0nUne alahm, ilkindeki 20 topun 10 u beyaz 5 i si-
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yah, 5 i kmmz1, ikincisindeki 20 topun 8 i beyaz 8 i siyah 
ve 4 il k1rm1z1 o1sun. En az belirsiz olan deney hangisidir? 

( cx1 ve cx2 ile gosterecegimiz) bu deneylerin ihtimal 
cetvelleri ~unlardir : 

cx1 deneyi (birinci sancbktan bir top ~ekilmesi) 

~kilen topun rengi I beyaz 
ihtimaller 1/2 I 

siyah 

1/4 I 
k1rmiz1 

1/4 

a2 deneyi (ikinci sandlktan bir top ~kilmesi) : 

~~c~e_k_ile~n...:....:..to~p~u~n~r~e~n~g~i~_.l_~b~e~yaz==--'---=siyah 
ihtimaller 2/5 2/5 

Birinci deneyin entropisi 

1 1 1 .1 1 1 
H(a1)=--log---log---log- ==: 

2 2 4 4 4 4 
• 

1 1 

ktrmlZl 
1/5 

=== - . 0,3010 + - . 0,6020 = 0,4515 
2 2 

dir; ikinci dP.neyin entropisi 

2 2 2 2 1 1 
H(a2) =--log---log---log- ~ 

5 5 5 5 5 5 

4 1 
=== - . 0,3979 + - . 0,6989 = 0,4581 

5 1 

olup birinciden daha bi.iyillctilr. 

/ ... 
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:Su halde, entropi bir deneyin belirsizlik derecesinin 
bir o1';;i.isU olarak gozonUne ahmrsa, ikinci deney birinci
ye nisbeten daha belirsizdir. 

Entropi anla:rm ilk, defa 1928 de telefon haberl~me 
mlihendisi Amerikah HARTLEY tarafmdan d~Unillmli$ 
ve k say1da mtimkUn derecesi olan bir deneyin belirsizlik 
derecesini karakterize etmek i~in log k say1S1JU kullannu~ 
tir. HARTLEY, kullanm1!J oldugu belirsizlik derecesinin 
ol~UnUn bazl hallere ~k uygun d~mekle beraber diger 
bir<;ok haller i~in pek mi.isait olmad1g1ru anllyordu; ger
~kten, bu tarif, mUmkUn neticelerin ihtimalleri arasmda
ki mUmkUn olan fraklari tamamen me~hul bITaklr. HART
LEY, degi$ik mUmktin neticeler arasmdaki farklarm «psi
kolojik tesirler> den ileri geldigini, ve $U halde bunlarm, 
mlihendis ve matematik~iler tarafmdan degll, psikologlar 
taraf mdan nazara ahnmasi icap ettigini dil$Untiyordu. 

HARTLEY'in hatas1m gosteren SHANNON oldu, ve 
mUmkUn neticeleri Ai, A2, ... , A1 olan bir a. deneyinin 
belirsizlik derecesinin ol~ olarak 

H(a.) = -p(A1) log p(A1) - p(A2) log p(A2) - • · · 

· · . -p(A1) log p(A1) 

bUyUkltigUnU ald1; burada p(A1 ), p(A2), •• • , p(A1) ~ degi
$ik mUmkUn neticelerin ihtimalleridir; bu bUyUkltige entro
pi adlru vercn de SHANNON dur. Ba$ka ifade ile, SHAN· 
NON, a deneyinin A, neticesine -log p(A.) ye e!)it bir be
Ursizlik tekabill ettirmi$tir (herbirinin ihtimali p = 1/ k 
olan k sayida ~it olarak mUmkUn netice halinde, HART· 
LEY'e gore, belirsizlik olarak log k = - log p almak la
zimd1r); bundan sonra, bUtUn deneyin belirsizlik derecesi 
olarak, d~ik neticelerin belirsizliklerinin ortalama degeri 
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allmr [ba$ka ifade ile, bu ihtimaller p(A,), p(A2), 
.. ., p(Ak) olmak uzere, - log p(Ai.), - log p(A:), . : ., 
- log p(Ak) degerlerini alan bliylikliiglin ortalama degeri
dir; 8 incl sahifede verilen ortalama deger tarifi mucibince, 
H (a.) elde edilir]. BOylece, HARTLEY'in esrarh 11:psikolojik 
tesirleri», burada, tamamen matematik (daha dogrusu 
statistik) anlam olan, ihtimal anlam1 ile ithal edimi$ olur. 

H (a:) bliytiklligtiniln, ex deneyinin belirsizlik derecesi
nin olci.isil olarak kullamlrnas1 bireok hallerde eok pratilc 
fayda saglar; i$te, bu kitabm gayesi ileride bunu 
gostermektir. Bununla beraber, SHANNON'un, keza 
HARTLEY'in belirsizlik derecesinin olcUsU, mlimklin olan 
tekmil anlamlarda «deneyin belirsizligi» ni tayin eden 
bUtiln tesirleri hesaba katarmyacagun unutmamak lazrm
dir. BOylece, mesela H (ex) ancak, deneyin degi$ik mlimklin 
neticelerinin p(A1 ), p(A 2 ), ••• , p(A•) ihtimallerine 
tabidir, fakat bu neticeler birbirlerine (muayyen bir 
manada) eok «yaktn» veya cok 4'uzak» olabilmelerine 
ragmen bunlarm mahiyetleri ile asla bagl1 olmaz. Su 
halde «belimizlik derecesi» olcUmUz, ozellikleri ru?ag1daki 
ihtimal cetvelleri ile belirtilmi$ olan iki tesadiifi biiylikli.ik 
i~in aym olacakt1r: 

bUyi.ikliigUn degeri o,9 r 1 1,1 

ihtimal 1; 4 I 112 1/4 

ve 

bilyUkJUgiln degeri -20 1 1 1000 
ihtimal 1;4 I 1;2 1/4 

bu belirsizlik olci.iBUnUn derecesi, bir hastarun iki tedavi 
tarzmdan birisinde 100 Uzerinde 90 halde tam $ifa diger 10 
halde hemen hemen $ifa ile, digerinde, 100 Uzerinde 90 hal-



de tam flfa dller 10 balde 610m1e Detleele1•mealnde de ay
mdlr; b6yle lld deDe7 ara,mndaJd w fark, SBANNON'un 
entrwlalDden .... blr ~ karakteri7.e edil· 
meJldtr. 



....._. ..... a• .. 
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neticelerin ihtimallerinin toplami, &nceden verilen ve iste
nil.di{ji kadar kilqUk olan bir sayidan k~tk olsun (bu sa
y1 mescla, 0,01 yahut 0,001 veyahut 0,000001 almabilir; 
bundan ba!jka, bu sayi ne kadar kU~lik se~ilirse N o nisbet
te bUyUk almmahd1r), ve dcncyin ihmal edilmeyen tekmil 
neticeleri pratik olarak aym ihtimale malil bulunsunlar. 
Ostelik, ehemmiyetle !ju noktaya i!jaret edelim ki, <J.H dcne
yinin hemen hemen muhtemel olmayan neticelcri bu 
ta1'"Lda ihmal edilirse, ihmal edimeyen deneylerin say1s1 
l(}N'.H«> mertebesindedir, burada H(a.) = -p(A1) 
log p(A1 ) - p(A1 ) log p(A2 ) - - p(At) leg p(Al), 
a. deneyinin entropisidir *. 

HARTLEY anlami ile dahi, a.• deneyinin belirsizlik 
derecesinin Olcfu;U olarak log l()N.11 <·> = N.H(a.) nm 
ahnmas1 tabiidir (ge~kten, ihtimallerin toplam1 «;ok 
kU~Uk olan neticcleri ihmal etmek tabiidir); bu takdirde, 
ilk a. dcneyinin belirsizlik derecesi olarak N .H(a.)/N 
yani H(a.) elde edilir. $u halde, HARTLEY'in gorti!jil ile 
SHANNON'inki arasmdaki farkm, SHANNON'un, aym 
a. deneyinin «;ok sayida tekrar1 ile elde edilen uzun bir 
deney silsilesi ithal etmesinde oldugunu gortiyoruz; ooyle 
bir deney silsilesinin ithali, ihtimaliyet (veya statistik) 
bakrmdan zlyadesiyle karakteristiktir. 

Hemen yukarida, italik harflerle yazih 0zellik, entropi 
anlammm statlstlk karakterini gOsterir; bu 0zellik, anla-

<*> Buradan 1u netlt'e c1kar1hr: Ozel ola~uk, • deneylnln tekmll 
netlcelerl etlt olarak mubtemel detllse, ve bunun neUceal H(.) < loir r. 
lie (Bak. sahlfe 44) •N deneytnln lhmal edllen netlceJerlnln say1s1 
mUmkUn netlcelerlnln zlyadeatyle bUyUk blr k1Bmm1 tetkll eder irer
cekten, N nln bU)'ilk deterlerl tctn 

l()N.H(.) / kN = l(}N'.H(.) /l()N.10111c = lQ-N(log tc-H(.)) 

oram c:ok kUc:tlktUr. 
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mm teknik tatbikatmm bilyUk bir k1smmm temelini te~kil 
eder. Fakat bunun ispatI pek basit degildir; bwm, kitabm, 
hususiyetle haber ula~tirma problemlerine tahsis edilmi~ 
son oolUmilnde yapacagiz. 

§ 2. Bagb entropi 

a. ve a gibi iki mUstakil deney gozonilne alahm, bunla
rm ihtimal cetvelleri ~yle olsun : 

a deneyi: 

deneyin neticeleri 
ihtimaller 

a deneyi: 

deneyin neticeleri 
ihtimaller 

Aym zamanda ct ve a deneylerinin vukuundan ibaret 
olan cta karma deneyini goz0nUne alal1m. Bu deneyin kj 
say1da mUmkUn neticeleri vardlr: 

AiB1, AiB2, · · ·, A 1B1; A2B1; AzB2, · · ·, AzB1; · · · 

... ; A.Bit AtB:, · · ·, Ai.Bi; 

mesela A 1B1 , ct deneyinin A 1 neticesini ve (3 deneyinin Ai 
neticesini verdigini gosterir. ctf3 deneylnin, ct ve (3 deney
lerinin her birinden daha belirsiz oldugu a~ikard1r, zira 
birinin belirsizligine digerinin belirsizligl ilave olunur. 

(Toplam ihtimaller kanununa benzer olarak t0plam 
entropiler k8nunu denilen) 
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H (tta) = H (a.) + H (/3} 

bagmtism1 gosterelim; bir kere daha i~ret edelim ki, bu 
bagmt1, entropinin, belirsizlik dereccsi Ol~lisU olarak tef
siri ile bagda!)1r. 

H<aa> =-p(A1B1) log p(A1B1) - p(A1B2) log p(A1B:) 
- · · · -p(A1B1) logp(.1l1B1) -

-p(A2B1) logp(A2B1) -p(A
2
B

2
) logp(A2B2) -

- · · · -p(A2B1) log p(A21'11} -
. . . . . . . . . . . . . . . 
-p(AlB1} logp(A1B1) -p(A·B~) logp(AlB2} -

- · · · -p(A1B1) logp(A1B1} 
yaz1hr. Fakat 

p(A1B1) =p(Ai}p(B.), p(A1B 2
) =p(A

1
)p(B2), 

vs. dir, zira a. ve a deneyleri mUstakildir (bak. ool. I, § 2, 
sahif e ... ) . $u halde denklemin birinci satmnm ikinci taraf1 
$C)yle yazllabilir: 

-p(A.)p(B1) [logp(A1) + logp(B1)] -
-p(A1)P(B2) [logp(A1) +1ogp(B

2
) ]- ••• 

. . . -p(A.)p(B1) [logp(A1) +1ogp(B1)] = 
=-p(Ai) [p(Bi) + p(B2) + ... + p(B) ] logp(A1) + 

+PCA1) [-p(B1) logp(B1) -p(B2) logp(B
2

) -

... -p(B,) logp(B,)] = 
=-p(A1) logp(A1) + p(A1)H(B) 

(Gercekten p(B.) + p(B2} + ... + p(B1) = 1 dir). Aym 
~ekilde 2 nci · · · , k mnc1 satiriar 

-p(A2) logp(A2} . - p(A2>H<a> 
.... . . . . . . . . . 
-p(A1} logp(A1) - P(A1)H<a> 

YazJhr. Nihayet 
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H((J.B) .-p(A1) logp{A1) -v(A2) logp(A2) - .. . 
· · · -1>(At) log p(Al) + [p(A1 ) -1- p(A2) -1- .. . 

. . . + p(A1) ] H((3) 

= H((J.) + H((3) 

bulunur (ger<;ekten p(A1 ) + p(A 2 ) + ... 1 ;1(A1) 1 
dir). 

$imdi o: ve (3 deneylerinin mustolcil olmadzklarini far.l 
edelim (mesela o: ve (3, aym bir sand1ktan arka arkaya iki 
top <;ekme deneyJeri olabilir). Bu daha genel halde, a {J kar
ma dencyinin entropisinin a ve (3 entropilerinin toplamma 
e~it olacag1m soyleyemeyiz. Gcr~2kten, ikinci deneyin ne
ticesi, birinci deneyin neticesi ile tamamen belirlenmi~ ola
bilir ((J. ve (3 deneyleri, i<;inde degi!;ik renkte ancak iki top 
bulunan bir sandlktan arka arkaya iki top !;ekme deney
leri halinde oldugu gibi); bu halde, 0:(3 karma deneyinin 
(bu dcneyin belirsizlik dereccsinin Ol!;UsU olan) entropisi, 
a (3 run entropilerinin toplamma degil, sadece o: deneyinin 
entropisine e~it olacag1 tabiidir (bunun ooyle oldugunu bi
raz ilcride ger!;ekliyecegiz) . $u halde 0:13 karma deneyinin 
genel haldc entropisini belirleyelim. 

H(o:(3) entropisini, a ve f3 nm mUstakil olduklar1m 
farz etmeden h€Baba b~layahm. 

H((J.(3) =-p(A1B 1) Iogp(A,B,) -
-p(A1B1) Iogp(A1B2) - · · · 
· · · -p(A1B1) Iogp(A,B1) -

-p(A2B1) Iogp(A2B 1) - p(A2B~) log p(A2B2) -- · · · 
· · · -p(A~B1) logp(A2B1) -

. . . . . . . . . . . . . . . . . 
-p(A1B1) logp(A1B 1 ) - p(A·B~) Jogp(A•B2) - · · · 

· · · -p(A1B,) logp(A•B1) 
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yazihr, burada da A1, A2, . · . , Al ve B1, B2, ... , B1 evvelce 
oldugu gibi s1ra ile a. ve ~ run mtimkUn neticelerini goste
rirler. Fakat artlk, p(A1B1), p(A1B2), v.s. ihtimalleri 
ycrine basit ihtimal !;arp1mlar1 koyamayiz; zira art1k 
p(A1B1) in degeri p(A1)P(B1) olmay1p p(A1) p.,(B1) dir, 
burada p.,(B1) ile Ai in vukuuna bagh olan B

1 
olaymm 

ihtimali gosterilmi$tir. (bak. § 3, bOI. I). Bu keyfiyet, is· 
patm gcri kalan k1smma onemli degi!;;iklikler gosterir. 

Yukardaki bagmtmm birinci satmnm ikinci tarafm1 
sadele!}t1rclim. 

- p(A1)P•1(B1) [logp(A1) +Iogp.,(B
1
)] -

--1>CA1)p.,(B2) [logp(A1) +Iogp,,(B~) ]- ... 
. . . -p(A.)p., (B1) [logp(A1 ) + logp.,(B·)] -

=-p(A.) [p.,(B1) +P•1(B
2

) + ... + 
-I- P•1(Bi) ] logp(A1 ) + 
+ p(A1) [-p.,(B1) logp.,(B

1
) -

-p.,(B:) logp.,(B,)- ... -p.
1
(B1) logp.,(B, ) ] 

bulunur. Fakat B1 + B2 + ... + B, olay1 kesin oldugun
dan (B,, B:, · · ·, B1 neticelerinden en az biri vuku bulur), 

p•,(B1) +P•1(B2) + · · · + P•,(B1) = 
=p.,(B1 + B2 + ... + B1) == 1 

dir. Diger taraftan 

P•1(B1) logp .. ,(B1) +P•1(B
2

) logp.,(B
2

) + 
+ · · · +P•1(B1) logp.,(B1) 

toplam1, A1 olaymm ger~ekle$mesi !}artl ile B deneyinln 
entropisini gosterir ca nm muhtelif neticelerinin ihtimal· 
leri a. nm neticesine bagh oldugu gibi a nm entropisl 
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a. run neticesine tabidir) . Bu ifadeye f3 deneyinin Ai 
olayinm vukuuna baiJh entropisi denir ve HA, (f3) ile goste. 
rilir. Bu tarzda H (a.f3) ifade.5inin birinci satin 

- p(A1 ) logp(A1 ) +p(A1)HA,(f3) 

yazihr. Aym tar-.tda, ikinci, ... , k mc1 satirlar 

yaz1hr, burada HAd(3), ... , HA~(f3) ile, (3 deneyinin, A2, 
· · ·, A1 neticelerinin vukuuna bagh olan entropileri goste· 
rilrni~tir. 

Buradan ~u formill elde cdilir : 

li(a.f3) =- p(A1 ) log p(A1) -p(A2) logp(A:?) -· · · · 
· · -p(A1) logp(A1) + p(A1)H.,(f3) + p(AJHA:(f3>+ · · · 

· · · + p(Ai)H.u((3) = H(a.) + {p(A1 )HA,((3) + · · · 
· · · + p(Ai)HAt(f3) }. 

Bu ifadenin birinci terimi a. deneyinin entropisini 
gosterir. tkinci terime gelince, p(A.), p(A2) 1 • • ., p(A1) 
ihtimalleri ile HA1(f3), HA:(f3), ... , HA1(f3) degerlerini alan 
bir tesadi.ifi bUytiklUgUn ortalama degerini g0sterir. Bu 
ortaJama degere, a. deneyinin vttkuuna ba!}li f3 deneyinin 
ortalama entropisi, veya daha basit olarak, a. nin vukuuna 
bagzi f3 nin entropisi denir; bunu Ha. ((3) ile gostererek 

H(I, (f3) = P(A1 )HA1(f3) + p(A2)HA:((3) + · · · ... + p(A1)HA1((3) 

Yazlhr. Nihayet 
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HC«IS) =Bled+ & Cl'> 

elde edlllr. Bu, blr «$ karma deDeylnin entropisinln genel 
UatJesldlr. Buna, mnsta)dl dene)'ler ba1lne benzer olarak, 
tOplam ~ 1ctJtulV da deleblllr. 

SU noktaya Stuet edalhn Id, bu kitapta incel.eDecek 
olan meaelelerde temel ro1n oynayacak o1an bu H 11 <I'> 
talama entroplslclir. Bu, 

p,..(B1), p...(B.), • · ., p..(B1), 
p..(B1), p..(B.), ... , p..(B1), 
. . . . . . . . . . . 
pa(B1), p.(81), • • ., pa(B1), 

baih lhtlnUlller cetveUnln 1 iDal IBtlr ~ dlAer tekmil 
aabrlan blllnmecten At neHceslnin vukumm bai1J. H., UU 
entroplslnln be1lrenebl1madn 41oJQJdlr. fJu balde,H .. CI'> 
ball1 entroplsl, c& nm lc-1 ~ netlcelerlnln fonksl· 
1QDl o1arak IS nm netlce1erlnln lhtlmaDerinln dell!Jme tar
zma ~ IUl"etle tabl delDdlr; fJu balde bu entropl sn
eak, c& nm, ' DID netlcelerl 6mrlnde1d gok zaif teslrinl 
a&ltedr, ve "*8Makl cet,.i bmlln tam blr lfadealdlr • .· 
Akline o1arak, & DID netlceelnlp NJtnmealnl leap etfu". 
meyen Ba Cl'> orta1ama ballt entropl, ave' araemdald, 
baibbiJ. eok ewh tanda Hade et1er. Bimdan, bu b5lilmiin 
3 Onell paraaraftDda etrafbo1arak 1"'ldm bahsedeceellz. 

Ba(') DID dller mlftdm ftaeJBk1erlnl wre1hn. Bumm 
pordtlf veya llflr o1an blr bD1bk1Dk oldula qMrdlr. qer 

•) ........ (W ................ 1!llP ............ 
...... olllhl•llda> ...,. ' 7 o I C•IP 11! .... - 8 1 MllHIHtrtm lllrt 
W1al ba14da ...,......,.. .._, ._-. ,... -'a astte 111ta11: 1ldll lldbDal
llrtrlll 1-111111 ....... latte ..... -- eGellm m.. laldte II). 
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tekmil p(A1 ), p(A~), ... , p(A•) ihtimalleri slf1rdan farkll 
ise, yani a. deneyinin k sayida neticesi varsa Ha. CS)= 0 
ve eger yalmz 

ise, yani a. nm neticesi ne olursa olsun, S run neticesi 
tamamen beliri olur. Bu takdirde 

dil'. Eger a. ve S deneyleri birbirine bagll degi..lseler 
H., (~) = HAo(S) = · · · = H.~ (~) = H(S) ve 

Ha. (S) = H(S) 

d1r. ~u halde H(a.S) = H(a.) + Ha.(~) formUlil ~u basit 
§ekli a.llr: H(a.B) = H(a.) + H(S) (Bak. rnhife 46). 

Ha. CS) bagh entropinin daima , slf1rla, S deneyinin 
bagh olmayan entropisi arasmda kald1gma i!?B-rct edelim: 

bu tarzda, a. ve a. run birbirine bagll olmayarnk, S nm 
neticesinin a. nm neticesi ile belirlenmesi halleri hakikaten 
limit halterdir. 

Bu ifade, entropinin, belirsizlik derecesinin olgilsti. ola
rak tefsir edilmesiyle uygundur; a. deneyinin vukuu S nm 
belirsizligini ancak azaltacag1, yahut lilzumunda (a. ve S 
nm birbirine bagh olmama1ar1 hailnde) bu belirsizligi de-
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g~tiremiyecegi ve fakat hi~bir halde bunu artirarruyacagi 
~ikArd1r *. 

Bu ozelligin ispatiru kitabm sonunda, ilavc I de yapa
cag-Iz; burada sadece, a. deneyinin ancak A. ve A~ gibi e~it 
olarak muhtemel iki neticesi olmasi halini incelcyecegiz. 
Bu halde 

dlr, §Oyle ki 

1 1 
-H ... {p) + -H .. {p) s HCP> 
2 2 

~itsizligini, yahut 

1 
- (-pA,(81) logpA,(81) -p ... (82) logp..,(82) - · · · 
2 

- p..,(82) log p..,(82) - · ·. - p..,(81) log p •• (81) 1 S 

s -p(B1) logp(81) -p{82) logp(82) -. • • 

... -p(81) logp(8,), 

•) Tekmll yanlq dlltllncelert bertaraf etmek tcln, HA, (fl) baltll ent· 

roplnln H <Jn dan daha bUyUk veya daha ktlcllk olabllecettne tsaret ede
llm (bak. m-11 lle;l1ekl Pl'Oblem 13 ve 14). Bu keyflyet, /J deneylnln 
lhtlmaller cetvellnln, blr • deMJ'nln A1 netlcestne sGre kl.D clereeed• 
keyfl tarzda detleeblllr <Bak. Ahlfe 21-22). 
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~itsizligini gostermek bahis konusudur, burada B 1, B 2, 

· · ·, B1 ile dairma oldugu gibi, ~ nm neticeleri gosteril
mi~tir. F(x) =-x log x fonksiyonunun gostereigi egri 
Uzerinde OA =p~. (Bi), OB-=- p.,(B1) alahm (~ek. 7); AM 

!I 

"' _!____ /\ 
0,1 ,·-:o~ 

I J i " -f-~-'--"---"'lr--- :c 
0 A S S I' 

$ek. 7 

Ve BN dogru pargalanrun uzunluklar1 -p., (B1) logpA,(B1) 
ve - p ... (B1 ) logp.,(B1) dir 

1 1 
--p..,(B1 ) logpA,(B1) - -p.., (B1) log p.-.(B1) 

2 2 

topiam1, ABNM yamugunun kenarlar1run orta noktalanru 
birle~tiren SQ dogru parcasmm uzunluguna e~ttir. Bun
dan ba~ka, SP dogru par~as1, SQ den bi.iyi.ik olup 
-p(B,) log p(B1 ) ~ttir, zira 

1 1 
08=-. OA +-. p(A1). pA,(81) + 

2 2 
p(A2) · P•:(B1) =P(B1) 

dir (bak. toplam ihtimal formUIU, sahife 26) . 

Su halde 

1 1 
-27JA1(B1) logpA,(B1) -2p.-.(B1) logp.-.(B2) s 

buJunur. Keza 
s -p(B1) logp(B1) 

• I 
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e!}itsizlikleri gosterilir. 

Yukardaki e$itsizlikler toplanarak aramlan e$itsizlik 
eldc edilir. 

$unu da i$aret edelim ki, aa ve aa deneyleri farks1z 
oldugundan H(a~) ='H(aa), yani 

H<a> + Ha. <a>= H<a> + H~ <a> 

d1r. Buradan, ave a deneylerinin H(a.) ve H<B> entropile-
1i ve, a nin vukuuna bagh a deneyinin Ha. CB> entropisi bi
lindigi vakit a nm vukuuna bagh a deneyinin entropisi he
saplanabilir : 

PROBLEM 13. - m tane siyah ve n - m lane beyaz 
top ihtiva eden bir sand1ktan iki top c;ekme deneyleri s1ra 
ile a ve B ile gosteriliyor. a ve a deneylerinin 11 (a) ve 
H <S> entropileri ve ayn1 deneylerin Ha. <a> vc H ~ (a) bagh 
entropileri soruluyor. 

Tek deneyde bir siyah top veya bir beyaz top c;ekme 
olaylar1 A1 ve A2, ikinci deneyde aym olaylar B

1 
ve Bi 

olsun. Bu iki deney hakkmda ba~ka bir $ey bilmiyorsak, 
bu olaylarm VUkuu ihtimalleri $Oyle olacakbr: 
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a deneyi: 
deney neticeleri I . Ai A2 

m n-m 
ihtimaller 

n n 

a deneyi: 
deney neticeleri Bi B2 

·-
ihtimaller 

m n-m 
n n 

~u halde bu iki deneyin entropisi aymdlr : 

m m n-m n -m 
H(a.)=H(~)=--log-- log---

n n n n 

Eger a run neticesini biliyorsak, ~ run degi~ik netice
lerinin ihtimalleri artlk ayru degere malik olmayacaklardlr. 
Daha ag1k olarak bunlar 

I 

m-1 n-m 
PA1(B1) , p.,(B2) = . - , 

n-1 n-1 

m n -m-1 
• p,..(B1) = ' PA2(B2) = 

n-1 n-1 

olacaktir. Buradan ~u netice clkar1hr: 

m-1 m-1 
HA,(B) =- -log---

n-1 n-1 

n-m n-m 
---log---
n-1 n - 1 

m m n -m-1 n-m-1 
H ... (~) =---log --- log----
. n-1 n-1 n-1 n-1 

m < n - m olmas1 halinde, 

f. 6 
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dir (ger.;:ekten, m tane siyah top ve m 1 = n - m tane 
beyaz top ihtiva eden bir sand1ktan bir top .;:ek~~en 
tbaret olan bir deneyin belirsizligi, m/m1 oranmm bmme 
yakm olmas1 nisbetinde, bUyilk olacakbr). 

Nihayet, 

Ha((3) = p(A,)H..,((3) + P(42)H..,((3) 

m 
=-

n 
m-1 m-1 n-m n-m 

--- log ---Iog-
n-1 n-1 n-1 n-1 + 

n - m m m n-m-1 n - m - 1-
-- --log-- log 

n n-1 n-1 n-1 n-1 

ve [Ha.(~) daima H((3) dan kliclik olmak Uzere], 

H13 (a.) -Ha. ((3) + {H(a.) -H((3)} = Ha. ((3) 

elde edilir. 

• PROBLEM 14. - Yine m tanc siyah ve n -m tane 
beyaz top ihtiva eden bir sand1k goz0nUnc ahmyor. k tane 
top ~kmeden ibaret olan deney a., diger .bir top ~ekmedcn 
ibaret olan deney de (3 olsun. a, ve (3 deneylerinin H (a..) ve 
H((3) entropileri ve H111((3), H ~(a.,) bagh entropileri 
soruluyor (k = 1 evvelki problem halidir). 

k nm m vc n - m den kti~Uk oldugunu farl edclim. 
Bu hald~. ~1kar1lan toplar arasmda O 1 2 . . . yahut k . . , 
tanc siyah top bulunduguna gore, a., deneyinin k + 1 sayuia 
ncticesi o:abilir; bu neticeleri A0 A

1 
A. . . . A• ile goste-

' ' ., ' 
rclim. A1(i = 0, 1, 2, · · · , k) neticcsinin p(A.) ihtimali 
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oranma ~ittir; ger~kten, a. deneyi i!;in mUmkUn netice
lerin toplam say1s1 o: olup (bu n tane toptan ie~kil edile
bilen k tane top gruplarmm say1s1dir) A , ye uygun neti
celerin say1S1 isc 0' Qk-i dir (m tan~ siyah top arasmdan 

m• n-m 
0 !ii tarzda i tane siyah top almabilir ve k - i tanc beyaz 
top vas1 tasiyle 0 k-i tai.-~da tamamlanabilir). Buradan 

fl-m 
anl~1hr ki a. deneyinin entropisi 

o:_ 01.:-1 
n-m 

H(a•) =- log 
Ok 0" n n 

01 
m 

oi.--1 
n-m 

0" 
log 

" 
0 2 

m 
o ~· 2 

11--m O·.a Ok-2 
m n-m 

Ok 
log. 

• 
C'k-1 01 

m n-m C k-1 01 
m n-m 

er.- C" m m 
--- Jog --

C ' C" " . 
olacakt1r. 

f3 deneyinin iki milmkiln neticesi vard1r: Bi bir siyah 
top <;1karllmas1 ve B: bir beyaz top <;1kanlmas1. Bu 
olaylann ihtimaUeri m/ n ve (n-m) / n dir. $U halde a 
deneyinin entroplsi 
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m m n-m n-m 
H(~) =--log- - --log---

n n n n 

dir (bak. Problem 13). 

~imdi «t deneyinin neticesinin A1 oldugunun bilindigini 
farz edelim; bu, deneyden sonra sand1kta m - i tane siyah 
top n - m 1- k + i tane beyaz top kabyor demektir; ~ 
halde 

ve 

m-i 
p.u (B1) = --

n - k' 

n-m-k+i 
pA1(B2) =-----

n-k 

- _m_-_,.....;.· log ( m - i ) 
H.u(~) =-

n-k n-k 

n-m-k+i (n-m-k+i) 
------log 

n-k n-k 

d1r. Buradan 

~- m (m) Hri·<tn=-- ---log -- -
Ck n-k n-Tc n 

n - m-k ( n-m-k)-
- log + 

n-k n-k 

+ m n-m _ m-llog m-1 _ (J1 Ck-1 - ( ) 

C: _ n-k n-k 

n-m-k+l (n-m-k + 1 )-
log + 

n-k n-·k 
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C~n C~-!n I m - 2 ( m - 2) + ---log - -
Ck n-k n-k 

71 -

n-m-k + 2 (n-m.,.._k + 2) 
~--~--~- log + 

n k n-k 

. . . . . . . 
Ck -

"' m-k (n-k) 
' +----log -

Ck _ n-k n-k 
" _n_-_m_ log (n- m) 

n-m n - k 

yazilir. Nihayet, H /J (a.) bagh entropi, 

fonnillU vas1tasiyle hesaplarur. 

k nm m ve n- m sayllarrmn birisinden yahut ikisinden 
de bUyUk olmas1 halleri yukardakine tamamen benzer 
tarzda incelenir. Bu hallcre tekabUl eden formilllerin kurul· 
masm1 okuyucuya b1rak1p burada baz1 hususlara ~ret 
etmekle iktifa edecegiz. 

a) k :::en - 1 oldugunu farz edelim. a. ,._1 deneyinin 
ancak A 1 ve A 2 gibi iki neticesi vardtr, bunlardan birincisl 
sand1kta kalan topun siyah olmasma, ikincisi ise beyaz 
olmasma tekabill eder. Bu iki neticenin ihtimallerl m/n 
ve ( n - m) /n dir, zira sandtktan ~lkarilan n -1 topu 
~ek demek sanchkta kalan topu ~ek demektlr; ~ 
halde a n- 1 deneyi, n tane top ihtiva eden bir sandiktan 
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bir top ~ekmeden ibaret olan a1 deneyinden farkstzd1r. 
Demek ki a 1 deneyinin entropisi 

m m n-m n-m 
H(a.n-1) =--log - - log ---

n n n n 

ye e$ittir, bu ise ~ deneyinin entropisi ile ayrudlr. 
Ha.n-1 (~) bagh entropiye gelince, bu, a!]ikar olarak slfira 
e$ittir, zira a.n-l deneyinin neticesi, ~ nm neticesini 
belirler. Benzer sebeple, Hp Can-l ) bagh entropi de slfira 
e~ittir. 

b) k = n - 2 oldugunu farz edelim. a. n-2 deneyinin 
AIJ A2 ve A3 gibi tig miimktin neticesi vard.Ir, bunlar 
sand.Ikta iki siyah top, bir siyah ve bir beyaz, yahut iki 
beyaz top kalmas1 hallerine tekabtil eder {burada m ve 
n - m sayilarmm 2 den kti~Uk olmad1klarrm farz ediyo
ruz). Bu neticelerin ihtimalleri 

c;. m{m-1) 
p(A1) =-=----

C! n{n-1) 

p(A2) = 

p(Aa)= 

c1 . C1 
m n-m 2m(n-m) 

n(n-1) c2 
n 

c n-m 

c; 
{n -m){n-m-1) 

n(n-1) 

dir. Buradan a.11_ 2 deneyinin entropisinin 

m(m-1) m(m - 1) 
H(a. 11--2 ) =------ log -----

n(n-1) n{n-1) 
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2m(n - m) 2m(n-m) 
----- log -----

n(n - 1) n(n - 1) 

(n - m)(n - m-1) ~--------log~--------
n(n-1) n(n-1) 

(n-m) (n-m-1) 

e e~it oldugu neticesi ~1kanh.r. 13 deneyinin, ti!; neticesinin 

her birinin vukuuna bagh entropileri * 
HA,(13) = 0, HA, (13) = log 2, H~(l3) = 0 

dir. 13 deneyinin, <X.n- 2 nin vukuuna bagll entropisi 

Ha. n- 2 (f3) 

2m(n-m) 
log 2 

n(n-2) 

dir. 

Nihayet, ix _.
2 

deneyinin, 13 run vukuuna bagh entropisi 

H (ixn-2) = HrJ.n- 2 (f3) + H(ix n.-2) -H(f3) 

2m(m-n) m(m-1) m(m-1) 
- log 2 - log ----

n (n - 1) n(n-1) n(n-1) 

m(n - m) 

n(n - 1) 

m(n-m) 
log----

n(n-1) 

(n-m) (n-m-1) 

n(n - 1) 

(n-m) (n-m-1) 
log------+ 

?t(n-1) 

m m n-m n-m 
+-log-+ log---

n n n n 

8 

•> Burada HA, <11) 2:: H(/J) d1r, zlra ancak tkl netlceal oJ&n 

deneyl log 2 den bUyUk blr entrop!ye mallk oJamaz. 

, 
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ye ~ittir. 

c) m = 1 e e~it ise ak deneyinin A1 ve A 2 gibi ancak 
iki neticesi vard1r ve bunlar, tek siyah topun sandlktan 
~ekilen k top arasmda bulunmas1 veya sanchkta kalan 
n - k top arasmda bulunmas1 hallerine tekabill eder; bu 
neticelerin ihtimalleri 

dir. {3 deneyinin, at nm A1 neticesinin vukuuna bagb 
entropisi s1f ira e~ittir: 

zira A.1 neticesi {3 nm neticesini tamamen belirler (burada 
a deneyinde sand1ktan ~lkar1Ian top mubakkak beyaz 
olacaktir) . {3 deneyinin ak run A2 neticesine bagh entropisi 

1 1 n-k-1 n -k-1 
HA2({3) =--log -- - log ---

n-k n-k n-k n-k 

dlr, bu, aym {3 deneyinin bagh olmayan 

1 1 n-1 n-1 
H({3) =--log----log--

n n n n 

entropisinden daha biiyilktlir ( eger sandlkta bulunan 
toplarm biri hari~, bepsi aym renkte ise, sand1ktan bir 
top glkarmadan ibaret olan deneyin belirsizlik derecesl, 
sandlgm ihtiva ettigi top say1smm bliyliklligti nispetinde, 
kli~lik olacakbr). {3 deneyinin ortalama entropisine 
gelince, bu, 
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n-k 
Ha.t({3) = ---HA, ({3) 

n 

olup bagh olmayan ll ({3) cntropiBinden daha kU!:\iktilr. 

§ 3. lnformasyon Anlamt 

{3 deneyinin belirsizlik dereccsinin mahiyetini tayin 
eden H({3) bUyUklUgUnil gozonUne alahm, H({3) = 0, 
deney neticesinin evveldcn bilindigini gosterir; H({3) nm 
az veya ~k bi.iyi.ik 0Jmas1, deney neticesini az veya ~k 
muhtemel omas1m gosterir. {3 dan evvel yap1Ian herhangi 
bir et Ol~tisti veya gozlemi, {3 nm neticelerjnin sayIStm 
sm1rhyabilir ve ooylece bunun belirsizlik derecesini 
azaltabilir; mescla, ti~ agtl'hktan tart1 ilc, en agmm 
bulmaktan ibaret olan deneyin belirsizlik derecesi, bun
lardan herhangi ikisi bir terazide kar!1Ila$tlrildlktan sonra, 
azahr. a. ol~tisi.ini.in (g0zlcminin) neticroi {3 deneyine tesir 
edcbilmesi iGin, bu neticenin evveldcn bilinmemesi tabiidir; 
$U haldc a, bir~k mi.imktin neticeleri olan, bir yardunc1 
deney olarak gozoni.ine almabilir. (J. nm vukuu, a nm 
bclirsizlik derec<.'Sini azaltma.B1 keyfiyeti, {3 deneyinin a nm 
vukuuna bagb Ha({3) entropisinin, aym deneyin bagh 
o1mayan H ( {3) ilk entropisinden kti~i.ik olmaSI ( daha 
dogrugu bi.iyi.ik 0Jmamas1) ile izah olunur. a deneyi a ya 
tabi degilse, a nm vukuu {3 nm entropisini azaltmaz, yani 
Ha ( {3) = H ( {3) d1r; eger a nm neticesi {3 run neticesinl 
tamamen belirerse, {3 nm entropisi slf1r olur: Ha.({3) = 0. 
BOylece, 

I (a, {3) = H ({3) - Ha. ({3) 

fark1, a nm vuku bulma.Biyle a nm belirsizliginin ne 
kadar eksildigini gosterir; ba$ka ifade ile, bu fark, a 
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olcUsU (gOzlemi) ile p neticesine alt elde ettiitmiz bilglyt 
olcer; bu farka, ~ deneyi hakklf&da u deneyitain biz.e "6f'dit1i 
mformaayon kemmiyeti, yahut kisaca, rs bakkmda u nm 
ihtiva ettigi informasyon denir. SU ha1de i•/ormaaymau 
olgmek milmkilndilr, bu ise bireok hallerde ~k faydahchr. 
m. ve IV. bOlUmlerde buna alt misAller vereceiiz. 

Entropl ve informasyon anlamlan arasmdaki mUna
sebet muayyen bir minada, potanslyel ve potansiyel 
farklnm fizik 8nlamlan arasmdaki mUnasebeti babrlatn'. 
Entropi, miicerret tarzda cbellrsizllk derecesb nl 6lcer; 
bu anlanun bqhca faydasl, bir u deneyinin dlger blr p 
deneyi Uzerindeki teslrini bir H((U - Hu(Ji) centropi 
farkl> vasitasiyle olcmeyi milmkiln kllm&Sldlr. lnformaa
)t>n anlBIDl, P deneyinln lj8rtlarmdaki deiitildiie baih 
oJ.duiundan, bu anlam, entropi anlamma nazaran daba 
ctesirlb dir; fU halde entropi anlamuu, informasyon 
anlamma irca etmek daba faydabdlr ve bu suretle 
entropinin mAnasuu daba iyi anlamak mUmkUn olur p 
deneyinin HCP> entroplsi p run kendtn 1&akktnda P t1tt1 

Moo ettigi informa.ayon (~ p run wkuu bunun 
neticesini tamamen bellrler, fU balde H (8) = 0 c:br), 
yahut p bakkmda milmkiln olan en bilyUk lnformasyo11_ 
(Ji bakklnda ctoplam informasyon>l olarak tarif edilir. 
Bqka ifade lle, p deneylnln H (Ji) entroplsl. bu deneyi 
lcra ederek elde etUiimlz lnformasyona, yanl p ""' bfr 
netfceiands bu?tlnan oHaJama mformaayona etlttir •. m 

•) .:ntroutpatn 

B(I) = -p(B1) los p(Bt) - p(BI) los p(B1) - ... - p(B,> los 1<B,> 

Dmdeelntn, p(B1), p(B.), ,_ p(B1) llltbnallerl lie - los p(B.), - Jae l(B.>, 

.... -los •<•,> delerlerlnl alan, bJr ortalama bGJQldlk manzana 
arzettlllne ll&Nt edellm. Su halde bl&. B1 netlcntn1n YUkuunun 

- Jos l(B1) IDfOl'IDUJClllUDU 'ftl'dlll dll&nllebllli'. Bia IU1lal' altlndm. 
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ve IV. ooli.imlerde c;;ok kullanacagmuz bu ifadeler,· tabia
tiyle, «bclirsizlik derecesi> ile ayru manay1 haizdirler: bir 
deneyin belirsizligi ne kadar btiytik ise bu dcneyin vukuun
da elde edilen informasyon o nisbette btiytiktilr. f3 
hakkmda a. nm ihtiva ettigi informasyonun, a. run A1 

ozel neticesine bagh H ((3) - HA, ((3) btiytikli.igtintin orta
lama degerini gosterdigini gozontinde bulunclurmak lazun
dir; ~ halde buna «f3 hakkmda a. da hulunan informasyo
nun ortalama degeri> de denebilir. f3 hakkmda bir 
informasyon elde etmek i~in, c;;ogu zaman, a. deneyleri 
(ol~il, gozlem) arasmdan ~bilrnP.k mtin1ktin olabilir; 

rnese:a, ti9 ag-Jrhktan en agmm bulmak bahis konusu ise, 
herhangi bir s1rada, ag-Jrhklar1 iki$er iki$er kar$tla$br
rnakla i~ ba$lanabilir. Bu takdirde, ~ hakkmda en faz"la 
inf orm.asyon ihtiva eden a. deneyi ile ba$lamak tercih 
edilir; diger bir a. deneyi ile ba$Iayarak, muhtemel o"larak, 
belirsizlik derecesinde [ba$ka ifade ile, 1:! ((3) entropisinde] 
daha az bir eksilrne elde ederiz. Hakikatte, a. deneyinin, 
bizim i~in, a.o deneyinden daha faydah olabi!mesi mUm· 
------

·rnese1ti, /J deneylnln, lhtlmallerl 0,99 ve 0,01 olan B1 ve Bi albl lld 
rnUrnkiln netlcesl varsa. · Bs netlceslnln vukuunda ancak cok kUcUk blr 
lnfonnasyon elde edcceltlz: - Jog 0,99 5!! 0,005; bu beklenen blr sonuetur; 
zlra deney1 yapmadan evvel, Bi netlceslnln vuku bulm8JID18 hemPn 
hemen muhakkak nazar1 lie bakablllrlz; 1u halde bu netlce blze prntlk 
olarak /J hakkmda tazla blr eey oATetmez. Buna kart1llk, vuku butan 
82 netlcesl Ise elde edJlen ln!ormasyon - log 0,01 = 2, yanl blrlnct hale 
nazaran cok bilyUk olacakt1r; bu ylne beklenen blr sonuctur; zlra denl'y 
bakklnda daha cok eey oltrenmJ1 oluyoruz (Umlt edllen g(lc !>Ir olay 
VUku bulmu1tur). Bununla beraber, deneyl Cok say1da tekrar ederack, 
nAdlr olarak bu ka1ar lntormasyon elde ederlz; bu aebepten dolayl blr 
nettcede buJunan in/or~(l8flcm kemmi11et111i" ortalat1ta deOflT'i, tekmU 
nettceter1n ayru lhtlmale mallk 0Imas1 hallne n1sbeten, bu halde daha 

ktlcUktUr. $una .da ltaret edellm kl, pratlk problemlerde, blzl yalmz bu 
0rtalama lntormasyon kemmJyetl UgUendlrlr; biz 6zel neUceye batll 

lnronnasyon kemmlyetl anlam1, hemen hemen asla kullan1bnaz. 
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kilndi.ix; hatta a.0 deneyinin A. neticc:!si, H.(B) entropisi 
H CB) ba~langu; entropisinden btiyUk olacak kadar, uygun 
olmayabilir. Bu tabii ka~1lanmahd1r, zira B nm netice
lerinin tesadlifi karakteri, neticesini en ~abuk tayin edecek 
yolu oncedcn gorme imkanma manidir; en fazla yaplla
bilecek ~Y en k1sa olrnas1 en fazla muhtemel olan yolu 
onceden kc~.;tirmektir; ~te bu imkan bize informasyon 
teorisini verir ... H CB) -HA1(B) bUyliklUklerine gelince, 
bunlar ancak, B nm mahiyetini belirtcn bliyUkli.iker olarak 
nazara almabilir; gerQekten, eger a cleneyinin A1 netice
sini biHyorsak (ve eger a. vc B birbirine bagh degilseler) 
B ba~lang1~ deneyini bahis konusu edemeyiz; a. nm A, 
neticesinin vukuu ile (3 deneyinin :jartlarmda basil oJan 
degi~iklikleri hesaba katmarruz icap cder; HA1 ((3) bUyUk
mgu sadece yeni bir deneyin entropisi olup A1 neticesi 
vuku bulmas1 halinde a deneyi buna irca edilir. 

PROBLEM 15. - !!;inde 5 Giyah top ve 10 beyaz top 
bulunan bir sand1ktan bir top !;ekmcden ibaret olan bir 
deney gozonlinc alm1yor; diger taraftan, tekrar sand1ga 
koymadan, sand1ktan k tane top <:c.>kmeden ibaret olan 
deney a. olsun. a deneyinin entropisi, ve bu deney hakkm
da 0:11 a.", a., , ve a.11 deneylerinin verdigi informasyonlar 
soruluyor. 

I 

B deneyinin entropisi (bak. Problem 12) 

•) tnlormasyon teorlsinln, hie blr halde, fl dcneylnl tamamen 
belirlemek fcln !Uzumlu, mese1a. a. deney say1smm blr ortalama deter
lendlrmeslnl verebllecett beklememelldlr. McsclO. l(a,. ~) lnrormasyonu 
H (8) entroplslne cstt tse, a. netlcesi ne ohiraa olsu9', fl deneytntn 
nettcesl tamamen bellrlenecektlr (keza !Ca,.~> lntormasyonu s1r1ra 
esltse, a. dBtlcylnln A 1 "etlcetl ne olur1a oZ.un, HA1(fl) entroplsJ, H(/I) 
ilk entroplslnc eslt olacaktrr) CBak. BO!Om III). 
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1 1 2 2 
H (f3) - -

3
1og 3 __ 3 1og 

3 
E?S 0,726 

dJr. 13 ve 14 ilncU problemerde elde edilen formillleri 
kullanarak, 

1 ( 2 2 5 5) +- - log-+- Iog - + 
3 7 7 7 7 

2 ( 5 5 9 9 ) t-- -log--j-- log - a: 0,002, 
3 14 Jt! 14 14 

1 1 2 2 
l(a2, f3) =H((3) - Ha . .((3) =--log---log-+ 

- 3 3 3 3 

+-- - log-+-log- + c;o ( 5 5 8 8 ) 

0 ~~ 13 1~ 13 13 

c;o · c; ( 4 4 9 9 ) +- -log-+-Iog- + · 
a~_ 13 13 13 13 

l.o 

o; ( 3 3 10 10 ) +- - log-+-Iog- e 0,0025 
o~~ 13 13 13 13 

1 1 2 2 
I Ccia, f3) = H ({3) - Ha13 ((3) = - - log - - - log- -

3 3 3 3 
2. 5. 10 
----log2 !:! 0,133 

15 . 14 
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ve nihayet 

elde edilir. 

PROBLEM 16. - Muayyen bir N say1smdan kii~Uk 
veya buna e~it olan bir x tam sayiGJ.ru bulmaktan ibaret 
olan bir 13 deneyi ve bu sayinm m ile ooliinebilir veya 
ooiinlemez oldugunu belirtmekten ibaret olan a.m deneyi 
gozoniin~ ahmyor; I(a.m, ~) informasyonu soruluyor. 

Aramlan x sayismm 1 ile N arasmdan bulunan her
hangi oir tam say1 olmasmm ef}it 07,arak muhtem.el 
oldugunu kabul ediyoruz; ~u halde 13 deneyinin e~it olarak 
muhtemel olan N tane neticesi vardir ve entropisi log N ye 
e~ittir. a .• deneyinin iki miimkiin neticesi vard1r: A (ara-

mlan say1 m ile ooliinebilir), A (aramlan sayi m ile 
ooliinemez); eger q ile, N nin m ye ooltimiinden elde 
edilen sayi gosterilirse, yani, 0 ~ r ~ m olmak iizere, 
N = qm + 1· ise, 

q 
. p(A)=

N 
ve 

N-q 
p(A)=--

N 

dir (1 ile N arasmda bulunan N tane tam say1dan q tanesi 
m ile ooltinebilir, digerleri ooliinemez). 

$u halde, 

dUr (am nin neticrni A ise, B i~in ancak q tane miimkiin hal 
kallr ve tekmil bunlar1 eljit olarak muhtemel neticeler 
olarak nazara ahyoruz). $U halde ooylece 
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q N-q 
Ha..(~) =-logq + Jog (N-q) 

N N 
ve 

q N-q 
l(« .. f3) =log N - - · log q- log (N -q) 

N N 

eldc ederiz. 

m bilyilk oldugu nispette q niin kilctik oldugu 8$ikAr· 
d1r, ve bunun neticesi olarak, H.(~) nc kadar kilcilk· 
se HA(~) o kadar btiyi..iktilr. m saylSl ne kadar kil!:Ukse, 
I («., 13) informasyonu o kadar btiyilkttir (zira, 

q N-q 
---
N N 

1 

2 
ise 

q q N-q N-q 
/ (a..,13) =---log--- log---

N N N N 

maksimum olacakt1r *; $U halde x i bulmak icin, m nin 
biiyUk dcgeri icin muvaffak olmm) bir ix.. deneyi a nin 
belirsizligini cksiltse bile, m > 2 icin herhangi bir a.. den~ 
Yinc tercih edilcrek a 2 deneyi ilc ba$1amak laz1md1r, 

~imdi, ~ deneyi hakkmda ex deneyinde bulunan 
infonnasyonun, a deneyi hakkmda ~ deneyinde bulunan 
informasyona daima C$it oldugunu gosterelim. BunWl 
ispati, evvelki paragrafm neticelerinden hemen c1kar1hr; 
gercekten, 

"> q = 1 lse, yanl t/2N < m :s. N tse 

N-1 
l(a_, 13> = toe N - -- loir (N -1) 

N 

OlaC'atr aslkllr<lrr; q = o y11nl m > N lse T<ix.,., f3> = O d1r. 
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oldugundan 

I (a, a> = H <a> - Ha. <a> = H (a) - H!3 (a.) =/(a, a.) 

d1r. ~u halde, a hakkmda a deneyinde bulunan informas
yona, a ve a den&ljle?'inin birbirlerine ait v.erilen karlj1t 
inf ormasyon diyebiliriz. 

I(a., B> = HB, a.) 
form ill ti 

I (a, a> = H (a) - H '3 (a.) 

da yazllabilir. Bw·adan !ju neticc r;1karihr: ~ deneyi hakkm
da bir a deneyinde bulunan I (a., B> informasyonu, ix 

deneyinin H(a.) cntropisinden kilc;ilk veya buna e!jittir; 
bu, c;ogu zaman kullan1lan ve a!jikar bir neticedir; zira, 
bir a deneyinde, bir diger B deneyi hakkmda, bulunan 
informasyon, a da kt>ndisi hakkrnda bulunan informasyon· 
dan, yani bu dencyin H (a.) entropisinden daha bliylik 
olamaz. ~u halde H (a.) entropisi, a deneyinde bulunan me 
bilyuk inf ormasyon olarak tarif edilebilir (bak. ilerde 
«toplarn informasyon> anlarm). 

Aym I (a, B> = H (a.) - B {3 (a.) formliltinden !jU netice 
c;1kar1hr: ancak B '3 (a.) bagl1 entropisi s1fira e~it ise, 
yani a deneyinin neticmi a. yardunc1 deneyinin neticesinl 
tamamen belirlerse l(a., a> informasyonu a. deneyini 
H(a.) entropisine e~ittir; bu, mesela, problem 16 da ooy 
ledir *. HB(a.) =!= 0 ise, l(a., B> informasyonu H(a.) d 
tam BIJ (a) ya e~it bilyilklilk kadar kilc;lik olacakbr. 

•) J(a...,. ~) 1nrormasyonu Ile ll(a.,.) cntropl~lnln e&ltll#lnden, a. n 

.A ve A netlcelerlnln Jhtlmnllerl blrblrlne ynkm oldutu nJsbette (y 

"'= 2 lse), ln!ormasyon o kadar bUyllk olacakttr. 
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~una i~ret edelim ki, Hf3 (a.) entropisi slf1ra ~it ise, 
ba$ka ifade ile, ~ hakkrnda a. da bulunan /(a.,~) informas
Yonu maksimum ise (yani daha fazla informasyon ihtiva 
eden ba$ka ~ deneyi mevcut degil ise) ~ya tabi olmayan 
ba$ka bir y deneyi hakkmda a. da bulunan informaayon 
s1f1ra C$ittir; bu hald.e, a. deneyi, ~ deneyinin belirsizligini 
kald1nnak i~in «dogrudan dogruya yonelmi$» tir ve b8$ka 
hi~ bir informasyon ihtiva etmez denebilir. 

Bunu ispat etmek icin a., ~. r gibi tic deneyin ayn 
ayr1 vukuundan ibaret olan a.~r karma deneyini gozontine 
ala11m: y, ~ ya tabi olmayan herhangi bir deneydir. Bu 
kanna deney, a.~ ve r nm bir kombinezonu, yahut a. ve 
By nm bir kombinezonu olarak nazara almabilir [*]. Bu 
takdirde paragraf 2 de incclenen ozelliklerin neticesi olarak 

ve 
H (a.~y) = H (a.~) + H4 13 (y) 

H(a.~y) = H(~y) + H13y (a.) 

Yaz1hr. Diger taraftan 

dir (zira, hipotezler mucibince H 13 (a.)= 0 chr). Bundan 
ba$ka, 

d1r, zira ~ ve r deneyleri milstakil farz edilmi$lerdir. 
Nihayet Hf3y(a.) bagh entropisi, n 13 (a.) entropisinden 

•) Bu, fU tormUI fie aosterllebllfr: 

af3y = <a(3>y = a<f3y>. 

f. 6 

\ 

': 

I 

I 

I 

I 

I 
II 
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ktictik veya buna e$it ve tistelik H {3 (a.) = 0 oldugun. 
dan H {3y (a.) = 0 olur. 

Su halde 

H(~) +Hcxp(y) =H(~) -j-H(y), 

buradan 

bulunw·. Diger taraftan, H cx{3 ( y) bagh entropisi Ha. ( y) 
bagh entropisinden kticuk veya buna e$ittir; $U 
halde Ha. (y) ;;::::; H(y) d1r. Halbuki, H::x. (y) ~ H(y) 
oldugundan 

Hx(r) = H(y) 

d1r, ve bunun neticesi olarak, ispatl istenilen 

/(ex, y) = H(y) - Ha. (y) = 0 

ifadesi bulunw· [*] . 

§ 4. Ozellikleri ile tarif edilen entropi 

Bu bOIUmUn 1. paragrafmda bahis konusu olan temel 
kavram, tesadi.ifi bir neticesi olan bir deneyin entropi 
yahut belirsizlik derccesi anlam1d1r. 1. paragrafta, entropi 
icin verilen tarifin hakikata uygunlugu sezgisel ispatlarla 

•) p ya tfl.bl olmayan blr y dencyl hakkmdn blr a ' deney!n•Je 
bulunan lnformasyonun llfl <e:t> dan kUcilk vcya buna e~lt ol:!ul}u benzer 
tarzda gosterlllr; Hp< ex,) = 0 lac yukar1da aosterllcn ozelllk bulunur. 
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gerceklenmi$tir; filhakika, 1. oolilmiln sonunda ve bu 
bOltimde gosteriien teoremlerle bu ger~kleme yapllfill$ 
bulunmaktadir. $imdi bu tarif tizerinde yeniden duracagiz, 
Ve entropi an1ammm, bir deneyin belirsizlik derecesini 
olcmeye mahsus bilyUklUge ko$ulm~ ~k basit bazI ~rt
lardan c1karild1gim gosterecegiz. 

thtimaler cetveli ~gida gosterilmi$ olan bir a deneyi 
gozontine alahm: 

deney neticcler·1 A 1 

ihtimaller p (A1 ) 

Burada p(A1), p(A2 ), ••• , p(A•) ihtimallerini P1, P2, 
· · ·, Pt ile, ve H (a) entropisini <I> (p,, Pz, · · ·, P•> ile goste
recegiz. 

$imdi, <J>(p,, Pc • ... , p.) fonksiyonuna kO$Ulmas1 tabii 
olan $art1ar1 ifade edelim. Evvela bu fonksiyon p, ,p2, • • · , pa 
ihtimallerine ta.bi olmal1d1r, bun"larrn s1ras1na ta.bi degildir; 
gercekten, ph p , ... , P• saytlarmm 131rasm1 degi$tirmek, 
ihtimal!er cetvclindeki stitunlarm sirasm1 degi$tirmek 
demcktir, bu ise a dcneyini hicbir suretle dcgi$tirmez. Su 

' halde ilk ~rt $Udur: 

1. Pi, p~, ... , P• say1larrmn Stram degi~tirildigi vakit 
cl> (p,. P~, · · ·, P•) fonksiyonu, deiP§1'fl£Z. 

1kinci $art da $Udur: 

. 2. <l>(p,, p~, ... , p.) fonksiyonu stireklidir; ba$ka ifade 
lie, p,, P~, . ~ . , P• ihtima11eri az miktarda degi$iktikleri vakit 
bu fonksiyonda az miktarda degi$ir; ger~kten, ihtimaller 
az miktarda degi$tikleri vakit, deneyin belirsizlik derece
sinin az miktarda degi$mesi icap eder. 
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U~tincil $art biraz daha kan$1kt1r. Bunun manasm1 
daha iyi anlamak i~in, evvela, a. nm sadece A1, A~, A 3 gibi 
ti~ mi.imktin neticesi oldugunu farz edecegiz; $U halde a. nm 
ihtimaller cetveli $0yledir: 

dcncy neticeleri 

ihtimaller P1 Ps 

Bu dencyin H (a.) belirsizlik derecesi cf) (p 1, p2, Pa) dtir; 
bu belirsizlik, dcneyin mtimkiln olan U<; nctic~sinden hangi
sinin vuku bulacagm1 bilmedigimizd~n ilcri gelir. O halde 
iki merhalcde, vuku bulan neticeyi belirlcyec~iz. Daha 
a!;Ik ifade ile, evvela ilk A 1, A 2 neticelerinden biri mi, 
yoksa sonuncu A 3 netic~sinin mi vuku buldugunu belirle
yecegiz; bu, a. deneyi yerine, ihtimaler cetveli a~g1da 
gosterilen ycni bir f3 deneyi almak demektir: 

deney neticeleri 

ihtimaller 

B l, __ A_s_ 

P1 + P2 I Pa 

Bu yeni deneyin belirsizlik derecesi H ({3) = 
cf) (P1 + P2. p, ) dtir. a. deneyinin belirsizligi f3 deneyinkin
den btiyilk olacagi a$ikflrd1r; f3 deneyinin vukuu a. nm 
neticesini tamamen belirlemez, ve a. nm neticesi haklonda 
muayyen bir belirsizlik kalacaktir; a. nm belirsizlik dere
cesinin f3 d.cneyinin belirs!zlik derecesini ne kadar a$bgm1 
soylemek kolayd1r. Eger a. deneyini bir<;ok defa tekrar
larsak vc cger her defasmda evvcla, f3 deneyinin B neticesi 
mi yoksa A:1 neticesi mi vuku buldugunu belirlersek, bazi 
hallerde - daha a~1k ifade ile - neticenin A~ oldugu tekmil 
hallerde bu belirleme a. nm neticesini belirleyecektir. 
Neticenin A 1 veya A2 olmas1 hallerinde, bu neticelerden 
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hangisinin vuku buldugunu belirlemek laz1md1r; bu, 
ihtimaller cetveli a$ag1da gosterilmi$ olan yeni bir {3' 
deneyidir : 

deney neticeleri A i I A 2 
~~~~~~~.!-~~~~~ 

ihtimaller p,/ (p , + Pz) j p3/ (P1 + Pa) 

W deneyinin belirsizlik derecesi 

H ({3') = <I> ( P1 
Pi + Pz 

Ye ~ittir. 
a run vukuundan sonra {3' deneyinin yapilmas1 icap 

ettigi hallerin ihtimali (yani ortalama izafi sahmm) 
P1 + P2 oldugundan, a. deneyinin H (a.) belirsizliginin, ~ 
dneyinin H<a> belirsizlik drecesini (P1 + P2>H<W> kemmi
Yeti kadar a$bgm1 nazara almak tabiidir; ba$ka ifade ile, 

<l>(P11 P2, Ps) = <l>(P1 + P2, P J) + 
+ (p. + P2 )<.t> ( P1 ,-P_2 - ) 

P1 +· P2 Pi + P2 

~itligi cari olmabd1r. 
thtimaller cetveli, 

deney neticeleri 

ihtimaller Pa 

olan bir a. deneyi i~in benzer millahazalarla, <I> (P1, Pz, · · ·, 
Pt) fonksiyonunun tabi olacag1 ti~iincti ~1 $C)yle ifade 
ederiz: 
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3. ~(Pi, P2, · · ·, P•) fonksiyonu 

bat}intisini saylar. Bu bagmtl, ihtimaller cetveli 

deney neticeleri j, B I A3 

ihtimaller I P1 + P2 J p3 

olan ve a deneyinin ilk iki neticesini birle$tirerek elde 
edilen ~ deneyinin H (~) belirsizliginin, a. deneyinin H (a) 
belirsizliginden p 1 + Pz ile W deneyinin belirsizliginin 
c;arpmuna e$it bir kemmiyet kadar kti~Uk oldugunu 
gosterir; W, ilk iki neticeden birinin vukuu halinde 
hanghsinin vuku buldugunu belirlemekten ibaret olan 
deneydir. 

1, 2 ve 3 $8rtlarmm ~ (p,, p 2 , ••• , P•} fonksiyonunun 
~eklini tamamen belirleyecegi gosterilebilir: tekmil bu 
$artlari saglayan yegane fonksiyon 

~CP1, Pz, · · ·, P•} = 
- c(-P1logp1-P2 logp2- ... -pdogp1) * 

$Cklindedir. 

•) EA'er c katsay1sma pozltlt olma earti koeulursa. bundan baska, 

~(1>,. "" ... , 11,> tonkslyonunun p0zltlf olmasrn1 ac1klamak 1a.z1m.br 
(tablatlyle, Uc temel 1arta blr tamamlaym aarlrn, meselll. ~(1/2, 1/2) 

bUyUklUA'UnUn POZlti! olma111 aartm1 111\ve etmek ka.tldlr). $una da laaret 
edellm kl, IOll'arltmalar tabani l:ince1en verllmezse, (•) rormUJUnde o 
l<atsayisr kaldmlablllr (ll'ercekten, c loll', v = 1011'• p dlr burada I> = a'/cdJr) 
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Fakat bu meselenin ispat1 hayb gtic;ttir; bununla 
ilgilenen okuyucu D. - K. F ADEFF'in makalesine mtiracaat 
edebilir («De l'entropie d'un schema probabiliste fini>, 
Pro{J'res des Sciences matMmatiqucs, t. II, no ll, Moocou 
1956, p. 227-231); biz burada, 1, 2 ve 3 $31'tlarmdan <;1ka
rtlan ve ispatlar1 ~ok basitlel)tiren bir tamamlay1c1 $3rttan 
f aydalanacagra. 

Bundan boyle, e§it olarak muhtemel k say1da neticesi 
Olan Clo deneyinin belirsizlik ol~UsU cJ> (1/k, 1/k, ... ' 1/k) 
fonksiyonu onemli bir rol oymyacaktir. 

ao deneyinin tekmil neticeleri e$it olarak muhtemel 
oldugundan, bu deneyin belirsizlik derecesinin ancak neti
celerin say1sma bagh olacag1 a$ikardir: 

cl) (1/k, 1/k, ... ' l/k) = f (k) 

Olup f fonksiyonu bu baghhg1 ifade eder. eto deneyinin 
belirsizliginin, muhtemel neticelerin k say1s1 btiytik odlugu 
~isbette, btiytik olacag1 da a$ikard1r. Buradan $U $3rtl 
•fade edebiliriz: . 

4. <l> (1/k, 1/k, ... , 1/k) = f(k) fonksiyonu 1c nm 
artan bir fonksiyonudur. 

$imdi l, 2, 3 ve 4 $3rtlanm gergekleyen Cb (p,, p,, 
· · · , Pt) fonksiyonunun mutlaka (*) $eklinde oldugunu 
g&tereJim (burada c, bir pozitif say1d1r). Bunun igin 3 
$artim ifade eden (I) bagmtism1 biraz genelle$tirmek 
l8zimwr. 

Evvela 
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bagmbsim gosterelim; bu formtililn ta$1chg1 mana, tabia
tiyle, (I) formilltintinkinin benzeridir; fakat burada a 
deneyinin i sayida A,, A~, ... , A. neticeleri A gibi tek bir 
neticede birlc$tirilmi$tir. i = 2 i<;in bu formill, (I) formil
lilnlin aym olur: $U halde i = 2 icin dogrudur. Simdi i nin 
herhangi bir degeri icin dogru oldugunu kabul edelim; 
formillil i = 2 icin kullanarak, 

... , "' ) 
11, + ... +P, 

= <1>(711 + 711 + ... + P1 + P '+' • P '+' • ... , Pl) + 

+Cs>1 +111 + ... +11
1
).«>( 711 

P, ' ' ···, 11,+ ... +P1 111+ ... +P, 

P, ) 

P
1
+ ... +P1 

elde edilir. Diger taraftan i i~n e$itligin dogru oldugunu 
farz ettigimizden 

( 

i>, 

~ ' 
P,+ ... +11,+1>1+1 

i>1+• ) 

, ' 1>,+ ... +11,+11 1+' P,+ •.. +:11,+P1+1 

yaz11tr; buradan formilliln i + 1 icin de dogru oldugu 
neticesi c1kar1hr: 
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( 

P
1 

P, P 1+1 ) 

+(P
1
+:1>,+ ... +P1+al·¢l , ···, ,----

p1+ ... +Pi+• 7>,+ ..• +P1+•7>,+ ... +P 1+ 1 

$u haldc formUI i i<;in de dogrudw·. 

<l> (P1, p~, · .. , p ) fonksiyonu P1, P2, · · ·,pt de~ken
lerinin sirasma tabi olmad1gindan, yukarida yapbg1m1z 

ispatm neticesi olarak, 

1 ~ i < j ~ k, 

ve genel ta:rzda 

<l> (P1 • · · · , P•1 Pi + 1, · · · , P•z, P 1 + 1 ' · · · 1 pr3, · • ' : P11
1 • • •'pt) = 

I 2 

+ (p1-+ I + ... + P12)<l>( P'J+• I .... __ ,,_'·--) 

, 7>1+•+ ... +7>,, 'P1+1+ ... +'P,, 
' . 
( 

P',+' 2'a ) 

+ (p1 +•+ ... + p1)<l> ' ... , ' P 1 , + ... +P1 P1 +'+ ... +Pa ,+ • 

1 ::; i1 < i2 < ... < i. < k 
(2) 
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yaz1hr. Bu formill, biraz kari~ik bir ~ekil altmda, biraz 
genellc~tirilmi~ top lam entropilerin bir kanunu ifade eder *. 

(1) baglantismm genelle~tirilmi~ ~ekli olan (2) 
formi..ililniln kendisinden ziyade bunun f (k) fonksiyonuna 
tatbikab ile i1gilenecegiz. k == lm farz edelirn, burada Z ve 
m pozitif tam saytlard1r; (2) formilllinde bulunan k = Zm 
ihtimallerinin birbirine e$it oldugunu farz edelirn (ve 
bunun neticesi hepsi 1/ Zm ye C$ittir); o halde bu ~itligin 
sol tarafi f (lm) ye e~it olacakbr. Bundan ba$ka, ayru (2) 
e$itliginde bulunan 

gruplarmm her birinin Z rakkamlarm1 ihtiva ettiklerini 
farz edclim; o halde bOyle m 13ay1da grup olacak ve 

•) Antropiler knnununu (2) !ormulUnden ltlbnren teals ctmek tcln 

i =( - 1 = i-1 = ... = k-i 
J 2 l • 2 • 

t, = i, f
2 

= 21, 1
1 

= SI, .... k = (8 + 1) f 

koymak ve s>,, P, • ... , 1'11 ; 11 ;1 +1 • P '• + 2, .. ., 11,, kemmlyetlerlnl «'3 karma 

deneylnln A,B,, A,B,, ... , A
1
B

1
; A:B,, A,B., ... , A

1
B1; ... netlcelerlnln lhtl

mallerJ olarak atlztlnUne almak kll!ldlr; bu eartlar attmda, 

P, + "• + ... + 111 • Pi,+1 + "',+2+ ... + "•:' ... toplamlar1, a: deneylntn 
A,. Ar' '" netlcelertntn lhtlmallerlne eslt olacak ve, 

"· + ... + ,,, "· + ... + ,,,, "· + ... + ,,,, 

"'· +1 

Pf1+1 + ··· + s>1, s>1,+1 + ... + "'• Pf1+2 + ··· + Jl11 

oranlan da PA(B
1
). ,,A<B,), ... , PA

1
(B1); ,,A,<B,), ,,ACB,), ... , 11 .. <B1); ... 

baa11 lhtlmallerlne eelt otacaktir. 



Entrop! vc tntormusyon 

P1 + ··· +p1,=p1,+•+ · ·· +P•2= 

1 1 
=···=Pi+•+··· +P1=l·-=-; 

lm m 

olacakt1r; (2) e$itliginin sag tarafmdaki birinci sabr 

Cl>(l/m, l/m, ... , 1/m) =f(m) 

olm·. (2) e$itliginin sag tarafmdaki diger satll'lara gelince, 
bunlar m say1da olacak ve hepsi 

=-Cl> --, ... ,-- =-<11(1/Z,. · ., 1/Z) =- /(Z) 1 ( 1/ml 1/ml) 1 1 

m Um ~ m m 

olacaktir. BOylece gozonilne ahnan halde (2) denklemi $U 

basit $Ckli ahr: 

1 
f(lm) =f<m) + m . - f(l) = f(m) + f(l). (2a) 

m 

Ozel olarak, 

f(k2)= f(k.k) =f(k) + f<k) = 2/(k), 

f(k3 ) = f(k2· k) =f<k2>+ f<k) =3/(k), . . ,/('IC") = nf(k) 

cbr. 
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Daha evvelden (2a) bagmt1smm f (k) =clog k 
fonksiyonu tarafmdan sagland1g1m biliyoruz. c log k 
fonksiyonunun (2a) bagmtlsm1 ve 4. ~artl ger~ekleyen 

yegane fonksiyon oldugunu gostermek kolaydlr. 
Ger~ektcn, k ve l herhangi iki pozitif tam sayi olsun. 

N gibi bUyUk bir tam say1 alahm ve 

zm ~ k" < zm+l 

olacak tarzda bir m tam saylSl se~elim. Bu takdirde 

yahut 

mf(l) :::; Nf (k) < (m + l)f(l) 

olacakbr. Buradan 

m f(k) m+l 
--=:;--<--

N f(l) N 

yaz1br. 

$imdi 

zm:::; '/c'I < zm+l 

~i tsizliginden 

mlogZ:::; Nlogk < Cm+l) logZ 

yahut 

m Iogk m +i 
-- :::; -- < -----
N logl N 
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yazilabilecegine i~ret cdclim. su halde ooylece f(k)/f(Z) 
ve log k/ log l oranlarmm birbirine yakm olduklar1ru 
gorilrtiz: 

I f(k) log k 

1
- - --
f(l) log l 

1 
<- · 

N 

Bu son e!?itsizlik N say1s1 ne olursa o"lsun dogru 
oldugundan 

f(k) log k 
--=-=--
/(l) log l 

Yahut 

f(k) f(l) 
-=-
log k log l 

bulunur. Bu bagmtl her k vc l say1 c;ifti i~ dogrudur; 

$U halde 

f(k) f(l) 
--=-=C 
log k log l 

dir ve c say1s1 k ve z ye tabi degildir; ~u halde 

f (k) o__-, clog k 

dir ve f(k) artan fonksiyon olduguidan c > 0 drr. $imdi 

P1 + P2 + · · · + P• = 1, 
ql q2 q, 

P1=-,P2=-, ···,P1 =-
p p p 
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olmak ilzere P1, P:, · .. , P• gibi herhangi rasyonel kesirler 
gozoniine alahm. (2) formillUnli tatbik ederek, 

f(p) = <l> ( .:., .:., ••• ' .:. ) = 
p p p 

,, de!a 

(
11 111 111 

=¢ p' p' ... , ;· :,;· p' ... , ;· p' p' ... , ~-)= 

=<l>(q1
1 

qa
1 

••• , qa) + q,<l>(.:.,-~, ... , q1
1
) t 

p p p p ql qi 

... , 

= <1> (P1, P2, · · ·, P•) + P1f<q1) + 
+ P~f<q~) + · · · + P•f(q1) 

eldc cdilir; buradan 

<l>(p,,pz, · · ·,P•) =f<P) -pif(q,) -pz(qz) - · · · -1)1/(q.) 

= (P1 + Pz + · · · + P•>f (p) -
-pif(q1)-pJ(q:)- ... -p.f(q•) 

=P1[f<p) - f<q1)] + P2[f (p) - f (qz)] + 
+ · · · + P• [f(p) - f(q1)] 
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yazihr. Fakat, 

f (p) - f( qi) =---= c log p - c log q, = 
ql 

= -clog-=-clogp11 
p 

f(p) -f(q2) = -clogp2 , ••• ,f(p) -f(ql) = -clogp1 

oldugundan kolayca 

'1> (p,, P2, · · ·,pl) = 
c(-p1 logp1 -p~ logp2- .. · -pdogp1) 

elde ederiz. Bu formUI, p 1, p2, ••• , p1 rasyonel sayilar olduk~ 
lar1 kabul cd.ilcrck ispat edilmi~tir. Fakat '1> (pl) P11 

· · ·, p1) fonksiyonu sUrckli oldugundan P1, p~, · · ·, p1 ne 
olursa olsun formtil dogrudur. 



BOLUM III 

BAZI LOJiK PROBLEMLERiNiN iNFORMASYON 

ANLAMI YARDIMI ILE <;bZOMO 

§ 1. Basit Misaller 

II. BOH.imde inceledigimiz anlam vc meselelerin 
tatbikabm gostermek amac1 ile burada, matematik 
eglenceleri hakkmda baz1 kitaplarda bulunan tipte bir ka<; 
eg1enceli problem tctkik edecegiz. 

PROBLEM 17. - Bir A ~ehrinin ahalisinin daima 
hakikatl, A ya yakm bir B ~ehrinin ahalisinin de daima 
yalan soyled.iklcri biliniyor. x ile gccStel'digimiz bir kimse 
bu iki ~Phirrll'n birisinde bulundugunu fakat hangisinde 
01augunu \;Hrnlyul-. ~u. ld-m.A<-1 i<Ufillm1 j.i<H1!m1U n;mt!} 

!1ehird~ huhmrln!!tmu ve s;ual sorclu~u kimnenin hangi 
sehirden Oldugunu layin edecektir (A !]Chdnin ahalisi Bye 
ve B ~hl'inin ahalisi A ya gefobilmekt<?dir). X. en az kac 
soru ile bu problemlerden birisini veya iki·sini 9<)zebllir 
(X in sual sordugu kimse ancak «cvcb veya «hayir» lie 
cevap verecektir) . 

X i~in, hangi $ehirde bulundugunu belirlemenin bahis 
konusu oldugunu farz edelim. Burada ~ deneyinin iki 
neticesi olabilir (X, A $ehrinde yahut B $Chrinde buluna
bilir). X, hangi $ehirde bulunduguna dair onceden big bir 
fikre sahip olmad1g1 kabul edilirse, $U iki neticeyi e$it 

-96-
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olarak muhtemel nazara almak laz1md1r. (3 deneyinin 
H((3) entropisi (yani (3 run kendisinde bulunan ve deney 
vuku buldugu vakit X tarafmdan elde edilen informasyon 
miktan) log 2 ye ezittir. Fakat, rastlanan kimseye bir 
soru sormaktan ibaret olan ct deneyinin de ancak iki 
mtimktin neticesi vard1r ( cevap mtispet veya menfi olabi
lir); bu deneyin (cevabm ihtiva ettigi informasyon 
miktarma e$it olan) H (a) entropisi en fazla log 2 ye 
e$itlir. Problemde bahis konusu olan, (3 hakkmda a dene
yinde bulunan l(a, (3) informasyonunu, (3 run H((3) = 
log 2 entropisine e$it olacak tarzda, a sorusunu sormamn, 
ba$ka ifade ile, (3 nm neticesini tamamen belirleyecek 
tarzda (3 y1 bulmanm milrnklin olup olmad1gichr. l(a., (3) 
ve H('3), 

ile bagh olduklarmdan ve H(a) entropisi log 2 ye e$it 

plabileceginden, burada 

/(a, (3) = H((3) 

Oldugu Umll edielbilir. Bunun i~in « sorusu, iki mtimktin 
cevap e~H olarak muhfom<'l olacak tarzda olmall * 
fH(a) = log2=H((3) esitligi ancak bu ~ar altmda 
mlimktindUr], ve '3 nm neticesi o. nm neticesini tamamen 
belirlemelidir [ba!]ka ifade ile, Hfl (a) = 0 olmahd1r; bu 
takdirde ex sorusu, (3 run belirsizUgini kalchrmak icin 
«dogrudan dogruya yone1mi$» olup hi~ bir yabanc1 infor
tnasyon ihtiva etmez]. «Bu !]ehirden misiniz» sorusu tekmil 

•) Bura'.la x tn A vcyn B de bulunmas1ru ve soru sorulan klmsenJn 
JI veya B den olmasm1 celt olarak muhtemel Jrobul ctmek IAz1mdtr. 

f. T 
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bu §artlara cevap verir (mi..ispet bir cevapA $ehrinde, 
menfi bir cevap ancak B $ehrinde verilebilir) . 

X in tek bir soru sordugu kimsenin hangi $ehirden 
oldugunu tayin edebielcegine de i~ret edelim (bunun icin, 
cevab1m bildigi herhangi bir soru sormas1 kaf idir, mesela, 
cbu ~hirde mi bulunuyorum ?> yahut ciki kerre iki dort 
mli eder?>). 

Eger X aym zamanda hangi $Chirde bulundugunu ve 
soru sordugu kimsenin hangi $ehirden oldugunu belirlemek 
istiyorsa, (311 X in hangi $ehirde bulundugunu belirleme ve 
(32, soru sorulan kimsenin hangi $Chirden oldugunu belir
leme problemi olmak tizere, (31(32 karma broblemini C()zmek 
laz1mdir. Bu deneyin H((31(3J entropisi ~ deneyinin 
H ( (31) entropisinden bliytikttir zira 

H ((31(32) = H ((3J + H 
11

, ((32) 

dir ( § 2, ooli..im II.). Ba$ka ifade ile, log 2 den bUytik bir 
informasyon elde etmemiz icap eder [zira H((31 ) =log 2 
dirl. Bir soru sormaktan ibaret olan a. deneyinin H(a.) 
entropisi log 2 den bUyUk olam1yacagmdan [ilgi cekici 
olmayan H

111 
((32) bagh entropinin s1f1ra e$it olmas1 halinde, 

yani A ~hrinden olanlarm B ye ve B $ehrinden olanlarm 
A ya gelememesi halinin d1§mda), tek bir soru bize bu 
informasyonu veremez ve (31(3, nin neticesini tamamen 
belirlemeyi mi..imki..in kllmaz. Boylece, informasyon teorisi, 
X in, hangi $ehirde bulundugunu ve soru sorulan kimsenin 
hangi $ehirden oldugunu aym anda belirlemenin mlimki..in 
olmad1gm1 a<;1k olarak ispat eder. Eger X iki soru sorarsa 
(yani, dort neticesi olan (31(32 karma deneyini yaparsa), 
tabiatiyle (31(3! deneyinin neticesini tayin edebilir (bir (31 
sorusu ile (31 in neticesini, sonra bir (32 sorusu ile (32 nin 
neticesini tayin emek kafidir) . 
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~imdl biraz daha kan$1k ~rtlarla 17 problemini 
yeniden ele alalim: 

PROBLEM 18. ~- A, B, 0, ti<; ~hir olsun; A nm 
ahalisinin daima dogru soyledigini, B ninkilerin daima 
yalan s0yledigini, 0 ninkilcrin ise yilzde elli dogru, yilzde 
elli yalan soyledigini kabul edelim, x, hangi $ehirde bulun
dugunu ve hangi $ehirin ahalisi ile konlJ.$tugunu tayin 
ctmck istiyor. Soru sordugu kimsenin ancak «eveb vcya 
«hay1r» ile cevap verdigi bilindiginc gore en az ka<; so;:u 
sormal1d1r? 

Bw·ada, ~ nm milmkiln olan dokuz netiC<.'sinden han
gisinin vuku buldugunu bilmek bahis konusudur (X in, 
A, B ve 0 $Chirlcrinden herhangi birinde bulunabilecegi 
ve soru sordugu kimsenin bu ii~ ~hrin birisinden olabile 
cegine gore dokuz netice olacag1 a$ikardir). Eger X in 
onceden ~ hakkmda hi<; bir inf ormasyona sahip olmad1gi 
kabul edilirse, bu dokuz n:?ticeyi C$it olarak muhtemel 
kabul etmek laz1md1r; $U halde ~ nm H(~) entropisi (ve 
bunun ncticesi olarak lilzumlu informa13yon miktari) 
log 9 'a e$ittir. k tane soru sormaktan ibaret olan karma 
deney A. - a,a,, ... ,a• olsun. Her soru i<;in miispet veya 
menfi bir cevap olabileceginden, al, ct"' · · ·, ai deneyleri
nin her birisinin enh'opisi log 2 ye e$it veya bundan kii<;iik 
olacaktir. Bundan bas,ka 

d1r [zira H (a2 ) s H(a.2 ) dir], genel olarak, 
a, 

H(A1) = H( a,a~, . ·.,ct•) s H(a.1) + 
+ H(a2) + ·. · + H(ct•) s k log 2 
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dir (bu e$itsizligi rekUrans yolu ile ispat etmek kolaychr). 
Bu, $Oyle de ifade olunabilir: sorularm herbiri log 2 den 
bUyUk bir informasyon veremiyeceginden, k Goru sormakla 
k log 2 den bUyUk bir informasyon elde edilemez. ~u halde, 
eger ancak Uc; soru sorarsak (k = 3), elde edilen infor· 
masyon log 9 dan kti<;;Uk olacakt1r (en fazla 3 log 2--log 8 e 
e$ittir); $U halde X in, bangi $ehirde bulundugunu ve 
hangi $ehirli ile konu$tugunu ogrenmek ic;in Uc; soru 
kafi gelmiyecektir. Buna kar$lhk, akilhca sorulan dort 
soru bunu temin etmeye kafi gelecektir [gerc;ekten, 
H(A1 ) ~ 41og2=log16 dirl. ~u dort sorunun, X iJ1 
hangi i?ehirde bulundugunu ve hangi $ehirli ile konU$tU
gunu ogrenmesini milmkUn k1lacagi kolayca gori.ilUr: 

1) A ve B $ehirlerinin birisinde mi bulunuyorum? 
2) C $ehrinde mi bulunuyorum? 
3) C l)ehrinde mi oturuyorsunuz? 
4) A $ehrinde mi bulunuyorum? 

Ger<;;ekten, 1) ve 2) sorularma verilen milspet veya 
menfi cevaplar soru sorulan kimsenin C $ehrinden oldugunu 
gosterir; 3) sorusuna verilen bir menfi cevap, 2) sorusunun 
cevabmm dogru oldugunu gooterir ve dordUncil soruya 
lilzum kalmaz; 3) sorusuna verilen bir mUspet cevap, 
1) sorusunun cevabmm dogru oldugunu gosterir ve X in 
hangi $Chirde bulundugunu ta.yin etmek ic;in 4) sorusunu 
sormak icap eder. 1) ve 2) sorularma verilen cevaplann 
biri milspet, digeri menfi olmas1 hali soru sorulan kimse
nin A yahut B l)ehirlerinin birisinden oldugunu gosterir, 
3) sorusuna verilen menfi (yani (dogru) bir cevap soru 
sorulan kimsenin A l)ehrinde oturdugunu gosterir ve 
ancak 2) sorusuna verilen cevap menfi oldugu takdirde 
4) sorusuna lUzum vard1r; 3) sorusunun cevab1 menfi 
(yani yanl1$) olmas1, soru sorulan kimsenin B de oturdu-



Imm gtisterlr ve aneak 2) aonaam C89alll m8lplt ta 
4) aorusu Wzumlu alur. 

SJmdi aym tipte cUler blr probJepd lncally8Um. 
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ve, k tam say1 oldugundan 

k~4 

elde edilir. 

$imdi dOit soru vas1tasiyle f3 nm neticesinin, yani 
x say1smm nas1l bulunacagm1 gostcrelim. Evvela, ilk 
deneyde bulunan i nforma.syonun milmkiln oldugu kadar 
bilytik olmas1m, ba~ka ifade ile entropisinin log 2 ye e~it 
olmasm1 tcmin ctmelidir. Bunun it;in, a, in iki neticesinin 
e~it olarak muhtcmel olmas1 laz1md1r. Bundan sonra, f3 
hakkmda a 1 de bulunan l(alJ (3) informasyonunun H(a1) 

entropisine e~it olmas1 ~rh ko~ulur. Bunun i~in, birinci 
sorunun cyabanc1> informasyon ihtiva etmemesi, yani 
HP (a1 ) bagh entropinin .slfira e~it olmas1 veyahut f3 nm 
neticesinin a, in neticesini tamamen belirlemesi laz1mdlr. 
Bu d~ilncelcr ilk sorunun nas1l sorulacag1m ac1kt;a gos
terir. x in tekmil degerlerini (yani 1 ile 10 arasmda 
bulunan tekmil tam say1lar1) iki c~it k1sma ayirahm (a1 in 
neticeleri c~it olarak muhtemel olmahd1r), ve x in bu iki 
k1s1mdan hangisinde bulundugunu sorahm; mesela x in 
5 den bliyilk olup olmadlg1 sorulabilir. Bu halde 

I (a1, (3) = H ((3) - H ((3) =log 2, 
a, 

Ha ((3) =p(A 1 )HA1 ((3) + p(A2 ) H-1:(f3) = H(f3) - log 2 
J 

olacag1 a~ikard1r; burada A, ve A1 ile a 1 in neticeleri gos
terilmi~tir: p(A,) =-p(A2 ) = 1/2; yukaridaki ~itliklerden 

yazihr; ooylece, '-t1 in neticesi ne olursa olsun, a nm entro
pisi log 2 kadar azalacaktir. Bundan sonra, kalan mlimkUn 
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halleri mUmkUn oldugu kadar ayru miktarda ihtiva eden 
iki klsma ay1rmak ve x in hangi kls1mda oldugunu belir
lemek Jaz1mdlr (x in 5 den bUyUk oldugu ogrenilmi~ ise, 
.i:: in 7 den bilylik olup olmad1g1 sorulabilir; eger x, 5 d~n 
kilcilk ise, x in 3 den bilylik olup olmad1g1 sorulabilir) v.s. 
Eger her defasmda kalan mi.imkiln haller, milmkUn oldugu 
kadar e~it iki klsma ayr1hrsa x, dort soruda tayin edile
cektir ~. 

Keza, 100 yahut 1000 deger alabilen bir say1y1 bulmak 
i<;in sorulacak en az soru say1smm s1ra He 

3 log 100 2 
k ~ _l_o_g -2 - :::: 0,301 .. ve 

loglOOO 
k?;. ~~~~-=~~

log 2 0,301 

oldugu gooterilir; k tam say1 oldugundan 

k ~ 7 ve k?;. 10 

elde edilir. 

Genel olarak, N say1da deger alabilen bir x sayisins 
bulmak igin sorulacak en az soru, sayun 

logN 
k - 1 < -- !5 k (yahut 2k-1 < N !5 2") (1) 

log 2 

•) ti telc 11ay• (meseHl n = 5) olmak Uzere, x In n mUmkUn detert 
olduitunu bellrlecllkten sonra ll 1 ~-, deneyl le.In eslt olarak muhtemel 
11J11n lkl nt>tlce elde ctmenln mUmkUn olmadt~r aslkll.rd1r: bu halde, 
mUmkiin cleiterler, aynr sny1da elemana mallk olnn !kl klsma ayrllamaz; 
hura1an nnlnz1hr kl, lli+l deneylnln H(ctf+l) entroplsl Joe 2 den 
kUcilk ola<'nkt1r. Bu, sorular1m1zm, ln!ormasyon bak1mmdan, en uy1rUnu 
olmad1tm1 eosterlr; baska trade lie, aym say1da soru lie, blraz daha 
tnzla mlktnrda milmkUn ctekerler alabllen blr sayi bulmak mUmkUndilr 
(meseUI., ddrt soru Ile, 2• ~ 16 del!'er alabllen blr say1y1 bulmak milmkUn 
olablllr). 
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~itsizlikleri ile belirlenm~tir. N say1s1 ne olursa olsun 

logN 
k~-

log2 

olduguna i$aret edelim; Ustelik, N sayis1 yalmz 2 nin bir 
kuvveti olmas1 (ve log N / log 2 nin tam say1 olmas1) 
halinde k =log N /log 2 dir. Bununla beraber N gok btiyilk 
ise k ile log N / log 2 arasmdaki fark, bu sayllara nisbeten 
gok ktigUkttir (gergekten, N bUytik oldugu vakit log N /log 2 
bUyUkttir, k - log N /log 2 fark1 ise daima birimden 
ktigilk kallr). Su halde N nin QOk bUyuk degerleri i¢n, 
gozonUne alman ~ deneyinin log N entropisinin, sorulan 
bir sorudan ibaret olan a. deneyinin ihtiva ettigi log 2 
informasyonuna oran11 ~ nm netiC€sini tayin etmek igin 
sorulacak soru say1s1 olan k y1 verir. 

Problem 19 ile a~g1daki problemi k~lla$t1rmak 

faydah olur: 

PROBLEM 20. - Bir kimse, N say1da deger alabil~n 
bir x say1s1 «di.i$UnUyor»; bu kimsenin, sorulan sorulara 
«evet» yahut «hay1r» ile cevap vermesi ~rtl ile, bu x 
say1sm1 sorular sorarak belirlenmesi bahis konusudur; 
ilstelik soru soranm x say1s1 hakkmda bir inf ormasyona 
sahip oldugu ve bu suretle N say1da degerin ~it olarak 
muhtemel oldugu kabul edilemiyecegi farz ediliyor; ba$ka 
ifade ile bu degerlerden birinin ararulan say1 olmas1 $ans1 
digerlerinden daha fazlad1r *. Bu halde sorular nasil 
sorulmal1d1r? 

•) Mese!A, dUsUnUlen aaymm blr kAltda yaz1ld1t1 ve soru soracalc 
k!msenJn bunu aordUii1 fakat hanai aayr oldutundan tamamen em1n 
olmad1itl dUsUnUleblllr. 

I 
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Malik oldugumuz informasyondan dolay1 mlimkiln 
hallerdcn hie; biri tamamen haric; b1rakllm1yor ise (aksi 
halde milmki.in hallerin N say1s1 yerine daha kilc;ilk bir 
say1 almak icap edecektir), tckmil halerdc x say1sm1 
bulmay1 milmkUn k1lan en az soru say1smm daima (1) 

C$itsizlikleri ilc verildigi ~ikard1r; bundan bal}ka sorular 
yukarida gostcrildigi gibi sorulmahchr. Gerc;ekten, tekmil 
hallerde sorularm cevaplarmdan milstakil olarak daha, az 
say1da soru kflfi gel:3eydi bu problem 19 un neticesi ile 
tezat tel}kil ederdi. Fakat bu, daima, tekmil neticeler ~it 
olarak muhtemel degilmi$ gibi harckct etmek laz1md1r 
demek degildir. Mesela, aramlan saymm bir :r0 degerine 
mfilik olmas1 $ans1 c;ok bliyilk ise (m~sela bu neticenin 
ihtimali 0,99 a C$it veya daha fazla ise), menfi bir cevap 
halinde fazla bir informasyon elde etmeden bir soru 
harcanmasma ragmen (milmkUn degerler say1s1 ancak bir 
eksilir), tabiatiyle evvela x in Xu a ~it olup olmad1gm1 
sormak laz1mdir. Genel olarak, her defasmdti x in mum
kUn dgcrlerini iki k1sma ayrrmak Uizimdir, IJOyl.e ki, x in 
bu k1s1mlardan b1rine veya digerine ait olmasi ihtimallcri 
mumlcii.n oldu{ju kadar birbirine yaktn olsun. Bu, x in iki 
k1s1mdan hangisine ait oldugunu belirlemekten ibaret 
olan a dencyine bir maksimum entropi v~ ~ deneyi 
hakkmda a da bir maksimum informatSyon temin eder. 
Bu tarzda, en uygun olmayan halde lilzumlu sorularin 
minimum say1.smm ne olacagm1 bilemeyiz, fakat sorulan 
~rularm ortalama degeri herhangi tar.lda soru sorma 
halindekinden kU<;ilk olacakt1r. 

Bu son iddiay1 ispat etmeden sadecc bir 0zel halde 
gerc;ekleyecegiz *. x in milmkiln degerlerinin N sayis1 4 e 

•) Problem, N nln bUyUk olmas1 ve netlcelerln herblrlnln lhtlmnl · 

Jeri cok kilcUk olmasr hallnde bUtUn aclkl11'1'1 lie lncelenebtllr; bu balde 

IUzumlu soru aay1S1 H(/l) / loa2 ye eelttlr (bak. I 2. b61Um IV). 
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e~it o1sun; bu halde, (1) e!}itsizlikleri ile b.=lirl<men k say1s1 
2 ye e$ittir. x degerinin diger x1, x2, x3 degerleri.]lden daha 
muhtemel oldugunu farz edelim; x in x0 a e$it olmas1 
ihtimali p, ve x1 ye e$it olmas1 ihtimali q olsun (i, burada 
1, 2, 3 degerlerinden birini alabilir; p > q, p + 3q= 1 dir). 
Birinci soru olarak x in Xu yahut X1 degerlerinden birine 
€$it olup olmad1g1 sorulabilir. Derhal x in, Xo €$it olup 
olmad1g1 da sorulabilir. Bu iki deneyi a.1 <1 > ve a.1 <2 > ile 
gosterelim; a.1 n> deneyinin iki neticesinin ihtimallerinin 
p + q ve 2q oldugu a$ikard1r [ve bOylece H (a.1 <1 >) = 

(p + q) log (p + q) - 2q log 2q dilr J; a.1 <2> nin iki neti
cesinin ihtimalleri ise p ve 3q dilr [H (a.1 <2>) = 
- p log v - 3q log(3q) l. Eger p > 1/2 ise, a1 <2> in 
neticelerinin ihtimalleri a.1 <1> in neticelerinkine nazaran 
daha birbirine yakmd1r; 1/ 2 >P > q ise, a, <1 > ve a.1 <2> nin 
neticelerinin ihtimallerinin (p + q) -- 2q = p - q ve 
3p - q farklarm1 kar$1la$brmak laz1mdir. p > 2q yam 
yani p > 2/5 ise 3q - p < p - q oldugundan [ger~ekten 

q > 2/5 ise q = 1/3 (1 -p} ve p > 2/ 3(1 - p} dir], 
p > 2/5 it:se a.1 <2> deneyi ile ve p < 2/5 ise a.1 c1> deneyi ile 
ba$lamak laz1mdir. 

Eger «X, Xo yahut X1 say1larmdan birine e$it mi?» 
sorusu ile ba$larsak, x in mumkiin degerlerini, ihtiva 
ettikleri deger sayilan e~it olan iki kisma ayirmz; bu 
halde ilk sorunun cevab1 ne olursa olsun x i iki soruda 
bulacag1z. Eger «X, x., a e$it mi?» sorusu ile ba$larsak, 
x i bir soru ile belirleme $Clns1m1z vardtr, bu ihtimal x in 
:>~0 a e$it olmas1 ihtimali yani p dir. Bununla beraber, x, 
x0 a e$it degilse x i ikinci soru il bulabil~-egimizden emin 
olamayiz; «X, Xi e e$it mi?» sorusu (q ihtimali ile) mtispet 
olabilir yahut (x in x 2 yahut x3 e e$it olmas1 ihtimali ile 
yani 2q ye e!?it bir ihtimal ile) menfi olabilir; bu sonuncu 
halde bir Uc;UncU soru daha lanmd1r. ~u halde, a 1 c2> deneyi 
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He ba$lanmas1 halinde, x i bir soru ile belirleme ihtimali 
p, iki soru ile belirleme ihtimali q, U~ soru ile belirlcme 
ihtimali 2q diir. Buradan anla$1hr ki, iSorulacak soru 
~ay1smm ortalama degeri 

P·l + q.2 + 2q.3 = p + 8q 

.ve C?$ittir. Eger p > 2/ 5(1J f· Sq) = 1/ 2(8-- 5v) ise 
µ + Sq < 2 oldugunu gerc;eklcmek kolaydlr, zira l / 3q = 
(l - p) dir; $U halde p > 2/ 5 olmas1 halinde a 1 o> deneyi 
ilc ba~lamak yersiz d~gildir. 

§ 2. Kalp madeni paralar1 tarh yolu ile belirleme 
· Problemleri 

Evvcla, problem 19 a c;ok benzeyen a$ag1daki problemi 
inceleyelim. 

PROBLEM 21. - 25 tane aym degerde madeni (>ara 
olsun; bunlarm 24 tanesi aym ag1rhktad1r; biri kalp olup 
digerlcrin~ nazaran biraz hafiftir. Bir terazi yard1m1 ile 
ve ag1rhk kullanmadan, en az kaG tart1 ile kalp paranm 

' bulunabilecegi soruluyor. 
Neticesinin belirlenmesi bahis konusu olan ~ dene

yinin 25 miimkiln neticesi vard1r (kalp para 25 taneden 
bil·i olabilir); tekmil bu neticcler tabiatiyle ~it olarak 
muhtemel oldugundan, 11 (~) = log 25 dir. Ba$ka ifade ile, 
kalp paray1 tayin etmek ic;in log 25 e C$it informaiSyona 
lilzum vardrr. (Herhangi) bir tart1 yapmaktan ibaret olan • 
a., deneyinin Uc; miimkUn neticesi vard1r (terazi dengede 
olmaz, ya sagdaki kef e ag1r gelir yahut soldaki kefe ag1r 
gelir, veyahut. terazi kefeleri dengededir); $U halde bu 
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deneyle elde cdilen informasyon H (a.1) ~ log 3 dUr. k 
say1da tartma i$1rninden ibaret olan ka1ma deney 
A·=, a.1 • a.z ... a.• olsun; bu deney, k log 3 den kU<;Uk veya 
buna e$it bir informasyon verir (bak. sahife 100). A1 
dcneyinin ~ nm ncticesini tamamcn belirlemesi i<;in 

H(Al) ~ H((3) ~abut 

olmahd1r. Buradan 3k ~ 25 yani 

yahut, k tam say1 oldugundan 

k ~3 

neticesi bulunur. 

k log 3 ~ log 25 

log25 

log3 

Kalp paranm ti<; tartma i$1emi ile hakikaten buluna
bilecegini gostermek kolayd1r. a.1 deneyinin vukuu ile elde 
edilen informasyonunun mtimkUn oldugu kadar bUyUk 
olmas1 i<;in, bunun U<; neticesinin ihtimallerinin mUmkUn 
oldugu kadar birbirlerine yakm olmas1 lazrmd1r. Terazi
nin kef elerinden her birine m tane madeni para kondugunu 
farz edelim (kefelere farkh say1Jarda para koyma fayda
s1zd1r, zira bu halde tartma i~leminin neticesi onceden 
bclli olup elde cdilen informasyon s1f1ra C$ittir); ~ halde 
kef elerin d1~mda 25 - 2m madeni para kahr. Kalp 
paranm n tane para i<;inde bulunmas1 ihtimali n/ 25 
oldugundan, a.1 in il<; neticesinden herbirinin ihtimalleri, 
s1ra ile, m/ 25, m/ 25 ve 1 - (2m/25) dir, bu ihtimaller 
m = 8 ve 25 - 2m = 9 olmas1 halinde en fazla birbirle
rine yak.in olurlar. $u halde kefelerden her birine 8 er 
para koyarak ilk tartma i~lemi (a.1 deneyil kalp paray1 
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ihtiva eden 9 tanelik bir para gurupu (denge olmas1 
halinde), yahut 8 tanelik bir para gurupu (kefelerden biri 
ag1r gelmroi halinde) bulmay1 milmkUn kllar. Her iki 
halde de, kefelerden her birine bu gurupun paralarmdan 
3 er tane koymak surctiyle yap1lan ikinci tartma i$lemi 
Ca: deneyi) bize en btiytik informasyonu verir. $u halde 
a.1etz karma i$lemi aralarmda kalp paray1 ihtiva eden 3 
(yahut 2) tanelik bir para gurupunu bulmay1 miimktin 
kllar. U~Uncti tartma i$Ieminde (a:i deneyi) kefelerden 
her birine bu son gurupun paralarmdan birer tane koymak 
suretiyle kalp paray1 kolayca tayin ederiz. 

Keza, N sayida bir para gurupu, iyinde btdunan bir 
kalp parayi (d·igerleriruien hafif olani) bulmak ~n en 
uygi,1,n olmayan halde Wzumlu minimum ta1·tma i§temi 
.~aym olan k nm 

3k-1 < N < 3k yahut 
JogN 

k- 1 < -- < k (2) 
log3 

e§itsizlikl.eri ile ver'ildigi gosterilir. 

Eger N cok btiytik ise bu k sayis1 c;ok iyi bi.r yakla
$1mla log N / log 3 oram ile, ba$ka ifadc ile, kalp paray1 
belirtmekten ibaret olan ~ deneyinin entropisinin, bir 
tartma i$1emi yaparak elde edHebilen maksimum entrop1ye 
oram iJe veri1mi$tir (bak. sahife 103). 

tleride, biraz daha genel bir probleme ait benzer bir 
netice ilc ilgilenecegiz. Evvela $Una i~ret edelim ki, biri 
kalp olan ve digerlerinde biraz ag1r olan N tane madeni 
para varsa, bu kalp paray1 beJirlemek i<;in agirhk kullan
madan bir terazi ile yapllan tartma i$1emlerinin minimum 
sayis1 yine (2) e$itsizlilderi ile verilmi$tir: hafif bir para 
yerine ag1r bir para almmasi ispatlarumzda hie bir degi-
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~iklik yapmaz. $imdi daha genel bir hali inceleyelim; N 
tane madeni vara iki gm•upa aynlmt§ olsun: bir A guru,pun
da a sayida para ve bir B gumpunda b == N - a sayida para 
bulunsun; N tane paradan birisinin ka:lp oUlugunu 
ve llu kalp para A gurtlJHtnda ise digerlerinden haf if 
oldu{junu biliyoruz; kalp paray1 belitlcmek i¢n yapilmwu 
gereken minimwm tartma i~lem say1sinm yine (2) C§if
liklrri ile verildigini g0sterelim *; b = 0 hali, evvelki 
problemin sonundaki haldir. 

Bizi ilgilendiren ~ deneyinin N say1da mUmkUn 
neticesi oldugundan 3k ~ N dir, aksi halde, k say1da 
tartma i$leminden ibaret olan A· = a1 . a2 ... a• deneyi 
B deneyinin neticesini belirleyemez (filhakika, bu halde 

l(A•, B> ~ H(A•) ~ k log 3 =log 3k <log N =-=-= H<B> 

d1r; B nm neticeleri daima e$it olarak muhtemel farz 
edilmi$tir) . Diger taraftan N ~ 3k ise kalp parayi daima 
k sayida tartma i$1emi ile bulmak mlimklindtir; bunu 
rektirans yolu ile gostermek kolaydJr. Ger<;ekten, k = 1 
ic;in yani N =-- - 1, 2 ya hut 3 ic;in iddiam1z ( evvelki notta 
gosterilen istisnai hal d1$mda) a$ikard1r; N = 1 icin kalp 
para onceden bellidir; N =-== 2 (a= 2 yahut b = 2) ve 
N = 3 ic;in, gruplardan birinin iki parasm1 kar$11a$tlr
makla kalp para belirlenir. N ~ 3k i<;in, k tartma i$lemi 
ile kalp paranm bulunmasmm mlimktin oldugunu kabul 
edelim ve 3k < N ~ 3k _,_ 1 olsun. A gurupundaki paralar
dan 2x <;ift sayidakini ve B gurupundaki paralardan 2y 
c;ift say1dakini ay1rallm, $fiyle ki, 

x + y ~ 3k, N- (2x + 2y) ~ 3k 

•) N = 2 lsttsna:t hallndm a= b = l dlr ve kelp pnrnyr bulmnk 

milmkiln olmaz. 
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N-3k 

2 

olsun. $imdi terazinin kef elerinden her birine x l'Xiytda A 
gurupundaki paralardan ve y say1da B gurupundaki para
lardan koyahm; geriye N, ·. - N · 2x - 2y ::5 3" tane para 
kalacaktir. Bu tartma i$1eminde (a1 dencyi) t<'razi 
kefeleri dengede kahrsa, kalp para geri kalan N1 tane 
para arasmda (yani A gurupunun a 1 - a- 2.~ paralari 
yahut B gurupunun b1 r=,- b - 2y paralar1 arasmda) 
bulunur; kcfelerdcn biri digerinden ag1r gclirse, kalp 
para ya daha hafif gclen kcfedeki A gurupunun x 
paralar1 arasmda yahut daha agJr gelen kefedeki B guru
punun y par~lar1 arasmda bulunur. Fakat Na :::5 3k ve 
:i· i.. y ::5 3k oldugundan, hipotezimize gore, k say1da 
tartma i$lemi ile her halde, kalp paray1 bulabiliriz «; 
buradan, N < 3"+1 say1da paralar arasmdan kalp para
run en fazla k + 1 tartma i$lemi ile bulunabilecegi anla$1hr. 
Bu ise yukardaki iddiay1 gcsterir. 

Aym problem, N say1da tekmil paralarm kalp olma 
ihtimalinin aym olmamas1 halinde sorulabilir (mesela 
bunlardan baz1larmm dJ$ gortinii$U bizi $iipheye dU.c;Ure
bilir). Promlcm 20 de (sahife 104) old.ugu gibi, paralar1, 
kalp paramn terazinin iki kefesine konulan C$it say1da 
para ihtiva eden iki gurupla bir kcnara b1rak1lan gurupta 
bulunmas1 ihtimalleri mi.imki.in oldugu kadar birbirine 

•) N > 2 tse x = y = 1 yahut a, = b1 = 1 hall art1k lstlsnal h9.! 
deitll '.llr; gen:ektcn, A grupunun isUphcll pnrasmclnn ve 11 grupunun 
tUPhell pn.ra~mdan ba$kn, ellmlzcle, kalp olmachltmdnn emln olduitumuz 
bellrll 11ay1da para bulunur: bu paralnrdan hlrlnln al:1rh1l1, &Uphell 
l>aralardan blrtn'n ak1rllih lie kas1la11tarilarnk, ynlnrn b!r tnrtma lie, k1tlp 

Dara bcllrlenebfllr. 
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yakm olan, Uc; gurupa ayumak abes bir i$1em olmaz. 
BOyle bir i$lem yap1hrsa kalp paray1 bulmak icin IUzumlu 
tartma i~emi say1s1 belki, (2) e~it:;izliklcri ile verilcn 
say1dan bilyUk olabilir; bununla berab.::r, bu tartma i$1emi 
say1smm ortalama degari milmkiln oldugu kadar kilcUk 
olacakbr. 

$imdi aym tipte fakat evvclkine nazaran biraz daha 
kar1$1k bir problemi inceleyccegiz. 

PROBLEM 22. - 12 tane madcni para gozonilne 
alahm; bunlarm 11 i aym ag1rllkta olsun; on ikincisi kalp 
olup digerl~rind.en ancak agll"hg1 ilc farkhd1r (ilstelik 
digerlerinden daha hafif veya daha ag1r oldugu da bilin
miyor). Kalp paray1 bulmak ic;in bir terazi ile yapdan 
IUzurnlu tartma i$leminin minimum say1s1 nedir? Kalp 
para digerlerinden daha hafif mi yoksa ag1r m1d1r? 

Aym problem para say1s1 13 olmas1 halinde de incc
Jeyiniz. 

Burada a dencyinin 24 (yahut 26) milmkiln neti~si 
vardir (12 yahut 13 madeni paramn her biri kalp·olabilir, 
ve iistelik, herbil'i digerlerinden daha hafif veya daha 
agir olabilir). Tekmil neticelcrin C$it olarak muhtemel 
olduklan kabul edilirse, ~ nm H (~) entropisi log 24 e 
yahut log 26 ya C$it olacakt1r. ~u halde log 24 (yahut 26) a 
e$it bir informasyon elde edilrnelidir. k say1da tartma 
i$leminden ibarct olan Ak = !Xia.:; ••• !X• karma i$lemi 
k log 3 = log 31.: ya e$it olan bir maksimum informasyon 
vcrdiginden vc 3 · = '%7 oldugundan, ilk bak1$ta kalp 
paray1 bulmak ve bunun digerlcrinden hafif veya agir 
oldugunu belirlcmek ic;in, para say1smm 12 veya 13 olmas1 
hallerinde, 3 tartma i$1eminin kafi gclecegi dil$ilnU1iir; 
hakikatte 3 tartma i$1Cmi, para say1smm 13 olmas1 halinde 
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krui degildir; bu keyfiyet, 3 tartma i$leminin verdigi 
informasyon biraz daha dikkatJe incelenerek kolayca 
gori.i!Ur. 

Ger~kten, ilk tartmada terazi kefelerinden her birine 
I er, yahut 2 $er, yahut 3 er, yahut 4 er, yahut 5 er ve 
nihayet yahut 6 ~r para konabilir. Bu deneyleri cx1 w 
ile gosterelim ( i -1, 2, ... , 5, 6). Eger i say.is1 1, 2, 3 
yahut 4 e c~it ise ve eger tcrazi dcngede ise, cx1 <1> deneyi, 
kaJp para.nm, gcri kalan 13 - 2i say1da paralardan 
bhi o1dugunu gosterir; bu say1 en az 5 e e$it oldugundan, 
geriye en az 10 mtimki.in netice kahr ve sonra yapllacak 
iki tarma i$lemi kalp paray1 ve agirligm1 belirlemeye kafi 
gelmeyebilir (gerGekten, 2 log 3 = log 9 < log 10 dur). 
Eger i say1s1 5 yahut 6 ise ve eger a.1 rn dcneyinde terazinin 
ltefelerinden biri (mese!a sagdaki) digerlerinden daha agir 
gelirse cx1 <•l deneyi, kalp para digerlerindcn daha ag-Ir ise, 
sagdaki kefe ic;indeki i say1da paralardan biri oldugunu, 
eger kalp para diget'lerinden daha hafif ise, soldaki kcte
deki i say1 da paralardan biri oldugunu gosterir; bu haJde 
de, (3 deneyi ic;in i + i = 2i ~ 10 mtimki.in netice kahr 
ve iki tart! i$lemi neticeyi belirJemek i!;in yine kafi 
gelmcz. 

~imdi para say1smm 12 olmas1 halini inceliyelim. 
a.. rn ilk deney olsun, burada terazinin her kefesine i say1da 
para koyuyoruz. Eger terazi dengede kalirsa (cx1 Ci) nin 
bu neticesini E ile gosterecegiz), kalp para geri kalan 
12 - 2i say1da paralar arasmda bulunur, bu ise (3 nm 
(24 toplam neticesinden) 2(12- 2i) rnUmkUn neticesine 
tekabi.il eder. Eger sagdaki kefe daha ag1r gelirse (D 
neticesi), kalp para digerlerinden ag1r ise sag kefedeki 
i say1da paralar arasmda, digerlerinden hafif ise sol kefe
deki i say1da paralar arasmda bulunur; $U halde bu, 

f. 8 
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~ run 2i say1da neticesine tekabill eder. Keza, eger soldaki 
kefe daha ag1r gelir ise { G neticesi), bu, ~ run 2i sayida 
neticesine tekabill eder. Demek oluyor ki, a 1 O> nin U~ 
neticesinin ihtimalleri s1ra ile 

2{12-2i) 

24 

6-i 2i i 
- --6-, 24 =12 ve 12 

dir. Buradan anla~1hr ki « 1 <1>, a1 <2>, a1 <3>, a1 <4>, a1 <5> ve 
a 1 <G> deneylerinden entropisi en bi.iyi.ik olan a 1 <4> deneyidir, 
zira bu deneyin U~ neticesi e~it olarak muhtemeldir; ~u 
halde bize en bilylik informasyonu veren bu deneydir ve 
bu deney ile b~lamak en uygundur. $imdi iki mlimkiln 
haJi inceliyelim. 

A) Bu ilk tartmada, kefeler dengede kahr. $u halde 
kalp para geri kalan dart para arasmdadlr. O halde iki 
tartma ile bunlardan hangisinin kalp oldugunu ve kalp 
paramn digerlerinden hafif veya ag1r oldugunu belirlemek 
laz1md1r; 2. 4 = 8' milmkiln hal kald1gmdan, ve 32 = 9 > 8 
oldugundan bunun mlimkiln olacag1 limit edilebilir. Bununla 
beraber terazinin kefelerinin her birine bu dart paradan, 
ikisini bir kenara bJrakarak, hirer tane koyarsak (a2<1 > 

deneyi), ve eger terazi dengede kaltrsa, ha.la mlimkiln olan 
dart neticeden hangisinin vuku buldugunu bir tartma 
i~lemi ile belirlemek la.zJmdlr ve bu ise mlimktin degildir 
(zira 4 > 3 dlir); eger dart paray1 iki~er iki~er kefelere 
koyarsak {a:?.<2> deneyi) ve kefelerden biri daha agir 
gelirse, yine ~ deneyi i~in dart mlimkiln hal kallr ve yine 
kalp parayi belirlemek i~in iki tartma i~lemi kafi gelmez. 
$u halde para saYJiSI 12 olmas1 halinde problemi ~zmek 
i~in u~ tartma i~lemi kafi gelmez gibi garilnlir. 
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Fakat acele hiiki.im vermemek laz1md1r. Zira hentiz 
elimizde ikinci tartida kullanmad1g-Jm 1z ve ka]p olmayan 
4 + 4 = 8 tane para bulurunaktad!r; ~u halde a2 deneyi 
i<;in ikiden fazla miimki.in hal vardir. Elimizdeki dort tane 
paradan sagdaki kefeye i tane soldakine j ~ i tane ve 
bundan ba~ka soldaki kefeye kalp olmad!g1 bilinen para
lardan i - j tane para koymaktan ibaret olan deneyi 
a2 1'· 1> ile gosterelim; bu tarzda, a2(l, 1 > ve a2<2• 2> deney
leri yukarida incelenen a"<1> ve a}2> deneyleridir. p(E), 
p CD), p ( G) ile, a.2 ' i, i> deneyinde s1ra ile, terazinin dengede 
kalmas1, sag kefenin ag1r gelmesi, sol kefenin ag1r gelmesi 
ihtimallerini gosterelim. Bu ihtimalleri hesaplamak kolay
dir; bunlar s1ra ile E, D ve G olan uygun neticelerin, 
toplam neticeler (8 e e!?it olan) say1sma oranma ~ittir. 

Mi.itekabil degerler a!?ag1daki cetvelde gosterilmi~tir, bu 
cetvel aym zamanda a2 "· i> cteneyinin H (a2< 1• i>) entropisini 
de verir [bu entropi - p(E) Jog p(E) - p(D) log p(D) 

- p(G) Jog 71(0) ye ~ittir]: 

- - I H (r1.~I.!) ) i j p(E) p(D) p(G) 

l I ~ i t 0,452 

l 0 ~ -k ~ 0.320 
2 2 0 ! ! 0,301 

2 I t 3 .! 0,470 
8 • 

2 0 ! i t 0,452 

3 I 0 ! ! 0,301 
.! 

I 

3 0 i 3 0,470 
8 • 

4 0 0 ! i 0.301 



116 lhtimnllyet ve ln!ormas)'on 

Bu cetvelde, a..a<2,t> ve CJ...?(3,0> deneylerinin en bUyi.ik 
entropiye malik olduklar1 gorilli.ir ve bu entropi 0.470 e 
e~ittir; ~u halde maksimum informasyonu elde etmek icin 
kefelerdcn birine, iginde kalp para bulunmas1 muhtemel 
olan do rt ~i.ipheli paradan ikisi, ve diger kef eye bir ~i.ipheli 
para ve bir de kalp olmad1gi bilinen bir para, yahut 
kefclerden birine Uc ~Upheli para ve diger kefeye Uc tane 
kalp olmayan para koymak laz1mdir. Bu iki ha.Ide de 
tigi.incti tartma ile kalp paranm ve ag1rhgmm belirlenebi
lecegini gormek kolaydir. Ger~kten cx,<2.1> yahut a}3.0> 

deneyleri E neticesini vcrirlerse kalp para, tartllmaya 
katllmayan $i.ipheli parad1r; digerlerinden ag1r ya.hut hafif 
oldugunu ta.yin etmek ic;in 11 paranm biri ile kar~Ila$tir
mak kafidir (i.icUnci.i tart1). Eger a 212•1 > deneyinin neticesi 
D ise kalp para, ya terazinin sag kefesinde bulunan iki 
paradan biridir ve bu ha.Ide digerlerinden agirdir, yahut 
geri kalan tek ~Upheli paradir ve bu halde digerlerinden 
hafiftir; sag kefede bulunan iki paramn ag1rhklari kar$1-
la~tmlarak (i.ic;ilnci.i tartma) problemin ceztimi.i buluna
cakt1r (iki para aym agirhkta i~e kalp para, tic;tinci.i ~i.ipheli 
parad1r; aksi halde ikisinden ag1r olamdir). Eger a~ <3.0> 
deneyinin neticesi D ise kalp para sag kef edeki tit; $i.ipheli 
paradan biridir, ilstelik digerlerinden ag1rd1r; bu Uc $ilpheli 
paradan ikisinin ag1rhklar1 ka}'$1la~tmlarak (i.ic;i.inci.i tart1) 
~ nm neticesi bulunur (ikisi de aym agirlrkta ise kalp para 
i.ic;i.inci.i $Upheli paradir, ak-si halde, iki $i.ipheli paradan 
agir olamdtr). Keza a: <2•1 > ya.hut a., <3.0> deneylerinin neti
cesi G olmas1 hali incelenebilir. 

B) Birinci deneyde, kefelerden birinin (mesela sag
dakinin) daha agar geldigini farz edelim. Bu halde kalp 
para ya sag kefedeki paralardan biridir ve bu takdirde 
digerlerinden agird1r, ya.hut soldaki dt'rt paradan biridir 
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ve bu halde ise digerlerinden hafiftir. lkinci tartmada, 
sagdaki kefeye, «sagm» paralarmdan ii tane «solun» 
pa~larmdan i 2 tane, ve soldaki kefeye, «sagm» parala
rmdan i1 tane «solun» paralarmdan J .. tane koyabiliriz ve, 
kalp olmachgm1 bildigimiz (i1 + i z) - (j, + j~) tane para 
ile (bunlar ilk tartiya katllmayan dort parad1r) kefeler
deki paralarm say1s1m e~it ktlanz; i1 + L ~ ii+ i2 farz 
ediyoruz. Buna tekabUJ eden deneyi a.2 <11• ;, ; ;,, ;,) ile goste
recegiz. Burada da yukarida yap1lchg1 gibi i1, L, i1 ve i2 nin 
tekrnil mUmkUn degerleri ile tx2(i,, fa; J,, h> deneylerinin 
entropilerini belirlernek mUmktindUr; fakat mUmkUn hal
lerin say1s1 kafi derecede btiyUk oldugundan bunlardan 
baz1Jar1m onceden gozonUne almama yolunu aramak daha 
uygun olur. O'c;UncU tartmm (a. deneyinin) yapllmas1 ile 
elde edilen informasyon log 3 den btiyUk olanuyacagmdan 
[ gerc;ekten H (ex . ) ~ log 3 dUr], ikinci tart1dan sonra ~ 
ic;in U!; mUmkUn neticeden fazlasmm olmamas1 icap 
ettigine i~aret edelirn. Buradan, ikinci tartlya katilmayan 
$Uphe1i para say1smm 3 den btiyUk olam1yacag1 neticesi 
~1karihr, zira a.2 nin neticesi E olursa bu paralar yine 
~Upheli kal1rlar. 

Su halde 

olmamas1 laz1md1r ve 

oldugundan 

olma1Id1r. 
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Eger a 2 <11 • ii; i•. ;» deneyinin neticesi D ise kalp para 
ya sag kefedeki «sagm» ii paralarmdan biridir ve bu 
halde digerlerinden agird1r, yahut sag kefedeki «solun» j" 
paralarmdan biridir ve bu halde digerlerinden hafiftir; 
keza, bir G neticesi halinde, kalp para ya sag kefedeki 
csolun> i 2 paralarmdan biridir, yahut sol kefedeki «sagm> 
i1 paralarrndan biridir. $u halde iki e~itsizlik daha elde 
ederiz: 

i1 + i2 .s 3, 

i2 + j, .s 3. 

$imdi ~artlanm1z1 saglayan tekmil halleri a~ag1daki 

cetvelde gosterelim: 

il is j1 it p(E) p(D) p(G) H (~Ci,.i, ;1,.i,>) 

-------- -- ----
2 I 2 I l 3 3 0,470 ·l "B 5 

2 I 2 0 3 1 3 0,470 b ' 8 

2 I 1 I 3 :l i 0.470 "8 ii 

I 2 I 2 ! :I 3 0,470 'f II 

I 2 I I 3 I 3 0.470 IS I !I 

I 2 0 2 :i 3 1 0.470 ll ii' 

3 ' I 1 0 3 :I I 0.470 lJ lJ " 
2 ' '2 1 I I :I 3 0,470 -l lJ ti 

2 2 1 0 :l 1 3 0,470 lJ I 8 

2 2 0 I 3 :I ~ 0,470 
~ 

jf iT 

I 3 0 I 3 I 3 0,470 lJ I p; 

3 2 I 0 I '.I 3 0.470 4 Ji" g 

2 3 0 I l 3 3 0.470 " ii ' 
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Boylece, ~ deneyi hakkmda, a2 deneyinin 0,470 e e;it 
informasyon ihtiva eden, evvelkinde oldugu gibi 2 de~ik 
hal degil, 12 degi$ik halin mevcut oldugunu gorUyoruz 
(burada /(a.",~) informasyonunun H(a.2 ) ye e$it oldugu 
tamamen a$ikard1r]. Se~ilen hal hangisi olursa olsun, elde 
edilen informasyon miktar1 ~ nm neticesini bir deney ile 
(U<,;UncU tartma ile) belirlemeye kafi gelecektir. Mesela 
a 2 <2• i : 2 . 1 > deneyi i~in bir E ncticesi olmas1 halinde kalp 
para, tartmaya katilan «soldaki» iki paradan biridir; bunun 
digerlerinden daha hafif oldugu bilindiginden, bu iki para
nm ag1rhklarm1 kar$lla$hrmak kafidir (yahut bu iki 
paradan birini, kalp olmadJg1 bilinen bir para ile de 
kar~1la$hrilabilir. Aym deneyin bir D neticesi halinde, 
kalp para digerlerinden agird1r ve sag kefedeki «sagm» 
iki parasmdan biridir, yahut kalp para digerlerinden 
haf iftir ve bu, sol kef ede bulunan «solun» tek paras1d1r; o 
halde kalp paray1 bulmak i<,;in •sagm» iki $Upheli parasmm 
agirhklarim kar$1la$tlrmak kafidir. a.~<2. 1: 2• 1 > deneyinin 
G neticesini vermesi hali aym tarzda incelenir. 

BOylece problem, para say1s1 12 olmas1 halinde tama
men coztilmU$ olur. ~imdi para say1smm 13 olmas1 halinde, 
kalp paranm belirlenmesi i<,;in dort tartma i$leminin kafi 
gelecegini gostermek kolayd1r (yukanda Uc tartmanm 
yetersizligini gostermi$tik). Terazi kefelerinin her birine 
4 er para koyallm ve 5 tanesini bir kenara b1rakahm. 
Kefelerden biri ag1r gelirse, para say1smm 12 olmas1 prob
lemindeki ilk tartmamn bir D neticesinin vermesi halindeki 
aym durumda bulunuyoruz (ehemmiyeti olmayan yegane 
fark, kalp olmad1gmdan emin oldugumuz para say1smm 
4 yerine burada 5 olmas1d1r); bu halde, ~ nm neticesini 
Uc tartma ile belirlemek mtimktindUr. Terazi dengede 
kahrsa, $Upheli para say1s1 4 yerine 5 dir. Bu halde $Upheli 
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paralardan birinin ag1rhgim kalp olmad1g1 bilinen para
lardan biri ile kar~lla~t1rabiliriz; terazi dengede kalmazsa 
problem ~ozillmil~ttir; terazi dengede ise 4 ~tipheli para ile 
kar~1 kar~1ya bulunuyoruz; bu takdirde, iki tartma ile 
hangi pararun kalp oldugu ve agirhg1 belirlenebilir (bak. 
A hali, sahife 114). 

Problem 22 nin ~artlarmda, kalp paranm bulunmas1 
ve bunun di§erlerinden daha ag1r veya daha hafif oldugu
nun belirlenmesi istenmektedir. Bu son ~arttan sarf1 nazar 
edilirse, bir~ok hallerde lilzumlu tartma say1smm eksile
cegi ilk bak1~ta limit edilebilir. GerQekten f3 nm milmktin 
neticelerinin saylSl yanya iner (para saylSl N olduguna 
gore milmktin neticeler 2N yerine N olur), ve deneyin 
entropisi hayli (log 2 kadar) azal1r. Para say1s1 N nin 
33 = 27 olmas1 halinde, yahut N nin 27 den biraz kil~ilk 
olmasma tekabill eden her halde, kalp paranm ti<; tartma 
i~lemi ile bulunacag1 limit edilebilir. Hakikatte bu ooyle 
olmaz: para sayismm 13 olmas1 halinde kalp para ii~ 

tartma ile belirlenebilirsee de bu, para say1s1 14 olmas1 
halinde milmkiln degildir ve bu halde dort tartma i~lemi 
laz1mdir. Bu, ~undan ileri gelir: agirhg1 aranmadan, 
sadece kalp para aramyorsa, bir terazide ag1rhk kullan
madan paralar1 tartrnaktan ibaret olan o. deneyinin entro
pisi, gene! olarak /(a., f3) informasyonuna e~it olmayacak
tlr. Zira, artlk f3 run neticesi a. nm neticesini belirlemez: 
hangi kefenin agir gelecegini bilmek i~in, kalp paramn 
hangi kefede bulundugunu bilmek kafi gelmez, bu kalp 
paranm digerlerinden daha ag1r veya daha hafif oldugunu 
da bilmek Jazimdrr. ex. deneyinin bir «yabanc1» informasyon 
(bak. sahife 81), daha a~1k olarak, kalp paranm agirbg1 
hakkmda bir informasyon ihtiva ettigi de s0ylenebilir. 
Bundan dolayi bu halde, lilzumlu olan tartma i~lemlerinin 
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sayis1 log N flog 3 Un hayli tizerinde bulwmr (log N, ~ 
deneyinin entropisidir; log 3 bir tartmarun maksimum 
entropisidir) . 

Evvelki problemin genelle$tirilmi;; hali : 

PROBLEM 23. Aym degerde N tane madeni para 
goz0nline a1al1m; bunlardan biri kalp olup digerlerinden 
ya biraz daha agir yahut biraz daha hafiftir. Kalp paray1 
bulmak ve bunun digcrlerinden daha hafif veya daha ag1r 
oldugunu belirlemck i~in bir terazide agirhk kullanmadan 
yap1lan tart.ma i$lemlerinin minimum k say1s1 nedir? 

Evvela, gozonline alman deneyin entropisi log 2N ye 
e$it oldugundan ve k say1 da tartma i$leminden ibaret 
olan A· = cx

11 
cx

2
, ••• , w deneyinin entropisi k log 3 =log a.~ 

dan kli~Uk oldugundan 

31c 
2N ~ 3", N ~ -

2 

dir; $U halde N ve k tam ve 3" tek say1 oldugundan 

N~ 

olur. Demek oluyor ki, 

31'- l 

2 

log (2N + 1) 
k 2! loga (2N + 1) = ----

Iog 3 

dir. Mesela N > 1/ 2 (3a -1) = 13 ise, kalp para Uc tartma 

i$leminden daha az1 ile belirlenemez. 
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Hatta, N = 1/2 (3k - 1) ise, kalp paray1 bulmak ve 
ag1rhgm1 belirlemek it;;in k say1da tartmanm kafi gelme
digini gormek kolayd1r (mesela, N = 13 i!;in bu belirleme 
tekmil hallerde milmklin degildir). Bu keyfiyetin ispatI, 
N - 13 i!;in verilmi~ olan ispattan esas baklmmdan farkll 
degildir (bak. Problem 22 nin ba$lang1c1). Ger~ekten, 

A1 - a.11 a.2, ... , a.• deneyinin entropisini hesaplarken her 
tartmarun entropisinin log 3 e C$it oldugunu farz ettik, 
fakat $imdi gozoniine alman halde, N = 1/ 2 (3~· - 1) 
say1s1 3 ile boli.inemediginden, daha ilk tartmamn (a.1 
deneyinin) entropisi log 3 den kti~tiktlir (ilk tart
manm tit;; neticesi e$it olarak muhtemel degildir). 
N - 1 = 3/ 2 (3k 1 - 1) say1s1 3 ile oollinebildiginden, ilk 
tartmada her kefeye 1/3(N -1) = 1 2(3k-1 _ 1) say1da 
para koymak ve diger 1/ 3(N 1 2) = 1/ 2(31.:-1_ 1) say1-
da parayi bir kenara b1rakmak uygundw·; bu halde a.1 

deneyinin tit;; neticesinin , 

1/ 3 (N-1) 1 1 
----------N 

N - 3 3 ' 
1/3 (N-1) 

N 

1/ 3 (N + 2) 1 2 
-----=-+-N 

N 3 3 

1 1 
=---N, 

3 3 

ihtimalleri mtimktin oldugu kadar birbirine yakm olacak, 
ve bu deneyin H(a.1 ) entropisi maksimum olacakbr. Fakat 
bu takdirde, ilk tartmadan sonra mevcut olan [ ve 
Jog 2N - H(a.1 ) e C$it bulunan] belirsizlik derecesinin 
ancak k'- 1 tartmadan sonra s1f1ra C$it k1hnabilecegi 
gooterilebilir. Bu, en basit olarak $U tarzda ispat edilir: 
ilk tartmada terazinin dengede kald1g1m farz edelim; 
demek ki kalp para bir kenara b1raktlan 11 3 (N .J.. 2) = 
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1 2 (34·-1 + 1) say1da paralar i<;indedir; $U halde geriye 
f3 deneyi ic;in daha 3" +1 say1da milmklin netice kahr (kalp 
para bir kenara birak1lan paralardan biridir ve bu, diger
lerinden daha ag1r veya daha hafif olabilir); hakikaten 
vuku bulan neticeyi belirlemek ic;in k - 1 tartma ile veril
meyen, log (3hl + 1) e e$it bir informasyon elde etme
miz Hiz1mdir. Benzer tarzda, a 1 deneyinin (birinci tartma
nm) s~imi ne olursa olsun, bunun neticesi, f3 nm neticesini 
belirlcmesi i~in k - 1 say1da tartmamn kafi gelemiyecegi 
gosterilir (bak. N = 13 hali, sahife 121). 

~u halde 

1 
N=- (3k-1) 

2 

ise k-tartma i$lemi kafi gelmeyebilir. ~imdi N s112(3k-3) 
ise [yani k ~ log, (2N 1 3 -" log(2N + 3)/log3 ise] k 
tartma i$leminin kafi gelecegini gostcrelim *. 

En basit probelm ile ba$layahm: aralarmdan biri kalp 
olan N tane para gozonline alahm; diger taraftan ayri 
olarak, kalp olmad1g1 bilinen bir para verilmi$ olsun; kalp 
paranm bulunmas1 ve bunun digcrlerinden ag1r veya hafif 
oldugunun belirlenmesi isteniyor. Bu halde, evvelki halde 
oldugu gibi, N > 1 2 (3,.. -1) ise, deneyin neticesini 
belirlemek ic;in k say1da tartma kafi gelmeyecektir (kalp 
olmad1g1 bilincn bir paranm ilavesi, tabiatiyle, deneyin 
belirsizlik derecesini azaltmaz). Buna kaf$I11k, arbk 
N ..:..;= 1/ 2 (3k - 1) ise k tartmanm kafi gelmeyeceginden 

•) Bu meselenln a~lkllr olan Jkl lstlsnai ball vardrr: N = l he 

tablatiyle kalp paramn dll}'erler!nden aA-1r veya hatlt oldu~u llellrleneme;,:; 

N = 2 lse kalp paray1 bellrlemek lmkuns1zdrr. 
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emin degiliz. Ger~ektcn, yard.lmc1 paray1 kullanarak, birinci 
deneyin Uc; neticesi i<;in birbirlerine daha yakm ihtimaller 
elde edilebilir, ve bunun neticesi olarak evvelkine nazaran 
daha btiyi.ik bir informasyon bulunmu$ olur; bunun ic;in, te
razinin kefelerinden her birine, 1/3(N ;-2)= 1/ 2(3-"-1-1) 
say1da para koymak (bu 3"-1 - 1 say1da paralardan biri
nin kalp olmad1g1 bil4trnektedir) ve 1/3 (N - 1)= 
112 (3k-1 - 1) say1da !)tipheli paray1 tart1 dl$1 b1rakmak 
1az1md1r. Bu takdirde, ilk deneyin degi~ik neticelerinin 
ihtimalJeri koJayca gortilecegi gibi, 

[
N + 2 (N+2 )-
- 3- + -

3
- - 1 / 2N -

ve 

1 1 1 1 
= - +- ·-+-

3 6N 3 6N 

N-1 1 1 
- -/N=---

3 1 3N 

dir; ger~ekten bu ihtimaller evvelkine nispeten birbirlerine 
daha yakm olacakt1r. ~u halde a.. deneyinin H(a.1) entropisi, 
evvelkine nazaran daha btiytik olacakhr. Bu kU~ fark, 
kat'i olarak, kalp paray1 ve ag1rhgm1 k tartma ile belir
Jemeyi mUmkUn kilrnak ic;in kafidir. 

Bunu gostermek ic;in rekUrans yolu ile ispat kullanmak 
e1veri$1idir. k = 1 (yani N = 1 ic;in) iddiam1z a$ikard.lr. 
lddiam1zm k nm belli bir degeri i<;in dogru oldugunu kabu1 
edelim ve, 1/ 2(3k -1) < N < 1/2(3k+1-1) ise, k + 1 
.say1da tartma i~erninin kafi oldugunu gOsterelim; bu 
takdirde idiam1z tekmil hallerde dogru olacakt1r. Terazi 
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kef elerinden birine N say1da olan ~Upheli paralardan x 
sayida koyahm, diger kefeye, x -1 sayida $ilpheli par-a
lardan ve bir tane de kalp olmad1g1 bilinen para koyalrm. 
~u halde N 1 = N - 2x - 1 say1da kullamlmayan para 
kalacakttr. x i 

yani 

31' - 1 
2x - 1 :::; 31< ve N - 12x - 1 :::; - --

2 

3k - 1 
3k 2: 2x-1 2: N ----

2 

olacak tarzda se9elim; bunun N :::; 1/ 2 (3k n - 1) i~in 
mi.imkiln oldugu a$ikardir ger<;ekten, 

1 1 1 -
N - - (3k - 1) :::; - (3k -1 1 - 1) - - (37' - 1) = 3" 

2 2 2 

dir. !lk tartmada, terazi dengede kahrsa, kalp paranm 
kullarulmayan N

1 
:::; 1/2(31' --1) say1da paralar arasmda 

bulunmas1 icap eder; elimizde kalp olmadlg1 bilinen bir 
para bulundugundan, {yaptlan hipotez mucibince) bu, k 
tartma ile mi.imki.indilr. Aksine olarak, kefelerden biri 
digerinden daha ag1r gelirse, elimizde 2x - 1 :::; 3k sayida 
$Upheli para kahr; i.istelik, kalp para a say1da $ilpheli 
paralar arasmda ise bunun digerlerinden haf if oldugunu 
ve eger kalp para diger b sayida (a + b :::; 3k) paralar 
arasmda bulunuyorsa bunun digerlerinden agir oldugunu 
biliyoruz (eger birinci kefe agir geliyorsa a -= x - 1, 
b = x dir; eger ikinci kefe agtr geliyorsa a = fl', 

b = x - 1 dir; bu takdirde kalp paray1 belirlemek i~in 
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evvelkine ilaveten yapllacak olan k say1da tartma i$lemi
nin kafi gelecegini biliyoruz (bak. yukar1da problem 21 in 
f;OZilinil). 

$imdi ilk olarak gozonUne ald1g1m1z ve i~ersinde bir 
kalp para bulunan N s 1" 2(3"'- 3) say1da paralari yeni
den dil$Unelim. Dk tartmada terazinin her kefesine 
1/ 2(3k-l - 1) say1da para koyahm; geriye 

1 
N 1 =N-22 (3k-l -1) s 

1 1 
- (3"" - 3) - (3k-1 - 1) = - (3k-1 -1) 
2 2 

say1da kullamlmayan para kal1r *. Terazi dengede kahrsa. 
geri kalan N 1 :::; 1 2 ( 3k - 1 - 1) say1da ~Upheli para ilk 
tartmada kuJlamlmayan paralard1r; bu takdirde, iistelik 
elimizde kalp olmad1gm1 bildigimiz 3k 1 - 1 say1da para 
bulundugundan, yukar1da ispat1 yapllan iddia mucibince, 
kalp paray1 bulmak ve agirhgm1 be1irlemek i<;in k -1 
say1da tartma kafi gelir. Aksine olarak, kefelerden biri 
digerinden daha ag1r gelirse, 3k-1 - 1 < 3k-1 say1da 
~Upheli para kahr ve, eger kalp para a= 1/ 2 (3k- 1-1) 
say1da paralarm arasmda ise bunun digerlerinden hafif 
oldugunu, ve eger diger b = 1 2(3k-1 - 1) (= a) paralar 
arasmda ise digerlerinden agir oldugunu biliyoruz; burada 
da kalp paray1 k - 1 say1da tartma i$lemi ile tayin etmek 
mUmkUndUr (bak. problem 21 in f;OzUmUnUn son k1sm1) . 

•> N = l /2t3•-3J 01mas1 hallnde srozonUne allnan deneyln 
entroplsl mak,lmumdur ve. a., deneylnde <Ilk tartma) ~ hakkmda bulunim 
Ila.,.~> lnforma5yonu tam log 3 e hittlr. 
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BOylece, liizumlu tartma say1s1 hakkmda yukar1da ileri 
sUrdilgUmiiz iddia gosterilmi~ olur. 

Eger N bilyi.ik ise, 

log (2N + 3) 
k-1 < .$ k, 

log3 

e~itsizlikleri ile tarif edilen k saylSl yerine, f;Ok kil~ilk 
bir ha ta ile, log 2N / log 3 oram almabilir [ba~ka ifade ile 
N bilyi.idi.igi.i vakit, k (log 2N /log 3) oram si.ir'atlc 1 e 
yakla~1r]. 

Problemin bu nevi ~tlar1 tabiatiyle bir~ok tarzda 
degi!)tirilebilir. ~imdiye kadar ancak bir kalp para oldugu
nu ( daha dogrusu, agirhg1 digerlerinden farkl1 olan yalmz 
bir para oldugunu) f arz ettik; tabiatiyle iki (yahut daha 
fazla) paranm kalp oldugunu farz edebiliriz; en gilc; prob
lemler, kalp para say1smm evvelden bilinmeyen haller t~kil 
eder . Kalp paralarm farkl1 ag1rhkta olduklan yahut 
tekmil paralarm farkll agirhkta olduklari da dil~ilnillebilir. 
(Genel olarak <;ok kan~1k olan) tekmil bu problemlerin 
anahtar1 informasyon teorisidir. 

Yukaridaki izahat1m1z1 aydmlatmak i<;in iki basit 
misal verecegiz. 

') Bulletin of the American Mathematical adl1 AmerJkan matematlk 

<lergfs!nln 1956 y1Jmda yaymtanan blr say1smda, n tane (n > 1) ya~ut 
billnmeyen sayrda kalp para olduA'una ~ore (tekmU kalp paralar aym 
8 A'•rhkta, dlterlerlnden daha hafl! veya daha at1r olmak Uzere>. N 

~ay1da para arasmda kalJ> paralarr kat'I olarak bulmak ltln tartma 

1sfem!erlnln minlmum sa;i,"l.llm• belirleme problem! lncelenmJs ve ba 
riroblemln 1>raUk tatblkat1 olabllece#lne laaret edllmletlr. 
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PROBLEM 24. - 2 si kalp olan 7 tane madeni para 
d~ilnelim; aym ag1rhkta olan bu iki kalp para digerlerin
den ag1r olsun. Kalp paralari bulmak i!;in, bir terazi ile 
ag1rhk kullanmadan yap1lmas1 gereken tartma i~lemlerinin 
minimum k sayis1 nedir? 

Burada ~ say1smm, ~it olarak muhtemel 0 12 = 21 
say1da neticesi vard1r (ba~ka ifade ile, 7 para arasmdan 
2 para C1~ tarzda s~ilebilir); ~u halde H(~) entropisi 
(yani elde edilmek istenilen informasyon) log 21 e e~ittir; 
A. = ti1, ti2 , ••• , ti• karma deneyinin entropisi ise k log 3 
den kil!;ilktilr. $u halde A· nm neticesi ~ run neticesini 

I 

tamamen belirlerse (yani At kalp paralari belirlemeyi 
mUmkiln k1larsa) 

k log 3 ;;::: log 21, 3"' ~ 21 

yahut k tam say1 oldugundan 

k ~ 3 
olur. 

$imdi il!: tartma i~lemi ile kalp paralarm nas1l bulu
nabilecegini gosterelim. llk tartmada, kef elerden her 
birine bir, iki yahut Ucer tane para konabilir; bunlara 
tekabill eden deneyleri s1ra ile a.1 Cl>, ti1 <

2>, a.1 P> ile 
gosterecegiz. Eger P• ile ( i = 1, 2, 3) a.1 < •> in E neticesinin 
D, G nin ifade ettikleri mana i!;in sahife 113), D ve G 
neticelerinin ihtimalleri 1/2(1 - pi) ye ~it olacaktir; 
buradan 

neticesi ~1karihr. 
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Eger terazinin kefelerine birer kalp para, yahut birer 
kalp olmayan para koyarsak a.1 <1> deneyi E neticesini 
verecektir; 7 para i~inden mtimkiin olan tekmil tarzlarda 
~ift para se~me say151 0 1

2 = 21 oldugundan ve ~if t kalp 
para say1s1 1 e e~it bulundugundan, kalp olmayan paralar
dan te~il edilen ~ift para say1s1 c~· = 10 d1r ve, 

ve nihayet 

1+10 11 

21 =21 · 
1 -pl 

2 

5 
=--

21 

10 5 11 11 
H (a.1 <1>) = - -- log - - -- log -- ::s 0.443 

21 21 21 21 

bulunur. 

Teraziye konan dort para da kalp olmad1g1 yahut, 
kefelerden herbirine konan paralardan biri kalp digeri 
kalp olmad1g1 takdirde cx1 <2 > deneyinin neticesi E olacak
tir. Birinci olaym ihtimali C)•/01 4 

o -1/7 ye e~ittir (yedi 
para arasmdan dort paray1 0~4 tarzda almak milmktin
dtir); mtimkiin hale gelince, geri kalan ti~ paramn kalp 
olmamalari ihtimali C. /01';;..;;;;; 2/7 dir (ikisi kalp olan) 
dOrt paray1, her <;ift paranm biri kalp olmak tizere, iki 
ctfte ayirma ihtimali 2.2/C.~ = 2/3 e e~ittir (dort para 
ile c;i say1da <;ift tc$kil edilcbilir; bunlardan 2.2 tanesl 
bir kalp paradan ve bir de kalp olmayan paradan te~kil 
olunacakt1r). Buradan 

1 2 2 1 1-p. 1 
P2 =7+7·3=3 I 2 3 

/.' 
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ve 

bulunur. 

thtlmatlyet ve l ntormasyon 

1 1 
- log - =log 3 e 0,477 
3 3 

Nihayet, tartlya katilmayan elde kalan tek para kalp 
degilse (bu olaym ihtimali 5/ 7 ye e~ittir) ve eger tistelik, 
her kefede bir kalp para ve iki kalp olmayan para varaa,• 
(ooyle bir ayirma ile kar~1la~ma ihtimali 0.2

• 0 2
1/ 0 6

3 = 3/ 5 
dir, zira alti para ile herbiri Uc paradan te~ekkill etmi~ 
0 6

3 say1da gurup te~kil olunabilir ve bunlardan 0.2 . 0 2
1 

tanesi bir kalp para ve iki kalp olmayan paradan te$ekkill 
etmi~ o:acakbr), or.1 <3> deneyinin neticesi E olacaktir. ~u 
halde 

5 3 3 1-Pa 2 
Pa=-·-= -

7 5 7 2 7 

ve 

4 2 3 3 
H(a. <8 >) = --log - -- log - e 0.470 

l 7 7 7 7 

el de edilir, :~ ~Ide- .·a.1<1>, a.1 o>, a.1 <~ ... den~rimn,h 
entropisi en bilyilk olam ikincisidir' ... (bu '"aeneyin Uc 
neticesi e$it olarak muhtemeldir!); bunun neticesi olarak, 
ilk tartmada terazinin kef elerinin herbirine iki~er para 
koymak en elveri~li olur. Muhtelif milmktin halleri ince
leyecegiz. 

A - a.1 <2> deneyinin neticesi E olsun; bu takdirde 
iki ka1p para tartiya katJ1mam1~tir, yahut herbiri terazi 
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kefelerinden birindedir. Tekmil degi~ik hallerin incelen
mesi tizerinde, informasyon teorisi bak1rnmdan durmaya
cag1z (bak. problem 22 nin coztimti); sadece, co:;UmU elde 
etmek icin kafi derecede elveri~li olan bir hali gozontine 
alacag1z *. Bu, terazide (mesela sag kefede) bulunan 
paraJardan biri ycrine, tart1ya katilmayan paralardan 
birini koymakt1r (cxz deneyi) ••. Bu $(1rtlar altmda: 

Ai - Eger cx2 deneyinin neticesi E ise, kalp para
larm ya ikisi de tart1ya katilmayan paralardir, yahut biri 
«solun» iki parasmdan biri, ve digcl'i, sag kefede birinci 
ve ikinci tartmada bulunan parad1r. Bu iki halden hangisi 
ilc ka~1 kar~1ya bulunuldugunu belirlemek icin, «solun» iki 
parasmm agirhklanm kar~1Ja~tll'mak kafidir (ticilncU 
tartma) ; bunlarm ikisi ayru ag1rhkta ise, kalp paralar 
tartiya kat1lmayan paralardlr; aksi halde, «solun> iki 
paraGmdan hafif olam ile, «sagm» iki defa tart1lan 
paras1d1r. 

A2 - Eger cx2 deneyinin neticesi D ise, sagdaki 
kcfccten kaldmlan para muhakkak kalptir ve, soldaki iki 
paradan hangisinin kalp oldugunu belirlemek icin bunlarm 
ag1rhklar1ru kar~Ila~tirmak kafidir (iictincil tart1). 

AJ - Eger a.i deneyinin neticesi G ise, teraziye 
son konan para muhakkak kalpt1r; hentiz hicbir tartmaya 

•) Burada tntonnasyon teorlslnln faydaamm, llk tartmanrn na111 

ynp1laca4tni biZe aostermest oldutuna itaret edellm; problemln aerl 

kalnn k1smr zaten daha az kar111kt1r. 

• •) Burada tablatlyle 

2 2 2 2 8 8 
HCa.,> = - - Joa - - - Ioa - - - Ioa - a 0,470 

7 7 7 7 7 7 
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katllmayan iki paradan hangisinin kalp oldugunu belirle
mek icin, bunlarm ag1rhklarim kar~1la~hrmak kMidir 
(UcUnci.i tartma). 

B - Eger a.1 <
2> deneyinin neticesi D ise, kalp 

paralar, ya «solun> iki paras1, yahut «l.30lun> bir paras1 
ile tartmaya kablmayan paralarm biridir. Bu takdirde, 
«solun> iki paras1 aym ag1rhkta ise (bu ise ikinci tartma 
ile belirlenir) her iki para da kalptir, i.icUnci.i tartmaya 
IUzum kalmaz; bu iki paranm ag1rhklari farkl1 ise, ikisin
den hafif olam kalpt1r; ikinci kalp paray1 bulmak icin, 
tart1ya kablmayan ti<; paradan herhangi ikisinin agirhk
larim ka~1Ja~t1rmak kafidir (i.icUnci.i tartma); bu takdir
de kalp para ikisinden agir olamd1r; eger ikisi aym agir
hkta ise kalp para i.i<;i.inci.isi.idi.ir. 

a.1 <2 > deneyinin neticesi G olrnas1 hali aym tarzda 
incelenir. 

PROBLEM 25. - Aym gortin~te 5 tane madeni 
para gozoni.ine ahmyor; bunlardan (hepsi olmamak ~ar
tiyle) birkac1 kalp olup digerlerinden daha hafiftir (kalp 
paralarm hepsi aym ag1rhktad1r) . Bir terazi vas1tas1 ile, 
ag1rbk kullanmadan, kalp paralar1 kat'i olarak bulrnak 
i<;in, tartma i~lemlerinin minimum say1s1 nedir? 

Bu halde, mi.imktin neticelerin toplam say1s1 

dir (05° == 1, paralardan h i<;birisinin kalp olmamas1 neti
cesine, 0,1, bir kalp para olmas1 neticesine, 0 5=, iki kalp 
para olmas1 neticesine, v.s. tekabUl eder). Tekmil bu 
neticeler ~it olarak muhtemel olduklari gozontine ahmrsa 
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H(~) = log31 

elde edilir. Diger taraftan, k say1da mi.iteakip tartma ~le
minden ibaret olan A a = a.1, a.2, ••• , a.a deneyinin vukuun
dan elde edilen informasyon k log 3 den kiic;i.ikti.ir. Eger 
Aa nm neticesi ~ deneyinin neticesi ile belirlenmi$ ise, 

k log 3 ~ log 31 , 3" > 31 , 

ve k tam say1 oldugundan 

k ~ 4 

bulunw-. 

~u halde kalp paralar1 dort tartmadan daha az sayida 
tartma ile bulmak her vakit mi.imki.in degildir. Diger 
taraftan, log 3• = log 81, H(~) = log 31 den ~k bi.iyi.ik 
oldugundan, dort tartmanm kolayca neticeyi verecegi 
i.imit edilebilir r gerc;ekten, bu takdirde, (X.1 ( i = 1, 2, 3, 4) 
tartmalarmdan herbirinin entropisi log 3 ten hay Ii ki.ic;i.ik
ti.ir] ; hatta, ilk tartmamn iki degi$ik halinin herbirine 
bagh entropiyi hesap etmek Ji.izUJJlDUZdur. Hakikatte, iki 
degi$ik hal, problemi c;ozmeyi mi.imkiin kllar. 

A. - !lk tartmada terazi kef elerinin her birine, 
yalniz bir para kondugunu farz edelim. Bu takdirde kefe
lerden biri digcrinden agir gelirse, bu iki paradan hafif 
ge!eni kalp paradir. $imdi diger iki paramn ag1rhgm1 ilk 
ikisinin ag1rhg1 ile kar$lla$tirahm; eger daha ag1r gelir
lerse bunlar kalp degildir; eger daha hafif iseler ikisi de 
kalpt1r; iki halde de son be$inci paranm kalp olup olma
dlg1ru belirlemek kahr, bu ise bu paranm agtrl1gmm diger 
dort paradan birinin agirhg1 ile kaI'$ll8$brdarak yap1hr 
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(U~iincU tartma); bu halde dordUncU tartmaya ltizum 
kalmaz. tkinci para i~f ti ilki ile aym ag1rhkta ise, bunun 
da biri kalp digeri kalp degildir; kalp o!amm belirlemek 
i~in, bunlarm ag1rhklanm kaf$lla$brmak katidir (U~cU 
tartma) ; bu haldc sonuncu paranm kalp olup olmadlg1ru 
belirlemek kahr, bu ise bir dordiincU tartma ile yap1hr. 

$imdi ilk iki pararun aym ag1rhkta oldugunu farz 
edelim; bu takdirdc ikisi de kalpbr, yahut ikisi de kalp 
degildir. Bunlarm ag1rhklar1ru ikinci para ~iftinin ag1rhg1 
ile k~lla$brahm. Bu ikinci para ~ifti ilki ile ayru ag1rhkta 
ise, sonuncu paranm ag1rhg1, diger dort paradan birinin 
ag1rhg1 ile kar$lla$tmhr (U~iincU tartma; bu halde dor
diincU tartmaya lilzum kalmaz) ; cger be$inci para diger 
dort para ile aym ag1rhkta ise, hig kalp para yoktur; eger 
daha hafif ise, kalp para yalruz budur; eger daha ag1r ise, 
ilk dort para kalpt1r. Eger ilk para (;ifti ikinciden daha 
hafif ise, ilk iki para kalpbr; ikinci (;iftin paralarmm 
ag1rhklar1 kaf$lla$brilarak (U~UncU tartma), bunlarm 
arasmda kalp para o!up olmad1g1m belirliyecegiz; nihayet 
be$inci paramn kalp olup olmad1gm1 belirlemek kahr, bu 
ise bir dordUncU tartma ile yap1hr. tkinci para ~iftinin 
birinciden daha haf if olmas1 halinin incelenmesini okuyu
cuya b1rak1yoruz. 

B. - nk tartmada terazi kefelerinden herbirine tki 
para kondugunu fark edelim. Her halde, milteakip tart
malarda, «solun> iki paras1, sonra «sagm> iki paras1 
kaf$lla$tmlarak (ikinci ve UG\lncil tartmalar; zaten bir(;Ok 
hallerde ilcilncil tartmaya IUzum kalmaz), ilk dort para 
arasmda hangilerinin digerlerinden daha hafif oldugunu 
belirleyeblliriz. Nihayet dordilncil tartma Ue be$inci para
nm ag1rhg1 bellrlenir. 
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tnformasyon teorisi, bilhassa, (para say1s1) N btiyilk 
bir say1 olrnas1 halinde kalp paralar1 bulmak icin ltizwnlu 
tartma sayis1 olan k nm btiytiklilk mertebesini belirlemek 
istenildigi vakit faydahd1r Mesela, N tane para arasmda 
ikisinin kalp ve digerlerinden hafif olmas1 halinde (bak. 
problem 24), basit bir informasyon hesab1, N btiyilk ise 
knm 

log o.r 
log 3 

log 1/2 N 2 2 log N 
e! ---- - 0,63 ... 

log 3 log 3 

mertebesinde oldugunu dti$Unmemizi mtimkiln kllar (her
haJde bu, CN2/log 3 den kticilk olmayacakt1r); tistelik, 
daima ilk tartmada kef elerden herbirine iki para koymak 
daima eJveri~li olacakt1r. Eger N say1da paranm bazllan 
kalp olup digerlerinden hafif ise (bak. problem 25) ve 
eger N btiytik ise, k, 

log ( 011° + 0111 + . . . + Ctl'-1) 

log3 

Jog (2N-l) 

log3 

Jog2N 
----0,63N 
log3 

orarunm bUyUkltik mertebesinde olacaktlr (herhalde bun
dan ki.ictik olmayacaktlr), v.s. 



BOLUM IV 

HAT YOLU ILE ULA~TIRMA PROBLEMLERINE 

INFORMASYON TEORISININ TATBIKI 

§ 1. Temel Anlamlar. Bir ~ifrenin Ekonomiai 

BOilim II de izah ettigimiz entropi ve informasyon 
anlamlarmm daha iyi anla!i1labilmesi i~in Boltim III de, 
matematik oyunlari nev'inden baz1 «eglenceli» problem
leri inceledik. Bu problemlerin «oyun» olma karakteri bazi 
okuyuculann ilgisini azaltabilir; halbuki, informasyon 
teorisinin ba!imda bu teorinin ~ok mtihim pratik tatbikatl 
oldugunu soylemi!itik. Bu ooltimde, daha evvel izah1ru 
verdigimiz analmlari basit fakat ~k ciddi problemlere, 
hat yolu ile haber ula!itirma problemlerine tatbik edecegiz. 
Bu problemlerin, «d~linillen» bir saymm, yahut muayyen 
bir say1da tartma i!ileminden sonra kalp paralarm belir
lenmesi gibi, «eglenceli» problemlerle bir~ok mli!iterek 
noktalari bulunacakt1r; bu sebepten, evvelki paragraflarda 
kullamlan bir~ok ispatlardan ula!itlrmanm teknik prob
lemlerinde faydalamlacaktlr. 

Evvela bir informasyonun hat yolu ile ula!itlrllmasmm 
~masrm inceleyelim; misal olarak telgraf i ele alal1m. 
Hattm bir ucundan, «gonderen», latin alfabesinin 26 harfi, 
yahut b~ka bir alfabenin 32 harfi veya 10 rakkam (!iifreli 
ula~hrma) veyahut ayru zamanda harfler ve rakkamlar 
yard1miyle bir haber gonderir. Adi hath telgraf halinde 
bu i~eti ula!it1rmak i~in telgraf ~1run, karakteristiklerini 

-188-
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isteginc gore degi!jtirebilecegi bir devam11 ak1m bulunur· 
boylece telgrafc,;1 seri halinde i$aretler gondcrir ve bunlar: 
hattm diger ucunda bulunan ikinci telgraf c,;1 taraf mdan 
ahmr. Umurniyetlc pratikte kullamlan en basit i$aretler 
bir akimm gondcrilmcsi (yani belirli bir zaman ic;in bir 
devirin kapatilmas1) vc poz denilcn aklmm yoklugu (yani 
belirli zaman ic;in devirin ac;1lmas1) d1r; belirli i$8retler 
yerine belirli harfler ve rakkamlar konu1mas1 onceden 
tespit edilmcsi $artI ile, herhangi bir haber ak1m ve poz 
gondermcleri ile ula$tmlabilir. 

Ul8$tnmalarda, her ula$fmlan habere tekabi.il eden 
kaide muhtclif i$8retlcrin bir terkibi olup buna §ifre denir 
( mesela telgraf halinde bu, telgraf $ifresidir) ; bir haberi 
muhtelif i~'lretlere c;evirme i$lemine haberi §ifrc'lemc denir. 
Sadecc iki bas it i$aretle te$kil edilen ~if rel ere (mruela bir 
aklmm ve bir pozun gonderilmesi gibi) ikili tjif reler denir; 
Uc; i$arettcn faydalanan $ifrelere ~lU §ifreler denir, v.s. 
Telgrafta c;ok kullarulan Morse $ifresindc («Morse Alfa
besi>), her barf veya her rakkam, c;ok k1sa ak1m gonder
meleri ( «noktalar») ve Uc; dcfa daha uzun sUren ( «c;izgb) 
ak1m gondenneleri ile gostcrilir, cnokta» ve «<;izgiler> in 
aralari, «nokta> stiresinde, c;ok k1sa pozlarla ayrilm1$tir; 
harfler arasmda beyaz bo$luk, Uc; zaman birimine ~it 
(yani toplam Bilresi bir «<;izgi» ninkinc ~it olan mUteakip 
tic; poz sUresi kadar) bir zaman kadar ak1m kesmesi ile, 
ve kelimelcr arasmda beyaz bo$luk ise, alt1 zaman birimine 
C$it bir zaman kadar ak1m kesimi ile gosterilmi$tir. 
Teleskriptor aletlerinde c;ok kullamlan Baudot $ifresinde 
her harfe be$ elementer i~etin muayyen bir terkibi (yani 
C$it si.irede ak1m ve i$aretlerin gonderilmesi) tekabill eder. 
Birinci i$8ret ic;in iki imkam, ikinci i$8ret ic;in iki imkB.nla 
sonra, U~UncU i~aret i~in iki imkanla ve sonra dordilncil 
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i~aret i~m iki imkanla ve nihayet be~inci i~ret i!;in iki 
imkanla tertipleyerek 25 = 32 degi~ik kombinezon elde 
edilir; ~u halde Baudot ~ifrrai, elementer ~ekli ile, farkb 
32 harfi ula$brmay1 mUmkUn kllar •. Baz1 telgraf aletlerin
de yalmz ak1m kesilmeyip ak1mm yonti de degi~tirilebilir; 

bu takdirde, ak1m1 kesmek ve gondermek yerine, elemen
ter i~etler olarak, ak1m bir yahut diger yonde gonderilir; 
akJ.m1 bir yahut diger yonde gondermek ve ak1m1 kesmek 
suretiyle U!; imkandan da faydalamlabilir. Elementer 
i$aretlerin saylSl arttmhrsa daha k1sa bir ~ifre yapmak 
(ba~ka ifade ile, verilen bir i~reti ula~brmak i!;in ltizumlu 
elementer i~aretlerin say1sm1 azaltmak) , ayru sUrede 
elementer i$aretler yardim1 ile daha ~ok onemli say1da 
«harfler» ul~tirmak mtimkiln olur. Daha ~ok karu~1k 

telgraf filetleri de vard1r; bunlarda alum sadece yon bak1-
mmdan degil $iddet bak1mmdan da degi$ebilir; bu takdirde 
daha da bUytik say1da elementer i~aretler elde etmek 
mtimklindilr. TelGiz telgrafta, ak1mm $iddetinin degi~im-

• ) Su noktaya learet edellm kl, Baudot eltreslnde oldutu albl, 
tekmH harller, heps! aym sUrede olan eJementer tsaretterln komblne
zonlar1 tie ulastmlm1slard1r (boyle blr elfreye duzuUn eltre denlr); b6yle 
blr slfrede lkl lsarett !izel blr lsaretle ay1rmak IUzumsuzdur; zlra, tekmll 
bes lsaretll auruplar, yenl blr hartln ulastmlmas1 oldutu malQmdur 
(allc1 Alette. bu bes elementer learetU auruplara ayrrma otomatlk olarak 
yap1lablllr). 

32 komblnezon. tekmll hartlerl ve tekmll rakkamlar1 ulaet1rmak 
lcln ka.tl gelmedl~lnden, Baudot elfresl Uurlnde cal1san Aletler, tkl al1ci 
lie mUcehhezdlrler; a11cmm detlstJrllmeslyle aym blr lsaretler komblne
zonu, dlter blr lsaretl ulast1rmak lcln kullamlablllr. Su halde mUmkUn 
hallerln say1s1 lkl kat olur ve bu lse, tekmll harflerl, tekmll rakkamlan 
ve tekmU noktalama lsaretlerlnl ulast1rmay1 mUmkUn k1lar. Yalmz blr 
al1c1 kullantlrrsa, her harre yahut her rakkaml\ blr altt elementer lsaret 
komblnezonu tekabUI ettlrmek mUmkUndUr, l>Oyle elfreler bazen telararta 
kullam1In11tu. 
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leri yerine, (ytiksek frekansta bir elektrik sahrum1 olan) 
bir radyo dalgasmm muayyen parametrelerinin degi$imi 
almm1$tlr; $U halde elementer i~retler diger bir manayi 
haizdir; bununla beraber, burada da her harfe, ahc1 Alet 
tarafmdan alman, bir tak1m elementer i~etler tekabill 
ettirilir. Hatlarla ula$t1rma sistemlerinin eogunda durum 
bunun benzeridir •. 

~imdi teknik mtilahazalardan s1yrllarak, ula$t1rma 
tekniginde rastlanan problemin genel tarzda bir matematik 
$Cklini verebiliriz. n harfli bir alf abe (mesela 27 harfli 
latin alfabesi, yahut 10 rakkamdan veya 37 harf ve 
rakkamdan veyahut harflerden, rakkamlardan ve nokta
lama i~retlerinden te$ekkill etmi$ bir alfabe) ile yaz1lm1$ 
bir haber olsun. Bahis konusu olan bu haberi $ifrelemek, 
ba$ka ifadc ile, bu habere, ula$tlrma «alfabesi> ni te$kil 
eden m say1da elementer i$aretler arasmdan almm1$ bir 
tak1m i$aretler tekabtil ettirmektir; bu, en elveri$li olarak 
nasll yap1hr? 

Ilk yapllacak $eY, burada kullamlan celveri$li> keli
mesinin manasm1 tarif etmektir. Bir kaberi ne kadar az 
elementer i§areflerle uku}tirmak mumkun ise, bu elemen
ter i,.'Jaretlerin ait o14ugu §ifreyi o kadar elv~li olarak 

•) Te!evlzyon, teleton ve radyoteletonun preMtp haklundan 
tel1rranan tarkl1 ol:luklan dU1UnU!eblllr; 1rerqkten bunlarda, 10nlu 
say1da hnrner yardnm Ile e1rre1enmll chaberler• 'ierlne, devamll olarak 
detleen bUyUk!Ukler ulaetmlrr, bunlar, blr televtzyon ekranrmn devaml1 
Par!akht1, yahut blr aesln yahut blr muzlk parca1mm detlaen yUklekllk 
derecesl yahut 1renlltldlr. Haklkatte, 1rl!zUmUz ve kulatim1z, ekrana 
c:ok yakm sahalan ve cok yakm arahklarla blrblrlnl taklp eden se1lerl 

ayirt edemezler; keza blrblrlne cok yakm lkl parlaklIII ve lkl .. nlltl 
ay1rt edemezler. Burada da. eu netlce c1kanl1r kl ulaetmlmlf haber, 
l'l'luayyen sayida arallklr ll&retlerden teeekkOI etmlt olarak dOeOnUleblllr 
ve bu ltaretler, beltrll blr parlak!Ik ve 1renllk dereceslne mallk olacakttr. 
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goz6nune <ilacagiz. Eger tekmil elementer i$aretlerin aym 
silre devam ettiklerini dli$Unilrsek, en elveri$li $ifre, 
ul~t1rmay1 en ~abuk mlimkUn ktlan $ifre olacakhr. 

Dil$Uncelerimizi daha a~1k ifade etmek i~in n = 10 
ve m = 2 halini inceliyelim (bu, mesela, $ifrelenmi$ bir 
haberin ak1m ve poz ile gonderilmesi halidir) . Burada en 
basit $ifre, tekmil rakkamlan ikili sistem de yazmaktan, 
yani 0 1 0 ile, 1 i 1 ile, 2 yi 10 ile, 3 ti 11 ile, 4 ti 100 ile, 
5 i 101 ile, 6 y1 110 ile, 7 yi 111 ile, 8 i 1000 ile, 9 u 1001 
ile gostermekten ibarettir •. Sonra, dort rakkamdan daha 
az rakkam1 olan sayilar, ba$ma konmU$ s1f1rlara tekabill 
eden bir say1 ile tamamlamr (ba$ka ifade ile, 0 yerine 

•) BUtUn dtinyaca kullamlan ondallk slstemde her sayi 10 un 
kuvvetlerlnln blr toplam1 oolarak gosterllm1$tlr: 

a = a1 • l()l + a1 .• , • 101··1 + a1 •. , • 101·-• + ... + a, . 10 + a
0

, 

burada a1, a1 •• ,• a1 __ 
0

, •.• , a,. a
0 

say1mn rakkamlan olup O lle 9 arllllmda 
de~erler alablllrler; a say1S1 bu rakkamalrr s1ralamak sureUyle yanJ 
a1, a1 •• 1

, 0 1 .• ,.. ••• , a,, a
0 

1ekllnde eosterlllr. Benzer tarzda, !kill slstemde, 
her say1 2 nln kuvvetlerlnln blr toplam1 He eosterllmlstlr: 

takat burada b1, b1 .• , •••• b,, b0 rakkamlarmm heps! 2 den kUcilktUr, batka 
ltade lle, bunlar ancak 1 ve O deA'erlerlnl alablllrler. Meseta. 6 ve 9 
aay1lar1 

6=l.2'+1.2•+0.2' 9=1.2'+0.2' + 0.2' + 1.2' 

yaz1hr ve eu halde bu sayilar !kill slstemde, stra lle 110 ve 1001 Ue 
eosterlllr. 

Keza, blr saYIYJ tabani m olan blr slstemde yazmak, bu &aYJY1 
m nln kuvvetlerlnln blr toplam1 sekllnde trade etmek demektlr; bu 
saYIYI teekll eden crakkamlan ancak 0, l, 2. . .. , m -1 deA'erlerlnl 

alablllrler. 
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0000, 10 yerine 0010, 101 ycrine 0101 yaz1llr; eger bu 
yap1lmasa idi, Morse alfabesinde oldugu gibi, bu rakkam
larm herbirinden sonra bir ozel i$aret gondermek icap 
edecekti). Her rakkamm yerine 0 yabut 1 rakkamlarm
dan dordi.ini.i koymakla bir ikili §:ifre te$kil edilir (i.istelik 
bu, bir dibgiin $ifrcdir; bak. sahife 138 deki not). 1kili 
$ifrede yaz1mh$ bu haberi ula$tmnak i~in, tabiatiyle, her 
1 rakkam1 i<;in bir ak1m vc her O rakkam1 icin bir poz 
gonderecegiz. 

Bir rakkam1 ula;;tirmak icin Ji.izumlu ikili i$aret 
say1s1 problcminin, O ile 9 arasmda «di.i$Unillen» bir tam 
say1y1 bulmak ic;in (bak. problem 19) sorulmas1 icap eden 
(ve sadece «evct» ve «hay1r» ile cevap verilen) soru 
say1s1 problemi ile tamamen aym olduguna i;;aret edelim. 
Hakikatte, (0 ile 9 arasmda bulunan her say1ya 0 vc 1 
rakkamlarmm bir kombinczonuna tekabill ettirmeyi 
mi.imki.in kllar) bir ikili $ifrcde yazilm1$ herbangi bir say1 
verildigine gore, bu say1y1 bulmal< istiyorsak, ilk soruda, 
$ifrelenmi;; olan saymm ilk rakkammm 1 olup olmad1g1m, 
ikinci soruda ikinci rakkammm 1 olup olmad1gm1 v.s. 
sorabiliriz. Say1y1 $ifrede yazmak i~in li.izumlu ikili 
i$aret say1s1 kadar soru sormak icap edecektir. Kaf$1t 
olarak, O ile 9 arasmda, cdi.i$ilni.ilen> bir tam say1y1 bulmak 
i<;in li.izumlu soru dizisi bilindigine gore, bu on saymm 
herbirine 0 ve 1 rakkamlarmdan ibaret olan bir dizi tekabiil 
ettirebiliriz ;;oyle ki, ilk sorunun cevab1 «eveb ise bu 
dizinin ilk rakkam1 1, chay1r» ise 0 d1r, keza dizinin ikinci 
rakkam1 ikinci sorunun cevab1 ile belirlenir v.s.; bu tarzda 
bir tSoru dizisi bir ikili $ifre tarif eder. 

1kili numaralama sisteminin, bizi, problem 19 da 
tavsiye olunan soru serisine sevk ettigini i;;aret edelim. 
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Bu noktay1 ac1klamak icin, ararulan saymm 2 nin bir 
kuvvetine e$it miktarda degerler alabilecegini farz edelim; 
ba$ka ifade ile, bu saymm 10 deger degil, fakat mesela 
2' = 16 kadar (0 ila 15 arasmda) degerler ald1gm1 farz 
edelim; ikili sistemde 10 Bay1s1 1010, 11 say1s1 1011, 12 
say1s1 1100, 13 say1s1 1101, 14 say1s1 1110 ve nihayet 15 
say1s1 1111 yazllacakbr. Su halde, ilk soru: «ikili $ifrenin 
ilk rakkam1 l midir?» demek, «dil$ilnillen say1 7 den bilyilk 
mil?» demektir, zira yalmz 8 ila 15 arasmdaki Bayllarm 
ikili sistemdeki kar$1hklarmm ilk rakkam1 1 dir. tkinci 
soru: «ikincl rakkam1 1 e ~it mi?>, ilk soruya mtispet 
cevap halinde, «dti.5Unillen say1 11 den btiyilk mil?'» 
demektir. Zira (ikili sistemde 7 den bilyilk sayllar arasmda 
ikinci rakkam1 1 e e$it olanlar yalmz 12, 13, 14 ve 15 dir); 
ilk soruya bir menfi cevap halinde, bu, «dil$ilnillen say1 
3 den bilyilk mil?> demektir (zira, 7 den kilcilk vcya buna 
e$it uayllardan, yalmz 4, 5, 6 vc 7 nin ikili sistemde ikinci 
rakkamlar1 1 dir); v.s. Bu gosterdigimiz husus ikili numa
ralama sistcminin manasm1 a~1klar. 

Simdi gozonilne ahnan ikili $ifrenin verim~iligi mese
Jesine gecelim. (Onlu sistemde yazllmI$) $ifreli habcrin 
her rakkam1 10 mUmkiln deger alabilir; ba$ka ifade ile, 
bunun ihtiva edebilecegi informasyon log 10 = 1 dir; bu 
informasyon miktari ancak, tekmil rakkamlar kendi ara
Jarmda mU~takil iseler, ve eger herbiri aym thtimal ile 
10 milmktin degeri alabilirse, elde edilecektir. Sifrelenmi$ 
haberin her rakkam1 (yani ula$tirllan her elementer 
i~ret: ak1m yahut poz gonderilmesi) iki mUmktin hale 
malik olabilir ve $U halde en t;<>k log 2 ye ~it (yani bir 
ikili birim) bir informasyon verir. I. BO'i.im 1. paragraf1-
nm ba$mda bir onlu birimin yakla$1k olarak 10/3 ikili 
birime (daha dogru olarak 1/ Jog 2 = 3, 3219 ... ikil birimc) 
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e$it oldugunu soylemi$tik. Halbuki, gozonilne ahnan $ifre 
ile bir say1y1 ula!)tii·mak it;in dort elementer i~rete, ve 
N say1h bir habcri ula$tirmak i~in 4N elementer i$arete 
ltizum vardir. 4N tane elementer i!)aretten te~ekktil etmi$ 
bir haberl uia$tll'lrken 4N tane ikili birime C$it informas
yon elde edilebilecek ve bu, N onlu say1h bir haberdeki 
maksimum informasyondan yakla!}Ik olarak 2/3N ikili 
birim kadar fazla olacakt1r (bu son informasyon maksi
mum N tane onlu birime e$ittir). $u halde gozonUne a;man 
$ifrenin en ekono{Tlik olmad1g1 a$ikard1r. Aym haberi 
ula$tll'mak i~in, ula$tlnlan clemcnter i$aretlcrin Gay1sm1 
azaltmak mUmkiindUr. Gozoniine a1man $ifrenin nedcn 
en ekonomik olmad1g1m anlamak ko:aydir: gcrc;ekten, 
$ifrelencn haberin tekmil rakkamlar1 milstakil degi1Jerdir 
ve bunlar 0 ve 1 degcrlerini aym ihtimal ile a:mazlar 
(mes2la, ilk habcrde, 0 ile 9 arasmdaki say1lar C$it olarak 
mul1temcl isc, $Hrnlemni$ habcrdc 0 rakkamm1 ula$tJrma 
ihtimali, 1 rakkamm1 ula$hrma ihtimalinden 25/15 = 5/3 
defa daha bilyiik olacak t1r) *. Bununla beraber ula$tmlan 
0 vc 1 dizisinin muksimum informasyon ihtiva etmcsi it;in 
bu dizinin tckmil rakkamlarmm iki miimki.in degeri aym 
ihtimal ile almalari gerekir (ve i.istelik, bunlar miistakil 
olma11d1r). 

$imdi bir ikili $ifrenin nasll in~ edileccgini gostere
lim. u:a$tmlacak haberi iki rakkam gurubuna ay1rahm •• 
Ve ikili $ifre vas1tmiyle, her sayiy1 degil, fakat iki say1 
gurubunu ula$t1rahm. Boyle bir ikili say1 gurubunu (bun-

•) Gercekten, lklll dllrt lfaret vasrtaslyle 0 Ile 9 ara11ndakl tekmll 
Yaz11ann yaz1lmasmda o rakkamma 25 c!eta ve l rakkamina aad~ l5 
dern rast1anacnam1 satlamak kolaydrr • 

.. > Bu lkl say1 guruplarma ayrnna. tablatlyle, haberln yilz taban 

ststcmlnde altr<'lenmcslne denktlr. 
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lar 00 ve 99 arasmdad1r), $ifrclemek i<;in lUzumlu ikili 
i$filet say1s1 100 den kil<;Uk olan «dti;;UnUle1u bir say1yi 
bulmak ic;in sorulmas1 gereken soru say1sma e$ittir; $U 
halde bu 7 ye e$ittir (bak. problem 19). Bu tarzda iki 
rakkamh bir say1 gurubunu u1a$tlrmak i<;in, (evve:ce 
olduf:,'U gibi 2.4 = 8 dcgil) 7 clcmcnter i$arct lazrmd1r; 
ba$ka ifade ilc N say1y1 ula$tlrmak i<:in (basit1C$tirmek 
ic;in N yi <;ift farzcdiyoruz), 3,5 N elcmenter i$arel laz1m
d1r, bu isc ilk ~ifrclemcye nisbetcn N ; 2 i$arct noksand1r. 
<;ok say1 ula$lmlacak ise (yani N bilyi.ik ise fayda o 
nisbctte fazla olw·). · 

Habcri Uc; say1h gul'llplarla k1s1mlara bolmek ve elde 
edilen her k1sm1 ikili sistemde $ifrelcmek daha da elveri$li 
olur. Oc; say1h bir gurupu u1a!)tlrmak ir:in 10 elcmenter 
i$nrct laz1md1r. (nak. promleb 19); ~u haidc bu usul ile 
N say1da bir habcr 10 N 13 elementer i$arct ile ula$tmla
bileccktir. Bu lns1m1ardan herbirini ikili siGteme <;evir- · 
medcn evvel, haberi daha c;ok say1h ~ruplarda k1s1mlara 
ayirma pratiktc pek elvcri$li olmaz (Uc; say1h kis1mlardan 
dortlU guruplara ge~rken, $ifrelemenin daha az elveri$li 
oldugu da vakidir; gerc;ekten, dort say1h bir k1sm1 u1a$br
mak ic;in 14 = 3,5. 4 elementer i$8ret laz1m oldugunu 
gormek kolayd1r); bununla beraber, kafi derccede bilyi.lk 
k1s1mlara ay1rarak $ifrcyi daha da «daraltmak> ve ooylece 
limit degcrine istcnildigi kadar yakla$mak mUmkUn olur. 
[N say1da bir haberi u18$hrmak ic;in gerekli elementer 
i$aret sayis1, log 10/log 2) N = 3,3219 .. . N dir; bak. 
problem 19]. 

BOylece, inf ormasyona ait elementer millahazalarla, 
haberi onemli k1s1mlara bOJerek VC bu k1s1mlardan her 
birini ikili sistcme c;evirerek elde edilen $ifreleme, say1-
lardan herbirini dogrudan dogruya ikili sisteme (yahut ikl 
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sayili klsunlarda ikili sisteme) gevirmekten daha ekono
miktir. Bu JJf say1da k1sunlara ayirarak $ifreleme usulil, 
hakikatte, M tane i$aret ile yaz1lan bir say1mn alabilecegi 
tekmil rnilmktin degerleri (burada ba$tarafa bir yahut 
daha fazla s1f 1r konularak yaz1lanlar da dahHdir), say1 
itibariyle e$it iki ooltime ay1rmak ve, gozonilne ahnan 
k1s1m birinci boltime ait ise bir poz ( cO rakkam1>) ula$
t1rmak, ikinciye ait isc bir ak1m (cl rakkami>) gonder
mekle aymd1r; bundan sonra, gozontine ahnan k1smm ait 
oldugu bolilm say1 itibariyle e$it iki k1sma ooltinilr ve 
yeniden, gozonilne ahnan k1sun bu yeni bOlilmlerin birine 
yahut digerine ait olduguna gore, bir poz veya bir ak1m 
ul~tmhr, v .s. Bu takdirde, M btiyilk ise ve ilk haberi 
te$kil eden say1lar milstakil ve 0 ile 9 arasmda tekmil 
degerleri aym ihtimal ile alabilirler ise ikili $ifrede yazll
ffiI$ tekmil rakkamlarm iyi bir yakla$1mla aralarmda 
mtitstakil olacaklar1 ve, O ve 1 degerlerini aym ihtimal ile 
alacaklar1 saglanabilir. Bu takdirde, basit bir informasyon 
hesab1 ikili $ifreleme icin Jilzumlu rakkam say1smm 

JoglO M 
---M=--

Jog 2 log 2 

ye eok yakm oldugunu derhal gosterir. 

Yukandaki millahazalar tabiatiyle m sayida elemen
ter i~ret lrullamlmas1 haline te$mil olunabilir. Bu halde, 
M say1h k1s1mlan, ikili sisteme degil, fakat tabam m olan 
sisteme cevirmek Jaz1md1r. Eger m, 10 un bir kuvvetine 
(mese1a m = loP) e$it ise, M nin degeri icin P ile oolilne
bilen herhangi bir say1 almak ( ozel olarak m = 10 ise, 
haberi t~kil eden saydarm herbiri ayn ayr1 ula$bnla
bilir) laz1md1r, ve bu takdirde M say1da i$8retli bir k1sm1 

f. 10 
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ul8$brmak ic;in ltizumlu elementer i$<ll'et say1SI M Ip ye 
e$it olacakt1r. Eger m say1s1 10 un tam bir kuvvetine e$it 
degilse, bu elementer i~retlerin say1s1, (log 10/ log m)M = 
M/ log m kesrini ihtiva eden en kti~ tam say1ya e$it 
olacakt.Ir; en ekonomik $ifreleme, baberi bUytik k1S1mlara 
ayiran olacaktir; bu takdirde N gibi bUyUk say1da bir 
haberi ula$tlrmak ic;in IUzumlu elementer i~et sayis1 
N ; log m ye ~k yakm olacakt1r. Eger m = 3 ise, elde edilen 
neticeler, bir kalp paray1 bulmak ic;in ltizumlu tartma 
sayunru aradlg1m1z vakit, Boltim Ill Un 2. paragrafmda 
elde edilen neticelere yakm olacaktir: her tartmamn Uc; 
neticesi olabileceginden, mUteakip tartma!arm neticeleri 
tic; deger alabilen • bir rakkam serisi ile, yani tic;IU taban 
sisteminde yaz1lm1$ bir say1 ijeklinde gosterilebilir. 

Neticelerimizi, ula$tirLlacak habcrin, «rakkamh> 
olarak degil de, n «harfli> bir «alfabe> vac;1tasiyle (mesela, 
latin alfabesi, rus alfabesi, yahut bir alfabenin harfleri ve 
rakkamlar vs. vas1tasiyle) $ifrelenmi$ olmas1 balinde de 
kolayca alabiliriz. Bu halde, alfabenin tekmil «harfler> ini 
O ile n - 1 arasmdaki rakkamlarla numaralamak kruidir; 
bu takdirde haber n tabanll bir sistemde yazilml$ bir 
csay1> ijeklini ahr. Bu haberi, herbiri m deger alabilen bir 
elernenter iljaretler serisi vas1taB1 ile ula$tirmak ic;in, bunu 
(ya tamamen yahut k1s1mlara ay1rarak) bir m tabanl1 
sistemc c;evirmek ve elde edilen rakkamlarm herbirini bir 
iljaret ile ulaijtmnak laz1mdrr. Ustelik, krui derecede bi.iyilk 
k1s1mlara ayrrarak, N harfli bir haberi ula!jtlrmak ic;in 
Itizumlu iljaret say1smm (log n/ log m) N ye_ istenildigi 
kadar yakm olmas1 daima temin edilebilir. 

•) UclU taban slstemlnde Adel oldutu vechlle bu deterler. O, 1, ii 
rakkamlari lie gosterlleblllr, takat; meselll E, D ve a Ue de go1terme1' 
mumkUndUr. 
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§ 2. Shannon - F ano 1ifresi. ~ifrelemenin 
temel teoremi 

«Alfabe» harflerinin saytBJ n ye e$it ise ve eger 
elementer i~etlerin sayis1 m ise, ilk bakJ$ta, log n/Jog m 
orammn, mUmkUn olan en elveri~li $ifreyi karakterize 
ettigi d~Unillebilir. Hakikatte, alfabemizin N tane harfi 
N · Jog n ye e$it bir inforrnasyon ihtiva edebilir; bu 
inf ormasyonu, m deger alabilen bir seri i~etle ul~tmnak 
icin, en az N. (Jog n/log m) say1da i~et ul~brrnak 
lazund1r. 

Bu neticenin «infonnasyon» tAbiri kullarulmadan elde 
edilebilecegine i$aret edelim; bunun i-cin sadece muhtelif 
«N harfli haberler» ve «N, say1da elementer i~aret serilerb 
hesap edilebilir. Ba~ka ifade ile, burada elde edilen netice, 
BOIUrn II nin 1 - 4 paragraflarmda yapllan tekmil ispatlara 
ltizum gosterrnez ve $U halde, haberlerin u18$tmlmasmm 
teknik problemi icin informasyon teorisinin bilyiik ehem
miyeti hakkmda ileri si.iriilen iddialan katiyen dogru
lamaz. 

Hakikatte, bir harfin ula$1mlmasmm ortalama olarak 
log n; log m elementer i~rete liizum gosterdigine dair 
netice yan11$tJr, ve BOltirn II deki muhakemeler hatanm 
nerede bulundugunu gosterrneyi milmkiln kllar. n harf f bir 
alt abede N harfli bir haberin en fazla N · log n ye e$tt blr 
informasyon ihtiva ettigi tabiatiyle dogrudur; fakat, haki
katte, ooyle bir metin, eger bunun bir manas1 var ise 
(ba!}ka ifade ile mevcut bir dilde yazilm1~ ise), asla b6y7.e 
bir inf ormasyon ihtiva etmez. Bu, her barf ancak e$it 
olarak muhtemeJ oldugu, ba$ka ifade ile alfabenin her 
harfine aym s1kl1kla rastlanabildigi takdirde maksimum 
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log n inf ormasyonunu ihtiva edebileceginden, ~ikArchr 
(bak. BOlUm II), fakat herhangi bir tilrkce metinde a ve e 
harflerine c ve f harflerine nazaran daha pek cok rastlamr; 
bOyle intizams1zhklar tekmil dillerde bulunur. Su halde 
bir harfte bulunan informasyon daima log n den hayli 
kticli.ktilr, bu ise, bize, ooyle bir metini ula$tlrmak icin 
daha eok elveri$li bir $ifre kullanma imkarum verir. 

BOltim II de tesis edilmi$ formUller, makul bir tarzda 
yazilrru$ bir metinin bir harfinde bulunan ortalama 
informasyonun log n den (n, alfabenin harflerinin say1s1d1r) 
ne dereceye kadar ktictik oldugunu degerlendirmeyi mlim
kUn kllar. Bir tlirkce metin gozonUne alahm. Tlirkce 
alfabede 29 harf vard1r; $U halde bir harfte bulunan infor
masyon (yani ula$tmlan bir harf in almmasmdan ibaret 
olan deneyin vuku bulmasmda elde edilen informasyon) en 
fazla 

Ho = log 29 :::! 1,462 (onlu birimlerle) 

e e$it olacakhr. 

Fakat bu informasyonun elde edilebilmesi icin alfabe
nin tekmil harflerine ayru s1khkla rastlanmahd1r; halbuki 
kafi derecede uzun bir metinin incelenmesi farkh harflere 
ait s1kl1klarm birbirlerinden eok farkb oldugunu gosterir. 
Tlirkce alfabede harflere alt s1kl1klar Cl$8g1daki cetvelde 
gosterilmi$tir: 
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1000 har/t•1'' 

Hort llA:llk 

1 a 99,92 

2 i 93,81 

3 e 88,13 

4 n 80,27 

5 i 79,09 

6 r 70,01 

7 ' 
50,65 

8 d 48,67 

9 k 44,36 

10 "' 
37,49 

11 'V 36,70 

12 m 35,72 

13 t 31,59 

14 8 26,69 

15 b 24,53 

16 u 21,59 

17 z 20,61 

18 ~ 19,62 

19 0 17,86 

20 g 13,57 

21 1J 12,36 

22 g 10,99 

23 
.,,, 10,79 

24 (} 10,00 

25 c 8,63 

26 p 7,26 

27 6 6,05 

28 I 4,51 

29 ; 0,40 
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~u halde tilrk<,;e metinin bir harfinde bulunan ortalama 
inf ormasyon oiarak • 

H1 = - 0,099 . log 0,099 - 0,093 . log 0,093 -, .. · 

... - 0,0004 . log 0,0004 ~ 1,328 (onlu birimlerle) 

elde ederiz, 0,099 ve 0,093 yukardaki cetvelin ilk iki 
harfine ait s1khk, 0,0004 ise cetvelin son harfine ait 
s1khkbr. 

Yukar1dakine bcnzer bir hesap tekmil lisanlar i<,;in 
yapllabilir. Harflere ait s1khklar gozonline ahmrsa, orta
lama inf ormasyon olarak, bir fransizca metinde onlu 
birimlerle H1 ~ 1,199, bir ingilizce metinde H1 e; 1,242, bir 
almanca met in de H 1 e 1,233 ve bir ispanyolca metinde 
Hi e 1,209 elde ederiz. Tekmil hallerde bu degerlerin 
1,462 den hayli klic;Uk olduklarm1 gorliyoruz; esasen bu 
degerler dilden dile dcgi~ir, zira harflere ait slkhklar 
tekmil dillerde aynl dcgidir • . 

Fakat, alfabenin farkh harflerine ait farkh s1khklar 
hesaba kat1larak da, bir harftc bulunan informasyon ic;in, 
hakikaten ula~tmlan dcgerden daha bUyUk bir deger elde 
edilir. Gerc;;ekten, mesela bir tilrkc;e metin ic;;in onlu 
birimlerle 1,328 e e~it bir inf ormasyon ancak, ic;;inde 10 000 
kag1t bulunan ve bunlarm 999 unda A harf i, 938 inde 1 

•) Ruscada 31 hart vardll' ve blr hartte bulunan lnformasyon 

l/
0 

= log 31 = 1,491 (onlu blrtm) 

dlr. Harttere alt s1khklnr g(Szonilne a1Jnarak ctde edllen H, lntormaayonu 
hie • • 

H, = 1,342 (onlu blrlm) 
dtr. 
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harfi, · · · ve 4 ilnde J harfi yaz1ll olan bir sand1ktan bir 
kag1t ~kilerek metinin her harfi belirlenm~ olsa idi, elde 
edilecekti. Boyle bir deneyin entropiBi onlu birimlerle 
1,328 e el)ittir; eger N sayida aym tip deneyler a 11 a,, . . . , (X,11 

ise (her ~kil~te kag1dm sand1ga tekrar konuldugu farz 
edilerek) 

H(a1) -f-H(a::) +. · · +H(a.v) e N · 1,328 

\ 

yaz11Ir, bal)ka ifade ile, ortalama inf ormasyon, yine onlu 
birimlerle 1,33 degerine yakmd1r. Fakat bir tUrk~e metinin 
telgrafJa ulal)hrilmasmda, verilen bir harf in ula~tmlmas1 
lhtimali kendisindcn evvelki harflere tabi oldugu gorillUr; 
tnese]a son ula~tmlan bir sesli harf ise bundan sonra 
Ulal>tmlacak harfin srosiz olmas1 ihtimail ~ok artar. Bu 
hususlara tekmil dillerde rastlamr; mesea ingilizcede t har
finden sonra («th» bilel>imini tel>kil etmek i~in) k harfiniri 
gelmcsi ~k muhtemcldir, frans1zcada q harfinden sonra 
btiytik bir ihtimal ile u harfi gelir. Bir manaSt olan bir 
metinde, iki mliteakip harfi belirlemekten ibaret olan iki 
deney 111 ve a~ ile gosterilirse, bu iki deneyln vuku buhnasl 
ile el~e edilen informasyon 

dir. Bir onceki harfin, haberin ahnmas1 ile daima bilindigt 
hesaba katlhrsa, ortalama informasyon ~ formill ile 
he$aplanmahdlr: · 
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H2=Ha., (a2)= 

p(a1a1) logp(tJi) -Pa (~tli) Iogpo (a1) - · · · 
1 • 

. . . -p(a..a1) log pa (tli) -
• 

-p(ai~) log pa (~) -p(a2~) log pa (a2) - · · · 
' . 

· · · -p(~) log Pa. (as) -

. . . . . . . . . . . . . . . . . 
I 

- p (aia..) log Po (a..) - p (a2a..) log Pa (a.) - · · ·, ' . 
· · · -p(a..a..) log Pa. (a.) 

burada n, alfabe harflerinin say1s1, p(a1, a1), a, harfinin ai 

barfinden (i, j = l, 2 ... , n) sonra gelmesi ihtimall 
ve pa (a,) = p ( a1 a,) / p ( a1) ise, bir evvelki a, harfi oldugu . 
bilindigine gore, a, harfinin bulunmas1 ihtimali (bagh 
ihtimal)dir. Keza, ewelki iki harfin bilindigi gozonilnde 
tutularak, bir harfin ulru}tmlmasmda bulunan ortalama 
informasyon ~u formill ile verilm~tir: 

Ha= Ha.,a., (as) 

= -p(a1aia1) logpaa (a1) -p(a1a2a1) Iogpaa (ai) - · · · 
l J J 1 

... -p(a.a..tii) log Po a (ai) -
' . 

-p(a1a1~) logp,u (~)-Paa (a1a2a2) logp(~) - · · · 
' , 1 J 

... -p(~) logpo
0
a. (as) -

-p(aia1a.) logpe10 (a.) -p(a1~a.) logpoo (a.) - · · · 
1 1 1 I 

· · · -p(a.a.a.) logPa,.o.{a.), 
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burada p(ai a, a.) ile «a1 ai at) harf dizisinin bulunmas1 
ihtimali, Po,a, (a.) ile de, ai a, harflerinin kombinezonun
dan sonra a. harfinin bulunmasmm bagh ihtimali gostea 
rilmi$tir. Cok uzun bir metinin ula$tmlmas1 isteniyorsa, 
benzer bir formill yard1m1 ile bir harf tarafmdan verilen 
informasyonu hesap etmek laz1mdir; fakat burada bilyilk 
sayida onceki harfleri hesaba katmak icap eder. 

H11 = H (a.v) = «,a., ... Cl,.,. , 

=-p(a1 · · · a.i ai) logpu ... a (a,) -
I I I 

- p(a.i · · · ai ~)log Pa, ... a,(~) - · · · 

· · · - p(a. ·· · a. a.) logPa . ... a. (a..) 

iformasyonu an~ak N arttJg1 zaman azahr ve belirll bir 
Hoo limitine yakla$Ir ve bu limit, bir uzun metin ul8$bn1-
mas1 halinde, bir harfte bulunan inf ormasyonun teorik 
ortalama degeri olarak gozonilne almabilir. 

SHANNON, ikili ve Uclil harf guruplarmdan hareket 
eder ek ingilizce dili icin H2 ve H3 informasyonlanrun 
hesabm1 yapm1$t1r. H 2= l,075 (onlu birimler) ve H,=0,993 
Conlu birimler) bulm~tur (ingilizcede, tekmil harflerin 
miistakil olduklanm fakat normal izafi s1kllklara malik 

1 

bulunduklar1 f arz edilerek, bir harfte bulunan ortalama 
infonnasyon H , = 1.242 onlu birimidir) . tngilizce dilinin 
muayyen kelimelerinin izafi s1kbklanna ait baZI istatistik 
verilenleri kullanarak, SHANNON bu dilde, Ha icin (yani 
ilk evvelki 7 harfi malfun farz ederek, bir harfte bulunan 
infonnasyonu) yakla$Ik olarak 0,6 (onlu birim) bulmU$tur. 
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Daha uzun bir harf gurupu gozontine almsaydI (bir metinde 
kelimelerin bile!}imi hakkmda statistik verilenler vas1ta
siyle), bir harfte ortalama olarak bulunan informasyonda 
yeni bir azalma olacag1 hakh olarak dU.5i.inillebilir. 

BOylece, manay1 haiz bir metinin bir harfinde bulunan 
ortalama informasyonun, alfabenin bir harfinde bulunabi
lecek olan maksimum inf ormasyondan iki defa daha ki.i~i.ik 
oldugunu gori.iyoruz (ingilizce dili i~in Ho= log 26 ::! 1,415 
ve H, e: 0,6 degerleri kar:;ala$bnlabilir). SHANNON'un 
yapt1g1 gibi, bir dilde yazllm1$ bir mctinin bir harfinde 
bulunan informasyonun alfabenin bir harfinde bulunan 
ortalama inf ormasyona orammn birimden farkma (yani 
1 - Hoo / H 0 = 1 - 11 oo / logn ifadesine) bu dilin kalani 
dcr isek, Avrupa dillcrinin ~ogunda bu kalan CO 50 merte
besinde (hatta daha fazla) dir; ba$ka ifade ile, herhangi 
bir metinde, harflerin en az % 50 si dilin kendi yap1s1 ile 
belirlcnmi$lerdir. $imdi (meselii bir ikili $ifre kullamlan) 
bir ~ifreleme problcmine doncrsek, informasyon kemmi
yetinin hesab1, (N kafi derecedc bi.iyi.ik olmak Uzere) N 
harftcn t~ekkiil ctmi$ manall bir metinin bir ikili $,ifre 
vas1tooiyle, yalmz ikili $ifrenin (0 ve 1 rakkamlar1) 
Hoo /log 2 say1da el ementer i$aretini kullanarak, ula$t1r
mlik imkamm ortadan kaldirmad1g1 neticesine var1nz 
(burada Hoo, bir harfte bulunan ortalama informasyonun 
limiti olup mesela II100 e yakmdir) Hoo degeri Ho= log n 
den hayli kU~k oldugundan elementer i!jaretlerin, haberi
mizi ula$tirmak i~in IUzumlu olan N . Hoo "log 2 toplam 
say1s1, evvelce elde cdilen N . log n/log 2 say1smdan hayli 
kilGUk olabilir. Aym zamanda, N harften te!}ekkUl etmii; 
bir metini ula$brmak i~in N . Hoo / log 2 den daha az 
ikili i~ret kullanan bir $ifrelemenin mUmkUn olmad1g1m 
gormek kolayd1r: bu mtimktin olsa idi; mutlaka bir 
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informasyon kayb1 olacak, ve son haber, ilk haberin yeni
den tesiBini mtimktin kllm1yacakt1. 

BOltim Ill tin 1. paragrafmda problem 20 nin incele
mesinde s0ylenenler mucibince en e1veri$li $ifrenin elde 
edili$ tarzm1 anlamak kolayd1r. Evvela, mctini, N harfli 
kafi derecede uzun k1s1mlara aymnak uygun olur (bak. 
sahife 144-145) sonra N harfle t~kili mtimktin olan tekmil 
k1s1mlarm tam bir listesini yapmak ( eger alfabede n barf 
var ise, n" say1da k1s1m olacakt1r) ve bunlan eksilen 
ihtimal s1rasiyle (en fazla muhtemel olan ba$ta, en az 
muhtcmel olan sonda olmak Uzere) tasnif etmek laz1md1r; 
bu ihtimallerin hesab1, harflcrin herbirinin izafi s1khklar1 
vc her dilin hususiyetlerinden olan, harflerin gurupla$ma
lanmn s1kllklan hesaba katllmahd1r. Sonra, bu k1s1mlar, 
birbirlerine en yakm ihtimallcr gozoniine almmak suretiyle 
iki gurupa ayr1br; birinci gurupa ait oian k1s1mlara $ifre
lemenin ilk rakkam1 olarak 1 rakkam1 tekabill ettirilir; 
ikinc~ gurupun k1s1mlarma ise 0 rakkam1 tekabill ettirilir. 
Sonra iki guruptan herbiri, ihtimalleri mtimktin oldugu 
kadar yakm iki alt-grupa ayr1hr ve gozonune alman 
k!G1m birinci veya ikinci alt-grupa ait olduguna gore, 
$ifrelemenin ikinci rakkam1 olarak (ve $ifrelemenin ilk 
rakk~mmdan mtistakil olmak tizere) 1 veya 0 tekabill 
ettirilir. Daha sonra dort alt-grupun herbiri yine ihtimal
leri intimkUn oldugu kadar yakm iki alt-grupa ayr1hr, vs., 
i$lcmc, her alt-grupta yalmz bir k1s1m kalmcaya kadar 
devam edilir. BOylece bir $ifreleme usulti ilk defa 1948-
1949 da C. E. SHANNON ve R. M. F ANO tarafmdan ortaya 
konmu$tur; bu sebepten ~ogu zaman buna SHANNON
F ANO $ifresi denir. Misal olarak, a$ag1daki cetvel, ihtimal
leri (eksilme s1rasma gore) 0,3; 0,2; 0,1 (iki k1sim) ; 0,05; 
0,03 '(5 k1s1m); 0,02 (2 klSlm); 0,01 (6 lols1m) olan 1,8 
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k1srm SHANNON-F ANO metoduna gore ~ifreleme tarmu 
gosterir • . 

• E Cl ... $1!re • • thtlmal 
:2 E numaraai ;:J 

i: 

1 0,3 } I 11 
2 0,2 I } II 10 
3 0,1 l } I 011 .. 0,1 ll11}I 0101 
s o.os } II 0100 
6 0,03 l ~ I }I 

00111 
7 O,Q3 I } II 00110 
8 O,G3 t II} I 00101 
9 0,03 } II 00100 

10 0,03 II l } I 
0001 I 

II 0,02 l~ll}I 000101 
12 0,02 > II } II oooioo 
13 0,01 } I 000011 
14 0,01 II ~ } I 0000101 
JS 0,01 I 11 }11 0000100 
16 0,01 II } I 000001 
17 0.01 IIJnl 1 0000001 
18 0,01 } II 0000000 

Romen rakkamlara s rup ve alt-srup numaralar1d1r. 

•) Cok k111mlar olmas1 hallnde, lhtlmallerl yakm srUl>l&ra ve 
alt sruplara ay1rma Isl zlya!leslyle slkmttll olablllr; bu 111 bas1Ue1tlnnelt 
lcln mlhanlkl usuller mevcuttur. 
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Temeli SHANNON-F ANO $ifresi olan esas prensip, 
$ifre numarasrnm her rakkam1ru, informasyonu maksi
mum olacak tarzda, yani kendisinden evvelki rakkamlar
dan mtistakil olmak tizere 0 ve 1 degerlerini milmktin 
oldugu kadar birbirlerine yakm ihtimallerle alacak tarzda 
se~ekten ibarettir. Bu takdirde $ifrenin muhtelif numa
ralarmda rakkam sayllar1 tabiatiyle farkh olacaktlr 
(yukanda verilen misfilde bu sayllar iki ile yedi arasmda 
degi$ir): SHANNON-FANO $ifresi dtizgtin degildir. Bu
nunla beraber, $ifrelemesi daha uzun bir $ifre numarasmm 
$ifrelenmesinin ba$lang1c1 ile tisttiste gelen $ifre numaras1 
olam1yacag1 a$ikard1r (hususi olarak bu, bu $ifrenin 
«dti$Unillen» bir saymm aranmas1 problemi ile benzerligi 
ile de gori.Ltir, bak. Bahife 101); ~u halde, bu tarzda $ifre
lenmi$ her haber daima bir tek tarzda !;OZilltir. $U noktaya 
ehemmiyetle i~et etmek lflzlmd1r ki, SHANNON-F ANO 
$ifresinde, $ifrenin en kisa numaralar1, gorillmesi ihtimali 
en bliyi.ik olan k1s1mlara tekabill eder (gercekten, gurup
lara ve alt-guruplara ay1rmada, en muhtemel k1s1mlar, 
yalruz bir k1s1m ihtiva eden alt-gruplarda daha cabuk 
olarak bulunur: bak. yukardaki misa.J) . $ifrenin baz1 
numaralar1 oldukca uzun olmakla beraber, bu uzunlugun 
ortalama degeri diger her $ifredekinden daha kilctik 
olacaktir (yahut, herhalde daha bilyi.ik olmayacakt1r); bu 
ortalama deger, $ifrede informasyonun muhafazas1 icin 
minimum olarak kabul edilen H /log 2 degerinden pek az 
bUyi.iktilr. ~u halde, mesela, yukar1da incelenen ve 18 
harflik bir alfabeye tekabill eden misa.Jde, dtizgiln ikili 
$ifrenin en iyisi, be$ rakkaml1 bir $ifredir (gercekten 
2• < 18 < 25 dir) ; $U halde bir harfi ula$brmak icin, be$ 
elementer i$aret laz1md1r; buna tekabill eden SHANNON-
F ANO $ifresinde, ula$tmlmas1 icin yedi elementer i$arete 
ltizum gcBteren harfler vard1r; bununla beraber, bir harfi 



158 lhtlmnl\yet ve Intormasyon 

ula~tll'Illak i~in IUzumlu i~etlerin say1smm ota.lama 
degeri 

2.0,5 + 3.0,1 + 4.0,15 + 5.0,15 + 6.0,06 + 7.0,04 = 3,29 

fur. Bu deger 5 den hayli kU~UktUr ve 

H - o.s ioii o.s - 0,2 101i 0,2 - ... - s . o.oi . 101i 0,01 
--- ----- ------------ E!O 3,25 
log 2 log 2 

den az farkhd1r. 

Gitgide daha uzun kls1mlar1 ~ifrelemek ~artiyle, 

H/log 2 teorik limit degerine daha da iyi yakla~llabilir. 
Bu, §ifre'lemcnin temel teoremi denilen ~ gen.el meselen.in 
neticesidir: N harfli ktstmlara aynlmt§ b-ir haber §if r<? 
lendi{ji vakit, haberin bir harf in.in ula§ttr1lmasi ~in 
ZUzumlu i§m·ctlerin ortaJama sayisi H/ log 2 ye (yani, 
haberin bir harfinde bulunan informasyonun bir elementer 
i~arette bulunan maksimum informasyona oranma) iste
nildigi ka.dar ya kin olacak tarzda, N yi kdf i derecede 
bilyiik s~ck daima milm1cilndii.r. Bu, ba$ka tarzda da 
ifade olunabilir: M harfli <;;ok uzun bi1· haber, bu haberi 
N harm kafi dereecde uzun k;szmlara ay1rmak ve oo 
kisimlan dogrudan do{jruya §ifrclcmek t}artiyle, sayun 
MHflog 2 ye istenildigi kadar yah,"1.n (fakat hi~bir halde 
bundan kUgUk olrnayan) e7£menter i§aretler vasitasiyle 
~ifrelenebiUr. Bu k1s1mlann ~ifreleme usulUnden bah
setmememiz;n bir tesadUf eseri olmad1gma i~ret edelim: 
gergekten, ileride, m Umkiln olan $ifreleme usullerinin gok 
degi~ik oldugunu gorecegiz ($U haldc, muhakkak SHAN
NON-F ANO usuIUnii aynen takip etmek JUzumlu degildir). 
§u halde, en ekonornik ~ifrenin aranmasmda temel rolii 
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oynayan, cok uzun kls1mlara ay1rmad1r. Gelecek parag. 
rafta, bu QOk uzun k1s1mlara ay1rmanm, bir bularukhk 
mevcut olmas1 halinde (bu, ula$tlrma hattmm normal 
C<lh$ma ~rtlarma tckabi.il eder), $ifreleme usulleri farkh 
olma'ima ragmcn, bilyilk faydalari oldugunu gorecegiz. 

~imdi temel teoremimizin ispatma ge<;elim; daima, 
haberimizin milteakip harflerinin birbirlerindcn milstakil 
olduklarm1 farz edecegiz. A~g1da verilen ispat uzunca 
olmasma ragmen eok faydah ve entropi anlammm mana
sm1 da iyice a<;1klar. Bu ispat, haberimizin harflerinin 
izafi s1khklarmm <;ok farkh olmas1 halindc bile, ihtimalle
rinin toplam1 ihmal edilebi1en baz1 k1s1mlar hari<;, tekmil 
k1s1mlru.·a ayn1 uzunlukta numaralar tekabUl ettiren 
«hemen hemen dilzgiln> bir $ifrenin kullamlabilecegini 
gosterir. «Az muhtemel» k1s1mlara gelince bunlarm her
hangi tarzda $ff relencbiJecegi kolayca anla$1hr: pratikte 
bunun hi<;bir chernmiyeti yoktur, zira bunlarm gorUlmesi 
ihtimali eok azdzr. 

Evvela, «alfabe> nin, ihtimalleri P1=P ve Pr-1-p=q 
olan, sadece a ve b gibi iki harften te$ekkill ettigi QOk 
basit halden ba$layahm. Bu takdirde, bu alfabenin N 
harfinden te~ekkUl ctmi$ k1s1mlarm toplam say1s1 2N 
olacaktir (bak. sahife 138-139). Fakat bu k1s1mlarm 
cogunun ihitmali pek kil<;Uk olacaktlr: «Alfabe> nin iki 
harfinin izafi s1khklar1 p ve q oldugundan, mtihimce bir 
ihtimale malik o:an klSlmlar, N biiyiik ise, N, defa a har
fini ve N. defa b harfini ihtiva eden k1s1mlar 0Jacakt1r. 
Daha kmin bir tarzda, N <;ok btiytik ise, £ QOk kti<;tik 
olmak tizere (mesela E, 0,001, yahut 0,0001 veyahut 
0,0000001 olabilir, £ icin bu saytlardan herhangi birisi 
ahnabilir, hatta daha da kU~tik bir say1 almabilir, yeter Jd 
N ~k btiytik oJsun) a harfinin izafi s1kllg1 p- £ ve p +I! 
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arasmda bulunmayan tekmil k1s1mlar1n ihtimallerinin 
toplanu ~k ki.i<;Ukttir ve bunlar ihmal cdilcbilir. a harfine 
N (p - E) ve N (p +- E) arasmda bulunan bir sayi defa 
rastlanan kls1mlara gelince, bunlarm her birinin ihtimal
leri daha da ki.i~i.ik olacakt1r ( eger N <;ok bi.iytik ise, klsim
larm toplam say1s1 ~k bi.iyilk ve her k1smm kendi ihtimali 
tabiatiyle ~ok ki.i<;i.ik olacaktir), fakat bu ihtimallerin 
toplarm 1 e ~ok yakm bulunacaktir: 

a harfine tam N, defa • rastlaruld1g1 N harfli k1s1m
larm say1s1, N clemamn, N,, N, a1Inm1$ kombinezonuna 
~ittir: 

N! N! 
Ci''=-------- - - ----

(Np) !(N-Np) ! (Np)!(Nq) ! 

Bizi ilgilendiren hal, N, Np ve Nq sayilarmm ~k 
btiyi.ik olmas1 halidir (bu say1lar, k1s1mlar1mizdaki a ve b 
barflerinin say1sm1 gosterirler) . 0 halde 

~itsizliklerini kullanallm, burada e, 2 ile 3 arasmda bir 
sayid1r (bak. kitabm sonunda ilave Il). Buradan 

( 
N )N (Np )Np ( Nq )Nq 

N ! < N -e- , (Np) ! > -;- , (Nq) ! > --;-

• ) E~erNp tam sayt de~llse bunun yerlne buna en yakm otan 
Jr tam sayism1 alaca~iz. N nln cok bilyillc olmasr hallnde N1' Ile K arastn· 
dald tark cok kUcUk olacakbr (bak. aa.hlte 103). Aym husua Nq aa)'dl 

tcln de vakldlr. 



buradan 

bulunur. Tabminen, a harftne N11 + 1, N; + 2, •••• 
Np + Na defa, yahut Ntp-1, Np- 2, • • ·, N11-N1 defa 
rastlandJiI kadar Jasun vardJr (aergekten, telmdl ~ 
a hartinin Sikb.k farklarmm, hesablDl yaptttumz llkbk 
farkma nlspeten ~k ~). SU bakle, cmuht.emel> 
klSlDllarm yani ihtimallerlnin toplaml lhma1 edflebflenler.. 
den gayn tekmll k1s1mlann topJam sayJ8IDID. 

N 2.N'a 
Ns=2Nr.·---

pll• . qN• Ji'!? • ". 

&aYJSlndan kiicilk oldutunu farz eder:$ ~ kUc:Ok b& 
hata yaptJgmum hilkmedeblllrfz. flmdl cinubtemeb 
laaunJar icln en ekonomik fltreyl ~ blr 1*oft 
ula$tlrmak lcin liizumlu Odil tfaretJerln ~ llYJ8IDI 
hesap etmek kolaydJr. Me8ell Ni tane (yahUt dalui-> kll
nu $ifrelemek icln, bunJan sayi bak•m~ ~ Jld ~ 
&Yinnz ve Jasun blrinci gunipa alt tae ·1· ra1rlriYDJm, ttta\cl 
iUl'Upa ait ise O rakkam1n• uJqtJnnz; 80IJI'& bu llJl'UPlal'
dan her blrini sayJ balammdn e$lt ~ ~ 
&ymnz ve gij7.&l(ine akhflnnz lclllm. bB ~ 
birtne yahut cDgerlne ait ~ .,... 1 ,..... 0 
1'8kkamuu uJqtm.nz \'& BU tatdJftle, 11* tprnnt ~
UUlllrida IUzumlu DWI lfU9t ..,_, 1nanp)a'1ft ..... 

/.ti. 
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sayismm logaritmasmm log 2 ye oranma e~it olacakt1r 
(bak. problem 19 un ~zi.imilni.in sonu) ; ~u halde bu say1 

logN1 

log 2 

log 2 E 2logN 
----+---

log 2 log 2 

N(p logp + q log q) 

log 2 

den ki.iGi.ik olacaktir. Eger SHANNON-F ANO metodu ile 
elde edilen daha elveri~li bir ~ifre kullamhrsa, farkl1 
k1s1mlar1 ula~tnmak i<;in ikili i~aret sayllan farkh olacak
tlr. Bununla beraber ooyle bir ~ifrede, bu sayllar ancak 
azalabilirler (bak. problem 20) •. $u halde «muhtemel> 
k1s1mlardan birini bir SHANNON-F ANO ~ifre.si ile ula~
hrmak i<;in liizumlu ikili i~aret say1smm ortalama degerinin 

-plogp-qlogq 2 log2E 
N- +logN.--+--

log 2 log 2 log 2 

den ki.i<;i.ik oldugunu iddia edebiliriz. Haberin bir harfini 
ula~tirmak i<;in li.izumlu ikili i~aretler say1smm ortalama 
degerine gelince, bu, 

H logN 2 1 
--+--·--+-· 

log2 N log2 N 

den ki.i<;i.ikti.ir, burada 

H = - p log p - q log q 

log 2 e 

log 2 

•) Haklkatte, cm uhtemeb k11nnlara tatblk edllen SHANNON• 

FANO metodu bUyUk blr tayda temln etmez, :tlra bu k1annlann lhtlmal· 

Jeri ka.tl derecede blrbirlertne yakmd1r <irercekte"l, harnerln her blrtnln 
lzafi 111khll tekmll bu kuonlarda qat1 yukan aynrchr). 
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dilr. Yukandaki formillde, H ~ oo oldugu vakit, Hjlog 2 
den sonra gelen iki terim s1f1ra yakla$ir, buradan, bir 
SHANNON-F ANO $ifresi ile ula$tm1an yalmz «muhtemeb 
k1s1mlar gozonilne a1m1rsa, k<ifi dcrecede uzun bir haberin 
bir harf ini ula~tnmak i~in li.izumlu ikiJi i~etler say1smm 
ortalama degerinin H/log 2 ye istcnildigi kadar yakm 
oldugu neticesi ~1kanhr *. 

«Az muhtemcl» olan k1s1mlara gelince, bunlari $if re
lemek i<;in H/ log 2 den bir<;ok defa btiytik ikili i~rctler 
say1s1 kulJansak bile, bir harfi u1a$t1rmak i<;in ltizumlu 
i$aretlcr sayismm ortalama dcgerine ancak pek az tesir 
eder, zira tekmil bu k1s1mlarm ihtimallerinin toplam1 <;ok 
kti<;tiktUr. 

p, ! · P. i · . . t- 1>· = 1 olmak Uzere ihtimalleri p., p~, 
· · ·, p olan n harfli bir alfabe halinin incelenmesi ~k 
uzundur. N harfli tekmil k1s1mlar arasmda, en muhtemel 
olanlar tahminen ilk harfe Np 1 defa, ikinci harf e Npz def a 
· · · n yinci harfe Np. defa rastlananlar olacakt1r. llk harfe 
tam Np. defa, ikinci harfe tam Np" def a, · · ·, n yinci harfe 
tam Np. defa rastlanan k1s1mlarm sayIB1, N elemamn, her
biri s1ra ile Np 1, Np", ... , Np. eleman ihtiva eden, n 
gurupa ay1rma sayisma e$it olacakt1r; bu saymm 

N! 

(Np1 ) ! (Np,) ! . · · (Np.) ! 

Ye e$it oldugunu gostermek k0Jayd1r (bu formill, kombi
nezon say1s1 formillilnti geneUC$tirir). 

•) Burada, bu ortalama deterln, H/loa 2 den .llUcilk olamiyaca

tina lsaret edellm. 
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Ve 

(
Np1 ) NP, 

(Np1) ! > -e- (
Np2 )NP, 

, (NP2) ! > -;- , · · · , 

(Np.) 
... , (Np.) ! > -c-

eitsizliklcrini kullanarak, N nin kafi derecede bUylik degeri 

ic;in, k1s1m say1smm 

N 

den klic;lik oldugu gosterilebilir. 

Ancak, ihtimali, birinci harf 1c;m p, - E ile p, + E 

arasmda, ikinci harf ic;in P~ - E ile P~ + E arasmda, · · ·, 
n yinci harf i<;in p .. - E ile p + E arasmda olan k1s1mJar 
gozonilne ahmrsa, bu k1s1mlarm say1s1 ic;in 

(2 Nt) 

elde cderiz. Hie; olmazsa ic;indeki harfelrden biri ic;in 
ihtimal, yukanda gosterilen olmayan diger k1s1mlara 
gelince, bunlarm ihtimallerinin toplam1 sonsuz klic;ilk 
olacaktir ve bunu hesaba katmayabiliriz. 

O halde, «muhtemeb k1s1mlar1, problem 19 (sahife 
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101 - 104) da gosterildigi gibi ~ifrelesek bile, her k1sn11 
ula$tirmak ic;in, 

H = - Pi Jog P1 - P~ Jog P~ - · · · - P. Jog p. 

olmak tizere, 

H n+l nlog 2E 
N---+logN .--+---

log 2 Jog 2 log 2 

den fazla ikili i~ret kullanmayacagiz; cmuhtemeb klsun
Jart ~ifreJemek icin, (ill. bOlilmUn 1. paragrafmdaki prob
lem 20 nin c;ozilmUne tekabill eden) SHANNON-F ANO 
metodunu kullantrsak bu say1 gosterilen degerden haydi 
M.lJdi kti~k 0Jacakt1r. Buradan, bir harfi ula$hrmak icin 
Itizumlu ikili i~etler sayISmm ortalama degerinin 

H log N n + 1 1 n log 2 E 

--+--·--+-·--
Jog 2 N Jog 2 N Jog 2 

den ktic;tik olacag1 ncticesi c;1karihr. N - oo ic;in bu deger 

H 

Jog 2 

Ye yakla$Ir, bu ise, ooyle bir $ifreyi kullanarak bir harfi 
Ula$hrmak ic;in Jtizumlu ikili i$aretler sayuunm ortalama 
limit degerini verir, ve gostermek istedigimiz neticedir. 

Nihayet, biraz evvel verdigimiz ispatm temelini t~ 
eden esas prensip tizerinde bir kerre daha durahm. n harfll 
bir alfabede almmI$ tekmil mUmkUn klSimlar (b8$ka ifade 
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ile, n say1da neticesi olan vc N defa tekrar edilen bir 
deneyin N say1da tekmil neticeler serisi) gozonUne 
allmrsa, ooyle khs1mlarm (yahut bu serilerin) toplam 
say1s1 

n,N = l()N' IO&' n 

dir. Bu k1s1mlarm her birinin ihtimali, ve hatta bu k1s1m
lardan muayyen say1dakimn ihtimallerinin toplam1, N 
bUyUk olmas1 ~artiyle, c;ok kUc,;Uk olacaktlr. En az muhte
mel olan k1s1mlardan, ihtimallcrinin toplarru kflfi derecedc 
klic,;Uk (onceden tespit edilen bir o say1smdan daha klic;Uk) 
olacak tarzda, muayyen say1dakilerini hesaba katmazsak, 
o ne olu.rsa ol.~un (istenildigi kadar kli<;lik), N yi kflfi 
derccede bliyUk s~ck ~rtiylc ve II cntropiyi gostermck 
i.izere geriyc, ::;ay1s1, 

( 
1 )NP, ( 1 )N11, ( 1 ).¥11. p: 1>1 - • • . p = lQ:V.Fl 

ile aym mertcbeden olan k1s1mlarm kald1g1m gosterdik. 
Burada hemen ~unu soyleyelim ki, H, Jog n den daha ki.i~Uk 
oldugundan tckmil harflerin yahut tekmil ncticelerin c~it 
olarak muhtemel olmas1 halini hesaba katmayai-ak N 
sonsuz olarak bUytir ise, «muhtemcb kIBrmlarm say1s1, 
k1s1mlann toplam say1smdan daha c,;ok klic,;UktUr ( «muhte
mel k1s1mlann say1smm tekmil k1s1mlarm say1sna oraru 
olan 1 ()H·'·110.v log" 10 S(log" m, N - oo ic;in stir' a tie 
slf1ra yakla~u·). Bundan ba~ka, N kafi derecede bliyUk it'c, 
«muhtemeb k1s1mlarda muhtclif harflcr ic;in, p1 , p2, ••• , P• 
ye istenildigi kadar yakm izafi s1khklar elde edilebilecegini 
gosterdik. Vcrilen bir k1smm ihtimali ancak, bu ·k1smin 
harflcrinin izafi s1khgma ta.bi oldugundan (birinci harfe 
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N1 defa, ikinci harfe Nz def a, ... , n yinci harfe N. defa 
rastlanan bir k1smm ihtimali P1N• p2N, ••• p.11. dir), N 
kati derecede btiyillc olmas1 $Clrtiyle, tekrnil cmuhtemel> 
k1s1mlarm hemen hemen ayru ihtimale rnalik olduklarim 
kolayca gostermek mtirnktindtir. .Ba$ka ifade ile, biz 
burada, problem 12 nin sonunda da italik harflerle yaz1h 
ozelligi g&terdik, i$te, $ifreleme teorisinde entropinin 
oynad1g1 temel rolti izah eden bu 0zeliktir. 

~ 3. Ulathrmada bir bulamklaim miimkiin 
olmasa hali 

$imdiye kadar yaptlg1m1z tekmil incelemelerde, ul8$
t1rmamn hatas1z, yani bularukhk bulunmadan yaplld1g1 
farz edildi. Pratikte asla bu ooyle olmaz: ula$tirma s1ra
smda, ba~ka bir alanm tesiri ile elektrik alamnda ve bunun 
neticesi olarak gonderilen i$(lrette bir degi$iklik daima 
mtimktindtir. Hususi olarak, telgrafta, iki elementer i$Clret, 
bir ak1m ve bir poz ula~tmldlg1 vakit, ahc1 istasyonun 
bulamkhk dolay1siyle, bir ak1m yerine bir poz ve bir poz 
yerine bir ak1m almas1 i~in daima muayyen bir ihtimal 
mevcuttur. Bulamkhgm az olmas1 ve i$8retlerin almma
smda yap1Jacak hatamn ihmal edilebilmac;i haline evvelki 
mUlahaza ve ispatlar1m1z tatbik edilebilir. Fakat gene! 
ha Ide de informasyon teorisi ~k f aydab bir rol oynar. 

Basitle$tirmek maksadiyle, hepsi birbirinden mtistakil 
olan n harfli bir alfabe gozontine alahm ve bu harflerin 
ula$tmlacak metinde herhangi bir anda ula$tlr1lrnas1 
ihtimalleri p1, p1 , ••• , p. olsun. A1, A2, · · ·, A .. gibi m sayida 
el.ementer i$(lret kullanan bir ul8$tlrma hattJ goz0ntine 
alahm; bu hat vas1tasiyle bir zaman biriminde ooyle 
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elementer i$aretlerden L say1da ula$tmlabildigini fan 
edelim. $u halde, yukar1da elde edilen temel neticeyi ~yle 
ifade edebiliriz: btlilantklik olmamasi halinde gozonune 
altnan hat bir haberi 

Llogm 
v=-- - -

H 
(zaman biriminde barf sayiSI) 

ye istenildigi kadar yakm bir hizla ula$tmr (burada 

H = - P1 log P1 - p, log P2 - · · · - P• log P• 

olup bir harfin ula$tmlmasmda bulunan entropiyi gaste
rir), fakat hie bir halde bundan bliylik olamaz. BOyle bir 
ula$tmna q1z1m elde etmek ic;in, haberi kafi derecede uzun 
parcalara ayirmak ve, bu k1s1mlari ula$t1rmak icin 
SHANNON-F ANO $ifresini, ~ka ifade ile, $ifrelenmi$ 
haberin «kalan> 1 mtimklin oldugu kadar ~k az olan bir 
~ifre kullanmak k8.fidir. 

Bulamkhklann bulunmas1 muhtemel ise mesele biraz 
degi$ir. Yalmz bu halde, ula$t1rllm1$ i~retlerden sonra bir 
~kalan>, ul8$tmlm1$ haberi ahnmI$ i~retlerden hareket 
ederek dogru olarak yeniden tesis etmeyi mlimklin ktlar; 
mlihim bir bulamkllk ihtimali varsa, meBelfl her ul8$tI
rJlm1$ kelimeyi bir~k defa tekrarlayarak yahut her harf 
i~in bir kelime (bu harfle b8$layan kelimeyi) ula$t1rarak, 
ilk haberin «kalan> m1 dahi artt1rmay1 tecriibe ederiz. 
Bizi, minimum bir «kalan> a malik olan bir $ifrelemeye 
sevk eden SHANNON-F ANO $ifresinin burada kullanlla
m1yacag1 ve mutlaka ula~a hizmm ~k kUc;lik olacag1 
a$ikard1r. $u halde h1z ne kadar azaltllmahd1r? 

Bu soruyu cevapland1rmak icin evvelA, bulan1kbgm 
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mevcut oldugu bir hattm matematik olarak nasil d~UnU
lebilecegi.ni incelemek lazundlr. A 1, A2, ... , A. gibi m 
tane elementer i$8retle ~1$8.ll bir hatta, bularukhk dola
y1siyle, Ai i$8I'etini ula$brarak A, i$aretinin almm8Sl 
ihtimali PA1(A1) ($u halde p.,(Ai), Ai i$aretini hatasiz 
olarak alma ihtimalidir), Ai i$8retini ul8$brarak Ai 
i$8retini alma ihtimali P•• (A2), ... , A1 i$8retini ula$h
rarak A.. i$aretini alma ihtimali P•• (A .. ) oldugunu farz 
edelim. Keza A 2 i$aretini ula$t1rarak Ai, A2, ... , A. i$8I'et
lerini alma ihtimalleri p.,(Ai), p •• (A2) 1 • • ·, P•s(A .. ); · · ·; 
A.. i$aretini ula$t1rarak Ai, A: . . . , A. i$aretlerini alma 
ihtima1leri p ... (A 1), p ... (A2), ••• , p ... (A.) olsun 

P•• (Ai), P•• (A2), · · ·, P•• (A .. ); 

p.o:(A1 ), p •• (A2) 1 • • ·, p •• (A .. ); 
. . . . . . . . . . . 
p ... (Ai), p ... (A2), · · ·, p ... (.A.) 

ihtimalleri hatt1m1zda hasll olabilecek bulamkhklan istatis
tik tarzda gosterirler; ba$ka ifade lie bunlar, (yap1sma 
bagh mtimktin olan baz1 bulamkhklara malik olan) goz
ontine a1man hattm bir nevi matematik mahiyetini te$klI 
ederler. $imdi ula$tmlacak i$8retin p(Ai) ihtimali lie Ai 
i$8reti, p(A2 ) ihtimali ile .A2 i$8reti, .. ., p(.A.) ihtimaJi 
ile A .. i$8reti oldugunu farz edelim [p(.Ai + p(A,) + 
· · · + p (A .. ) = 1 dir]. Bu halde, ul8$t1rllm1$ i$8reti beJir
lcmekten ibaret olan ~ deneyinin H (~) entropisi 

H(~) =-p(A
1

) logp(Ai) - p(.A2) logp(A:)- ... 

. . . -p(A .. ) Jogp(A .. } 
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ye ~ittir. Hattm diger ucundan ahmm$ i~reti belirlemek
ten ibaret olan a deneyi tabiatiyle f3 deneyine tabidir; 
a nm, f3 deneyinin A, neticesinin vukuuna bagh, A. netice
sinin (i, i= 1, 2, ... , m) vukuu ihtimali, dogrudan dog
ruya p.,(A.) ye ~ittir. a da f3 hakkmda bulunan ortalama 
informasyon 

l(a, {3) = H(f3) - H 2 ({3) 

d1r, burada H,,. ({3), bir bagh entropi olup oolilm II, 
paragraf 2 de verilen formilllerle he68planabilir (bu 
formilllerde k ve j yerine m, B1 yerine A1 konur: ger<;ekten 
(3 ve a deneyleri aym mlimkiln neticelere maliktir). 
Tubiatiyle, l(a, f3) informasyonu daima f3 deneyinin H(f3) 
-entropisinden kU~ktUr, zira f3 deneyi hakkmda maksimum 
informasyon bu deneyin vuku bulmasmdaki informasyon
dur. l(a, f3) informasyonu HCB> entropisine, ancak, a 
dcneyinin neticesi f3 dcncyinin neticesini tamamen belirle
mesi halinde, yani alman i~retin ula$tmlm1$ olan i~reti 
daima bir tarzda belirlemesi halinde (pratikte bu, bula
mkhgm i~aretlerin normal olarak almmasma mani olma
mas1 demektir) e$ittir; l(a, f3) informasyonu ancak, a 
deneyi f3 deneyine tilbi olmamas1 halinde s1f 1ra ~ittir 

( ba$ka ifade ile bu, al man i~retlerin ula!$tmlan i~retlere 
asla tabi olmamas1 halidir; bu halde art1k, <;ok milhim 
bulamkhk sebebi ile, hi~bir ula$t1rma mtimktin degildir). 

~imdi, bir ula$tirma hattmm kapa.-tite anlamm1 izah 
edelim. Bulamkllk yoksa, m say1da elementer i~retle 

~ah~ bir ula$tlrma hattmm C kapasitesi 

C=Llogm 
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formUIU ile tarif cdilmi$tir, burada L, bu hat vas1tasiyle 
birim zamanda ula!jtll'llmas1 miimki.in olan elementer 
i~retlerin ~y1s1d1r. $u halde C kemmiyetinin, bu hat 
vas1tasiyle zaman birimindc ula$tinlabilen infonnasyon 
birimlerinin say1sma e!jit oldugu gorUIUr; ger<;ekten, her 
elemcnter i$8.rctte log m say1da informasyon birimi bulun
dugunu biliyoruz. Bulamkhk bulunabilmesi halinde, ahc1 
hattm allc1 ucunda bir clementcr i$8.retten elde edilen 

informasyon kcmmiyeti, 

ya e$ittir; bu kemmiyet tabiatiyle, A,, A~, .. ·,A .. i$aretle
rinin ula$tmlmas1 ihtimallcl'i olan p(A,), p(AJ,· · ·, p(A .. ) 

ye tabidir. $u haldc hattm kapasitesi 

C = L. maks [H((3) - H 2 ((3) I 

formillil ile tarif cdilmi$tir; burada maks (H((3) - H2 ((3) I 
ifadesi,l (a. (3) = II ( (3) H 1 ( (3) informasyonunun, p (Ai), 

p(A2), ... , p(A .. ) degi!jttrildigi vakit. maksimum degeri
dir. C kemmiycti tabiatiyle yine, hat vas1tasiyle birim 
zamanda ula$tmlabilen maksimum informasyon birim 
say1sma C!?ittir. Bu tarif mucibince, hattm kapasitcsinin 
ancak pJ, (A,), ... , P•• (A .. ); .•. ; P"" (A,), · · ·, P""' (A .. ) bagh 
ihtimallcrine tabi oldugu a~ikard1r. k - i ise P" (A•> = 1 
ve k =1= .j isc 1J•r (A•) O olmas1 halinde, ba$ka ifade ilc 
ula$tmlm1$ i$aretin hakikaten allnmas1 (bulamkhgm 

olmamru;1) halinde 

H:i. ((3) - 0 ve maks I H((3) -- Hx ((3)1 = 
= maks H ((3) = log m 
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elde edilir (bu maksimum deger tekmil ula$tmlmI$ deger
lerin e$it olarak muhtemel olmas1, yani p (Ai) = p (A2) = 
. ·. = P(A .. ) = 1/ m olmas1 halinde elde edilmi$tir; ooy
lece, bulamkllgm mevcut olmamas1 halinde bir hattm 
kapasitesi i<;in verdigimiz tarif, bulamkhgm mevcut 
olmasmm mlimkUn bulundugu haldeki daha genel tarifin 
bir ozel halidir. Genel halde, p(A1 ), p(A2), · · ., p(A .. ) 
ihtimalleri farkh oldugu vakit, H (~) - H ct (~) maksimum 
degerini alabilir; bununla beraber, bu maksimum degerin 
hi<;bir halde bu ihtimallere tekabill eden H (~) entropisin
den daha bUyUk olam1yacag1 ve, H(~) entropisinin 
maksimum degeri olan log m den haydi haydi daha 
bUyUk olam1yacag1 a$ikard1r; buradan anla$Ihr ki, bula
mkllg1 mevcut olabilen bir hattm kapasitesi, aym sayida 
elementer i$8l'et kullanan ve birim zamanda aym say1da 
elementer i$aret ula~tiran bulamk1Ig1 bulunmayan bir 
hattm kapasitesinden daha kU<;Uktlir. 

~u halde, bulamkhgm mevcut olmamas1 halinde, 
haberlerin ula$tirma h1zma ait temel netice, hattm kapa
sitesi ithal olunarak $Oyle ifade edilebilir: haberi kafi 
derecede bUyUk k1s1mlara ayirarak ve uygun bir $ifre 
(SHANNON-FANO $ifresi) kulJanarak, haberlerin ula$
llrma h1z1, 

c 
v = - - (harf birim zamanda) 

H 

ye istenildigi kadar yakm k1lmabilir, fakat hi~bir vakit 
daha bliylik olamaz (burada H, ula$tirilmI$ haberin bir 
harbinin entropisidir). SHANNON, bir ul~tlrmamn, bu
lan1khk bulunmas1 haUnde benzer durum arz ettigini ispat 
etmi$tir. Daha kesin bir ifade ile, lnr hatta lYulanikZik 
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mevcut o'labilmesi halinde uygun b1r fifre yardimi ile 
haberleri 

0 
v = - (barf birim zamanda) 

H 

ye istenildi§i kadar yakin (fakat mutlaka bundan kticilk) 
bir hizla ula§tirmak daima mumkii:ndur, ¢yle 1ci, uia.,tzn
lan her harfin (ve bunun neticesi oJarak muayyen sayida 
harften t~kkiiJ etmi$ her k1smm) alinmamnda bir hata 
bulunmasi ihtimali, onceden veri1mi$ ve iJJtenil,di{ji kadar 
ki.i.<;Uk bir E sayzsindan (mesela 0.001, yahut 0.0001, veya
hut 0.0000001 den) daha kiiqii,k oltmn; akBine olarak 
tila.,tirma, birim zamanda C/ H harften buyiik bir hizla 
?1aptlm1JJ ise, ula~ttrtlm'§ bir harfin alinmasinda bir hata 
bulunmasi ihtimali (u1a$tmna hizma tabl oJan ve bununla 
artan) sonlu ve belirli bir sayidan daima daha bii.yiik 
olacaktzr. <;ok onemli olan bu ozeUigin ispabru, ziyadesiyle 
karI$Ik oldugu ic;in, verememek zorunday1z. Burada sadece 
bu c;ok milhim teoremin bir ozel haline temas eden baz1 
hususlar1 gostermekle iktif a edecegiz. 1Jd eJementer i$8ret 
(mesela bir A, akim1 ve bir A:: pozu) kullanan bir uJ~
t1rma hath gozonilne alalim ve, bu i$8TE?tlerin herbirinin 
hatasIZ u1a$t1rma ihtimalinin 1 - A, hatab bir u1a$tlrma 
ihtimalinin de A oldugunu farz edelim. ~ka ifade ile, 

PA1(A1> = P•1(A2> ~ 1 - A. P•1(A2) = p .. (A1) = A 

farz edelirn, ooyJece sahife 169 da verilen ihtimaJ cetveJi 
burada $U ~kli ahr: 

1-A 

1-.A 
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~u halde 

HA, (a.) 1J..(a.) = - A log A - (1 - A) log (1 - A) 

ve 

H 11 (a) - p(A1 )H,., (a.) + p(A 2)HA2(a.) = 

-: - A log A - (1-A) log (1-A) 

dir [gerc;ekten, daima p (A1) t- p (A2) - 1 dir]; ooylece 
incelenmi!? olan misalde H11 (a) hi<; bir $Ckilde p(A1 ) ve 
p (A2) ihtimallerine tabi degildir. Fakat, 

maksH(a.) - maks [-p (A,) logp(A1) 
- p(A2) logp(A:) ] = log2 

oldugunu biliyoruz I bu maksimum, p(A,) = p(A2 ) = 1/2' 
i~in elde edilmitir] ; $U halde hattm kapasitesi 

C = Lmaks f H(a) - H11(a) I= 

= L llog2 I A log A + (1-A) log (1 - A) ] 

ile verilmi$tir. Bu kapasite, ula$tlrmada bir hatanm A 
ihtimaline t:abidir. C (.A) fonksiyonunun gosterdigi egri, 
$ekil 8 de verilmi$tir. Kapasite, A= 0 ve A = 1 i~in 

L log 2 ye e$it bir maksimum deger ahr (A = 0 bularuk
hgm bulunmamas1 haJi, A = 1 ise her A , i$8retine A 2 
i$8reti ve her A~ i$aretini A 1 i$aretine <;eviren bulamkhk 
halidir, bu ikinci haldeki bulamkhgm haberin anla!}1lmasma 
asla mani olmayacag1 a$ikard1r). Bundan ba$ka, A > 1/ 2 
ise, ahnan haberde daima, her A, i$8reti yerine A 2, ve her 
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A~ i~reti yerine A, konulabilir; bu takdirde hata ihtimali 
1-A < 1/ 2 ye e$it olan bir u1a$tmna hath elde edile
cektir. Demek oluyor ki, A yerine 1 - A ahrursa hathn 
kapasite degeri degi$mez; $U halde C (A) fonksiyonunun 
gosterdigi egri, A = 1/2 dogrusuna nazaran simetrik 
olacakhr. A = 1/ 2 i~in hattm kapasitesi sif1ra ~ittir; bu 
halde, hakikatcn ~~tmlm1~ ~aretten mii.stakil olarak, 
hattm ahc1 ucundan, 1/ 2 ye e$it bir ihtimal ile bir A ll 

c 

A 

$ekll: 8 

i$areti yerine bir A" i~reti ve, yine 1/2 ye e$it bir ihtimaf 
ile bir A, i~reti yerine bir A, i$areti ahmyor demektir; 
$U halde, bOyle bir hat Uzerinde hi~bir ul~brma milmktin 
degildir. neride A < 1/ 2 farz edecegiz, zira yalmz bu hal 
pratik bir fayda arz eder. 

$imdi SHANNON teoremine g~lim. Bu teoreme 
0 c 

gore, u1a$brmay1 v = - = L - (zaman blrlminde barf)' 
H H 

ya istenildigi kadar yakm (fakat bundan daima kilciik) bir 
hJZla yapllmay1 mtimkiln kllacak bir $ifrenin bulunmas1 
mtimkilndtir, $()yle ki, alman haberin ~zillmesinde yapllan 
hata ihtimali eok kilciik (daha kesin bir ifade ile, onceden 
verilen her kilciik say1dan daha kilcilk) olsun; burada 
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c = log 2 + A log A + (1 - A) log (1- A) 

dir. Zaman biriminde L harf ula~tirabildigimizden, bu 
ula~t1rma hlZlm elde etmek i~in N harften te~ekkill etmi~ 
uzun bir haberin ~ifrele~ ~eklinin «ortalama olarak> 
tahminen (H/c)N (yahut ~k az daha fazla) sayida 
elementer i~aret ihtiva etmesi laz1md1r; o halde, uzun bir 
T zaman arahg1 zarfmda LT sayida elementer i~aret, yani 
vT harfli bir haber ula~tiracagra. 

$imdi, N harften te~ekkill etmi~ bir haberin ~ifrelen

m~ $ekli (H/c) . N say1da elementer i$aret ihtiva eden 

bir ~if releme metodu arayacag1z; burada c ile, yalmz c < c 

§CZrtzni ger<;e7deyen bir sayi gosterilmi~tir (c sayisi c ye 
istenildigi kadar yakm olabilir). Bundan ba$ka, tekmil N 
harfli nN = 10 toa n · N sayida haberlerin (burada n, alfa
benin barf saylSldir) ~ifrelenmi$ ~eklinin bu unzunlukta 
olmasmm faydas1z oldugunu biliyoruz: bunun lQHN sayida 
«muhtemel» haberler i<;in dogru oJmaSI kafidir; 1Qlog n · N -

lQN · H say1da digerlerine gelince, N GOk bliytik oldugu 
takdirde, bunlarm gOiiilme ihtimallerinin toplam1 <;ok 
kli<;ilktilr, ve hatta bunlarm ~ifrelenmi~ $ekilleri daha ~k 
uzun olsa bile, bu keyfiyet ul8$tlrma h1z1m azaltmaya-

caktir fve bu h1z, zaman biriminde L(c/H) harfe yakm 
kalacaktirJ. Su nokatya da i~aret edelim ki, ula$hrmada 
<;ok btiyilk bir dogruluk elde etmek i<;in, lQNH say1da 
«muhtemel» haberlerin almmasmda yap1lan <;otlim hata
smm ~k kliGlik oldugundan emin bulunmak kafidir, zira 
tekmil diger haberlere <;ok seyrek rastlamr. 

Elementer i~aret sayis1 (H/c) .Nolan muhtelif klstm-
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Jarm saylSI 2HN /C = lQHN lo82/c ye e~ittir; C <CS Jog 2 
oldugund~n bu say1 lQNH dan bilytiktilr; ~ halde lQNB 

say1da «muhtemeb k1s1mlarm herbirine, $ifrelenmi$ yazi 
olarak bu k1snnlardan birini tekabill ettirebiliriz. Fakat, 
bu k1s1mlarm ul8.$tmlmasma ait hatamn da kticilk olmas1 
laz1md1r. MUmkUn olan hatalar hususunda '1.ipheye 
d~meyecegirniz yegane hal, .4 = 0 halidir; bu takdirde 
c = log 2 olup (Hi e) .N say1da elementer ~retll tekmll 
kli31mlar say1s1 N harfli «muhtemeb haberlerin sayJSma 
~ittir; demek oluyor ki, bulamkhgm olmamasi halinde 
yukanda verdigimiz neticeyi bulacagiz. Buna kaJlil1k, 

eger A > 0 ve c < log 2 (ve c < c) ise, (H/c) ·N sayida 
elementer i$8retli k1s1mlarm toplam say1s1 lQHN den 
bilytiktilr, bu ise beklenilen bir neticedir, zira 1QHN sayida 
$if relenmi$ yaz1, ula$hrmadan ileri gelen degi$iklik ihti· 
maline ragmen tefrik edilebilmeleri icin, k8.fi derecede 
farkh olmahd1rlar. 

1011N sayida $ifrelenmi$ yazilarm ~zillmesinde yapllan 
hata ihtimalinin kUctik olmas1 icin bunlann hangi ~an 
saglamas1 gerektigi kolayca gorUJUr. Bir elementer 1$8· 
retin ula$tmlmasmdaki hata ihtimali .4 oldugundan, 
k = (H / c) . N sayida elementer i$Qretli bir k1smm u18$tI· 
nlmasmda, bunlardan tahminen k . .4 kadar1 hata11 0Jacak
t1r; hayJi ~k yahut hayli az hata ile yapdan ul8$hrma 
halleri, k btiytik ise (yani N bUyUk ise), ~k az muhte
meldir. $u halde, k elementer i$Qretli her Josma, bu 
k1s1mdan ancak tahminen kA i$8ret kadar farkl1 olan, bir 
tak1m kJSimlar tekabUI ettirebiliriz {bu fark icin daha 
kesin o?arak, 6 kilctik bir say1 oJmak Uzere k(.4 + 6) Ue 
k(A - 6) arasmda bulunur diyebiliriz); eger alman haber 
bu k1s1mlara ait bulunuyorsa, ula$tmlan k1smm g0zonUne 
ahnan k1s1m oJdugunu sayleyebiliriz. Su halde $ifre ~yle 

'·JI 
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olmalidir: N sayida muktemel harflerin 1QHN sayida 
~frelenmU} ~kil"leri bOyle bir kisim takimina tekabiJJ 
etmeli ve bu takimlar f arkli olmal:u:lir; eger bir k1iS1m ayru 
zamanda bu tak1mlardan bir~guna ait olsaydl, ula~tlr
mamn ahrunasmda hangi kISmm ula~tmlmasmm istenildigt 
belirlenemiyecek ve ~ halde ul~tmlan haber ~emi
yecekti. 

$imdi her tak1mm say1smm k(a + o) ile k(a- o) 
arasmda b harfini [bunun neticesi olarak k (1- a - £) 

ile k(l- a+£) arasma a harfini] ihtiva eden k sayida 
ave b harfli k1S1mlarm say1sma ~it olduguna ~ret edelim; 
ger.;ekten, ilk k1sm1 te~kU eden elementer i~retler ile 
Usttiste gelen elementer ~etleri a ile ve, Usttiste gelme
yenleri b ile g0sterebiliriz. Daha once k say1da a ve b 
harfli k1s1mlarm say1s1ru hesaplam~t1k (bak. sahife 160-
161) ; bu say1 

say1smdan kticilkttir. BOylece, (H/ c) .N elementer i~t
ten te~kkill etmi~ l()HN say1da ~ifreli yaziya, her biri en 
fazla k 1 k1s1m ihtiva eden lQHN say1da k1s1m tak1m1 
tekabtil eder. $u halde tekmil tak1mlardaki k1S1mlarm 
toplam say1s1 
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dan kUCUktUr. Simdi 

c < c = log 2 + A log A + (1 - A) log (1 - A) 

ise N, say1smm, elementer i~t sayISJ k = (H/c)N olan 
tekmil kls1mlarm toplam say1SI olan 

H 
- N 

H 
108'2 - N 

M = 2"= 2c = 10 0 

den k~cfik oldugunu gosterellm. Bunun icin 

logN1 

logM = 

HN+log28+2log (7N)-7N[AlogA+(l-A)log{l-A)] 

H 
log2 ·7N 

c 
(H ) 21og -·N 

c-A'.logA-(1 -~)log(l -A) log28 c 
= + + . 

log2 (H ) (H ) Jog2 · c N log2 · ;N 

oramm t~kiJ edelim. Yukardaki bagmtimn sag tarafmda 
bulunan top!amm ilk terimi, hipotezlerimiz mucibince, 
1 den kUCUk, ve diger iki terim N biiyiik oldugu vakit (.'Ok 
ktietik oldugundan (bak. sahife 162), N kifi derecede 
btiyUk ahnd1gi vakit yukandaki oramn 1 den kUcilk 
oldugundan emin olabiliriz, bu ise istenilen ispattir. Hatta, 
N nin kMi derecede biiytik degerleri icin N il M oranmm 
'°k kU{;Uk oldugunu da iddia edebiliriz. Gertekten, C1 Ue, c 
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-ve c arasmda bulunan herhangi bir say1 gosterilirse 

(c < c1 < c), log Ni/log M orani 

., c1-~log~-(l-~)log(l-~) c-~log.1-(1-.1)1og(l-.1) 
A- < -I 

log2 )og2 

den daha kil~ttir (ger~kten daha yukanda g0z0nilne 
alman toplamm birinci terimi }. dan kil~Uk ve diger iki 
terimi !;;Ok kUcilktilr); buradan anla$11Ir ki, 

ve bunun neticesi olarak, 

Ni 1 
- <--
M Ml- >. 

oldugu anl8$1hr; }. < 1 olmak ilzere 

1 1 
-------- -

M1-'>. H 
[~ N(l->.>J 

2 c 

fonkBiyonuna gelince, N nin kafi derecede bilyUk degerleri 
ic;in, onceden verilen her say1dan daha kilc;Uktilr. Su halde, 
N nin bilyUk degerleri i~in, l()IIN say1da takuna dahil 

k1s1mlarm toplam say1s1, (H/c)N say1da elementer i$aretli 
k1s1Inlann toplam say1smm ihmal edilebilen bir kismins 
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hIZllllJl fonksiyonu olarak ~kil 9 da gosterilm~. Burada 
SHANNON teoremi, v < L . (c/ H) igin p = p(v) egri-

pl1·/ 

+-------~---
- -•JI' 
0 L ~ 

H 

Sekll: 9 

smm apsisler ekseni ile UstUste gelmesine tekabi.ll eder 
(~ka ifade ile, ooyle bir ula$tlrma hlZl ile istenildigt 
kadar kU<;Uk bir hata ihtimalinin elde edilmesi mUmkiln
dtir), halbuki v > L . (c/ H) igin bu ihtimal Uniform 
tarzda artar; v ~ oo oldugu vakit hata ihtimalinin 1/ 2 
ye yakla$mas1 keyfiyeti, herhangi bir haberin btiytik bir 
ula$tlrma h1z1 ile ula$brmamn pratikte milmkUn olmamas1 
Ue izah olunur; bu halde, ula!}tmlan haber1 tesadilfi olarak 
g()zmeye mecbur olacak ve bu takdirde iki harfli bir alfabe 
i~in hata ihtimali olan p, 1/ 2 ye e$it olacakb. 
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KONVEKS FONKSIYONLARIN OZELIKLERI 

y = f(x) fonksiyonunun gosterdigi egrmm (a, b) 
ara11gmdaki tekmil MN yay1, buna tekabill eden MN kir.1$1 
Uzerinde bulunursa, f(x) fonksiyonu (a, b) ara11gmda 
konveks'tir denir • ($ek. 10). BOyle fonksiyonlara misll 

'!J 

ffe: 
I I ! i I 

~'--...._.____.~.;__'--~--z 

0 II A 5 8 b 

&ekll: 10 

o1arak, kendi tarif ara11gi olan tekmil (0, + oo) arabginda 
Y = Jog x fonksiyonunu, ( m > 1 olmak Uzere) aym 
arahkta y = - xm fonksiyonunu, (- oo, + oo) arahgmda 
Y = - a21 fonksiyonunu ve nihayet (0, oo) arabgmda 
Y = - x log x fonksiyonunu verebiliriz ($ek. 11, a-d). 

•) YUkaek matematlkte (huauar olarak bu llAvede lncelenen) senll 
blr tonkBlyon sinllmm konvekallltlnl bellrlemek tcln blr krlter mevcuttur. 
Bir tonkalyonun JI'' lklncl tUrevl neirattt Jse tonkalyon konvekstlr. 

-183-
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!J 

.'I !I 

0 

Sekll: 11 

'I'EOREM 1. - Eger y = f(x) fonksiyonu (a, b) 
araligiruki konveks ise ve eger Xi ve x2 deg~k871Jj:n bu 
araliktaki iki degeri (yani a < Xi < :tz < b) ise 

(1) 

dir. 

!SPAT. - $ekil 10 da, OA =Xi ve OB= X1 olsun; 
$U halde AM=f(X1), BN=f(x2 ) dir. AB nin orta nok
tas1 S olmak Uzere 08 =(xi+ X2)/2 ve bunun net'cesl 
olarak SP= f[ (x1 + ~) /2] yaz1br. Bundan ~ka, 
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ABNM yamugunda kenarlarm orta noktalar1m birl~tiren 
SQ dogru par~s1, AM ve BN tabanlarmm toplammm 
yarisma e$it oldugundan SQ = [f (X1 + I (x,)] /2 dir. 
Fakat konveks fonksiyonlarm tarifi mucibince, MN .ltjri
$inin Q orta noktas1 MN yaymm ilstUnde bulunur; buradan 

yaz1hr; bu ise teoremi ispat eder. 

Misa'Qer. 

a) Y=logx 

(log x. + log X2) /2 < Jog [ (X1 + X2) /2] 

ya hut 

log V X 1X2 < log [Xi + X2) /21 

nihayet 

V X1X2 < (X1 + X2)/2 

bulunur : iki f ark'll pozitif sayinin geometrik ortalamaBI, 
aritmetik ortalamamndan ki4'llktiir. 

b) y=-X"', m > 1. Burada 

- (x1"' + Xi"')/2 < - (x. + x!)•/2 

yahut 

(z1"'+x2"')/2 > ((x1+X2)/2]"', 

( (X1"' + X1"') /2)1/m > (X1 + X1) /2 

elde edillr. 
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ifadesi ai, a.z . . . , ai sayilarimn m yinci kuvvetlerinin 
aritmetik ortalamasinm m yinci kokilnil gosterir. Su 
halde elde edilen netice $Oyle ifade edilebilir: liki farkli 
pozitif sayinin m yinoi k-:uvvetlerinin uritmetik ortalama
sinin m yinci k.Oku, m > 1 halinde bu sayilarm anitmetik 
ortalamasindan bii.yuktUr. 

c) y = - x log x. 1. teoremden 

- (X1 log X1 + X2 log X2) / 2 < 
(- (X1 + X2)/2) log (X1 + X2)/2 

yahut 

(- x1logx1)/2- (-x2logx2)/2 < 
[- (X1 + X2) /2) log [ (X1 + ~2) /2) 

bulunur; bu neticeyi Il. BOIUmde iki defa kulland1k. 
1. teoremdeki e$itsizlik aag$1daki tarzda genelle$tiri

lebilir: 

TEOREM 2. - Eger y=f(x), (a,b) araltginda bir 
konvek8 fonk8iyon ise, eger X1 ve X2 bu araligin he'1·hangi 
iki sa~risi ise, ve eger p ve q t<Yplami 1 olan herhangi iki 
poz:itif sayi ise 

(2) 

dir. p = q = 1/2 i~in 2. teorem 1. teoremi verir . 

ISP AT. - Evvela $Una i$8ret edelim: M ve N koordi
natlmit (X1, Y1) ve (xi.?, Y2) olan iki nokta ve Q, MN do(fru 
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PQT'°81'" MQ/ QN = q/ p (p + q = 1) oran•nda bOlen ~r 
noktaai iBe Q noktaainin koord.inatlan Fi + ~ 116 

'P'Y1 + W2 air. Gercekten, Xi, X 2,X. ve Y1, Y., Y ile JI, N, Q 
noktalarmm koordinat eksenleri lizerindeki izd~ 
gosterelim ($ek. 12). X ve Y noktalar1 X1X1 ve Y1Y1 
dogru parcalanru p/q oramnda ooler. Buradan ~ netice 
~1kanhr •: 

OX = OX1 + X1X = X1 + q(x1 - Xr) 

= (1 - q)x. + qx2 · f'X1 + px, 

ve 

OY = OY2 + Y:Y = '!/2 + p('!/1 - y, ) 

= (l - p)Y2 + P'Y1 = P'Y1 + qy,. 

$imdi yeniden y = f(x) konveks fonksiyqnunun 
g0sterdigi egriyi inceliyelim ($ek. 13); OA = z., OB = x,, 
AM = f<X1 ), BN = f<X2) olsun . MN dogru parcas1ru 
MN / QN = p/ q oranmda oolen Q noktas1mn koordinat
larmm PX1 + qx2 ve PY1 + Q'Y2 oldugunu gordUk; '11 

, 
:• · ·.~~(:J\I 

! i 
Y. ·-··---.:.~ • ,,, ,,., JI J 

I : I : . ' . . . . . . . . . : : : 
: : : 

-o+----'-'---'-- r 1,i .., 

8ekll: 12 

0 

r 
; j 
i i 
i I 
f I 

ll A S • 6 

8eldl: 13 

•) Sek il 12 de 3'1, 3'I ve ,,, .. koonUnatlan pozltlttlr (bu, blsl llll· 
lendlren h&ldlr). Otter hallerln lncelenmealnl okuyucuya brralayoruz. 
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halde SQ= pf(x1) + q/(x2) ve SP = f(px1 + qx,) dir 
(ger!;ekten OS = PX1 + qx2 dir). Fakat y = f(x) fonksi
yonu konveks oldugundan Q noktas1 P noktasmm altmda 
bulunur; $U halde 

dir; bu ise istenileni ispat eder *. 

MisaUer: 

a) y = log x. Bu halde (2) e~itsizligi 

verir; buradan 

bulunur. 

b) Y=-:cm. 

yahut 

PX1"' + qxln > (PX1 + qx2)"', p + q= 1 

elde edilir. 

• MN dotru pa~mm Aer noktasmm koordlnatlannm (flllOI + q.,, 
~ + G'!h) eekllnde yazJlabllecetlnl aiSrmek kolaydrr; burada fl > o, 
q > 0, fl + q = 1 dlr. isu halde (2) esltslzlllt MN klrlslnln y = /(:e) etrt
atnln altmda bulundultunu !fade eder, yanl bu e1ltslzllk tonkalyonunun 
konvek1llk tarttlne denektlr. 



Konvek1 Fonk1lyonlarm Ozellklerl 

c) · Y =-x log x. Bu halde 

- fJXi log Xi - qxz log X1 < 

< - (PXi + qx2) log (Fi + qx,), p + q = 1 

bulunur. 

1. tcorem ~u tarzda da genell~tirilebillr: 

189 

TEOREM 3. - Efjer y=f(x), (a,b) arali11tntJa 
konveks btr f onksiyon 18e ve eger x., x., ... , Zl bu. araligua 
hepsi e§it olmayan k tane degeri ise 

/(X1) + /(X2) + · · · + /(xa) 

k 
< 

dir (bu, Jensen E!$itsiz1igmin Ozel halidir). 

k = 2 i~in teorem 3 tekrar teorem 1 i verir. 

ISP AT. - Evvela, geometr;de ve analftik geometrfde 
cogu zaman kullamlan bir anlamm tarifinl yapahm. k 
ko~li M, M~ M, ... Ma gibi herhangi blr cokk~ll g0z0nU
ne alahm (~ek. 14, a); Q2, M1M2 kenannm orta nokt8Sl 
(M1Q2 I QzM2 = 3,/-!;); Q3, M.,Q2 dogru parcasm1 2/1 
oramnda oolen nokta (MJQalQ~Qz = ";/+ ) ; Q., M.Q, dogru 
par~sm1 3/ 1 oranmda oolen nokta (M.Q,/Q.Q, =~P-;) 
· ·.; ve nihayet Q•, M1Q1., dogru parcasm1 (k-'1)/1 ora-

(k-1) 1 
mnda bOlen nokta (M1Q1/Q1Q1., = /-) olsun Q. 

k k 
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noktasma M1, M2, ••• , M1 noktalarmin agirlik merkezi denir. 
Bir M 1M 2M, Ucgeni halinde (~ek. 14, b), Qs noktas& "/oena:r 
ortaylarin keaipne noktasi ile Usttiste gellr; gercekten, bu 

N, 

"' 
SekU: 14 

takdirde, Q2 noktas1 M1M2 kenarmm ortas1, MaQa bir 
kenar ortay ve Q .. , bu dogru parcasm1 M,,Q,/Q,Q2 = 2/ 1 
oramnda oolen noktadlr: bu, Ucgenin Uc kenar ortaymm 
kesi$me noktas1dlr. 

Eger M1, M2, · · ., M1 TW§elerinin koordinatlan (X1,Y2) 1 

(x2, y 2}, ... , (xa, ya) ise, Qa agirlik merkezinin koordinat
larinin 

X1 +x,+ ··· +x. 
k 

ve 

oldugunu gosterelim. Gercekten, teorem 2 nin ispatmm 
ba$lang1cmda faydalamlan ozelik mucibince Q2, Q3, Q., ... , 
\'e nlhayet Q1 noktalarmm koordinatlar1 

• _ ( X1 + X1 Y1 + 'U2 ) , 
Q_ 2 ' 2 
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( 
2 Xi + X2 1 2 1/i + lfa 1 ) 

Q. - 3 . 2 + 3 x, , 3 . 2 + 3 . y, 

yahut ( X1 + ~ + Xa 1/1 + : 2 + y, ) , 

( 
3 X1 + X2 + Xa 1 

Q.- -. +-·X,, 
4 3 4 

3 1/1 + 1/2 + Ya 1 ) 
4· 3 +4'11' 

yahut ( X1 + :r;, + Xa + x, Y i + Y2 + y, +y, ) 
4 I 4 

. . . . . . . . . . . . . . . . 

( 
(k - 1) X1 + X2 + · · · + X•·a 1 

Q· - . +-. :ti 
k k - 1 k , 

(k - 1) Ya + Y2 + · · · + Y•·• 1 ) --- . +- . '!Jt 
k k - 1 k 

yahut 

( 3'i + Xs + ... + Xt .. + X• I Yi+ '!12 + ... + Y•·· + Y•) 
. k k 

dlr. 

y = f (x ) konveks fonksiyonunu yeniden gOz<Snilne 
alallm. Bu fonksiyonun gosterdigi egerinin M ., M,, . . . , Ma 
gibi k tane noktas1ru dil~elim ($ek. 15). Fonksiyon 
konveks oldugundan, M1M2 • •• M. ~kgeni konveks olacak 
ve y = f(x) egr:sinin tamamen aJtmda bulunacakbr. Eger 



192 lhtlmallyet ve lnrormasyon 

r p 

~ : 
I: 

; \ 
b -:1. 

0 

Sekll: 15 

Mi, M1, •.. , M· noktalarmm apsisleri X1, Xa, · · ·, X• ise bu 
noktalarm ordinatlari /(X1), I(~), . · ·, /(X•) olup bu 
noktalarm a8'J.rhk merkezinin koordinatlar1 

Xi+ X2 + · · · + X• /(X1) + /(X2) + · · · + /(X•) 
~~~~~~~- ve ~~~~~~~~~~-

k k 

dlr; buradan 

k 

ve 

( 
Xi + X2 + · · · + Xa ) 

BP=! · 
k 

yazihr (bak. $ek. 15). Fakat, k k0$eli konveks bir eokge
nin ag1rhk merkezi bu ~okgenin h;inde bulunur (bu, ag1rhk 
merkezinin tarifi neticesidir); $\J halde Q noktas1 P 
noktasmm altmda bulunur ve 



/(:Di) + /("9) + ... + /(•) ( ... +• + ... +•) 
k <I ID , 

olur, bu Jae &fJlted)mml ldeDlleD Dltladr. 

a) 11 =Joi s. TeOrml 3 den 

log Si +Joaa;.+ ... +Jew• 
~~-------------- < i 

.. +-.+···+• 
< lei • ' 
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yahut 

elde edilir. 

Hepsi birbirine e§·it olrnayan k saytda pozitif sayil.ann 
m yinci kuvvct'lerinin aritmetik ortal.amastnm m yinci 
k6kii. bu. sayucmn aritmet4k ortal.amastndan 1cil{;ii.ktii.r 
(m > 1). 

c) y = - x log :r. Bu halde teorem 3, 

X1 log X1 + x~ log X2 + ... + Xt log X• 

k 
X 1 + X2 + · · · -1- Xt X1 + X2 + · · · -1- Xt 

< - log . (4) 
k k 

verir. 

Nihayet, torem 2 ve teorem 3 U gen~eltiren a~gidaki 
teoremi gosterelim: 

TEOREM 4. - y=f(x) bir (a, b) araligmda. bir 
konveks fonksiyon ve, x., x2, ••• , x1 lnt aral1gm k tane 
.~y1si ol.~un; e{jer P1, P:, ... , P•, taplami 1 e ~it olan k 
tane pozitif sayi ise 

p.f (xi) + P2fCX2) + · .. + p1f(x1) < 

< f<P1X1 + PzX: + · · · + p 1X1) (5) 

dtr ( grncl haMe~ Jansen e~itsfaligi). 
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Bu teorem k = 2 i~in teorem 2 yi, ve Pi = P2 = ... = 
P• = 1/k i~in teorem 3 ti verir. 

!SPAT. - Yine y = f(x) konveks fonksiyonun gos
terdigi egriyi gozoniine alahm ve bu egri i~ine ko~lerinin 
koordinatlari (X1, Yi), (xz, Y2) , ... , (x1, Y•) olan k kenarh 
111' 1 .. M2, ••• , M. ~okgenini ~izelim (~ek. 16) . 

$ekll: 16 

olmak Uzere ~okgenin M]M2 kenan Uzerinde bir Q2 

noktas1ru; 

olmak tizere M,M2 dogru par~smm Q3 noktas1ru; 
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olmak Uzere M,Q, dogru parcaglillll Q, noktasllu; ve 
nihayet 

olmak tizere M.Q ... dogru parcasllllll Q noktasuu gozonilne 
alahm (eger P1 = Ps = · · · = pt = l / k ise Q noktasl 
M1M2, · · ·, M1 ~kgeninin ag1rhk merkezidir) . Q2 , Q,, Q, 
.. . , Q noktalanrun koordinatlari teorem 2 nin ispatirun 
~mda verilen ozelikten faydalarularak elde edillr : 

( 
P1X1 + PzX2 Pif<X1) + pJ(X2)) 

Q, - , ~-~--~-
Pi+ Pi P1 + P2 

( 
Pi + Pi P1Xi + PzXs Pa 

Qa- · +-----x, , 
Pi + P-i + Pa Pi + P2 Pi + P2 + Pa 

P1 + P2- pJ(Xi) + p J (X2) ------+ 
Pi + P: 

+ Pa f (:z:,)) 
Pi + Pi + P3 

yahut 

( P1:Z:1 + P2X2+P3X3 p .f (x. ) + P2/(X-.i) + Pa/(X,) ) 

p , -l-P2+Pa Pi +P:+P~ 

( 
P1 + P2+P3 P1:Z:i + P:x..:+PaXa 

Q, - - . + 
P1+P2+Ps+P~ Pi+P...i+Pa 
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P1+P2+PJ 

P1+P2+P3+p, 

yahut 

pJ (Xi) + PJ (X2) +pJ (x, ) 

P1 +P2+ P3 

( 
P1X1 +P~+p3Xs + p,x, 

P1 +Pd Pd-p, ' 

+ 

P1/ (X1) +P2f (X2) + Paf (Xa) +p,f (:c,)) 
P1+P2+P3+p, 

. . . . . . . . . . . . . . . . . 

Q .. (P1X1 + P2X~ -f- · · · + p1.,x1 .. + PAX•' 

P1 +P2-!- · · · + P•·· -1- P• 

197 

Pif(X1) + P2f<~) + · · · + p1.J(xt . .} -1- ptf(Xt)) 

p, + P2 + · · · + P•·· + P• 

veyahut 

rP1X1 -1- P~2 + · · · -1- ptX1, 

pif(X1) -l-P2f<X2) -1- ··· +Pt/(X•)J 

zira Pi + P2 + ... + P• = 1 dir. 

Nihayet §eldil 16 dan 

8Q=P1f<X1) -l-PJ(X2) + · · · -1- ptf(X1) 

OS=P1X1 + P2X2 + · · · +p.xa, 
SP= f<P1X1 + PzX; + · · · + paxa) 
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elde edilir. 

Fakat Q noktas1 P noktasmm altmda bulundugundan 
(ger~ekten, ~okgcn y = f(x) egrisinin tamamen altmda 
bulunw· ve Q bu ~okgenin bir i~ noktas1d1r), 

pif (x,) + Pif<X2) t · · · + p1f{X1) < 
< f (P1X1 + P2X2 + · · · + pt:i;1) 

bulunur, bu isc gostcrilmesi istenilen ncticedir *. 

Misaller. 

a) y = log :r·. Bu halde 

p, log x, + Pi log X 2 + . · · +pt log X• < 

< log (P1X1 + P .:Xi + · · · + PtX•) 

elde edcriz, buradan 

x , ,,, . X2P• •.. X lfl.l < 1J1X1 • J p .;r. -l- ... + P•X• , 

p, +Pi + · · · + p/ 1 

bulunur (Geom.etrik ortalama ve aritmetik orta1ama 
te01·emi11.in gcnelle.~tirimesi). 

b) y - xm, m > 1. 

•) M1M2 ... Mt cokiienlnin lclnde her noktanm koordlnatlannm 
(P1X1 + PsXs + . . . + plr1 , pJ(:r:1) + Psf(rs) + . . . + 'P1/(x1)) &ekUne 
konulabllecetlnl iiormek kolayd1r; burada s>i 112 . . . 11, toplanu 1 e e11t 
olan k tane po7.ltlf say1d1r. $u halde (5) e.tlhl7.llltl etrl tclne clzllen 
cokgenln bu etrlnln tamamen altrnda bulunduaunu !fade eder. 
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yahut 

P1X1"' + P2X~'" + · · · + PAX•"' > 

e1de edilir. 

> (P1X1 + P2X2 + · · · + PAX.1) "' 

P1 + P: + · · · + P• = l 

c) y = - a: log x. Teorem 4 den 

- P1:X'1 log X1 --P . .Xi log X2- ..• -P•X• log Xt < 

< - (P1l'1 + P,;1:02 + · · · -j- P•X1) · 

log (P1X1 + P2X2 + · · · + PAX•), (6) 

P1 +P: + · ·· + Pi=l 

bulunur. • 

Bu Have k1smm as1l konusunu, (4) ve (6) ~itsizlikle
rinin ispatim t~kil eder. tlkinden, k miimkiln neticesi olan 
bir a deneyinin entropisinin, ~t olarak multtemel k 
neticesi olan ao deneyinin log k entropisinden kilc;Uk veya 
buna ~it oldugu neticesi ~1kanhr; f.istelik, ancak tekmil 
neticeler ~it olarak muhtemel ise, yani a deneyi ao 
deneyine identik ise H(a) =log k olabilir. Gercekten (4) 
~itsiz1iginin iki taraf1m k ile carpahm ve 

koyahm, burada Ai. A 2 •• ·, A .1 ile a deneyinin neticeleri 
gosterilmi~tir fp(A1) + p(Az) + · · · + p(Ai) = 1 dir; 



~ --~--...... ---- -------·- --

200 1hUmallyet ve 1nrormasyon 

p (A1), p (A2 ) , • •• , p (Ai.) ihtimallerinin hepsi birbirine ~it 
degildir] ; bu takdirde 

-p~)~p~)-p~)~p~)-

- . .. -p(A1) logp(A1) < 

< - [p(A1) + p(A2) + · · · + p(At)] · 

p(A1) + p(A2) + ... + p(A1) 1 
·~ =-~-=~k 

k k 

ya hut 

H(a.) < H(a.,J 

elde ederiz. 

(6) e$itsizligi, a. deneyinin vukuuna bagh ~ dene
yinin Ha. (~) entropisinin, bu deneyin bagh olmayan H(~) 
entropisinden kilgilk veya e$it oldugunu gostermek i~in 
kullanllabilir. Ger~ekten, (6) e$itsizliginde P1 =P(A1), 
p::=iJ(Az), · · · , Pt=P(A1) ve X,=P,1, (81), X::=PA2 (81), 
- .. , Xt=PA (B1) koyahm [A1, A 2, . · .,A· ve B1, B2, 

1 

... , 81 ile a. ve ~ deneylerinin neticeleri gosterilmi$ olup 
p(A1) +p(A2 ) + · · · +p(Aa) =1 dir); 

- p(A1) P As (81) Jog 1' A, (81) - p(A,) p A
2
(81) log p A,(81) - ' · ' 

... - p(Alt.) P;11t.(81) log PAft.(81)< 
< - [p(A1) PA,(8 1) + p(A2) ,,A,(B,) + ... + p(A .. )pA .. (81)). 

· log (p(A,) PA,(8,) + p(A~) PA,(8,) + .. . + p(A4) PA~(B,)J . 

elde ederiz. Fakat toplam ihtimal formillil mucibince 
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dir; buradan son ~itsizlik !jU ~kilde yaztlabllir: 

-p(A,)pA
1
(8,)logpA

1
(8,)-p(A2)PAJ8,) logpA,(8,) - ··· 

.. • - p(A•) P ..t• (8,) log p A• (8,) < - p(8,) lor p(B,). 

PA, (B1) = PA. (B,) = · · · = PA (Bi) = p(B1) ise 
(burada son ~itlik toplam ihtimal f~rmillil neticesidir) 
C$itsizligimiz ~itlik ~klini abr. Keza 

- p(A,) P ..t (81) log P Ai (82)-p(A2) P Ai (82) log p A 
2
(82) - · · · 

· · · - p(A•) PA• (8z) log PA• (8:) < - p(8,) log p(82), 

- p(A,) p A
1
(8,) log P A,(83)- p(AJ P A~(8:i) log p,.(83) - · · · 

· · · - p(A•) p A• (Bs) log PA• (83) <: - p(B,) log p(B,). 

. . . . . . . . . . . . . . 
- p(A

1
) PA, (8;) log PA, (Bi)- p(A2) PA 2(8;) iog P Az(B;)- · • • 

· · · - p(A~) P,.1k (8,) log PA~ (8,) < - p(B.) log p(B,). 

elde edilir. Tekmil bu e~itsizlikleri toplayarak 

yahut 

eJde edilir. Bu ~itsizlik, a ve ~ deneyleri milstakil degiJ
~eJer, yani pA .. (B. ) =f p(B.) olacak ~kilde m ve n 
( 1 :::; m :::; k, 1 ~ n :::; j) saytlan mevcut ise, vakidir. Eger 
a ve ~ deneyleri miistakil iseler H « (~) = H (~) dir. 

BOliim II, paragraf 3 Un sonunda biraz daha genel 
olan 
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e~itsizligini kulland1k ( y deneyinin 1 ihtimali ile vuku 
bulan ancak bir neticesi oldugu farzedilirse, bu e~itsizlik 
H,. CB) ~ H(B) e~itsizligini verir). Bu e~itsizligi Ha. <B> ~ 
H <B> e~itsizliginden hareket ederek gostermek kolayd1r. 
Ger~ekten, y deneyinin neticelerini 01, C2, ... , On ile 
gosterelim; (1<1> ve (3<1> ise A 1 (1), A2<1>, ... , Ak<1 > ve 
B1 <1 >, B2 <1>, .•. , BP> neticelerinin ihtimalleri s1ra ile 
p(A1<1 >) =pc,(A1), p(A2<1 >) =pc1(A2), · · ., p(Ak<1>)= 
7Jc,(A•) ve p(B1 <1>) =Pc,(B», p(B2 <1>) =pc1(B2 ), • • ., 

p (BP>) =pc, (B1) olsun. Biraz evvel gosterilen neticeye 
gore 

dir. Fakat 

ve 

H~'1i = -p(B!
1
') log p(8~1 ') - p(Bi''> log p(8~1»- ··· 

• ·• -P<B}1? log p(BJ11J = - Pc,(81) log Pc.<81) 

- Pc.(B,) log Pc.(8,) - · · · - Pc,(B,) log pc.(81) 

=He,(~) 

H«n1(~h') = p(A!1i HA111{~h» + p(A!1')HA~11(~h') + ... 
. .. + p(Ail» HA;ll((j(ll) 

-buradan 

ffA~t>(~ 11» = - PA~11(8: 11) log PA~•1(8: 1»-

- pA111(B!1» pA11,(8~ 1 l) log - ••• - pA01(8;'1) log pA111(lr1•
1». ' 

2 - 2 . 2 I 
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yaz11Ir. $imdi p,.
1
<'> (B1 U>), p,1,<•J (Bi' 1 '), vs. bagh ihtimal

Jcrini arayahm. Bile~ik ihtimaller kanunu mucibince 
lBak. BOllim I, paragraf 3) p,i

1
1•i(B1(1l) ihtimali A1<UB1<t> 

ve A1 <1 > neticelerinin ihtimallerinin oraruna e~ittir. Fakat 
p(A 1 Cl>) =pc,(A1) dir; Ai<1 >B1 <1> o1ayrmn ihtimaline 
gelince bu, pc,(A1B1) bagh ihtimaline e~ittir (A10>, 01 
o1aymm vukuuna bagh A1 olaymm vukuunu, B1 Cl> ise, 
aym ~art altmda B1 olay1run vukuunu gosterir; ~ halde 
A 1mB1 (1), ayru ~art altmda A1B1 in vukuunu gosterir). 
Fakat, bile~ik ihtimaller kanunu mucibince pc,(A1B1) = 
p.:,(A1)pc,., (B1 ) dir; buradan 

(Ac1i 8<1>) 
(I) fl I I 

PA(I) (8, ) = -( i(IJ) 

Pc,(A,) PC,A, (8,) 

(A) 
- PcA(81). 

' p "1 Pc, ' ' ' 

elde edilir. Keza 

PA\11 <BP» Pc,A,<B~). P,1~11 (8' 1'> . Pc1A1 (B,) .... 

···PA\11 (8)11
) Pc1A1 (B,). 

yaz1hr. Buradan 

HA\"(~' 1 ') --Pc,A,(81) log Pc, 41(8,)-pc141(81) log Pc,,.,<B~>- ··· 

··· -pC1A1(8,)logpC1A1(B,) Hc,A,(~) 

ve benzer tarzda 

bulunur. $u halde [burada p(A1C1>) =pc,(Ai), p(A2<1)) = 
pc-,(A:), ... , p(A.<I>) =pc,(A•) oldugunu hatlrlatarak] 
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H~l) (~<1>) := Pc.<A,) He, A ,Cf')+ Pc.<A2) HC1A2({3) + ... 
... + Pc 1(A~)HC1Aft(~). 

elde ederiz. 

$u halde H <I> (~C1>) ~ H(~<I>) ~itligi 

Pc
1
(A,) Hc

1
A

1
({3) + Pc1(Az) HC1A1(~) ...1.. ••• 

... +Pc. (A.) He.A,(~) ~ H,.({3). 

yaztlabilir. Her iki taraf1 PCC1) ile ~ ve 
p(C1)pc,(A1) = p(C1A1), p(C.)pc,(A2) = p(C1A2),, · · . ,. 
p ( C 1) pc, (A•) = p ( C .A.) e~itlikleri hesaba kattlarak 

p(C1A1) HC1.41({3) + p(C.A:) He. A1({3) + ... + p(C.A,) Hc1Ak ({3) ~ 
~ p(C,) Hc1<{3). 

yaz1hr. Ayru tarzda 

i>(C~A,) Hc:A1(~) ; p(C~A~) Hc2A2<~> ... ... - p(C:A) Hc2A1({3) < 
~ p(C2) Hc.(f'). 

p(C3A1)Hc
3
A

1
({3) + p(C3AJHc3A2(~)-1 ... + p(C3A,)Hc3Ak({3)---: 

~ p(C3) Hdfi>· 

p(C,,A1) HcM1t ({3) + p(C Az) Hc.413> + · · · + p(C,,A1c) H c.At({3) ~ 

~ p(C,,) He. ({3). 

e~itsizlikleri elde edilir. Biltiln bu ~itsizlikleri toplayarak, 
g0sterilmesi istenilen 

Hya (~) ~ Ry (~) 

elde edilir (ya. ve a.y deneyleri farkl1 degillerdir). 



II. 1 LAVE 

BAZI E$ 1TSIZLIKLER 

Bu ilavenin konusu n! = 1 . 2 . 3 ... n S8YlS1Jll 
hesaplamay1 milmkUn ktlan baz1 e$itsizlikleri gOstermek
tir. Fakat once, e say1s1 ad1 verilen onemli bir sayi tarif 
etmemize imkiin veren oJan baz1 yardJmCI e$itsizliklere 
ihtiyac1miz oJacaktlr. 

1. n pozitif ve tam herhangi bir sayt olma.k Were 

2 ~ (I ~ ;) n < 3. (1) 

!SPAT. - k ~ n (n tespit edllmi!Jtir) oJmak ilzere 
herhangi pozitif ve tam bir k say1s1 i~n 

k ( I ~ 4: k' I +- ::;; I + -)< I+-+-: 
n n n n1 

dir; (1) e$itsizligi bu son e$itsizligin k = n ye tekabUI 
eden bir ozel halini te~kil eder. tspatI rekilrans yolu ile 
yapacagiz. k = 1 i~in 

I ( 1) 1 I I I +- ~ I + - < I + - + -;. 
n n n n 

- 205-
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dir; bu ise a~ikar olnrak dogrudur; ~imdi e~itsizligin k nm 
belli bir degeri i1;in gosterildigini farz edelim; bu 
takdirde 

~ + I I(: + 2 k + I (k + I) n - k2 

= I +--+ -----< 
n n' n3 

k+ I Ck + 1)2 

< 1 -r---+ . 
n ni 

yaz1hr, zira ks n i1;in (k + l)n -kf' > 0 d1r. ~u halde 

k+ I ( ')HI k+ I Ck+ I): 
I -:- -- < I ·I- - < I + -- + : 

n n n n2 

oldugunu gosterdik; ozclik k = 1 i1;in dogru oldugundan 
ks n olmak Uzere, k ne olursa olsun dogrudur [Ustelik, 
k > 1 icin 1 + k/n < (1+1/n)k d1r]. 

2. n pozitif vc tam herhangi bir 8ayi olmak ii.zerre 

I +..-- > l +-( I )t.+1 ( I)" 
n+ I n 

(2) 

ven~2i8e 
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, ')".,., ( I /1 

l 1 ,.. ~ < I -1- n - 1) . (2') 

dir. 

1SPAT. - NEWTON'un binom formillU mucibince, 

( 
I)" 1 I 1 I I I I + - = I + C! · -+ C:. - + ... + e;:-1 . -+ C: . _ 
n n n' n''"1 n" 

I n (n - I) I n (n - f )(n - 2) f = I + n· -+ ·-+ --~+··~ 
n 21 n2 3 I n1 

n(n - 1)· · · [n - (n - 2)] I n(n-1)- · · [n -(n-1)) I 
···+ ·-+ ·-

(n - I) I n""1 n I n" 

= I + I +..!_ (1-~) + ..!_ (1-~) (1-~) + ··· 
2! n 31 n n 

... + n'i (I - ;) (I - D ... (I - n n I) 

yaz1hr; keza, 

(i I ) 
11

+ 1 I ( I ) I+- = l + l -1-- 1- - + 
n + I 2! n+ I 

+ ..!_ (1 - _I ) (1 - _2 ) + ... 
3 ! n-l I n+ I 

... + ..!_ (1 - _I ) (1 - _2 ) ... (1 - n-1) + 
n! n + l n+ I n+ I 

+ (n; I)! (i - n ~ ,) (i - ~ ~ ,) ... (i - n; I)· 



208 lhtlmallyet ve tnronnasyon 

d1r. (2) e$itsizligi, bu son iki ifadenin ka~llai,tlrllmasiyle, 
derhal elde edilir. 

$imdi 

( 1 +~)"+a I(•+" 1 ,f =~r:·r+I IC" ,r = 

= (n+l)"H(n-1)" = ("'-1)".n+l = 
n'"+' n2 n 

oramm te$kil edelim. Fakat n ~ 2 icin 

(l -~)"= I -n . .!_ + n(n-1) . .!__ n(n- l)(n-2) . ..:_ + 
n1 n: 2 I n' 3 ! n' · 

n(n- l)(n-2)(n-3) 
+ · - -··· = 

4 I n' 

ve bunun neticesi olarak 

I I n-1 
~ I- -+- · -- . 

n 2 n1 

( l -_!_)" ( l + ~) ~ (I -~ + ! · _!_ - ! · _!_) (I + ~ ). = 
n2 n n 2 n2 2 n3 n 

I I I I 
= 1-- · -- - ·-< I 

2 n2 2 n' 
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bulunur. ~u halde 

yaz1hr ve buradan (2') e$itsizligi elde edilir. 

(2) ~itsizliginden, 

209 

dizisinin her say1smm bir sonrakinden daha btiytik oldugu 
gori.iIUr. Diger taraftan, tekmil bu sayilar 3 den ktictik 
oldugundan [bak. (1) e$itsizligi], n + oo oldugu vakit, 
!'Onsuz olarak artamazlar; $U halde bunlar, a$ikAr olarak 
2 ile 3 arasmda bulunan, belli bir limite yakla$1rlar (dizi
mizin tekmil say1Jarmdan daha bi.iylik olan) . Bu limit 
degeri e ile gosterilmi$tir. e say1smm yakla$1k degeri 
2,718281828459045 dir. 

Keza, (2') e$itsizliginden, 

( J)ntl 
l+-

n 

dizisinin gittikc;e azald1g1 gorilliir (bu say1Jardan her biri 
kendisinden evvelki say1dan daha kti<;likttir). Tekmil bu 
~ay1lar a~ikar olarak 1 den bilyilk oldugundan, n sonsuz 
bi.iyildi.igu vakit, belli bir limite yakla$1rlar; bu limit, 
dizinin tekmil say1larmdan kilclik, fakat dizide, n nin 
kafi dereccde bilyilk degerine tekabill eden sayllanna iste
nildigi kadar yakmrur. Bu limitin, biraz evvel gorillen 
aym (' say1s1 oldugunu gormek kolayd1r; gercekten, ikinci 

f. 14 
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dizinin bir tcriminin birinci dizinin aym s1radaki terimine 
oram olan 

(, + ~r - · / (, + ;r = , T ; 

ifadesi, n sonsuz btiyiidtigti vakit, 1 e yakla~1r; ~u halde 
iki dizi aym limite maliktir. 

c say1s1 matematikte btiytik rol oynar; ozel olarak n! 
say1smm hesabmda yer ald1g1 gortiltir. 

3. n ~ 6 olmak iizcre bir tam sayi olsun; 

1 1 
(-n)n > n! > (- n) " 

2 3 
(3) 

dir. 

tSPA T. - Rektirans yolu ile ispatimlZI yapahm; 
n = 1 i~in 

1 1 
n! = l, (- n) 11 = 1/ 3, yani n! (- n)" 

3 3 

1 
d1r. ~imdi n nin belli bir degeri i~in n! > (- n)" oldu-

3 
gunu farzedelim; buradan, 
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1 
olur, zira (1) ~itsizligine gore - (1 + 1/ n)" < 1 dir. 

3 
Buradan (yalmz n ~ 6 ic;in degil) herhangi pozitif tam 
n ic;in 

1 
n! > (- n)n 

3 

bulunur. Sonra, n = 6 ic;in 

1 

1 
(- n) " = 36 = 729, 

2 

n! = 6! = 720 dir; yani (- n)" > n! dir. Fakat n nin 
2 

1 
b ir degeri icin n! < (-n) " ise aym zamanda 

2 

1 
0Jacakt1r, zira (1) e~itsizJigine gore - (1 + 1/ n)n > 1 dir. 2 . 

$u halde ozelik n ~ 6 oJan her tam n saylSl ic;in dogrudur. 

(3) e~itsizligi bizi, 2 ve 3 arasmda buJunan bir A 
say1smm bulunabilecegini dti~tinmeye sevkeder, $Oyle Id, 
a < A ic;in ( n I a) n kemmiyeti n! den btiytik ve a > A icin • 
n ! den ktic;tik olsun. Gerc;ekten de bu ooyledir; tistelik bu 
say1 yukar1da tarif ettigimiz e say1sma e$ittir. 

4. n > 6 herhangi bir tam sayi ise 
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(4) 

dir, buradan e = 2,71828 ... olup n + oo i¢n (1+1/n)"' 
if adesinin Zimiti,d,i1·. 

(4) esltslzlltlnl !spat etmeden evvel, e sayL~mm neden a sayrlarmrn 

em1r1 oldutunu gtlsterellm. Gercekten, a. > e ise "' > 6 lcln 

olacaktir. nundan baska, a.o < e ise blr . N say1s1 bulunablllr. $1jylc kl , .. -- ,. __ 
n > N lcln a1/yl/t1, eden kilcilk olsun; bu, ti - >- oo !ctn yl/n l!adcslnln 
l e yakla1,1mas1 ncllcesldlr; r;rercekten bu l!adenln loaarltma.s1 l,/tt loa ll/tt 
oiup n ->- oo l<:ln O a yakla111r. $u halde, 11 > N Icln 

I ~- )n > n ( - n_ )n > n l~-r < n !. 
\oi ~ e 

nM 

olur, bu lse aosterllmesl lstenllen neticedlr. 

lSPAT. - Burada da rektirans yolu ile ispattan 
faydalanacag1z. n = 1 i<;in 

n! = 1, (n/e) 11 =1/e yani n! > (n/e)" 

dir. ~imdi n nin belli bir degeri i~in n! > (n/•B)" oldugtinu 
farzedelim; buradan 

(n + I) ! = n I (n + I) > (n/e)" '(n + I) = 
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yazillr n ne olursa olsun (1 + 1/ n) "/e < 1 dir. Su halde 
n herhangi pozitif tam say1 olmak i.izere (yalmz n > 6 icin 
degil) 

n! > (n/e) 11 

olur. Bundan ba~ka, bir logaritma cetveli yard1m1 ile 
' 

7! <7-(7/e) 7 yani 6!<(7/e)7 

oldugu kolayca gerceklenir [gercekten log 6! = 
log 720=:!2,857, log (7/e>7= 7 (log 7 - loge) =:! 7(0,847 -
0,434) = 2,891 dir]. Su halde n nin belli bir degeri icin 
n! < n. (n/e)" oldugunu farz edersek 

{n + I)! = n ! (n + I) < n(n/e)" · (n + I) = 

= (n + I) (n+ ')"+• / (n+ 1r+• = 
,. n" +l·e 

(1 +!)"+I 
=(n+l)(n:-!r~·; en <(n+l)(n : 'r+• 

olacakbr, zira (1 + l / n)"+1;e> 1 dir. Su halde <;>zelik 
n ~ 7 olmak Uzere n nin herhangi tam degeri icin dog-

rudur. 
( 4) e~itsizligi daha elveri~li ~ekle sokulabilir. Gercek-

ten, n nin kafi derecede bilyiik degeri ic;in n! saylSl yakla-

~1k olarak o. vn(n/e )" ye e~ittir, burada c sabit bir sayi 

olup v 2'1t ye ~ittir: 

n I ~ Jz;;. {n/e)" 
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(daha kesin ifade ile, n - oo i~in 

n ! 

oram 1 e yakla~1r). Bu neticeye STIRLING formUZU denir
(STIRLING: XVIII inci yilzyllda ya~I!$ !ngiliz mate
matikc;isi); bu formilliln ispatI herhangi bir yi.iksek 
matematik kitabmda bulunabilir (bak. mesela, Analiz 
dcrBlcri I; C. J. DE LA VALLJ!E POUSSIN; tercUme 
eden: RA TIP BERKER, sahife 206). 



TVBK MATEM.AT1K DERNE01 YAYINLARI 

l - E§i tsizlikler ( 160 Kr~.) 
2 - <;okrenk Problemleri (180 Kr§.) 

3 - Saytlar Teorisinden Problemler ( 500 Kr§.) 
4 - Tesadiifi Hareketler (250 Kr§.) 
5 - Geometrik !spatlarda Hatalar (180 Kr§.) 

6 - Mekanigin Matematige Ba.zi Tatbikleri ( 180 K~.) 
7 - Yalmz Pergelle Yaptlan <;izimler (250 Kr§.) 
8 - Diofant Denklemleri (220 Kr§.) 

9 - Gruplar Teorisine Giri§ (375 Kr§.) 
10 - E§itsizllklere Girl§ (425 Kr§.) 
11 - !ndi.ikstiyon Metodu (220 Kr§.) 
12 - Saytlar Teorisine Girl§ (550 Kr§.) 
13 Geometrik E§itsizlikler (450 Kr§.) 
14 - Yalmz Cetvelle Yap1lan <;izimler (250 Kl'§.) 
15 - thtimaller Hesabma Girl§ (550 Kr§. ) 
16 - Rasyonel ve 1rrasyonel Saytlar (600 Kr§.) 

17 - <;~itli Geometriler (750 Kr§.) 
18 - !ndirgemeli Diziler (200 Kr§.) 
19 - Geometri (Cilt I) (500 Kr§.) 
20 - Geometri (Cilt II) (750 Kr§.) 
21 - Geometri (Cilt ID) (400 Kr§.) 

22 - Algoritmalar ve Otomatik Hesap Makinalan (400 Kr§.) 
23 - Konum Teoremleri (200 Kr§.) 

24 - Matematiksel Sonsuz (100 Kl'§.) 
25 - Sayilar ve $ekiller (850 K~.) 
26 - E§deger ve E§par!;alanabilen $ekiller ( 300 K~.) 
27 - Qyunlar Teorisine Girl§ (300 Kr§.) 
28 - thtimaliyet ve !nformasyon (750 Kr§.) 
29 - Matematikte Endtiks!yon ve Benzetme (Cilt I) (750 Kl'§.) 
30 - Matematikte Endtiksiyon ve Benzetme 

(Cilt II) (750 Kr§.) 

Matemattk .Dernelt1ntn actre11: 

P'en Faktlltest. Matematlk EnsttUl11l 

Veznecller - t.t&nbuJ 

Flab: 750 Krt. 


	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_001.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_002.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_003.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_004.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_005.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_006.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_007.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_008.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_009.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_010.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_011.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_012.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_013.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_014.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_015.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_016.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_017.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_018.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_019.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_020.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_021.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_022.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_023.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_024.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_025.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_026.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_027.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_028.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_029.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_030.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_031.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_032.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_033.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_034.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_035.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_036.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_037.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_038.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_039.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_040.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_041.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_042.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_043.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_044.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_045.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_046.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_047.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_048.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_049.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_050.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_051.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_052.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_053.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_054.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_055.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_056.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_057.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_058.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_059.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_060.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_061.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_062.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_063.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_064.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_065.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_066.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_067.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_068.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_069.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_070.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_071.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_072.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_073.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_074.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_075.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_076.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_077.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_078.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_079.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_080.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_081.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_082.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_083.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_084.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_085.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_086.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_087.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_088.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_089.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_090.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_091.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_092.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_093.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_094.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_095.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_096.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_097.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_098.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_099.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_100.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_101.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_102.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_103.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_104.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_105.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_106.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_107.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_108.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_109.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_110.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_111.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_112.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_113.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_114.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_115.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_116.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_117.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_118.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_119.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_120.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_121.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_122.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_123.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_124.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_125.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_126.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_127.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_128.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_129.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_130.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_131.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_132.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_133.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_134.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_135.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_136.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_137.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_138.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_139.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_140.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_141.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_142.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_143.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_144.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_145.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_146.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_147.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_148.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_149.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_150.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_151.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_152.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_153.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_154.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_155.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_156.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_157.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_158.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_159.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_160.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_161.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_162.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_163.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_164.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_165.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_166.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_167.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_168.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_169.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_170.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_171.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_172.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_173.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_174.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_175.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_176.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_177.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_178.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_179.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_180.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_181.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_182.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_183.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_184.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_185.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_186.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_187.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_188.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_189.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_190.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_191.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_192.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_193.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_194.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_195.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_196.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_197.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_198.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_199.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_200.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_201.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_202.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_203.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_204.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_205.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_206.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_207.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_208.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_209.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_210.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_211.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_212.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_213.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_214.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_215.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_216.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_217.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_218.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_219.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_220.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_221.jpg
	C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_28_ihtimaliyet_informasyon\tmd_28_222.jpg



