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YAZANLARIN ONSOZU

Uzun yillar siiresince teorik matematik alaninda yapilmig
arastirmalarin neticelerinden hicbiri, miitehassis matematik-
cilerin dar ¢emberinin disina cikmamistir; bu keyfiyet, baz
miitehassis olmayanlart matematik’in, bu alanda arastirma
yapmayl, imkéansiz olmasa bile ziyadesiyle giic kilan, bir
«icine cevirik» karaktere malik bulundugunu diisiinmeye sevk
etti; halbuki bu béyle deg‘ldir. Bunun sebebi, matematik dergile-
rinde yaymnlanan calismalarin biiyitk bir kisminin, ziyadesiyle
inkisaf etmis bir merhaleye ulasan matematik dallar1 ile
ilgili bulunmas: ve hususi hazirhg olmayanlar tarafindan
anlagilmasmnin ¢ok giic olmasindadir; elementer geometri gibi,
matematik’in daha elementer alanlarina gelince, bunlarin,
birgok yiizyillar siiren inkisaflar1 devaminca {izerinde durul-
mayan problemler yahut teoremlerini bulmayr iimit etmek
hayli glictiir.

Amerikali matematikei ve miihendis Claude SHANNON
1947 - 1948 de, inkisafi cok elementer esaslara bagh olan,
matematik’in yeni bir béliimiinii kegfetti. Daha sonra «infor-
masyon teorisi» adi verilen bu yeni boliimiin menseini,
tamamen teknik mahiyette olan hat yolu yahut radyo ile
ulastirma problemleri teskil eder. Genel bir tarzda, matema-
t'k’in teknife ve fizik bilimlerine tatbiki, modern bilimin ve
teknifin ortaya koydugu giic problemleri incelemeden izahi
miimkiin olmayan karsik matematik meselelerine siki1 sikiya
bagh bulunur; bu sebepten matematik’e ait modern arastir-
malarin genellestirme imkam pek azdir. Gene bu sebepten
miitehassis olmayanlar, matematik’in tatbikatinin, kendilerine
mektepte Ggretildigi gibi, sadece Misir’da arazi &lgii iglerine
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inhisar ettigini diigiintirler. Bu acidan bakihirsa, informasyon
teorisi cok ilgi cekicidir, zira bu teorinin teknik problemlere
tatbiki, ¢cok az matematik kiiltiiriine sahip okuyucular tara-
findan da anlasilabilir.

Anlasilmas1 ancak lise seviyesinde matematik bilgisine
luzum gosteren bu kitap, bir bilim disiplini olarak kabul
edilen informasyon teorisine kesin b'r giris iddiasim kattiyen
tasimamaktadir., Biz burada teorimin ancak, birkac pratik
tatbikatinin sathi izahinm1 yaptik; teoriye bagli, temel teorik
problemler iizerinde durulmadi. Yazanlarin gayesi cok basittir:
okuyucunun, zamanimizin matematik’in‘n basit fakat cok dnemli
bir ka¢ problemine ilgisini c¢ekmek wve misdller {izerinde
matematik metotlarinin modern teknige uygulanmas: imkéanla-
nm gostermekten ibarettir.

Kitabm b.irinci boliimii, sonraki béliimlerin anlasilmasi
icin lilzumlu olan, ihtimaliyet kavramina tahsis edilmistir.
fkinci bélimde, SHANNON tarafindan bulunmus ve teorik
ehemmiyeti son yillarda kabul edilmis olan entropi ve
informasyon kavramlam incelenmistir; iiclincli ve dérdineii
bsliimler misédllere ve tatbikata tahsis edilmigﬁr; bu son iki
boliimde, ilk iki béliimden farkhh olarak, meselelerin kesin
ispatlan taslak halinde verilmis ve meselelerinin kendileri de,
cofu zaman sadace cok muhtemel hipotezler gibi ifade edil-
mistir. Entropi ve informasyon kavramlarnnin ehemmiyeti,
kalp madeni. paramin _bulunmas: vs. gibi misaller yardim ile
gosterilmistir. ve bu misaller, bazz bakimlardan, oyun kartlar
ve zarlarla ilgili «oyun - problemler»ini hatirlatir ve XVII inci
yiizyilda ihtimaliyet teorisinin menseini bu problemlerde
aramak lazimdir; daha teknik tatbikat misalleri dordiinci
boliimde incelenmigtir.

Bu kitap matematik ile ilgilenenler ve bilhassa matematik
ckutanlar ve okuyanlar icin hazirlanmistir. Bunun yammnda
calismalan1 dolayisiyle haberlesme problemleriyle karsilasan
okuyucular1 da bu kitabin ilgilendirebilecegini iimit ederiz.

v




BU YAYINLAR HAKKINDA

Matematigin kendi degeri yaninda, fizik, kimya ve dola-
visiyle miihendislik, askerlik gibi pratik sahalara ve bilhassa
son zamanlarda biyoloji, ekonomi ve hatta sosyal bilimlere
yvardimn hizla arttigindan, bu bilim her millet i¢in hayati bir
6nem kazanmstir.

Oteyandan, matematik de bu bilimlerin problemlerini
cozebilmek icin gerek metot, gerekse fikir bakimindan
gelismek zorundadir.

Bundan dolayl bir ¢ok memleketlerde bu sahaya daha
fazla sayida istidatlam cekmek ve bunlar erkenden kesfetmek,
‘en nihayet bunlarin egitimi icin her tiirlii fedakarhga katlan-
mak en onemli bir milli egitim siyaseti olmustur.

Yeni istidatlar1 erkenden kesfetmek icin diistiniilen ted-
birlerin baginda, matematik kiiltiirlinii genig kitlelere yaymak
gelir.

Ikinei Diinya Harbinden sonra bircok memleketlerde,
genclerin tecessiislerini tahrik etmek ve bunlarin matematik
bilimlerine kars: ilgilerini artirmak icin yeni bir tip mate-
matik literatiirii meydana gelmistir. Bu c¢esit literatiirde
aranilan ozellikler kisaca sunlar olmalidir : a) Problem vaz'i
sun't olmamali, b) Bunlari anlatmak icin fazla 6n bilgiye
ihtiyac bulunmamali, ¢) Okuyucuyu aktif isbirligine ve bir
seyler kesfetmege sevketmeli.

Iste Tiirk Matematik Dernegi bu cereyani memleketimize
de getirmek maksadiyle bu yaymnlara baglamis bulunmaktadir.
Bu yaymlar, resmi miifredata bagh ders veya yardimei kitaplar
olmayip, konular1 yukariki prensiplere uygun olarak secilmis
eserlerdir. Bunlarin anlasilmasi icin lise matematiginin bir
kismi ile okuyucunun sagduyusu ve iyi niyeti kafidir.

Tamamen hizmet olan bu tegebbiisiimiiziin mali kaynagi,
Milli Egitim Bakanhigimizin ve Ford Foundation’nun bagis-
laridir. /

Tiirk Matematik Dernegi
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BOLUM I

IHTIMALLER

§ 1. Ihtimalin tarifi

Tatbikatta, bilmedigimiz yahut hesaba katmadigimiz
sebeplerle degisen neticeler veren deneylere cogu zaman
rastlanir. Mesela bir zar (alti1 yiizii 1 den 6 ya kadar
humaralanmis homogen kiip) atildi:i vakit ist yiizde
hangi numaranin gérii'ecegini onceden bilmek imkansiz-
dir, zira bu, bizce mechul olan bircok sebeplere (zari atan
elin hareketi, atildig1 esnada zarin eldeki durumu, zarin
atildig1 sathin hususiyetleri vs.) tabidir. Aym sekilde, su
veya bu fakiilteye yazi'an lise mezunlarimmin sayisini, bir
fabrikada imal edilen parcalardan kusurlu olanlarin sayi-
sim yahut, gelecek yilin yagmurlu giinlerinin sayisinm
onceden bilmek miimkiin degildir; keza bir 63rencinin bir
imtihanda yapacag hata sayisini, veyahut bir piyangoda
hangi numaranin kazanacagini evvelden kestirmek imkan- -
sizdir. Bu nevi misallerin sayisini istedigimiz kadar arti-
rabiliriz. '

Bu tip hallere matematik’in tatbiki su miisahedeye
dayanir: bircok hallerde, aym deney, aym sartlar altinda,
bircok defa tekrarlanirsa, gézdniine alinan neticenin stkhg
(yani bu neticenin gériildiigii deneylerin sayismn, yapilan
tekmil deneylerin sayisina orami) his olunacak surette
daima sabit kalnr ve sabit bir p sayisina yakmn bu'unur.
Mesela, belirli sartlar altinda atis yapan, muayyen bir
aticinin yaptig) muayyen atislarda hedefe isabet edenlerin
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2 Intimaliyet ve Informasyon

sayist hemen hemen aymdir ve bir ortalama yiizdeden gok
az fark eder (bu ortalama yiizde, tabiatiyle zaman ile
degigebilir: ¢ogalirsa, aticinin nisancilig1 artiyor, eksilirse,
nisancihig1 azaliyor denir). Keza zar oyununda 6 nin goriil-
mesinin sikhigl, yahut bir fabrikada belirli sartlar altinda
imal edilen parcalardan kusurlu olanlarin yiizdesi, bunlara
tekabiil eden «deneyler» (zarin atilmasi yahut parcanin
imali) bilyiik sayida tekrar'amirsa umumiyetle cok az
degisir. Bu miisahedeye dayamlarak, hedefe vuran atis-
larin, zar oyununda 6 min goriilmesinin, kusurlu bir
parcanin imdlinin, vs.,, her hal icin belirli bir say1 ile
karakterize edilebilecegi neticesine varilir. Iste bu sayiya
gozoniine alinan olayin iktimali denir; biiyiik sayida deney-
ler i¢inde uygun neticelerin siklign bu ihtimale yakin
olacaktir. Matematik, mekanik, fizik, bioloji ile ilgili diger
bircok meselelerde, ihtimal, tamamen benzer tarzda tarif
edilir. Thtimalleri ve bunlarin tatbikatin inceleyen bilime
ihtimaller teorisi denir,

Yukarida verdigimiz kisa izaha gore, bir olaymn
ihtimali, uzun bir deney serisinin neticesinden, hesaplana-
bilir. Bununla beraber, bir ihtimalin mevecudiyetinin bu
deneylerin yapilmasina hicbir tarzda bagh olmadig:
asikardir. Bu takdirde, muayyen olay'arin ihtimallerinin,
bu deney serisine bagvurmadan, hangi metodlarla belir-
lenebileceginin miimkiin olacagl sorulabilir; bir defa ihti-
malin bu belirelnmesi yapildiktan sonra, yapilmas: diisii-
niilen deneylerin neticesini evvelden kestirmek miimkiin
o'acak ve bu, ihtimal anlaminin genis bir sahada fiziksel
tatbikatina imkan vereceitir; bu meseleyi burada biitiin
teferruatiyle incelemeyecegiz; sadece cok basit bir misal
ile iktifa edecegiz, fakat bircok benzer problemi bu misal
yardim ile ¢tzmek miimkiindiir.

Igerisinde, ancak renk bakimindan birbirinden farkh
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Ihtimaller 3

on tane top bulunan bir sandik gozoniine alalim. Toplar-
dan 51i beyaz, 3 ii siyah ve 2 si kirmiz1 olsun ve tamamen
karistirilmis bulunsun. Bakmadan sandiktan bir top cika-
ralim; bu topun bu ii¢ renkten birinde olmasi ihtimali
soruluyor. Surasi asikar ki, bir beyaz top cikarilmasi sansi
10 fizerine 5, bir siyah top cikarilmasi sans1 10 iizerine 3,
ve bir kirmiz1 top cikarilmasi ihtimali 10 {izerine 2 dir;
baska ifade ile, bir beyaz top, bir siyah top ve bir kirmizi
top cikarilmasimn ihtimalleri, swra ile, 5/10=1/2,
3/10 = ve 2/10=1/5 dir. Gercekte, deney bircok (cika-
rilan topu her defasinda sandiga koyarak ve iyice karis-
tirarak) tekrarlanirsa, deneylerin yaklasik olarak 9% 50
sinde beyaz top, %, 30 unda siyah top ve % 20 sinde kirmizi
top ¢ikacaktir. Tabiatiyle prob'em, herhangi sayida farkh
renklerle, aym tarzda coziilecektir.

Simdi, «sandik problemi» yolu ile ihtimallerin belir-
lenmesine ait birkac misal verelim.

PROBLEM 1. — Gelisigiizel atilmis bir madeni pa-
rada «tura» gelmesi ihtimali nedir?

Bu problem, asikar olarak, asagidakinin aymdir: bir
sandik icerisinde, birisinin iizerinde «tura», digerinin
lizerine «yazi» isareti bulunan iki top bulunsun (tabiatiyle
bu isaretler yerine iki farkli renk meseld beyaz ve siyah
alinabilir), sandiktan gelisigiizel ¢ikardigimiz bir topun
«tura» isaretli olmas1 ihtimali nedir? Aramlan ihtimalin
1/2 oldugu asikardir,

PROBLEM 2. — Bir zar atildiga vakit 3 ile bglii-
nebilen bir say:1 gelmesi ihtimali nedir?

Zarin atilmas1 yerine, 1, 2, 3, 4, 5, 6 numaralarim
tasiyan alt1 topun bulundugu bir sandiktan bir top cikaril-
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masini alabiliriz, 3 ve 6 numarali toplar1 siyaha ve diger-
lerini beyaza boyarsak, mesele, sandiktan c¢ikarilan bir
topun siyah olmasi ihtimalinin belirlenmesine getirilir
(gercekten, 3 ve 6 rakamlar: 3 ile bdliinebilir digerleri
béliinemez). Bu sartlar altinda aranilan ihtimalin 2/6—1/3

oldugu asikard.

PROBLER 3. — Bir ogrenciler toplantisina bir
okuldan 200, ikinci bir okuldan 250 ve bir ii¢iinciisiinden
300 6grencinin katidigr biliniyor. Tesadiifi olarak goriis-
tliglimiiz bir 6grencinin ikinci okul 6grencisi olmas: ihti-
mali nedir?

Bu problem suna denktir: icerisinde 750 top bulunan
bir sandik gozoniine alalim; bunlarin 200 i1 beyaz, 250 si
siyah ve 300 i kirmizi olsun. Gelisigiizel ¢ekilen bir topun
siyah olmas: ihtimali nedir? Bu ihtimalin 250/750 =1/3
oldugu asikardir,

Simdi bu problemlerin c¢oziilmesini miimkiin kilan
genel prensipleri anlamaya ¢ahsalim. Problemlerden evvel
incelenen misalde, toplarin iyice karistirildigini ve top
cekilirken bakilmadigim farzettik; bu, sandiktan ¢ikarilma
sansinin her top icin aym olmasi veyahut sandiktan ¢ika-
rilmammn her top icin esit olarak muhtemel olmasi demek-
tir. Sandikta 10 top bulundugundan her top icin ihtimal
1/10 dur. Diger taraftan, 5 beyaz top oldugundan bir beyaz
topun ceki'mesi ihtimali 5/10 dur.

Benzer diisiinceler, diger iic problemin her birinin
coziilmesini miimkiin kilar. Mesela, bir zar atildig1 vakit
zarin 6 yliziinden herhangi birisinin gelmesinin esit olarak
muhtemel oldugunu gézoniine aldik, ve bu sebepten dolayi-
dir ki, bu problemin yerine, icerisinde alt1 top bulunan
sandik problemini alabildik. Fakat 6 ylizden ancak ikisinde




Ihtimaller 5

aranilan sartlari gercekleyen sayl bulunmaktadir; zarn bu
2 yiiziinden birinin gelmesi ihtimali 2/6 dir.

Incelenen deneyin (bir topun cekilmesi, bir madeni
paranin veya bir zarin atilmasi, ikinei okuldan bir 6grenci
ile goriisme vs.), esit olarak muhtemel olan % sayida
neticesi var ise, bu neticelerden her birinin ihtimali 1/n ye
esit olacaktir. Simdi deneyin neticesi ile belirli bir olay
(bir beyaz topun ¢ekilmesi, diisen paranin «tura» gelmesi
atilan zarda ¢ift say1 gelmesi, goriisiilen 6grencinin ikinei
okuldan olmasi, vs.) gozoniine alalim. Bir olay, m hal
icinde n defa vuku bulur ve m-—mn defa vuku bulmazsa,
bu olayin ihtimali n/m ye esittir denir. Baska ifade ile, bir
olayin ihtimali, esit olarak muhtemel olan uygun netice-
lerin sayisinin, esit olarak muhtemel olan tekmil netice-
lerin sayisina olan oranina esittir, Bu son ifade, bir olayin
ihtimalinin tarifi olarak alinabilir. Miimkiin neticelerin
esit olarak muhtemel olmas1 keyfiyeti, yapilan deneyde
acik olarak belirtilmelidir (mesela zarin tamamen kiip
seklinde ve homogen maddeden yapilmis olmasi, toplarin
tamamen karistirlmis ve birbirlerinden ancak renk
bakimindan farkh bulunmas: gibi). Ihtimallerin belirlen-
mesine ait baz1 mithim haller bu tarifin disinda kalmasina
ragmen, bizim icin bu tarif tamamen kafi gelecektir.

Simdi bu- kitapta kullanacagimmiz terimleri tespit
edelim. Bir deney neticesinde vuku bulabilen veya vuku
bulamayan bir olaya tesadiifi olay diyecegiz. Bir deneyin
neticesine ayn manay: verecegiz. Tesadiifi olaylar majiis-
kil italik harflerle, bunlarin ihtimali (yahut bazi belirli
neticelerin ihtimali) p harfi ile gosterilecektir; 4 olayi-
nin ihtimali cogu zaman p(4) ile gdsterilecektir, Bircok
farkli neticeleri olabilen deneyler bizim icin miihim rol
oynmiyacaktir; tekmil bu neticeleri, her birine farkh indisler
koyarak aym harfle gosterecegiz; deneylerin kendileri,






Thtimaller T

4, 5, 6 gibi) bir say1 ile gosterilebilir, bu, diger iki halde
miimkiin degildir, Zarm ati'masi ile elde edilen say1 (bizim
kontrolumuzun disindaki sebeplere gore), alti miimkiin
deger alabilen bir tesadiifi bilyiikliik teskil eder denebilir.
Tesadiifi biiytikliikler icin baska misaller verilebilir: imal
edilmis yiiz parcadan kusurlu parcalarin sayisi, muayyen
bir sehirde bir senede dogum sayisi, bir atic1 tarafindan
belirli sartlar altinda bir hedefe yapilan atislarda elde
edilen say1 miktar1 (Sekil 1 de, her bélge icin elde edilecek
say1, isaretlenmis bir hedef gosetrir) vs. *.

Sekil: 1

«Tesadiifi biiyiikliik» an'ami, bu biiyiikliigiin degerini,
$u veya bu tarzda degerlendirilmesini icap ettirir. Bunun
nasil yapilacagini anlamak kolaydir. Meseld, hemen yuka-

rida verilen misallerden birincisini (imal edilmis yiiz

parcadan kusurlu olanlarin sayisinl) gozoniine alalim;
belirli imél sartar: altinda bu sayimn 6 y1 asmadigim farz
edelim, ve ihtimaller cetveli asagidaki sekilde olsun:

*) Bu kitabin konusu diginda kalan tesadiifi biiyfiklilk anlami,
htimaller teoresinde cok miithim bir rol oynar,
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‘Kusurlu parcalarm sayist| O | 1 | 2| 83 | 4 | 5] 6
ihtimaller 10,110,15|0,2|0,25]0,15|0,1 0,05

Bu sartlar altinda, N ile godsterecegimiz bliyiik bir
sayida imal edilmis muayyen parcalardan yiizde 01N
kadarinda kusurlu parca olmayacak, ylizde 0,15 N kada-
rinda bir kusurlu parca bulunacak, yiizde 0,2 N kadarinda
iki kusurlu parca bulunacak, 0,25 N de ii¢, 0,15 N de dort,
0,1 N de bes ve 0,05N de alt1 kusurlu parca olacaktir.
Bunun neticesi olarak, N biiyiik ise, kusurlu parcalarin
top'am olarak,

a=01N .04015N . 1+02N .24025N - 3+
+015N . 4401N :5+005N . 6

alinabilir ve imal edilmis yiiz parcadan kusurlu parcalarin
sayisinin ortalama degeri

%=0,1.o+0.15-1+o,2.2+o,25.3+
0,15 -4+_0,1- 54005 .6=27

olacaktir, Daha genel olarak tesadiifi biiylikliiglin ihtimal-
lerinin cetveli

Tesadilfi bilyUkiigtn degeri| q, | a, | @
Ihumatine P 2. | 22 | D

w

dir; orfalama degeri ise su olacaktir: |
anmn ort. defieri = -0y + Pa-a + Ps-Ga 4+ + fpar. |

|
PROBLEM 4. — A ve B gibi iki atlcmm ‘hedefe
atis icin ihtimal cetvelleri sunlardir:



Thtimaller 9

Atict A :

syt miktar| 0| 1| 2|3| 4|5|6]7| 8] 910
ihtimaller |0‘2i0_03|0'05|0,110,1510,2 |0,110:1|0’07j0!051 0,03

Atic1 B:

sayimiktart| 0 | 1| 2|3| 45|/ 6| 7] 8] 9|10
itimatier (0,01]0,01/0,04/0,1/0,25]0,3/0,18/0,05/0,03/0,02(0,01

Bu iki aticidan hangisi daha nisancidir?
Bu halde A aticisi arafindan elde edilen sayilarin
ortalama degeri
0,02-0+4-0,03.14-0,05.2--0,1.3--0,15 - 4-4-0,2.54-
+0,2.6-+-0,1.74-0,07.84-0,05.94-0,03.10 = 5,24

B aticis1 igin ise

0,01.0-4-0,01.14-0,04.2-4-0,1.34-0,25.4--0,3.51-0,18-64
4-0,05.7-4-0,03.84-0,02.94-0,01.10 — 4,84 < 5,25

Su halde birincisi daha nisancidir,

§ 2. lhtimallerin &zellikleri. Olaylarin toplami ve
carpimi. Miistakil olan ve uygun
olmayan olaylar

Evvelki paragrafta verilen ihtimal tarifi mucibince,
herhangi bir 4 olaymnin p(4) ihtimali, iki tam saymnm
béliimii olup
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0=<p4) =1

dir. Bu ihtimal 1 e esit olabilir: bu deney neticesi ne olursa
olsun A olayr vuku bulacaktir demektir; baska ifade ile,
A olay1r kesindir (meseld, icinde yalmz beyaz toplar bulu-
nan bir sandiktan bir beyaz top cekme ihtimali 1 dir).
Ihtimal sifira esit olabilir: bu ise, deney neticesi ne olursa
olsun olay asla vuku bulmaz demektir; baska ifade ile, 4
olay1r imkdnsizdir (icinde yalniz beyaz toplar bulunan bir
sandiktan bir siyah top cekme ihtimali sifira esittir).
Simdi, karsiikli olarak birlesemeyen A ve B gibi
ancak iki neticesi olan bir deney gozoniine alahm. Bu halde

B ye, A olaymin 21#)1 denir ve 4 yazilir. Eger A olay, esit
olarak vukuu miimkiin o'an n halde m defa vuku bulursa,

A olay1 diger n — m halde vuku bulacaktir; bunun neticesi
olarak, p(4) =m/n, p(4) = (n—m)/n=—1—m/n ve

p(4) =1—p(4)
dir, Boyle bir deney icin ihtimaller cetveli soyledir:

A 4
p(A) 1—p(4)

Simdi A ve A, gibi iki olay gozoniine alalim, soyle
ki A olay1 4, olaymnin vukuunu icap ettirsin (mesela, zar
oyununda A, 6 ge'mesi, 4, ise 3 ile boliinebilen bir say1
gelmesidir), A nin vuku buldugu tekmil hallerde A, olay1
vuku bulacagindan 4, olaymin ihtimali A minkinden kiiciik
olamaz. Bu keyfiyet 4 — 4, yazilir ve su miihim &zellik
elde edilir:
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eger A c A, ise p(4) < p(4,) olur.

Simdi, ancak A ve B olaylarindan biri vuku buldugu
takdirde vuku bulan bir olay gbzéniine alalim; boyle bir
olaya A ve B olaylarimin toplami denir ve A -|- B ile
gosterilir. Bu takdirde iki hal mevcut olabilir. Eger 4 ve
B olaylar1 uyusamaz ise, yani karsilikli olarak birlesmez-
lerse, A, esit olarak miimkiin olan n olaym m, inde ve
B, diger m, halde vuku bulur ve

m,
p{A} e p(B) =& ve
n n
m, 4 m, m, m
T e e B ot
n n n

buradan,
p(A + B) =p(4) + p(B)

(toplam ihtimaller kanunu) bulunur, Boylece sahife 2-3

de incelenen misalde, bir beyaz veya siyah top cgekilmesi
ihtimali, toplam ih:cimaller kanunu mucibince

: 3 4 3
S T e
e esittir.

Toplam ihtimaller kanunu ile ifade olunan ihtimalle-
rin ézellikeri asagidaki tarzda genellestirilebilir, Ikiser
ikiser birlesemeyen k tane A4,, 4,, --., 4: olaylarim goz-
Oniine alahm. Bu k olaydan hi¢ olmazsa biri vuku buldugu

vakit vuku bulan olay1 4, -+ 4. -} ... -} A: ile gosterelim.
Bu takdirde
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olmadiklarimdan, farkl neticeelrin toplam sayist m, -~ M.
den kiiciik olabilir. Demek ki bu halde sadece

p(A + B) < p(4) +p(B)

oldugu soylenebilir (bununla beraber p(4 -+ B) = p(4)
ve p(A -+ B) = p(B) dir, zira olaylarin toplaminin tarifi
mucibince 4 c 4B ve Bc A+ B dir).

‘Bu son esitsizligi aciklayam: A ve B gibi iki olay
vuku buldugu takdirde vuku bulan olaya bu iki olaym
carpimi adin verelim ve bunu AB ile gosterelim. A ya
uygun ve esit olarak miimkiin olan m, neticeleri, ve B ye
uygun ve esit olarak mumkiin olan m. neticeleri arasinda
! tane . identik neticenin bulundugunu farz edelim. Bu 1
neticeden biri vuku bulursa (ve yalmz bu halde), 4 ve B
olaylamm vuku bulur; bunlardan p(4B)=—1/n neticesi
Gkarilir. Bundan baska, ilk m, netice ve ikinci my
netice arasinda identik neticeler bulundugundan hepsi
M, - m,—1 sayida farkh netice vardir (m, -} m. topla-
minda, 7 netice iki defa sayilmistir). Su halde

M s —1 m ' 1
p(4 + B) — T R
. n n n n

ve
P(A + B) =p(4) 4 p(B) —p(4B)

olur. Su halde 4 - B olaymin ihtimalinin A ve B olayla-
rinmn ihtimalleri cinsinden belirlenmesi, 4 ve B olaylarinin
AB carpimmin ihtimalinin belirlenmesine getirilir. Genel
halde basit olmayan bu mesele gelecek paragrafta incele-
necektir. Bununla beraber, 4B olaymmn ihtimalinin belir-
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lenmesi giicliik gostermeyen bir hal vardir. Bu, 4 ve B
olaylarinin miistakil olmas: halidir; baska ifade ile, bu, 4
olayinin vuku bulmasma bagh neticenin, B nin vuku
bulmasmin bagh bulundugu deneyin sartlarina hicbir
sekilde tesir etmemesi halidir; mesela, iclerinde beyaz ve
siyah toplar bulunan iki farkh sandiktan siyah toplar
cekmek miistakil olaylar teskil eder; buna karsihik, aym
sandiktan (cekilen topu sandiga koymadan) iistiiste iki
top cekme miistakil olaylar olamaz (zira, ilk cekilis san-

dikta kalan top sayisina tesir eder ve deneyin sartlarini
degistirir).

A olaymin, ilk deneyin esit olarak miimkiin olan 7,
neticesinin m, tanesinde miistakil olarak vuku buldugunu,
B olaymin ise ikinci deneyin esit olarak miimkiin olan #n.
neticesinin m, tanesinde vuku buldugunu farzedelim; A nin
ihtimali m,/n,, B ninki m./n, dir. Simdi ilk ikisinin {istiiste
gelmesinden husule gelen bir karma deney gozontine alalim.
Bu karma deneyin, birincinin », deneyinin, ikincinin 2.,
deneyinin her biri ile birlesmesiyle meydana gelen esit
olarak miimkiin n,n, tane neticesi olacag: asikardir. Bu
n,n, mimkiin deney icinde m,m, sayida AB ye uygun
deney olacaktir, bunlar ilk deneyde A ya uygun olan m,
sayida neticeler, ikinci deneyde B ye uygun olan m. sayida
neticelerle birlestirilerek elde edilir. Su halde AB nin
ihtimali m.m./am. = (m,/n,) - (m./n.) olacak ve

p(AB) = p(4)p(B)

(birlesik ihtimaller kanunu) elde edilecektir. Bu kanun
asagidaki tarzda genellestirilebilir, A4,, 4., ---, 4: gibi k
sayida o'ay gozoniine alalm ve bunlarin aralarinda miis-
takil olduklarimi, yani bu olaylardan herhangi birisinin
vuku bulmasina tesir eden sartlarin, aralarindan herhangi

|
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birisinin vuku bulmasiyla degismediklerini farzedelim. Bu
halde

P(4:4, .. A) = p(4)p(4) --- p(4Y)

olur. Bu bagintinin ispati, p(4B) —p(4)p(B) formii-
liniin ispatina benzer tarzda yapiir ve esasen bu son
formiil yukardakinin bir 6zel halidir.

A ve B miistakil degilse, birlesik ihtimaller kanunu
artik gerceklesmez. Su halde B c A ise (mesela 4, zar
oynunda bir cift say1 gelme olay1 ve B, dort gelme o'ay1
ise), AB olay1 B olayz ile listiiste gelir ve p(4B) = p(B)
dir. Simdilik sadece p(4B) < p(4) ve p(AB) < p(B)
oldugunu sodyleyebiliriz (gercekten, olaylar carpimimn
tarifi mucibince AB — A ve AB c B dir). Gelecek parag-
rafta iki olayin carpimimin ihtimalini daha etrafli olarak
inceleyecegiz.

Bu cok basit 6zellikleri meydana cikarmak icin birkag
problem verecegiz.

PROBLEM 5. — Yazi-tura oyununda iistiiste iki defa
«tura» elde etme ihtimali nedir?

Burada, A4, paranin ilk atiisinda «tura» gelmesi olay:
ve B, ikinci atihsinda «<tura» gelmesi olayr o'mak iizere,

" AB olaymnin ihtimali aramyor, A ve B olaylar1 miistakil
olduklarindan

(AB) (4)p(B) = b Logle
P =plad)p 2 2 4

diir (bak. problem 1, sahife 3).

PROBLEM 6. — 1000 den kiiciik gelisigiizel se¢ilmis
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bir tam sayinin, diger bir tam saymn tam kuvveti (Ussii
birden biiyiik) olmas: ihtimali nedir?

2 < 1000 < 2, 3* < 1000 <34 5 < 1000 < 55,
6° < 1000 < 6%, T < 100074, 10°=1000 < 10%,

I 2100/ 113, 12¥ <1000 < 323, .~ .

<oy 31 < 1000 < 317, 322 < 1000

oldugundan bu saymmn 2 nin bir kuvveti olmasi ihtimali
8/1000 dir (1 den 1000 e kadar 1000 sayida 2 nin 8 tane
kuvveti vardir: 22 =4, 2°=28, 24, 2%, 29, 27, 28, 2?); keza,
bu saymun 3, 5, 6, 7, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 17, 18, 19, 20,
21, 22, 23, 24, 26, 28, 29, 30, 31 in bir tam kuvveti olmasi
ihtimalleri, sira ile 5/1000, 3/1000, 2/1000, 2/1000,
2/1000, 1/1000, 1/1000, - .., 1/1000 dir (eger say1, 4, 8,
9, 16, 25 yahut 27 nin bir tam kuvveti ise aym zamanda
daha kiiclik bir saymmin da tam kuvvetidir), Miitekabil
olaylar ikiser ikiser birlesmediklerinden aranilan ihtimal

8 5 3 2 2 2
1000 1000+1000 1000+1000+1000+
1 1 1 40 1
T 000 T 000 T T 000 00—
18 defa
e esittir,

PROBLEM 7. — Bir zar atildiin vakit iki ile yahut .
ii¢ ile béliinebilen bir say1 gelmesi ihtimali nedir?

2 nin kat1 bir say1 gelmesi olaym 4 ile, 3 iin kati
bir say1 gelmesi olaymm B ile gosterelim; su halde 6 nin
kat: bir say1 gelmesi olay1, AB olacaktir; bu sartlar altinda
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p(4) =3/6=1/2, p(B) =2/6=1/2, p(AB) =1/6 dir
(bak. problem 2, sahife 3). Buradan, aranilan ihtimal icin

P(A + B) = p(4) + p(B) —p(4B) =

gr- ey
Pl i

bulunur,

PROBLEM 8. — Alt1 avel bir tilki goriirler ve aym
zamagnda ates ederler. Aym uzakliktan ates eden aveilardan
her biri {i¢ atistan birinde isabet ettirdigi ve tilkiyi oldiir-

digii farzedildigine gore tilkinin &ldiiriilmesi ihtimali
nedir?

A, A, ..., A, ile, birinci, ikinci, ..., altinc1 aveinin

 tilkiyi Sldiirmesi olaylarm gosterelim. Hipotezlere gore

P(Al) =p(4:) = ... =p(4;) =1/3 diir; S= 4, + 4.+

- + A, olduguna giore p(S) aramyor. A,, 4, ..., 4,
tahiatlyle miistakil olaylardir; bu bize, problemi cozmek
icin,

P(4 + B) = p(4) 4 p(B) —p(AB) —

= p(4) +p(B) —p(A)p(B)
formiiliinii kullanmay: mmkiin lalar (biraz ileride genel
hale bak). Bununla beraber, bu ¢tziim pek basit degildir,

zira uygun olmayan bircok olaylarin toplamimmn ihtimalini
ifade eden formiil kafi derecede karisiktir.

Daha ¢ok basit olan bir ¢dziim vardir. Tilkinin 6ldii-

- riilmemesi ihtimalini ariyalm, bu ihtimal p(S) olsun.
Birinei, ikinci, ..., altinci aver tarafindan yapilan isabetsiz
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atislar, sira ile, 4, 4,, - -+, A, dir. p(4) =1 —p(4) oldu-

gundan, p(4,) = p(4,) = . .. = p(4,) = 2/3 dir. Tilkinin
oldiirlilmemesi icin tekmil aveilarin isabetsiz atis yapma-
lari, baska ifade ile, 4,, 4., ..., 4, olaylar1 miistakil olmak

lizere A, 4. ... A, olayimn vuku bulmas: lazimdir. Buradan

p(S) =p(A,4, ... A;) = p(A,)p(4,) --- p(4s) =
] gaCini- " Ta: L gve T6s

ve p(4) =1—p(4) formiilii vasitasiyle

64 665
) =1———=—
729 729

elde edilir.

A

p(A + B) = p(4) + p(B) —p(4AB) formiilit her-
hangi k sayida A,, 4., ..., A: gibi olaylarin toplamina
tesmil edilebilir (bu olaylarin ikiser ikiser uygun olmamast
icap etmez).

|
p(4, 4 4,) =p(4)) +p(4,) —p(4,4,) |

olmak lizere

p(A4, - A, + 4;) =np{ (4, + 4, 4 As}
= p(4, + 4,) + p(4,) —p{ (4, + A)AY

yazilir. p{ (4, 4 4.)A.} in maéanas1 kolayca aciklanir.
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Gergekten, olaylar carpiminin tarifi mucibince (4,-+4,)4,
ifadesi A, yahut A, olaylarindan birinin vuku bulmasini,
iistelik 4, olayimin da vuku bulmasim gésterir. Bu aym
zamanda 4,4, ve 4,4, olaylarindan hi¢c olmazsa birinin
vuku bulmasi demektir, su halde

(Ax + Ax)As = AlAa + AsAs
diir, bunun neticesi olarak

A, + A)A, )= p(4.4, + A.A,)

=g p(AxAs) + P(AzAa) ~C p{A';As) (AzAa) }
yalelr_ (AIA:I} [A:AS) 01&)’1 A‘;As (y&l‘li A1 ve Az llin) ve
A.A; (yani A, ve A, iin) aym zamanda vuku bulmasim

gosterir; bagka ifade ile, (4,4,) (4.,4,) olay1 4,, 4, ve

4, iin aym zamanda vuku bulmasim gosterir ve su halde
A,A4,A, den farksizdir,

Ayni tarzda

p(Al + Az ‘l— Aa) ——
= p(4,) +p(4,) —p(4,4.) +P(A3) —p(4,4;) —
— p(4.4,) +p(4,4.4,)
~ yahut, diger bir sirada yazarak,

p(4: A, + A,) =
S p(Al) + p(A2) +p(As) _p(An-An) _p(ABAI) e

— p(4,4,) +p (4,4.4,)
bulunur,
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Keza k herhangi bir say1 olmak iizere

P4+ A+ - + A) =

o = 0(4) +2(4) + - 4+ p(4) —p(4,4,) —
— p(4:ids) — .- —P(43 4 A) 4 p(A4,4:4,) +
+ p(4:4.4,) + - 4 p(A) 24, 1 A) —
— P(A4,4,4) — ... + (—1)e—1p(4,4; ... A)

elde edilir. Bu formiil rekiirans yolu ile ispat edilir.
Simdi, bu formiil yardim ile problem 8 in nasil ¢bzii-

lecegini gosterelim. k =6 icin
PUA A4 4 4,)—
= (A D(4) - -+ p(A) —p(4.:4,) —
= p(4idy) — i —p(4.4,) +p(A,4.4,) +
+ p(4,4,4,) + -.. +P(A44,) — ... —
— p(4,4,4,4,4,4,)

dir; fakat 4,, 4, ..., 4, olaylar miistakil olduklarindan

p(4,) =p(4,) = .. : =p(4,) =—;—.
P(4:4,) =p(4.4,) = ... =p(4,4,) =
= P(4)p(4) = (L),
P(A4:4) =p(AdA) = ... —p(AA:4,) =
= p(4)p(4)p(4) = (1), | h
iy zigA;i{i; A =p(A)p(A)) .. p(A) =3,

-

yazilir, Buradan
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p(Al“‘}"Az'}‘...-,LA6)=ﬁ'_;,_ci(_;‘_)ﬂ+cz(%)a_

—C; (3)'+Cs 5)—Co (3’ =1—(1—3 ) =1— —(3)’= 7&9

I

elde edilir; bu ise evvelki neticenin ayndir.

§ 3. Bagh ihtimaller

A ve B gibi iki olay gozoniine alindign vakit 4 ya
uygun bir deney neticesi B ye bagh deney sartlar: tizerine
highir tesir yapmadig takdirde A ve B ye iki miistakil
olay demistik. Bu hal, genel olmaktan uzaktir. Daha evvel
verdigimiz bir misali simdi daha etrafli olarak inceleye-
cegiz. m sayida siyah top ve n— m sayida beyaz top ihtiva
eden bir sandiktan bir siyah top cekilmesi olay1 4 olsun;
ilk topun cekilisinden sonra ayn sandiktan yine bir siyah
top ¢ekilmesi olayini da B ile gésterelim. Eger ilk cekilen
top siyah ise, yani 4 olay1 vuku bulursa, sandikta m — 1
sayida siyah top ve n—m sayida beyaz top kalacak ve

B olaymn ihtimali (m —1)/(n—1) olacaktir.

Eger ilk cekilen top beyaz ise (4 olay: vuku bulursa),
sandikta m sayida siyah top ve m—m — 1 sayida beyaz
top kalacaktir; bu takdirde B olayimin ihtimali m/(n —1)
olacaktir. Su halde B nin ihtimali, 4 min vuku bulup
bulmamasina baghidir; demek ki, B nin ihtimali iki farkl
degere malik olabilir: (m—1)/(n—1) ve m/(n—1).

A mn vuku buldugunun bilinmesi halinde B olaymin
ihtimaline, B olaymun, A mn vukuuna bagh ihtimali
denecek ve pi(B) ile gosterilecektir. Bahis konusu olan
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misalde bu ihtimal p«(B) = (m —1)(n—1) dir. Keza

B nin, A mn vukuuna bagh ihtimali (yani B nin, 4 vuku
bulmamas: halindeki ihtimali) tarif edilic ve bu p«(B)
ile gdsterilir; burada da p‘i(B) = m(n — 1) dir.

Bir 4 olayinin ihtimali, bu olayin p(B) ihtimalinden
(yani 4 nin vuku bulup bulmadigi hususunda hi¢ bir sey
bilinmemesi . halinde, B nin ihtimalinden) biiylikk veya
kiiciik olabilir. Su halde, misdlimizde, sandikta bulunan
n toptan herhangi birisinin cekilmesi sansi aym oldu-

gundan ve m tane siyah top mevecut bulundugundan
p(B) =m/n dir; buradan

pu(B) =ﬂ—_—i—- ™ _ p(B)

ve

m .m
p;(B) v i p(B)
yazihr. Eger A ve B miistakil iseler p«(B) = p(B) dir.

- Bagh ihtimaller, birinci paragrafta miistakil ihtimal-
ler icin yapilana benzer tarzda hesaplamr. N sayida
neticesi, A olaymna uygun ve esit olarak miimkiin olan, bir
deney gozoniine alahm; bu neticelerden M tanesi B olayina
uygun olsun ve N — M tanesi uygun olmasin. Bu halde,
p«(B) = M/N [ve p«(B) = (N—M/N] dir. Mesela, yuka-
rida verdigimiz misilde n(n — 1) sayida netice esit olarak
miimkiindur (ilk cekiste » toptan herhangi birisini, ve
ikinci cekiste, geri kalan n—1 ‘toptan herhangi birisini,
cikartabiliriz), bunlardan N -—m(n—1) tanesi A ya
uygundur (ilk cekiliste m tane siyah toptan biri ve ikin-
cide geri kalan n — 1 toptan biri ¢ikarihyor) ; bu m(n — 1)
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sayida neticeden M —m(m —1) tanesi B ye uygundur
(ilk cekiliste m tane siyah toptan biri, ve ikincide geri
kalan m — 1 siyah toptan biri ¢ikariliyor); buradan

M _mm—1) m—1
N  m@n—1) n—1

P1(B) =

bulunur.

Simdi, deneyin esit olarak miimkiin olan toplam neti-
celerinin sayisim K ile gosterelim. Bu K neticeden M
tanesi A ve B ye aym zamanda uygun oldugundan
AB nin vuku bulmas: ihtimali M/K dir. Fakat M/K =
(N/K) . (M/N) ve M/N — p:(B) dir (esit olarak miimkiin
olan K neticeden N tanesi 4 ya uygundur). Su halde

P(AB) = p(A)p«(B)

bulunur. Bu, genel halde iki olayin carpimmin ihtimalini
belirlemeyi miimkiin kilar; cogu zaman bu bagmtiya da
bilegilc ihtimaller kanunu denir (paragraf 2 de bilesik
ihtimaller kanunu dedigimiz simdikinin bir Gzel halidir).
Su halde p(AB) yi bulmak icin, A ve B arasinda baghhg
karekterize eden p«(B) bagh ihtimalini bilmek lazimdir,
sadece p(4) ve p(B) ihtimallerinin bilinmesi AB olayinin
ihtimalini belirlemez. B ihtimalinin A nmin vuku bulup
veya bulmamasi ile degismemesi halinde, yani eger 4 ve
B miistakil iseler p«(B) = p(B) dir ve evvelce elde ettigimiz

p(4B) = p(4)p(B)

formiilti bulunur.

Asagidaki ozellikler bagh ihtimallerin tarifinden
cikarilir:
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Su halde, yukarida verilen misilde p(4)=p(B)=m/n
oldugundan (ilk ve ikinci cekiliste bir siyah top cekilmesi
ihtimalleri m/n ye esit oldugundan)

1 s 12
| ps(4) = pa(B) = ——
n—1

dir [ps(A), ikinci cekiliste bir siyah top cekilecegi bilin-
digine gore ilk cekiliste bir siyah top cekilmesi ihtimalidir].

Nihayet suna da isaret edelim ki, 4 yahut 4 olayla-
rindan biri mutlaka vuku bulacagindan, AB («B ve A»)
ve 4B («B ve 4») olaylarimn toplami B olay1 ile aymdir.

P(AB) —=p(A)p«(B), p(AB)=p(A)p;(B)

p(AB - AB) =p(AB) + p(AB)
oldugundan (4 ve 4 oiayl;m uygun olmadigindan) AB ve
4B olaylar1 da uygun degildir.

p(B) = p(4)ps(B) + p(A)p 5(B)

bulunur, Daima evvelki misali gozoniinde bulundurarak,
m—1

o m—n
p(A) m/n, p(A)=——; Py(B)=—"r,
n n—1
Byt
p"_ 1
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ve
p(A)ps(B) + p(A)p;(B) =
m m—1 n—m m m
n

n n-—1+ n ‘n—l

bulunur, Keza, eger bir ¢ deneyinin ikiser ikiser uygun
olmayan A4, A,, ..., A« gibi k (ve yalmz k) sayida
neticesi varsa, herha.ngx bir B olay1 A,B-+A,B-+ .. —|-AaB
toplam ile ifade olunabilir ve

p(B) = p(A4,)pu(B) + p(4.)ps(B) +- -+ + p(A:)pu(B)

yazilir. Bu formiile, foplam ihtimal formiilii denir.
PROBLEM 9. — Ugc sandikta sira ile,

1) 2 beyaz ve 4 siyah top,
2) 4 beyaz ve 2 siyah top,
3)13 beyaz ve 3 siyah top

bulunmaktadir. Bu sandiklardan gelisigiizel secilmis biri-
sinden bir top c¢ekiliyor. Cekilen topun siyah ve beyaz
olmasi hallerinde secilen sandigin birinci sandik olmasi
ihtimali nedir?

Bir beyaz top cekilmesi olay1 4, bir 31yah top cekilmesi

olay1 A olsun; topun birinei sandiktan cekilmesi olayim da
B ile gisterelim. Deneyin (ii¢ sandikta bulunan top sayi-
sina gore) 3.6 =18 neticesi vardir ve bunlar esit olarak
miimkiindiir (yani iic sandifin herhangi birisinden bir
top cekilmesi esit olarak miimkiindiir). Bu 18 neticeden
9 u 4 ya uygun olup bunlardan da 2 si B ye uygundur.

A ya uygun 9 netice vardir ve bunlarin 4 ii B ye uygundur.
Buradan
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2
Pﬂ(3)=—9~ ve p;(B)=—
bulunur,

PROBLEM 10. — «baobab» kelimesini teskil
eden farfler kartonlar iizerine yazilmistir. Bu kartonlar
karistirlarak dort karton cekiliyor ve yanyana konuyor.
Bu tarzda «baba» kelimesinin elde edilmesi ihtimali nedir?

Birinci harf olarak «B» yi cekme olayi, 4, ikinci harf
olarak «4» y1 cekme olay1 B, iigiineii harf olarak «B» yi
cekme olay1 C, dérdiincii harf olarak «A4» y1 cekme olayl
D olsun; bu sartlar altinda aranilan olay ABCD yazilr.
Bilesik ihtimaller formiiliinii sira ile tatbik edersek

p(4) —3/6——: p(AB i o SIE
= 5 P(AB) =n( )314() 3 5-—-5-
B e A (O e e
e e o i S
~ ve-nihayet
W T
10 3 30

elde edilir.

PROBLEM 11. — 5 sandik gozoniine alalim, bunlar-
dan ikisinin her birisinde bir beyaz ve 5 siyah top
bulunsun; diger birisinde 2 beyaz 5 siyah top bulunsun;
son ikisinin her birinde 3 beyaz ve 5 siyvah top olsun.
Gelisigiizel secilmis bir sandiktan bir top cekiliyor. Bu
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" topun beyaz olmasi htimali nedir? Bir beyaz top, iki beyaz
top ve ii¢c beyaz top bulunan bir sandiktan bir beyaz top
cekme olaylarim sira ile A4, 4., 4, ile gosterelim;

4,) $ (4.) : (45) -
1) =" 2) = — ve 3) =
p( 5 P 5 P
dir.

Eger olay, bir beyaz top cekme olay: ise, toplam
ihtimal formiilii

p(B) = p(A) pu(B) + p(A,)pu(B) + p(A:)pu(B)
L S i S N ) J
s iy ST e
B RE ST NE T

|

diir.

§ 4. Olaylar cebiri ve ihtimalin genel tarifi

Evvelki paragraflarda, A ve B gibi iki olaya, bir _
ficiinclisiinii tekabiil ettiren islemleri tarif ettik; bu islem-
lere A ve B olaylarmin toplam ve carpimi adim verdik ve
bunlar1 A -} B ve AB ile gosterdik. Bu islemlere bu adlari
vermemizin sebebi, olaylarin «toplama» ve <«carpma»
kaidelerine benzerliginden dolayidir. Boylece, bunlarin
tarifinden, A + B=B }- 4 ve 4B — BA oldugu neticesi
ckarlir; keza, (A -+ B)C=AC -} BC bagmtisim da
kullandik (bak. sahife 16). Bu paragrafta «olaylar cebiri»
ile «sayilar cebiri» arasindaki benzerlikleri ve farklarm
daha dikkatle inceleyecegiz.

Aritmetik ve cebirde, tam sayilar, rasyonel sayilar,
reel sayllar (rasyonel ve irrasyonel sayilar) ve kompleks
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sayilar gibi degisik mahiyette sayilar incelenir. Tekmil
hallerde, a ve b gibi iki sayiya diger iki say1 tekabiil
ettirilir: bu iki saymn toplami a -+ b ve carpim ab dir ®.
Ustelik toplama kaideleri carpma kaidelerine cok benzer;
mesela,

at+b=b-tla ve ab=—ba;

(@a+4-b) +c=a-+4 (b+c) ve (ab)c=a(be)

dir. Bu benzerlik 0 ve 1 sayilarinda da rastlanir, soyle ki
ilki ile toplama ve ikincisi ile carpma sayiy1 degistirmez:

at+0=a ve a.l=a.

- Fakat benzerlik timit edildigi kadar devam etmez.
Mesela

*) Saynar giziniine alinmadan, sayilarin toplam ve carpiminin
Szetiklerine malik olan, difer misallerle de bir toplam ve bir carpm
tarif edilebilir. Mesela cift sayilar ciimlesini ve tek sayilar cilmlesinl
gbzéniine alalim (burada ancak iki elimle bahis konusudur!); bu ciim-
leler icin ikl islem su tarzda tarif edilir:

04+0=1+4+1=0, 041=1+4+0=1

" -

(burada 0 cift sayrar ciimlesini, 1 tek sayilar ciimlesinl gbsterir; bir
Cift sayr Nle bir tek saymm toplamr bir tek sayidir), ve

0.0=0.1=1.0=0, 1.1=1

(iki cift saymm carpmmr bir ¢ift sayidms 1kl tek sayinm carpmi bir tek
saydir). Keza, 3 {le bdlme kalanr sira ile 0 (3 ile biliinebilen say1). 1
ve 2 olan sayr climlelerl swra ile 0, 1, 2 lle gisterilirse <iic elemanli
cebirs elde ederiz ve burada toplama ve carpma =

0+0=1+2=0, 0+1=2+2=1, 0+2=1+1=2,
90 =0.1 =02%0 . 1.1=2.2=1 1.2=19

bagmtilarr. fle tarif edfiir,
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(@a+4+b)-c=a-c+b-.c

bagintisinda toplama ve cikarma simetrik tarzda bulun-

mazlar. Gercekten, bu bagintida toplama ve carpma
isaretlerinin yerleri degistirilirse

a-b4+c=(@a+c)- - (b+0)

bagintisi bulunur ki abesligi acikca goriiliir. Bu sebepten,
toplama ve cikarma islemlerinin bircok ozellikleri cok
farklidir. Meseld O sayisi carpmada,

a.-0=0 -
esitligi ile ifade olunan ¢ok miihim bir rol oynar (buradan,
sifirdan farkh bir sayimin sifir ile boliinmesi miimkiin
olmadig1 neticesi c¢ikarilir). Toplamaya,

a—l—-l:l

benzer esitliginin tatbiki yanhstir,

Bununla beraber toplama ile carpma arasindaki
benzerligin daha ileri gittigi diger cebirler mevcuttur.
Mesela, diizlemin bolgeler («sekillers) ciimlesini gozoniine

alalim. A ve B bélgelerinin 4 |- B toplam1 bunlarin birle-
simidir (Sek. 2a). Tabiatiyle

A+B=B-14A
ve

(A4B) +C=4 14 (B+0)

dir (bu esitligin solunda ve saginda 4, B ve C bolgeleri-
nin birlesimi bulunur; bu, daha basit olarak parantez
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kaldimlarak, A 4 B 4 C seklinde gosterilir). Sifir, hicbir
nokta ihtiva etmeyen ve bos bilge denen bir O bdlgesi
ile gosterilir; bu bélge icin

AJO0=A
yazilir,
8 8
a) o)
Sek. 2

4 ve B bdlgelerinin AB carpimi, bunlarin ara kesiti
(ortak bélgesi) ile tarif edilmistir (Sek. 2b).

AB—BA
ve

(4B)C = A(BC)

olacag: asikardir (bu esitligin solunda ve saginda A, B
ve C bolgelerinin ortak bélgesi bulunur; bu, daha basit
olarak ABC ile gosterilir). Burada birim I diizlemi ile
gosterilmistir. Gercekten, A4 bélgesi ne olursa olsun,

Al — A
dir,
Boylece tarif edilen bolgeler cebirinde

(A4+B).C=A.C+4+B.C
bagintis1 caridir; bunu gostermek icin sekil 3a y1 incele-
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mek kafidir, burada A -- B ve C bolgeleri farkh tarzda
taranmistir: bunlarin (4 | B) . C carpimi (arakesiti)
iki farkh tarzda taranmistir; I ile 4 . C carpim, II ile
B .C carpmm gosterilmistir. Fakat burada ikinci bir
bagint1 daha mevcuttur:

A.B4+C=(A+B).(B-+0);

bu, ilk bagintida toplama ve carpma isaretlerinin yerleri
degistirilmek sureti ile elde edilmistir,

2 4"'1‘1 -
I‘ i 1 :.-"N

£

| Al ¢ ) |
[

ALl

N Ly

e

Sek. 3

. Bu bagintiy1 gostermek icin Sek. 3b yi incelemek
kafidir, burada A 4 C ve B - C bdlgeleri farkl tarzda
taranmistir; su halde bunlarin (4 -+ C) . (B -+ C) carpimi
iki farkh tarzda taranmis olarak gosterilir; A . B bdlgesi
I ile, C bolgesi II ile gosterimistirl.

Bu iki bagmti arasindaki benzerlik, bélgelerin tekmil
toplama ve carpma kaidelerinin benzerligini izah eder.
Mesela,

A.O=0"ve A+1=1I;
keza
A. A=A ve A+ A=A
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yazilir; bu esitliklerin hic biri sayilar cebiri icin muteber
degildir. Aritmetik ve cebirde iki sayinin mukayesesi
mithim bir rol oynar. =< isaretini kullanarak (a < b,
a mn b den Kkiigiik veya b ye esit oldugunu gostermek
tizere) iki saymin mukayesesinin temel Kkaideleri sun-
lardir:

, a = a (her a sayis1 kendisinden kiicilk veya kendi-
sine esittir);

efera <bveb<aqa ise a=>b dir (eger a, b den
- kiiciik veya b ye esit ise, ve b, a dan kiiciik veya a ya esit
| ise, a ve b esittir);

eger a =<b ve b=<c ise a <c dir (eger a, b den
kiiciik veya b ye esit ise, ve b, ¢ den kiiciik veya ¢ ye esit
ise, a, ¢ den kiiciik veya ¢ ye esittir).

Bolgelerin de mukayesesi yapilabilir: eger 4, B nin
bir kism1 ise bu kissm B nin tamamu olabilir ve 4 ¢ B
vaziir (< isareti < isaretinin yerine kullamlir).
Burada da

Ac A,
eger AcB ve Bc A ise A=B
eer AcB ve BcC ise AcC
olduguasikardn

*) Sayilarin  mukayesesi ile bilgelerin mukayesesi arasmdakl
esaslt bir farka isaret edelim. a ve b gibl ikl (reel) sayr icin a<b
yahut b<a bafintilarmdan biri daima dofrudur (¢ ve b sayrari egit
Ise Iki ba@mtr da dogru olur). Buna karsihk, A ve B gibi ikl bilge lcin
AcB ve B=A bapintilarmdan hicbisi umumiyetle dogru olmayacaktir.
(ayn1 durum kompleks sayilar iein de vakldir; eger a ve b kompleks
sayrlarmm argiimanlari aynr Ise, ve efer a nin modili b nin modillin-
den kilclik veya buna esit ise, cofu zaman a<b yazilr).

15
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Bir diizlemin nokta ciimlelerinden (domenlerden)
gayri ciimleler icin de toplanma, carpma islemleri A « B

nev’inden bagint: ve A miitemmims i tarif edilir. 1 - 3 pa-
ragraflarmnda incelenen tesadiifi olaylar ciimlesi buna bir
misal teskil eder; olaylar, kolayca goriilecegi gibi, bolge-
ler cebirinin tekmil Ozelliklerine maliktir. Tam sayilar

L1y

T

R
.

ciimlesi de gbzoniine alnabilir; eger yine iki ciimlenin
birlesimine ve ara kesitine toplam ve ¢arpim denirse (me-
seld, A, ve A,, sira ile 2 ve 3 ile boliinebien tam sayilar
ciimlesi gosterilirse, A4, -}-14; climlesi tekmil cift sayilar:
ve tek sayilar arasinda 3 jle bollinebilenleri ihtiva ede-
cektir; A.4, ciimlesi 6 ile boliinebilen tekmil sayilar: ih-
tiva edecektir), eger 4 — B, isareti 4, B nin bir kism: ol-
dugunu gosteriyorsa (mesela 4., 4 ile béliinebilen sayilar

ciimlesi olmak iizere 4, c 4. dir), efer A ile A ya ait
olmayan tam sayilar ciimlesi gosterilirse (mesela 4,, tek
sayilar ciimlesi ise) ve eger I ve O sira ile tekmil tam sa-
vilar ctimlesini ve hicbir say: ihtiva etmeyen cilimleyi gos-
terirse, yukarida yazdigimiz tekmil bagintilar muteber
olacaktir,

Diger bir misal bir N tam sayistmin bolenler ciimlesi-
dir. (N =12 icin bu sayilar 1,2 3,4,6 ve 12 dir);
efer A - B ve AB, sira ile A ve B nin en kiiclik ortak
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carpamim  ve en biiyiikk ortak bolenini gosterirse, eg-er
A c B, <A, B yi boler» manasina gelirse, eger O ve I ile

1 ve N (1 den 12 ye kadar) sayilar ve A ile N/A (12/4)
sayisi gosterilmis ise, su bagintilar da yazilr :

A+B=B-J+A ve AB=BA |

(A+B)-C=A.C4+B ve
A.-B+C=A-+0C).(B+0)

AcA+B ve ABc A
A4+B=A4.B ve A.B—=A+B

Nihayet bu tipte cok mithim bir misal, tekmil lojik
meseleler ciimlesi (yani dogru veya yanlis demenin abes
oldugu iddialar) dir; bu cilimlenin incelenmesi matematik
lojik’in mevzuunu teskil eder. A ve B gibi iki lojik mese-
lesinin A -+ B toplamindan ve AB carpimindan, sira ile
«ya A, yahut B» ve <A ve B» anlasilir; A c B isareti, 4
degisiyorsa B de degisiyor (kisaca <A, B yi icap ettirir»)

demektir. 4, A nin olmadifim gdsterir (<A meselesi yan-
hstir) ; I ve O, sira ile biitiin diinyaca dogru ve yanlis me-

seleleri gosterir. Yukarida yazdifimiz tekmil bagintilar
yine muteberdir. Boylece

A+A=1I :
dis iictebir kaidesidir: A meselesi daima ya dogrudur ya
yanhistir §
A.A—0 .

bagintist mubayenetsizlik kaidesidir:

A meselesi hichir
halde hem dogru hem yanhs olamaz.
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Biitiin bu o6zelliklere malik olan cebirsel sistemlerin
ehemmiyeti bu sistemlerin 0zel olarak incelenmesine yol
acar. Bu sistemlere, lojik sahasindaki calismalari ile ta-
ninmis ve ilk defa lojik lizerinde arastirmalarinda boyle
bir cebirden faydalanmis olan XIX. Yiizy1lda yasamis In-
giliz matematikcisi George BOOLE'in adina izafeten
Boole cebirleri denir.

Genel tarzda, Boole cebirinin elemanlar1 sayilar de-
gildir. Fakat cogu zaman, her A elemanma, asagidaki
sartlar1 gercekleyen, bir |4| yahut p(4) sayws1 tekabiil
ettirmesi miimkiindiir :

0=pA) <1; 9(0) =0, pH=1I;
eger AcB ise, p(4d) < p(B) dir;
eger A.B—0O0 ise, p(4 + B) =p(4) + p(B),

bu sayiya 4 elemanimin mutlak dedgeri yahut norm'u ve
Boole cebirinin kendisine de norme denir. Misal olarak,
kenar1 birime esit olan bir kare icinde diizlem sekiller
ailesi sdylenebilir (burada kare, Boole cebirinin I elema-
nminmn roliinit oynar), burada bir A seklinin mutlak dege-
ri yahut normu olarak bu seklin yiizolciisii, yahut mate-
matik lojikin meseleler ciimlesi alimr, burada bir mese-
lenin mutlak degeri (mornu), mesele dogru ise 1, yanhs
ise 0 dir. Boole cebirine diger bir misél, 1-3 paragrafla-
rinda incelenmis olan olaylar cebiridir; burada bir A ola-
yinin mutlak degeri yahut normu p(4) ihtimalidir.

Thtimaller teorisi ile Boole cebiri arasindaki tekabiil,
bu teorinin konusunun tarifine hizmet edebilir. Ihtimaller
teorisi, bir norme Boole cebiri teskil eden elemanlar ciim-
lesini tetkik eder denebilir; bu elemanlar, olaylar olup bir
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A olaymin p(4) normu bu olayin ihtimalidir. Mesela,
«sandik probleminde (yahut, benzeri her problemde), ve-
rilen n eleman («say1») ile teskil edilebilen tekmil ciim-
lelerin norme Boole cebiri gbdzoniine alinabilir; burada
(ve asagidaki tekmil misallerde) toplam ve ¢arpim bun-
larin birlesimi ve arakesiti olarak tarif edilir; norma ge-
lince, asagidaki sartla belirlenmistir : yalmz bir eleman-
dan teskil edilmis tekmil climleler i¢in (baska ifade ile,
ayrik noktalar icin) norm, siirekli olarak 1/n ye egittir.
Fakat, yeni goriisimiize gore, aym1 BOOLE cebirini norm
icin daha genel bir sartla gozoniine alabiliriz: ayrik nok-
talar icin normlar, P, 4P} -+ 4 p.=1 ifadesini
gercekleyen, i, P, ---, P- pozitif sayilardir (homogen ol-
mayan bir maddeden yapilmis ve tam kiip seklinde olma-
van hileli bir zar halinde n=6 ya tekabiil eden bu tip
bir BOOLE cebiri vardir). Diger problemleri gbzoniine
alarak, BOOLE cebirinin elemanlar1 bir AB dogru parca-
siin tekmil milmkiin kisimlar: olan hale de rastlayab’li-
riz, burada norm, gézoniine alinan kismin dogru parcasi-
nin biitiin uzunluguna oramdir; benzer tarzda, baz1 defa,
elemanlart bir diizlem seklinin veya bir uzay seklinin
tekmil noktalar1 olan cebirler gozéniine alimir, burada da
norm, gozoniine alinan seklin yiizey veya hacminin sek-
lin tamaminin yiizey veya hacmina oram olarak tarif
edilir (bu nevi problemler icin mesela sahife... de zikre-
dilen yazarlarin kitabinda ¢geometrik problemler» {ize-
rine problemleri sdyleyebiliriz). Tekmil bu hallere de <hi-
leli zar problemi» tesmil edilebilir; baska ifade ile, bir
dogru parcasina, bir diizlem sekline yahut verilen iic bo-
yutlu bir sekle ait climlelerin BOOLE cebirlerine, yukari-
da p(4) fonksiyonu icin ileri siiriilmiis sartlara tabi olan,
tamamen keyfi bir norm ithal olunabilir; bu takdirde,

ihtimaller teorisi problemleri bakimindan gayet zengin
yeni bir ciimle elde edilecektir.
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ihtimaller teorisinin tarifi olarak, biraz yukarida

verdigimiz tarif alinirsa bu teoriye ait tekmil problemler-
de miitekabil BOOLE cebirinin apriori verilmesi icap et-
tigi (baska ifade ile, problemin verilenleri arasinda bu-
lunmas) gerektigi) anlasihir. Bu takdirde ihtimaller te-
orisinin esas problemi, bir kompleks olayin ihtimalinin
hesabidir, bu kompleks olay ise, BOOLE cebirinin islem-
leri [mesela (A--B)" yahut (44B--C). (A+D) ] yardi-
mi ile elementer olaylarin ihtimalleri cinsinden, 4, B, C, D,
... gibi muayyen elementer olaylardan itibaren teskil edil-
mistir (bu, elementer geometrininkine benzer bir konudur,
bu geometride, uzunluklar ve acilar, bilindigi farz olunan
diger uzunluk ve acilar cinsinden hesaplanir; meseld, bir
dik iiggenin hipoteniisiiniin uzunlugunun dik a1 kenarla-
1 cinsinden  hesaplanmasi gibi). thtimaller teorisi bu
tarzda tarif edildigi vakit (ilk defa 1917 de S.N. BERNS-
TEIN tarafindan isaret edilmistir), p(4), p(B), v.s. ele-
menter jhtimallerinin belirlenmesi kalir; teorinin pratik
tatbikatimin olabilmesi cin, bu ihtimallerin uzun bir de-
hey serisinde basarimin yiizdeleri ile intibak eden deger-
lere malik olmalar: icap eder. Paragraf 1 de, bu sart1 ger-
¢ekleyen bu elemanter ihtimallerin «klasik» belirlenme- |
sini inceledik; bu, «deneyin esit olarak miimkiin olan tam
Deticeler sistemi» anlammna dayanmaktadir. Bu tam sis-
- temin meveut olmadi haller vardir; bu takdirde p(4)
¥1 baska tarzda belirlemek lazimdir (meseld, 4 mn bagh
oldufu deney cok sayida tekrarlanarak p(4) mn bir yak-
lasik degreri aranabilir). Fakat elementer ihtimalleri be-
lirlemeyi miimkiin kilan metotlar, teorinin esasim teskil
eden, sonraki hesaplara tesir etmezler.

Netice olarak, yukarida verdigimiz tekmil miséller
de, BOOLE cebiri muayyen bir «maksimum cebirs in
noktalar ciimlesinin cebiri olup tesadiifi degildir; BOOLE
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ENTROPI VE INFORMASYON

§ 1. Belirsizlik derecesinin bir dlciisii olarak
gozoniine alinan entropi

Bu kitabin konusunu teskil eden, tesadiifi olaylarin te-
mel 6zeligi, bunlarin vukuunda bir kesinligin bulunmama-
sudir; bu kesinsizlik, olaylarm bagh olduklar1 deneylerin
neticesinde muayyen bir belirsizlik meydana getirir. Bu-
nunla beraber, bahis konusu olan hallere gore belirsizlik
derecesinin cok farkli olabilecegi tamamen asikardir. Eger
deney, ilk rastlanacak karatavugun rengini belirlemekten
ibaret ise bu rengin siyah olacag hemen hemen kesindir;
Zooloji bilginleri beyaz karatavugun mevcut olabilecegini
kabul ediyorlarsa da, cok az kimse bdyle bir netice bekle-
veceklerdir. 11k rastlanacak olan kimsenin solak olup ol-
mayacagmin belirlenmesi - bahis konusu ise, burada daha
cok belirsizlik olacaktir; burada da neticeyi dnceden te-
reddiit etmeden sdylemek miimkiindiir, fakat, birinci ha-
le nisbeten daha fazla neticeden siiphe edebiliriz. Eger
ilk rastlanacak kimsenin cinsini 6nceden stylemek bahis
konusu olsa netice daha da siiphelidir. Fakat bu deney,
meseld, bizece tamamen bilinmeyen yirmi kosucunun ka-
tildig1 bir yansta birinci gelecek olam evvelden sdyleme-
ve, yahut bir piyango cekilisinde biiyiik ikramiyeyi kaza-
nacak numaray1 belirlemeye nisbeten daha az belirsizdir;
ilk rastlanacak kimsenin cinsinin ne olabilecegi bir dere-
ceye kadar onceden kestirilebilir, fakat bir kimsenin

S T
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Bu sart bizi; k sayda esit olarak maiimkiin neticeye ma-
lik olan bir deneyin belirsizlik olgiisii olarak log k saywsim
almaya sevk eder (gercekten log (k1) — log k + log 1
dir). Boylece tarif edilmis belirsizlik dlciisii hakikaten
k — 1 icin sifira esit olur ve k ile beraber artar *.
Burada logaritma tabaninin se¢iminin 6nemi clmadigina
isaret edelim, zira malum olan log. k — logs o. logs k formii-
lti mucibince, bir logaritma sisteminden bir digerine gec-
mek icin f(k) = log k fonksiyonu bir sabit (sistem doniis-
tiiriim modiilii) ile carpilir, yani belirsizlik dlciisii igin ye-
ni bir birim secilir. Teknik sahadaki tatbikatta genel ola-
rak, tabam 2 olan logaritma sistemi secilir (baska ifade
ile, f(k) = log.* k almr). Bu, belirsizlik birimi olarak,
esit olarak miimkiin iki neticesi olan bir deneyin (mesela
Yaz1 - tura oyunu) belirsizligini secmek demektir; buna
ikili birim denebilir; teknik alandaki tatbikatta bu biri-
min kullanilmas: béliim IV de daha iyi anlasilacaktir. 1le-
ride, daha cok alisilmis olan ondalik logaritmalar: kullana-
cagiz; baska ifade ile, belirsizlik birimi olarak, esit olarak
mimkiin 10 neticesi olan bir deneyin belirsizligini alaca-
£1z (bu, icinde numaralanmis 10 top bulunan bir sandik-
tan bir top cekme deneyi halidir). Bu (ondalkk birim de-
nebilen) birim, ikili birimden yaklasik olarak 10/3 defa
daha biiyiiktiir (gercekten, log.** 10 = 3,32 = 10/3 diir).
Esit olarak miimkiin % neticesi olan bir deney icin ih-
timaller cetveli sudur :

____ deneyin neticeleri ] A, | A | A,' oo | As
ihtimaller | 1/%| 1/k| /K| .+ | 1/k
e e —

‘) Logaritmik fonkstyonun, f(kl) = f(k) + f(D), = f(1) = Ovek > I
Ieln f(k) - f(1) sartlarint gercekleyen yeghne fonksiyon oldugunu gbs-
termek kolaydr (bak. § 4).
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Simdi H (¢) ile gosterdigimiz entropi’nin ¢zelliklerini
inceleyelim. 4, neticesinin p(4,) ihtimali, mesela sifira
esit ise (4, mumkiin degil ise), entropinin ifadesinde bu-
na tekabill eden —p(4,) log p(4,) terimi kaldimlacaktir
[daha dogrusu bu terimin manas:1 yoktur, zira log p(4,)
meveut degildir]: Bu keyfiyet su tarzda da gerceklenebi-
lir: 2 = 0 icin 2 log « ifadesi bir manay1 haiz olmadigin-
dan, bu ifadenin degeri icin 2 log % in 2 — 0 icin limiti-
nin degeri alinabilir (keza, z = 90° oldugu vakit tg x cotg
in degeri icin 2 — 90° icin tg 2 cotg x in limitini almak
lazimdir; yalmz bu sartlar altinda tg xcotg x in degeri,
% ne olursa olsun, 1 e esittir). Fakat

lim (x log ) = 0
x>0

oldugunu gerceklemek kolaydir. Bunu gostermek icin,
Z==1/10" olduguna isaret etmek kafidir (daimz ondalik
logaritmalar1 gézéniine aliyoruz); n— o« oldugu vakit
n/10" sifira yaklasir, zira payda paydadan daha cok cabuk
artar 10" nin n -+ 1 rakkam vardir ve n biiyiik oldugu
vakit"bu say1 n den ¢ok daha biiyiiktiir).

—

cesine belirsizlik derecesinin lclisii olarak (tekmil neticelerin esit ola-
Tak miimkiin ve her birinin ihtimali » = 1/k oldugu, ve belirsizlik de-
recesinin tlelisti icin log k = — log p alndifi hale benzer tarzda) —
log p (4,) tekabiil ettirecegiz. Bu takdirde, « deneyinin belirsizlik de-
Tecesinin Gleiisit icin, p(4,) ihtimali ile — log p(A,) degerinl alan te-
Sadiifl biiylikliigiin ortalama degerl almabilir (Bak. sahife $).

Burada tarifini yaptigimiz entropi anlam ile fizikteki entropi anlamr
arasmdaki miinasebeti @GZrenmek isteyen okuyucu, sahife.. zikredilen
L. BRILLOUIN'in kitabma miiracaat edebilir.
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—p(4,) log p(4;) — p(4,) log p(4,) =< log2

x — 0 odugu vaklit F' () = — x log « fonksiyonunun
sifira yaklastigini biliyoruz; bundan baska, # = 1 icin de
bu fonksiyon sifir, ve 0 < xx < 1 icin pozitiftir (zira bu
halde log & negatiftir); & > 1 i¢in fonksiyon negatif de-
gerler alir. Bu fonksiyonun gosterdigi egri sekil 5 de
verilmistir; OE =1, OA =p(4,), OB=p(4,) dir; AM

ve BN dogru parcalar1 — p(4,) log p(4,) ve —p(4, ) log
p(4.) nin degerlerini gésterirler.

OA + OB =p(4,) + p(4:) =1

oldugundan, O baslangic noktasmmin AB dogru parcasinin
8 orta noktasina uzakligi 1/2 ye esittir; su halde SP dogru
pParcas1 — 1/2 log 1/2 = 1/2 log 2 ye esittir. Fakat AM
Ve BN dogru parcalarimin yarim toplami, ABMN yamu-

Sunun kenarlarmin ortalarim birlestiren SQ dogru parca-

Sina esit olup bu, SP den kiiciiktiir; buradan

1/2 [—p(4,) log p(4,) — p(4.,) log P{Ae)] < 1/2]og 2
yahut -

—p(4,) log p(4,) — p(4.) log p(4.) < log 2
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yah, 5 i kirmizi, ikincisindeki 20 topun 8 i beyaz 8 i siyah
ve 4 {1 kirmiz1 olsun. En az belirsiz olan deney hangisidir?

| (o, ve a, ile gosterecegimiz) bu deneylerin ihtimal
cetvelleri sunlardir : '

; ﬂl- cieneyi (birinei sandiktan bir top cekilmesi) :

¢ekilen topun rengi | beyaz l siyah kirmizi
ihtimaller S [ROTE ¥ TR [ ¥ 1/4

o, deneyi (ikinci sandiktan bir top cekilmesi):

___cekilen topun rengi | beyaz | siyah | kirmuz

- ihtimaller | 2/5 | 2/ | 1/6

Birinei deneyin entropisi

CRNED R R
H(g) =——log———log———log — =
: 9 L kg e S

-

1 v
= — . 0,3010 4 — . 0,6020 = 0,4515
2 2

dir; ikinei deneyin entropisi

2 - 2 1 1
H(ay) =——log———log ———log — =
5 o i 75 5 5

4 1 : :
= — . 0,3979 4 — . 0,6989 = 0,4581
5 - i

olup birinciden daha biiyiiktiir.
14
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Su halde, entropi bir deneyin belirsizlik derecesinin

bir olciisii olarak gozoniine alimirsa, ikinei deney birinci-
ye nisbeten daha belirsizdir.

Entropi anlam ilk, defa 1928 de telefon haberlesme
miihendisi Amerikali HARTLEY tarafindan diistiniilmiis
ve k sayida mimkiin derecesi olan bir deneyin belirsizlik
derecesini karakterize etmek icin log k sayisim kullanmis-
tir. HARTLEY, kullanmis oldugu belirsizlik derecesinin
dlciistiniin baz1 hallere ¢ok uygun dilsmekle beraber diger
bircok haller i¢in pek miisait olmadigim anhyordu; ger-
gekten, bu tarif, miimkiin neticelerin ihtimalleri arasinda-
ki miimkiin olan fraklar tamamen mechul birakir. HART-
LEY, degisik miimkiin neticeler arasindaki farklarin «psi-
kolojik tesirler» den ileri geldigini, ve su halde bunlarin,
miihendis ve matematikciler tarafindan degil, psikologlar
tarafindan nazara alinmasi icap ettigini diisiiniiyordu.

HARTLEY’in hatasim gosteren SHANNON oldu, ve I
mimkin neticeleri A, 4., ..., 4+ olan bir ¢ deneyinin |
belirsizlik derecesinin dlciisii olarak

H(a) =—p(4,) log p(4,) — p(4,) log p(4y) — --- |

v —p(4) log p(A)

biiylikliiglini aldi; burada p(4,), p(4.,), ..., p(A), degi-
sik miimkiin neticelerin ihtimalleridir; bu biiyiikliige entro-
pi adim veren de SHANNON dur. Bagka ifade ile, SHAN-

NON, a deneyinin 4. neticesine —log p(4.) ye esit bir be-

lirsizlik tekabiil ettirmistir (herbirinin ihtimali p—1/k
olan k sayida esit olarak miimkiin netice halinde, HART- ]
LEY’e gore, belirsizlik olarak logk — — log p almak la- i
zimdir) ; bundan sonra, biitiin deneyin belirsizlik derecesi 1
olarak, degisik neticelerin belirsizliklerinin ortalama degeri

]

:
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alimr [baska ifade ile, bu ihtimaller p(4,), p(4.),
<.+, p(A+) olmak dizere, —log p(4,), —log p{4d.), ---,
- log p(A4+) degerlerini alan bliyiikliiglin ortalama degeri-
dir; 8 inci sahifede verilen ortalama deger tarifi mucibince,
H(a) elde edilir]. Boylece, HARTLEY'in esrarh «psikolojik
tesirleri», burada, tamamen matematik (daha dogrusu
statistik) anlam olan, ihtimal anlami ile ithal edimis olur.

H(a) biyikliigliniin, ¢ deneyinin belirsizlik derecesi-
nin 6lcusii olarak kullanilmasi bircok hallerde cok pratik
fayda saglar; iste, bu Kitabin gayesi ileride bunu
gostermektir. Bununla beraber, SHANNON’un, keza
HARTLEY’in belirsizlik derecesinin 6él¢iisii, miimkiin olan
tekmil anlamlarda «deneyin belirsizligi» ni tayin eden
biitiin tesirleri hesaba katamiyacagim unutmamak lazim-
dir. Boylece, meseld H (a) ancak, deneyin degisik miimkiin
neticelerinin p(4,), p(4.), ..., p(A:) ihtimallerine
tabidir, fakat bu neticeler birbirlerine (muayyen bir
manada) cok «yakin» veya cok «uzak» olabilmelerine
ragmen bunlarin mahiyetleri ile asla bagh olmaz. Su
halde «belirsizlik derecesi» dlciimiiz, 6zellikleri asagidaki
ihtimal cetvelleri ile belirtilmis olan iki tesadiifi bityiikliik
icin aym olacaktir:

bﬁyﬁklﬁgﬁn degeri 09 | 1 | 11
ihtimal 1/4 | 172 | 1/4
ve

bliyiikliigiin degeri —20 | 1 | 1000
ihtimal = O a1 U

B Belirsizlik: Slciisiiniin dercossi, Bir: hastamm-il tedayi
tarzindan birisinde 100 iizerinde 90 halde tam sifa diger 10
halde hemen hemen sifa ile, digerinde, 100 {izerinde 90 hal-
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de tam sifa diger 10 halde Gliimle neticelenmesinde de ay-
midir; boyle iki deney arasindaki esas fark, SHANNON'un

entropisinden baska bir biiyiiklike karakterize edil-
melidir.

H(a) entropisinin bu ozelligi, bu biiyiikligiin tekmil
bircok ozellikleri gibi su tarzda izah edilir: entropi anlami,
evveld muayyen haberlesme problemlerinin ¢oziimesi igin
ithal olunmus ve su halde dzellikle bu ise uygulanmistir.
Bir haberin gonderilmesinde gegen zaman, veya bunun fi-
yati veyahut gonderilen haberin manas ile ilgileniimemesi,
H(a) entropisinin, deneyin A4,, 4,, ..., 4. neticelerinin
mahiyetine tabi olmamasi ile izah edilmistir. Bundan bas-
ka, ulagtirma teorisinde muhtelif haberlerin ihtimalleri hi¢
farkh degildir; mesele etrafh olarak boliim IV de incele-
necektir. Ustelik, biiylik sayida degisik haberler ulagtiran
bir ulastirma hattinin ¢ahsmasinda, mithim rol oynayan
istatistik dagihimdir. Bu sebepten dolayi, ulastirma hatla-
11 ile ilgili meselelerin coziimiinde belirsizlik derecesinin
olciisii, evveld, miiteakip deney serilerinden tesekkiil etmis
muhtelif deneyler icin tarif edilmesi icap eder.

Belirsizlik derecesinin bu tarifinde, HARTLEY ve

SHANNON'un gdriisleri arasindaki farklar ilk bakista
tahmin edilemiyecegi kadar az ©6nemlidir. Filhakika
HARTLEY’e gore degisik neticelerin ihtimalleri ile tama-
men ilgisiz kalinamaz; aksi halde, k sayida hakiki netice-
lere, herhangi sayida ihtimali sifira esit olan muhayyel
neticeler ilave ederek, deneyimizin miimkiin neticelerini
sonsuz sayida artirmak miimkiin olacakti. Su halde
HARTLEY’in tarifinde ihtimali sifira esit olan tekmil
emiimkiin olmayan neticeleri» i nazara almamak icap
eder; fakat, tatbikatta sifira esit kabul edilecek kadar vu-
kuunun ihtimali zaif olan «pratikte imkéansizs neticeleri
hesaba katmanin da faydasizh@ diisiiniilebiliv, Simdi,
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miimkiin neicesi olan ¢ deneyi yerine, aym sartlar altin-
da o deneyini N defa tekrardan ibaret olan g~ deneyini ala-
lim. Bu sonuncu deneyin &* sayida miimkiin neticesi ola-
caktir. Bunlar, « deneyinin ilk vukuundaki k sayida miim-
kiin neticeleri, ikinei vukuundaki k& sayida miimkiin neti-
celeri ve boylece devam ederek, N inci vukuunda %k sayida
miimkiin neticeleri bir araya getirerek elde edilecektir.
Su halde, HARTLEY e gore o+ deneyinin belirsizlik dere-
cesi lok k¥ = N log k ya esittir ve bu suretle bir kere daha
o deneyinin belirsizlik derecesinin olgusii icin log k ifade-
sini buluruz (gercekten, a deneyin N defa tekrardan iba-
ret olan ax deneyinin belirsizliginin, « deneyinin belirsiz-
liginden N defa biiyiik olacag tabiidir.

Simdiye kadar o~ deneyinin k* sayida mimkiin netice-

2 lerinin ihtimalleri icin birsey stylemedik. Eger « deneyi-
nin k sayida neticelerinin hepsi esit olarak muhtemel ise,
av deneyinin k* sayida tekmil neticelerinin de esit olarak
muhtemel olacag asikardir; filhakika ax deneyinin k* sa-
vida neticelerinden herhangi birini digerinden ayirt et-
mek miimkiin degildir. Buna karsilik, « deneyinin k sayi-
da miimkiin neticeleri p(4,), p(4.), -, p(4:) gibi farkh
ihtimallere malikse, o~ deneyinin & = 10¥ 192 ¥ sayrda miim-
kiin neticelerinin ihtimalleri de farkh oacaktir. Eger N cok
biiyiik ile bu 10¥ lo# ¥ sayida neticelerin bilyiik bir kismmnimn
tamamen ihmal edilebilir bir ihtimale malik bulunmalar:
miimkiindiir, o derecede ki tekmil bu az muhtemel netice-
lerin ihtimallerinin toplam cok kiiciik olur. e~ deneyinin
diger neticelerine (daha muhtemel neticeler) gelince, bun-
larin jhtimalleri, kafi derecede biiyiik olmak sartiyle he-
men hemen aym degere malik olabilirler. Daha kesin ola-
rak, N nin kifi dercede biiyiik degerleri icin, ax deneyinin
neticelerinin (genel olarak biiyiik!) bir kismimn ihmal edi-
lebilecegi gosterilebilir, su tarzda ki ihmél edilen tekmil




—
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~ derecesinin  Olciisti olarak log 10¥#() — N.H(a) nin
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neticelerin ihtimallerinin toplami, énceden verilen ve iste-
nildigi kadar Kiigiik olan bir saypdan kiigiik olsun (bu sa-
y1 mesela, 0,01 yahut 0,001 veyahut 0,000001 alnabilir;
bundan bagka, bu say1 ne kadar kiiciik secilirse N o nisbet-
te biiylik alinmalidir), ve dencyin ihmdl edilmeyen tekmil
neticeleri pratik olarak aymi ihtimale malil bulunsunlar.
Ustelik, ehemmiyetle su noktaya isaret edelim ki, av dene-
yinin hemen hemen wmuhtemel olmayan neticeleri bu
tarzda ihmal edilirse, ihmal edimeyen deneylerin sayisi
10V-H()  mertebesindedir, burada H(a) = —p(4,)
log p(4,) — p(4,) log p(4,) — ... — p(4s) leg p(4s),
« deneyinin entropisidir #, _

HARTLEY anlam ile dahi, g« deneyinin belirsizlik

alinmasi tabiidir (gergekten, ihtimallerin toplami cok
kii¢lik olan neticeleri ihmal etmek tabiidir); bu takdirde,
ilk o deneyinin belirsizlik derecesi olarak N-H(a)/N
yani H(a) elde edilir. Su halde, HARTLEY'in goriisti ile
SHANNON'inki arasindaki farkin, SHANNON’un, ayni
¢ deneyinin cok sayida tekrar: ile elde edilen uzun bir
deney silsilesi ithal etmesinde oldugunu gériiyoruz; boyle
bir deney silsilesinin ithali, ihtimaliyet (veya statistik)
bakimdan ziyadesiyle karakteristiktir,

Hemen yukarida, italik harflerle yazih dzellik, entropi.
anlaminm statistik karakterini gésterir; bu ozellik, anla-

(#) Buradan su netice ¢karihir: Ozel olarak, « denevinin tekmil
neticelerl esit olarak muhtemel defllse, ve bunun netices! H(s) < 10K
ise (Bak. sahife 44) ¥ deneyinin Ihmal edilen neticelerinin sayist.
milmkiin neticelerinin zlyadesiyle bilylik bir kismmi teskil eder ger-
cekten, N nin bilyiik deirerleri icin

10N.B(.)/]¢;N = 10N'.H(.)/10N.Icnh; = 10-Nilog % —H(a) )
orant ¢ok kiigliktiir.
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min teknik tatbikatimin biiyiik bir kisminin temelini teskil
eder. Fakat bunun ispat1 pek basit degildir; bunu, kitabin,
hususiyetle haber ulastirma problemlerine tahsis edilmis
son béliimiinde yapacagiz.

§ 2. Bagh entropi

« ve B gibi iki miistakil deney gozoniine alalim, bunla-
rin ihtimal cetvelleri soyle olsun :

o deneyi :
deneyin neticeleri wighi A
ihtimaller |p(A,) ‘ p(A,JI - | P4y
f deneyi:
deneyin neticeleri l B, | B bt 1.
ihtimaller p(B) [pB) | -+ | p(B)

Aym zamanda o ve  deneylerinin vukuundan ibaret
olan aff karma deneyini gdziniine alalim. Bu deneyin kj
sayida miimkiin neticeleri vardir:

. I‘AlBu A1Bs, 7L 2 AlBl; AﬁBI; ASBS: She:Ny AGB’; SIS
s AuB,, AB,, ..., AB;;
meseld A,B,, a deneyinin A4, neticesini ve § deneyinin 4,
neticesini verdigini gosterir, o deneyinin, o ve 8 deney-

lerinin her birinden daha belirsiz oldugu asikardir, zira
birinin belirsizligine digerinin belirsizligi ilave olunur. ;

(Toplam ihtimaller kanununa benzer olarak toplam
entropiler kanunu denilen)

et Ll L e LS SIS RS RIS L ST SR PR L L
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H(aB) =—p(4,) log p(4,) —p(4.) log p(4,) — - -
o —p(Ar) log p(4s) + [P(4,) +p(4e) + - -
con - p(4s) 1 H(B)

= H(a) 4 H(B)

bulunur (gercekten p(4,) + p(4d.) + -+ + p(d) =1
dir).

Simdi « ve B deneylerinin mustakil olmadiklarim farz
edelim (mesela « ve 8, aym bir sandiktan arka arkaya iki
top cekme deneyleri olabilir). Bu daha genel halde, a 8 kar-
ma deneyinin entropisinin e ve § entropilerinin toplamina
esit olacagim sdyleyemeyiz. Gergekten, ikinci deneyin ne-
ticesi, birinci deneyin neticesi ile tamamen belirlenmis ola-
bilir (¢ ve B deneyleri, icinde degisik renkte ancak iki top
bulunan bir sandiktan arka arkaya iki top cekme deney-
leri halinde oldugu gibi); bu halde, 3 karma deneyinin
(bu deneyin belirsizlik derecesinin dlciisii olan) entropisi,
o  min entropilerinin toplamina degil, sadece @ deneyinin
entropisine esit olacag: tabiidir (bunun bdyle oldugunu bi-
raz ileride gercekliyecegiz). Su halde ¢g karma deneyinin
genel halde entropisini belirleyelim.

H(«B) entropisini, & ve g mn miistakil olduklarim
farz etmeden hesaba baslayalim.

H(aB) ——p(4,B,) log p(4:B,) —
"‘p(A:B:) IOg P(A-]B:) T R
«v. —p(4,B) log p(4,B)) — .
—"p(AsBl) 10‘35‘?(11@3:) = ?J(AgB,] log ‘p(A!BG) S ]
-+« —p(4.B) log p(4.B) —

—p(4:B,) log p(A:B,) — p(A:B;) log p(4A:By) — -
<o —p(4:B) log p(A:B)
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yazilir, burada da 4,, 4,, ..., 4, ve By, B,, ..., B, evvelce
oldugu gibi sira ile « ve 8 nin miimkiin neticelerini goste-
rirler. Fakat artik, p(4,B,), p(4.B,), v.s. iktimalleri
yerine basit ihtimal carpimlarn koyamayiz; zira artik

P(4:B,) in degeri p(4,)p(B,) olmayip P(4,) pu(B,) dir,
burada p«(B,) ile 4, in vukuuna bagh olan B, olaymn
ihtimali gosterilmistir. (bak. § 3, bsl, I). By keyfiyet, is-

patin geri kalan kismina énemli degisiklikler gisterir.

Yukardaki bagimtinin birinei satirimin ikinei tarafim
sadelestirelim,

—p(A)pa(B)) [log p(4,) + log pu(B,) | —
—p(4,)pu(B,) [logp(4,) + log pu(B,) ] — ...

v = P(A)pa(B) [log p(4,) +log pu(B) | =
=—0(4,) [pu(B,) 4 p.(B.) e
+pu(B) 1log p(4,) 4

+ p(AI) ("'p‘l(B:) 103?«(3:] Y
—pu(B;) IOE?A(Bz) s Ry ()) log pu(B)) ]

bulunur. Fakat B, |-B, +ond 4B, olay1r kesin oldugun-
dan (B, B, .. By neticelerinden en az biri vuku bulur),

pu(B,) - pu(B.) + s + Pu(B)) =
.-_—.ph(B,+B,+ s+ 4By =1
dir. Diger taraftan

;- Pu(By) log pu(B;) -+ pa (B.) log pu(B.) /
- + o 4+ Pu(B) log Pu(B))

toplami, 4, olayinin gerceklesmesi sart: jle g deneyinin
m:‘:'l muhtelif neticelerinin ihtimal-
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@ min neticesine tabidir). Bu ifadeye B demeyinin A,
olaywmn vukuuna bagh entropisi denir ve Hx(B) ile goste-
rilir, Bu tarzda H(af) ifadesinin birinci satirl

—p(4,) log p(4,) + p(4,)Hu(B)
yazilir. Ayn tarzda, ikinci, ..., k mc1 satirlar

_p(A'-‘) Ing(Aa) “i“ p[Az]‘Hda(ﬁ)
— p(4s) log p(Ay) + p(A)Hu(B),

yazilir, burada Hu(B), -+, Hu(B) ile, B deneyinin, A,
-+, Ax neticelerinin vukuuna bagli olan entropileri goste-
rilmistir,

Buradan su formiil elde edilir :
X
H(aB) —— p(4,) log p(4,) —p(A4,) log p(4:) — -+~
5o —p(ds) lng(An) -|—P(A‘)ch(ﬂ) +P(A2)Hh(ﬂ)+ el
~or 4+ p(A:)Hu(B) = H(a) + {(p(A)H&(B) + - --
oo - p(A)Hu(B) )

Bu ifadenin birinci terimi o deneyinin entropisini
gosterir. Tkinci terime gelince, p(4,), P(4.), -+, P(4)
ihtimalleri ile Hu(8), Hu(B), -+, Hu(B) degerlerini alan
bir “tesadiifi biiyiikliigiin ortalama degerini gdsterir. Bu
ortalama degere, o deneyinin vukuuna bagh B deneyinin
ortalama entropisi, veya daha basit olarak, e nn vukuuna
bagh @ mn entropisi denir; bunu H, () ile gdstererek

H, () —p(A)Hu(®) -+ pA)HA®) + -
vv - D(A)Hau(B)

vazilir, Nihayet
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tekmil p(4,), p(4.), ---, p(4:) ihtimalleri sifirdan farkh
ise, yani a deneyinin k sayida neticesi varsa H o (B) =0
ve eger yvalmz

Hu(B) = Hu(B) = - .. = Hu(B)

ise, yani o min neticesi ne olursa olsun, 8 nin neticesi

tamamen beliri olur. Bu takdirde

H(af) = H(a)
dir. Eger o ve B deneyleri birbirine bagh degilseler
Hy(B) = Hu(B) = ... = Hu(B) = H(B) ve

H, (8) = H(B)

dir. Su halde H(aB) = H(a) + H, () formiilii su basit
Sekli alir: H(af) = H(a) -+ H(B) (Bak. sahife 46).

H, () bagh entropinin daima sifirla, 8 deneyinin

bagl olmayan entropisi arasinda kaldigina isaret edelim:

0 < Hy(B) = H(P);

 bu tarzda, o ve o nin birbirine bagh olmayarak, 8 mn

Neticesinin ¢ nin neticesi ile belirlenmesi halleri hakikaten
limit hallerdir.

Bu ifade, entropinin, belirsizlik derecesinin 6lciisii ola-

- Tak tefsir edilmesiyle uygundur; @ deneyinin vukuu B nin
belirsizlizini ancak azaltacag), yahut lizumunda (o ve B
n birbirine bagh olmamalar: hailnde) bu belirsizligi de-







Entropi ve Informasyon 63

esitsizligini gostermek bahis konusudur, burada B,, B,
*++, B; ile dairma oldugu gibi, § min neticeleri gosteril-
migtir. F(x) =—=-—xlogz fonksiyonunun gosterdigi egri
tizerinde OA = pu(B,), OB = px(B,) alahm (Sek. 7); AM

g

” A
ol 10 \
1
] R Ny
Sek. 7

Ve BN dogru parcalarimin uzunluklar: — pa(B,) log pa(B;)
ve — px(B,) IOEP‘I(B:) dir

1 3 _
—;p«(&) log pu(B,) — Em(BJ log px(B,)

toplami, ABNM yamugunun kenarlarimin orta noktalarim
~ birlestiren 8Q dogru parcasmin uzunluguna esttir. Bun-
dan bagka, SP dogru parcasi, .SQ den biiyiik olup
—0(B,) log p(B;) esttir, zira

03=-:- .04 +%-.pu,)  pu(B) +-
p(4.) - px(B,) =p(B,)

dir (bak. toplam ihtimal formiilii, sahife 26).

- Su halde

1 1
=5 Pa(B) 1og pu(B) —— pu(B) log pa(B:) <

=< —p(B,) log p(B,)
bulunur, Keza -
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. deney neticeleri |, A, A,
o. deneyi: e n—m
- ihtimaller
n n
i B Beneyi: deney neticeleri B, i.
| intimaller i it
n n
Su halde bu iki deneyin entropisi aymdir:
; m m n—m n—m
H(a) =H(B) —=— log =
n n n n

Eger o nin neticesini biliyorsak, § nin degisik netice-
lerinin ihtimalleri artik aym degere malik olmayacaklardir.
| Daha acik olarak bunlar h
|
|

m—1 n—m
3 24(B;) = y Pu(By) = :
n—1 n—1
. n—m—1
. Du(B) = ) Da(By) = ————
LTI : n—1

-

olacaktir, Buradan su netice ¢ikarilir:

m—1 m—1 n—m n—m
H"‘(B)‘—_—'— log o= ’
n—1 n—1 n—1 n—1
m - —m—1 n—m—1
Hy(B) —=— gL
X n—1 n—1 n—1 n—1
M < n-—m olmas: halinde, .
il !l’

. v . I ! |
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bir top cekmeden ibaret olan a; deneyinden farksizdir.
Demek ki ¢, deneyinin entropisi

m__m n—m n—m
H(ap) =——log —— log
n o n n n

ye esittiv, bu ise (3 deneyinin entropisi ile aymdir.
Ha, 1 (B) bagh entropiye gelince, bu, asikar olarak sifira
esittir, zira o,y deneyinin neticesi, § nin neticesini
belirler, Benzer sebeple, Hg (a,—1 ) bagh entropi de sifira
esittir.

b) k=mn-—2 oldugunu farz edelim. a.,, » deneyinin
A,, A, ve A, gibi lic miimkiin neticesi vardir, bunlar
sandikta iki siyah top, bir siyah ve bir beyaz, yahut iki
beyaz top kalmasi hallerine tekabiil eder (burada m ve

n—m sayllarinin 2 den kiiclik olmadiklarim farz ediyo-
ruz). Bu neticelerin ihtimalleri

S C?nz m(m—1)
c? n(n—1)
M O O _ 2ma—m
: c? n(n—1)
Comn  (—m)(n—m—1)
p(4;) = =

c? - n(n—1)
dir. Buradan a, » deneyinin entropisinin

H : m(m—1) m(m—1)
o £ R T nin—1) o8 nn—1)







e

=T

|
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ye esittir.

¢) m=1 e esit ise «: deneyinin 4, ve A, gibi ancak
iki neticesi vardir ve bunlar, tek siyah topun sandiktan
cekilen k top arasinda bulunmasi veya sandikta kalan
n—k top arasinda bulunmasi hallerine tekabiil eder; bu
neticelerin ihtimalleri

k n—k
p(Ai) T e E p(A:) _——
n n

dir. B deneyinin, @ nin A, neticesinin vukuuna bagh
entropisi sifira esittir:

‘Hu(B) =0,

zira A, neticesi § nin neticesini tamamen belirler (burada
B deneyinde sandiktan cikarilan top muhakkak beyaz
olacaktir). § deneyinin @ min A, neticesine bagh entropisi

He(8) - 1 n—k—ll n—k—1
Az —— - -
n—k o n—k n—-lc_ = n—=Fk

dir, bu, aym 8 deneyinin bagh olmayan

| . { n—1 n—1
H() =——log — — log
m n n n

entropisinden daha biiyliktiir (eger sandikta bulunan
toplarin biri hari¢, hepsi aym renkte ise, sandiktan bir
top cikarmadan ibaret olan deneyin belirsizlik derecesi,
sandigin ihtiva ettigi top sayisinin biiyiikliigli nispetinde,
kiiciik olacaktir). B deneyinin ortalama entropisine
gelince, bu, :
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Hou(p) = Hax(B)

olup bagh olmayan H () entropisinden daha kiiciiktiir.

§ 3. Informasyon Anlami

B deneyinin belirsizlik derecesinin mahiyetini tayin
eden H(B) biiyiikliigiinit gozoniine alahm, H(B) =0,
deney neticesinin evvelden bilindigini gosterir; H(B) mn
az veya cok’ biiyiikk olmasi, deney neticesini az veya cok
muhtemel omasim gosterir. B dan evvel yapilan herhangi
bir o Olgiisii veya gizlemi, § min neticelerinin sayisin
siirhyabilir ve bGylece bunun belivsizlik derecesini
azaltabilir; mesela, iic agirhktan tarti1 ile, en agirm
bulmaktan ibaret olan deneyin belirsizlik derecesi, bun-
lardan herhangi ikisi bir terazide karsilastirildiktan sonra,
azalir. o Olciisiiniin (gozleminin) neticesi § deneyine tesir
-edebilmesi i¢in, bu neticenin evvelden bilinmemesi tabiidir;
su halde @, bircok miimkiin neticeleri olan, bir yardimci
deney olarak gozoniine alnabilir. & nm vukuu, § nn
belirsizlik derecesini azaltmasi keyfiyeti, 8 deneyinin o nin
vukuuna baghh Ha(B) entropisinin, aym deneyin bagh
Gimayan H(B) ilk entropisinden kiiciik olmasi (daha
dogrusu biiyiik olmamasi) ile izah olunur, § deneyi a ya
tébi degilse, o min vukuu § nin entropisini azaltmaz, yani
Ha(B) = H(B) dir; e@er ¢ nin neticesi § nin neticesini
tamamen belirerse, 8 min entropisi sifir olur: He(f) ==0.
Boylece,

I(a, B) = H(B) — He(B)
farki, ¢ mn vuku bulmasiyle B min belirsizliZinin ne
kadar eksildigini gosterir; baska ifade ile, bu fark, a
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Olctisii (gozlemi) ile B neticesine ait elde ettigimiz bilgiyi
olcer; bu farka, B deneyi hakkinda o deneyinin bize verdigi
informasyon kemmiyeti, yahut kisaca, § hakkinda « mn

|

ihtiva ettigi informasyon denir. Su halde informasyonu
olgmek mumkiindiir, bu ise bircok hallerde cok faydahdir.
III. ve IV. bdliimlerde buna ait misaller verecegiz,

Entropi ve informasyon anlamlar: arasindaki miina-
sebet muayyen bir ménada, potansiyel ve potansiyel
farkinin fizik anlamlar1 arasindaki miinasebeti hatirlatir.
Entropi, miicerret tarzda <belirsizlik derecesi» ni olcer;
bu anlanun bashca faydasi, bir o deneyinin diger bir §
deneyi iizerindeki tesirini bir H(B) — Ha(B) «entropi
farki» vasitasiyle dlgmeyi miimkiin kilmasidir. Informas-
yon anlami, @ deneyinin sartlarindaki degisiklige bagh
oldugundan, bu anlam, entropi anlamina nazaran daha
«tesirli» dir; su halde entropi anlammi, informasyon

anlamma irca etmek daha faydahdir ve bu suretle

entropinin manasim daha iyi anlamak miimkiin olur
deneyinin H(() entropisi § min kendisi hakkwmda B mn
ihtiva ettigi informasyon (gercekten, # min vukuu bunun

neticesini tamamen belirler, su halde H (8) =0 dir),
yahut § hakkinda miimkiin olan en biiyiik informasyon
(8 hakkinda «toplam informasyon») olarak tarif edilir.

Bagka ifade ile, § deneyinin H(f) entropisi. bu deneyi
icra ederek elde ettigimiz informasyona, yani § mn bir
neticeisnde bulunan ortalama informasyona esittir *. I

*) Entropimin
H(p) = —p(B)) log p(By) — p(By) log p(B:) — ... — p(B)) log p(B)

fladesinin, »(B), P(B3), ... »(B) ihtimalleri ile —log »(B;), —log p(Bs),
wu ——10g p(B)) degerlerinl alan, bir ortalama biiyiiklik manzarasi
arzettifine isaret edelim. Su halde biz B, neticesinin vukuunun
~—1log »(B,) informasyonunu verdiffi dilsiiniilebilir. Bu sartlar altinda,

e
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ve IV. béliimlerde cok kullanacagimiz bu ifadeler; tabia-
tiyle, «belirsizlik derecesi» ile ayn1 méanay: haizdirler: bir
deneyin belirsizligi ne kadar biiyiik ise bu deneyin vukuun-
da elde edilen informasyon o nisbette biiyiiktir. 8
~ hakkinda o nin ihtiva ettigi informasyonun, ¢ min A,
Ozel neticesine bagh H(B) — Ha(B) biiyiikitigiiniin orta-
lama deZerini gosterdigini gozoniinde bulundurmak lazim-
dir; su halde buna «B hakkinda « da bulunan informasyo-
hun ortalama degeri» de denebilir. § hakkinda bir
informasyon elde etmek icin, cogu zaman, « deneyleri
(6lcii, gozlem) arasindan secebilmek miimkiin olabilir;
mesela, iic agirhiktan en agirim bulmak bahis konusu ise,
herhangi bir sirada, agirliklan ikiser ikiser karsilastir-
makla ise baslanabilir. Bu takdirde, § hakkinda en fazla
informasyon ihtiva eden o deneyi ile baslamak tercih
edilir; diger bir ¢ deneyi ile baslayarak, muhtemel olarak,
belirsizlik derecesinde [baska ifade ile, 7(B) entropisinde]
daha az bir eksilme elde ederiz. Hakikatte, o deneyinin,
bizim icin, a, deneyinden daha faydah olabilmesi miim-

mesels, A deneyinin, ihtimalleri 0,99 ve 0,01 olan B: ve B gibl ikl
miimkiin neticesi varsa,” B: neticesinin vukuunda ancak cok kiigiik bir
Informasyon elde edecegiz: — log 0,99 = 0,005; bu beklenen bir sonugtur;
ZIra deneyl yapmadan evvel, B: neticesinin vuku bulmasma hemen
hemen muhakkak nazar: ile bakabiliriz; su halde bu netice bize pratik
Olarak # hakkmda fazla bir sey Ogretmez. Buna karsiik, vuku bulan
B: netices| ise elde edilen informasyon — log 0,01 = 2, yani birinel hale
Nazaran ¢ok biiylik olacaktir; bu yine beklenen bir sonuctur; zira deney
hakkinda daha ¢ok sey Gfrenmis oluyoruz (iimit edilen glic »ir olay
Vuku bulmustur). Bununla beraber, deneyl cok sayida tekrar edersek,
NAdir olarak bu kadar Informasyon elde ederiz; bu sebepten dolayl bir
Neticede bulunan iu!ormawos kemmiyetinin ortalama degderi, tekmil
Neticelerin aynr thtimale malik olmast haline nisbeten, bu halde daha
kiiciktr. Suna da isaret edelim ki, pratik problemlerde, bizi yalnz bu
Ortalama informasyon kemmiyet! ilgilendirir; biz &zel neticeye bagh
Informasyon kemmiyeti aniami, hemen hemen asla kullanimaz.

o PR o s
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kiindiir; hattd «, deneyinin A neticesi, Hi(() entropisi
H(B) baslangi¢ entropisinden biiyiik olacak kadar, uygun
olmayabilir, Bu tabii karsilanmalidir, zira § mn netice-
lerinin tesadiifi karakteri, neticesini en ¢abuk tayin edecek
yolu dnceden gérme imkamna manidir; en fazla yapila-
bilecek sey en kisa olmasi en fazla muhtemel olan yolu
onceden kestirmektir; iste bu imkéAn bize informasyon
teorisini verir *, H(B) — H«(B) biiyiikliiklerine gelince,
bunlar ancak, § nin mahiyetini belirten biiyiikliiker olarak
nazara alinabilir; gercekten, eger a deneyinin A, netice-
sini biliyorsak (ve eger o« ve § birbirine bagh degilseler)
B baslangi¢ deneyini bahis konusu edemeyiz; « mn A4,
neticesinin vukuu ile § deneyinin sartlarinda hasil olan
degisiklikleri hesaba katmamiz icap eder; H.(B) biiyiik-
liigii sadece yeni bir deneyin entropisi olup A; neticesi
vuku bulmas) halinde § deneyi buna irca edilir.

PROBLEM 15. — Icinde 5 siyah top ve 10 beyaz top
bulunan bir sandiktan bir top cekmeden ibaret olan bir
deney gozoniine alimyor; diger taraftan, tekrar sandiga
koymadan, sandiktan %k tane top cekmeden ibaret olan
deney = olsun. 8 deneyinin entropisi, ve bu deney hakkin-
da @, @., o, Ve a,, deneylerinin verdigi informasyonlar
soruluyor.

8 deneyinin entropisi (bak. Problem 12)

*) 1Informasyon teorisinin, hi¢ bir halde, # deneyinl tamamen

belirlemek igin liizumilu, meseld 4 deney sayisinn bir ortalama deger-

lendirmesini verebllecel bekiememelidir, Mmm I{g, B) ~informasyonu
H(B) entropisine esit ise, ¢ neticesi me olursa olsun, B deneyinin
netices! tamamen belirienecektir (keza I(g @) Informasyonu sifua
esitse, g demeyinin A, neticesi ne olursa olsum, H,(B) entropisi, H(g)
ik entropisine esit olacaktir) (Bak. B&lim III),
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ve nihayet
I(etss, B) = H(B) — Hawu (B) = H(B) (= 0,276)
elde edilir.

PROBLEM 16. — Muayyen bir N sayisindan kiicuk
veya buna esit olan bir x tam saysim bulmaktan ibaret
olan bir § deneyi ve bu saymmn m ile bdliinebilir veya
boéiinlemez oldugunu belirtmekten ibaret olan o. deneyi
gozoniine alimiyor; I(w., 8) informasyonu soruluyor,

Aranilan x sayisimin 1 ile N arasindan bulunan her-
hangi bir tam sayr olmasmnin egit olarak wmuhtemel
oldugunu kabul ediyoruz; su halde 8 deneyinin esit olarak
muhtemel olan N tane neticesi vardir ve entropisi log N ye
esittir. «. deneyinin iki miimkiin neticesi vardir: 4 (ara-

mlan say1 m ile boliinebilir), 4 (aramlan sayr m ile
bolinemez); eger q ile, N nin m ye bdlimiinden elde
edilen say1 gosterilirse, yani, 0 <7 <m olmak tizere,
N=—gm -} r ise,

q = N—g
= (A):— Ay —=m——
D N ve p(4)

dir (1 ile N arasinda bulunan N tane tam sayidan q tanesi
m ile boliinebilir, digerleri bdliinemez).
Su halde,

Hi(B) =logq, H ;(8) =log (N —q)
diir (2. nin neticesi A ise, B icin ancak g tane miimkiin hal

kalir ve tekmil bunlar1 esit olarak muhtemel netmeler
olarak nazara aliyoruz). Su halde boylece







_ ¢ikarilir: ancak Hﬁ (z) bagh entropisi sifira esit
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H(a) + Ha(BJ =H(B) + Hata.)
oldugundan

I(a, ) — H(B) —H,, (8) — H(a) — HB(a) —I(8, @)

dir. Su halde, 8 hakkinda « deneyinde bulunan informas-
yona, a ve § deneylerinin birbirlerine ait verilen karsit
informasyon diyebiliriz.

I(e, B) =1(B, &)
formiilii
I(a, B) = H(a) -*Hg (@)

da yazilabilir. Buradan su netice cikarilir: 8 deneyi hak
da bir o deneyinde bulunan I(e, ) informasyonu, «
deneyinin H(e) entropisinden kiiciik veya buna esittir;
bu, ¢ofu zaman kullamlan ve asikdr bir neticedir; zira,
bir & deneyinde, bir diger B deneyi hakkinda, bulunan
informasyon, a da kendisi hakkmda bulunan informasyon-
dan, yani bu deneyin H(a«) entropisinden daha biyiik
olamaz. Su halde H(a) entropisi, a deneyinde bulunan en
biiyiik informasyon olarak tarif edilebilir (bak. ilerde
«toplam informasyon» anlami).

Aym I(e, B) = H(a) ——BB (z) formiiliinden su netice

yani § deneyinin neticesi « yardimer deneyinin neticesini
tamamen belirlerse I(a, ) informasyonu o deneyinis
H(a) entropisine esittir; bu, mesela, problem 16 da boy:
ledir *. HB(e) 4 0 ise, I(@,B) informasyonu H(a) dar
tam Hg(a) ya esit biyiiklikk kadar kiicik olacaktir.

*)  Ig,,@) Informasyonu fle H(g,) entropisinin esitliZinden, g, ni

A ve -A- neticelerinin ihtimaller! birbirine yakin oldugu nisbette (ya
m = 2 ise), Informasyon o kadar bilyiik olacaktir.






kiiciik veya buna esit ve iistelik H g (a) =0 oldugun-
dan Hﬂ‘r(“) =0 olur.

Su halde
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1

H(B) + Hog(y) =H®) +H() ,
buradan

Hop(y) =H(y)

bulunur. Diger taraftan, Hgg(y) bagh entropisi H, (y)
bagli entropisinden kiicikk veya buna esittir; su
halde H, (y) = H(y) diwr. Halbuki, H, (y) = H(y)
oldugundan . .

H,(y) =Hl(y)
dir, ve bunun neticesi olarak, ispat1 istenilen
I(a,y) = H(y) — Hy (y) =0

ifadesi bulunur [#].

§ 4. Ozellikleri ile tarif edilen entropi

Bu béliimiin 1. paragrafinda bahis konusu olan temel
kavram, tesadiifi bir neticesi olan bir deneyin entropi
vahut belirsizlik derecesi anlamidir. 1. paragrafta, entropi
icin verilen tarifin hakikata uygunlugu sezgisel ispatlaria

*) @ va tabl olmayan bir ~ deneyl hakkmda bir g 'deneyinde
bulunan informasyonun Hpg () dan kiiclik veya buna esit oldugu benzer
tarzda gosterilir; Hp(g) = 0 ise yukarida gosterilen ozellik bulunur,



Entropl ve Informasyon 83

gerceklenmistir; filhakika, 1. bdliimiin sonunda ve bu
béliimde gosterilen teoremlerle bu gercekleme yapilmis
bulunmaktadir. Simdi bu tarif iizerinde yeniden duracagiz,
Ve entropi anlaminmin, bir deneyin belirsizlik dereeesim‘
Glcmeye mahsus biiyiikliige kosulmus ¢ok basit bazi sart-
lardan cikarildigim gosterecegiz.

Ihtimaler cetveli asagida gosterilmis olan bir « deneyi
£0z6niine alalhm:

deney neticeler| A4, | A, | .o | A
ihtimaller | p(4) | p(d) | - | P4

Burada p(4.), p(4,), -+, p(4:) ihtimallerini p;, p,,
“++, pr ile, ve H(a) entropisini ®(p,, p:, -- -, 7) ile goste-
recegiz.

$imdi, &(p,, p., - -+, p) fonksiyonuna kosulmast tabii
Olan sartlar: ifade edelim. Evvela bu fonksiyon p, ps, « - -, s
ihtimallerine tabi olmahdir, bunlarm sirasma tabi degildir;
gercekten, p,, p,, - -, pr sayilarinin sirasm degistirmek,
ihtimaller cetvelindeki siitunlarin siwasm  degistirmek
demektir, bu ise o deneyini higbir suretle degistirmez. Su

~ halde ilk sart sudur:

L p, ., ..., p sayplarn swrasy degigtirildigi vakit

(@, p., ---, ) fonksiyonu degismez.
Ikinci sart da sudur:

2. ®(p,p., .-, p) fonksiyonu siireklidir; baska ifade
ile, ., p., .., p intimalleri az miktarda deZisiktikleri vakit
bu fonksiyonda az miktarda degisir; gercekten, ihtimaller
Az miktarda degistikleri vakit, deneyin belirsizlik derece-
Sinin az miktarda degismesi icap eder.

E”\ 1 fo un ik =2 Py e
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Uciineil sart biraz daha karisiktir. Bunun méanasini
daha iyi anlamak icin, evveld, o nin sadece 4., 4., 4, gibi
ic miimkiin neticesi oldugunu farz edecegiz; su halde o nin
ihtimaller cetveli sOyledir:

deney neticeleri| 4, | A, b ke
ibtimaller | 2, | P |

Bu deneyin H (x) belirsizlik derecesi @ (p,, p., p,) diir;
bu belirsizlik, deneyin miimkiin olan ii¢ neticesinden hangi-
sinin vuku bulacagim bilmedigimizden ileri gelir. O halde
iki merhalede, vuku bulan neticeyi belirleyecegiz. Daha
acik ifade ile, evvela ilk 4,, 4, neticelerinden biri mi,
yoksa sonuncu A, neticesinin mi vuku buldugunu belirle-
yecegiz; bﬁ, a deneyi yerine, ihtimaler cetveli asagida
gosterilen yeni bir § deneyi almak demektir:

deney neticeleri | B | 4,
ihtimaller | p, + 2. | s

Bu yeni deneyin belirsizlik derecesi H(B) =
@ (p, + p., p;) diir. & deneyinin belirsizligi B deneyinkin-
den biiyiik olacagr asikardir; B deneyinin vukuu « nin
neticesini tamamen belirlemez, ve o nin neticesi hakkinda
muayyen bir belirsizlik kalacaktir; o min belirsizlik dere-
cesinin §§ deneyinin belirsizlik derecesini ne kadar astigim
soylemek kolaydir. Eger o« deneyini bircok defa tekrar-
larsak ve eger her defasinda evvela, §§ deneyinin B neticesi
mi yoksa A, neticesi mi vuku buldugunu belirlersek, baz
hallerde — daha acik ifade ile — neticenin 4, oldugu tekmil
hallerde bu belirleme « nmn neticesini belirleyecektir,
Neticenin A4, veya A, olmasi hallerinde, bu neticelerden
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hangisinin vuku buldugunu belirlemek lazimdir; bu,
ihtimaller cetveli asagida gosterilmis olan yeni bir @’
deneyidir:

deney neticeleri | A, | A,
ibtimaller | /@, + 2) | 9/ s + B

B’ deneyinin belirsizlik derecesi

Y P: )

H(B) =¢( ‘
PP DD
Ve esittir.

B nmin vukuundan sonra B’ deneyinin yapilmasi icap
ettigi hallerin ihtimali (yani ortalama izafi salimm)
P, - p, oldugundan, « deneyinin H(a) belirsizliginin, 8
dneyinin H(8) belirsizlik drecesini (p, + p.)H(8") kemmi-
Yeti kadar astigini nazara almak tabiidir; baska ifade ile,

@ (p,, p., Ds) = @(p; + 25, D) +
2 D )
s+ Pa " P41

+ (. + Ps)@(

esitligi cari olmahdir.

Ihtimaller cetveli,
deney neticeleri | 4, | 4. | A, _, crs | by
ihtimaller P T o el | 2

Olan bir o deneyi icin benzer miilihazalarla, ®(p,, Ps, - - -,
:;)e fonksiyonunun tabi olacag iiciincii sarti sdyle ifade
Tiz:

. s S
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3. ®(py, Py -+, p) Jonksiyonu

@(P;,P,,p;, ¥ ',Pi) S

L O [
p‘- +p3 pl‘l‘p:

bagmtismm saglar. Bu bagmti, ihtimaller cetveli

deney neticeleri || B | A4, | ... | A
ihtimaller |2 | B | 0 | @

olan ve ¢ deneyinin ilk iki neticesini birlestirerek elde
edilen @ deneyinin H(B) belirsizliginin, « deneyinin H («)
belirsizliginden p, -+ p. ile B’ deneyinin belirsizliginin
carpimina esit bir kemmiyet kadar kiiciik oldugunu
gosterir; @', ilk iki neticeden birinin vukuu halinde
hangisinin vuku buldugunu belirlemekten ibaret olan
deneydir,

1, 2 ve 3 sartlarinin ®(p,, ps, - -+, p+) fonksiyonunun
seklini tamamen belirleyecegi gosterilebilir: tekmil bu
sartlar saglayan yegéne fonksiyon

o(pl) Dy -+, p] =
= ¢(—p logp, —pylogp. — ... —prlog pu) *

*) Eger ¢ katsayisina pozitif olma sart: kogulursa, bundan baska,
®(p, », .. »,) fonksiyonunun pozitif olmasmi aciklamak lazmmdir
(tablatiyle, {ic temel sarta bir tamamlayrcr sartin, meseld $(1/2, 1/2)
bilylikliigiinlin pozitif olmas: sartm: {[lAve etmek KkAfidir). Suna da lIsaret
edelim ki, logaritmalar taban: Snceden wverilmezse, (*) formiiliinde ¢

katsayist kaldirlabilir (gercekten, ¢ 10g,» = log, » dir burada b = a'/“dir)
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Fakat bu meselenin ispati hayh giictiir; bununla
ligilenen okuyucu D. - K. FADEFF'in makalesine miiracaat
edebilir (¢De Ventropie d'un schéma probabiliste fini,
Progres des Sciences mathématiques, t, I, no 11, Moscou
1956, p. 227-231); biz burada, 1, 2 ve 3 sartlarmndan ¢ika-
rilan ve ispatlar1 cok basitlestiren bir tamamlayici sarttan

faydalanacagz.
Bundan biyle, esit olarak muhtemel k sayida neticesi

olan ¢, deneyinin belirsizlik dlctisii ®(1/k, 17K, -+ 1/k)

fonksiyonu 6nemli bir rol oymyacaktir.
@, deneyinin tekmil neticeleri esit olarak muhtemel

oldugundan, bu deneyin belirsizlik derecesinin ancak neti-
celerin sayisina bagh olacagr asikardir:
o(1/k, 1/k, - -+, 1/k) = f(K)

olup § fonksiyonu bu baghlif ifade eder. ao deneyinin
bﬂirﬂzlléinin, muhtemel neticelerin k sayis1 bilyiik odlugu
nisbette, biiyiik olacag da agikardir. Buradan su sarti
ifade edebiliriz: 3

4. ®(1/k, 1/k, ---, 1/k) = f(k) fonksiyonu k nn
artan bir fonksiyonudur.

Simdi 1, 2, 3 ve 4 sartlarim gergekleyen (s, Ps
“++, ;) fonksiyonunun mutlaka (*) seklinde oldugunu
gdsterelim (burada ¢, bir pozitif sayidir). Bunun icin 3
Sartim ifade eden (I) bagntisim biraz
lazimdar, :

Evvela

O(pl}pm ---,p.)=¢;(p,—|—p,4—---—l—ﬂ; Pis1s "”1?’) +

?, P - ¢ )
tEtp. 'H”)@(p 0,4+t D, ’;-l'-v,-l-'...ﬂfm’ 9ttt
e i>k

1%
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yazilir. Bu formiil, biraz karisik bir sekil altinda, biraz
genellestirilmis toplam entropilerin bir kanunu ifade eder *,

(1) baglantisimin genellestirilmis sekli olan (2)
formiiliintin kendisinden ziyade bunun f(k) fonksiyonuna
tatbikat: ile ilgilenecegiz. k — Im farz edelim, burada 1 ve
m pozitif tam sayilardir; (2) formiiliinde bulunan k = Im
ihtimallerinin birbirine egit oldugunu farz edelim (ve
bunun neticesi hepsi 1/Im ye esittir); o halde bu esitlifin
sol taraf: f(Im) ye esit olacaktir. Bundan baska, aym (2)
esitliginde bulunan

(D -+ D)y D - Pu), (Dijta, <oy )

gruplarimmn her birinin I rakkamlarim ihtiva ettiklerini
farz edelim; o halde biyle m sayida grup olacak ve

*) Antropiler kanununu (2) formuliinden itlbaren tesls etmek ig¢in
A Moo, Yo T, 1 gt B o
=4 { =2 i =8, .,k = (s+1)4
koymak ve Py Py own Pyl D;‘+1. ’i,+2: sy p,,kommiyvetlerln!ughml
deneylnin AB, AB, .., AB; AB, AB, .. AB; .. neticelerinin inti-

5k
maller]! olarak gdzbnilne almak kafidir; bu sartlar altinda,
R N R T ?1.+1+9{+9+_.+’,=, .. toplamlari, g deneyinin

4, A, .. neticelerinin ihtimallerine esit olacak ve,

L L Py
P+t | Pttty P+t
Pi+1 Pi 42 Py
. Ll
’5+1+*+’a 9¢’+1+...+9., P|:+2+-.+’,.

oranlart da p,(B), P,(B), .., 2,(B); 9,(B), P(B), .. PUB); .
bagli {htimallerine esit olacaktir. i



















BOLUM 1
BAZI LOJIK PROBLEMLERININ INFORMASYON
ANLAMI YARDIMI ILE COZUMU

§ 1. Basit Misaller

II. Bolimde inceledigimiz anlam ve meselelerin
tatbikatim gdstermek amaci ile burada, matematik
eglenceleri hakkinda baz: kitaplarda bulunan tipte bir kag
eglenceli problem tetkik edecegiz.

PROBLEM 17. — Bir A sehrinin ahalisinin daima .
hakikati, 4 ya yakin bir B sehrinin ahalisinin de daima
yalan sdyledikleri biliniyor. X ile g€sterdigimiz bir kimse
bu iki sehirden birisinde bulundugunu fakat hangisinde
oldugunu biimiyor. Bu kimes, cualler egoraralk hangl

gehirde bulundugunu ve sual sordugu kimsenin hangi
sehirden oldugunu tayin edecektir (4 gehrinin ahalisi B ye
ve B sehrinin ahalisi 4 ya gelebilmektedir). X, en az kac
soru ile bu problemlerden birisini veya ikisini ¢Ozebilir
(X in sual sordugu kimse ancak cevets veya <hayir» ile
cevap verecektir). :

X icin, hangi sehirde bulundugunu belirlemenin bahis
konusu oldugunu farz edelim. Burada § deneyinin iki
neticesi olabilir (X, A sehrinde yahut B sehrinde buluna-
bilir). X, hangi sehirde bulunduguna dair énceden hi¢ bir
fikre sahip olmadif1 kabul edilirse, su iki neticeyi esit
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olarak muhtemel nazara almak lazimdir.  deneyinin
H(B) entropisi (yani § min kendisinde bulunan ve deney
vuku buldugu vakit X tarafindan elde edilen informasyon
miktar1) log 2 ye ezittir. Fakat, rastlanan kimseye bir
soru sormaktan ibaret olan « deneyinin de ancak iki
miimkiin neticesi vardir (cevap miispet veya menfi olabi-
lir); bu deneyin (cevabin ihtiva ettigi informasyon
- miktarina esit olan) H(a) entropisi en fazla log 2 ye
esittir. Problemde bahis konusu olan, § hakkmda a dene-
vinde bulunan I(a, ) informasyonunu, § mn H(B) =
log 2 entropisine esit olacak tarzda, e sorusunu sormanin,
bagka ifade ile, § min neticesini tamamen belirleyecek
tarzda B y1 bulmamin miimkiin olup qlmadléldlr. I(a, B)

ve H(B),
I, 8) < H(a) [I(e,8) =H(a) —H,(@]

ile bagh olduklarindan ve H(a) entropisi log2ye esit
olabileceginden, burada

I(a, 8) =H(B)

oldugu iimit edielbjlir, Bunun igin o« sorusu, iki miimkiin
cevap esit olarak muhtemel olacak tarzda olmal *

[H(a) —log 2— H(B) esitligi ancak bu sartlar altinda
miimkiindiir], ve § min neticesi & mn neticesini tamamen
belirlemelidir [baska ifade ile, H (a) = 0 olmalidir; bu
takdirde « sorusu, 8 nmn behmizhgm kaldirmak icin

«dogrudan dogruya yonelmis» olup l;ic bir yabanea infor-
masyon ihtiva etmez]. «Bu sehirden misinizs sorusu tgkmll

*) Burada X in 4 veya B de bulunmasint ve soru sorulan kimsenin
A veya B den olmasmi esit olarak muhtemel .hhul etmek lazmmdir.

£
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bu sartlara cevap verir (mispet bir cevapA sehrinde,
menfi bir cevap ancak B sehrinde verilebilir).

X in tek bir soru sordugu kimsenin hangi sehirden
oldugunu tayin edebielcegine de isaret edelim (bunun icin,
cevabim bildigi herhangi bir soru sormasi kéafidir, mesela,
«bu sehirde mi bulunuyorum?» yahut «iki kerre iki dort
mii eder?»).

Eger X aymi zamanda hangi sehirde bulundugunu ve
soru sordugu kimsenin hangi sehirden oldugunu belirlemek
istiyorsa, $,, X in hangi sehirde bulundugunu belirleme ve
B., soru sorulan kimsenin hangi sehirden oldugunu belir-
leme problemi olmak iizere, 3,8, karma broblemini ¢ézmek
lazimdir. Bu deneyin H((,8.) entropisi 3, deneyinin
H(B8,) entropisinden biiyiiktiir zira

H(Ble) — H{&) + HB! (Bz)

dir (§ 2, bolim II.). Baska ifade ile, log 2 den biliyiik bir
informasyon elde etmemiz icap eder [zira H(f,) =log 2
dir]. Bir soru sormaktan ibaret olan & deneyinin H (&)
entropisi log 2 den biiyiikk olamiyacagindan [ilgi cekici
olmayan H s (#.) bagh entropinin sifira esit olmasi halinde,
yvani A sehrinden olanlarin B ye ve B $ehrinden olanlarin
A ya gelememesi halinin disinda), tek bir soru bize bu
informasyonu veremez ve (3,8, nin neticesini tamamen
belirlemeyi miimkiin kilmaz. Boylece, informasyon teorisi,
X in, hangi sehirde bulundugunu ve soru sorulan kimsenin
hangi sehirden oldugunu ayni anda belirlemenin miimkiin
olmadigin acik olarak ispat eder. Eger X iki soru sorarsa
(vani, doért neticesi olan B8,8. karma deneyini yaparsa),
tabiatiyle §,8. deneyinin neticesini tayin edebilir (bir @,
. sorusu ile B, in neticesini, sonra bir 8, sorusu ile . nin
neticesini tayin emek kafidir).
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Simdi biraz daha karsik sartlarla 17 problemini
yeniden ele alalim:

PROBLEM 18. — A, B, C, ii¢ sehir olsun; 4 nin
ahalisinin daima dogZru sbyledigini, B ninkilerin daima
yalan sbyledigini, C' ninkilerin ise ylizde elli dogru, yiizde
elli yalan soyledigini kabul edelim, X, hangi sehirde bulun-
dugunu ve hangi sehirin ahalisi ile konustugunu tayin
etmek istiyor. Soru sordugu kimsenin ancak «evet» veya
<hayirs ile cevap verdigi bilindigine gore en az kac soru
sormalidir?

Burada, § nin miimkiin olan dokuz neticesinden han-
gisinin vuku buldugunu bilmek bahis konusudur (X in,
4, B ve C sehirlerinden herhangi birinde bulunabilecegi
ve soru sordugu kimsenin bu ii¢ sehrin birisinden olabile
cegine gore dokuz netice olacag asikardir), Eger X in
finceden § hakkinda hi¢ bir informasyona sahip olmadigi
kabul edilirse, bu dokuz neticeyi esit olarak muhtemel
kabul etmek lazimdir; su halde § mn H(() entropisi (ve
bunun neticesi olarak liizumlu informasyon miktar:)
fog 9’a esittir. k tane soru sormaktan ibaret olan karma
deney A:-— a 0., - - -,0¢ olsun. Her soru i¢in miispet veya
menfi bir cevap olabileceginden, ., ¢, - -+, as deneyleri-
nin her birisinin entropisi log 2 ye esit veya bundan kiiciik
olacaktir. Bundan baska

H(wma.) =H(w) + H, (a:) = H(a,) 4 H(as)
dir [zira Ha‘(dz) < H(a.) dir], genel olarak,

H(A) =H (o0 -, a) < H(a,) +
+ H(a) 4 -+ + H(ow) < klog2
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dir (bu esitsizligi rekiirans yolu ile ispat etmek kolaydir).
Bu, soyle de ifade olunabilir: sorularin herbiri log 2 den
biiyiik bir informasyon veremiyeceginden, k soru sormakla
k log 2 den biiyiik bir informasyon elde edilemez. Su halde,
eger ancak tic soru sorarsak (k==3), elde edilen infor-
masyon log 9 dan kiiciik olacaktir (en fazla 3 log 2—=log 8 e
esittir); su halde X in, hangi sehirde bulundugunu ve
hangi sehirli ile konustugunu o6grenmek icin ¢ soru
kafi gelmiyecektir. Buna karsihk, akillica sorulan dort
soru bunu temin etmeye Kkafi gelecektir [gercekten,
H(A,) =4log2—=1log16 dir]. Su dort sorunun, X in
hangi sehirde bulundugunu ve hangi sehirli ile konustu-
gunu dgrenmesini miimkiin kilacag: kolayca goriiliir:

1) A ve B sehirlerinin birisinde mi bulunuyorum?
2) C sehrinde mi bulunuyorum?
3) C sehrinde mi oturuyorsunuz?
4) A sehrinde mi bulunuyorum?

Gercekten, 1) ve 2) sorularina verilen miispet veya
menfi eevaplar soru sorulan kimsenin € sehrinden oldugunu
gosterir; 3) sorusuna verilen bir menfi cevap, 2) sorusunun
cevabimin dogru oldugunu gosterir ve dordiineii soruya
lizum kalmaz; 3) sorusuna verilen bir miispet cevap,
1) sorusunun cevabimin dogru oldugunu gosterir ve X in
hangi sehirde bulundugunu tayin etmek icin 4) sorusunu
sormak icap eder. 1) ve 2) sorularina verilen cevaplarin
biri miispet, digeri menfi olmas:1 hali soru sorulan kimse-
nin A yahut B sehirlerinin birisinden oldugunu gosterir,
3) sorusuna verilen menfi (yani (dogru) bir cevap soru
sorulan kimsenin A sehrinde oturdugunu gosterir ve
ancak 2) sorusuna verilen cevap menfi oldugu takdirde
4) sorusuna liizum vardir; 3) sorusunun cevabi menfi
(yani yanlis) olmasi, soru sorulan kimsenin B de oturdu-
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gunu gosterir ve ancak 2) sorusunun cevabi miispet ise
4) sorusu litzumlu olur.
Simdi aym tipte diger bir problemi inceliyelim.

PROBLEM 19. — Bir kimse 10 'dan (yahut 100 den
yahut 1000 den veyahut herhangi bir N sayisindan) kiiciik
veya buna egit bir pozitif tam say1 «diisiiniyor». Bu
sayly1 bulmak icin kac¢ soru sormak lazimdir (cevaplar
«evet» veya <«hayir» seklinde olacaktir).

Neticesinin bulunmas: bahis konusu olan § deneyinin
on miimkiin neticesi vardir (diisliniilen say1 1 ile 10
arasinda herhangi bir tam say1 olabilir). Soru sorulmadan
once tekmil neticeler esit olarak muhtemeldir; § deneyinin
H(B) entropisi (bagka ifade ile liizumlu informasyon
miktar1) log10=1 e esittir, k sayida soru sormaktan
ibaret olan Ai=a,a,, -+, o Kkarma deneyini gozoniine
alalim. Bir soru sormaktan ibaret olan «, deneyinin
entropisi log 2 den kiiciik veya buna esittir, zira q, in
ancak iki miimkiin neticesi vardir (biri miispet, digeri
menfi iki cevap). Su halde 4: deneyinin entropisi & log 2
den Kkiiciik veya buna esittir (bak. evvelki problem).
Bundan baska, 8 hakkinda A: deneyinde bulunan I(4:f)
informasyonu, A« da bulunan informasyondan kiiciik veya
buna esittir, baska ifade ile entropisi H(A4:) dir. 4.
deneyinin @ nin neticesini tamamen belirlemesi icin
I(As, B) = H(B) olmas: lazimdir. Buradan

log 10 =H(B) = 1(4:,B) < H(4:) < klog2=
; =log 2%, 2 = 10

yani

L —

S = 3,32
log 2




102 I'htimaliyet ve Informasyon

ve, k tam say1 oldugundan
k=4

elde edilir,

Simdi dort soru vasitasiyle § min neticesinin, yani
2 sayismin nasil bulunacagim gosterelim. Evveld, ilk
deneyde bulunan informasyonun miimkiin oldugu kadar
biiyiik olmasini, baska ifade ile entropisinin log 2 ye esit
olmasim temin etmelidir. Bunun i¢in, e, in iki neticesinin
esit olarak muhtemel olmasi lazimdir. Bundan sonra, {3
hakkinda «, de bulunan I(a,, §) informasyonunun H (e,)
entropisine esit olmasi sarti kosulur. Bunun igin, birinci
sorunun «yabanci» informasyon ihtiva etmemesi, yani
H . (a:) bagh entropinin sifira esit olmasi1 veyahut § nin
neticesinin ¢, in neticesini tamamen belirlemesi lazimdir.
Bu diisiinceler ilk sorunun nasil sorulacagim acikca gos-
terir. x in tekmil degerlerini (yani '1 ile 10 arasinda
bulunan tekmil tam sayilar1) iki esit kisma ayiralim (e, in

netieeleri esit olarak muhtemel olmahdir), ve # in bu iki

kisimdan hangisinde bulundugunu soralim; meseld 2 in
5 den biiyiik olup olmadig:1 sorulabilir. Bu halde

Ia, ® =H(®) — H,_ (§)=1og2,
H, (8) =p(A)Hu(B) + p(4,) Ho(@) — H(B) —log2

olacag asikardir; burada 4, ve A. ile a«, in neticeleri gos-
terilmistir: p(4,) = p(4.) = 1/2; yukaridaki esitliklerden

Hw(B) =H«() =H(B) —log 2

vazilir; boylece, «, in neticesi ne olursa olsun, 8 nin entro-
pisi log 2 kadar azalacaktir. Bundan sonra, kalan miimkiin

— e
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halleri miimkiin oldugu kadar aym miktarda ihtiva eden
iki kisma ayirmak ve x in hangi kisimda oldugunu belir-
lemek lazimdir (¢ in 5 den biiylik oldugu 6grenilmis ise,
x in 7 den biiyiik olup olmadig: sorulabilir; eger , 5 den
kiiciik ise, @ in 3 den biiyiik olup olmadig: sorulabilir) v.s.
Eger her defasinda kalan miimkiin haller, miimkiin oldugu
kadar esit iki kisma ayrilirsa z, dért soruda my!n edile-

cektir *,
Keza, 100 yahut 1000 deger alabilen bir sayiy1 bulmak

icin sorulacak en az soru sayisinin sira ile

log 100 2 log 1000 3
= ve k= =
log 2 0,301 log 2 0,301

oldugu gosterilir; % tam say1 oldugundan
; k>7 ve k=10

elde edilir.

Genel olarak, N sayida deger alabilen bir z sayisim
bulmak icin sorulacak en az soru Sayis

log N ¥ ey
k——1<%—sk (yahut 1 <N <2% (1)

*) w tek say (meseld n = 5) olmak ilzere, # In n miimkiin deferl
oldufunu beliriedikten sonra gi4: deneyl icin esit olarak muhtemel
olan iki netice elde etmenin milmkiin olmadrir asikirdir: bu halde,
milmkiin degerler, aynr sayida elemana mallk olan 1kl kisma ayrilamaz;

buradan anlazilic ki, gj+1 deneyinin H(gjy1) entropisl log 2 den

kilcilk olacaktir, Bu, sorularimizin, informasyon bakimindan, en uygunu

olmadim: giosterir; buhmdene.umm:damruuo.b!n:dm-

fazla miktarda miimkiin degerler alabilen bir sayr bulmak mimk{indir
(meseld, dért soru lle, 2 = 16 defer alabilen bir sayryl bulmak miimkiin

olabilir).

N
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esitsizlikleri ile belirlenmigtir. N sayisi ne olursa olsun

log N
log 2

k=

olduguna isaret edelim; ustelik, N sayis1 yalniz 2 nin bir
kuvveti olmasi (ve log N/log2 nin tam saylr olmasi)
halinde k — log N/log 2 dir. Bununla beraber N ¢ok buyiik
ise k ile log N/log 2 arasindaki fark, bu sayilara nisbeten
cok kiiciiktiir (gercekten, N biiylik oldugu vakit log N/log 2
biiyiiktiir, %k —1log N/log2 farki ise daima birimden
kiiciik kalir). Su halde N nin cok biiyiik degerleri igin,
gozoniine alinan B deneyinin log N entropisinin, sorulan
bir sorudan ibaret olan & deneyinin ihtiva ettigi log2
informasyonuna orani, B nin neticesini tayin etmek icin
sorulacak soru sayisi olan k y1 verir.

Problem 19 ile asagidaki problemi karsilastirmak
faydah olur:

PROBLEM 20. — Bir kimse, N sayida deger alabilen
bir ¢ sayis1 «distinliyor»; bu kimsenin, sorulan sorulara
«evet» yahut <hayir» ile cevap vermesi sarti ile, bu x
sayisimi sorular sorarak belirlenmesi bahis konusudur;
uistelik soru soranin & sayist hakkinda bir informasyona
sahip oldugu ve bu suretle N sayida degerin esit olarak
muhtemel oldugu kabul edilemiyecegi farz ediliyor; baska
ifade ile bu degerlerden birinin aranilan say1 olmasi sansi
digerlerinden daha fazladir*. Bu halde sorular nasi
sorulmalidir? &

‘%) Meseld, diislinfilen sayinn bir kafida yazildig: ve soru soracak
K'msenin bunu gérdiigii fakat hangi sayr oldufundan tamamen emin
olmadif diisiiniilebilir.
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Malik oldugumuz informasyondan dolayr miimkiin
hallerden hi¢ biri tamamen hari¢ birakilmiyor ise (aksi
halde miimkiin hallerin N sayisi yerine daha kiiciik bir
say1 almak icap edecektir), tekmil halerde z sayisim
bulmayr miimkiin kilan en az soru sayisinin daima (1)
esitsizlikleri ile verildigi asikardir; bundan baska sorular
yukarida gosterildigi gibi sorulmahdir. Gercekten, tekmil
hallerde sorularin cevaplarindan miistakil olarak daha az
sayida soru kafi gelseydi bu problem 19 un neticesi ile
tezat teskil ederdi. Fakat bu, daima, tekmil neticeler esit
olarak muhtemel degilmis gibi hareket etmek lazimdir
demek degildir. Mesela, aranilan saymn bir x, degerine
malik olmasi sansi cok biiyiik ise (meselda bu neticenin
ihtimali 0,99 a esit veya daha fazla ise), menfi bir cevap
halinde fazla bir informasyon elde etmeden bir soru
harcanmasina ragmen (miumkiin degerler sayis1 ancak bir
eksilir), tabiatiyle evvela x in x, a esit olup olmadigim
sormak lazimdir. Genel olarak, her defasinda x in miim-
Kiin dgerlerini iki kisma aywmak lazamdir, séyle ki, xin
bu Insumlardan birine veya digerine ait olmas: ihiimalleri
miimkiin oldugu kadar birbirine yakwn olsun. Bu, 2 in iki
kisimdan hangisine ait oldugunu belirlemekten ibaret
olan ¢ deneyine bir maksimum entropi ve 8 deneyi
hakkinda o da bir maksimum informasyon temin eder.
Bu tarzda, en uygun olmayan halde liizumiu sorularn
minimum saystun ne olacagim bilemeyiz, fakat sorulan
sorularin ortalama degeri herhangi tarzda soru sorma
halindekinden kiiciikk olacaktir. :

Bu son iddiay: ispat etmeden sadece bir dzel halde
gercekleyeceZiz *. @ in miimkiin degerlerinin N sayis1 4 e

: *) Problem, N nin bilylik olmas: ve neticelerin herbirinin thtimnl-
Jerl cok kilclik olmas: halinde biittin aciklifr fle incelenebilir; bu halde
lizumlu soru sayist H(B)/log2 ye esittir (bak. § 2, b6llim 1IV). :
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esit olsun; bu halde, (1) esitsizlikleri ile balirlenen % sayisi
2 ye esittir. 2 degerinin diger ,, @, &, degerlerinden daha L
muhtemel oldugunu farz edelim; z in x, a esit olmasi '
ihtimali p, ve 2 ye esit olmas: ihtimali g olsun (i, burada
1, 2, 3 degerlerinden birini alabilir; p > ¢, p -}- 3¢ =1 dir).
Birinei soru olarak x in 2, yahut 2, degerlerinden birine
esit olup olmadig sorulabilir. Derhal x in, #, esit olup
olmadig1 da sorulabilir, Bu iki deneyi a,» ve o,@ ile
gosterelim; ¢, deneyinin iki neticesinin ihtimallerinin
p +q ve 2q oldugu asikardir [ve boylece H(a,'V) =
— (p + q) log (p -+ q) — 2q log 2q diir]; «,'® nin iki neti-
cesinin ihtimalleri ise p ve 3q dir [H(«'?)= |
—plogp—3qlog(3q)]. Eger p>1/2 ise, o,@ in
neticelerinin ihtimalleri o, in neticelerinkine nazaran
daha birbirine yakindir; 1/2 >p > q ise, o, ve g,(? nin |
neticelerinin ihtimallerinin _(p +-q) —2q=p—q ve |
3p —¢q farklarim karsilastirmak lazimdir. p > 2q yani
yani p > 2/5 ise 3¢ —p < p —q oldugundan [gercekten
g>2/5ise q=1/3(1—p) ve p>2/3(1—p) dir],
P > 2/5 ise a,? deneyi ile ve p < 2/5 ise o,V deneyi ile
baslamak lazimdir.

\

Eger «z, », yahut 2, sayilarindan birine esit mi?»
sorusu ile baslarsak, x in miimkin degerlerini, ihtiva
ettikleri deger saydar: esit olan iki kisma ayiririz; bu
halde ilk sorunun cevabi ne olursa olsun « i iki soruda
bulacagiz. Eger «x, 2, a esit mi?» sorusu ile baslarsak,
x i bir soru ile belirleme sansimiz vardir, bu ihtimal 2 in
a2, a esit olmasi ihtimali yani p dir. Bununla beraber, z,
z, a esit degilse & i ikinei soru il bulabilecegimizden emin
olamay1z; «x, x, e esit mi?» sorusu (g ihtimali ile) miispet
olabilir yahut (x in 2, yahut z, e esit olmas:i ihtimali ile
yani 2q ye esit bir ihtimal ile) menfi olabilir; bu sonuncu
halde bir liciincii soru daha lazimdir. Su halde, «,® deneyi
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ile baslanmas1 halinde, 2 i bir soru ile belirleme ihtimali
p, ki soru ile belirleme ihtimali g, ii¢c soru ile belirleme
ihtimali 2q diir. Buradan anlasihr ki, sorulacak soru
sayisinin ortalama degeri

p-149-2+2-3=p+8q

ve esittir. Eger p > 2/5(p - 8q) =1/2(8—5p) ise
P - 8q < 2 oldugunu gercgeklemek kolaydir, zira 1/3q —
(1—p) dir; su halde p > 2/5 olmasi halinde a,?) deneyi

ile baglamak yersiz degildir.

§ 2. Kalp madeni paralar: tart: yolu ile belirleme
3 Problemleri

Evvela, problem 19 a cok benzeyen asagidaki problemi
inceleyelim,. :

PROBLEM 21. — 25 tane aym degerde madeni para
olsun; bunlarin 24 tanesi aynm agirhktadir; biri kalp olup
diéerleri.ne nazaran biraz hafiftir. Bir terazi yardum ile
ve agirhk kullanmadan, en az kag tarti ile kalp paramn
bulunabilecegi soruluyor.

Neticesinin belirlenmesi bahis konusu olan (3 dene-
yvinin 25 miimkiin neticesi vardir (kalp para 25 taneden
biri olabilir); tekmil bu neticeler tabiatiyle esit olarak
muhtemel oldugundan, H (8) = log 25 dir. Baska ifade ile,
kalp paray: tayin etmek icin log 25 e esit informasyona
ltizum vardir, (Herhangi) bir tart: yapmaktan ibaret olan
o, deneyinin {ic miimkiin neticesi vardir (terazi dengede
olmaz, ya sagdaki kefe agir gelir yahut soldaki kefe agir
gelir, veyahut terazi kefeleri dengededir); su halde bu

=

=== — ST,

——
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deneyle elde edilen informasyon H(a,) < log3 dir. &
sayida tartma islminden ibaret olan karma deney
As = a,-a. - - - ou Olsun; bu deney, k log 3 den kiigiik veya
buna esit bir informasyon verir (bak. sahife 100). 4.
deneyinin § nin neticesini tamamen belirlemesi icin |

H(A:) =z H(P) yahut  klog3 = log 25

olmahdir, Buradan 3% = 25 yani

log 25

. log 3

yahut, k& tam say1 oldugundan
k=3

neticesi bulunur.

Kalp paranin {i¢ tartma islemi ile hakikaten buluna-
bilecegini gostermek kolaydir. «, deneyinin vukuu ile elde
edilen informasyonunun miimkiin oldugu kadar biiyiik
olmasi icin, bunun ii¢ neticesinin ihtimallerinin miimkiin
oldugu kadar birbirlerine yakin olmasi lazimdir, Terazi-
nin kefelerinden her birine m tane madeni para kondugunu l
farz edelim (kefelere farkh sayilarda para koyma fayda-
sizdir, zira bu halde tartma isleminin neticesi nceden
belli olup elde edilen informasyon sifira esittir); su halde
kefelerin disinda 25 —2m madeni para kalr. Kalp
paranin n tane para icinde bulunmasi ihtimali n/25
oldugundan, ¢, in ii¢ neticesinden herbirinin ihtimalleri, J
sira ile, m/25, m/25 ve 1— (2m/25) dir, bu ihtimaller
m==8 ve 25— 2m =9 olmas! halinde en fazla birbirle-
rine yakin olurlar. Su halde kefelerden her birine 8 er
para koyarak ilk tartma islemi (a, deneyi) kalp paray:
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ihtiva eden 9 tanelik bir para gurupu (denge olmasi
halinde), yahut 8 tanelik bir para gurupu (kefelerden biri
agir gelmesi halinde) bulmayr miimkiin kilar. Her iki
halde de, kefelerden her birine. bu gurupun paralarindan
3 er tane koymak suretiyle yapilan ikinei tartma islemi
(a- deneyi) bize en biiyiik informasyonu verir. Su halde
a.0. karma islemi aralarinda kalp paray: ihtiva eden 3
(yahut 2) tanelik bir para gurupunu bulmayr miimkiin
kilar. Uciincii tartma isleminde («, deneyi) kefelerden
her birine bu son gurupun paralarindan birer tane koymak
suretiyle kalp parayr kolayca tayin ederiz.

Keza, N sayda bir para gurupw i¢inde bulunan bir
kalp paray: (digerlerinden hafif olam) bulmak igin en
wygun olmayan halde lizumlu minimum tartma iglemi

saysy olan k nn

log N
1< N3 yahut k—1<——<k (2)
log 3

esitsizlikleri ile verildigi gosterilir.

- Eger N cok biiyiik ise bu k sayisi ¢ok iyi bir yakla-
simla log N/log 3 oram ile, baska ifade ile, kalp parayi
belirtmekten ibaret olan § deneyinin entropisinin, bir
tartma islemi yaparak elde edilebilen maksimum entropiye
oram ile verilmistir (bak. sahife 103).

lleride, biraz daha genel bir probleme ait benzer bir
netice ile ilgilenecegiz. Evvela suna isaret edelim ki, biri
kalp olan ve digerlerinde biraz agir olan N tane madeni
para varsa, bu kalp paray: belirlemek icin agirhk kullan-
madan bir terazi ile yapilan tartma islemlerinin minimum
sayis1 yine (2) esitsizlikleri ile verilmistir: hafif bir para
yerine agir bir para alinmasi ispatlarimizda hic bir degi-
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siklik yapmaz. Simdi daha genel bir hali inceleyelim; N
tane madeni para iki gurupa ayrilnug olsun: bir A gurupun.-
da a sayda para ve bir B gurupunda b = N — a sayda para
bulunsun; N tane paradan birisinin kalp oldugunu
ve bu kalp para A gurupunda ise digerlerinden hafif
oldugunu biliyoruz; kalp paray belirlemek igin yapimasi
gereken minimum tartma iglem saywswun yine (2) esit-
likleri ile verildigini gosterelim *; b=0 hali, evvelki
problemin sonundaki haldir.

Bizi ilgilendiren B deneyinin N sayida miimkiin
neticesi oldugundan 3* = N dir, aksi halde, k¥ sayida
tartma isleminden ibaret olan A:=—a;-a, .- ex deneyi
B deneyinin neticesini belirleyemez (filhakika, bu halde

I(A+,B) < H(A) < klog3 — log 3* < log N — H(B)

dir; B nin neticeleri daima esit olarak muhtemel farz
edilmistir). Diger taraftan N < 3% ise kalp paray1 daima
k sayida tartma islemi ile bulmak miimkiindiir; bunu
rekiirans yolu ile gostermek kolaydir. Gercekten, k=1
icin yani N =1, 2 yahut 3 icin iddiamiz (evvelki notta
gosterilen istisnai hal disinda) asikardir; N =—1 ic¢in kalp
para onceden bellidir; N=2 (a=2 yahut b=2) ve
N =3 icin, gruplardan birinin iki parasim karsilastir-
makla kalp para belirlenir. N < 3% icin, k tartma islemi
ile kalp paranin bulunmasinin miimkiin oldugunu kabul
edelim ve 3¥ < N < 3¥+1 olsun. A gurupundaki paralar-
dan 2 cift sayidakini ve B gurupundaki paralardan 2y
c¢ift sayidakini ayiralim, soyle ki,

-ty =<3k N— (21 2) <3

*) N =2 istisnat halinde a= b =1 dir ve kalp parayr bulmak
milmkiin olmaz. 1
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yani
N~—3%
F=xty= e

olsun. Simdi terazinin kefelerinden her birine x sayida 4
gurupundaki paralardan ve y sayida B gurupundaki para-
lardan koyalim; geriye N, = N — 2¢ — 2y < 3F tane para
kalacaktir. Bu tartma isleminde (&, deneyi) terazi
kefeleri dengede kalirsa, kalp para geri kalan N, tane
para arasinda (yani A gurupunun a,—a— 2x paralar
vahut B gurupunun b,=b—2y paralar1 arasinda)
bulunur; kefelerden biri digerinden agir gelirse, kalp
para ya daha hafif gelen kefedeki A gurupunun z
paralar1 arasinda yahut daha agir gelen kefedeki B guru-
punun y paralari arasinda bulunur, Fakat N, < 3% ve
@+ y < 3* oldugundan, hipotezimize gore, k sayida
tartma islemi ile her halde, kalp parayr bulabiliriz *;
buradan, N < 3¥+1 sayida paralar arasindan kalp para-
nm en fazla k - 1 tartma islemi ile bulunabilecegi anlasilir.
Bu ise yukardaki iddiay: gésterir.

Aym problem, N sayida tekmil paralarin kalp olma
ihtimalinin aym1 olmamasi halinde sorulabilir (mesela
bunlardan bazilarinin dis gortiniisii bizi siipheye diisiire-
‘bilir). Promlem 20 de (sahife 104) oldugu gibi, paralar,
kalp paramin terazinin iki kefesine konulan esit sayida
para ihtiva eden iki gurupla bir kenara birakilan gurupta
bulunmas: ihtimalleri miimkiin oldugu kadar birbirine

*) N> 2ise x=y=1 yahut a: = b =1 hall artik Istisnal hal
degildir; gercekten, A grupunun gliphell parasindan ve B grupunun
slipheli parasindan baska, elimizde, kalp olmadifindan emin oldufumuz
belirli sayida para bulunur; bu paralardan birinin afirlifr, siiphell
paralardan birin'n agirlifn {le kasilastirtlarak, yalnz bir tartma ile, kalp

bara belirlenebilir,
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yakin olan, {ic gurupa aywmak abes bir islem olmaz.
Boyle bir islem yapilirsa kalp parayr bulmak ic¢in lizumlu
tartma islemi sayisi belki, (2) esitsizlikleri ile wverilen
sayidan buyiik olabilir; bununla beraber, bu tartma islemi
sayisinin ortalama dedgeri miimkiin oldugu kadar kiiclik
olacaktir.

Simdi aym tipte fakat evvelkine nazaran biraz daha |
karisik bir problemi inceleyecegiz.

PROBLEM 22. — 12 tane madeni para gozoniine
alahm; bunlarin 11 i aym agirhkta olsun; on ikineisi kalp
olup digerlerinden ancak agirhg ile farkhdir (istelik
digerlerinden daha hafif veya daha agir oldugu da bilin-
~miyor). Kalp paray: bulmak icin bir terazi ile yapilan
liizumlu tartma isleminin minimum sayist nedir? Kalp
para digerlerinden daha hafif mi yoksa agir midir?

Aym problem para sayisi 13 olmasi halinde de ince-
leyiniz. &

Burada § deneyinin 24 (yahut 26) miimkiin neticesi
vardir (12 yahut 13 madeni paranmin her biri kalp-olabilir,
ve iistelik, herbiri digerlerinden daha hafif veya daha
agir olabilir), Tekmil neticelerin esit olarak muhtemel
olduklar: kabul edilirse, 8 min H(f) entropisi log 24 e!
yahut log 26 ya esit olacaktir. Su halde log 24 (yahut 26) a
esit bir informasyon elde edilmelidir. &k sayida tartma
isleminden ibaret olan Ai=a0. --- ¢ karma islemi
klog 3 — log 3F ya esit olan bir maksimum informasyon
verdiginden ve 3°=27 oldugundan, ilk bakista kalp
paraylr bulmak ve bunun digerlerinden hafif veya agir
oldugunu belirlemek icin, para sayisinin 12 veya 13 olmasi
hallerinde, 3 tartma isleminin kéfi gelecegi diisiiniiliir;
hakikatte 3 tartma islemi, para sayisinin 13 olmasi halinde

L
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kafi degildir; bu keyfiyet, 3 tartma isleminin verdigi
informasyon biraz daha dikkatle incelenerek kolayca
goriiltir,

Gercekten, ilk tartmada terazi kefelerinden her birine
1 er, yahut 2 ser, yahut 3 er, yahut 4 er, yahut 5 er ve
nihayet yahut 6 sar para konabilir. Bu deneyleri eo,'"
ile gosterelim (i=1,2, ...,5,6). Eger i sayis1 1,2,3
yahut 4 e esit ise ve eger terazi dengede ise, o, deneyi,
kalp paranin, geri kalan 13—2i sayida paralardan
biri oldugunu gésterir; bu say1 en az 5 e esit oldugundan,
geriye en az 10 miimkiin netice kalir ve sonra yapilacak
iki tarma islemi kalp parayi ve agirhgm belirlemeye Kkafi
gelmeyebilir (gercekten, 2log3==1og9 < log10 dur).
Eger i sayis1 5 yahut 6 ise ve eger o, ? deneyinde terazinin
kefelerinden biri (mesela sagdaki) digerlerinden daha agir
gelirse o,V deneyi, kalp para digerlerinden daha agir ise,
sagdaki kefe icindeki i sayida paralardan biri oldugunu,
eger kalp para digerlerinden daha hafif ise, soldaki kefe-
deki i say1 da paralardan biri oldugunu gosterir; bu halde
de, B deneyi icin i--i=—2i > 10 miimkiin netice kalir
ve iki tarti islemi neticeyi belirlemek icin yine Kkafi
gelmez.

Simdi para sayistmin 12 olmasi halini inceliyelim.
o, (1 ilk deney olsun, burada terazinin her kefesine i sayida
para koyuyoruz. Eger terazi dengede kalirsa (e, nin
bu neticesini E ile gosterecegiz), kalp para geri kalan
12— 2i sayida paralar arasinda bulunur, bu ise § nmn
(24 toplam neticesinden) 2(12— 2i) miimkiin neticesine
tekabiil eder. Eger sagdaki kefe daha agir gelirse (D
neticesi), kalp para digerlerinden agir ise sag kefedeki
i sayida paralar arasinda, digerlerinden hafif ise sol kefe-
deki i sayida paralar arasinda bulunur; su halde bu,

1. 8
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@ nin 2i sayida neticesine tekabiil eder. Keza, eger soldaki
kefe daha agir gelir ise (G neticesi), bu, § min 2i sayida
neticesine tekabiil eder. Demek oluyor ki, «,’ nin iic
neticesinin ihtimalleri sira ile

2(12—2i) o—4 2 i i
— y —— ve
24 6 24 12 12

dir. Buradan anlasilir ki oV, o;@, .3, e, @, o,® ve
a.,'® deneylerinden entropisi en biiyiik olan a, ¥’ deneyidir,
zira bu deneyin lic neticesi esit olarak muhtemeldir; su
halde bize en biiyiik informasyonu veren bu deneydir ve
bu deney ile baslamak en uygundur. Simdi iki miimkiin
hali inceliyelim.

A) Bu ilk tartmada, kefeler dengede kalir. Su halde
kalp para geri kalan dort para arasindadir. O halde iki
tartma ile bunlardan hangisinin kalp oldugunu ve kalp
paranin digerlerinden hafif veya agir oldugunu belirlemek
lazimdir; 2.4 — 8 miimkiin hal kaldigindan, ve 3*—9 > 8
oldugundan bunun miimkiin olacag timit edilebilir. Bununla
beraber terazinin kefelerinin her birine bu doért paradan,
ikisini bir kenara birakarak, birer tane koyarsak (o.?’
deneyi), ve eger terazi dengede kalirsa, hala miimkiin olan
dort neticeden hangisinin vuku buldugunu bir tartma
islemi ile belirlemek lazimdir ve bu ise miimkiin degildir
(zira 4 > 3 diir); eger dort paray: ikiser ikiger kefelere
koyarsak (. deneyi) ve Kkefelerden biri daha agir
gelirse, yine B deneyi icin dért miimkiin hal kalir ve yine
kalp paray: belirlemek icin iki tartma islemi kafi gelmez.
Su halde para sayisi 12 olmasi halinde problemi ¢tzmek
icin ii¢ tartma islemi kafi gelmez gibi goriiniir.
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Fakat acele hiikiim vermemek lazimdir. Zira heniiz
elimizde ikinei tartida kullanmadigimiz ve kalp olmayan
4 4 4=—28 tane para bulunmaktadir; su halde . deneyi
i¢in ikiden fazla miimkiin hal vardir. Elimizdeki dért tane
paradan sagdaki kefeye i tane soldakine j <i tane ve
bundan baska soldaki kefeye kalp olmadig: bilinen para-
lardan i—j tane para koymaktan ibaret olan deneyi
w.'» 9 jle gosterelim; bu tarzda, a.*? ve a.®>?2 deney-
leri yukarida incelenen o.'? ve a.'® deneyleridir. p(E),
p(D), p(G) ile, a.'- I deneyinde sira ile, terazinin dengede
kalmasi, sag kefenin agir gelmesi, sol kefenin agir gelmesi
ihtimallerini gésterelim. Bu ihtimalleri hesaplamak kolay-
dir; bunlar sira ile E, D ve G olan uygun neticelerin,
toplam neticeler (8e esit olan) sayisina oramna esittir.
Miitekabil degerler asagidaki cetvelde gosterilmistir, bu
cetvel aynmi zamanda o' 7 deneyinin H (e, ?) entropisini
de verir [bu entropi — p(E) log p(E) — p(D) log p(D)
—p(G) log p(G) ye esittir]:

i i | e® | p® | p©O |ty
| I 1 1 3 0,452
1 0 1 3 ] 0320
2 2 0 3 b3 0,301
2 I i 2 : 0,470
2 0 ] 1 1 0,452
3 ] 0 3 3 0,301 .
3. | .0 1 i i | 0
4 0 0 3 3 | 0301
e —————————————




116 Intimaliyet ve Informasyon

Bu cetvelde, a.‘?) ve a.®” deneylerinin en biiyiik
entropiye malik olduklar: goriilir ve bu entropi 0.470 e
esittir; su halde maksimum informasyonu elde etmek icin
kefelerden birine, i¢inde kalp para bulunmasi muhtemel
olan dért siipheli paradan ikisi, ve diger kefeye bir siipheli
para ve bir de kalp olmadig: bilinen bir para, yahut
kefelerden birine ii¢ siipheli para ve diger kefeye li¢c tane
kalp olmayan para koymak lazimdir. Bu iki halde de
iiclinell tartma ile kalp paramin ve agirhginin belirlenebi-
lecegini gormek Kkolaydir. Gercekten .21 yahut g,
deneyleri H neticesini verirlerse kalp para, tartilmaya
katilmayan siipheli paradir; digerlerinden agir yahut hafif
oldugunu tayin etmek icin 11 parann biri ile karsilastir-
mak kafidir (liciincii tart1). Eger a.'?>? deneyinin neticesi
D ise kalp para, ya terazinin sag kefesinde bulunan iki
paradan biridir ve bu halde digerlerinden agirdir, yahut
geri kalan tek siipheli paradir ve bu halde digerlerinden
hafiftir; sag kefede bulunan iki paranin agirliklar karsi-
lastirilarak (iicineii tartma) problemin c¢oziimii buluna-
caktir (iki para aym agirhikta ise kalp para, ticiincii siipheli
paradir; aksi halde ikisinden agir olamdir). Eger o,9
deneyinin neticesi D ise kalp para sag kefedeki ii¢ stipheli
paradan biridir, listelik digerlerinden agirdir; bu ii¢ stipheli
paradan ikisinin agirhklar karsilastirilarak (liciincii tarti)
8 nin neticesi bulunur (ikisi de aym agirlikta ise kalp para
iiclineli siipheli paradir, aksi halde, iki siipheli paradan
agir olamdir). Keza o.2% yahut .39 deneylerinin neti-
cesi G olmasi hali incelenebilir,

B) Birinci deneyde, kefelerden birinin (mesela sag-
dakinin) daha agir geldigini farz edelim. Bu halde kalp
para ya sag Kkefedeki paralardan biridir ve bu takdirde
digerlerinden agirdir, yahut soldaki dirt paradan biridir
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ve bu halde ise digerlerinden hafiftir. Ikinci tartmada,
sagdaki kefeye, «sagin» paralarindan i, tane «soluns
paralarindan 4, tane, ve soldaki kefeye, «sagin» parala-
rindan j, tane «soluns paralarindan j. tane koyabiliriz ve,
kalp olmadigim bildigimiz (i, 4 i.) — (j; + 4:) tane para
ile (bunlar ilk tartiya katilmayan dort paradir) kefeler-
deki paralarin sayisim esit kilariz; i, 41, = j 4 4, farz
ediyoruz. Buna tekabiil eden deneyi e, =i %) jle giste-
recegiz. Burada da yukarda yapildig: gibi i,, is, j: ve j. nin
tekmil miimkiin degerleri ile g,/ #) deneylerinin
entropilerini belirlemek miimkiindiir; fakat miimkiin hal-
lerin sayis1 kafi derecede biiylik oldugundan bunlardan
bazilarini énceden gozoniine almama yolunu aramak daha
uygun olur. Uclincii tartinin (a. deneyinin) yapilmasi ile
elde edilen informasyon log 3 den biiylik olamiyacagindan
[gercekten H(a,) < log3 dir], ikinci tartidan sonra f
icin {ic miimkiin neticeden fazlasinin olmamasi icap
ettigine isaret edelim. Buradan, ikinci tartiya katilmayan
siipheli para sayisiin 3 den biiyiikk olamiyacag neticesi
¢ikarilir, zira o, nin neticesi E olursa bu paralar yine

stipheli kalirlar.
Su halde

8— (il +ia+j1 ‘]“'j:) 53; il +’!+j1 +.f3 =95
olmamasi iazimdir ve
bt =G5

oldugundan
i +i, =23

olmahidir.
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Eger a3 deneyinin neticesi D ise kalp para
yva sag kefedeki «sagin» i, paralarindan biridir ve bu
halde digerlerinden agirdir, yahut sag kefedeki «solun» j.
paralarindan biridir ve bu halde digerlerinden hafiftir;
keza, bir G neticesi halinde, kalp para ya sag kefedeki
«solun» i. paralarindan biridir, yahut sol kefedeki «sagin»
4, paralarindan biridir. Su halde iki esitsizlik daha elde
ederiz:

444 <3,
i+ 4 = 3.

Simdi sartlarimizi  saglayan tekmil halleri asagidaki
cetvelde gosterelim:

& a0 g |pE)|p(D)|p(G)| H(ataliuisirin)
2 v 27 v b 0,470
- S0 o 1w B O S S RTOR 0,470
7 A 10 e (e 150 o ke B S o 0,470
AR T b e S o 0,470
B e (o e e o 0.470
bl 2 L2 L kel d 0,470
 SF Y 8 i I8 e T O N I 0,470
I B O I B R b 0,470
g0 38 S T8 S =5 S 0,470
21 -2 AL IR e 0,470
T N W TR 2 R 0,470
0 B T O [ UOR - W R S MY S 0,470
7 Y gt Bl S i 5= BB i A 0,470
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Boylece, 8 deneyi hakkinda, o, deneyinin 0,470 e esit
informasyon ihtiva eden, evvelkinde oldugu gibi 2 degisik
hal degil, 12 degisik halin mevcut oldugunu goriiyoruz
[burada I(a, ) informasyonunun H(a.) ye esit oldugu
tamamen asikardir]. Secilen hal hangisi olursa olsun, elde
edilen informasyon miktar1 § nmin neticesini bir deney ile
(Gclineli tartma ile) belirlemeye kafi gelecektir. Mesela
a.'%1:21) deneyi icin bir E neticesi olmasi halinde kalp
para, tartmaya katilan «soldaki» iki paradan biridir; bunun
digerlerinden daha hafif oldugu bilindiginden, bu iki para-
nin agirhklarimi karsilastirmak kafidir (yahut bu iki
paradan birini, kalp olmadigi bilinen bir para ile de
karsilastirilabilir. Aymi deneyin bir D neticesi halinde,
kalp para digerlerinden agirdir ve sag kefedeki «sagin»
iki parasindan biridir, yahut kalp para digerlerinden
hafiftir ve bu, sol kefede bulunan «solun» tek parasidir; o
halde kalp paray: bulmak icin «sagm» iki siipheli parasinin
agirhklarim karsilastirmak kafidir. «.%121 deneyinin
G neticesini vermesi hali aym tarzda incelenir.

Boylece problem, para sayisi 12 olmasi halinde tama-
men ¢oziilmiis olur. Simdi para sayisinin 13 olmasi halinde,
kalp paranin belirlenmesi icin dért tartma isleminin kafi
gelecegini gostermek kolaydir (yukarida ii¢ tartmanin
yvetersizligini gostermistik). Terazi kefelerinin her birine
4 er para koyalim ve 5 tanesini bir kenara birakalim.
Kefelerden biri agir gelirse, para sayisimn 12 olmasi prob-
lemindeki ilk tartmanin bir D neticesinin vermesi halindeki
ayni durumda bulunuyoruz (ehemmiyeti olmayan yegane
fark, kalp olmadigindan emin oldugumuz para sayisinin
4 yerine burada 5 olmasidir); bu halde, 3 mn neticesini
iic tartma ile belirlemek miimkiindiir. Terazi dengede
kalirsa, siipheli para sayisi 4 yerine 5 dir. Bu halde siipheli
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paralardan birinin agirhgini kalp olmadigi bilinen para-
lardan biri ile karsilastirabiliriz; terazi dengede kalmazsa
problem coziilmustur; terazi dengede ise 4 siipheli para ile
karsi karsiya bulunuyoruz; bu takdirde, iki tartma ile
hangi paranin kalp oldugu ve agirhg belirlenebilir (bak.
A hali, sahife 114).

Problem 22 nin sartlarinda, kalp paranin bulunmasi
ve bunun digerlerinden daha agir veya daha hafif oldugu-
nun belirlenmesi istenmektedir. Bu son sarttan sarfi nazar
edilirse, birgcok hallerde liizumlu tartma sayisinin eksile-
cegi ilk bakista timit edilebilir. Gergekten §mn miimkiin
neticelerinin sayisi yariya iner (para sayisi N olduguna
gore miimkiin neticeler 2N yerine N olur), ve deneyin
entropisi hayli (log2 kadar) azalir. Para sayist N nin
33 — 27 olmas1 halinde, yahut N nin 27 den biraz kiiciik
olmasina tekabiil eden her halde, kalp paramn ii¢ tartma
islemi ile bulunacag iimit edilebilir. Hakikatte bu boyle
olmaz: para sayisinin 13 olmasi halinde kalp para iic
tartma ile belirlenebilirsee de bu, para sayisi 14 olmas:
halinde mumkiin degildir ve bu halde dort tartma islemi
lazimdir. Bu, sundan ileri gelir: agirhig aranmadan,
sadece kalp para araniyorsa, bir terazide agirhik kullan-
madan paralar1 tartmaktan ibaret olan « deneyinin entro-
pisi, genel olarak I(e«, ) informasyonuna esit olmayacak-
tir. Zira, artik § nin neticesi & nin neticesini belirlemez:
hangi kefenin agir gelecegini bilmek icin, kalp paranmn
hangi kefede bulundugunu bilmek kafi gelmez, bu kalp
paranin digerlerinden daha agir veya daha hafif oldugunu
da bilmek lazimdir. o deneyinin bir «yabanei» informasyon
(bak. sahife 81), daha acik olarak, kalp paranin agirhgi
hakkinda bir informasyon ihtiva ettigi de soylenebilir,
Bundan dolay1 bu halde, liizumlu olan tartma islemlerinin
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sayis1 log N/log 3 iin hayli lizerinde bulunur (logN, B8
deneyinin entropisidir; log3 bir tartmamn maksimum

entropisidir).
Evvelki problemin genellestirilmis hali:

PROBLEM 23. — Aym degerde N tane madeni para
gbzoniine alalim; bunlardan biri kalp olup digerlerinden
va biraz daha agir yahut biraz daha hafiftir, Kalp paray1
bulmak ve bunun digerlerinden daha hafif veya daha agi
oldugunu belirlemek icin bir terazide agirhik kullanmadan
vapilan tartma islemlerinin minimum k sayist nedir? '

Evvela, gozoniine alinan deneyin entropisi log 2N ye
esit oldugundan ve k say1 da tartma isleminden ibaret
olan A: = a,, &, + - -, ox deneyinin entropisi klog 3 =log 3"

~ dan kiiciik oldugundan
3!6

dir;suhaldeNvektamve3"teksayloIdu§lmdﬂn

3F—1
2

N =

olur, Demek oluyor ki,
log 2N +1)

' )=
k = log; (2N+ ) 1033

dir. Mesela N > 1/2 (3*—1) — 13 ise, kalp para ii¢ tartma
isleminden daha az ile belirlenemez. .
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Hatta, N=—1/2 (3* —1) ise, kalp paray: bulmak ve
agirhgim belirlemek icin k sayida tartmanin kafi gelme-
digini géormek kolaydir (mesela, N =— 13 icin bu belirleme
tekmil hallerde miimkiin degildir). Bu keyfiyetin ispati,
N =13 ic¢in verilmis olan ispattan esas bakimindan farkl
degildir (bak. Problem 22 nin baslangic1). Gercekten,
Ai = o, &, - - -, o0 deneyinin entropisini hesaplarken her

i tartmanin entropisinin log3 e esit oldugunu farz ettik,
fakat simdi go6zoniine alman halde, N—1/2 (3¥ —1)
sayist 3 ile boliinemediginden, daha ilk tartmanin (e,
deneyinin) entropisi log3 den kiicliktir (ilk tart-
manin {i¢ neticesi esit olarak muhtemel degildir).
N —1=23/2 (3k1—1) sayis1 3 ile boliinebildiginden, ilk
tartmada her kefeye 1/3(N —1) =1/2(3¥1 —1) sayida
para koymak ve diger 1/3(N + 2) =1/2(3*—1 —1) sayi-
da parayr bir kenara birakmak uygundur; bu halde a,
deneyinin ii¢ neticesinin

1/3(vn—1) 1 1 1/3 (N—1 1
S N e LI

N 3 3 N 3

1 N-|2 1 2
M=_+_N
N 3 3

ihtimalleri miimkiin oldugu kadar birbirine yakin olacak,
ve bu deneyin H(a,) entropisi maksimum olacaktir. Fakat
bu takdirde, ilk tartmadan sonra mevcut olan [ve l
log 2N — H(a,) e esit bulunan] belirsizlik derecesinin
ancak k—1 tartmadan sonra sifira esit Kkilinabilecegi
gosterilebilir. Bu, en basit olarak su tarzda ispat edilir:
ilk tartmada terazinin dengede kaldigim farz edelim;
demek ki kalp para bir kenara birakilan 1/3 (N -+ 2) =
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1/2 (3*—1 4- 1) sayida paralar igindedir; su halde geriye
B deneyi icin daha 3**1 sayida miimkiin netice kalir (kalp
para bir kenara birakilan paralardan biridir ve bu, diger-
lerinden daha agir veya daha hafif olabilir); hakikaten
vuku bulan neticeyi belirlemek icin k¥ — 1 tartma ile veril-
meyen, log (3¥71 L 1) e esit bir informasyon elde etme-
miz lazimdir. Benzer tarzda, &, deneyinin (birinei tartma-
nin) secimi ne olursa olsun, bunun neticesi, § nin neticesini
belirlemesi icin & — 1 sayida tartmamn kafi gelemiyecegi
gosterilir (bak. N — 13 hali, sahife 121).

Su halde
1
N=— (3x—1)
2

ise k-tartma islemi kafi gelmeyebilir. Simdi N <1/2(3¥—3)
ise [yani % = log,(2N ;- 3=10g(2N - 3)/log 3 ise] k
tartma isleminin kafi gelecegini gosterelim *.

En basit probelm ile baslayalim: aralarindan biri kalp
olan N tane para gozoniine alalim; diger taraftan ayri
olarak, kalp olmadig: bilinen bir para verilmis olsun; kalp
paranin bulunmas: ve bunun digerlerinden agir veya hafif
oldugunun belirlenmesi isteniyor. Bu halde, evvelki halde
oldugu gibi, N > 1/2 (3*—1) ise, deneyin neticesini
belirlemek icin % sayida tartma kafi gelmeyecektir (kalp
olmadig1 bilinen bir parammn ilavesi, tabiatiyle, deneyin
belirsizlik derecesini azaltmaz). Buna karsihk, artik
N=—1/2 (3* —1) ise k tartmanin Kafi gelmeyeceginden

*) Bu meselenin asikir olan iki Istisnai hall vardir: 1\1r= 1 lse
tabiatiyle kalp paranin dierlerinden agr veya hafif oldufu belirlenemez;
N = 2 ise kalp parayr belirlemek imkénsizdir.




124 Ihtimaliyet ve Informasyon

emin degiliz. Gergekten, yardime paray: kullanarak, birinci
deneyin ii¢ neticesi icin birbirlerine daha yakin ihtimaller
elde edilebilir, ve bunun neticesi olarak evvelkine nazaran
daha bityiik bir informasyon bulunmus olur; bunun icin, te-
razinin kefelerinden her birine, 1/3(N--2)=1/2(3¥1—1)
sayida para koymak (bu 3! — 1 sayida paralardan biri-
nin kalp olmadign bilinmektedir) ve 1/3(N—1)=
1/2 (3¥1—1) sayida stipheli paray1 tarti disi birakmak
lazimdir. Bu takdirde, ilk deneyin degisik neticelerinin
ihtimalleri kolayca goriilecegi gibi,

N 42 (N+2 ) -
= =
; 3 -+ 3 H/2N
1 1
T3 g e
ve
N—1
/N = -
3 3N

dir; gercekten bu ihtimaller evvelkine nispeten birbirlerine
daha yakin olacaktir. Su halde a, deneyinin H (a,) entropisi,
evvelkine nazaran daha biiyiik olacaktir. Bu kiiciik fark,
kat'i olarak, kalp parayi ve agirhgim k tartma ile belir-
lemeyi miimkiin kilmak icin kafidir.

Bunu gostermek icin rekiirans yolu ile ispat kullanmak
elveriglidir. k= 1 (yani N =1 icin) iddiamiz asikardir.
Iddiamizin k mn belli bir degeri icin dogru oldugunu kabul
edelim ve, 1/2(3x —1) < N < 1/2(3¥*1—1) ise, k1
sayida tartma isleminin kafi oldugunu gosterelim; bu
takdirde idiamiz tekmil hallerde dogru olacaktir, Terazi

—— e
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kefelerinden birine N sayida olan siipheli paralardan x
sayida koyalim, diger kefeye, » — 1 sayida siipheli para-
lardan ve bir tane de kalp olmadigi bilinen para koyalim,
Su halde N,— N —2x—1 sayida kullanilmayan para
kalacaktir. i '

36 —1
Ww—1<F vo N—lw—ls———,

3*—1
2

3¢z 20—=1 = N=

olacak tarzda secelim; bunun N = 1/2(3¥*1—1) icin
miimkiin oldugu asikdrdir gercekten,

1 1 1
N——(3—1) = — (@1 —1) ——(3—1) =3¢
2 S 2

dir. Ik tartmada, terazi dengede kalirsa, kalp paramin
kullamlmayan N, = 1/2(3* —1) sayida paralar arasinda
bulunmasi icap eder; elimizde kalp olmadigi bilinen bir
para bulundugundan, (yapilan hipotez mucibince) bu, k
tartma ile miimkiindiir. Aksine olarak, kefelerden biri
digerinden daha agir gelirse, elimizde 2x — 1 < 3% sayida
siipheli para kalr; iistelik, kalp para a sayida siipheli
* paralar arasinda ise bunun digerlerinden hafif oldugunu
ve eger kalp para diger b sayida (a -{-b < 3¥) paralar
arasinda bulunuyorsa bunun digerlerinden agir oldugunu
biliyoruz (eger birinci kefe agir geliyorsa a=2z—1,
b—2 dir; eger ikinci kefe agwr geliyorsa a=%,
b—ax—1 dir; bu takdirde kalp parayl belirlemek icin
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evvelkine ilaveten yapilacak olan k sayida tartma islemi-
nin kafi gelecegini biliyoruz (bak. yukarida problem 21 in
sziimil).

Simdi ilk olarak go6zoniine aldigimiz ve igersinde bir
kalp para bulunan N < 1/2(3*— 3) sayida paralar1 yeni-
den diisiinelim. Ilk tartmada terazinin her Kkefesine
1/2(3¥1—1) sayida para koyalim; geriye

1
Ni=N—2_@1=1) =
1 1
— (3 —3) — (31—1) =— (31—1)
2 2

sayida kullanilmayan para kalir *. Terazi dengede kalirsa,
geri kalan N, < 1/2(3*1—1) sayida siipheli para ilk
tartmada kullanilmayan paralardir; bu takdirde, iistelik
elimizde kalp olmadigim bildigimiz 31— 1 sayida para
bulundugundan, yukarida ispati yapilan iddia mucibince,
kalp parayr bulmak ve agirhgim belirlemek icin k—1
sayida tartma Kkafi gelir. Aksine olarak, kefelerden biri
digerinden daha agir gelirse, 3*1—1 < 3*1 sayida
stipheli para kalr ve, eger kalp para a—1/2 (3*1—1)
sayida paralarin arasinda ise bunun digerlerinden hafif
oldugunu, ve eger diger b—1/2(3¥—1—1) (=a) paralar
arasinda ise digerlerinden agir oldugunu biliyoruz; burada
da kalp paray1 k— 1 sayida tartma islemi ile tayin etmek
miimkiindiir (bak. problem 21 in ¢dziimiiniin son kismi).

*) N =1/2(3*—3) olmast halinde gozoniine alinan deneyin
entropisi maksimumdur ve, o, deneyinde (ilk tartma) g hakkinda bulunan
Ha‘. B) informasyonu tam log3 e esittir,
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Boylece, liizumlu tartma sayisi hakkinda yukarida ileri
surdiigiimiiz iddia gosterilmis olur.
Eger N biiyiik ise,
5 log (2N - 3)
log 3

k—1 =k

esitsizlikleri ile tarif edilen k sayisi yerine, cok kiiciik
bir hata ile, log 2N /log 3 orani alinabilir [baska ifade ile
N biyudigi vakit, k/(log 2N/log 3) oram siir'atle 1e
vaklasir]. :

Problemin bu nevi sartlar1 tabiatiyle bircok tarzda
degistirilebilir, Simdiye kadar ancak bir kalp para oldugu-
nu (daha dogrusu, agirhig digerlerinden farklh olan yalmz
bir para oldugunu) farz ettik; tabiatiyle iki (yahut daha
fazla) paranmn kalp oldugunu farz edebiliriz; en gii¢c prob-
lemler, kalp para sayisinin evvelden bilinmeyen haller teskil
eder *, Kalp paralarin farkh agirhkta olduklar1 yahut
tekmil paralarin farkh agirhkta olduklar: da diistiniilebilir.
~ (Genel olarak ¢ok karisik olan) tekmil bu problemlerin

anahtar: informasyon teorisidir.

Yukaridaki izahatimizi aydinlatmak icin iki basit
misal verecegiz.

*)  Bulletin of the American Mathematical adli Amerikan matematik
fdergisinin 1956 yiinda yaymlanan bir sayismmda, n tane (n > 1) yahut
bilinmeyen sayida kalp para olduguna gére (tekmil kalp paralar aynn
afrhikta, digerlerinden daha hafif veya daha afir olmak fizere), N
S8ayida para arasinda kalp paralart kat'i olarak bulmak icin tartma
Islemlerinin minimum sayism: belirleme problemi -incelenmis ve bw
Problemin pratik tatbikat: olabilecegine isaret edilmistir.
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PROBLEM 24, — 2 si kalp olan 7 tane madeni para
diistinelim; ayni agirhkta olan bu iki kalp para digerlerin-
den agir olsun. Kalp paralar1 bulmak igin, bir terazi ile
agirhik kullanmadan yapilmas: gereken tartma islemlerinin
minimum % sayisi nedir?

Burada (B sayismn, esit olarak muhtemel C;*=21
sayida neticesi vardir (baska ifade ile, 7 para arasindan
2 para C;* tarzda secilebilir); su halde H(f) entropisi
(yani elde edilmek istenilen informasyon) log 21 e esittir;
Ai =0y, o, + -+, o0 Karma deneyinin entropisi ise klog3
den kiiciiktiir. Su halde A« nmin neticesi § nin neticesini
tamamen belirlerse (yani A. kalp paralari1 belirlemeyi
miimkiin kilarsa)

klogd = log2l, 3¢ = 21
yahut %k tam say1 oldugundan

k=3
olur.

Simdi {i¢ tartma iglemi ile kalp paralarin nasil bulu-
nabilecegini gosterelim. 1k tartmada, kefelerden her
birine bir, iki yahut iicer tane para konabilir; bunlara
tekabiil eden deneyleri sira ile «,, o,(*, ,® ile
gosterecegiz. Eger p: ile (i=1, 2, 3) ¢, in E neticesinin
D, G nin ifade ettikleri mana igin sahife 113), D ve G
neticelerinin ihtimalleri 1/2(1—p) ye esit olacaktir;
buradan

1 1
H(o?) =—2— (1—p) log~ (1—p) —pilogp

neticesi cikarilir. J
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Eger terazinin kefelerine birer kalp para, yahut birer
kalp olmayan para koyarsak «,*) deneyi E neticesini
verecektir; 7 para icinden miimkiin olan tekmil tarzlarda
Cift para se¢me sayis1 C.*=21 oldugundan ve cift kalp
para sayisi 1 e esit bulundugundan, kalp olmayan paralar-
dan teskil edilen cift para sayis1 C,* = 10 dir ve,

1+10 F 3 & 1—p, 5
T 2 21

ve nihayet

i 1 AP A A
T g R g o P e

bulunur.

Teraziye konan dort para da kalp olmadigi yahut,
kefelerden herbirine konan paralardan biri kalp digeri
kalp olmadiz1 takdirde «,(® deneyinin neticesi B olacak-
tir. Birinci olaymn ihtimali Cy*/C;*=1/7 ye esittir (yedi
Para arasindan dort parayr C,* tarzda almak miimkiin-
diir); miimkiin hale gelince, geri kalan ii¢c paranin kalp
olmamalar1 ihtimali C,*/C;*=2/7 dir (ikisi kalp olan)
dort parayi, her cift paranin biri kalp olmak iizere, iki
cifte ayirma ihtimali 2.2/C*=2/3 e esittir (dort para
ile C,* sayida cift teskil edilebilir; bunlardan 2.2 tanesi
bir kalp paradan ve bir de kalp olmayan paradan teskil
olunacaktir), Buradan

l1—p,
2

1
7

_{...

1 ) |
D= " ""3

i
c.o|u

7.9
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ve
1 1
H(a;"’) =—3 . Elog; 10g3 0477

bulunur.

Nihayet, tartiya katilmayan elde kalan tek para kalp
degilse (bu olaymn ihtimali 5/7 ye esittir) ve eger ustelik,

her kefede bir kalp para ve iki kalp olmayan para varsa,”

(bdyle bir ayirma ile karsilasma ihtimali C,*.C.}/C¢* = 3/5
dir, zira alt1 para ile herbiri ii¢ paradan tesekkiil etmis
C® sayida gurup teskil olunabilir ve bunlardan CgZ . C,}
tanesi bir kalp para ve iki kalp olmayan paradan tesekkiil
etmis olacaktir), ;¥ deneyinin neticesi E olacaktir. Su
halde

Solg iy g s
T Bt P 0 AN
Ve
oy O 41 el 1 e 0.470
i BT T

elde edilir. .-Su cﬁﬂde o, oy ), ai“"’ dqneylentdm
entropisi en biiyiikk olam ikincisidir (bu d'eneym ie
neticesi esit olarak muhtemeldir!); bunun neticesi olarak,
ilk tartmada terazinin Kkefelerinin herbirine ikiser para
koymak en elverisli olur, Muhtelif miimkiin halleri ince-
leyecegiz.

A 5 e, deneyinin neticesi E olsun; bu takdirde
iki kalp para tartiya katilmamistir, yahut herbiri terazi

i
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kefelerinden birindedir. Tekmil degisik hallerin incelen-
mesi lizerinde, informasyon teorisi bakimindan durmaya-
cagiz (bak. problem 22 nin ¢oziimii); sadece, ¢éziimii elde
etmek icin kafi derecede elverisli olan bir hali gtzoniine
alacagiz *. Bu, terazide (mesela sag kefede) bulunan
paralardan biri yerine, tartiya katilmayan paralardan
birini koymaktir (a. deneyi)**. Bu sartlar altinda:

A, — Eger a, deneyinin neticesi £ ise, kalp para-
larin ya ikisi de tartiya katilmayan paralardir, yahut biri
«solun» iki parasindan biri, ve digeri, sag kefede birinci
ve ikinci tartmada bulunan paradir. Bu iki halden hangisi
ile karsi karsiya bulunuldugunu belirlemek icin, «solun» iki
parasimin agirhklarim  karsilastirmak kafidir (liclineii
tartma); bunlarin ikisi aym agirhkta ise, kalp paralar
tartiya katilmayan paralardir; aksi halde, «soluns iki
parasindan hafif olam ile, «sagmn» iki defa tartilan
parasidir.

A, — Eger a, deneyinin neticesi D ise, sagdaki
kefeden kaldirilan para muhakkak kalptir ve, soldaki iki
paradan hangisinin kalp oldugunu belirlemek i¢in bunlarin
agirhklarim kargilagtirmak kafidir (liclinel tarti).

A, — Eger «, deneyinin neticesi G ise, teraziye
son konan para muhakkak kalptir; heniiz higbir tartmaya

*) Burada informasyon teorisinin faydasmm, ilk tartmanm nasil
yapilacafinr bize gistermes! olduguna lsaret ‘edelim; problemin geri
kalan kismr zaten daha az karsiktir,

**) Burada tablatlyle

2 2 3 3

2 2
H( = — — log — — — log — — — log — = 0,470
&) 7 '7 7 7 o ¥

Sy
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katilmayan iki paradan hangisinin kalp oldugunu belirle-
mek icin, bunlarin agirhiklarimi karsilastirmak kafidir
(liciineil tartma).

B — Eger «,'® deneyinin neticesi D ise, kalp
paralar, ya «soluns iki parasi, yahut «solun» bir parasi
ile tartmaya katilmayan paralarin biridir. Bu takdirde,
«solun» iki parasi aym agirlikta ise (bu ise ikinci tartma
ile belirlenir) her iki para da kalptir, liciincli tartmaya
lizum kalmaz; bu iki paranin agirhklan farkh ise, ikisin-
den hafif olami kalptir; ikineci kalp parayr bulmak icin,
tartiya katiimayan ii¢ paradan herhangi ikisinin agirhk-
larim karsilastirmak Kkéafidir (iiclincii tartma); bu takdir-
de kalp para ikisinden agir olamidir; eger ikisi aym agir-
likta ise kalp para liclinciistidiir.

a:*) deneyinin neticesi ¢ olmasi hali aym tarzda
incelenir,

PROBLEM 25. — Aym goriiniiste 5 tane madeni
para gozoniine alimyor; bunlardan (hepsi olmamak sar-
tiyle) birkaci kalp olup digerlerinden daha hafiftir (kalp
paralarin hepsi aym agirhktadir). Bir terazi vasitasi ile,
agirhk kullanmadan, kalp paralar1 kat'i olarak bulmak
icin, tartma islemlerinin minimum sayis1 nedir?

Bu halde, miimkiin neticelerin toplam sayisi
Ce 4 Ct +Cs* + C* + Cs* =145+104104+5=231

dir (C.,°=1, paralardan hicbirisinin kalp olmamas:i neti-
cesine, C;', bir kalp para olmasi neticesine, C;* iki kalp
para olmasi1 neticesine, v.s. tekabiil eder). Tekmil bu
neticeler esit olarak muhtemel olduklar1 gézoniine alinirsa




— =

Lojik Problemlerinin Informasyon Anlami ile Cozlimii 133

H(B) = log 31

elde edilir. Diger taraftan, k sayida miiteakip tartma isle-
minden ibaret olan A:= o, @ « s O deneyinin vukuun-
dan elde edilen informasyon klog 3 den kiictiktiir. Eger
A: min neticesi § deneyinin neticesi ile belirlenmis ise,

klog3 = log 31 , 3* > 31,

ve k tam say1 oldugundan

k=4

bulunur.

Su halde kalp paralar1 dort tartmadan daha az sayida
tartma ile bulmak her vakit miimkiin degildir. Diger
taraftan, log 3*= log 81, H(B) =log 31 den cok biiylik
oldugundan, dort tartmanin kolayca neticeyi verecegi
timit edilebilir [gercekten, bu takdirde, o (i=1,2,3,4)
tartmalarindan herbirinin entropisi log 3 ten hayli kiiciik-
tiir]: hatta, ilk tartmanmn iki degisik halinin herbirine
bagh entropiyi hesap etmek lizumsuzdur. Hakikatte, iki
degisik hal, problemi ¢zmeyi miimkiin kilar.

A. — 1k tartmada terazi kefelerinin her birine,
yalmz bir para kondugunu farz edelim. Bu takdirde kefe-
lerden biri digerinden agr gelirse, bu iki paradan hafif
geleni kalp paradir. Simdi diger iki paranin agirhgm ilk
ikisinin agirhg ile karsilagtiralim; eger daha agwr gelir-
lerse bunlar kalp degildir; eger daha hafif iseler ikisi de
kalptir; iki halde de son besinci paranin kalp olup olma-
diin1 belirlemek kalir, bu ise bu paranin agirhgmmn diger
dért paradan birinin agirhi ile karsilastirilarak yapihir
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(Uciincli tartma); bu halde dordiincii tartmaya liizum
kalmaz. Ikinei para icfti ilki ile aym agirhkta ise, bunun
da biri kalp digeri kalp degildir; kalp olanim1 belirlemek
icin, bunlarin agirhiklarim karsilastirmak kafidir (iiclincii
tartma); bu halde sonuncu paranin kalp olup olmadigim
belirlemek kalir, bu ise bir dordiincii tartma ile yapilir.

Simdi ilk iki paranin aym agirhkta oldugunu farz
edelim; bu takdirde ikisi de kalptir, yahut ikisi de kalp
degildir. Bunlarm agirhklarim ikinei para ¢iftinin agirhg
ile karsilastiralim. Bu ikinei para ¢ifti ilki ile aym agirhkta
ise, sonuncu paranin agirhgi, diger dort paradan birinin
agirhg ile karsilastirhir (liclincli tartma; bu halde dér-
diincii tartmaya liizum kalmaz); eger besinci para diger
dort para ile aym agirhkta ise, hic kalp para yoktur; eger
daha hafif ise, kalp para yalmz budur; eger daha agir ise,
ilk dort para kalptir. Eger ilk para cifti ikinciden daha
hafif ise, ilk iki para kalptir; ikinei ¢iftin paralarimn
agirhklar1 karsilastirilarak (Uciineil tartma), bunlarin
arasinda kalp para olup olmadigini belirliyecegiz; nihayet
besinei paranin kalp olup olmadigin belirlemek kalir, bu
ise bir dérdiincii tartma ile yapilir. lkinci para ciftinin
birinciden daha hafif olmas: halinin incelenmesini okuyu-
cuya birakiyoruz,

B. — 1lk tartmada terazi kefelerinden herbirine iki
para kondugunu fark edelim. Her halde, miiteakip tart-
malarda, «solun» iki parasi, sonra «sagm» iki parasi
karsilastirilarak (ikinci ve liciincii tartmalar; zaten bircok
hallerde liclineli tartmaya liizum kalmaz), ilk dort para
arasinda hangilerinin digerlerinden daha hafif oldugunu
belirleyebiliriz. Nihayet dordiincii tartma ile besinci para-
nin agirhig belirlenir.
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Informasyon teorisi, bilhassa, (para sayis1) N biiyiik
bir say1 olmasi halinde kalp paralar: bulmak icin liizumlu
tartma sayisi olan k min biiyliklikk mertebesini belirlemek
istenildigi vakit faydalhidir Mesela, N tane para arasinda
ikisinin kalp ve digerlerinden hafif olmasi halinde (bak.
problem 24), basit bir informasyon hesabi, N biiyiik ise

k nmin

log C* log1/2 N* 2log N
e —_— RIms 0,& wee
log 3 log 3 log 3

mertebesinde oldugunu diigiinmemizi miimkiin kilar (her-
halde bu, Cx*/log3 den kiigiik olmayacaktir); istelik,
daima ilk tartmada kefelerden herbirine iki para koymak
daima elverisli olacaktir. Eger N sayida paranin bazilari
kalp olup digerlerinden hafif ise (bak. problem 25) ve

eger N biyiik ise, k,

log (C¥° 4 C* 4+« + CH1)
log 3

o2 oN
_Jog@N—1) BV seani)

log 3 log 3

oranmn biiyiiklilk mertebesinde olacaktir (herhalde bun-
dan kiiciik olmayacaktir), v.s.



BOLUM 1V

HAT YOLU ILE ULASTIRMA PROBLEMLERINE
INFORMASYON TEORISININ TATBIKI

§ 1. Temel Anlamlar. Bir Sifrenin Ekonomisi

Bolim II de izah ettigimiz entropi ve informasyon
anlamlarinin daha iyi anlasilabilmesi icin Boliim III de,
matematik oyunlar1 nev’inden bazi «eglenceli» problem-
leri inceledik. Bu problemlerin «oyun» olma karakteri baz
okuyucularin ilgisini azaltabilir; halbuki, informasyon
teorisinin basinda bu teorinin ¢cok mithim pratik tatbikati
oldugunu soylemistik. Bu boliimde, daha evvel izahim
verdigimiz analmlar1 basit fakat cok ciddi problemlere,
hat yolu ile haber ulastirma problemlerine tatbik edecegiz.
Bu problemlerin, «diisiiniilen» bir saymmn, yahut muayyen
bir sayida tartma isleminden sonra kalp paralarin belir-
lenmesi gibi, <«eglenceli» problemlerle bircok miisterek
noktalar: bulunacaktir; bu sebepten, evvelki paragraflarda
kullanilan bir¢ok ispatlardan ulastirmanmin teknik prob-
lemlerinde faydalanilacaktir.

Evvela bir informasyonun hat yolu ile ulastirilmasinin
semasim inceleyelim; misal olarak telgrafi ele alalim.
Hattin bir ucundan, «gonderen», latin alfabesinin 26 harfi,
yahut baska bir alfabenin 32 harfi veya 10 rakkam (sifreli
ulagtirma) veyahut aym zamanda harfler ve rakkamlar
yardimiyle bir haber gonderir. Adi hath telgraf halinde
bu isareti ulastirmak icin telgrafcinin, karakteristiklerini
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istegine gére degistirebilecegi bir devamli akim bulunur;
biylece telgraf¢: seri halinde isaretler génderir ve bunlar,
hattin diger ucunda bulunan ikinei telgrafci tarafindan
almir. Umumiyetle pratikte kullamlan en basit isaretler
bir akwmin gonderilmesi (yani belirli bir zaman icin bir
devirin kapatilmasi) ve poz denilen akimin yoklugu (yani
belirli zaman icin devirin acilmasi) dir; belirli isaretler
yerine belirli harfler ve rakkamlar konulmasi &nceden
tespit edilmesi sart:1 ile, herhangi bir haber akim ve poz
gondermeleri ile ulastirilabilir.

Ulastirmalarda, her ulastirilan habere tekabiil eden
| kaide mubhtelif isaretlerin bir terkibi olup buna sifre denir
| (mesela telgraf halinde bu, telgraf sifresidir); bir haberi

mubhtelif isaretlere cevirme islemine haberi sifreleme denir.
Sadece iki basit isaretle tegkil edilen sifrelere (meseld bir
akimin ve bir pozun gonderilmesi gibi) ikili sifreler denir,
lic isaretten faydalanan sifrelere iiglii gifreler denir, v.s.
Telgrafta ¢ok kullamlan Morse sifresinde («Morse Alfa-
besi»), her harf veya her rakkam, cok kisa akim génder-
meleri («noktalar») ve ii¢c defa daha uzun siiren («¢izgi»)
akim géndermeleri ile gosterilir, «nokta» ve «gizgiler» in
aralari, «nokta» siiresinde, cok kisa pozlarla ayrilmistir;
harfler arasinda beyaz bosluk, iic zaman birimine esit
(yani toplam siiresi bir «cizgi» ninkine esit olan miiteakip
lic poz siiresi kadar) bir zaman kadar akim kesmesi ile,

ve kelimeler arasinda beyaz bosluk ise, alti zaman birimine
esit bir zaman kadar akim kesimi ile gosterilmistir.

Teleskriptér aletlerinde cok kullamlan Baudot sifresinde
her harfe bes elementer isaretin muayyen bir terkibi (yani
esit siirede akim ve isaretlerin génderilmesi) tekabiil eder.
Birinei isaret icin iki imkan, ikinci isaret icin iki imkanla
sonra, iiciincii isaret icin iki imkénla ve sonra dordiincii
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isaret icin iki imkéanla ve nihayet besinci isaret icin iki
imkanla tertipleyerek 2°=—32 degisik kombinezon elde
edilir; su halde Baudot sifresi, elementer sekli ile, farkh
22 harfi ulastirmay! miimkiin kilar *. Baz telgraf aletlerin-
de yalmz akim kesilmeyip akimin yonii de degistirilebilir;
bu takdirde, akimi1 kesmek ve giondermek yerine, elemen-
ter igsaretler olarak, akim bir yahut diger yénde gonderilir;
akimi bir yahut diger yonde gondermek ve akim kesmek
suretiyle ilic imkandan da faydalanilabilir. Elementer
isaretlerin sayis1 arttirilirsa daha kisa bir sifre yapmak
(baska ifade ile, verilen bir isareti ulastirmak icin liizumlu
elementer isaretlerin sayisimi azaltmak), aym siirede
elementer isaretler yardimi ile daha cok Onemli sayida
<harfler» ulastirmak miimkiin olur. Daha c¢ok Kkarisik
telgraf aletleri de vardir; bunlarda akim sadece yon baki-
mindan degil siddet bakimindan da degisebilir; bu takdirde
daha da bliylik sayida elementer isaretler elde etmek
miimkiindiir. Telsiz telgrafta, akimin siddetinin degisim-

*) Su noktaya isaret edellm ki, Baudot sifresinde oldugu gibi,
tekmil harfler, hepsi ayni siirede olan elementer isaretlerin kombine-~
zonlar: ile ulastiriimiglardir (bdyle bir sifreye diizgiin sifre denir); bdyle
bir sifrede iki isareti Ozel blr Isaretle ayirmak lilzumsuzdur; zira, tekmil
bes isaretll guruplar, yeni bir harfin ulastirilmas: oldugu malQimdur
(alier Alette, bu bes elementer isaretli guruplara ayirma otomatik olarak
yapilabilir).

32 kombinezon, tekmil harflerl ve tekmil rakkamlar: ulastirmak
icin kafi gelmediginden, Baudot sifresi {izerinde calisan A&letler, iki alicr
ile miicehhezdirler; alicinin deglstirilmesiyle ayn:r bir isaretler kombine-
zonu, diger bir lsareti ulastirmak ic¢in kullanilabilir. Su halde miimkiin
hallerin sayist iki kat olur ve bu ise, tekmil harfleri, tekmil rakkamlari
ve tekmil noktalama isaretlerini ulastirmayr miimkiin kilar. ¥Yalniz bir
alrer kullanilirsa, her harfe yahut her rakkama bir altr elementer isaret
kombinezonu tekabiil ettirmek miimklindiir, bdyle sifreler bazen telgrafta
kullanilmagtir,
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leri yerine, (yiiksek frekansta bir elektrik salimmu olan)
bir radyo dalgasimin muayyen parametrelerinin degisimi
alinmigtir; su halde elementer isaretler diger bir manayi
haizdir; bununla beraber, burada da her harfe, alici alet
tarafindan alman, bir takim elementer isaretler tekabiil
ettirilir. Hatlarla ulastirma sistemlerinin cogunda durum
bunun benzeridir *.

Simdi teknik miildhazalardan siyrilarak, ulastirma
tekniginde rastlanan problemin genel tarzda bir matematik
seklini verebiliriz. n harfli bir alfabe (meselda 27 harfli
latin alfabesi, yahut 10 rakkamdan veya 37 harf ve
rakkamdan veyahut harflerden, rakkamlardan ve nokta-
lama isaretlerinden tesekkiil etmis bir alfabe) ile yazilmis
bir haber olsun. Bahis konusu olan bu haberi sifrelemek,
baska ifade ile, bu habere, ulastirma <alfabesi» ni teskil
eden m sayida elementer isaretler arasindan alinmis bir
takim isaretler tekabiil ettirmektir; bu, en elverisli olarak
nasil yapilir?

1k yapilacak sey, burada kullamlan <elverisli» keli-
mesinin méanasim tarif etmektir. Bir haberi ne kadar az
elementer isaretlerle ulagtirmak miimKiin ise, bu elemen-
ter isaretlerin ait oldugu sifreyi o kadar elverigli olarak

*) Televizyon, telefon ve radyotelefonun prensip hakkindan
telgraftan farklr olduklar: disiniilebilir; kten bunlarda, sonlu
sayida harfler yardimr ile sifrelenmis chaberlers “yerine, devamli olarak
degisen biiyiikliikler ulastirtlir, bunlar, bir televizyon ekranmn devamlr
Parlakligi, yahut bir sesin yahut bir muzik parcasinin deglsen ylksekllk
derecesi yahut genligidir, Hakikatte, gozmilz ve kulagmz, ekrana
cok yakm sahalarr ve cok yakin araliklarla birbirinl takip eden seslerl
ayirt edemezler; keza birbirine cok yakm iki parlakiigx ve 1kl genligl
ayirt edemezier. Burada da, su netice ¢ikarthr ki ulastirimis haber,
Muayyen sayida araliklr isaretlerden tesekkfil etmis olarak distintilebilir
ve bu lsaretler, belirll bir parlaklik ve genlik derecesine malik olacaktir.
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gozomiine alacagiz. Eger tekmil elementer isaretlerin aym
siire devam ettiklerini diisiiniirsek, en elverisli sifre,
ulastirmay1 en ¢abuk miimkiin kilan sifre olacaktir.

Diislincelerimizi daha acik ifade etmek icin n=10
ve m—2 halini inceliyelim (bu, meseld, sifrelenmis bir
haberin akim ve poz ile gonderilmesi halidir). Burada en
basit sifre, tekmil rakkamlar1 ikili sistem de yazmaktan,
yani 01 0 ile, 11 1 ile, 2yi 10 ile, 31 11 ile, 4 ii 100 ile,
51 101 ile, 6 y1 110 ile, 7yi 111 ile, 81 1000 ile, 9u 1001
ile gostermekten ibarettir *. Sonra, dort rakkamdan daha
az rakkami olan sayilar, bagina konmus sifirlara tekabiil
eden bir say1 ile tamamlanir (baska ifade ile, 0 yerine

*) Biitlin diinyaca kullanilan ondalk sistemde her sayr 10 un
kuvvetlerinin bir toplami oolarak gbisterilmistir:

a=a,.10* + @, .10%1 4 a, , . 108 + .. + @ .10 + @,

burada a,, @, , @, -, @, @ saymmn rakkamlart olup 0 ile 9 arasmnda
degerler alabilirler; @ sayist bu rakkamalr: siralamak suretiyle yani
Gy Oy s Oy wor Gy @ seklinde gosterilir. Benzer tarzda, 1kill sistemde,
her sayr 2 nin kuvvetlerinin blr toplam: ile gésterilmistir:

D=0 b L2 4B .2+ b

fakat burada b, b, , .. b, b, rakkamlarinin hepsi 2 den kilciiktiir, bagka
ifade ile, bunlar ancak 1 ve 0 degerlerini alabilirler. Meseld 6 ve 9
sayilart

6=1.24+1.24+0.2 , 9=1.24+0.22+0.20 41,2

yazilir ve su halde bu saynar ikili sistemde, sira ile 110 ve 1001 ile
gosterilir.

Keza, bir sayryr tabani m olan bir sistemde yazmak, bu saymys
m nin Kkuvvetlerinin bir toplami seklinde ifade etmek demektir; bu
sayryl teskil eden «rakkamlars ancak 0, 1, 2, .., m—1 degerlerini
alabilirler.
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0000, 10 yerine 0010, 101 yerine 0101 yazilir; eger bu
yapilmasa idi, Morse alfabesinde oldugu gibi, bu rakkam-
larin herbirinden sonra bir Ozel isaret gondermek icap
edecekti). Her rakkamin yerine 0 yahut 1 rakkamlarn-
dan dordiinii koymakla bir ikili sifre teskil edilir (lstelik
bu, bir diizgiin sifredir; bak. sahife 138 deki not). Ikili
sifrede yazimhis bu haberi ulastirmak icin, tabiatiyle, her
1 rakkamu icin bir akim ve her 0 rakkam icin bir poz
gonderecegiz,

Bir rakkami ulastirmak icin lizumlu ikili isaret
sayis1 probleminin, 0 ile 9 arasinda «dustiniilen» bir tam
say1y1 bulmak icin (bak, problem 19) sorulmasi icap eden
(ve sadece «evets ve «hayws ile cevap verilen) soru
sayis1 problemi ile tamamen ayni olduguna isaret edelim.
Hakikatte, (0 ile 9 arasinda bulunan her sayiya Ovel
rakkamlarimin  bir kombinezonuna tekabil ettirmeyi
miimkiin kilar) bir ikili sifrede yazilmis herhangi bir say1
verildigine gére, bu sayly! bulmak istiyorsak, ilk soruda,
sifrelenmis olan saymn ilk rakkamimnmn 1 olup olmadigini,
ikinci soruda ikinci rakkamnin 1 olup olmadigmm v.s.
sorabiliriz. Sayiy1 sifrede yazmak i¢in liizumlu  ikili
isaret sayisi kadar soru sormak icap edecektir. Karsit
olarak, 0 ile 9 arasinda, «diisiiniilen» bir tam say1y1 bulmak
icin liizumlu soru dizisi bilindigine gore, bu on saymnn
herbirine 0 ve 1 rakkamlarindan ibaret olan bir dizi tekabiil
ettirebiliriz soyle ki, ilk sorunun cevabl «evet» ise bu
dizinin ilk rakkami 1, <hayirs ise 0 dir, keza dizinin ikinei
rakkami ikinei sorunun cevabi ile belirlenir v.s.; bu tarzda

bir soru dizisi bir ikili sifre tarif eder.

fkili numaralama sisteminin, bizi, problem 19 da
tavsiye olunan soru serisine sevk ettigini isaret edelim.
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Bu noktayr aciklamak icin, aranilan saymmn 2 nin bir
kuvvetine esit miktarda degerler alabilecegini farz edelim;
baska ifade ile, bu saymn 10 deger degil, fakat mesela
2' =16 kadar (0 ila 15 arasinda) degerler aldigim farz
edelim; ikili sistemde 10 sayis1 1010, 11 sayis1 1011, 12
sayis1 1100, 13 sayis1 1101, 14 sayis1 1110 ve nihayet 15
sayisi 1111 yazilacaktir. Su halde, ilk soru: «ikili sifrenin
ilk rakkami 1 midir?» demek, «diistinlilen say1 7 den biiylik
mii?» demektir, zira yalmz 8 ila 15 arasindaki sayilarin
ikili sistemdeki karsiiklarmmmn ilk rakkam 1 dir. Ikinci
soru: «ikinei rakkami 1 e esit mi?», ilk soruya miispet
cevap halinde, «diisiiniilen sayr 11 den biiylik mii?»
demektir. Zira (ikili sistemde 7 den bilyiik sayilar arasinda
ikinei rakkamui 1 e esit olanlar yalmz 12, 13, 14 ve 15 dir);
ilk soruya bir menfi cevap halinde, bu, «diisiiniilen say1
3 den biiyiik mii?» demektir (zira, 7 den kiigiik veya buna
esit sayilardan, yalmz 4, 5, 6 ve 7 nin ikili sistemde ikinci
rakkamlar: 1 dir); v.s. Bu gosterdigimiz husus ikili numa-
ralama sisteminin manasm aciklar.

Simdi gdzonune alinan ikili sifrenin verimliligi mese-
lesine gegelim. (Onlu sistemde yazilmis) sifreli haberin
her rakkami 10 miimkiin deger alabilir; baska ifade ile,
bunun ihtiva edebilecegi informasyon log 10==1 dir; bu
informasyon miktar anecak, tekmil rakkamlar kendi ara-
larinda mijstakil iseler, ve eger herbiri aym ihtimal ile
10 miimkiin degeri alabilirse, elde edilecektir, Sifrelenmis
haberin her rakkami (yani ulastirilan her elementer
isaret: akim yahut poz gonderilmesi) iki miimkiin hale
malik olabilir ve su halde en cok log 2 ye esit (yani bir
ikili birim) bir informasyon verir. I. Béliim 1. paragrafi-
nin basinda bir onlu birimin yaklasik olarak 10/3 ikili
birime (daha dogru olarak 1/log 2 = 3, 3219 ... ikil birime)
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esit oldugunu soylemistik. Halbuki, gozoniine alinan sifre
ile bir sayiy: ulastirmak icin dort elementer isarete, ve
N sayill bir haberi ulastirmak icin 4N elementer isarete
lizum vardir. 4V tane elementer isaretten tesekkiil etmis
bir haberi ulastirirken 4N tane ikili birime esit informas-
yon elde edilebilecek ve bu, N onlu sayilh bir haberdeki
maksimum informasyondan yaklasik olarak 2/3N ikili
birim kadar fazla olacaktir (bu son informasyon maksi-
mum N tane onlu birime egittir). Su halde géziniine aiinan
sifrenin en ekonomik olmadig1 asikdardir. Aym haberi
ulastirmak i¢in, ulastirilan elementer isaretlerin cayisini
azaltmak miimkiindiir. Gozoniine alman sifrenin neden
en ekonomik olmadigim anlamak kolaydir: gercekten,
sifrelenen haberin tekmil rakkamlar: miistakil degillerdir
ve bunlar 0 ve 1 degerlerini aym ihtimal ile aimazlar
(mesela, ilk haberde, 0 ile 9 arasindaki sayilar esit olarak

- muhtemel ise, sifrelenmis haberde 0 rakkamini ulastirma

ihtimali, 1 rakkamim ulastirma ihtimalinden 25/15 =5/3
defa daha biiyiik olacaktir)*. Bununla beraber ulastirilan
0 ve 1 dizisinin maksimum informasyon ihtiva etmesi icin
bu dizinin tekmil rakkamlarimmn iki miimkiin degeri aym
ihtimal ile almalar1 gerekir (ve iistelik, bunlar miistakil
olmalidir),

Simdi bir ikili sifrenin nasil insa edilecegini gostere-
lim. Uastirilacak haberi iki rakkam gurubuna ayiralm **
ve ikili sifre vasitasiyle, her sayiyr degil, fakat iki say:
gurubunu ulasgtiralim. Béyle bir ikili say1 gurubunu (bun-

—

*) Gergekten, ikill dirt Isaret vasitaslyle 0 [le 9 arasindaki tekmll
Yazilarin yazilmasinda 0 rakkamma 25 defa ve 1 rakkamina sadece 15

defa rastlanacagnt saglamak kolaydir,
**) Bu ikl say guruplarma ayirma, tablatiyle, haberin yiiz taban

sisteminde sifrclenmesine denktir,

whemmigs Mapbic

e |
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lar 00 ve 99 arasindadir), sifrelemek icin liizumlu ikili
isaret sayist 100 den kiiciik olan «diisiiniillen» bir sayiy:
bulmak icin sorulmasi gereken soru sayisina esittir; su
halde bu 7 ye esittir (bak. problem 19). Bu tarzda iki
rakkamh bir sayr gurubunu ulastirmak icin, (evvelce

{ oldugu gibi 2.4 =8 degil) 7 elementer isaret lazimdir;

Tl baska ifade ile N sayiy1 ulastirmak icin (basitlestirmek
icin N yi cift farzediyoruz), 3,5 N elementer isaret lazim-
dir, bu ise ilk sifrelemeye nisbeten N/2 isaret noksandir.
Cok say1 ulastirllacak ise (yani N buyiik ise fayda o
nisbette fazla olur). -

Haberi ii¢ sayihh guruplarla kisimlara bolmek ve elde
edilen her kism ikili sistemde sifrelemek daha da elverisli
olur. Ue¢ sayili bir gurupu ulastirmak icin 10 elementer
isaret lazimdir. (Bak. promleb 19); su haide bu usul ile
N sayida bir haber 10 N/3 elementer isaret ile ulastirila-
bilecektir, Bu lkisimlardan herbirini ikili sisteme cevir-"
meden evvel, haberi daha cok sayill guruplarda kisimlara
ayirma pratikte pek elverisli olmaz (ii¢c sayilh kisimlardan
dortlii guruplara gecerken, sifrelemenin daha az elverisli
oldugu da vakidir; gercekten, dort sayih bir kismi ulastir-
mak icin 14—3,5.4 elementer isaret lazim oldugunu
gormek kolaydir); bununla beraber, kafi derecede biiyiik
kisimlara aywrarak sifreyi daha da «daraltmaks» ve boylece
limit degerine istenildigi kadar yaklasmak miimkiin olur. |
[N sayida bir haberi ulastirmak icin gerekli elementer
isaret sayisi, log 10/log 2) N = 3,3219 ... N dir; bak.
problem 19].

Biylece, informasyona ait elementer miildhazalarla,
haberi onemli kisimlara bdlerek ve bu kisimlardan her
birini ikili sisteme cevirerek elde edilen sifreleme, say-
lardan herbirini dogrudan dogruya ikili sisteme (yahut iki
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sayih kisimlarda ikili sisteme) cevirmekten daha ekono-
miktir. Bu M sayida kisimlara aywrarak sifreleme usulii,
hakikatte, M tane isaret ile yazilan bir saymnin alabilecegi
tekmil miimkiin degerleri (burada bastarafa bir yahut
daha fazla sifir konularak yazilanlar da dahildir), say1
itibariyle esit iki bdliime ayirmak ve, gozoniine alinan
kisim birinci béliime ait ise bir poz (<0 rakkami») ulag-
tirmak, ikinciye ait ise bir akim («1 rakkami») goénder-
mekle aymdir; bundan sonra, gézoniine alinan kismin ait
oldugu bdliim sayi itibariyle esit iki kisma béliniir ve
yeniden, gozoniine alinan kisim bu yeni béliimlerin birine
yahut digerine ait olduguna gore, bir poz veya bir akim
ulagtinhir, v.s. Bu takdirde, M biiylik ise ve ilk haberi
teskil eden sayillar miistakil ve O ile 9 arasinda tekmil
degerleri aym ihtimal ile alabilirler ise ikili sifrede yazl-
mis tekmil rakkamlarin iyi bir yaklasimla aralarinda
miistakil olacaklar ve, 0 ve 1 degerlerini aym ihtimal ile
alacaklar: saglanabilir. Bu takdirde, basit bir informasyon
hesab: ikili sifreleme icin lizumlu rakkam sayisinin
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log 10 M

—

log 2 log 2

ye cok yakin oldugunu derhal gosterir.

Yukaridaki miilihazalar tabiatiyle m sayida elemen-
ter isaret kullamlmas: haline tesmil olunabilir. Bu halde,
M sayih kisimlar, ikili sisteme degil, fakat tabam m olan
sisteme cevirmek lazimdir. Eger m, 10 un bir kuwe.:tine
(mesela m — 107) esit ise, M nin degeri icin p ile béliine-
bilen herhangi bir say1 almak (6zel olarak m =10 ise,
haberi teskil eden sayllarmn herbiri ayr ayr ulastirila-
bilir) lazimdir, ve bu takdirde M sayida isaretli bir kismi

l. 10
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ulastirmak icin lizumlu elementer isaret sayis1 M/p ye
esit olacaktir. Eger m sayisi1 10 un tam bir kuvvetine esit
degilse, bu elementer isaretlerin sayisi, (log 10/log m)M =
M/log m kesrini ihtiva eden en kiicilkk tam sayiya esit
olacaktir; en ekonomik sifreleme, haberi biiylik kisimlara
ayiran olacaktir; bu takdirde N gibi bliylik sayida bir
haberi ulastirmak icin liizumlu elementer isaret sayisi
N/log m ye cok yakin olacaktir. Eger m = 3 ise, elde edilen
neticeler, bir kalp parayr bulmak i¢in lizumlu tartma
sayisim1 aradigimiz vakit, Bolim III iin 2. paragrafinda
elde edilen neticelere yakin olacaktir: her tartmanmmn g
neticesi olabileceginden, miiteakip tartmalarin neticeleri
ii¢ deZer alabilen * bir rakkam serisi ile, yani iiclii taban
sisteminde yazilmis bir say1 seklinde gosterilebilir,

Neticelerimizi, ulastirilacak haberin, <«rakkamli»
olarak degil de, n «<harfli» bir «alfabe» vasitasiyle (mesela,
latin alfabesi, rus alfabesi, yahut bir alfabenin harfleri ve
rakkamlar vs, vasitasiyle) sifrelenmis olmas: halinde de
kolayca alabiliriz. Bu halde, alfabenin tekmil «harfler» ini
0 ile n— 1 arasindaki rakkamlarla numaralamak kafidir;
bu takdirde haber n tabanli bir sistemde yazlmig bir
«sayl» seklini alir. Bu haberi, herbiri m deger alabilen bir
elementer isaretler serisi vasitasi ile ulagtirmak icin, bunu
(ya tamamen yahut kisimlara ayimrarak) bir m tabanh
sisteme g¢evirmek ve elde edilen rakkamlarin herbirini bir
isaret ile ulastirmak lazimdir. Ustelik, kéfi derecede biiyiik
kisimlara ayirarak, N harfli bir haberi ulastirmak igin
liizumlu isaret sayismin  (log n/log m) N ye_istenildigi
kadar yakin olmas! daima temin edilebilir.

*) Ugclii taban sisteminde &det oldugu vechile bu degerler, 0, 1, 3
rakkamlar: ile gisterilebillr, fakat; meseld E, D ve @ ile de gistermek
milmkiindlir.

|

Ao
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§ 2. Shannon - Fano gifresi. Sifrelemenin
temel teoremi

«Alfabe» harflerinin sayis1 n ye esit ise ve eger
elementer isaretlerin sayis1 m ise, ilk bakista, log n/log m
oranmin, miimkiin olan en elverisli sifreyi karakterize
ettigi diisiiniilebilir, Hakikatte, alfabemizin N tane harfi
N .lognye esit bir informasyon ihtiva edebilir; bu
informasyonu, m deger alabilen bir seri isaretle ulastirmak
icin, en az N . (log n/logm) sayida isaret ulastirmak
lazimdir.

Bu neticenin «informasyon» tabiri kullamlmadan elde
edilebilecegine isaret edelim; bunun i¢in sadece muhtelif
«N harfli haberlers ve «N, sayida elementer isaret serileri»
hesap edilebilir. Bagka ifade ile, burada elde edilen netice,
Béliim IT nin 1 - 4 paragraflarinda yapilan tekmil ispatlara
liizum géstermez ve su halde, haberlerin ulastirilmasimin
teknik problemi i¢in informasyon teorisinin biiyiik ehem-
miyeti hakkinda ileri siiriilen iddialar1 katiyen dogru-
lamaz,

Hakikatte, bir harfin ulastirilmasinin ortalama olarak
log n/logm elementer isarete liizum gosterdigine dair
- Netice yanlistir, ve Béliim II deki muhakemeler hatanin

nerede bulundugunu gostermeyi miimkiin Kilar. » harfi bir
alfabede N harfli bir haberin en fazla N . log n ye esit bir
informasyon ihtiva ettigi tabiatiyle dogrudur; fakat, haki-
katte, byle bir metin, eger bunun bir méinas: var ise
(baska ifade ile meveut bir dilde yazilmis ise), asla boyle
bir informasyon ihtiva etmez. Bu, her harf ancak esit

olarak muhtemel oldugu, baska ifade ile alfabenin her
harfine aymi siklikla rastlanabildigi takdirde maksimum

=

" -F:T_;..:;'_i_:.
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log n informasyonunu ihtiva edebileceginden, asikardir
(bak. Bolum II), fakat herhangi bir tiirkce metinde a ve e
harflerine ¢ ve f harflerine nazaran daha pek cok rastlanir;
boyle intizamsizhiklar tekmil dillerde bulunur. Su halde
bir harfte bulunan informasyon daima logn den hayli
kiiciiktiir, bu ise, bize, bdyle bir metini ulastirmak icin
daha cok elverisgli bir sifre kullanma imkénini verir.

Boliim II de tesis edilmis formiiller, makul bir tarzda
yazilmis bir metinin bir harfinde bulunan ortalama
informasyonun log n den (n, alfabenin harflerinin sayisidir)
ne dereceye kadar kiiciik oldugunu degerlendirmeyi miim-
kiin kilar. Bir tlirkce metin gozoniine alalim. Tiirkce
alfabede 29 harf vardir; su halde bir harfte bulunan infor-
masyon (yani ulastirilan bir harfin alinmasindan ibaret
olan deneyin vuku bulmasinda elde edilen informasyon) en

fazla

H, = log 29 = 1,462 (onlu birimlerle)

e esit olacaktir.

Fakat bu informasyonun elde edilebilmesi icin alfabe-
nin tekmil harflerine aym siklikla rastlanmalidir; halbuki
kéfi derecede uzun bir metinin incelenmesi farkhh harflere
ait sikliklarin birbirlerinden cok farkh oldugunu gosterir.
Tiirkce alfabede harflere ait sikliklar asagidaki cetvelde

gosterilmistir:







150 ST ihtimaliyet ve Informasyon

Su halde tiirkce metimn bir harfinde bulunan ortalama
informasyon olarak

L= — 0,099 . log 0,099 — 0,093 - log 0,093 —- - -
.+ —0,0004 - log 0,0004 = 1,328 (onlu birimlerle)

elde ederiz, 0,099 've 0,093 yukardaki cetvelin ilk iki
harfine ait sikhik, 0,0004 ise cetvelin son harfine ait
sikliktir,

Yukaridakine benzer bir hesap tekmil lisanlar icin
yapilabilir, Harflere ait sikhiklar gozoniine alimirsa, orta-
lama informasyon olarak, bir fransizca metinde onlu
birimlerle H, = 1,199, bir ingilizce metinde H, = 1,242, bir
almanca metinde H, = 1,233 ve bir ispanyolca metinde
H, = 1,209 elde ederiz. Tekmil hallerde bu degerlerin
1,462 den hayli’ kiiciik olduklarim gdriiyoruz; esasen bu
degerler dilden dile degisir, zira harﬂere ait sikhklar
tekmil dillerde aym deg1dn° L

Fakat, alfabemn farkh harflerine a.it farkhh sikhklar
hesaba katilarak da, bir harfte bulunan informasyon icin,
hakikaten ulastirilan degerden daha biiyiik bir deger elde
edilir. Gercekten, meseld bir tiirkce metin icin onlu
birimlerle 1,328 e esit bir informasyon aneak, icinde 10 000

kagit bulunan ve bunlarin 999 unda A harfi, 938 inde I

*) Ruscada 81. hhrt vardir ve bir harfte bulﬁnan Informasyon

H = log3dl = 1491 (onlu birim)

(]
dir. Harflere alt s:khklér glzoniine almarak elde edlllen H’ Informasyonu
ise ok 5

H, = 1342 (onlu birim) '
dir.




r

harfi, ... ve 4 iinde J harfi yazili olan bir sandiktan bir
kagit cekilerek metinin her harfi belirlenmis olsa idi, elde
edilecekti. Bbyle bir deneyin entropisi onlu birimlerle
1,328 e esittir; eger N sayida aym tip deneyler a, as, - - -, ax
ise (her cekiliste kagidin sandiga tekrar konuldugu farz

edilerek)
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Pl O e ,
' H(as) - H) 4 55+ HH(m) w N3 328

yazilir, bagka ifade ile, ortalama informasyon, yine onlu
birimlerle 1,33 degerine yakindir. Fakat bir tiirk¢e metinin
telgrafla ulastirilmasinda, verilen bir harfin ulastiriimasi
ihtimali kendisinden evvelki harflere tabi oldugu goriiliir;
mesela son ulastirtlan bir sesli harf ise bundan sonra
ulastinlacak harfin sessiz olmasi ihtimail cok artar. Bu
hususlara tekmil dillerde rastlanir; mesea ingilizcede ¢ har-
finden sonra («th» bilesimini teskil etmek icin) 2 harfinin
gelmesi cok muhtemeldir, fransizcada g harfinden sonra
biiyiik bir ihtimal ile » harfi gelir. Bir manas1 olan bir
metinde, iki miiteakip harfi belirlemekten ibaret olan iki
deney g, ve a, ile gisterilirse, bu iki deneyin vuku bulmasi

ile elde edilen informasyon =
H(as ) = H(o) + H,, (@) < H(as) + H(ws)
dir. Bir énceki harfin, haberin alinmasi ile daima bilindigi

hesaba, katilirsa, ortalama informasyon su formul ile
hesaplannmndlr'
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H,=H, (a)=
p(a,a,) log p(@,) —Pg (@.0,) log pa, (@) — - --
s+ —p(aa,) log pe, (@) —
—p(a.a,) log pa, (@) —p(a.a.) log pe (@) — ---
«» —p(0ea,) log pa, (@) —
—p(a.a) log pa, (a=) —p(a.ax) log pg, (@) — S
or o —plaa.) log pe, (@)

burada n, alfabe harflerinin sayisy, p(a, @), @ harfinin a
harfinden (i, j= 1,2 ..., n) sonra gelmesi ihtimali
ve P, (@) =p(aa) / p(a) ise, bir evvelki a: harfi oldugu
bilindigine gore, a; harfinin bulunmasi ihtimali (bagh
ihtimal)dir. Keza, evvelki iki harfin bilindigi gozoniinde
tutularak, bir harfin ulastirilmasinda bulunan ortalama
informasyon su formiil ile verilmistir:
H& e Halui (Cls)
= —p(@:0:a) 10g Pa g (@) — P(0:0:0,) 108 Pag (W) — - -
«+r —p(Gaa,) 108 Paa (@) —
—p(a,0,2.) 108 Pa g (@:) — Pa o, (@:0:0,) log p(az) — - - -

.-« —p(aaa,) log Paga, (a:) —

—(0,0,2) 10g pa o (@) —p(@.0.0) 108 P g, (Q) — - -+
‘en — p(aMu) log Pa‘u_(a');
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burada p(aa @) ile «a @ a» harf dizisinin bulunmas:
ihtimali, Paa, (@) ile de, a«a harflerinin kombinezonun-
dan sonra a+ harfinin bulunmasimin bagh ihtimali gdste-
rilmistir. Cok uzun bir metinin ulastirilmas: isteniyorsa,
benzer bir formiil yardim ile bir harf tarafindan verilen
informasyonu hesap etmek lazimdir; fakat burada biiyiik
sayida onceki harfleri hesaba katmak icap eder,

Hy= Ha‘u, e Oy (aaf) =
=—p(@ -+ @ %) 108 Pag, ..a (@) —

—pla, - a,a)10gPg, .0 (@) —---
oo — (@ - - Ga Q) 10E Pa, ... 0 (@)

iformasyonu ancak N arttign zaman azalir ve belirli bir
Hos limitine yaklasir ve bu limit, bir uzun metin ulastiril-
mas: halinde, bir harfte bulunan informasyonun teorik

ortalama degeri olarak gozoniine alinabilir.

SHANNON, ikili ve ticlii harf guruplarindan hareket
ederek ingilizce dili icin H, ve H, informasyonlarimn
hesabimi yapmistir, H,—1,075 (onlu birimler) ve H;=0,993
(onlu birimler) bulmustur (ingilizcede, tekmil harflerin
miistakil olduklarim, fakat normal izafi sikhiklara malik
bulunduklar farz edilerek, bir harfte bulunan ortalama
informasyon H, — 1.242 onlu birimidir). Ingilizce dilinin
muayyen kelimelerinin izafi sikhiklarma ait baz istatistik
verilenleri kullanarak, SHANNON bu dilde, H; i¢in (yani
ilk evvelki 7 harfi malim farz ederek, bir harfte bulunan
informasyonu) yaklagik olarak 0,6 (onlu birim) bulmustur.
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Daha uzun bir harf gurupu gézoniine alinsaydi (bir metinde
kelimelerin bilesimi hakkinda statistik verilenler vasita- |
siyle), bir harfte ortalama olarak bulunan informasyonda
yeni bir azalma olacag hakli olarak diisiiniilebilir.

Boylece, manay1 haiz bir metinin bir harfinde bulunan
ortalama informasyonun, alfabenin bir harfinde bulunabi-
lecek olan maksimum informasyondan iki defa daha kiiciik
oldugunu gériiyoruz (ingilizce dili icin H, — log 26 = 1,415
ve Hy = 0,6 degerleri karsilastirilabilir). SHANNON'un
yaptign gibi, bir dilde yazilmis bir metinin bir harfinde
bulunan informasyonun alfabenin bir harfinde bulunan
ortalama informasyona oranmnin birimden farkma (yani
1—Ho /H,—1— He /logn ifadesine) bu dilin kalan:
der isek,- Avrupa dillerinin ¢ogunda bu kalan % 50 merte-
besinde (hattd daha fazla) dir; baska ifade ile, herhangi
bir metinde, harflerin en az % 50 si dilin kendi yapisi ile {

Il
1

belirlenmislerdir, Simdi (mesela bir ikili sifre kullamlan)
bir sifreleme problemine donersek, informasyon kemmi-
yetinin hesabi, (N kafi derecede biiylik olmak iizere) N
harften tesekkill etmis méanali bir metinin bir ikili gifre
vasitasiyle, yalmz ikili sifrenin (0 ve 1 rakkamlari)
He /log 2 sayida elementer isaretini kullanarak, ulastir-
mak imkamm ortadan kaldirmadigi neticesine variriz
(burada Hes, bir harfte bulunan ortalama informasyonun
limiti olup meseld H,, e yakindir) He degeri H,=logn
den hayli kiiciik oldugundan elementer isaretlerin, haberi-
mizi ulastirmak icin liizumlu olan N . He /log 2 toplam
sayisi, evvelce elde edilen N . log n/log 2 sayisindan hayli
kiiciik olabilir. Aym zamanda, N harften tegekkiil etmis
bir metini ulastirmak icin N . Heo/log 2 den daha az
ikili isaret kullanan bir sifrelemenin miimkiin olmadigini
gormek kolaydir: bu miimkiin olsa idi; mutlaka bir
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informasyon kaybi olacak, ve son haber, ilk haberin yeni-
den tesisini miimkiin kilmiyacakt.

Boliim III iin 1, paragrafinda problem 20 nin incele-
mesinde sOylenenler mucibince en elverisli sifrenin elde
edilis tarzim anlamak kolaydir. Evveld, metini, N harfli
kafi derecede uzun kisimlara ayirmak uygun olur (bak.
sahife 144-145) sonra N harfle teskili miimkiin olan tekmil
kisimlarin tam bir listesini yapmak (eger alfabede n harf
var ise, n' sayida kisim olacaktir) ve bunlar1 eksilen
ihtimal sirasiyle (en fazla muhtemel, olan basta, en az
muhtemel olan sonda olmak iizere) tasnif etmek lazimdir;
bu ihtimallerin hesabi, harflerin herbirinin izafi sikliklar:
ve her dilin hususiyetlerinden olan, harflerin guruplasma-
larimn sikhklar hesaba katilmaldir. Sonra, bu kisimlar,
birbirlerine en yakin ihtimaller gozoniine alinmak suretiyle
iki gurupa ayrilir; birinei gurupa ait olan kisimlara sifre-
lemenin ilk rakkam olarak 1 rakkami tekabiil ettirilir;
ikinci_- gurupun kisimlarina ise 0 rakkami tekabiil ettirilir.
Sonra iki guruptan herbiri, ihtimalleri miimkiin oldugu
kadar yakin iki alt-grupa aynilir ve gozonine aln__lan
kisim birinei veya ikinci alt-grupa ait olduguna gore,
sifrelemenin ikinei rakkami olarak (ve sifrelemenin i]k
rakkamindan miistakil olmak iizere) 1 veya 0 tekabiil
ettirilir. Daha sonra dért alt-grupun herbiri yine ihtimal-
leri miimkiin oldugu kadar yakn iki alt-grupa ayrilr, vs.,
isleme, her alt-grupta yalmz bir kisim kalincaya kadar
devam edilir. Béylece bir sifreleme usulii ilk defa 1948-
1949 da C. E. SHANNON ve R. M. FANO tarafindan ortaya
konmustur; bu sebepten cogu zaman buna SHANNON-
FANO sifresi denir. Misal olarak, asagidaki cetvel, ihtimal-
leri (eksilme sirasmna gore) 0,3; 0,2; 0,1 (iki kisim); 0,05;
0,03 (5 xisim): 0,02 (2 kisim); 0,01 (6 kisim) olan 18
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gosterir *.
g E fhtimal BS““

3 umarasi
1 0,3 l} I 11
2 0,2 I 10
3 0,1 I 011
4 0,1 I ;n} 1 g:o;
5 0,05 § 11 0
6 0,03 { 111 00111
7 0,03 I} 00110
8 0,03 ‘ ! 00101
9 0,03 : i 00100
10 0,03 > I 00011
0 0,02 u} K Ii" I 000101
12 0,02 1l HI 000100
13 0,01 & 000011
14 | o0 ) 1 ;“}1 0000101
15 0,01 Y™ }u |ooootoo
16 0,01 m) }1 000001
17 0,01 )} 1 [0000001
8 | 00 J 129 } s

II |0000000

Romen rakkamlarr grup ve alt-grup numaralaridir.

*) Cok kisimlar olmasi halinde, ihtimallerl yakmn gruplara ve
alt gruplara ayirma Isi ziyadesiyle sikintilr olabilir; bu igi basitlestirmek

icin mihaniki usuller mevcuttur.
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Temeli SHANNON-FANO sifresi olan esas prensip,
sifre numarasimin her rakkamini, informasyonu maksi-
mum olacak tarzda, yani kendisinden evvelki rakkamlar-
dan miistakil olmak iizere 0 ve 1 degerlerini miimkiin
oldugu kadar birbirlerine yakin ihtimallerle alacak tarzda
secmekten ibarettir, Bu takdirde sifrenin muhtelif numa-
ralarinda rakkam wsayilar1 tabiatiyle farkhi olacaktir
(yukarida verilen misalde bu sayilar iki ile yedi arasinda
degisir): SHANNON-FANO sifresi diizgiin degildir. Bu-
nunla beraber, sifrelemesi daha uzun bir sifre numarasinin
sifrelenmesinin baslangic ile iistiiste gelen sifre numarasi
olamiyacagi asikardir (hususi olarak bu, bu sifrenin
«digiiniilen» bir saymmn aranmas: problemi ile benzerligi
ile de gériiliir, bak. sahife 101); su halde, bu tarzda sifre-
lenmis her haber daima bir tek tarzda coziiliir. Su noktaya
ehemmiyetle isaret etmek lazimdir ki, SHANNON-FANO
sifresinde, sifrenin en kisa numaralari, goriilmesj ihtimali
en biiyiik olan kisimlara tekabiil eder (gercekten, gurup-
lara ve alt-guruplara ayirmada, en muhtemel kisimlar,
yalmz bir kisim ihtiva eden alt-gruplarda daha cabuk
olarak bulunur: bak. yukardaki misal). Sifrenin baz
humaralar: olduk¢a uzun olmakla beraber, bu uzunlugun
ortalama degeri diger her sifredekinden daha kiigiik
olacaktir (yahut, herhalde daha biiyiik olmayacaktir); bu
ortalama deger, sifrede informasyonun muhafazas: icgin
minimum olarak kabul edilen H/log 2 degerinden pek az
bilyiiktiir. Su halde, mesela, yukarida incelenen ve 18
harflik bir alfabeye tekabiil eden misalde, diizgiin ikili
sifrenin en iyisi, bes rakkamli bir sifredir (gercekten
2' < 18 < 27 dir); su halde bir harfi ulastirmak icin, bes
elementer isaret lazimdir; buna tekabiil edlen SHANNON-
FANO sifresinde, ulastiriimas: icin yedi elementer isarete
liizum gésteren harfler vardir; bununla beraber, bir harfi
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ulastirmak icin liizumlu isaretlerin sayisin  otalama |
degeri

2.0,5 4+ 3.0,1 4+ 4.0,15 4+ 5.0,15 + 6.0,06 -}- 7.0,04 —3,29
dir. Bu deger 5 den hayli kiiciktiir ve

H —0,810g0,8—0210g02—..— 6.0,01, log 0,01
<l = 3,25
log 2 log 2

den az farklidir.

Gitgide daha uzun kisimlan sifrelemek sartiyle,
H/log 2 teorik limit degerine daha da iyi yaklasilabilir.
Bu, sifrelemenin temel teoremi denilen su genel meselenin
neticesidir: N harfli Iswmlara ayridmig bir haber sifre-
lendigi wvakit, haberin bir harfinin ulastirilmasy igin
lizumlu isaretlerin ortalama sayisv H/log 2 ye (yani,
haberin bir harfinde bulunan informasyonun bir elementer
isarette bulunan maksimum informasyona oranina) iste-
nildigi kadar yakwm olacak tarzda, N yi kdfi derecede
biiyiik segmek daima miimkiindiir, Bu, baska tarzda da
ifade olunabilir: M harfli cok wzun bir haber, bu haberi
N harfli kdfi dereecde uwzun Kisumlara ayirmak ve Du
kwsimlary dogrudan dogruya sifrelemek sartiyle, saysi
MH/log 2 ye istenildigi kadar yakwm (fakat hicbir halde
bundan kiiciik olmayan) elementer isaretler vasitasiyle
sifrelenebilir. Bu kisimlarin sifreleme usuliinden bah-
setmememiz'n bir tesadiif eseri olmadigina isaret edelim:
gercekten, ileride, miimkiin olan sifreleme usullerinin cok
degisik oldugunu gorecegiz (su halde, muhakkak SHAN-
NON-FANO usuliinii aynen takip etmek liizumlu degildir).
Su halde, en ekonomik sifrenin aranmasinda temel rolil
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oynayan, ¢ok uzun kisimlara ayirmadir. Gelecek parag-
rafta, bu ¢ok uzun kisimlara ayirmanin, bir bulamklhk
mevcut olmasi halinde (bu, ulagtirma hattimin normal
¢ahisma sartlarina tekabiil eder), sifreleme usulleri farkh
olmasina ragmen, biiyiik faydalari oldugunu gorecegiz.

Simdi temel teoremimizin ispatina gecelim; daima,
haberimizin miiteakip harflerinin birbirlerinden miistakil
olduklarim farz edecegiz. Asagida verilen ispat uzunca
olmasina ragmen cok faydali ve entropi anlaminin ména-
sini da iyice agiklar. Bu ispat, haberimizin harflerinin
izafi sikliklarinin cok farkli olmas: halinde bile, ihtimalle-
rinin toplam ihmal edilebilen bazi kisimlar haric, tekmil
kisimlara aym uzunlukta numaralar tekabiil ettiren
«hemen hemen diizgiin» bir sifrenin kullamlabilecegini
gosterir. «Az muhtemel» kisimlara gelince bunlarin her-
hangi tarzda sifrelenebilecegi kolayca anlasilir: ' pratikte
bunun hicbir ehemmiyeti yoktur, zira bunlarmn gériilmesi
ihtimali cok azdur,

Evvela, «alfabe» nin, ihtimalleri p,—=p ve p—1—p=—q
olan, sadece a ve b gibi iki harften tesekkiil ettigi cok
basit halden baslayalim. Bu takdirde, bu alfabenin N
harfinden tegekkiil etmis kisimlarin toplam sayisi 2V
olacaktir (bak. sahife 138-139). Fakat bu kisimlarin
¢ogunun ihitmali pek kiiclik olacaktir: «Alfabe» nin iki
harfinin izafi sikliklar1 p ve g oldugundan, mithimee bir
ihtimale malik olan kisimlar, N biiyiik ise, N, defa a har-
fini ve N, defa b harfini ihtiva eden kisimlar olacaktir.
Daha kesin bir tarzda, N cok biiyiik ise, ¢ cok kiiciik
olmak iizere (meseld ¢ 0,001, yahut 0,0001 veyahut
0,0000001 olabilir, ¢ icin bu sayilardan herhangi birisi
alinabilir, hatta daha da kiigiik bir say1 alinabilir, yeter ki
N cok biiyiik olsun) @ harfinin izafi sitkhig1 p—¢ ve p ¢
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arasinda bulunmayan tekmil kisimlarin ihtimallerinin
toplam cok kiic¢iiktiir ve bunlar ihmal edilebilir. a harfine
N(p—e) ve N(p -+ ¢) arasinda bulunan bir sayr defa
rastlanan kisimlara gelince, bunlarin her birinin ihtimal-
leri daha da kiiciik olacaktir (eger N cok biiyiik ise, kisim-
larin toplam sayisi ¢cok biiyiik ve her kismin kendi ihtimali
tabiatiyle cok kiiclik olacaktir), fakat bu ihtimallerin
toplam 1 e ¢ok yakin bulunacaktir:

a harfine tam N, defa * rastlanildiZi N harfli kisim-

larin sayisi, N elemanin, N,, N, alinmis kombinezonuna
esittir: >

N! N!
(Np)(N—Np)!  (Np)!(Ng) !~

O —

Bizi ilgilendiren hal, N, Np ve Ng sayilarinin cok
biiyiik olmas: halidir (bu sayilar, kisimlarimizdaki a ve b
harflerinin sayisim gosterirler). O halde

(ﬂ)“ (”)‘

— el nli—1,

e e

esitsizliklerini kullanalim, burada e, 2 ile 3 arasinda bir

sayidir (bak. kitabin sonunda ilave II). Buradan

N ¥ Np \¥» Ng \¥a
N!< N(—e-*), (Np) ! > (‘—e?-), (Ng) ! > (_e_q)

*) EferNp tam sayr degilse bunun yerine buna en yakm olan
K tam sayisini alacafiz, N nin cok biiylik olmas: halinde Np lle K arasin-
daki fark cok kiiclik olacaktir (bak. sahife 103). Ayni husus Ng sayist
i¢in de vakidir,
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sayisinin logaritmasinin log 2 ye oramna esit olacaktir
(bak. problem 19 un ¢ziimiiniin sonu); su halde bu say1

log N, log2¢ 2log N N(plogp + qlog q)

log 2 log 2 log 2 log 2

den kiiciik olacaktir. Eger SHANNON-FANO metodu ile
elde edilen daha elverisli bir sifre kullamhrsa, farkh
kisimlar: ulastirmak icin ikili isaret sayilar: farkh olacak-
tir. Bununla beraber boyle bir sifrede, bu sayilar ancak
azalabilirler (bak. problem 20) *. Su halde «muhtemel»
kisimlardan birini bir SHANNON-FANO sifresi -ile ulas-
tirmak icin liizumlu ikili isaret sayisinin ortalama degerinin

—nl —ql 2 log 2
N. plogp—aqlogg g N - +0g E
log 2 log 2 log 2!

den kiiclik oldugunu iddia edebiliriz. Haberin bir harfini
ulastirmak i¢in lizumlu ikili isaretler sayisinn ortalama
degerine gelince, bu,

H log N 2 1 log2¢
log 2 N log 2 N log 2

den kiiciiktiir, burada

=—plogp—qlogq

*) Hakikatte, emuhtemels kisimlara tatbik edilen SHANNON =
FANO metodu biiylik bir fayda temin etmez, zira bu kisrmlarin fhtimal-
leri kafl derecede birbirlerine yakmdir (gercekten, harflerin her birinin
izafi siklifr tekmil bu kistmlarda asafin yukar: aynidmr).
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dir. Yukaridaki formiilde, H— ~ oldugu vakit, H/log 2
den sonra gelen iki terim sifira yaklasir, buradan, bir
SHANNON-FANO sifresi ile ulastiriian yalmz «<muhtemel»
kisimlar gozoniine alinirsa, kéfi derecede uzun bir haberin
bir harfini ulastirmak icin liizumlu ikili isaretler sayisinin
ortalama degerinin H/log 2 ye istenildigi kadar yakin
oldugu neticesi cikarihir *.

«Az muhtemel» olan kisimlara gelince, bunlar sifre-
lemek icin H/log 2 den bircok defa biiyiik ikili isaretler
sayis1 kullansak bile, bir harfi ulastirmak i¢in lizumlu
isaretler sayisimin ortalama degerine ancak pek az tesir
eder, zira tekmil bu kisimlarmn ihtimallerinin toplami cok
kiiciiktiir.

P+ p. + - -+ + p.=1 olmak lizere ihtimalleri p,, p.,
<++, p« olan n harfli bir alfabe halinin incelenmesi cok
uzundur. N harfli tekmil kisimlar arasinda, en muhtemel
olanlar tahminen ilk harfe Np, defa, ikinci harfe Np. defa
-+ n yinci harfe Np. defa rastlananlar olacaktir. Ilk harfe
tam Np, defa, ikinci harfe tam Np. defa, - - -, n yinci harfe
tam Np. defa rastlanan kisimlarin sayist, N elemanin, her-
biri sira ile Np,, Np., --., Np. eleman ihtiva eden, n
gurupa ayirma sayisina esit olacaktir; bu sayimin

N!
(Np,) ! (Np) ! --- (Np.) !

ye esit oldugunu gostermek kolaydir (bu formiil, kombi-
Nezon sayisi formiiliinii genellestirir).

——

*) Burada, bu ortalama degerin, H/log 2 den kiiciik olamiyaca-
#na isaret edelim.
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ile, n sayida neticesi olan ve N defa tekrar edilen bir
deneyin N sayida tekmil neticeler serisi) gozoniine
alimrsa, boyle kisimlarin (yahut bu serilerin) toplam

sayisl
W =10 log s

dir. Bu kisimlarin her birinin ihtimali, ve hatta bu kisim-
lardan muayyen sayidakinin ihtimallerinin toplami, N
bliyiik olmasi sartiyle, cok kiiclik olacaktir. En az muhte-
mel olan kisimlardan, ihtimallerinin toplami kéafi derecede
kiiciik (Onceden tespit edilen bir § sayisindan daha kiiclik)
olacak tarzda, muayyen sayidakilerini hesaba katmazsak,
& me olursa olsun (istenildigi kadar kiiciik), N yi Kafi
derecede bilylik secmek sartiyle ve H entropiyi gostermek
lizere geriye, sayisi,

1 \Nnp, 1 \Np, 1 \Np,
('—-) (—q) $1 (_'_-) o ION.H
L D: Y8

ile aym mertebeden olan kisimlarin kaldigim gosterdik.
Burada hemen sunu soyleyelim ki, H, log n den daha kiiciik
oldugundan tekmil harflerin yahut tekmil neticelerin esit
olarak muhtemel olmasi halini hesaba katmayarak N
sonsuz olarak biiylir ise, «muhtemel» kisimlarin sayisi,
kisimlarin toplam sayisindan daha cok kiiciiktiir («muhte-
mel kisimlarin sayisinin tekmil kisimlarin sayisna oran

olan 10HN/1QN1logn — JQNUowH) N o icin siiratle 4

sifira yaklasir). Bundan baska, N kifi derecede biiyiik ise,
«muhtemel» kisimlarda muhtelif harfler icin, p,, p., - - -, P
ye istenildigi kadar yakin izafi sikliklar elde edilebilecegini
gosterdik. Verilen bir kismin ihtimali ancak, bu kismin

harflerinin izafi sikhgina tabi oldugundan (birinci harfe
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N, defa, ikinci harfe N, defa, ..., n vinei harfe N. defa
rastlanan bir kismin ihtimali 2,¥, p.%, . .. pN. dir), N
kafi derecede biiyiik olmasi sartiyle, tekmil «¢muhtemel»
kisimlarin hemen hemen aymi ihtimale malik olduklarim
kolayca géstermek miimkiindiir, Bagka ifade ile, biz
burada, problem 12 nin sonunda da italik harflerle yazil
Ozelligi gésterdik, iste, sifreleme teorisinde entropinin
oynadigi temel rolii izah eden bu 6zeliktir.

§ 3. Ulastirmada bir bulamkligin miimkiin
olmas: hali

Simdiye kadar yaptigimiz tekmil incelemelerde, ulas-
tirmanin hatasiz, yani bulamklhk bulunmadan yapildig
farz edildi. Pratikte asla bu béyle olmaz: ulagtirma sira-
sinda, baska bir alanin tesiri ile elektrik alaninda ve bunun
neticesi olarak gonderilen isarette bir degisiklik daima
miimkiindiir, Hususi olarak, telgrafta, iki elementer isaret,
bir akim ve bir poz ulastirldigi vakit, alic1 istasyonun
bulaniklik dolayisiyle, bir akim yerine bir poz ve bir poz
yerine bir akim almas! icin daima muayyen bir ihtimal
mevcuttur. Bulamkhgin az olmasi ve isaretlerin alinma-
sinda yapilacak hatanin ihmal edilebilmesi haline evvelki
miildhaza ve ispatlarimiz tatbik edilebilir. Fakat genel
halde de informasyon teorisi ¢ok faydali bir rol oynar.

Basitlestirmek maksadiyle, hepsi birbirinden miistakil
olan n harfli bir alfabe gozoniine alalim ve bu harflerin
ulastirilacak metinde herhangi bir anda ulastiriimasi
ihtimalleri p,, p,, - - -, p. olsun. 4,, 4., - - -, A« gibi m sayida
elementer isaret kullanan bir ulastirma hatti gozoniine
alahm; bu hat vasitasiyle bir zaman biriminde béyle

. W“
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elementer isaretlerden L sayida ulastirilabildigini farz
edelim. Su halde, yukarida elde edilen temel neticeyi soyle
ifade edebiliriz: bulamkhik olmamas: halinde gdzoniine
alinan hat bir haberi

Llogm
v=T (zaman biriminde harf sayisi)

ye istenildigi kadar yakin bir hizla ulastirir (burada
H=——p,logp,—p.logp.— .- - — p.log p.

olup bir harfin ulastirilmasinda bulunan entropiyi goste-
rir), fakat hic¢ bir halde bundan biiyiik olamaz. B&yle bir
ulastirma hizini elde etmek ic¢in, haberi kafi derecede uzun
parcalara aywrmak ve, bu kisimlari ulagtirmak icin
SHANNON-FANO sifresini, baska ifade ile, sifrelenmis
haberin «kalan» 1 miimkiin oldugu kadar cok az olan bir
sifre kullanmak kafidir.

Bulamkliklarin bulunmasi muhtemel ise mesele biraz
degisir. Yalmz bu halde, ulastirilmis isaretlerden sonra bir
«kalan», ulastirilmis haberi alinmis isaretlerden hareket
ederek dogru olarak yeniden tesis etmeyi miimkiin kilar;
mithim bir bulanikhik ihtimali varsa, mesela her ulasti-
rilmis kelimeyi bircok defa tekrarlayarak yahut her harf
icin bir kelime (bu harfle baslayan kelimeyi) ulastirarak,
ilk haberin <«kalan» 1 dahi arttirmay1 tecriibe ederiz.
Bizi, minimum bir <«kalan» a malik olan bir sifrelemeye
sevk eden SHANNON-FANO sifresinin burada kullanila-
miyacagi ve mutlaka ulastirma hizinin ¢ok kiiciik olacagi
asikardir. Su halde hiz ne kadar azaltimalidir?

Bu soruyu cevaplandirmak icin evveld, bulanmkhgin







170 Intimaliyet ve Informasyon

ye esittir. Hattin diger ucundan alinmis isareti belirlemek-
ten ibaret olan o« deneyi tabiatiyle § deneyine tabidir;
o nin, §§ deneyinin 4, neticesinin vukuuna bagh, 4: netice-
sinin (i, j==1,2, ..., m) vukuu ihtimali, dogrudan dog-
ruya p«(4:) ye esittir, ¢ da § hakkinda bulunan ortalama
informasyon

I(a, ) =H(B) —H, (B)

dir, burada H, (), bir bagh entropi olup bélim II,
paragraf 2 de verilen formiillerle hesaplanabilir (bu
formiillerde k ve j yerine m, B, yerine A: konur: gercekten
B ve g deneyleri ayni miimkiin neticelere maliktir).
Tabiatiyle, I(a, f) informasyonu daima @ deneyinin H(B)
entropisinden kiiciiktiir, zira § deneyi hakkinda maksimum
informasyon bu deneyin vuku bulmasindaki informasyon-
dur. I(e, ) informasyonu H(f) entropisine, ancak, a
deneyinin neticesi § deneyinin neticesini tamamen belirle-
mesi halinde, yani alinan isaretin ulastirilmis olan isareti
daima bir tarzda belirlemesi halinde (pratikte bu, bula-
nikhigin isaretlerin normal olarak alinmasina méni olma-
masi demektir) esittir; I(e, ) informasyonu ancak, o
deneyi § deneyine tabi olmamasi halinde sifira esittir
(baska ifade ile bu, alinan isaretlerin ulastirilan isaretlere
asla tabi olmamasi halidir; bu halde artik, cok miithim
bulamklik sebebi ile, hicbir ulastirma miimkiin degildir).

Simdi, bir ulastirma hattinin kapasite anlammm izah
edelim. Bulamikhk yoksa, m sayida elementer isaretle
calisan bir ulastirma hattinin C kapasitesi

C=_Llogm
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formiilii ile tarif edilmistir, burada L, bu hat vasitasiyle
birim zamanda ulastiriimasi miimkiin olan elementer

isaretlerin sayisidir. Su halde ¢ kemmiyetinin, bu hat

vasitasiyle zaman biriminde ulastirilabilen informasyon
birimlerinin sayisina esit oldugu gﬁrﬁlﬁr} gercekten, her
elementer isarette log m sayida informasyon birimi bulun-
dugunu biliyoruz. Bulamklik bulunabilmesi halinde, ahci
hattin alict ucunda bir elementer isaretten elde edilen

informasyon kemmiyeti,
I(a, ) = H(B) —Hy(B)

va esittir; bu kemmiyet tabiatiyle, A., As, - - ., A isaretle-
rinin ulastiriimasi ihtimalleri olan p(A4,), p(4s),- -+, PlAn)
ye tabidir. Su halde hattin kapasitesi

C— L - maks [H(B) —H ()]

formiilii ile tarif edilmistir; burada maks [H(8) —H, ®]
ifadesi, I («, 8) = H(B) — Ha (B) informasyonunun, p(4,),
p(A,), -, p(A.) degistirildigi vakit, maksimum degeri-
dir. ¢ kemmiyeti tabiatiyle yine,
zamanda ulastirilabilen maksimum informasyon birim
sayisina esittir. Bu tarif mucibince, hattin kapasitesinin
ancak p.(4,), -+, u(An); i o5 pua(Ay)y -+ pun(A) bagh
ihtimallerine tabi oldugu asikardir. fe—i ise pui(d) =1
ve k + i ise pu(d4s)=0 olmast halinde, baska ifade ile
ulastirilmis  isaretin hakikaten almmast (bulamkhgm

olmamasi) halinde

H, (8) =0 ve maks [H(B) —H, ;g)]s
_ maks H(B) =logm
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elde ediliv (bu maksimum deger tekmil ulastirilmis deger-
lerin esit olarak muhtemel olmasi, yani p(4,) =—p(4;) =
- =p(An) = 1/m olmasi halinde elde edilmistir; boy-
lece, bulamikligin mevcut olmamas: halinde bir hattin
kapasitesi icin wverdigimiz tarif, bulamkhgim mevecut
olmasimin miimkiin bulundugu haldeki daha genel tarifin
bir 6zel halidir. Genel halde, p(4,), p(4.), -+, p(4n)
ihtimalleri farkh oldugu vakit, H($) — H, (§) maksimum
degerini alabilir; bununla beraber, bu maksimum degerin
hicbir halde bu ihtimallere tekabiil eden H(f}) entropisin-
den daha biliylik olamiyacag: ve, H() entropisinin
maksimum degeri olan logm den haydi haydi daha
buyiik olamiyacag asikardir; buradan anlasihir ki, bula-
nikligi meveut olabilen bir hattin kapasitesi, aym sayida
elementer isaret kullanan ve birim zamanda aym sayida
elementer isaret ulastiran bulanikhigr bulunmayan bir
hattin kapasitesinden daha kiicliktiir.

Su halde, bulanmikhigin meveut olmamasi halinde,
haberlerin ulastirma hizina ait temel netice, hattin kapa-
sitesi ithal olunarak soyle ifade edilebilir: haberi kafi
derecede biiyilk kisimlara ayirarak ve uygun bir sifre
(SHANNON-FANO sifresi) kullanarak, haberlerin ulas-
tirma hizi,

o -
i —I-:-I— (harf birim zamanda)

ye istenildigi kadar yakin kilinabilir, fakat hicbir vakit
daha biiyiik olamaz (burada H, ulastirilmis haberin bir
harbinin entropisidir). SHANNON, bir ulastirmanin, bu-
lamklik bulunmasi halinde benzer durum arz ettigini ispat
etmistir. Daha kesin bir ifade ile, bir hatta bulamkhk
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Su halde
\ Hu(a) = Hu(a) =— Alog A— (1— A) log (1— A)
ve

) Hﬁ (e) ZP(AI)H*I(GJ +p(4.)Hu(a) =
= —AlogA— (1—A) log (1—A)

dir [gercekten, daima p(4,) 4 p(4.) =1 dir]; bdylece
incelenmis olan misilde Hpg (o) hi¢ bir sekilde p(4,) ve
p(4.) ihtimallerine tabi degildir. Fakat,

maks H (a) = maks [—p(4,) log p(4,) —
—p(4.) log p(4;)] =log 2

oldugunu biliyoruz [bu maksimum, p(4,) =p(4.) =1/2
icin elde edilmitir]; su halde hattin kapasitesi

| C = Lmaks [H(a) —Hp(a) | =
1 =L ([log2+4 AlogA 4 (1—A) log (1—A)]

ile verilmistir, Bu kapasite, ulastirmada bir hatanin A
ihtimaline tabidir. C'(A) fonksiyonunun gosterdigi egri,
sekil 8 de verilmistir. Kapasite, A—0 ve A=1 icin
L log 2 ye esit bir maksimum deger alir (A =0 bulamk-
hgin bulunmamasi hali, A=1 ise her A, isaretine A,
isareti ve her 4. isaretini A4, isaretine ceviren bulamiklik
halidir, bu ikinci haldeki bulanikligin haberin anlagilmasina
| asla mani olmayacag asikardir). Bundan baska, A > 1/2
! ise, alnan haberde daima, her 4, isareti yerine 4., ve her
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A, isareti yerine A, konulabilir; bu takdirde hata ihtimali
1—A < 1/2 ye esit olan bir ulastirma hatti elde edile-
cektir. Demek oluyor ki, A yerine 1— A ahmrsa hattin
kapasite degeri degismez; su halde C(A) fonksiyonunun
gosterdigi egri, A=1/2 dogrusuna nazaran simetrik
olacaktir, A=—1/2 icin hattin kapasitesi sifira esittir; bu
halde, hakikaten wlastirilnag isaretten miistakil olarak,
hattin aliei ucundan, 1/2 ye esit bir ihtimal ile bir A4,

)
-

Sekil: 8

isareti yerine bir A, isareti ve, yine 1/2 ye esit bir ihtimal
ile bir A. isareti yerine bir -4, isareti aliniyor demektir;
su halde, béyle bir hat iizerinde higbir ulastirma miimkiin
degildir. lleride A < 1/2 farz edecegiz, zira yalniz bu hal
pratik bir fayda arz eder.

Simdi SHANNON teoremine gecelim. Bu teoreme

C c
gore, ulastirmay1 =E:LE (zaman biriminde harfy

va istenildigi kadar yakin (fakat bundan daima kiictik) bir
hizla yapilmayr miimkiin kilacak bir sifrenin bulunmasi
miimkiindiir, séyle ki, alinan haberin ¢dziilmesinde yapilan
hata ihtimali cok kiiciik (daha kesin bir ifade ile, Onceden:
verilen her kiiciik sayidan daha kiigiik) olsun; burada
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c=log2 |+ AlogA+ (1—A)log (1—A)

dir. Zaman biriminde L harf ulastirabildigimizden, bu
ulastirma hizim elde etmek icin N harften tesekkiil etmis
uzun bir haberin sifrelenmis seklinin «ortalama olaraks
tahminen (H/¢)N (yahut cok az daha fazla) sayida
elementer isaret ihtiva etmesi lazimdir; o halde, uzun bir
T zaman arahg zarfinda LT sayida elementer isaret, yani
T harfli bir haber ulastiracagiz.

Simdi, N harften tesekkiil etmis bir haberin sifrelen-
mis sekli (H/c) - N sayida elementer isaret ihtiva eden
bir sifreleme metodu arayacagiz; burada ¢ ile, ya._lmz c<e

sartim gergekleyen bir say1 gosterilmistir (c sayisi ¢ ye
istenildigi kadar yakin olabilir), Bundan baska, tekmil N
harfli n¥ =—10'&".¥ gayida haberlerin (burada n, alfa-
benin harf sayisidir) sifrelenmis seklinin bu unzunlukta
olmasimin faydasiz oldugunu biliyoruz: bunun 10#¥ sayida
«muhtemel» haberler igin dogru olmasi kafidir; 10lo&» . ¥ —
10¥-H gayida digerlerine gelince, N ¢ok bilyiik oldugu
takdirde, bunlarin goriilme ihtimallerinin toplam1 cok
kiiciiktiir, ve hattd bunlarin sifrelenmis sekilleri daha cok
uzun olsa bile, bu keyfiyet ulastirma hizim azaltmaya-

caktir [ve bu hiz, zaman biriminde L(c¢/H) harfe yakin
kalacaktir]. Su nokatya da isaret edelim ki, ulastirmada
cok biiyiik bir dogruluk elde etmek ic¢in, 10¥¥ sayida
«muhtemel» haberlerin alinmasinda yapilan ¢62iim hata-
siin cok kiiciik oldugundan emin bulunmak kéafidir, zira
tekmil diger haberlere cok seyrek rastlanir.

Elementer isaret sayis1 (H/¢)-N olan mubhtelif kisim-
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larin sayis1 28% /¢ — 108N 1082 /¢ ye esittir; c<c< log 2
oldugundan bu say1 10¥# dan biiyiiktiir; su halde 10V&
sayida «muhtemel» kisimlarin herbirine, sifrelenmis yazi
olarak bu kisimlardan birini tekabiil ettirebiliriz. Fakat,
bu kisimlarmn ulagtirilmasina ait hatanin da kiiciik olmas:
lazimdir. Miimkiin olan hatalar hususunda siipheye
diismeyecegimiz yegine hal, A =0 halidir; bu takdirde
¢==log 2 olup (H/c) N sayida elementer isaretli tekmil
kisimlar sayis1 N harfli «muhtemel> haberlerin saysina
esittir; demek oluyor ki, bulamkbgn olmamasi halinde
Yukarida verdigimiz neticeyi bulacagiz, Buna karsihk,

efer A >0 ve ¢ <log?2 (ve ¢ < ¢) ise, (H/c)-N sayida
elementer isaretli kisimlarin toplam sayisi 105N den
biiyiiktiir, bu ise beklenilen bir neticedir, zira 104¥ sayida
sifrelenmis yazi, ulastirmadan ileri gelen degisiklik ihti-
maline ragmen tefrik edilebilmeleri icin, kafi derecede
farkli olmalhidirlar.

105N gayida sifrelenmis yazilarin ¢oziilmesinde yapilan
hata ihtimalinin kiiciikk olmasi icin bunlarin hangi sartlar
saglamasi gerektigi kolayca goriiliir. Bir elementer isa-
retin ulastimlmasindaki hata ihtimali A oldugundan,
k= (H/c) -N sayida elementer isaretli bir kismin ulasti-
rilmasinda, bunlardan tahminen % - A kadar: hatal qlacak-
tir; hayli cok yahut hayli az hata ile yapilan ulastirma
halleri, & biiyiik ise (yani N biiylik ise), cok az muhte-
meldir. Su halde, % elementer isaretli her kisma, bu
kisimdan ancak tahminen kA isaret kadar farkl olan, bir
takim kisimlar tekabiil ettirebiliriz (bu fark icin daha
kesin olarak, § kiiciik bir say1 olmak iizere k(A +-8) ile
k(A —§) arasinda bulunur diyebiliriz) ; eger alinan haber
bu kisimlara ait bulunuyorsa, ulastirilan kismin gozoniine
alman kisim oldugunu séyleyebiliriz. Su halde sifre soyle

1. 12
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olmalhdir: N sayida muhtemel harflerin 1089 sayda
gifrelenmis sekilleri boyle bir kwsim takwna tekabiil
etmeli ve bu takvmlar farklh olmahdir; eger bir kisitm aym
zamanda bu takimlardan bircoguna ait olsaydi, ulastir-
manin alinmasinda hangi kismin ulastirilmasinin istenildigi
belirlenemiyecek ve su halde ulastirilan haber coziilemi-
yecekti.

Simdi her takimin sayisinin k(A - 8) ile k(A —38)
arasinda b harfini [bunun neticesi olarak k(1 — A —¢)
ile k(1 — A 4 ¢) arasmna a harfini] ihtiva eden k sayida
a ve b harfli kisimlarin sayisina esit olduguna isaret edelim;
gercekten, ilk kismi teskil eden elementer isaretler ile
iistiiste gelen elementer isaretleri a ile ve, iistiiste gelme-
venleri b ile gosterebiliriz. Daha Once k sayida a ve b
harfli kissmlarin sayisin1 hesaplamistik (bak. sahife 160-
161); bu say1

(zgw)'s

2k*38 o
AM, (1 —A)kG-D A (En)a 1— A)(":_" N)a-2)

b=

sayisindan kiiciiktiir. Boylece, (H/¢)-N elementer isaret-
ten tesekkiil etmis 10%¥ sayida sifreli yaziya, her biri en
fazla ¥, kisim ihtiva eden 104¥ sayida kisim takimi
tekabiil eder. Su halde tekmil takimlardaki kisimlarin
toplam sayisi

2 (—? N)'s

N, = 104N . Ih = |0HN

Al o _ pEnws













| 182 Intimallyet ve Informasyon

hizimn fonksiyonu olarak sekil 9 da gosterilmistir, Burada
SHANNON teoremi, v < L - (¢/H) icin p=—p(v) egri-

i sinin apsisler ekseni ile iistiiste gelmesine tekabiil eder
' (baska ifade ile, boyle bir ulastirma hz1 ile istenildigi

. kadar kiiciik bir hata ihtimalinin elde edilmesi miimkin-
Ll diir), halbuki v > L . (¢/H) icin bu ihtimal iniform
il tarzda artar; v-— o oldugu vakit hata ihtimalinin 1/2
| ye yaklasmasi keyfiyeti, herhangi bir haberin biiyiik bir
ulastirma hizi ile ulastirmanin pratikte miimkiin olmamasi
ile izah olunur; bu halde, ulastirilan haberi tesadiifi olarak
il cozmeye mecbur olacak ve bu takdirde iki harfli bir alfabe
18 | icin hata ihtimali olan p, 1/2 ye esit olacakti.

f
i .'HL,:l A
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am - am ... am "
k
ifadesi a,, @ ..., a» sayllarinin m yinci kuvvetlerinin

| aritmetik ortalamasmmin m yinci kokiinii gosterir. Su
halde elde edilen netice soyle ifade edilebilir: dki farkh
pozitif saymmn m yindi kuvvetlerinin aritmetik ortalama-
stn m yinci kokii, m > 1 halinde bu sayilarin aritmetik
ortalamas@m\ian bikyiiketiir.

¢) y=—axlogx. 1. teoremden

— (¢, log 2, 4 2. log 2.) /2 <
[— (x: - x,) /2] log (2 -} .‘1-'3)/2
yahut

(—ax log 2,) /2 — (—malOg 2:) /2 <
[— G2, + ) /2] log [ (z; + ) /2]

bulunur; bu neticeyi II. .Bﬁliimde iki defa kullandik.
1. teoremdeki esitsizlik aagsidaki tarzda genellestiri-
lebilir:

TEOREM 2. — Edger y=f(x), (a,b) arahgnda bir

konveks fonksiyon ise, efer x, ve x. bu arahgwn herhangi
| iki smnst ise, ve eger p ve q toplama 1 olan herhangi iki -
il pogzitif sayr ise

pf (@) + af () < f(@: 4 q@.) (2)
dir. p=q=1/2 icin 2. teorem 1. teoremi verir.

ISPAT. — Evvela suna isaret edelim: M ve N koordi-
natlarm (x,,y,) ve (x.,¥.) olan iki nokta ve @, MN dogru
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noktasina M,, M., ..., M: noktalarimin agwhk merkezi denir.
Bir M,M.M, iicgeni halinde (Sek. 14, b), Q: noktasy kenar
ortaylarin k@:gme noktasi ile ustliste gelir; gergekten, bu

Sekil: 14

takdirde, @. noktasi M,M, kenarimin ortasi, M,Q; bir

kenar ortay ve @., bu dogru parcasim M.Q,/Q.Q,=2/1
oraninda bélen noktadir: bu, iicgenin ii¢ kenar ortayinin
kesisme noktasidir.

Eﬁer M;, Mz, sany M WI@T‘”‘M mmtbn (wu yg),
(@2, Y2), -+ -, (21, 9) i8€, @ agirhk merkezinin koordinat-
lariman :

By Lot o 4] - Vi+Yat oo 0
k k

oldugunu gosterelim. Gercekten, teorem 2 nin ispatimin
baslangicinda faydalamilan 6zelik mucibince @,, @;, Q., - - -,
ve nthayet Q: noktalar.l'nm koordinatlar:

Q:__(:v,-;-a:. .y,-;-y, )'

(=
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yahut |
(xlm_l_x’m_l_..._i_mm ):l)‘m > Ly X+ s 2

k k

elde edilir.

Hepsi birbirine esit olmayan k saywda pozitif saydarin
m yinci kuvvetlerinin aritmetik ortalamaswin m yingi
(m > 1).

¢) y=—uxlogz. Bu halde teorem 3,

@, log x; 4 @, log &: + -+ 4 axlog 2 =
” :
Ly Dy = oo v 2 x‘_{_mﬂ_}..-.._[.m'

= (4
= k - k )

.verir.

Nihayet, torem 2 ve teorem 3 ii genesseltiren asagidaki
teoremi gosterelim:

TEOREM 4. — y=—{f(x) bir (a,b) arahginda bir
konveks fonksiyon ve, x,, &s, +-+, &: bu arahgm k tane
sayrst olsun; eger pi, p., ---, P, toplam 1 e egit olan k
tane pozitif say ise :

P (@) + pof (22) 4 - - - +Def(20) <
- < [+ pa - - ) (5)

dir (genel halde, Jansen esitsizligi).
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olmak iizere M,Q, dogru parcasiun @, noktasini; ve
nihayet :

MiQ/QQus==pt/ Py + D2 + -+ + +Pra)

olmakibereﬂaohdogmparcamannoktasmxgﬁmbn'ﬁne '

M.M., ---, M. g¢okgeninin agirhk merkezidir). @, @s, Q.
.-+, @ noktalarin koordinatlari teorem 2 nin ispatinin
baginda verilen Gzelikten faydalanilarak elde edilir :

R ’N(w;)+m‘(aa))
D1+ Ds P14 Do
Q__( Pt P PP Ps 2
PitP:4Ps PP PPt Ds
PP DS (@) + Daf (32)
P1+‘P=+'z"a. Px"l'P:.

ol

Ds
B ()
RO T

yahut \

(ﬁﬁ;-}-%‘l‘?ﬁ"ﬁs Puf (1) +paf (22) +2af (5) )
y 22 +pz"‘|'ps | Pr+D:Ds
BT ( Di+-Da4-Ds .p:xa-}-pmﬂ-m-

Pi+-Po+-Ps+Ps Di+Pe+Ps

+

Ds

i I e T T
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1

elde edilir.

Fakat @ noktas1 P noktasinin altinda bulundugundan

(gercekten, cokgen ¥ = f(x) egrisinin tamamen altinda
bulunur ve @ bu cokgenin bir i¢ noktasidir),

pif (2,) - pof (22) -;- copf(a) <
< f(puy + Pats 4 < o - D)

Rl U e ——

bulunur, bu ise gosterilmesij istenilen neticedir *.

Misaller.
a) y=log 2. Bu halde

p.log®, 4 p.logx. 4 -« +-peloga: <
< log (p:&: + Py + - - - pue)

elde ederiz, buradan

200 L7 P < Pully - Pl - v D,

PPt o fp=1

bulunur (Geometrik ortalama ve aritmetik ortalama
teoreminin genellestirimesi).

b) y=—am, m>1

*) M:M:. . .M, cokgeninin icinde her noktanm koordinatlarnm
Poms + pome + .+ . .+ 2@, BI@D) + pf(@) + . . .+ pf(z)) sekline
konulabilecegini gbrmek kolaydmr; burada pip: . . . p, toplamile egit
olan %k tane pozitif sayidir. Su halde (5) esitsizlifl egri icine cizilen
cokgenin bu efrinin tamamen altmda bulundugunu ifade eder.

aisll
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p(4,), p(4.), -- -, p(A:) ihtimallerinin hepsi birbirine esit
degildir]; bu takdirde
—p(4,) log p(4,) — p(4.) log p(4.) —
— oo —p (4 log p(d) <
g [p(Al] +p(As) + i 1w +p(A’)] A

p(4,) +p(4s) + -+ +p(4s) 1
k k
yahut
H(a) < H(w)
elde ederiz.

(6) esitsizligi, « deneyinin vukuuna bagh § dene-
yinin H, (8) entropisinin, bu deneyin bagh olmayan H(8)
entropisinden kiiciik veya esit oldugunu gostermek icin
kullamlabilir, Gergekten, (6) esitsizliginde p,=p(4.),
pM(As_), voe, p=p(4s) Ve X=Py, (B,), @=pa,(B,),
“hay .mg_:pA. (Bl) koyahm [At, Ag, sy, Ax ve B;, Bg,
..., B: ile o ve B deneylerinin neticeleri gosterilmis olup
p(4,) +p(4) + --- +p(4d:) =1 dir);

— plA) py (B)) log py (B) — p(A:) p s (B)) log py (Br) — **
= p(A) by (B)) log py (Br) <

< — [p(A) pA(B) + p(A) p, (B + * + plA) p (B]
“log [p(A4) p4,(B) + p(A:) py (B) + - + p(A) p Ai(B.)].

elde ederiz. Fakat toplam ihtimal formiilii mucibince

p(A) p,4,(Br) + p(A2) p 4 (Bi) + -+ + p(A) py (B = p(B)) ;
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esitsizligini kullandik (y deneyinin 1 ihtimali ile vuku
bulan ancak bir neticesi oldugu farzedilirse, bu esitsizlik
H, (B) < H(B) esitsizligini verir). Bu esitsizligi H, (B) <
H(B) esitsizliginden hareket ederek gostermek kolaydir.
Gercekten, y deneyinin neticelerini C,, C,, --., Ci ile
gosterelim; o ve BD igse A, M, 4,0 ... A vye
B, B,V ... B/ neticelerinin ihtimalleri sira ile
P(4, D) =pa(4,), P(4,V)=pa(4,), -+, P(A4DV)=
pe(4s) ve p(BV) =pa(B;), p(B:;¥)=0pu(B,), ---,
p(B;V)) = pe,(B;) olsun. Biraz evvel gosterilen neticeye
gore

Hya (B®) = HBD)

!

dir. Fakat

HBW) = — p(BY) log p(B) — p(BM) log p(BI) — -+ -
e = p(BD) log pBM) = — pe(By) log pe(By)

— pci(By) log pc(Bs) — *** — pc(B)) log pe (B
i Hcl[p) ) C og pc(B)

ve : '

Hyu ™) = p(A) HA}"@‘“) + p(AD) HA;I?(B“’) Haves
s 4 (A HAi..(g(n)
‘buradan
H,qil}(ﬂm) = — Py (BV) log pﬁ;n(B}“) 1ie

S pAl"lI(BELn) log pAiln(B;n) B8 e pﬂil!{B?’) |°8-‘-P,|=‘ BEH)‘

.HAQJ(B_“)) == Pﬂgn(B{”) log 441 (B{) —
— DAQ”{B?)_)-PAQ’(BP) [og L hmi A PA;N{Bi”HOG pA;“(Bgl}]. o

- - - - - - . .
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H‘:li (B"]] i PCI(A1) HC; A I(ﬁ) + Pcl{A!} HCM:{E') AR
e e (A He, i B
elde ederiz.
Su halde H (BV) < H(BWD) esitligi
'pC1(A') HC:pﬂj(B) = PC‘(AQ) HC;A;(&) i
AheE pc.l (A}) HC:Al(ﬁ} < HCI(B)

yazilabilir. Her iki tarafi p(C,) ile carparak ve
p(Cy)pa(4,) =p(C.4,), p(C))pa(d,) = p(Cid4,), - - -,
p(C,)pa(4:) = p(C,A:) esitlikleri hesaba katilarak

ACA) He, 4 () + HCA) He, 0 )+ ACGA) Hep, )<
< oC) Ho (@)

yazilir, Aym tarzda

ACoA) Hey g (B) + p(Coda) H, Cgét{:s)r + o+ p(GA ) Hey g (B) <
< p(Ce) He (@),

p(Cad)) Heya (B) + p(CaA2) Heyy (B) 4 o0 p(CsA) Heyg (B) =

P(ChA) He, 4,(B) + p(C A He, 4:(6) + w4 p(ChAY) ey )<
< p(Cy) He, (B).

esitsizlikleri elde edilir. Biitiin bu esitsizlikleri toplayarak,
gosterilmesi istenilen

| H,,@®) < H, (§)
elde edilir (ya ve oy deneyleri farkl degillerdir).
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dir; bu ise asikar olarak dogrudur; simdi esitsizligin & mn
belli bir degeri icin gosterildigini farz edelim; bu
takdirde

(=3 ('+)?( 2(

.’ﬂ‘_

lI

e )

(|+k+"’)(l+')—l+k+r e f.: _

k41 k"i‘zk-l—l (k+|)ﬂ—’€’
n n® n
2 3 ..l 5

n n*

=1+

< | +

yazilir, zira k < n i¢in (k +1)n—Kk* > 0 dir. Su halde

L =

k+‘< (l +£)Hl< | +k_H +4- (’H-W:

n n n®

oldugunu gosterdik; 6zelik k=1 icin dogru oldugundan
k < n olmak iizere, k ne olursa olsun dogrudur [ustelik,
k>1licin14k/n < (1+ 1/n)* dir].

2. n pozitif ve tam herhangi bir say: olmak iizere

(1+ ,’.l_t)“" (1+ ,I‘:) @)

ve n =2 ise

i il 2l
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