TORK MATEMATIK DERNEGI YAYINLARI
Sayi1: 29

G. POLYA
MATEMATIK VE AKLA YAKIN MUHAKEME

I. CILT. MATEMATIKTE
ENDUKSIYON VE BENZETME

I. KISIM

| Ceviren :
Orhan §. ICEN

‘} Istanbul — 1966




TURK MATEMATIK DERNEGI YAYINLARI
Sayi: 29

G. POLYA ’
MATEMATIK VE AKLA YAKIN MUHAKEME

l. CIiLT. MATEMATIKTE
ENDUKSIYON VE BENZETNE

I. KISIM

Geviren :

Orhan §. ICEN

Istanbul — 1966 *

T ——aa]






BU YAYINLAR HAKKINDA

Matematigin kendi degeri yaninda, fizik, kimya ve dolayi-
siyle miihendislik ve askerlik gibi pratik sahalara ve bilhassa son
wamanlarda biyoloji, ekonomi ve hattd sosyal bilimlere yardimi
hizla arttifindan, bu bilim her millet i¢in hayati bir nem ka-
zanmigtir,

Ote yandan, matematik de bu bilimlerin problemlerini ¢tze-
bilmek i¢in gerek metod, gerek fikir bakimindan geligmek zo-
rundadir,

Bun ian dolay1 bir¢ok memleketlerde bu sahaya daha fazla
sayida yeni istidatlar1 gekmek ve bunlar1 erkenden kegfetmek,
en nihayet bunlarin efitimi i¢in her tiirlii fedakidrhiga katlanmak
en tnemli bir milli egitim siyaseti olmugtur.

Yeni istidatlar: erkenden kegfetmek icin diigliniilen tedbir-
lerin baginda matematik kiiltiiriinii genig kitlelere yaymak gelir.

Ikinei Dilnya Savagindan sonra bir ¢ok memleketlerde, geng-
lerin tecessiislerini tahrik etmek ve bunlarin matematik bilim-
lerine karg ilgilerini arttirmak icin yeni bir tip matematik lite-
ratiirli meydana getirilmigtir. Bu gegit literatiirde aranilan ze-
likler kisaca gunlar olmalidir: a) Problem vaz’t suni olmamali,
b) Bunlar1 anlamak igin fazla onbilgiye ihtiya¢ bulunmamali,
¢) Okuyucuyu aktif igbirligine ve bir geyler kegfetmege sevket-
meli.

Igte Tiirk Matematik Dernegi bu cereyant memleketimize de
getirmek maksadiyle bu yayinlara baglamig bulunmaktadir. Bu
yayinlar, resmi miifredata bagl ders veya yardime: kitaplar ol-
mayip, konulari yukariki prensiplere nygun olarak se¢ilmig eser-
lerdir, Bunlarin anlagilmas: igin lise matematifinin bir kismi
ile okuyucunun sagduyusu ve iyi niyeti kafidir.

Tamamen hizmet olan bu {egebbiistimiiziin mali kayna@,
Milli Egitim Bakanhigimizin ve Ford Foundation’un bagiglaridir.

Tiirk Matematik Dernegi
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Bu kitabin birbirleriyle siki sikiya bagh olan gegitli hedefleri
vardir. Evveld bu kitap matematik Sfrenen ve 8gretenlere, Gnemli
fakat ekseriya ihmal edilegelen bir yolda hizmet etmek istemek-
tedir. Fakat, bu kitap aym: zamanda bir felsefi kalem deneme-
sidir. O, evvelce baglanmig bir igin devami oldufu gibi, kendisi
de bir devama muhtagtir. Agafida bu noktalara birbiri pegisira
temas edeceffim :

1. Agikea konugulursa, matematik ve dediiktif 'mantik (ki
o da aslinda bir matematik dalidir) digindaki biitlin bilgilerimiz
faraziyeler (tahminler) den ibarettir. Tabiatiyla faraziyeden fa-
raziyeye fark vardir. Bu faraziyeler | iginde fiziki ilimlerdeki
bazi genel kanunlarm ifadeleri gibi son derece sayg:i ve giivene
liyik olanlar: vardir. Fakat 8yle bagka faraziyeler de vardir ki,
ne giivene ne de saygiya ldyiktir: Meseld bu sonuncularin ba-
zilarimi bir gazetede okumak insam1 pek ala kizdirabilir. Ve bu iki
¢egit arasinda her tiirli faraziye ve tahmin cinsleri meveuttur.

Matematik bilgilerimizi dediiktif (ispatlagtc:) muhakeme ile
saflama baflariz, fakat faraziyelerimizi akla yakin muhakeme ile
destekleriz. Bir matematik ispat bir dediiktif muhakemedir, fakat
fizik¢inin endiiksiyon yoluyla, avukatin ifadelerden, tarih¢inin
vesikalardan ve iktisat¢ginin istatistiklerden netice ¢ikarmas:
akla yakin muhakeme sahasina girer.

Bu iki muhakeme cinsi arasindaki fark bilylik ve gok gegit-
lidir. Dediiktif muhakeme emin, stz gitiirmez, ve kesindir. Akla
yakin muhakeme riskli, miinakagaya agik ve gecicidir. Dediiktif
muhakeme ilimlere matematifin nlifuz ettigi yere kadar girer,
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fakat kendi bagina (tipki matematifiin kendisi gibi) etrafimizda-
ki Alem hakkinda bize esas itibariyle yeni bir bilgi verebilmek
kabiliyetinden mahrumdur. Dig dlem hakkinda Ogrenebildigimiz
her yeni gey, giinliik iglerimizde kullandigimiz tek muhakeme
cinsi olan, akla yakin muhakeme ile elde edilir. Dediiktif muha-
keme, bu muhakemenin teorisini tegkil eden mantik (formel veya
dediiktif mantik) tarafindan agikhifa kavugturulmug ve kanun-
lagtirilmig olan degfigmez ve kati dlglilere sahiptir., Halbuki akla
yakin muhakemenin &l¢iileri seyyil olup, bu tarz muhakemenin
agitklik bakimindan dediiktif mantik ile mukayese edilebilecek ve

berkesin onda olduffu kadar fizerinde birlegebilecegi bir teorisi
yolktur, '

2. Bu iki muhakeme cinsine dair bir nokta {izerinde durul-
maya lAyiktir. Herkes bilmektedir ki; matematik dediiktif muha-
kemeyi Sfrenmek igin miitkemmel bir imkan tegkil etmektedir,
fakat buna kargilk mQtad okul programlarinda akla yakin mu-
hakemeyi Sgrenmek igin yukariki ile mukayese edilir bir imkin
veren higbir dersin meveut olmadifini ileri siirmek isterim. Bu
ige aldka duyan her dereceden biitiin matematik Ogrencilerine

hitap ediyor ve diyorum ki: Tabiatiyle ispat etmeyi dgrenelim,
fakat tahmin etmeyi de dfrenelim.

Bu, kuls@a biraz geligmeli gelebilir. Bu yiizden, meydana

gelmesi miimkiln olan bazi yanhg anlamalara mani olmak igin
bir iki nokta fizerinde israr etmeliyim.

Matematife bir dediiktif ilim gbzliyle bakilmaktadir. Fakat
bu, matematigin yonlerinden ancak birisidir. Tamamlanip bitiril-
mig matematik bitmig gekliyle sunulduffu zaman sadece ispatlar-
dan ibaret sirf dedliktif bir muhakeme olarak goriintir. Fakat
meydana getirilmekte olan matematik ise, yapilmakta olan difer
herhangi bir insan bilgisine benzer. Bir matematik teoremini is-
pat etmeden evvel, onu tahmin etmelisiniz; ispatin ayrintilarina
girigmeden evvel, o ispatin dayanacafh fikri tahmin etmelisiniz.
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Migahedeleri terkip etmeli ve benzerlikleri takip etmelisiniz;
tekrar ve tekrar ispat denemeleri yapmalisiniz. Matematikginin
yaratie:r faaliyetinin peticesi dediiktif muhakemedir, ispattir; fa-
kat ispat akla yakin muhakeme ile, tahmin ile bulunur. Eger
bir matematik Ofrenimi bir dereceye kadar da olsa matematik
bilgilerin kegfediligini aksettirecekse, o Offrenimde tahminin, akla
yakin muhakemenin de bir yeri bulunmahdir.

Yukarda s8ylemig oldoffumuz gibi iki tfirli mubhakeme tarz
vardir: dediiktif muhakeme ve akla yakin muhakeme. Bu iki
muhakeme tarzinin birbiri ile tenakuz halinde bulunmadiffini,
nksine onlarin birbirini tamamladifina igaret etmek isterim.
Dediiktif muhakemede esas olan gey bir ispat: bir tahminden,
gegerli bir ispat iddiasimi gegerli olmayan bir ispat tegebbiisiin-
den ayirt etmektir. Akla yakin muhakemede ise esas, bir tah-
mini diger bir tahminden, daha akla yakin bir tahmini daha az
akla yakin bir tahminden ayirt etmektir. Efer dikkatinizi yuka-
riki ayriliklarin her ikisine birden ydneltirseniz, onlarin her iki-
si de daha berrak hale gelebilir.

Hayatini matematiffe hasretmek niyetinde olan ciddi bir
matematik Ogrencisi dedilktif muhakemeyi Ufirenmek zorundadir;
bu onun meslegi ve ilminin aldmeti farikasidir. Fakat onun ha-
kikaten bagarihh olabilmesi igin akla yakin muhakemeyi de g-
renmesi lazimdir; bu, onun yaratic: faaliyetinin dayanacafi mu-
hakeme tarzidir. Genel veya amatdr dgrenci de dediiktif muha-
kemeyi biraz taninug olmalidir ; ¢linkii her ne kadar bu tarz mu-
hakemeyi dofirudan dogruya kullanacagi: bir firsat pek zuhir et-
meyebilirse de, modern hayatta kargilacafh her cegitten ispat
iddialarini mukayese edebilecegi bir standarda sahip olmahdir.
Fakat, kendisi biitfin tegebbiislerinde akla yakin muhakemeye ih-
tiyag duyacaktir., Her halilkiirda haris bir matematik Ufrencisi-
nin, ileriki aldkalar: ne olursa olsun, dedilktif ve akla yakin, her
iki muhakeme tarzim1 da Ofrenmesi garttir.
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3. Tahmin etmeyi tfrenmek i¢in yiizde yiiz garantili bir
metodun mevent olabilecefine inanmiyorum. Her ne olursa ol-
sun, btyle bir metod varsa bile, ben onu bilmemekteyim ve
asufki sahifelerde biyle bir metod vermek iddiasini asld tagi-
miyorum. Akla yakin muhakemeyi miiessir bir gekilde kul-
lanabilmek bir pratik meharettir ve diger pratik meharetler gibi
taklit ve miimarese ile Ofrenilir. Akla yakin muhakemeyi 0Og-
renmek isteyen okuyucu igin elimden geleni yapmapa caligaca-
#hm, fakat ona verebileceklerim taklit edilmek {izere misaller ile
miimarese firsatlarindan ibaret kalacaktir.

Bu kitapta ekseriya, biiyiik veya kiigiik, matematik kegif-
lerini inceliyecegiz. Bir kegfin vukua geliginin hakiki hikdyesini
anlatmaklifim miimkiin degildir, ¢linkii hig kimse onu tam ma-
ndsiyla bilemez Fakat o kegfin nasil vukubulmus olabilecegine
dair muhtemel bir hikdye tertip etmeye ¢aligacagim. Kegfin al-
tinda yatan sebeplerle kigifi ona gbtiiren akla yakin istidlaller,
kigaca taklide deffer her gey fizerinde durmaya g¢aligacafim. Ta-
biatiyle oknyucuya tesir etmeye gahgacagim; bu benim dfret-
men ve yazar olarak gbrevimdir. Bununla birlikte, asil Snemli
noktada okuyucuya karg! tamamen samimi olacagim : ancak bana
halis ve faydali giriinen geylerle okuyucuya tesir etmeye g¢ali-
gacaffim.

Her bSliimiin sonuna O&rnekler ve tamamlayier bilgiler ek-
lenmigtir. Tamamlayiel bilgiler, eklendikleri bsliimiin metni igin
fazla teknik veya fazla ince hususlarla, b6liimfin esas muhake-
mesinin biraz kenarinda kalan noktalara dairdir. Temrinlerin
bazilar1 metinde sadece kisaca temas edilmig teferruat:1 tekrar
gizden g ¢irmek igin okuyucuys bir firsat vermektedir. Fakat
temrinlerin bilylik kismi kendi asia yakin neticelerini ¢ikarmak
igin okuyucuya bir firsat vermektedir, Bir boliimiin sonunda
gorulan daha gii¢ bir probleme hiicum etmeden evvel, okuyucu-
nun béliimiin onunla ilgili pargalarin: dikkatle okumas: ve kom-
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gu problemlere de gz atmasi lizimdir ; bunlarin biri veya diferi
kendisine bir ip ucu verebilir. Okuyunun istifadesini en yililksek
dereceye g¢ikarmak gayesiyle, bu ipuglarin1 vermek (veya sakla-
mak) i¢in yalniz sorulan problemlerin muhtevas: ve gekli defil,
onlarin diizenlenigi {izerinde de ¢ok dikkat sarfedilmigtir. Hakika-
ten, bu problemlerin dilzenlenigine digardaki bir kimsenin tasav-
vur edecc$i veya lizum gbrecefiinden ¢ok daha fazla dikkat
harcanmigtir.

Genig bir okoyucu cevresine hitap edebilmek igin, her
tnemli noktay: miimkiin oldugu kadar elemanter bir misille ay-
dinlatmaga ¢aligtim. Bununla beraber birgok hallerde, stz konu-
su noktay:r yeter derecede tesirli bir gekilde desteklemek igin
pek fazla elemanter olmayan bir misil segmek zorunda kaldim.
Hakikaten, tarihi bakimdan enteresan olan, veya hakiki mate-
matik glizellifi haiz bulunan, yahut difer ilimler veya glnliik
hayattaki metodlarla olan paralellifi aydinlatan bazi misdlleri de
vermek mecburiyetini hissettim,

Kitapta anlatilan bir ¢ok hikdyelerin son gekillerinin bir
nevi gayr1 resmi psikolojik tecriibe sonunda meydana geldigini
ilave etmeliyim : Hikaye konusunu birbirinden farkh birgok sinifla
milnakaga ettim ve simiflara konuyu anlatirken stziimii sik sik
gbyle sorularla kestim: «Pek a4, simdi siz olsamiz, bu durumda
ne yapardimiz ?» Kitap metninin biinyesine alinmig olan birgok
pasaj dgrencilerimin cevaplar1 tarafindan telkin edilmig oldugu
gibi, hikdyemin ilk tasarladiim geklinde de dinleyicilerimin reak-
siyonu neticesinde bagka tarzda bazi defigiklikler yapilmigtir.

Kisaca, okuyucuya zekice taklidetmek ve igleri kendi bagina
yapabilmek i¢in uygun bir firsat vermek gayesi ufrunda biitlin
aragtirma ve Ofretim tecrilbemi kullanmaya ¢ahgtim.

4, Bu kitapta toplanmig olan akla yakin muhakeme 8rnek-
leri bagka bir ig igin de kullanmilabilir: Bu misdller ¢ok miinaka-
gali bir felsefi problem, endilksiyon problemi, {izerine de biraz



xit ONSOZ

151k seiperler. Burada can alacak sorn gudur: Endiiksiyonun
kaideleri var midir ? Baz filozoflar buna evet cevab1 vermiglerse
de ekseri ilim adamlar1 bu cevabin hayir olmas1 fikrindedirler.
Faydali bir gekilde miinakaga edilebilmesi i¢in bu soru bagka
tiirlit sorulmahidir. Bundan bagka bu konu, kelimeler iizerinde
duran geleneksel yola veya yeni geligen formalizmlere daha az
iltifat etmek ve ilim adamlarinin hareket tarzlamyla daha siki
temas halinde olmak fizere, daha farkh bir gekilde iglenmelidir.
Simdi endiiktif muhakemenin, akla yakin muhakemenin bir bzel
hali olduffuna dikkat ediniz. Bundan bagka endiiktif muhakeme-
nin ma.ematik aragtirmalarindaki (modern yazarlarin hemen he-
men unuttuklar, fakat Euler ve Laplace gibi eski yazarlarin
acikea farkina varmig olduklan) roliiniin fizik aragtirmalaridaki
roliine benzer olduguna da dikkat ediniz. Bu takdirde, matematife
dair konulardaki akla yakin muhakeme Srneklerini miigahede et-
mek ve birbirleriyle mukayese etmek suretiyle endilktif muha-
keme hakkmnda biraz bilgi edinmek imkan: bulundufunun far-
kina varabilirsiniz. Boylece endiiksiyonu, endiiktif olarak arastir-
mak icin kap1 agilmig oluyor.

Bir biyolog bir genel problemi, meseld bir genetik proble-
mini, aragtirmaya tegebbfls ettifi zaman, onun o problemin tec-
riibi tetkikine en miisait olan bir takim dzel bitki veya hayvan
tiirleri se¢mesi icabettiffi cok 6nemli bir noktadir, Eger bir kim-
yager meseld kimyasal reaksiyon hizi gibi genel bir problemi
aragtirmaya niyet ettigi zaman, problemi ile ilgili tecriibelerin
kendileri fizerinde uygun bir gekilde yapilabilecefi bir takim
tzel kimyasal maddeler se¢mesi hususu gok Onemlidir. Uygun
teeriibe malzemesinin segilmesi, herhangi bir problemin endiiktif
aragtirilmasinda biiylik Snemi haizdir. Bana tyle geliyor ki, ma-
tematik, bir ¢ok bakimlardan, endiiktif muhakeme in incelenmesi
igin en uygun tecriibe malzemesidir. Bu inceleme bir nevi psiko-
lojik tecrfibe serisi de ihtiva eder: Cegitli cinsten delillerin bir
faraziyeye olan gilivenimiz fizerinde nasil hilkmettiklerini kendi
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izerimizde tecriibe etmek. Kendi i¢ sadelik ve berrakliklar sa-
yesinde, matematik konular bu tiirlti bir psikolojik aragtirmaya
bagka herbangi bir alandaki konulardan ¢ok daha milsaittir.
Bu kitapta okuyucu bu hususa kanaat getirebilmek igin genig
firsat bulabilir.

Ozel bir hal olan endiiktif muhakeme yerine, daha genel
fikir olan akla yakin muhakemeyi nazar: itibara almak daha
felsefi bir davranigtir. Bana &yle geliyor ki, bu kitapta toplan-
mig olan miséller bizi akla yakin muhakemenin belirli ve olduk
¢a tatminkdr bir yOniine sevketmektedir. Bununla beraber oku-
yucuyu kendj gdriiglerimi kabdle zorlamak istemiyorum. Hattd
bu gorliglerimi 1. Ciltte ifade bile etmiyerek, misdllerin kendile-
rinin konugmasin istedim. Fakat II. Cildin ilk dbrt bolimil akla
yakin muhakemenin daha agikca yapilmig bir genel miinakaga-
sina hasredilmistir. Orada, Snceki mis@illerin telkin etmig oldu-
gu akla yakin muhakeme modellerini formel olarak ifade ede-
rek, bu modelleri gistematize etmeye ve bunlarin g-rek birbir-
lerine karg: ve gerek ihtimalat fikriyle olan miinasebetlerinden
bazilarin1 gbzden gegirmeye ¢aligmaktayim.

Bu dort b8lim{in muhtevasinin felsefe denilmeye ldyik olup
olmadigin1 bilmiyorum. Efer bu felsefe ise, herhalde genel iddi.
alar ortaya atmaktan ziyade, miisahhas misdlleri ve insanlarin
milgahhas davraniglarini anlamay: kendine ig edinen hayli miite-
vazi bir felsefe ecinsidir. '

Goriiglerim bakkinda verilecek son hilkmiin ne olacaffiim
tabiatiyle dahada az bilmekteyim. Fakat verece@#im misdllerin,
endilksiyon veya akla yakin muhakemeyi pegin hiikiimlerden
makill derecede ari olarak tetkik eden ve gdriiglerini miigabede
edilebilir vakialarla yakin temas halinde meydana getirmek iste-
yen bir kimseye faydali olabilecegfine kuvvetle giitveniyorum.

5. Kendisine daima bir biitin gbzliyle bakmig oldugum,
Matematik ve akla yakin muhakeme hakkindaki bu eser tabii bir
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gekilde iki kisma ayrilmaktadir: Matematikte Endiiksiyon ve Ben-
zetme (Cilt 1) ve Akla yakin Muhakeme Modelleri (Cilt I1). Og-
rencilere kolayhk olmsk fizere bu kisimlar iki ayn cilt halinde
yayinlanmig olup(), I. Cilt II. Ciltten tamamen miistakildir ve
birgok dgrencilerin II. Cildi okumadan evvel I. Cildi dikkatle
gtzden ge¢irmek istiyeceklerini tahmin ederim. 1. Cilt eserin
daha ziyade matematik «et» ini ihtiva etmekte olup, II. Ciltteki
Endiiksiyonun endiktif aragtinlmasi igin «veriler» saplamakta-
dir. Matematikte oldukga ileri gitmig ve tecriibeli olmasi lazim
gelen baz okuyucular dofirudan dogruya II. Cilde baglamak
isteyeceklerdir, Bunlar i¢in II. Cildin ayr1 olarak elde edilebil-
mesi bir kolayhk olacaktir, Miiracaat kolayh{fi maksadiyla iki
ciltteki bblimler ayr1 aym degil, fakat tek bir sirada numara-
lanmigtir. Kitaplarin sonuna birer indeks ilive etmedim, ¢linkil
bbyle bir indeksin ildvesi ithdl etmig olduftum terimleri bu cins
bir kitapta arzn edildifinden daha kat: bir hale gelmeffe tema-
yiil ettirecekti. Onun yerine, kitabin fihristinin kendisi igin tat-
minkar bir rehber olaca@i kanaatindayim.

Bu eser ondan evvelki How to Solve It (Problemi nasil ¢bz-
meli ?) adhi kitabimin devamidir. Konumuzla ilgili oknyucu her
iki eseri de okumalidir, fakat onlar1 okuyug sirasi pek Snemli
degildir. Bu eserin metni, Sncekinden miistakil olarak okunabi-
lecek surette diizenlenmigtir. Hakikaten, bu kitapta Oncekine
yapilan pek az direkt bagvurma mevcut olup, ilk okuyugta bun-
lar hig nazar: itibara alinmiyabilir. Bununla birlikte, hemen her
sahifede ve bazi sahifelerin hemen her climlesinde dnceki kitaba
bilvasita miiracaatlar mevcuttur. Hakikaten bu eser, eski eserin
konusuna dair kendisinin kilgiikliigll ve elementer karakteri

icab1 ihtiva edemedigi, birgok temrin ve bazi daha ileri misdller
vermektedir, '

Bu kitap G. Szegb ve yazar tarafindan yezilmig bir Analiz

() Tarkge geviride L. Clit 1ki kimm hallnde yayinlanmighir. [Gevi-
renin Notul.
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Problemleri kolleksiyonu (Bibliografya’ya bakimiz) ile de ilgilidir.
O kolleksiyondaki problemler, birbirlerini kargihikhl destekliye-
cek, birbirlerine ip ucu tegkil edecek, belirli bir konuyu birlikte
kaplayacak ve problem c¢bzmede dnemli olan tiirlli davraniglar
lizerinde okuyucuya temrin firsat: verecek gekilde, seriler halinde
dikkatle diizenlenmistir. Bu kitaptaki problemlerin ele aliniginda
da o kolleksiyondaki anlatiy metodu takip edilmekte olup, bu
tnemsiz bir bay degildir.

Bu kitabimn II. cildine ait iki bsliim Probabilite (Ihtimaller)
Teorisi ile ugragmaktadir. Bu boliimlerin ilki, Ihtiméaller Hesa-
bina dair yazarin senelerce evvel yazmig oldugu bir elemanter
ekspoze ile (Bibliografya’ya bakiniz) bir parca ilgilidir. Her iki
yerde de ihtimal kavraminin temellerine dair goriigler ve hareket
noktalar1 aymdir, fakat bunun diginda ikisi arasinda pek az
temas noktas: vardir.

Bu kitapta ileri siiriilen goriiglerin bazilar evvelce yazarin
Bibliografyada zikredilen makalelerinde ifade edilmigti. 4, 6, 8, 9
ve 10 No. ln makalelerden genig pasajlar bu kitabin metnine alin-
migtir. Bu pasajlarin tekrar basilmasina izin vermek litfunda
bulunan American Mathematican Monthly, Etudes de Ph losophie
des Sciences en Hommage & Ferdinand Gonseth ve Proceedings of
the International Congress of Mathematicians 1950 nin edittrlerine
candan tegekkiirlerimi sunarim,

Bu kitabin ekseri kisimlar1 derslerimde anlatilmig olup, bazi
kisimlar: birgok defalar anlatilmigtir. Bu anlatig tarzini basih
bir matematik metninde muhafaza etmenin genel olarak tavsiye
edilebilir birgey oldugunu zannetmiyorum, fakatiginde bulundu-
gumuz halde bu uygun, veya hi¢ olmazsa affedilebilir bir geydir.

6. II, Cildin Kesif ve Ogretimden bahseden son boliimit ki-
tabin muhtevasini yazarin bir Snceki eserine daha acik bir ge-
kilde bagladifg: gibi, muhtemel bir devama da igaret etmektedir.

Akla yakin muhakemenin tesirli bir gekilde kullaniligi prob-
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lem ¢bzmekte esasli bir rol oynar. Bu kitap bu r6lit birgok mi-
sillerle aydinlatmaya ¢aligmaktadir; fakat geriye, problem ¢dz-

menin aym sekilde aydinlatilmaya muhtag olan diger taraflar
kalhiyor.

Burada temas edilen bircok noktalar, tizerlerinde daha fazla
cahigilmaya muhtagtir. Akla yakin muhakeme hakkindaki benim
goriiglerim difer yazarlarn goriligleri ile kargilagtiriimali, tarihi
misiller daha esash gekilde elden gecirilmeli, kesif ve ofretim
tizerindeki gorigler teeriibi psikoloji metodlariyla miimkiin olan
yere kadar aragtirilmalidir, () ve s. Hentiz boyle bir gok gi-
revler geri kalmigtir, fakat onlarin bazilari zahmetlerin kargih-
gin1 vermemek nankdrliifiinil gdsterebilir.

Bu kitap bir ders kitab:1 defildir. Fakat onun, zamanla ders
kitaplarinin anlatig tarzlarina ve problem segiglerine tesir edece-
gini timit ediyorum. Daha ziyade ahgik olduffumuz konular fize-

rindeki ders kitaplarinin bu esaslara gre yeniden yazilmasi
pnankdr bir ig olmayabilir.

7. Bask: hususunda gbstermis oldugu dikkat igin Princeton
University Press’e ve bilhassa bir ¢ok noktalardaki anlayigh yar-
dimindan dolay: bu matbaanin direkttri Mr. Herbert S. Bailey,
Jr. a tegekkiirlerimi ifade etmek isterim.

Miisveddenin daktiloya ¢ekilmesi hususunda Mrs. Priscilla
Feigen’e ve provalarin okunugundaki litufkdr yardimindan do-
layi Dr. Julius G. Baron’a da gok tegekkiir borgluyum.

Georce PoLva
Stanford Universitesi

Mags 1953

0] Stanford Universitesinin Pslkolojl Subesl, E. R. Hilgard tara-
findan ybnetilen ve O, N.R. tarafindan desteklenen bir proje gerge-
vesl Iginde bu istikamette hazirhk faaliyetine baglamigtir.



KITABIN KULLANILISI HAKKINDA OKUYUCUYA
TAVSIYELER

Bu kitapta meseld VII. Bsliimiin 2. paragrafi, VII. Bolimiin
iginde paragraf 2 olarak, fakat kitabin diger herhangi bir boli-
milnde paragraf 7.2 olarak zikredilecektir. XIV. Bolimiin 5. pa-
ragrafinin (8) numarah fikras: XIV, Boliimde paragraf 5 (3), fa-
kat diger herhangi bir boliimde paragraf 14.5 (8) olarak zikredi-
lecektir.

Biraz Elemanter Cebir ve Geometri bilgisi metnin birgok
yerlerinin esash bir kismini okumak igin kifidir. K6kld bir Ele-
manter Cebir ve Geometri bilgisi ile biraz Analitik Geometri ve
Diferansiyel ve Integral Hesap bilgisi hemen hemen biitiin metni
ve ornekler ve tamamlayic: bilgilerin ekserisini okumak igin ka-
kifidir. Fakat metin igindeki (az sayida olan) baz1 arzi ihtar-
larda, sorulan baz1 problemlerde ve bir takim tamamlayier bil-
gilerde daha ileri matematik bilgisi farzeiilmektedir. Daha ileri
bilginin farzedildii yerlerde genellikle, bu hususa dair ikazda
bulunulmaktadir.

Kendisine ¢ok elemanter gelen yerleri atlayan ilerlemig bir
okuyucu, kendisine gok karigik gelen yerleri atlayan daha az
ilerlemig bir okuyucuya nazaran daha fazla gey kagirabilir.

Baz: ispatlarin (gok gii¢ olmayan) ayrintilar: ekseriya her-
hangi bir ikaz igareti vermeden aradan ¢ikariimigtir. Bu aynn-
tilar, bdyle bir durumla kargilacafli hususuna gerefince hazirlan-
mig olan, iyi kritik Adetlere sahip bir okuyucu tarafindan ispat-
lar1 bozmaksizin tamamlanabilir,
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(6zimf{l sorulan problemlerden bazilar1 gok kolaydir, fakat
az sayida bir kism da iyice zordur. Bunlarin bazlarma ¢bzlimil
kolaylagtirabilecek yardimlar kigeli parantezler [ | iginde ilave
edilmigtir. Bazan, bdyle bir problemin etrafindaki problemler
¢bzlime yardime: ip uglar: verebilirler. Baz bolitmlerdeki miedl-
lerin dniine konulan, bazan da bu misillerin Birinei veya lkinei

Kisimlarindan nce verilen baglangic yazilarina dzel bir dikkat
atfedilmelidir.

Sorulan problemlerin kitapta verilen ¢Sziimleri bazan cok
kisadir : Bu ¢bzlimler, kendilerinden herhangi birine kitapta bak-
madan evvel ona ait problemi kendi visitalariyla ciddi surette
gbzmefie ugragacak bir okuyucu igin tnsarlan:-mgttr.

Bir problem iizerinde ciddi gayret sarfetmig olan bir oku-
yueu, onu ¢dzmeyi bagaramasa bile istifadeli cikabilir. Meseld,
o takdirde kitaptaki ¢dzlime bakabilir ve kendisine ana fikir ola-
rak goriinen geyi ortaya gikarmaya c¢aligabilir, sonra kitabi bir
kenara koyarak ¢bzlimil tekrar gikarmaya ugragabilir.

Baz1 yerlerinde bu kitap, gekillerde veya bir ¢Bzlimiin g1~
kariligindaki ufak ara adimlarini vermekte cok bol davranmigtir.
Bundan maksat bir gekil veya bir formiiliin meygdana geligini
gozle goriilir hale sokmaktir ; meseld Sek. 16.1—16.5 'e bakiniz.
Fakat bir kitap ne kadar gekil veya formiil ihtiva ederse etsin,
gene azdir. Bir okuyucu, kitaptan bir pasaji «ilk yaklagim halin-
de» veya daha etrafll bir gekilde okumak isteyebilir. Eger daha
etrafli olarak okumak isterse, kalem ka#id: elinden eksik etme-
melidir: Kitapta verilen, veya sadece igaret edilen, herhangi bir
formillii veya gekli yazmaya veya ¢izmeye hazir olmahdir. Boyle
yapmak suretiyle, kendisi gekil veya formiilin meydana geligini
gormek, tirlil ayrintilarin nihai mahsfile nasil katkida bulun-

duklarini anlamak ve sonradan biitlin igi hatirlamak hususla-
rinda daha fazla gansa sahip olur,

—
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Endiiksiyon

Miisahedelerin Matematik Ilimlerin Sirfi Matematik adr veri-
len kisminda bile biiyiik bir ehemmiyeti haiz olduganu ileri siirmek,
kolay kabil edilemigecek bir iddia olarak gériinecektir. Ciinkii
umami kanaat, miigahedelerin daygular iizerine tesir yapan fiziki
esyaya miinhastr olduffu merkezindedir. Halbuki sayilar: yalniz ak-
la nispet etmek zorunda oldugamuzdan, onlarin tabiatint arastirir-
ken miigahedelerin we bir nevi tecriibenin ne ige yaragabilecegini
anlamamiz kolay degildir. Bununla beraber, burada sebepleriyle
birlikte agikligacagim gibi, sayilarin bugiin bilinen &zeliklerinin bii-
yiik bir kisma, hattd dograluklar: kesin ispatlarla teyit edilmelerin-
den gok zaman evvel, miisahede ile kesfedilmiglerdir. Hatta sagyi-
larin pek iyi tamdigimiz, fakat bagiine kadar ispatimt yapamadigr-
miz daha bir gok Gzelikleri de vardiwr ki, ancak miisahede ile ba-
lanmuglardir. Buradan gériigoruz ki, miikemmellikten hala gok
uzak balunan Sagilar Teorisinde miigahedelere en bigik iimitleri-
mizi baglagabiliriz; bu miigahedeler bizi daimi sureffe, sonradan
ispatina ¢aligacagimiz, yeni Gzeliklere sevkedecektir. Sadece miiga-
hedelerle desteklenen ve heniiz ispat edilmemis durumda olan bilgi
nev'ini hakikatten dikkatle ayirt etmek lazimdir ; umamiyetle bu cins
bilgige endiiksigonla elde edilmis bilgi diyoruz. Sadece endiiksiyonun
bizi hatiya sevkettigi haller de gérmiis oldujumuzdan, saplarin mii-
sahede ile kegfetmis oldujumuz ve yalmz endiiksigonla desteklenen
bir Gzeligini hemen dogru olarak kabal etmemege ¢ok dikkat etme-
ligiz. Hakikaten, biyle bir kesfi ancak kesfedilen Gzeligi daha ke-
sin olarak incelemek ve o Gzeligi ispat veya cerhetmek igin bir fur-
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sat olarak kullanmaluyrz; her iki halde de faydal: bir gey Ggrenme-
miz miimkiindiir. — EuLer()),

1. Tecriibe ve kanaat. Teeriibe insan kanaatlarini degig-
tirir. losanlar tecriibeden Ofrenirler veya, daha ziyade, Ogren-
melidirler. Teeriibeden en iyi gekilde istifade etmek insanhiffin

bilyilk vazifelerinden biridir ve bu vazife uvgrunda galigmak ta
ilim adamlarinin esas meggalesidir.

Adina layik olan her ilim adami, verilen bir tecriibeden en
dogrn kanasti ¢gitkartmaya ve verilen bir mesele hakkinda en
doggru kanaat: ortaya koymak igin en uygun teeriibeyli yapmaya
caligir. Ilim adaminin tecrilbe ile ig gorme metoduna umumiyet-

le endiiksiyon adi verilir. Endiiksiyon metodunun bilhassa agik
* misdllerine matematik aragtirmada rastlamak miimkiindiir. Mi-

tealnp paragrafta biyle basit bir misilin miinakagasina baghya-
cafiz.

2. flham verici temas noktalan. Endiiksiyon ekseriya
milgahede ile baglar. Bir tabiat bilgini kuglarn hayatini, bir
kristallografi bilgini de kristallerin gekillerini miigahede edebilir.
Sayilar Teorisi ile aldkadar bir matematikei ise 1, 2, 8, 4, B, ...
tabii sayilarinin Uzeliklerini miigahede eder.

Eger kuglarin hayatin1 enteresan neticeler elde etmek hu-
susunda az ¢ok bir bagar: ihtimali ile milgahede etmek istiyor-
saniz, kuglari biraz tanimig olmaniz, onlara alika duymaniz,
hattd belki onlar1 sevmeniz lazimdir. Bunun gibi, “eger sayilari
miigahede etmek istiyorsaniz, onlara kargi alika duymamz, ve
onlar: biraz tamimamz lazimdir. Meseld, tek ve ¢ift sayilan
ayirdedebilmeli, 1, 4, 9, 16, 25, ... gibi kare sayilarim ve 2, 3,
5, 7, 11, 13, 17, 19, 28, 29, ... gibi asal sayilar1 (1 sayisina
«birim» olarak ayr1 bir yer vermek ve onu asal saymamak daha

(') Euler, Opera Omnia, ser. 1, vol. 2, p. 459, Specimen de usu
observationum Im mathesl pura.
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dogru olur) bilmelisiniz. Bu derece miitevazi bir bilgi bile, size
enteresan bir gey miigahede etmek imkdnim verebilir.

Meseld bir tesadiif neticesinde
3+7=10, 34+ 17=20, 184+ 17=230

miinasebetlerine rastliyor ve bunlarin arasinda bir benzerlik go-
rilyorsunuz. 8, 7, 13 ve 17 sayilarinin hep tek asal sayilar ol-
duklar1 goziintize carpiyor. lIki tek asal sayinin toplami ister
istemez bir ¢ift sayidir; nitekim 10, 20 ve 80 gifttir. Acaba di-
ger qift sayilarda durum nasildir ? Oalar da aym gekilde hareket
ediyorlar m1? lki tek asal sayimin toplam: olarak gbsterilebilen
ilkk gift say1, tabiatiyle

6=8+438 tiir.

6 nin dtesine baktifimiz zaman

8=38+5
10=8+7=5+6
12=5+7

=811 =747
16=3418=5-+11 dir.

Acaba bu ig daima bdyle devam edip gidecek midir ? Hig ol-
mazsa, yukarda miigahede edilen dzel haller gu umumi ifadeyi
ilham etmektedirler: 4 ten biiyiik her gift say, iki tek asal say:-
nmin toplamidr.

lki tek asal sayinin toplam: olarak gdsterilemiyen 2 ve 4
istienai halleri {izerinde de diiglindiigiimiiz takdirde agagiki daha
Alimane ifadeyi tercih edebiliriz: Ne asal olan, ne de bir asal sa-
Yintn karesi olan her cift sayi iki tek asal sayimn toplamudir.

Boylelikle bir faraziye formiile etmig olduk. Bu faraziyeyi
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endiiksigonla bulmug olduk. Yani bu faraziye, bam Ozel hallerin
bizi sevkettigl bir miigahede tarafindan telkin edildi.

Bu 8zel hallerin verdigi igaretler oldukea hafiftir; faraziye-
mize inanmak icin ancak pek zayif delillere sabibiz. Bununla
birlikte, bu faraziyeyi iki yliz seneden biraz daha uzun bir miid-
det tnee kesfetmig bulunan matematik¢inin, yani GoLpBacH’In
da cok daha saglam delillere sahip olmadifim1 diigiinerek kendi-
mizi teselli edebiliriz.

Goldbach’in faraziyesi dogru mudur? Buna bugtn hig kimse
cevap veremez. Bazi bllyllk matematikgiler tarafindan fizerinde
sarfedilen bliylik gayrete ragmen, bugila igin Goldbach farazi-
yesi, Euler'in giinlerinde oldufu gibi, «sayilarin iyi tamdifimiz,
fakat henilz ispat edemedigimize birgok dzeliklerinden biridir. Bu

faraziyeyi henfiz ispat edemedigimiz gibi, onu cerh te edememek-
teyiz.

Simdi geriye bakarak, 6nceki muhakemede endiitksiyon me-
todu igin tipik olabilecek adimlar: farketmeye ¢aligalim :

Evveld bir benzerlik miigahede etmigtik. Yani 3, 7, 13 ve
17 nin asal sayilar, 10, 20 ve 30 un ¢ift sayilar olduklarimi ve

834+7=10,8+4+17=20, 184 17=230 egitliklerinin de birbirine
benzer olduffunu gdrmiigtitk.

Bundan sonra bir genellestirme adim1 geliyordu. 8, 7, 13 ve

17 misdllerinden biitiin tek asal sayilara, 10, 20 ve 80 dan biitin
gift sayilara ve ondan sonra da, umumi olmast muhtemel olan

cift say1=asal say1 -+ asal say:
geklinde bir milnasebete gegmigtik.

Bu suretle, agik bir gekilde formiile edilmig, fakat sadece
bir faraziye, bir tahminden ibaret olan umumi bir ifadeye var-
mighik. Yani bu ifade higbir surette ispat edilmig olmayip, dog-

ruluk iddiasinda bulunamaz; o sadece, hakikate varmak i¢in bir
tegebblisten ibarettir,
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Bununla beraber, bu faraziye tecrilbeyle, «vikialar» ve
realite ile bir takim ilham verici temas nokialarint haizdir. Bu fa-
raziye, 10, 20, 30 ¢ift sayilar: 5zel hallerinde doffru oldugu gibi,
6, 8, 12, 14, 16 cift sayilan igin de dogrudur.

Isaret ettigimiz bu hosuslarla endilksiyon metodunun bir
ilk safhasin1 kabaca dzetlemig olduk.

3. Destekleyici temas noktalann. Bilyilk bir otorite tara-
findan bile ortaya atilmig olsa, hattd kendiniz tarafindan bile
ortaya atilmig olsa, ispat edilmemis bir faraziyeye pek fazla
inanmamalisiniz. O faraziyeyi ispat veya cerhetmeye galigmali;
onu mihenk tasina varmalisiniz.,

Goldbach faraziyesini yeni bir gift sayiy:1 gizden gegirerek
onun iki tek asal say: toplam: olup olmadifina bakmak suretiyle
mihenk tagina vurabiliriz, Meseld 60 sayisin1 gdzden gegirelim.
Bunun igin, Euler’in kendi ifadesiyle «bir pevi tecriibe» yapalim.
60 sayisi gifttir. Fakat acaba iki asal saymin toplami midir ?
Mesela

60 = 3 - asal say1
egitligi dogru mudur ? Hayir; ¢iinkil 57 asal degildir. Oyleyse

60 =105 + asal say1
olabilir mi ? Cevap gene <hayir» dir. Ciinkil 55 asal degildir.
Eger ig hep bu gekilde devam ederse, faraziye suya diiger. Fa-
kat bundan sonraki deneme
60=7-+53
verir ki, 53 asaldir. Bu suretle, faraziye bir 8zel halde daha ger-
ceklegmig olur., .

Aksi netice Goldbach fnrnzlyesiﬁin fikibetini kesin olarak
tdyin ederdi. Eger, 60 gibi verilmig bir ¢ift saymmin altindaki
biittin asal sayilar: deneyip te, o sayiy: iki asal sayinmn toplam:

L
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olarak gosteren hicbir ayriliga rastlamadifiniz takdirde, farazi-
yeyi kesin olarak cerhetmig olursunnz. Fakat faraziyeyi 60 sa-
yie1 igin gergekledifiniz takdirde, bdyle bir kesin neticeye vara-
mazsimiz. Tek bir gergekleme ile teoremi elbette ispat etmig ola-
mazsimz. Bununla birlikte, bbyle bir gerceklenigi faraziye le-
hinde, onu daha fazla inanilabilir hale getiren, miisait bir igaret
olarak teldkki etmek tabiidir. Maamafih, bu milsait igarete ne
kadar bir afirlik verecefliniz sizin gahsi takdirinize kalmigtir.

Bir an i¢in 60 sayisina ddnelim. 3,5 ve 7 asal sayilarini de-
nedikten sonra, 80 un altindaki geri kalan asal sayilar1 deneye-
biliriz. (Agikir olarak, 60/2 ye egit olan 80 dau daha Obteye geg-
meye llzum yoktur, ¢linkil toplami 60’a egit olmas: Jdzim gelen
iki asal sayidan biri 80 dan kiiclik olmahdir.) Bdylece 60 1n iki
asal say1 toplami geklindeki biitlin ayrihiglarini elde ederiz:

60=7+583=18-+41=17+483=19+141=23 +87=20+ 81

Bu ige sistematik surette devam ederek, 60 ¢ift sayisinda
yapmig oldugumuz gibi, ¢ift sayilar: birbiri ard: sira gbzden ge-
girebiliriz. Neticeleri de giiyle bir cedvel halinde siraliyabiliriz :

6=38+438

8=8+456
0=8+4+7=5+5
12=5+47

U=34+11=7+47
16=8-418 =5+ 11
18=5+17=7+11
20=3+4+17=7+13
2=3+4+19=5+17T=114+11
24=5+19=7T4+17=11418
26=38+28=7-+19=13+418
28=5+28=11+17
W=7+28=11+19=13+17
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Yukariki faraziye, burada gozden gegirmig olduumuz biltin
Ozel hallerde gergeklegmigtir. Faraziyenin gerceklegtigi her oOzel
hal faraziyeyi kuvvetlendirir, onu daha fazla inamlabilir kilar.
Tabiatiyla, ne kadar ¢ok sayida olursa olsun, bu tiirli gergek-
lemeler faraziyeyi ispata higbir zaman yetmez.

Bir faraziye verildigi zaman, onun hakkinda toplayacagi-
miz milgahedeleri tetkik etmemiz, onlari birbiriyle mukayese ve
terkip etmemiz, onlarin arkasinda saklanmig olabilen bir ip ueu
aramamiz ldzimdir. Yukariki faraziye halinde, verilen cedvelden
esasl bir ip veu kegletmek g¢ok zordur. Gene de cedveli muayene
ederek, faraziyenin manfisini daha agik olarak anlamaklifimiz
miimkiindiir. Bu cedvel, iginde bulunan ¢ift sayilarin iki asal
sayinin toplam: olarak kag¢ tiirld gosterilebildifini (meseld 6 bir
tlrlt, 80 fi¢ tdrldl) bize anlatir. Cedvele bakilirsa, 2n cift sayi-
simn bu tiirlii gdsteriliglerinin sayisi n ile beraber «gayri munta-
zam bir gekilde artiyor» grlinmektedir. Goldbach faraziyesi, igte
bu gisterilig sayisinin, cedveli ne kadar ileriye nzatirsak uzata-
lim, higbir zaman 0’a diigmeyecegi imidini ifade eder.

Tetkik etmig oldufumuz dzel halleri iki gruba ayirabiliriz:
faraziyenin formiile edilmesinden dncekiler ve faraziyenin for-
mille ediliginden sonrakiler. Onceki 8zel haller bize faraziyeyi
ilham etmigler, sonrakiler ise onun desteklemiglerdir. Her iki cins
bzel hal, faraziye ile «vidkialar» arasinda bir nevi temas yara-
tirlar. Yukariki cedvelde «ilham edici» ve «destekleyici» temas
noktalar: arasinda bir fark gozetilmemigtir,

Simdi geriye, yukariki mubakemeye bakalim ve onda en-
diktif metodun bariz gizgilerini tamimaya ¢abigalim.

Yukarida bir faraziye tasarlamig ve ondan sonra bu fara-
ziyenin dogru olup olmadifini bulmaya caligmigtik, Faraziyemiz,
kendisinin gergeklegtigi bazi tzel hallerin ilham ettigi bir umumi
ifade idi. Daha sonra difer bir takim Ozel halleri daha tetkik
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etmigtik. Tetkik ettigimiz biitlin dzel hallerde faraziyemiz dofru
gikinea, ona itimadimz artmigti.

Bence burada yapmig olduklarimiz, makil insanlarin umu-
miyetle yaptiklar: geylerden ibaretiir. Boyle yapmakla, gu preno-
gibi kabiil etmig goritniiyoruz: Faraziye halindeki bir umumi ifa-
de gerceklestifi her yeni Gzel hal ile daha fazla inamilabilir olur.

Endiiksiyon metodunun dayandifi prensip bu mudur ?

4. Endiiktif davramg. Ozel hayatimizda ekseriya illliz-
yonlara sarilinz. Yani, hissi muvazenemizi alt fist etmekten
korktugumuz igin, tecritbenin kolayhikla cerhedebilecegi bir takim
inang¢larimizi incelemeye cesaret edemeyiz. Bazi hallerde illliz-
yonlara sarilip kalmak pek gayr1 makil olmayabilir, fakat ilim-
de, endiiktif davranis denilen bundan gok farkl bir davraniga ih-
tiyacimiz vardir. Bu davramgin hedefi, inan¢larimizi mitmkiin
oldufu kadar tesirli bir gekilde tecribelerimize uydurmaktir. Bu
davranig vikialara muayyen bir tercih verilmesini ister, miiga-
hedelerden genellestirmelere hazirea yiikselebilmeye ve en yiik-
sek derecede genellegtirmelerden en milgahhas milgahedelere ine-
bilmeye hazir oluga ihtiyag gdsterir. Bn davramis, bin farkh
nfiansta <olabilir» ve «belki» diyebilmeye ihtiyag gosterir. Bu
davranmigin ihtiyag gosterdigi diger birgok geyler arasinda bilhas-
sa su f{iglinfl belirtelim :

Evveld, herhangi bir kanasatimiz1 gozden gegirmeye hazir
olmaliyiz.

Ikinei olarak, mficbir bir sebep bulundugu takdirde herhan-
gi bir kanaatimiz1 degigtirmeliyiz.

Uglineil olarak, hig¢ bir kanaatimiz1 Snemli i)ir sebep olma-
dan hafiflikle degigtirmemeliyiz.

Bu noktalar pek basit giriinfir. Fakat, bunlarin dedikle-

rini tamamen tutmak alelidenin {istinde olan vasiflara ihtiyag
gosterir.
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Birinei noktamin tutulmas: «fikri cesaret» e ihtiyac giste-
rir. Kanaatlerinizi yeniden ele almaniz i¢in cesarete ihtiyacimiz
vardir. Galileo’nun, ¢agdaglarinin pesin hitkiimlerine ve Aristo’nun
otoritesine meydan okuyusu biiyilk bir fikri cesaret drnegidir.

Ikinei nokta «fikri namuskarhga» ihtiyag gosterir. Tecriibe ta-
rafindan cerhedilmesine ragmen, sif benim tarafimdan ortaya

atddigr icin, kendi faraziyeme yapigip kalmaklhifim namuslu bir
is olmaz,

Uglineti nokta «akill ihtiyatkirhga» ihtiya¢ gosterir. Bir ka-
naati ciddi bir gekilde tetkik etmeden, meseld sirf modaya uy-
mak {izere, degigtirmek akilsizhik olur. Bununla beraber, biitiin
kanaatlerimizi ciddi suretle tetkike ne zamanimiz m‘isaittir, ne
de bu kuvveti kendimizde bulabiliriz. Su halde, giinliik ¢aligma-
miz1, sorularimizi ve aktif gliphelerimizi tadilini makdl olarak
limit edebilecegimiz bir takim kanaatlara hasretmemiz akillica
bir ig olur. «Her geye inanmayiniz, fakat sadece giiphelenmeye
deger geylerden siipheleniniz».

Fikri cesaret, fikri namuskarlik ve akilli ihtiyatkachk ilim
adaminin manevi vasiflanidir.

I. BOLUME DAIR ORNEKLER VE TAMAMLAYICI BILGILER

1. Agaffiki dizinin miteakip terimlerinin hangi kaideye
gbre bulundufunu tahmin ediniz:

11, 81, 41, 61, 71, 101, 131, ...

2. Su cedveli nazar itibara alalim:

1 =0+1
24-3-+44 i (o
5+64+74+8+9 = 8427

10 411412+ 134 14 + 15+ 16 =27 + 64
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Bu misallerin ilham ettigi umumi kanunu tahmin ederek

uygun bir matematik notasyonla ifade ediniz ve sonra ispat
ediniz.

3. Asafiki miiteakip toplamlarin degerlerini gbzden gegi-
riniz :

1, 148, 14+8+5,1+8+5+7, ...

Burada basit bir kaide mevcut mudur ?

4. Agafki miiteakip toplamlarin deferlerini gdzden gegi-
riniz:

1,148, 1+8+27, 1+8+427464, ...

Burada basit bir kaide meveut mudur ?

5. Bir figgenin fi¢ kenar: sirasiyla I, m ve n uzunlufunda-
dir. Burada I, m. n pozitif tam sayilar olup, | £ m <n dir. Ve-

rilen bir n 'ye karsihik, bu gekilde tarif edilen kag tane fggen

vardir? [n=1, 2, 8, 4, 5, ... aliniz.] Uggen sayisinin » ye na-

il bagh oldufunu gtsteren umumi bir kanun bulunuz.

6. 5, 15, 25, ... (yani sonu 5 ile biten sayilar) dizisinin ilk
fig terimi 5 ile b3ltinebilmektedir. Acaba sonraki terimler de 5
ile bsliinebiliyor mu ?

8, 13, 23, ... (sonu 3 ile biten sayilar) dizisinin ilk g

terimi asal sayilardir. Acaba sonraki terimler de asal sayilar
midir ?

7. Formel hesaplama ile

(A+1le+21"+816° 441 x* +51 16! A% aae)t

=1l—ax— 2" Bt — 1B V71 25 — 461 2° ...
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buluruz. Bu bize sagdaki kuvvet serisinin katsayilar1 haklkinda
iki faraziye ilham eder: (1) Bu katsayilar (ikinciden itibaren)
hep negatiftir; (2) Bu katsayilar (dérdilnctiden itibaren) hep
asaldir. Bu iki faraziye aym derecede itimada gayan midir?

8.
B x? =5 Ax?
vaz'edelim,

TR R DR i ey e AR el
igin As=% 1 ¥ g e A 880 218 600 6240

buluruz. Buna dair bir faraziye ileri siiriiniiz.

9. Bilyiik Fransiz matematikgisi Fermat, genel terimi
2"" 4+ 1 olan

5, 17, 257, 65587, ...

dizisini nazar1 itibara almigti. Fermat, bu dizisinin n=1,2,8,4
e tekabiil eden (yukarda verilmis) ilk dért teriminin asal oldu-
gunu miigahede etmig ve geri kalan terimlerin de asal olduklar:
faraziyesini ileri siirmiigtii. Bunu ispat etmedigi halde, faraziye-
sine o kadar emniyet etmigti ki, Wallis ve diger Ingiliz mate-
matikgilerini onn ispata davet etmigti. Buna ragmen Euler, he-
men sonraki terim olan ve n=75 e tekabill eden 2°* 1 sayisi-
nmin asal olmadifin1 ve bu saymin 641 ile bbliinebilecefini bul-
mugtur('). Eunler’in bu bliimiin bagina koymus oldufumuz pasa-
jina bakimz. «Sadece endiiksiyonun bizi hatdya sevkettigi haller
de gdrmiigtiik.»

(') Euler, Opera Omnia, ser. 1, p. 1—6. Hardy and Wright, The
Theory of Numbers p. 1416
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10. Goldbach faraziyesini 2n =60 ig¢in gergeklerken n=30
un altindaki p asal sayilarini sirayla denemigtik. Bunun yerine,
n=230 ile 2n = 60 arasindaki biitin p’ asal sayilarim1 da deneye-
bilirdik. Biiylik n ler i¢gin hangi usill daha avantajli olacaktir ?

11. «Endiiksiyon», <lecriibe» ve «miigahede» kelimelerinin
mandsina bir ldgat kitabinda baktifiniz zaman, digerleri arasin-
da, agaffiki gibi ciimlelere rastlarsimiz :

«Endiiksiyon, Ozel hallerden genel bir kanun gkartmak,

veya genel bir ifadeyi ispat etmek igin ortaya vikialar atmak-
tir=,

«Tecriibe, faraziyelerin dofiru olup olmadifin1 muayene et-
mek igin kullanilan bir usdldiir»,

«Miigahede, tabiatta vukubulan hadiselerin sebep ve netice

veya kargihkli miinasebet bakimindan dikkatle gbzlenmesi Ve
kaydedilmesidirs.

Bu tarifler 2. ve 3. parsgraflarda miinakaga edilmig olan
miséilimize uygulanabilir mi?

12. Evet ve Hagir. Matematikei de tabiat bilgini gibi, fa-
raziye halindeki bir genel kanunun herhangi bir neticesinin dog-

ru olup olmadiffin1 yeni bir milgahede ile denemek igin Tabiata
bir sual teveih eder: E

«Bu kanunun dogru olup olmadifindan siipheleniyorum.
Acaba o doffru mudur?» Eger o denemede netice agikea cerhedi-
lirse, kanunun dofira olmasina imkén yoktur. Eger netice agikea
gergeklenirse, bu, kanunun belki dogru olabilecegine bir igarettir.
Tabiat, evet veya hayir diye cevap verebilir, fakat bunlardan

birini fisildayarak. diferini gilirleyerek sdylemektedir. Tabiatin
eveti mubtemel, fakat hayiri kesindir.
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13. Tecriibe ve devrams. Tecrilbe insan davramigim tadil
eder. Ve tecriibe insan inaniglarini da tédil eder. Bu iki gey bir-
birinden milstakil degildir. Davramig ekseriya inamglardan do-
gar, inamglar da miistakbel davraniglardir. Fakat bir gahsin dav-
ranigin1 gorebilmeniz miimkiin oldugu halde, onun inamglarim
gbremezsiniz. Davranig, inamgtan daba kolayhkla miigahede edi-
lir, «Bir defa yanmig bir gocufun ategten korktuffunu» herkes
bilir. Bu, tam bizim biraz evvel sdylemig oldugumuz geyi
ifade eder: Tecriibe insan davranigini tadil eder.

Evet, tecriibe hayvanlarin davramslarini da tadil eder.

Bulundugum yerin civarinda hig tahrik edilmeden gelip ge-
genlere havlayan ve onlarin {izerlerine atilan arsiz bir kopek
vardir, Fakat ben kendimi ondan kolayca korumanin yolunu bul-
dum. Eger yere eftilir ve bir tag alir gibi yaparsam, ktpek hay-
kirarak uzaklagiyor. Biitin kipekler bu gekilde davranmazlarsa
da, bu kipege o davranigi ne tiirlid bir tecriibenin verdigini tah-
min etmek zor degildir.

Hayvanat bahgesindeki ay: -‘yiyecak dilenir». Yani etrafta
kendisine bakan birisi varsa, giiliing bir vaziyet takinarak ekse-
riya kendisine bakan kimsenin kafese bir par¢ga geker atmasim
temin eder. Cok muhtemeldir ki, serbest ayilar higcbhir zaman
bdyle giiliing tavirlar takinmazlar ve hayvanat bahgesindeki ayi-
y! dilenmeye sevkeden teerfibenin nasil birgey oldufiu kolayca
tasavvur edilebilir.

Endiiksiyon hakkinda yapilacak tam bir aragtirmanin belki
hayvan davranigini da ihtiva etmesi lazim gelir.

] 14. Mantikgt, matematikgi, fizikgi wve mithendis. Mantikq
«$u matematikgiye bak !» dedi, «ilkk doksan dokuz sayimin yfiz-
den kiigiik oldufuna dikkat ediyor ve buradan endiiksiyon de-
digi yolla biitiin sayilarin yiizden kiigik oldufu neticesini ¢ika-
riyor,»

L
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Matematikei «Bir fizikei 60 10 biitiin sayilarla boliinebildi-
gini zanneder. Evveld 60 m 1, 2, 8, 4, 5 ve 6 ile boliinebildigini
miisahede eder. Sonra, kendi dedifiine gore geligi giizel secilmis,
10, 20, 30 gibi birkag hali daha tetkik eder. 60 biitiin bu sayl-
larla boliinebildiginden, bu tecriibi delilleri kifi sayar» dedi.

Fizikgi «Evet, ama bir de miihendislere bakimns dedi. «Bir
milhendis biitiin tek sayilarin asal oldugundan gliphelenmig. Her
halitkirda 1 asal sayilabilir, diye muhakemeye baglamig. Son-
ra 8, b ve 7 gelir ki, bunlarin da hepsi sliphesiz asaldir de-
mig. Bunlardan sonra bigimsiz bir hal olan ve hig te asal olaca-
#ta benzemeyen 9 gelir. Bununla beraber 11 ve 13 tabiatiyla asal-

dir. $imdi 9 a donerek, onun bir tecriibe hatas: olmasi lizimgel-
digi neticesini gikaririm, demig».

Endilksiyonun bizi yanhg neticeye sevkedebilecegi pek agi-
kdrdir. Bununla beraber, endiiksiyonun bazan dogru netice ver-
mesi, ¢oklufu bu derece ezici giriinen hatd ihtimalleri kar-
gisinda gayam dikkattir. lge endiiksiyonun yanhg netice ver-
diggi agikdr hallerin tetkiki ile mi, yoksa dofiru netice verdifi ga-
yan: dikkat hallerin tetkiki ile mi baghiyalim ? Kiymetli taglarm
tetkikinin adi ¢akil taglariminkinden daha gekici oldugu kolayca
teslim edilebilir. Bundan bagka, mineraloglar1 Kristallografi deni-

len harikilade ilme sevkeden gey de cakil taglarindan ¢ok daha
ziyade, kiymetli taglarin tetkiki olmugtur.
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Herseyden ¢ok, benim en giivenilebilir rehberlerim olan Ben-
zerliklere diigkiiniim. Onlar tabiatin biitiin sirlarint bilirler ve Geo-
metride en az ihmal edilmelidirler.—KEPLER

1. Genellestirme, Gzelleqtirme, Benzetme wve Endiiksi-
yon. Bundan 8nce oldukga tafsilatli bir gekilde miinakaga etmig
oldugumuz endiiktif muhakeme misiline tekrar bakalim, Orada

34+7T=10, B8-+17=20, d43-+17—380

gibi fi¢ miinasebetin benzerlifini miigahede etmekle ige baglamig
ve 3, 7, 13 ve 17 den biitiin asal ;iayllara ve 10, 20, 30 dan bii-
tiin ¢ift sayilara ylikselme suretiyle genellestirmis ve sonra 6, 8
veya 60 gibi tzel ¢ift sayilar1 muayene etmek iizere tekrar asafi
inerek &zellestirme yapmigtik.

Bu ilk misil son derece basit olmakla beraber endiiktif mu-
hakemede genellegtirme, tzellegtirme ve benzetmenin roliinil ga-
yet dogru bir gekilde gtstermektedir. Buna ragmen, gene de da-
ha zayif ve daha renkli ornekleri de gbzden gegirmeli ve bu ig-
ten evvel de genellegtirme, Gzellegtirme ve benzetme adlarini ta-
giyan biiylik kegif kaynaklarini kendi baglarina miinakaga etme-
liyiz,

2. Genellestirme, verilen bir climlenin elemanlarini nazar
itibara aligtan o ciimleyi ihtiva eden daha bilylik bir ciimlenin
elemanlarini ele almaya gegigtir. Meseld, iiggenleri nazar itibara
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aligtan, kenar sayisi keyfl olan gokgenleri nazara itibara aliga
gecerken bir genellegtirme yapmig oluruz. Aym gekilde bir dar
aginin trigonometrik fonksiyonlarimi tetkikten keyfi bir agiuoin

trigonometrik fonksiyonlarim tetkike gecerken de bir genelleg-
tirme yapmig oluruz.

Bu son iki misilde yapilan gencllegtirmelerin iki farkh esa-
ca gdre yapildit okuyucu tarafindan goritlebilir. Birinei misalde
figgenlerden n-kenarli gokgenlere gegerken bir sabit yerine bir
degigken getiriyoruz, yani sabit 3 tabii sayms1 yerine (sadece
n >3 tahdidine bagh) keyfi bir n tabii sayis: getiriyoruz. lkinci

misdlde ise, dar agilardan keyfi 2 agilarina gecerken bir tahdidi,
yani 0° < 2 < 90° tahdidini, ortadan kaldiriyoruz.

Genellegtirmeyi ekseriya tek bir geyden onu ihtiva eden
biitiin bir sinifa gegmek suretiyle yapanz.

3. Ozelleqﬁme, verilen bir ciimlenin elemanlarimi ele alig-
tan, o climlenin iginde bulunan daha kiiciik bir climlenin ele-
manlarni nazan itibara almaya gecigtir. Meseld gokgenleri na-
zar1 itibara aligtan diizglin gokgenleri ele almaya gegersek bir
zellegtirme yapmig oluruz, ve keyfi a kenarh diizgiin okgenler-

den de egkenar figgene gegersek Ozellegtirmeyi daha ileri gotiir-
miig oluruz.

Birbirini takip eden bu iki gecig farkli iki esasa gire ya-
pilmigtir.  Cokgenlerden diizgiin ¢okgenlere gegigin tegkil ettigi
birincisinde bir tahdit ithal etmig olduk, yani ¢okgenlerin biitiin
kenar ve aqilarinin esit olmas: gartini kogtuk. lkinei gegigte ise

bir defligken yerine sabit bir gey, yani n tabii says1 yerine 3
koyduk.

Cok defalar dzellegtirmeyi biitiin bir siniftan o simfin  tek

bir elemanina gegmek suretiyle yapariz. Meseld asal sayilar hak-
kinda herhangi bir iddiayr kontrol etmek istersek, meseld 17 gibi

)
‘ﬁd‘J- ) ——— T -
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bir asal say1 alir ve genel iddianin bu 17 asal saymst igin dogru
olup olmadifina bakariz.

4. Benzetme. Genellegtirme ve dzellegtirme kavramlarinda
mfiiphem veya siipheli hicbir gey yoktur. Halbuki benzefmenin

milnakagasina baglayineca daha az saglam bir zemine adim atmig
oluyoruz.

Matematikte kullanilan benzetme metodu Adi benzetmeden
pek farkl degildir. Diyebiliriz ki1, matematikteki benzetme, daha
belirli olup, daha ziyade kavramlar seviyesindedir. Maksadimiz1
biraz daha dogru olarak goyle de ifade edebiliriz: Matematikteki
benzerlik ile diger benzerlik arasindaki esas fark, kanaatima
gbre, dilgiinen gahsin niyetlerindedir. Benzer geyler birbirleriyle
bir vegchede uyugurlar. Effer bunlarda ortak olan vegheyi belirli
kavramlara irca etmek istiyorsaniz, bunlara benzer geyler gi-
zliyle bakarsiniz. Efer bu hususta berrak kavramlara varmaya
muvaffak olmugsaniz, benzerliffi izah etmig olursunuz. -

Sairlerin geng bir kadim bir ¢igekle mukayese ederken bir
benzerlik hissettiklerini fimit ederim, fakat onlar genellikle bi-
zim yukarda anlattifimiz manada bir benzerlifi gbz niline ge-
tirmezler. Hakikaten, onlar hissi seviyeyi birakarak, bu mukaye-
seyi dlgiilebilir veya kavram olarak tarif edilebilir bir gekle sok-
mak niyetinde de pek defildirler.

Bir Tabiat Tarihi miizesinde tiirlii memeli hayvan iskeletle-
rine bakinca onlarin hepsini de korkun¢ bulabilirsiniz. Eger onlar
arasinda bulabildifiniz biitiin bepzerlik bundan ibaretse, yukarki
milnada pek fazla bir benzerlik gtrmiig sayilamazsiniz. Halbuki
bir insanin eli, bir kedinin pengesi, bir atin 8n ayagi, bir balina-
nin yiizgeci ve bir yarasamin kanadini gdz Sniine alirsamiz, bn
kadar farkli gekilde kullanilan bu organlar arasinda, birbirleriyle
benzer miinasebeti haiz benzer par¢alardan miirekkep olugtan iba-

ret harikuldde ilham verici bir benzerlifin farkina varabilmeniz
milmkiindir.
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Son misé! izah edilmig benzerligin en tipik bir Oroefidir:
Efter iki sistemden birinin pargalar: arasinda agikea tarif efilmis
miinasebetler, digerinin onlara tekabiil eden parcalar: arasiniaki-
lerle intibak ediyorsa, bu iki sistem benzer sistemlerdir.

Meseld, dizlemdeki Giggen uzaydaki dortylizliniin benzeri
(miitekabili) dir. Diziemde iki dofru sonln bir gekil sniriaya-
maz, fakat 8¢ dofiru bir fliggen siniriayabilir. Uzayda 3 dizlem
sonlu bir gekil simirlayamaz, fakat 4 tanesi bir dortyiizlii gevre-
leyebilir. Gerek {iggenin, gerek dortyiizlliniin en az sayida kenar
elemani tarafindan semmirlanmalari bakimindan, figgenin dizleme

nispeli dortyfizlinfin vzaya nispelinin aymdir. lste bu iki gekil
arasindaki benzerlik buradan geliyor,

A 7B

$ek. 2.1. Diizlem ve Uzayda Benzer Miinasebetler

Benzerlik kelimesinin Eski Yunancadaki kargibfi olan <ana-
logia» kelimesinin manalanindan birisi de «oranti» dir. Hakika-

ten, 6 ve 9 sayilarmin tegkil ettiyi sistem, kargiikh sayilarn
oranlarimin intibak etmesi bakimindan 10 ve 15 sayilarmn tes-
kil ettigi sisteme «<benzer» dir:

6:9=10:15

Orants, yahut karphikh kisimlarn oranlarinim intibakn,
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geometrideki benzer gekillerde miigahhas olarak gorebilecegimiz
gibi, bize ¢ok iyi fikir veren bir benzerlik halidir.

Bir misal daha: Bir iiggenle bir piramide de benzer gekiller
gozii ile bakabiliriz. Bir tarafta bir dogru parcasi, Ote tarafta
bir gokgen alalim. Dogru parcasinin biitiin noktalarini kendisinin
diginda bulunan bir nokta ile birlegtirirsek, bir iggen elde ede-
riz. Cokgenin biitiin noktalarin: kendi diizlemi diginda bulunan
bir nokta ile birlegtirirsek, bir piramit elde ederiz. Ayni ge-
kilde bir paralelkenarla bir prizmaya da benzer gekiller gbziiyle
bakabiliriz. Hakikaten bir dogru parcasi veya bir g¢okgeni kendi
doffru veya dilzlemini kesen bir dogrultuda kendisine para-
lel kalmak iizere hareket ettirirsek, birincisi bir paralelkenar,
ikineisi de bir prizma cizer. Diizlem ve uzay sekiller arasinda
bunlara tekabiil eden miinasebetleri bir nevi orant: geklinde gbs-
termek hevesine kapilabiliriz. Eger bir an i¢in bu hevese muka-
vemet edemezsek, Sek. 2.1. i elde ederiz. Bu gekil (: ve= gibi)
bazi sembollerin aligtlmig manalarinda deglalkhk yapmaktadir,
tipki <analogia» kelimesinin lengiiistik tarihi boyunca «oranti»
dan «benzerlige» dogru mana degistirmesi gibi.

Yukariki misal bagka bir bakimdan da Ogreticidir. Benzer-
lik, bilhassa yeter derecede izah edilmemig benzerlik, tek manal
Olmayabilir. Mesela, diizlem ve uzay geometriyi mukayese eder-
ken, evvela diizlemdeki {iggenin uzaydaki dortyiizlilye, soora da
bir piramide benzer oldugunu bulmugtuk. Bu benzerliklerin her
ikisi de malkil olup, her ikisinin de kendi yerinde degeri vardir.
Diizlem ve uzay geometriler arasinda bir tek imtiyazli benzerlik
Mmeveut olmayip, bircok benzerlikler meveuttur. :

Sek. 2.2, bir figgenden hnreket ederek genellegtirme yoluyla
nasil bir ¢okgene yiikselebilecegimizi, bzellegtirme yoluyla nasil
bir egkenar ficgene inebilecegimizi, yahut benzerlik yoluyla na-

il bir takim uzay gekillerine gegebilecegimizi ortaya dokmek-
tedir.
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Miiphem benzerlikler de ihmal edilmemelidir. Bununla be-
raber, onlar itibarh hale getirmek icin izah etmeye ¢aligmalidir.

dabha. genel

benzer

benzer

ks
..._Ll}_.

daha szel

Sek. 2.2. Genellegtirme, Ozellegtirme, Benzerlik

5. Genellestirme, Ozellestirme ve Benzetme ekseriya ma-
tematik problemlerinin cdzilligline yardim ederler (). Bir misal
olarak elemanter geometrinin en iyi bilinen teoremi olan Pitagor
teoremini alalim. Bu teoremin asaiida milnakaga edeceffimiz ispata
yeni olmayip, bizzat Oklid tarafindan verilmistir (Oklid VI, 381).

(1) Bu paragral yazanin Americen Mathematical Monthly. Vol. 55

(1948), S. 241243 te megredilen blr notunun ufak baz defigiklerie tek-
rarindan ibareltir.
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(1) liki (@) hipoteniiz olmak {izere, kenarlar: a, b, ¢ ile ve-
rilen bir dik figgeni nazar: itibara alalim. Burada

(4) a=b"+¢

oldugunu gostermek istiyoruz. Bu hedef, dik {iggenimizin ii¢ ke-
nar: fizerine birer kare gizmeyi aklhimiza getirir ve bu suretle
Sek. 2.3 iin pek te yabancisi olmadigimiz I. Kismini elde ederiz
(Okuyucu bu geklin muhtelif kisimlarin1 peyderpey ortaya g¢ik-
tikea ¢izmelidir ki, onu olug halinde gdrebilsin).

benzerlik I
p : A

Sek. 2.3

(2) En miitevazi bir kesifte bulunabilmek igin bile bir geye
dikkat etmek, bir miinasebetin farkina varmak ldzimdir. Agaf-
daki ispati, gekilde evvelden tamdigimiz Kisim I ile ondan pek te
az tanimadigimiz Kisim 11 arasindaki benzerligi miigahede etmek
suretiyle kegfedebiliriz. Bu benzerlik, I deki dik figgenin aynisi-
nin II de kendi hipoteniiziine dik olan yiiksekligi vasitayla iki
Pargaya ayrilmig olmasidir,
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(8) Okuyuea [ ile II arasindaki benzerligi kavramakia belki
gliglilk gekiyordur. Bununla beraber, bu benzerlik I ve Il nin
111 te ifade edilmig olan bir ortak genellestirilmesi ile agifa vu-
rulabilir. 11l te de aynm dik ficgen bulunmakta ve bu fg¢genin
her {i¢ kenar: fizerine sadece geometrik olarak birbirine benzer

olma gartina bajgli, fakat bagka bakimdan keyfi cokgenler ¢izil-
mig bulonmaktadir.

(4) 1 de hipoteniiz fizerine gizilmig karenin alani a® dir. III
te hipoteniiz fizerine gizilen gayrimuntazam ¢okgenin alani # a’
olup, burada 1 carpam belirli iki alanin oranin1 gtsterir. Bura-
dan da a, b, ¢ kenarlar: {izerine ¢izilmig olan fig gokgenin alan-

lari, bunlarm geometrik benzerligi dolayisiyla, sirasiyla ia’,
Ab%, Ac° olur.

$imdi, effer (ispat etmek istedigimiz teoremin ifade ettigi
gibi) (A) egitligi doffru ise, asafiiki egitlik te dofru olur:

(B) ba'= b+ 1¢t

Hakikaten (4) dan (B) yi elde etmek igin ¢ok az cebir bilgisine
ihtiyag vardir. (B) ise bagta verilmig olan Pitagor teoreminin bir
genellegtirmesini tegkil eder: chr bir dik iizgenin kenarlart iize-

rine ii¢ benzer cokgen gizilirse, bunlardan hipoteniiz iizerine gizile-
ninin alant diger ikisinin alanlar: toplamina egittir.

Bu genellestirmenin kendisine hareket noktasi tegkil eden
vzel hale denk olduguna dikkat etmek bilhassa bgreticidir. Haki-
katen (4) ve (B) egitliklerinin birinden diferini elde etmek igin

bunlar: sirasiyle 4 ile garpmak veya btlmek kafi gelir (1 iki ala-
nin orani oldugundan 0 dan farkhdir),

(5) (B) ile ifade edilen genel teorem sadece (A) odzel haline
degil, fakat herhangi bir difer ozel hale de denktir. S$u halde

dofiralugu agikir olan bir ©zel hal bulunabilirse, genel hal de
ispat edilmig olur,
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§imdi, boyle faydah bir tzellegtirme yeapabilmek fizere, uy-
gun bir dzel hal arayalim. Hakikaten Kisim Il béyle bir &zel
hali gostermektedir. Ciinkil iyice bilindifi ve kolayea gbriilebi-
lecefti fizere kendi hipotenfizll fizerine (igeriye dogru) c¢izilmig
olarak diiglintilebilecek olan dik ficgen, kenarlar iizerine (igeriye
dogru) gizilmig dik {iggenlere geometrik olarak benzerdir. Bliyiik
lggenin alan: ise. onun parcalar: olan diger iki tiggenin alanlar:
toplamina egittir. Bu suretle Pitagor teoremi e ispat edilmig
olur,

Yukariki muhakeme son derece direticidir. Efer bir misil-
den diger hallere de tatbik edilebilecek bir gey Ogrenirsek, o
misdl dgreticidir, ve o misilden dErendifimiz geyin tatbik sahasi
ne kadar genig olursa onun dgreticiligi de o kadar fazladir. lgte
yukariki misalden genellegtirme, ozellegtirme ve benzerliklerin
farkina varma gibi temel zihin operasyonlarini 6frenebiliriz. Bel-
ki de, ne elemanter ne de yiiksek matematikte, hattd ne de bag-
ka bir brangta hichir kesif yoktor ki bu operasyonlardan, Dbil-
hassa benzerlikten milstagini kalabilsin.

Yukariki miedl, 1 de gosterilen gibi bir zel halden, III te
g0sterilen daha genel bir hale genellegtirme visitasiyla nasil yiik-
selebilecefimizi ve buradan da dzellegtirme vasitasiyla (I in ben-
zeri olan) II deki hale tekrar nasil inebileceffimizi gostermekte-
dir. Bundan bagka bu misdl, matematikte ¢ok rastlanan fakat
buna ragmen matematife yeni baglayanlar, hattad kendilerini iler-
lemig sayan baz filozoflar, igin o derecede gagirtic: olan, bdzan ge-
nel holin bir 5zel hale mantik bakimdan denk olabilecegi hakikatini
de gistermektedir. Vermis olduumuz misdl, aranan ¢ozlime var-
mak i¢in sarfedilen gayrette genellegtirme, bzellegtirme ve ben-
zetmenin nasil tabii bir gekilde bir araya geldiklerini baeit ve
canli olarak ortaya koymaktadir. Yukariki muhakemeyi tamamen
anlayabilmek i¢in ancak pek az bir 8n bilgiye ihtiyag bulundu-
funa dikkat ediniz.
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6. Benzetme vasitasiyla kesif. Benzetmenin biitiin kegif-
lerde bir hisseye sahip bulundufu gbriinfiyor. Fakat bu hisse
baz kegiflerde aslan paymn: tegkil eder. Bu hususu pek eleman*
ter olmayan, fakat tarihl Snemi halz ve tamsmen elemanter bir
misilden ¢ok daha tesirli bir misdlle aydinlatmak istiyoruz.

Newton ve Leibniz'in ¢afdag: olan Jakob Bernoulli (1854 -
1705) adindaki lsviereli matematikei birgok sonsuz serilerin top-

lamin1 kegfetmig, fakat kare sayilar: terslerinin legkil ettigi

1+itatastat gt

serisinin toplamin1 bulmaya muvaffak olamamigti. Bu hususta
Bernoulli gbyle yazmighi: «Effer bir kimse bizim biitfin ‘gayretle-
rimize mukavemet etmig olan bu toplami bulmaya muvaffak

olur ve neticeyi bize bildirirse, kendisine ¢ok minnettar kalaca-
gz,

Bu problem Leonhard Ealer (1707 - 1783) adindaki diger
bir lsvigreli matematikeinin dikkatini gekti. L. Euler tipkn Ja-
kob Bernoulli gibi Basel'de dofmugtu ve Jakobun kardesi olan
Johann Bernoulli (1667 - 1748) nin talebesiydi, Aranan toplam
igin Euler evveld (belirli integraller, diffier sonsuz seriler gibi)
muhtelif difer ifadeler buldu, fakat bunlarn higbiri onu tatmin
etmedi. Sonra bu ifadelerin birini, toplamin sayisal deferini yedi
ondalik basamaffa kadar hesabetmek igin kulland: (1.644984).
Fakat bu eadece yaklagik bir defer olup, onun hedefi toplamin
tam dofirn degeri idi. Euler nibayet bu tam dofru degeri de
kesfe muvaffak oldu. Burada benzerlik kendisini son derece

clir'etkir bir faraziyeye sevketmigtir, $imdi Euler’in yaptigina
bakalim.

(1) Evveld, Euler’in kegfinde kullanilan bazi elemanter cebir
bilgilerini gbzden gegirmekle ige baghyalim. Egfer n. dereceden
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ay+ ayx +ax®+ - +axn=0
denkleminin

2Il' z!} oy c‘n

gibi n tane farkli kokil varsa, bu denklemin sol tarafindaki po-

linom n tane farkh lineer carpanin g¢arpimi geklinde gdsterile-
bilir :

@+ ayx+ax’ o Fapxt=-

"-'n(x_xl)(*’““xl}“' (-"_xn)-

Bu egitligin her iki tarafinda x in aynmi kuvvetlerini ihtiva
eden terimleri birbirleriyle mukayese ederek bir denklemin kok-
leri ile katsayilar1 arasindaki bilinen miinasebetleri elde ederiz
ki, bunlarin en basiti :

"-'n—-t=_au(‘:‘l'+;""t+“' )

olup, x"=' °j jhtiva eden terimlerin mukayesesinden elde edilir.

Lineer garpanlara ayriligt bagka bir gekilde de gtstermek
miimkiindiir. Eger z,, x,, ..., %, ktklerinin higbiri 0 a egit de-
gilse, yahut (aymi gey demek olan) a,, 0 dan farkl ise, giyle de
yazabiliriz :

@y + ayx + apx’ + » o+ +apx”

=al-Jl-poleg)

ve
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Bu son yazmg geklinin bir defligik tarzi daha vardir. Denk-
lemi 2n. dereccden ve

bo—bix* + byrt — oo - (—pyrp ey

geklinde, kokleri de birbirinden farkl farzedelim. Bu takdirde

kokler, # larm higbiri 0 olmamak ve hepsi birbirinden farkh ol-
mak fizere,

ﬂu"ﬁn ﬂn"'lﬁn---; ﬁm—‘ﬁu

geklinde olurlar. Bu takdirde

bll T buf! + 531‘ —_— e + {__1)!1 &nx:n

=b¢(1h§;)(z;§)...(,_g§)

ve
N 5 TP 1
b.—b.(_ﬂf +agF e+ _,)
olur,
(2) Euler, gin x =0, veya
x x3 L x? 2l
1 133t 1.2845 193,57 =0

denklemini nazar; itibara almaktadyr,
sonsuz sayiuda terim ihtiva etmektedir
receei sonsuzdurs, §y halde,

Bu denklemin so) tarafn
> Yani bu denklemin «de-
Euler’e gore, by denklemin

? 2"' '_'2“] B“, —Na ..
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x? x* *° =
1-33 2845 2846877 =0

denklemini elde ediyor ki, bu sonuncu denklemin kdkleri artik
y —, 2m; —2a, Bx, —8a,.5
den ibarettir. Daha evvel (1) de lineer carpanlara ayrihgin son
seklini miinakaga ederken benzer bir durumla kargilagmigtik. lgte

Euler buradan hareket ederek, benzerlik yoluyla

sin x x*! xt x*

y Y7 opt 3345 28.7

-<1—~—>(1—s:~f>‘<l-;—:.>~-.

1
ﬁ=1’+ "'+ T

e

el =2

olduguna hiikmediyor. Son seri ise, toplanmas: Jakob Pernoulli’-
nin biitlin gayretlerine mukavemet etmig olan seridir — fakat
bu netice ciir’etkdr bir yolla elde edilmig oluyor.

(8) Euler tutmug oldufu yolun ne kadar efir'etkir olduju-
hun tamamen farkinda idi. Hakikaten, o tarihten on sene sonra
“bu metod yeni olup, boyle bir maksat igin gimdiye kadar hig
kullanilmamigti» diye yazmighr. Euler, ispatinda itiraz edilecek
noktalarin bir kismini bizzat grmilg, birgok itirazlar da omun
matematikei dostlar: tarafindan ilk siirpriz kargisindaki hayran-

-liklar geger gegmez yapilmigti.

Bununla birlikte Euler, kesfine itimut etmek igin bazi se-
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beplere malikti. Evveld serinin toplami i¢in daha tnce hesaplamig
oldugu sayisal deg‘ér #%/6 ile son basamafina kadar intibak edi-
yordu. Bundan bagka sin x i¢in bulmug oldufu carpim ifadesin-
deki diger terimlerin katsayilarim mukayese ederek, meseld dor-
dfineil kuvvet terslerinin toplami olan

1 1 1 1 at
Ittt e =%
gibi diper bazi gayani dikkat serilerin de toplamlarini bulmug ve

bu toplamlarin sayisal degerini hesaplayarak yukarda buldufiu

degterlerle bu sayisal defferler arasinda tam bir uygunluk bulun-
dugunn gdrmiigtil.

(4) Bundan bagka, Euler metodunu diger misdller fzerinde
de denem'’gti. Biyle yapmakla, Jakob Bernoulli serisinin toplam1

olan /6 y1 ilk tutmug oldugu yolun tiirll degigik gekilleri va-
sitasiyla da bulmaya, muvaffak oldu. Bundan bagka Leibniz'e

ait Ynemli bir serinin toplamini da kendi metodu ile yeniden
bulmaya muvaffak oldu.

Simdi bu son noktay: miinakaga edelim. Euler’in yaptif1
gibi

1—sinx=0

denklemini ele alalim. Bu denklemin kdkleri

ad 8= B = 9n 11=
9 e y = 8

dir. Bununla birlikte her ktk bir ikikat koktiir.

(y =sin x eftrisi yukarda verilen absisleri haiz noktalarda
y =1 dogrusunu kesmeyip, bu dogruya o noktalarda tegtettir,

Sol tarafin tirevi aym degerler i¢in sifir olur, fakat ikinei tii-
rev o deferler igin mfirdan farkhidir). Su halde

ik

|
1

1
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2 xb x* st
o TIas Tk
denkleminin kokleri
P R | S L L DS (et
2' 2, _?’ __2| 2’ 2’ 2! 2'

olup, Eualer’in benzetme metodu bize agagiki lineer carpanlara
ayriligi verir:

g o Ix? 2 o
T e e Y S T N _+

(-2 (v432) (-3 (1430

Her iki taraftaki x li terimin katsayilarini birbirine egit kilarsak

B e i
AT WS A e e
Gt S s, Vv

elde ederiz. Bu ise meghur Leibniz serisidir. Euler’in eciir’etkar
metoda bizi burada bilinen bir neticeye gdtlirmiigtiir. Bu miina-
sebetle Euler gunu stylemektedir : «<Burada bazilarina yeteri ka-
dar glivenilebilir gériilnmemesi méimkiin olan metodumuza kuv-
vetli bir destek ortaya ¢ikmaktadir. Su halde, ayni metodla elde
edilen diger geylerden de hig giiphelenmemeliyiz.»

(5) Bununla beraber, Euler giiphe etmekte devam etti. (3) te
anlatilan sayisal gergeklemelere gittikge daha fazla seriler tetkik
etmek ve daha ¢ok ondalik basamaklar hesibetnek suretiyle de-
vam etti ve inceledigi biltlin hallerde daima uygunluk buldu. Bun-
dan bagka diger metodlar da denedi ve sonunda Jakob Bernoulli
serisinin «?/6 toplamini haiz oldugunu sayisal olarak gergekle.
mekle kalmayip, bunu kat'i olarak ispata muvaffak oldu. Bu is.
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pat derin ve ustahkh olmakla beraber, daba ziyade ahgilmig
millihazalara dayaniyordu ve bu yiizden tamamen kesin bir is-
pat olarak kabil edildi, Boylece, Enler’in kegfinin en gdze car-

pan neticesinin doffruluffu tatminkir bir gekilde gerceklenmis
oluyordu.

Bu millahazalar, neticesinin dofrulugu hakkinda Euler’i de
jkna etmis gdrGniiyorlar (%),

7. Benzetme ve Endiiksiyon. Biz, kegle gotiiren ve en-
diiktif muhakemenin tabiat: hakkinda bir geyler dfrenmek isti-
yorduk. Yukarda anlattiklarimizdan buna dair ne Sgrenebiliriz ?

(1) Euler’in kat'i adimi ciit’etkdird:, Sirf mantik bakimindan,
bu adim dogrudan dofruya yanhgtir: Ciinkii burada Euler bir
kaideyi kendisi icin yapilmamig olan bir hale, yani cebirsel
denklemlere dair bir kaideyi ccbirsel olmayan bir denkleme tat-
bik etmektedir. $u halde sirf mantik bakimindan, Euler’'in atmg
oldugu adim hakh gorililemez. Bununla birlikte, bu adim benzer-
lik dolayisiyla hakli gbriilebilir. Bu benzerlik, 'kendisinin birkag
gene sonra «Sonsuzun Analizi» adm verdifi, yeni yiikselen bir
bilim dalinin en bagarili buluglar: iledir., Eulerden 8neceki mate-
matikeiler sonlu farklardan sonsuz kiigiik farklara, sonlu sayida
terim ihtiva eden toplamlardan sonsuz sayida terimli toplamlara,
sonlu garpimlardan sonsuz ¢arpimlara ge¢miglerdi. Euler de sonlu
igin yapilan kaideleri sonsuza tatbik ederek, sonlu dereceli denk-

lemlerden (cebirsel denklemler) sonsuz dereceli denklemlere gec-
misgtir.

() Cok sonra, Ik kegfl Gzerinden hemen on sene gegtikten sonra,
Euler ayni konuya dSamBg, Itirazlara cevap vermls, fspattan ziyade
kegle yarayan baglangictaki metodunu bir dereceye kadar lamamlamig,

ve tamamen farkli yenl bir ispat vermigtir. L. Euler, Opera Omnia,
ser. 1, vol. 1'4‘ 8. 7886, 138 166 ve bu prnb]'mh‘ tarihi hakkinda
Paul Stiickel in blr notunu ihtiva eden S. 156 _176 ya bakiniz
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Bu benzetme, sonludan sonsuza bu gegig, bircok tuzaklarla
¢evrilidir. Euler acaba bunlardan nagil sakinabildi ? Bazilar1 «giin-
ki o bir dahi idi» diyeceklerdir, fakat bu ifade tabiatiyla higbir
geyl izah etmez. Kegfine gilvenmek igin Euler’in elinde cok akillica
sebepler vard: ki, bu sebep'eri dehaya has higbir hirika ntifuzu
nazara ihtiyag kalmadan biraz sagduyu ile anliyabiliriz.

(2) Euler’in, kesfine giivenmesindeki sebepler yukarda (*)
tzetlenmig olup, bunlar (mantik bakimindan) ispatlagier degildir.
Euler yapmig oldugu faraziyenin (), sonludan sonsuza cilr'et-
kar geciginin, sebeplerini yeniden gbdzden gecirmemekte, sadece
bunun neticelerini édzden gecirmektedir. Euler biyle herbir neti-
cenin gergeklegmesine kendi faraziyesinin lehinde bir delil gbziy-
le bakmaktadir. Euler hem yaklagik, hem de kal'i gerceklegmeleri
kabil etmektedir, fakat sonunculara daha fazla agirlik verdigi
goriliiyor. Bundan bagka ilk faraziyesi ile yakindan alikal bagka
faraziyeleri () de tetkik etmekte ve biyle bir neticenin gercek-

lesmesini  kendi faraziyesinin dogruluggn i¢in bir delil saymak-
tadir.

Euler’in sebepleri, aslinda, endiiktiftir. Bir faraziyenin neti-
celerini tetkik etmek ve onun hakkinda bu tetkike gore hilkiim
Vermek tipik bir enditktif usildir. Adi bayatta oldugu gibi, il-
Wi aragtirmada da bir faraziyenin miigahede edilen neticeleri ha-
kikatlere ¢ok veya az uyduguna gbre, o faraziyeye ¢ok veya az
inaniriz, daha dogrusu inanmaliyiz.

Kisaca Euler, ilim adami olsun veya olmasin. makdl insan-
larm digiindugn gibi diiglinmektedir. Ealer gbyle ifale edebile-
cedimiz bazi prensipleri kabill ediyor goriinmektedir :

=rE 1L RSN

% * Paragrat 8 (3), (4), (5) & bakioiz. Buler'in kendi Ozetl Igin
pera Omnia, ser, 1, vol, 14, §. 140 'a bakiniz,

4

) stn x "1n bir sonsus carpim olarak gbsterlllgl.

) Bllhassa 1 _sin x e dalr sonsuz ¢arpim.
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1) Bir farazige herhangi bir yeni neticesinin gerceklegsmesi
ile daha inanilabilir hale gelir. 2) Bir farazigege benzer bagka bir
farazige daha inandabilir hale gelirse, ilk farazige de daha inani-
labilir hale gelir.

Endiiksiyon metodunun dayandifn prensipler bu neviden
midir ?

11. BOLUME DAIR ORNEKLER VE TAMAMLAYICI BILGILER

BIRINCI KISIM

1. Dogra genellestirme

A. Agagiki denklem sistemini gergekliyen fi¢, x, y, z sayisi
bulunuz :

9x — 8y —10z=1,
—6x+4g+4 7z2=0,
F ety =0,

A y1 ¢Bzmemiz icabettifi zaman, agafhki i¢ B, C, D genel-
legtirmesinden hangisi bize daha faydali bir fikir verir ?

B. U¢ denklem ihtiva eden bir sistemdeki {i¢ bilinmiyenin
degterlerini bulunuz.

C. llk ikisi birinei, {igfinciisfi ikinci dereceden olan 1ig
denklemli bir sistemdeki {i¢ bilinmiyenin degerlerini bulunuz.

D. llk n—1 tanesi birinei dereceden olan ve n denklem lh-1
tiva eden bir sistemdeki n bilinmiyenin deferlerini bulunuz.

2. Altigen tabanli bir «diizgiin» piramitle bir nokta veril-
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migtir. (Eger bir piramidin taban:i diizgiin bir gokgen ve bu dilz-
giin gokgenin merkezi de piramidin yiiksekliginin dikme ayaf
ise, o piramide diizglindiir denir.) Verilen noktadan gecen ve

verilen piramidi hacimea iki egit parcaya bGlen bir diizlem bu-
lunuz. '

Size yardim igin gbyle bir soru soralim: Bu problemin dog-
ru genellegtirmesi nedir ?

8. A. Aym diizlemde bulunmayan f{i¢ dogru aymi bir O
noktasindan gegmektedir. O dan &yle bir diizlem gegiriniz ki, bu
fi¢ dogru ile egit agilar tegkil etsin.

B. Aym diizlemde bulunmayan ii¢ dofirn ayn: bir noktadan
gecmektedir. P noktasi bu dofrulardan birinin {izerindedir. P

den 8yle bir diizlem gegiriniz ki, bu fig dogru ile egit agilar teg-
kil etsin.

A ve B problemlerini birbiri ile mukayese ediniz. Birinin
¢bzlimlini diferinde kullanabilir misiniz? Bunlar arasindaki
mantik bagi nedir ?

4, A.

+0oa
f (1 4 2" dx

integralini hesaplayiniz.

B. p verilmig bir pozitif say1 olmak fiizere
+00
f (ptx")"dx
—c

integralini hesaplayiniz. A ve B problemlerini mukayese ediniz.

Birinin ¢dzlimiinil Stekinde kullanabilir misiniz? Bunlar arasin-
daki mantik bag nedir ?
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5. Agir: bir zel bir hal. Dikdbrtgen seklindeki bir masaya
iki kigi oturmug olsun. Bunlardan biri masa fizerine (meseld 25
kurugluk) bic madeni para koyuyor. Sonra diferi de masaya bir
25 kurusluk koyuyor. Sonra gene birincisi, sonra gene ikineisi,
ilah... bu igi tekrar ediyorlar. Biylece konan 25 kurugluklarin
her birininin masa fizerine yatirilmig olmas: ve bunlardan her-
hangi ikisinin {ist iiste binmemesi garttir, Masanin iistiinde hig
bog yer kalmayacak gekilde son paray! yerlegtiren oyuncu masa
{izerindeki biitiin paralar1 kazamiyor. Her iki oyuncunun da miim-
kiin olan en iyi gekilde oynadifini kabil ettifimiz takdirde, oyu-
nu acaba hangisi kazanacaktir ?

Bu eski, fakat miitkemmel bir fikir sorusudur. Vaktiyle, ha-
kikaten miimtaz bir matematik¢iyi bir problem kendisine soruldu-
fiu zaman gozlemek firsatini bulmugtuk. Kendisi goyle soyleyerek
ige baglamigti: «Masay:1 o kadar kilgiik farzedelim ki, fizeri ancak
bir tane 25 kurugluk alabilsin. Bu takdirde oyunu agikir olarak
ilk oyuncu kazanacaktir.» Yani bahis konusu ettifimiz matema-

tikei, ¢zllmil agikdir olan agiri bir 8zel hali segmek suretiyle ige
baglamigti.

Simdi masanin, gittikce daha gok 25 kurugluklara yer vermek
fizere tedricen genigledifini tasavvur ederseniz, yukariki 8zel hal-
den genel haldeki ¢bziime varabilirsiniz. Problemi genellegtirerek
cesitli bigim ve biiyfikliikteki masalar: ele almak daha da iyi ne-
tice verebilir. Verilen maeanin bir simetri merkezini haiz oldu-
guna ve bbyle bir masaya dair problemin dogru genellestirmesinin
bir simetri merkezini baiz biitfin masalar1 ele almak oldufuna
dikkat ederseniz, problemin ¢bziimiinti elde etmig veya hig ol-
mazsa onu elde etmeye cok yaklagmigsiniz demektir.

6. Verilen iki dairenin bir ortak tegetini c¢iziniz. |

Size yardim etmek fizere bir soru soralim: Burada ¢ozlimil
daba kolay bulunabilecek bir agir:1 8zel hal mevent mudur ?
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7. Bir bas 6zel hal. Bir ¢okgenin alam A, ve diizlemi-
nin diger bir diizlemle tegkil ettigi aginin degeri de = olsun.

Cokgenimizin ikinei dtizlem i{izerindeki dik izdligimiiniin alanim
bulunoz.

Burada geklio bigiminin verilmemig olduguna dikkat ediniz,
Halbuki gekil i¢in sonsuz sayida farkh bigim miimkiindiir. Hangi

bigimi milnakaga etmeliyiz? Hangi bigimi en 8nce miinakaga et-
meliyiz ?

Bilhassa kolay ele alinabilecek bir 6zel bi¢im mevcuttur:
Tabani, izdigimii alinan geklin diizlemi ile fizerine izdfigiirillen
diizlemin ! arakesitine paralel olan bir dikddrigen. Byle bir dik-
dbrtgenin tabani a, yiiksekligi b ise alani ab olur. lzdilglimde
bunlara tekabiil eden bilyiikliikler ise sirasiyla a, b cosa ve
ab cos « dir. Su halde boyle bir dikddrtgenin alanima A4 dersek,
onun izdiigimiinin alani1 A cos = olur.

GOrmiig oldugumuz bu 6zel hal, yalmz bilhassa kolay ele
alinabilecek bir tzel hal olmakla kalmaz, bu aym1 zamanda bir
bag dzel haldir. Yani diger biitiin haller bundan elde edilebilir;
problemin bas 6zel haldeki ¢éziimii, genel halleki ¢6ziimiin esa-
sint ihtiva eler. Hakikaten tabani ! ye paralel’ olan dikddrtgen-
den hareket ederek, «izdiigiimiin alan1 A cos z "ya esittir» kaide-
sini sirasiyla biitiin diger gekillere tegmil edebiliriz : Evveld (bag-
langigtaki dikddrtgeni ikiye bolerek) bir dikkenar: ! ye paralel
olan bir dik figgene, sonra (btyle iki dik figgeni terkip ederek) bir
kenar: | ye paralel olan bir figgene, ve nihayet (biraz 8nce bah-
settifimiz tipten tiggenlere bilmek suretiyle) bir genel gokgene.
Hattd (g¢okgenlerin limiti olarak diisiinmek suretiyle) kenarlarn
efri olan gekillere bile gegebiliriz.

8. Bir dairede herhangi bir merkez agis1, aym kirigin, ya-

ni ayn! yayin kargisindaki bir cevre agisimin iki kahdir (Oklid
11T, 20).
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Merkez agis1 verilinee ¢evre agist henflz tamamen belirli
olmayip, birgok durumlar alabilir. Teoremin alipilagelmig olan

ispatinda  (Oklidin ispaty) kullamilan <bag Gzel hal» haogi-
gidir ?

9. Analitik Fonksiyonlar Teorisinin temelini tegkil eden
Cauchy Teoremi, bir analitik fonksiyonun ig bélgesinde -regliler
bulundugu keyfl bir kapali efiri izerinde alinan integralinin si-
fira egit oldugunu ifade eder. Cauchy Teoreminin, kapal: egrinin
bir #iggenden ibaret oldugu Szel halini bir bag dzel hal ola-
rak teldkki edebiliriz: Hakikaten, teoremi bir {iggen igin ispat
ettikten sonra, sirasiyla (figgenleri terkip ederek) cokgenlere ve

(cokgenlerin limitleri olarak diglnmek suretiyle) egrilere tegmil
edebiliriz. Miedl 7 ve 8 ile benzerlife dikkat ediniz.

10. Bir temsili 5zel hal. Meseld n-kemarh cokgenlere dair
bir p-oblemle kargt karjiyasiniz. Evveld bir beggen cizerek, prob-
lemi bu beggen igin ¢izliyorsunuz ve (dzOmilnfizO inceleyince
ayni gbzilmiin genel halde de, yani herhangi bir » igin de, tipks
n=>5 i¢in oldufiu gibl, igleyeceflinl goriiyorsunuz. Buradaki n=5
szel haline temsilci Gzel hal diyebilirsiniz: Bu dzel hal size genel
hali temsil ediyor. Tabiatiyle n =5 halinin hakikaten temsilei
olabilmesi igin, sizi yanhg yola sevkedebilecek hicbir 8zel basit-

legmeyi ihtiva etmemesi lazimdir. Temsilei dzel hal genel halden
daha basit olmamalder.

Temsilci 0zel hiller Sgretimde ekseriya kullamgh olurlar.
Meseld n satir ve n siitunla determinantlara dair bir teoremi 3

satir ve 3 slitunlu bir determinant: dikkatle incelemek suretiyle
ispat etmeniz milmkfin olabilir.

11. Bir benzer hal. $0yle bir problem verilmig olsun: Oy-
le bir ugak imil etmeli ki, bir kaza vokounda o ugakta bulonan

bir kimsenin kafatasimin kirilma tehlikesi ssgar! olsun. Bu prob-
lemi inceleyen bir tip doktoru, bir takim yumurtalan gegitli
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gartlar altinda kirmak suretiyle tecriibeler yapmaktadir. Bu za-
tin yaptif1 nedir? O, baglangigta verilen problemde degigiklik ya-
parak, gimdi kafataslar yerine yumurtalar1 kirmak suretiyle bir
Yardimer problem ile uiragmaktadir. lki problem, yani baglangic-
taki ile yardimer problem arasindaki bag, benzerlikten ibarettir.
Mekanik bakimindan bir insan bagn ile bir tavefun yumurtast
#gafh yukar: birbirine benzer: Her ikisi de kati ve kirilabilir bir
kabuk ile onun igindeki jelatini bir maddeden ibarettir,

12. Efer uzaydaki iki dofiru parcasi birbirine paralel fig
diizlemle kesilirse, meydana gelen kargilikhh dogru pargalar: ara-
larinda orantihidir.

Bunun ispatini bulmaniza yardim etmek igin, size bir soru
Boralim : Buna benzer daha basit bir teorem var midir ?

13. Bir paralelyilzlin dort kdgegeni, herbirinin orta noktas:
Olan, bir ortak noktay: haizdir,

Bunun daha basit olan bir benml teoremi var midir ?

14, Bir figyfizll aqinin iki yliz agsimin toplam: figiinedl yiiz
A¢isindan biydktir. Buoa benzer daha basit bir teorem var
midyr ?

15. Bir dértyiizlliyll ficgenin uzaydaki benzeri olarak diigii-
Delim, Agagida vereceffimiz diizlem' geometri kavramlarimin uzay
_t‘omatridakl benzerlerinin bir listesini yapimiz: Paralelkenar, dik
“’fﬂn, kare, bir aimin agt ortayr. Diizlem geometrinin agaghki
Mmlne benzer olan bir uzay geometri teoremi ifade ediniz:
Bir iiggenin ii¢ agt ortayt, figgenin igine ¢izilmig dairenin merkezi
olan, bir noktada kesigirler.

16. Bir piramidi bir ficgenin benzeri olan bir cisim olarak
dlglinelim. Agagiki diizlem gekillerin benzerleri olan cisimlerin
bir ligtesini yapimz: Paralelkenar, dikdérigen, daire. Diizlem
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geometrinin agafiki teoremine benzer olan bir uzay geometri
teoremi ifade ediniz: Bir dairenin alani, tabar: lairenin gevresi

ile, yiiksekligi de dairenin yarigapt ile agm uzanlakta olan bir
iiggenin alantna egittir.

17. Dilzlem geometrinin agsfiki teoremine benzer olan bir
uzay geometri teoremi icadediniz: Bir ikizkenar iiggenin yiiksek-
ligi, o ifiggenin tabanminin orta noktasindan geger.

Sizee hangi uzay gekli bir ikizkenar f¢genin benzeridir ?

18. Biigiik benzerlikler. (1) Yukarmki 12—17 misdllerinde
diizlem geometri ile uzay geometri arasindaki benzerlik (izerinde

dorulmugtn. Bu benzerlik birgok vegheleri haizdir ve bundan

dolay: ekseriya tek olarak belirli ve her zaman apagik defildir,

fakat yeni fikirler vermek ve yeni kegiflere gotiirmek hususun-
da tikenmez bir kaynaktir.

(2) Sayilar ve gekiller matematifin yegine malzemesi defil-
dir. Matematik esas itibariyle mantiktan aynlamaz ve kesin
(exact) bir teoriye konu tegkil cdebilecek her malzeme ile ufra-
gir. Bununla birlikte sayilar ve gekiller matematifiin en ¢ok al’
gilmig malzemesidir ve matematike¢iler sayilarin dzeliklerine dair
vikialart gekillerin 8zellikleri ile ve sekillere dair vikialar da
sayilarin dzellikleri ile aydinlatmaktan hoglanirlar. Buna goire
sagidar ve gekiller arasindaki benzerligin sayilamiyacak kadar

¢cok vechesi vardir. Bu veghelerin bazmlan ¢ok agiktir, Mese-
13 analitik geometride, cebirsel ve geometrik varlik ve milna-

sebetler arasindaki iyi tarif edilmig tekabiiller incelenmektedir.
Bununla beraber, gerek geometrik sgekillerin, gerekse sayilarla

yapiimasi milmkiin olan operasyonlarin cegitleri bitmek tiikenmek

bilmez say)da bulundufundan, bunlar arasindaki tekabitller de o
kadar ¢oktur.

(8) Limitlerin ve limit operasyonlarinin incelenmesi, sonlu
ile sonsuz arasindaki benzerlik diyebilecegimiz, digger bir benzer-

J
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lik cinsi ortaya cikarir. Meseld, sonsuz seriler ve integraller, li-
mitlerini tegkil ettikleri sonlu toplamlarin cegitli tarzlarda ben-

- zerleridir ; Diferansiyel Hesap, Sonlu Farklar Hesabinin benzeri-
dir; diferansiyel denklemler, bilhassa lineer ve homogen dife-
ransiyel denklemler, cebirsel denklemlerin bir dereceye kadar
benzeridir, ve s. Nispeten yeni olan Onemli bir matematik
brangi lntegral Denklemler Teorisidir. Bu teori §u soruya hayret
edilecek ve glizel bir cevap verir: n bilinmiyenli » linear denk-
lemin lntegral Hesaptaki benzeri nedir? Sonlu ile sonsuz arasin-
daki benzerlik kendine bls zorluklar ve tehlikeleri ile bilhassa
¢ekicidir. Bu benzerlik insami kesfe oldugu gibi, hatdya da go-
tirebilir, Mical 46 ya bakiniz.

(4) Mermilerin parabolik yolunu ve oularin hareketlerinin
kantitatif (kemmi) kanununu kesfetmis olan Galileo, Astronomi
alaninda da biiyiik bir kagifti. O taribte yeni icadedilmig olan
teleskopla Japiterin peyklerini kegfetti ve Jipiterin etrafinda
d8nen bu peyklerin, dilnyanin etrafinda donen ay ile glinegin et-
rafinda dénen gezegenlerin benzerleri olduffuna dikkat etti. Ga-
lileo bundan bagka Venils gezegeninin safhalarini da kesfederek
bunlarin ayin sathalar: ile benzerligine dikkat etti. Bu kegifler,
O zamanlar giddetle tartigilmakta olan Copernicus’iln, gezegenler
sisteminin merkezine giinesi koyan, teorisini kuyvetle teyit etti-
ler. Galileo’nun gok cisimleri ile mermilerin hareketleri arasin-
daki, sezgi ile kolayea goriilebilecek olan, benzerligin farkina
varamamig olmas: gariptir. Bir mermi yolunun \gukur (konkav)
kism1 dinyaya dogru doniik oldugu gibi, ayin yolu da ayni Sze-
ligi haizdir. Newton bu benzerlik fizerinde bilhassa durdu:
“«. atilan bir tag kendi agirhginin tesiri ile, sadece atiligi neti-
cesinde takip edecegi dogrusal yoldan ayrilmaya ve ... nih yet

. yere digiinceye kadar bir efri ¢izmeye zorlamir; tagin atihg
Slr'ati ne kadar bilyiik olursa, yere dilglinceye kadar o derece
uzaga gider. Su halde bu bzt dyle arttirdifimiz farzedebiliriz
ki, tag yere digmeden evvel 1, 2, 5, 10, 100, 1000 millik birer
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kendisine hala gelmig geemis en bilyiik ilmi kesif goziiyle baka-
bilecegimiz, genel cazibe kanununun Newton tarafindan kegfedi-
liginl ancak pek noksan bir gekilde anliyabiliriz.

19. Aciklanms (izah edilmis) benzerlikler., Benzeyis ekse-
riya miiphemdir. Neyin neye beuzer oldufu sorusunun cevabi ‘
da ekseriya tek degildir. Bir benzerligin miiphem olugunun, onun
enteresanhifin1 veya faydasini azaltmas: icabetmez; bununla bir-
likte, beozerlik kavraminin mantik ve matematik kavramlarin-
daki berrakliga erigtigi haller 6zel bir dikkate layiktir.

(1) Bizim benzerlikien kastettifimiz gey, milnasebetlerde
benzerliktir. Boyle bir benzerlik, bu miinasebetlerin agnt kanun-
lara tabi olmas: halinde berrak bir manay: haizdir. Bu anlamda,
toplama ve garpma ayni kanunlara tabi oldugu nispette, sayila-
rin toplanmasi, sayilarin ¢arpilmasina benzer. Hem toplama, hem
de garpma hem komiitatif, hem de assosiyatiftir, yani

at‘+b=b+a - ab = ba,
(@t+b)+c=a+ (b+e), (ab) ¢ = a (be).

Her iki operasyon da birer ters operasyonu haizdir;
a-t+x=2b, ar=1"

denklemleri, herbirinin bir ve ancak bir gbziimi{i haiz olmasi do-
layisiyla, birbirive benzer. (Bu son kaideyi hig istisnasiz dogru
olacak gekilde ifade edebilmek igin, toplama halinde negatif sa-
yilar1 da kabul etmeli, ¢carpma halinde ise a =0 halini ihrag et-
melidir.) Bu miinasebetle ¢ikarma da b&lmeye benzer; hakika-
ten, yakariki denklemlerin ¢dzlimleri sirasiyla

x=b—a, x=—b-
a

dir. Bundan bagka 0 sayis) 1 e benzer; hakikaten bir sayiya 0
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ilavesi, tipk: bir sayinin 1 ile carpilmasi gibi, o sayiy1 defig-
tirmez:

a+0=a, a*1=a.

Bu kanunlar gegitli say: siniflar: igin aymidir; burada rasyonel,
reel, veya kompleks sayilari nazar itibara alabiliriz. Umumi
olarak, ayn: temel kanunlara (aksigomlara) tabi clan matematik
varlik sistemleri birbirinin benzeri olarak diigiiniilebilir ve bu
tarz benzerlik tam mioasiyla agik bir minay: haizdir.
(2) Reel sayilardaki toplama operasyonu pozitif sayilarla ya-
pilan ¢arpma operasyonuna daba bagka bir anlamda da benzerdir.
Her r reel sayisi uygun bir p pozitif sayisinin logaritmesidir :

r==log p.

(Adi logaritmeleri kullanirsak, p=0,01 oldugu takdirde r=—2
dir.) Bu miinasebet yardimiyla her pozitif sayiya tamamen belirli
bir reel say: tekabiil ettigi gibi, her reel sayiya da tamamen
belirli bir pozitif say: tekabill eder. Bu tekabiilde, reel sayilarin
toplanmasina da pozitif sayilarin garpilmas: tekabiil eder. Eger

P=lﬂgp, r’=ll:lgp', "'=103p'

ise, agafiki minasebetlerin herbiri diferini icabettirir:

r4r=r". pp’=p".

Soldaki formiille sagdakisi aym hikdyeyi iki ayr dille sbyle-
mektedir. Aralarinda yukariki tarzda baglanti kurmug oldu-
gumuz iki sayidan birine, digerinin terciimesi diyelim; meseld p
nin logaritmesi olan r reel saysina p nin terciimesi, ve p ye de
r nin asl: diyelim. (Burada «asil» ve «tercimes kelimelerini ara-
larinda degigtirebilirdik, fakat iki giktan birini segmek meeburi-
yetinde bulupuyorduk. Artik se¢imimizi bir kere yaptiktan son-
ra hep ona bagh kalaeafnz.) Bu terimlerle, toplama, ¢arpma-
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nin terciimesi, gikarma, blmenin terctimesi, 0 da 1 in terclimesi
olur. Reel saytlarla toplamaya dair komiitatif va assosiyatil kai-
deler de, pozitif sayilardaki carpmaya dair aym kaidelerin ter-
ciimeleri olurlar. Bu tiiclll terciime tabiatiyls aslindan farkhdir,
fakat agafiki mdnada dofiru bir terclimedir: Asi'daki elemanlar
arasinda ciiri herhangi bir miinasebetten, terciimede onlara teka-
biil eden elemanlar arasinda asildaki miinasebete tekabiil eden
milnasebetin terciimesinin cari olduguna kesin bir emniyetle hiik-
medebiliriz ve aynt gekilde, bunun karsitr da dogrudur. Boyle bir
doffru terclimeye, yani belirli bir takim miinasebetleri muhafaza
eden bir bire-bir tekabiile matematikgilerin teknik dilind: bir izo-
morfi denir. lzomorfi, tamamen agiklanmig bir benzerlik gegididir.

(8) Tamamen agiklanmig figlinell bir benzerlik gegidi de ma-
tematikcilerin kendi teknik dillerinde homomorfi (yahut meroei-
rik izomorfi) dedikleri geydir. Buna dair bir misdli yeteri derc-
cede miinakaga etmek veya bunn kesin bir gekilde anlatmak gok
fazla zaman alacaf igin, asa@iki yaklagik izaht anlamaya caliga-
hm. Homomorfi, bir nevi sistematik olarak kisaltilmis terciimedir.
Bu terciimede asil yalniz bagka bir dile terclime edilmekle kal-
miyor, fakat ayo zamanda kisaltiliyor, dyle bir terciime ve k-
saltma neticesinde asil her tarafinda ve sistemli olarak yariya
yahut figte bire ve bagka bir kesre teksif edilinig oluyor. Bdyle
bir kisaltmada bazi incelikler kaybolabilir, fakat asildaki her
gey terciimede bir geyle temsil edilmekte olup, miinas=betier de,
kil¢iltiilmilg olarak, mubafaza edilmektedir,

20. [ktibaslar.

«lyi bir tesadiifiin yardim1 ile asli problemi ihtiva eden
ve ¢bziimil ondan daha kolay difer bir genel problemi akh-
miza getirip getiremiyeceffimize bakalim. Meseld bir efrinin bir
noktadaki teffetini ararken, verilen efriyi verilen nokta ile o nok-
tadan verilen uzakhkta bagka bir noktada kesen bir dogruyu ara-
mak aklimiza gelebilir. Cebir yardimiyle her zaman kolayea ¢bziile-
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bilecek olan bu ikinci problemi c¢ozditkten sonra, teffet halinin
cbziimilnfi onun bir dzel hali, yani verilen vzakhfin en kiigiik, bir
noktaya miincer olugu, sifir olusu hali olarak buluruz (LemBNiz),

«(ienel problemin, dofrudan dogrnya hicum edilecek ¥zel
problemden daha kolay olugu ekseriya vakidir. (P. G. szztmz -
Diricurer, R, Depexinp).

«Cinsi bir takim nevilerine, hattd birkag nev’ine irca et-
mek faydali olabilir. Fakat en faydalisi, cinsi tek bir minimal
nev’'e irca etmektir» (LrmNiz).

«Birbirinden ¢ok uzak geylerde bile benzerlikleri nazar: iti-
bara almak, felsefede yerindedir». (ARISTOTELES),

«Mukayeseler, bilinmeyen miinacebetleri bilinen miinaceb-t-
lere irca etmek bakimindan biiylik degeri haizdir.

Bir geyi hakkiyle anlamak, nibayet bir miinasebetlerin kav-
ranigindan (un saisir de rapports) ibarettir. Fakat bir miinasebe-
tin cok degigik hallerde ve tamamen farkh geyler arasinda ayni
gekilde cari olduffunun farkina varmak suretiyle, onu daha segik
ve daha saf olarak anlariz.» (ARTHUR SCHOPENHAUER),

Bununla birlikte iki cegit genellestirme meveut oldufunu
unutmamahsimiz. Bunlarin biri veuz, digeri degerlidir. Sulandir-
mak yoluyla genellegtivmek kolaydir; dnemli olan, teksif etmek
suretiyle genellegtirmektir. Bir parca garabi bol su ile snlandir-
mak ucnz ve kolaydir. Bir takim iyi malzemeden ince ve teksif
edilmig bir hulisa ¢ikarmak c¢ok daha zor, fakat kiymetlidir.
Teksif yoluyla genellegtirme oneeleri daginik goriinen bircok fi-
kirleri genis tesir alanli tek bir kavram haline sikigtinr, Meseld
Gruplar Teorisi, evvelce Cebir, Sayilar Teorisi, Analiz, Geometri,
Kristallografi ve diger alanlara dagilmig fikirleri ortak bir ifade
tarzina irca etmektedir. Difer genellegtirme cegidi gimdi eski za-
mapa nazaran daha gok modadir. Bu tarz genellegtirme, kiigiik bir
fikri bilyiik bir terimler takimi ile sulandirmaktadir. Boyle b'r ge- '
nellestirmeyi yapan kimse ekseriya o kilgiik fikri bile bagka birin-
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den almakta, ona herbangi bir orijinal miigahede ilive etmekten
pekinmekte ve kendi ortaya attif: terimlerden dofan birkag prob-
lemden bagka herhangi bir problem ¢bzmekten sakinmaktadir.
Buna dair misaller zikretmek qok kolay olmakla beraber, ken-
dime dilgman kazanmak istemiyorum ('), :

IKINCI KISIM

Bu ikineci kisimda verilen misdller ve tamamlayier bilgiler
hep 1I. Bdliimiin 6. paragrafi ve birbirleri ile alikalidir. Bunlarin
bir gofu dogrudan dogruya veya bilvisita misal 21 'e bagvur-

may1 icabettirmektedir. Bu yiizden bu misilin ilk 5nce okunmas:
- lazimdar.

21. E farazigesi.

sine=x(1-2) (12 2 (1= ) -~

egitlifine bir faraziye goziiyle bakarak kendisine «E faraziyesis
diyecegiz. Eulerle birlikte bu farsziyeyi endiiksiyon yoluyla in-
celeyecefiz,

Bir fauzlyenin endiiktif incelenmesi, onun neticelerinin vi-
‘kialarla kargilagtirilmasini igine alir. Agaffida ekseriga <E ye
bakaraic bir takim neticeleri Onceden styleyecek ve sonra bu
neticeleri gergekliyecegiz». «£ ye bukarak bir neticeyi evvelden
sbylemek» ten kastimiz, £ yi doggru kabill ederek o neticeyi ¢i1-
karmak, sgergeklemek» ten kastimiz da, aym neticeyi bu kabili
kullanmadan elde etmektir. Effer bir vikia, £ nin dofru oldufu
faraziyesinden (kolayea) gikanlabilirse, ona «E ile uygunluk
halindedir» denir.

M q, Polyn and G.Szegd. Aufgaben und Lehrsaetze aus der Analyai‘x.
vol 1, 8. VII ye bakiniz.
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Agagida (bu kesfin zamaninda formel tarafi Euler tarafinda
tamamen bilinen) Diferansiyel ve lategral Hesap baglangicin
(kendisi hakkinda Euler'in hi¢bir zaman tam bir berrakhffa ka-
vagmamig oldugu) limit kavrami da dahil olmak iizere biliniyor
kabill edeceffiz. Agaffida sadece, uygalanmalarinin caiz oldug
(birgok hallerde kolayca) ispat edilebilen, fakat bu hususta te-
ferruath ispatlara girigmiyeceffimiz limit operasyonlarini kullana-
cafiz.

22. sin(—x)=—sinx oldufunu biliyoruz, Bu vikia £ ile
uygunluk hilinde midir ?

23.

(1)) (-8 (= 2)-»

sonsuz ¢arpiminin degerini £ ye bakarak Onceden styleyiniz ve
bu iddiamiz1 gercekleyiniz.

2.

(= 4)(-8)6-8) (-2

sonsuz ¢arpiminin degerini £ ye bakarak Snceden sdyleyiniz ve
bu iddiamz1 ger¢ekleyiniz.

25. Misdl 28 ve 24 i mukayese ediniz, ve genellegtiriniz.

26. E ye bakarak

b
x

<10

6+
. ——— s

77 99

ks

8 b

(-

-
=

[=J

sonsuz carpiminin degerini dnceden styleyiniz.
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33. Misdl 31 ve 32 yi mukayese ediniz, ve genellegtiriniz.

34. cos (—x)=cos » oldugunu biliyoruz. Bu vikia £ ile
uygunluk halinde midir?

35. cos(xr +a) = —cosx oldugunu biliyoruz. Bau vikia £
ile uygunluk halinde midir ?

36. Paragraf 6 (4) te faraziye olarak ileri

siiriilen 1 — gin x
e dair sonsuz carpimi £ den cikarimiz,

37. E den

ogtz e op — S QL LE Je e 1 )

oldugfunu gikariniz,

38. £ den

e G AR B Lo P
eotx_T-7(1+—;+—§—+ﬁ+§s-+ )

~-2f§(1+~1%+;‘,—+257‘-—,+é5+---)

oldugunu gikariniz ve saff tarafta katsay: olarak ortaya ¢ikan
sonsuz serilerin toplamlarini bulunvz,

39, E den
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oldugu biliniyor kabill ederek, 40 1 sol tarafindaki serinin top-
lamin: fi¢linelt bir yoldan bulmaya cabiginiz,

42 (Devam).

.'I.'l L]

TR s SN
(are sin x)* =x -+ 5 2-]—3 5 8+

ot|re
| =

9.
7

*l"‘

£ oo

ve n=0, 1, 2,... i¢in

aT

1 3
e =/ N =1 R 2—1=
!( L) x x . (ein 2)*" ¢ Y o D

oldugunu biliniyor kabal ederek, aym toplami bir dérdiinell yol-
dan bulmaya cahginiz.

43. Euler (Opera Omnia, ser. 1, vol. 14, S. 40—41)
0< x< 1 igin cari olan

1 1 1
1+T+?+—+ bt

= log x-log (1 — x) + it(;—_—'ﬂ+x‘+(:—x}’+r'+(;—x)'+ e

formiliinl soldaki serinin defferini nfimerik olarak hesaplamakta
kullanmigts.

(a) Bu formiilt ispat ediniz.

(b) Soldaki toplamm hesabinda x in hargi degerini almak
en elveriglidir ?

4. Bir itiraz ve bir ispata ilk gaklasma. sinx fonksiyonu-
nun,

sin x =10

denkleminin koklerine tekabiil eden lineer g¢arpanlara ayrilabi-
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lecegti Unceden meveut (kabli) bir sebebe dayanmamaktadir. Bu-
nunla beraber, bSyle bir imkdm kabil etsek bile, geriye gbyle
bir itiraz kalmaktadir: EULER,

0, = == %, —2a, 83, —3B=,..

sayilarinin yukariki denklemin bitin ktklerinden ibaret bulun-
dogunu ispat efmemistir. (y =sin x efrisini minakaga ederek)
bu denklemin bagka reel kokleri bulunmadifina kanaat getirebi-

liriz, fakat Euler kompleks ktklerin meveut olamiyacafini hig-
bir gekilde gdstermemisgtir.

Bu itiraz (Jobann Bernoulli’nin ogullarindan) Daniel Ber-
noulli (1700—1788) tarafindan ileri sfirfilmiigti. Euler buna

gin x = (ei* — &= %) [ 2i
= Hm' P,(x)

n-+o0

i nazar itibara almak suretiyle cevap vermigtir ki, burada

rror= 4 [(1+£) (1=

(n tek oldupu takdirde n. dereceden) bir polinomdur.
P, (x) in higbir kompleks ktkti bulunmadigini gisteriniz.

45. Bir ispata ikinci bir yaklagma.

Misal 44 teki n sayisior tek kabil ederek P, (x)/x polino-
munu Oyle ¢arpanlara ayinmiz ki, n ~’a giderken her sabit
k(k=1, 2, 8,...) igin k. g¢arpan 1 — x?/k%2* ye yaklagsin.

46. Benzetmenin tehlikeleri.

Kisaca, sonlu ile sonsuz arasindaki benzerlik Euler’i biiyitk
bir kegfe sevketmigtir. Bununla beraber bu esnada Euler bir ha-
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tamin da gok yakimindan ge¢migtir. Burada bu tehlikeyi daha
kiiglik bir dlgiide gdsteren bir misdl veriyoruz:

; el S R T Ul AL |
1_§+3—3+5_G+1_E+"'=l

geriei yakinsaktir. Bu serinin toplam ilk iki terimi vasitasiyla
kabaca tahmin edilebilir:

F<l<t. \:
Simdi A

SO BRI T Y Yy L B
U=3—3+g—ats—gti—j+--

olup, bu seride paydasi verilen bir ¢ift sayiya esit yalmz bir 1
(negatif) terim, fakat gene paydasi verilen bir tek sayiya esit I

(biri pozitif, dteki negatif) iki terim vardir, Aym tek payday: .:
haiz terimleri bir araya getirelim: l

Halbuki, [ = 0 oldufundan, 2I=%[ dir. Burada hati nerede
yapilmighir ve bu hatay: tekrarlamaktan kendinizi nasil koruya-
bilirsiniz ? e
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Matematik ilimlerde bile, hakikati kegfetmek icin kullandig:-
miz esas vasitalar endiiksiyon ve benzetmedir. LaprLace (1)

1. Cokyiizliiler. «Karigik bir ¢okyiizliiniin birgok yfizleri,
ktgeleri ve kenarlari vardir». Bunun gibi miiphem bir ifade uzay
geometri ile bir miktar temas etmig olan hemen herkesin aklina
kolayca gelebilir. Bununla birlikte, bu ifadeyi derinlegtirmek ve
onun arkasinda daba sarih bir bilgi aramak igin ciddi bir gay-
ret sarfetmek isteyeceklerin sayisi o kadar ¢ok degildir. Burada
yapilmas: dogru olacak gey, igin igcine giren biliytiklikleri agik
olarak ayirdetmek ve belirli bir soru sormaktir. $u halde, gok-
ylzliniin yiiz, kbge ve kenarlarinin sayilarin sirasiyla F, V ve
E ile gbsterelim ve gyle bir agik soru soralim: «Kogelerin sa-

Y81 arttikga yiizlerin sayisinin arttifs her zaman dogru mudur ?

F in V ile birlikte artmas1 mutlaka gart midir ?»
lge baglamak igin bir takim misilleri, yani bzel gokytizli-

leri gizden gegirmekten daha iyi bir gey yapamayiz. Meseld bir

kilp (Sek. 3.1 deki 1. cisim) igin
F=6, V=8, E=12 dir
yahut Giggen tabanh bir prizma (Sek. 8.1 deki II. cisim) igin
F=5, V=6, E=9 dur

»

(') Essal philosophique sur les probabilltés. Oeuvres complites de
Laplace. Vol. 7, B. Ve bakimz.
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Sek. 3.1. Cesitli ¢okyiizliiler
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Bu ybnde ige girigtikten sonra, tabii olarak cesitli cisimleri
muayene ve mukayese ederiz. Meseld, yukarda bahsedilen I ve
Il den bagka Sek. 8.1 de bulunan diger gekiller, yani : beggen
tabanli bir prizma (I11), kare, ficgen veya besgen tabanh pira-
mitler (IV, V, VD), bir sekiz yiizl (VID), «catis: ile birlikte bir
kule» (VIII; kaideyi tegkil eden bir kiibiin tist yiiziine oturtul-
mug bir piramit) ve bir kesik kiip (IX).

Simdi muhayyelemizi biraz zorlayalim ve bu cisimleri yiiz,
kiige ve kenarlarim1 sayabilecek kadar agik bir gekilde birbiri
ardisira gdzbniine getirelim. Bulunan sayilar agaghki listede ve-

rilmigtir :
Cokyiizlii F v E
b < s SRR R B e 8 8 12
iI. Ucgen tabanh prizma.......... 5 6 9
I11. Beggen tabanh prizma......... 7 10 156
IV. Kare tabanh piramit........... 5 b 8
V. Uggen tabanh piramit......... 4 4 6
VI. Besgen tabanh piramit ........ 6 6 10
VIE CEay Rl IR LT o A e L 8 6 12
NAELE " €alor:s s Tl s ale vis s aseaipiach 9 9 16
IX. «Kesik kiip» ..... e e 1 10 15

Sek. 3.2 sathi olarak wufak bir mineraloji kolleksiyonuna
benzer, yukariki cedvel de bir fizik¢inin teeriibe neticelerini kay-
dettigfi not defterine bir parga benzer. Bir mineralog veya fizikgi
bizimkine nazaran daha bliyiik bir zahmetle toplamig oldugu
nilmune ve verilerini nasil muayene ve mukayese ederse biz de
gekillerimizi ve cedveldeki rakamlarimiz1 dyle mvayene ve mu-
kayese edecegiz.

$imdi elimizde ilk sorumuza cevap verebilecek bir gey var-
dir: «V, F ile birlikte artiyor mu?» Hakikatte bunun cevabi
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«Hayir» dir. Kilp ile sekiz yiizloyti (I ve VII) mukayese edersek,
birinin ktgelerinin, differinin ise yiizlerinin daha fazla oldugunu
gorliriiz. Boylelikle, genel bir kaide kurmak igin girigtigimiz ilk
tegebbfis muvaffak olamamigtir.

Bununla birlikte, bagka bir gey deneyebiliriz: E, F ile bir-
likte artiyor mu ? Yahut E, V ile birlikte artiyor mu? Bu so-
sorular: sistematik bir gekilde cevaplandirabilmek igin cedveli-
mizl yeniden tanzim ederiz, tyle ki ¢okytizliiler yukardan agaf
dofirn okundufu zaman, onlara ait £ sayilar: artsin:

Cokyiizlii F vV E
Ucgen tabanh piramit............ 4 4 6
Kare tabanh piramit.............. b 5 8
Uggen tabanl prizma............. 5 6 9
Beggen tabanli piramit............ 6 6 10
RS e b e s 6 8 12
Seklzylzslll v sviviriiiansronas 8 6 12
Beggen tabanli prizma............ 7 10 15
wRenik EApr. .ocoiitiiadninaven 7 10 156
ER010%. 5o s iy P et R i 9 9 16

Bylece daha uygun bir gekilde siralanmig olan verilerimi-
ze bakarak, yukarda aranan cinsten bir kaidenin meveut olma-
dipim1 kolayca miigahede edebiliriz. Meseld E, 15 ten 16 ya yfik-
selirken, V, 10 dan 9 a iniyor. Bundan bagka, sekizyfizliden
beggen tabanli prizmaya gecerken, E, 12 den 16 e yiikseliyor,
fakat F, 8 den 7 ye dlgitiyor. Ne F, ne de V, E ile birlikte de-
vamli olarak artmamaktadir.

Bu defa da her zaman cari olan bir kaide bulmakta bagarn
sagliyamadik. Buna ragmen, ilk baglangigtaki fikrimizin tama-
men yanhsg oldugunu kabill etmek istemiyoruz. Belki, fikrimizde
yapilacak bir degigiklik onu dogru hale sokabilir. Ne F, ne de
V nin E ile artmadifn pek dofiru olmakla beraber, onlarin «umu-
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miyetles arttiklart miigahede edilmektedir, Iyl tanzim edilmig
verilerimizi gbzden gegirirsek, F ve V nin «bir arada» arttikla-
rin1, yani cedvelin satirlarimi yukardan aga@i dofiru okudukea
F 4V nin arttian: miigahede edebiliriz. Bundan sonra daha sa-
rih bir kaide gbziimiize garpabilir: Biltiin cadvel boyunca

F4+V=E+2

dir. Bu milnasebet cedvelde zikredilmig olan dokuz halin hepsin-
de de gergeklegir. Biyle israrli bir intizamin sadece tesad(if ol-
mast pek muhtemel girlinmemektedir. Bu suretle yalniz milga-
hede ettigimiz haller i¢in degil, fakat her ¢okylizld i¢in gu fa-
razigeye varmig olduk: Bir gokgiizlide yiizlerin sayis: ile kégele-
rin sagisimin toplamr, kenarlarin sayisimin iki fazlasina esittir.

2. lik destekleyici temas noktalari. lyi yetigmis bir tabiat
bilgini bir faraziyeyi kolay kolay kabil etmez. Bu faraziye akla
yakin gelse ve bir talkim hallerde gergeklegse bile, onun dogru-
lugundan gene giphe eder ve onu muayene etmek tizere yeni
mflgahedeler toplar ve yeni tecriibeler tasarlar. Biz de tam aym
geyl yapabiliriz. Bunun igin daha da bagka cokytzlileri mua-
yene edecek ve onlarin yliz, kige ve kenarlarini sayarak onlara
ait FV ile E -2 yi mukayese edecefiz. Bu sayilar esit olabi-
lir veya olmiyabilir. Bu iki balden hangisinin dogru oldufunu
bulmak enteresan olacaktir,

Sek. 3.1 ’e bakarsak, gimdiye kadar {i¢ diizgiln ¢okylizlii-
vil, yani klip, diizglin dort yiizlii ve diizgiin sekiz yizliyd ([, V
- ve VII) muayene etmig oldufumuzu gorliriiz. $imdi geri kalan
iki diizgin gokyfizlilyil, yani diizglin yirmi ytzlil ile dlizglin on
iki yilizliiyii muayene edelim.

Diizglin yirmi yiizlliniin, hepsi figgenlerden ibaret, 20 tane
ylizil vardir. $u halde burada F =20 dir. Bu 20 ficgenin hep
birlikte 3 % 20 =60 tane kenar:1 vardir ki, bunlar ikiger ikiger
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bitigerek yirmi yiizllin@in kenarlarin1 meydana getirirler. §u hal-
de yirmi yiizliinfin kenar sayis1 60/2 =30=E dir. V yi de bun
benzer tarzda bulabiliriz. Biliyoruz ki, yirmi ylizliinlin her k&
gesi etrafinda 5 tane yiiz toplanmighir. 20 iiggenin hep birlikt
3K 20 =860 tane ag¢is1 meveut olup, bunlar beger beger aym ki
gelerde bitigirler. $u halde yirmi yiizlinfin kUgelerinin sayis
60/6 =12=V/ dir.

Diizgiin on iki yiizliiniin, hepsi beggen olmak fizere, 12 tan
yiizi meveat olup, bunlar kdgeler etrafinda figer ficer toplanmis:
lardir. Buradan, yukariki gibi

F=12, V='2;<.5.-=20, £=-‘%=3o

oldugu neticesini gikarinz.

Simdi S. 86 daki listemize iki satir daha ildve edebiliriz:

Cokyiizlii F Vv E

Dilzgiin yirmiyllzlti............ 20 12 30

Diizgiin oniki yizld............ 12 20 30
F+V=E+2

olduguna dair faraziyemiz bu son iki halin her ikisinde de ger:
ceklesmektedir. '

3. Daha bagka destekleyici temas noktalari. Yukar :
gerceklemeler sayesinde faraziyemizin dogruluk ihtimali hissedilis
derecede artmaktadir. Fakat bu faraziye gimdi ispat edilmig
yilabilir mi? Asla. Buna benzer bir durumda viedanh bir tabia
bilgini tecriibelerinin bagarisindan memnunluk duymakla beras
ber, yeni tecriibeler tasarlamaya devam edecektir. Oyleyse, b
de gimdi hangi ¢okyfizliiy@i deneyelim ?

Faraziyemiz gimdiye kadar o kadar gizel ger¢eklenmigt
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ki, onu bir misilde daha gergeklemek ona kargt duyduffumuz
itimada pek az gey katacaktir, belki o kadar az ki, bn katk
yeni bir ¢okyiizlit segip, onun pargalarini saymanin zahmetine
bile demiyecektir. Faraziyemizi denemeye devam igin daha zah-
mete deffer bagka bir yol bulamaz miyiz ?

$ek. 8.1 ’e bakarsak, ilk satirdaki biitiin eisimlerin aym
tabiatta, yani prizmalar olduklarim gdriiriz, Aym gekilde ikin-
ci satirdaki biitdn cisimler de hep piramitlerdir. Faraziyemiz
Sek. 8.1 deki {i¢ prizma ve fi¢ piramit igin elbette dogrudur;
fakat acaba bitin prizma ve piramitler i¢in de dogru madur?

Eger bir prizmanin n tane yan yilzil varsa, hep birden
n -2 tane ylizi, 2n tane kisesi ve 8n tane kenari meveut olur.
n tane yan yfizii haiz bir piramidin de, bep birdsn n -1 yiizi,
n-1 kigesi ve 2n kenari vardir, Bu suretle S. 55 teki listemize
iki satir daha ildve edebiliriz.

Cokgiizlii F V E
n tane yan ylizlil prizma n-t+2 2n 3n
n tane yan yiizlil piramit w1 Ry 2n

F+V=E4+2 oldug.uau iddia eden faraziyemiz, sadece yeni
bir iki gokytfizld igin degil, fakat herbiri sonsuz sayida gokyfizll
ihtiva eden iki gokyfizlli serisi igin de dogeu gkt

4. Sikr bir deneme. Son ifade faraziyeye itimadimizi Snem-
li bir miktar arttirmakla beraber, tabiatiyle onu ispat etmis ol-
maz, §imdi ne yapmaliyiz? D ger bagka dzel halleri muayeneye
devam mi etmeliyiz? Faraziyemizin basit denemelere oldukga
kolay dayandif: goriiliiyor. $u halde onu, kendisini cerhedebil-
me hususunda olduk¢a bitylik bir ganst baiz olan zor ve siki bir
denemeye Labi tutmahyiz.

Cokytizitiler kolleksiyonumuza ($ek. 8.1) tekrar bakalim.
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Orada prizmalar (I, II, I1I), piramitler (IV, V, VI), diizglin gok-
yiizliler (I, V, VII) bulmaktadir, Bu cins biitlin cisimleri zaten
fyice muayene etmigtik. Kolleksiyonda bagka ne var? Orada bir
kiiplin fizerine bir «gati» yerlegtirmekle elde edilen bir «kule»
(VIII) de bulunmaktadir. Burada bir genellestirme imkan: farke-
debiliriz. Kiip yerine herhangi bir ¢ok yiizli alalim ve onun
herhangi bir yliziin@l segerek, o yiiziin fizerine bir «¢ati» yerleg-
tirelim. Baglangigtaki ¢okytzliinln yiz says F, kige sayi1 V
ve kenar sayisi da £ olsun ve segilen yilzlin de n tane kenar
bulunsun. Bu yiiziin tizerine n tane yan yfizil bulunan bir pira-
mit koyalim ve bu suretle yeni bir ¢okylizli elde etmig olalim.
Bu yeni «<gatili» gokyilzliniin kag yiizii, ka¢ kogesi ve kag ke-
nar1 vardir? Kendisinin tegkili esnasinda yiizlerden birl (segil-
mis olan yiiz) ortadan kalkmig, fakat n tane yeni yiz (pirami-
tin n tane yan yiizil) meydana gelmig oldufundan, yeni gokyiiz-
lintin F — 14 n tane yiizi vardir. Bundan bagka eski ¢okyliz-
liniin biitiin kdgeleri yeniye de ait olup, bunlara bir de yeni
ktge (piramidin tepesi) eklendiffinden, yeni ¢okyiizliiniin kigele-
rinin sayis1 V4 1 dir. Aym gekilde, eski gokyiizliiniin biitiin ke-
narlar1 yeniye de ait olup, bunlara n tane yeni kenar (pirami-
din yan kenarlar) ilive edildiinden, yeni cokyiizlii E -+ n tane
kenar1 haizdir,

§imdi durumu Bzetliyelim. Baglangigtaki c¢okyfizliiniin ytiz,
kige ve kenar sayilar: sirasiyla F, V' ve E oldufuna gbire, yeni
«gatili» ¢okyiizlfinlin bunlara tekabill eden sayilar1 sirasiyla

F+n—1, V41 ve E+4n

dir. Acaba bu vilkialar faraziyemizle nyugma halinde midir ?
Eger F+ V=E 4 2 mifinasebeti cari olursa, agikdr olarak

(F+na—1)+(V+1)=(E+a)+2

miinasebeti de cari olur. Yani faraziyemiz baglangigtaki cokyfizli
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igin gergeklenirse, ondan elde edilen yeni «catili» ¢okyiizlll igin
de gergeklenir, Faraziyemiz «g¢atilama» igleminden sonra da dog-
ru kahyor ve bu suretle hakikaten siki1 bir denemeyi bagar1 ile
atlatmig oluyor. Daha 6nceden denenmig olan ¢okyfizliilerden
miikerrer «gatilama» iglemleri ile titkenmeyecek kadar cok cegitli
¢okyiizliller elde etmek miimkiin olup, faraziyemizi biitin bun-
lar i¢in ispat etmis olduk.

Diger taraftan Sek. 3.1 deki son cisim olan «kesik kiip»
(IX) te buna benzer miildhazalara yol acar. Kiip yerine, keyfi
olarak segeceffimiz bir kigesini kesip atmak suretiyle bagka bir
gokylizlilyll «kesik» hale getirelim. Ilk ¢okyfizliintin yiiz, kige
ve kenar sayilar: sirasiyla

Fo ¥ v K

olsun ve n, se¢mig oldufumuz kdgeden gikan kenarlarin sayisini
gistersin, Bu kbgeyi kesip atmak suretiyle (n tane kemarh) bir
yeni yilz, n tane yeni kenar ve n yeni kige kazanmig fakat 1
kige kaybetmig oluyoruz. Netice olarak yeni «kesik» ¢okyiizlil-
niin sirasiyla

F 41, V4+n—1, ve E+4n
tane yiiz, kdse, ve kenar1 bulunmaktadir. §imdi,

F4+V=E+2
den

F+)+(V+a—1)=(E+n+2

gikar. Yani faraziyemiz, «<kesme» igleminden de sonra da cari
kalacak kadar inatgidir. O, boylelikle digger bir siki muayeneden
daha bagar: ile gegmig oluyor.

Yukarda anlattiklarimiza faraziyemiz lehinde kuvvetli bir
delil gzilyle bakmak tabiidir. Hattd onlarda bagka bir gey de
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gbrebiliriz: Bir ispat igin ilk ip uglar. Bir dbrtyiizli ve bir
kip gibi, faraziyenin cari olduffu basit bir gokyiizlliden hareket
ederek, «catilama» ve «kesme» iglemleri vasitasiyla gene farazi-
yenin ecari olduffu gesitli ¢okyfizliileri ihtiva eden genig bir gok-
ylzlit ciimlesi elde ederiz. Acaba bu suretle biitin g¢okyiizlileri
clde edebilir miyiz ? Effer bu dofru ise, faraziyemizin bir ispa-
tinm1 elde etmig olurduk | Bundan bagka, faraziyemizdeki milnase-
beti muhafaza eden differ bazi iglemler de meveut olabilir.

5. Birbirinden farkly degerde ger¢eklemeler. Yetigmig
bir tabiat bilgininin dtiglinme usdlleri vasati bir insanin dliglin-
me usillerinden esas itibariyle farklh olmayip, ancak ondan ¢ok
daha etraflidir. Gerek vasati insan, gerek ilim adam: birkag
miigahede neticesinde bir faraziyeye varirlar ve o faraziye ile
uyugma veya gatigma halinde olan milleakip bazi misllere dikkat
ederler. Faraziye ile uyngma halinde olan bir misdl o faraziye-
nin dogrulugunu daha muhtemel kilar ve faraziye ile catigma
halinde olan bir misil faraziyenin yanhig olduffunu ispat eder.
Igte yukarda bahis konusu olan iki gegit insan aragindaki fark ta
burada baglar: llim adami olmayanlar daha ziyade birinei tip
misiller aramak temayiiliindedirler, fakat ilim adami umumiyetle
ikinci tip misdller arar. Bunun sebebi, vasati insan olsun, ilim
adam: olsun, herkesin biraz gurur eahibi olmas:i ve farkhi kim-
selerin farkli geylerden dolayi gururlanmalaridir. llim adami
olmayan bir kimse yanildifin1 kendine bile itiraf etmekten ¢e-
kindiginden, faraziyesiyle ¢atigan misdlleri sevmez ve onlardan
kacinir, hattd bbdylelerine rastladig: takdirde onlan tevil etmek
temayiilindedir. llim adam: ise bil’dkis, bir faraziyede yamildi-
gin1 teslim etmeffe yeter derecede hazirdir, fakat sorularin ken-
dileri hakkinda karar verilmemis halde birakilmasindan hoglan-
maz. $imdi, faraziye ile uyugan bir hil onun dogrulugno hakkinda
keein bir karar vermemize imkidn vermez, fakat onunla ¢atigma
halinde bir misil onun yanhghgin1 kesin olarak ispat eder.
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Kesin bir karar pesinde olan ilim adami, faraziyeyi cerh etmek
gans1 bulunan haller arar, Bu hallerin bu husustaki gansi ne
kadar biiyfikse, ilim adami i¢in onlar o kadar makbildtr. Bu-
rada dikkat edilecek Snemli bir nokta vardir. Eger bir faraziyeyi
altlist etmekle tehdit eden bir halin, neticede onunla uyugma
halinde olduju ortaya gikarsa, faruziye denemeden gayet kuv-
vetlenmig halde gikar. Tehlike ne kadar biyitk olursa, gerefte
o kadar bilyiik olur; en tehditkdr muayeneden bagari ile gikmak
faraziye i¢in en yiksek derecede kabflle gayan olmak ve onun
dogrulugu hakkinda en biiylik tecriibi delil tegkil etmek neti-
cesini dogurur. Misdlden mirile ve ger¢eklemeden gergeklemeye
fark vardir. Faraziyeyi cerhetmesi ihtimali daha kuvvetli olan bir
misdl her halitkdirda, onu bfyle bir ihtimali daha zayif bulunan
bir misalden daha ¢ok kesin karara yaklagtwir ki, buda ilim
adaminin neye birinei tip misalleri tercih ettifini izah eder.

9imdi kendi 8zel problemimize donebilir ve yukarki iza-
hatin cokyiizliller hakkinda girismig oldugumuz «tecriibi arag-
tirma» ya nusil uygulandifina bakabiliriz. F+ V=E+2 mi-
nasebetinin gergeklendiffi her yeni hal, bu minasebetin genel
olarak dogruluguna olan itimadimizt goffaltir. Bununla beraber
monoton bir gercekleme serisi ¢ok gegmeden bizi biktirir.
Daha evvel denenmis misallerden sz farkh bir misdl, eger
faraziyemizle uyuguyorsa, tabii ona olan itimadimizi artti-
rir, fakat bu itimat artigi pek azdir. Hakikaten, bbyle bir
misdli daha denemeden evvel, onunda kendisinden az farkhi
bulunan diger misller gibi netice verecegine kolayca inanmnz.
Bizim istedifimiz gey, bagka bir gercekleme daha degil, fakat
bagka neviden bir gerceklemedir. Hakikaten, buraya kadar yapmig
oldugumuz aragtirmanin tiirlil sathalarma (2., 3. ve 4. parag-
raflar) geri bakarsak, bunlarin her birinin bize bir Sncekini
esash gekilde agan yeni bir gergekleme nev’i verdiffini gbrebiliriz.
Bu safhalarin her biri faraziyemizi, bir éncekinden g¢ok daha ge-
nis ve cegitli bir misaller gruba igin gerceklemektedir. '

w
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6. Cok farkh bir hal. (egitliligin Gnemini goérdiigiimiiz-
den, gimdiye kadar elden gecirdiklerimizden ¢ok farkh bir gok-
yiizli arayalim. Bu suretle, bir resim gergevesinede bir ¢ok
yiizlit goziiyle bakmak fikri aklimiza gelebilir, Ucgen kesitli cok
uzun bir ¢ubuk alarak, ondan dort parca kestikten sonra bu
parcalarin uglarini cerceve geklinde bir ¢okyiizlil tegkil edecek
surette birlegtirebiliriz. Sek. 8.2 bu cergevenin, evvelce kesilme-

Sek. 8.2, Simit bigiminde bir gokyiizlil

mig gubuk iizerinde de bulunmug olan kenarlarinin hepsi yatay
duracak surette, bir masa fizerinde konulmasinin uygun olaca-
gim gostermektedir. Bu gekilde konmug gergevenin 4 kere 3 yani
12 tane yatay ve gene 4 kere 3 tane yatay olmayan kenar: mev-
cut olup, toplam kenar sayis:1 £ =12+ 12 =24 tiir. Ayn1 gerge-
venin ylizlerini ve kogelerini sayarsak, F=4 X8=12 ve
V=4 %X8=12 buluruz, Simdi, F4+ V=24 sayie1 £+ 2=26
dan farkhdir. Su halde, en genel haliyle alindig: takdirde fara-
ziyemizin yanlig oldufu ortaya ¢ikmig bulunmaktadir.

Buna kargi, tabiatiyle faraziyemizi higbir zaman bu kadar
genel bir gekilde ifade etmek niyetinde bulunmadifimizi ve her
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zaman konveks, yani kilreye benzer bicimde gokyiiziiileri kast-
ettiimizi ve resim gercevesi gibi simit bigimindeki c¢okytizltileri
nazari itibara almayr higbir zaman akhmizdan gegirmedigimizi
ileri siirebiliriz. Fakat bunlar birer te'vildir. Hakikatte, mevki-
imizi degigtirmek ve ilk ifademizi tadil etmek zorundayiz. Cok
milmkindiir ki, yukarda yemig oldufumuz darbe sonunda bize
faydal olsun ve bizi ilk faraziyemizin tadil edilmig ve daha sa-
rih bir gekline gotirsiin, Bununla birlikte, bunun itimadimiza
indirilmig bir darbe oldugu hakikati de higbir gekilde drtiillemez.

7. Benzerlik. «<Resim gergevesi» misdli ilk gekliyle alinan
faraziyemizi sldtirmiig bulunuyor. Fakat bu faraziye, Snemli bir
tahdit ihtiva eden degigtirilmig (ve fimit edelim ki, diizeltilmig)
bir gekilde derbal yeniden canlandirilabilir,

Dortytizli ve kilp konveks olduklar: gibi, kolleksiyonumuz-
daki (Sek. 8.1) diger g¢okyiizlitler de hep konvekstir. Ayni ge-
kilde, bunlardan «kesme» ve mutedil «gatilama» (yani muhtelif
yizlerin fizerine yeter derecede basik ¢atilar kondurma) operas-
yonlariyla elde edilebilecek biitiin ¢okyilzliiler de konvekstir,
Hig degilse, bu operasyonlarin bizi konveks yahut «<kilre bigi-
mindeki> ¢okyiizliilerden «gimit bi¢giminde» ¢okyilizlillere gitiir-
mesl igin higbir tehlike meveut degildir.

Bu noktaya dikkat ederek, ¢ok Idzumlu bir tasrih yapaca-
#1z. Yeni faraziyemiz, her konveks cokyfizlinilo yfiz, kige ve
kenar sayilar1 arasinda F -+ V = E + 2 milnasebetinin cari olu-
sudur (Faraziyemizin simirlaniginda konveks cokyiizliiler yerine
«kiire bigimindeki» gokyiizliileri almak daha tercihe gayan olur-
du, fakat bu son terimin manasini tarif etmek iizere burada
durmak istemiyoruz.)

Bu yeni faraziye dogru olma gansini haizdir. Buounla be-
raber, itimadimiz evvelce sarsilmig oldufu i¢in faraziyemiz hak-
kinda yeni destekler aramak {izere etraflimiza bakariz. Evvelki-
lere ilaveten yapilacak bir takim gerceklemelerden pek fazla yar-
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dim bekliyemeyiz. En agikdr kaynaklar da tlikenmig gorilnmek-
tedir. Bununla birlikte, benzerlik'ten biraz yardim f{imit edebi-
liriz. Bize birgey Ofretebilecek daha basit bir benzer hal mevecut
mudur ?

Cokgenler, gokyiizllilerin benzerleridir, Nasil bir ¢okyfizli
uzaymn bir parcasi ise, bir ¢okgen de diizlemin bir parcasidir,
Bir ¢okgenin V gibi belirli bir miktar kogesi (agilarin kogeleri)
ve E gibi belirli bir miktar kenari vardir. Agikdr olarak

V=E

dir. Bununla birlikte konveks poligonlar i¢in cari olan bu miina-
gebet gok basit giiriinmekte ve biitlin konveks ¢okyﬂzlﬂler igin
cari oldufundan giiphelendifimiz daha karigik

F4+V=E+2

miinasebeati lizerine pek az 1gtk tutmaktadir.

Eger problemle hakikaten yakindan alikadar isek, bu iki
minasebeti birbirine daha fazla yaklaghirmaya caligacagimiz
tabiidir. Bunun yapmanin gayet incelikli bir yolu vardir. Evve-
Ja yukarda gegen muhtelif sayilar: tabii bir siraya koymaliviz.
Cokyiizliniin kendisi 3 boyutludur ; tabiatiyle yiizleri (¢okgenler)
2 boyutlu, kenarlar:1 1 boyutlu ve ktgeleri (noktalar) ise 0 bo-
yutlodur. $imdi yukariki sayilar1 artan boyutlara gire sirala-
mak suretiyle denklemlerimizi yeniden yazabiliriz. Cokgenlere
dair miinasebeti

V=E+41=1
geklinde yazarsak, bu milnasebet
V—~E4+F—1=1

geklinde yazilacak olan gokyiizlillere dair miinasebetle muhym.
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edilebilir hale girer. Cokgenlere dair denklemin sol tarafindaki 1
rakami, o halde bahis konusu olabilecek biricik iki boyutiu ele-
man, yani gokgenin igini temsil eder. Qokyiizlillere dair denkle-
min sol tarafindaki 1 rakams, bahis konusu biricik ti¢ boyutlu ele-
Man), yani gokyiizlinlin igini temsil eder. Denklemlerin sol tara-
findaki sayilar, 0,1, 2 ve 8 boyutlu elemanlarin sayilarini gbster-
mekte olup, bu tabii sirada siralanmiglar ve bir pozitif, bir nega-
Uif igareti haiz bulunmaktadirlar. Sag taraf her iki halde de ay-
budir; benzerlik tam gibi gérinmektedir. Cokgenlere dair olan ilk
egitlik agikar olarak doggru bulunduffundan, gokyiizlilere dair far-
zetmig oldugumuz ikinel egitlige olan itimadimiz da benzerlik do-
layisiyle artmig bulunmaktadir.

8. Uzaym pargalara ayrilisi. Simdi uzay geometride en-
dilktif aragtirmaya dair bagka bir misale gegelim. Onceki misd-
limizde genel ve biraz miiphem bir milgahededen hareket etmisg-
tik. Simdiki hareket noktamiz dzel ve belirli bir problemdir. Bu-
rada uzay geometrinin basit, fakat pek fazla ahgilmamg bir
Problemini ele alacafiz: Uzay b diizlem vasitasiyla kag parcaya
agrilabilir ?

Verilen beg diizlemin birbirine paralel oldufu halde bu soru
kolayca cevaplandirilabilir : Bu halde uzay sgikdr olarak 6 par-
¢aya aynilmigtir. Bununla birlikte, bu hal ¢ok dzeldir. Eger diiz-
lemlerimiz «genel durumda» iseler, bunlarin iginde birbirine pa-
ralel olan higbir diizlem ¢ifti bulunmayacak ve vzay, 6 dan ok
daha fazla pargay: ayrilacaktir, Problemimizi Snemli bir ilave
Yaparak daha sarih bir gekilde ifade etmeliyiz: Genel durumda
olan 5 diizlem azay: kag pargaya agirir ?

«Genel durum» kavram: sezgiyle kolayca anlagilabilir; bir-
birleriyle higbir tzel miinasebeti olmayan, mistakil olarak ve-
rilmig. geligigtizel segilmig ddzlemler bu durumdadir. Bu terimin
Mdnasini teknik bir tarifie tam bir agiklifa kavugturmak zor
degilse de, iki sebepten bunu yapmiyacapiz. Birincisi, bu kita.
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bin gok teknik olmamas: icabettifidir. Ikincisi ise gudur: bu
kavram1 biraz sisli birakirsak, ekseriya biraz sisli kavramlarla
ige baglamak zorunda olan, fakat bunlari ilerledik¢e berraklag--
tiran bir tabiat bilgininin fikri davranigina daha fazla yakinlag-
mig oluruz.

9. Problemi tadil etmek. Dikkatimizi problemimiz fizerin-
de toplayalim. Bize genel durumda 5 diizlem verilmigtir. Bunlar
diizlemi belirli bir sayida bir takim parcalara ayirirlar. (Meseld
bir poynir par¢asmin keskin bir bigakla beg defa kesilmek sure-
tiyle parcalara ayriligini dilglinebiliriz). Cdzecegimiz problem, bu
parcalarin sayisint bulmaktir. (Peynir kag pargaya ayrilmigtio ?)

5 dizlemin meydana getirdigi biitin ayriliglari birden
gbrmek gii¢ goriinmektedir. (Bunlarl «gérmek» imkénsiz da ola-
bilir. Ne olursa oleun, geometrik tasavvur kabiliyetinizi zorla-
mayiniz; daha ziyade, dilgiinmeye ¢aliginiz. Aklimz sizi muhay-
yelenizden daha ileri gttiirebilir). Neden tam 5 diizlem olsun?
Herhangi bir sayida diizlem hali neden nazar: itibara alinmasin ?
Uzay, 4 diizlem tarafindan kag¢ parcaya ayrilir? 3 diizlem tara-
findan, yahut 2 diizlem veya bir tek dfizlem tarafindan kag
paro;ayh boliinir ?

Burada geometrik sezgimizle kolayta kavrayabilecegimiz
hallere erismig bulunuyoruz. Bir diizlem wuzay: agikir olarak 2
pargaya ayirir. lki diizlem, paralel olduklar: takdirde uzayi iig
par¢aya bolerler. Bununla beraber, bu tzel hali bir kenara bi-
rakmaliyiz ; genel durumda iki diizlem birbirini keser ve uzay:
4 kisma ayirir. Genel durumda ii¢ diizlem uzay: 8 par¢aya ayi-
rir, Daha gii¢ olan bu son hali gbztniinde canlandirmak igin bir
binanin ig¢inde birbirini kesen iki diigey duvarla, bunlarin her
ikisini de kesen, kiriglerle desteklenmig bir yatay tabaka diigii-
nelim, yle ki tabaka her iki duvar: da kestigi noktada 4 tane
odanin tavani ile difer 4 odanin tabanmim tegkil etsin.
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10. Genellestirme, Szellegtirme, benzetme. Problemimiz
5 diizleme dair oldugu halde, evveld 1, 2 ve 8 diizlemle oyna-
dik. Acaba bdyle yapmakla vaktimizi israf m1 etmig olduk ?
Asla. Daha basit benzer halleri gbzden gegirmek suretiyle kendi-
mizi esas problemimize hazirlamig olduk. Daha basit olan bu
hallerde el aligkanlifs elde ettik; araya giren kavramlan agik
$ekle soktuk ve kargilacagimiz problem cinsi ile aligikhk peyda
ettik,

Bizi bu daha basit benzer problemlere gbtiirmilig olan yol
bile tipik olup, dikkatimize layiktir. Evveld 5 diizlem halinden
heﬂ““!i bir sayida, meseld n tane, diizlem haline gegtik, yani
Qir genellestirme yaptik., Sonra n dilzlemden gene geriye ddne-

rek, 4, 8, 2 ve bir tek dizlem haline gectik, yani gevel prob-

lemde n =4, 3, 2, 1 koyduk, yani bir takim &zellestirmeler yap-
bk, Fakat uzayi, mesela 3 diizlemle bdlmeye dair problem 6
dilzlem ihtiva eden baglangictaki problemimize benzerdir. Bu su-
Tetle benzerlige tipik bir tarzda varmig olduk : baslangrcta genel-
lestirme ve onu takiben ﬁ;elluﬁrmc.

11. Benzer bir problem. Bundan sonraki ilk hal olan 4
diizlem halinde durum nasildir ?

Genel durumda bulunan dort dilzlem, gegitli uzay pargalar:
belirler, bunlardan biri sonlu olup, figgen geklinde dort tane yiiz-
le Simrlanmighir ki adina dortyfizlt denir (Sek. 8.3 ‘e b‘k’““)]
Bu gekil bize bir diizlemde genel durumda bulupan ii¢ dofruyu

hatirlatyr, Bu dofrular diizlemde gegitli pargalar belirler ki bun-

larm biri sonly olup, ¢ tane dogru pargasi tarafmdan simrla-
DT, yani bir ticgendir (Sek. 3.4 ’e bakinz). §imdi uzaymn dort
dlizlem tarafindan boliintiginde meydana gelen uzay pargalarinin
Say1811 bulmamiz lazimdir. Evveld elimizi bunun benzeri olan
A%afiki daha basit problemde aligtiralim: Diizlem, tig dogru ta-
fafindan kag pargaya ayrilir ? -



70 UZAY GEOMETRIDE ENDUKSIYON

Birgoklarimiz cevabi bir gekil gizmeye bile lizum kalmadan {
derhal gorebileceklerdir ve herkes te kaba bir kroki (Sek. 8.4 e
bakiniz) cizmek suretiyle onu gorebilir. Aranan dfizlem pargalar
sayist 7 dir.

Sek. 8.8. Uzaym dort diizlem vasitasiyla parcalara ayrihg

Daha basit benzer problemin ¢dzlimlinfi bulduk ; fakat bu
¢bzlim{l acaba esas problemimizde kullanabilir miyiz? Evet, eger
iki gekil arasindaki benzerlikten zekice istifade edebilirsek. Bu-
rada diizlemin 3 dofiru tarafindan parcalara aynbsim Oyle ele
almaliyiz ki, ayn1 miildhazalari daha sonra uzayin 4 diizlem va-
gitasiyla boliiniigline uygulayabilelim.

Meseld, dilzlemin bir figgen sinirlayan fig dofiru tarafindan
pargalara ayrihigina tekrar bakalim. Bu pargalardan biri, figge-
nin igi, sonludur. Geri kalan parcalar sonsuz olup, fi¢genle ya
ortak bir kenari (bdyle fi¢ parga vardir), yahut ta ortak bir ko-
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geyi (bu tiirlit de {i¢ parga vardir) haizdir. BSylelikle biitiin par-
¢alarin sayis1 1+ 3-+3=7 olur.

Simdi uzaymn bir dortyliz'ii sinirlayan 4 dizlem visitasryla
parcalara ayriigini diiglinelim. Bu parcalardan biri, yani cort-
yiizliinfin igi sonludur. Sonsuz bir parca bu dortyfizlil ile ortak
bir yiizt (sinirin 2 boyutlu bir pargas)) haizdir (bdyle 4 parga
vardir), yahut orlak bir kepar: (simirin 1 boyutlu bir parcasi)
baizdir (bdyle 6 par¢a vardir), yahut ta ortak bir kogeyi (sini

Sek. 3.4, Dizlemin {i¢ do3ru viisitasiyla ayriligi

rin 0 boyutlu bir pargas) haizdir (bdyle 4 parca olup, b“l'fl

Sek. 8.3 te bilhassa belirtilmigtir). Bu suretle biitiin uzay parga-
larinin sayist | + 4 -+ 6+ 4 =15 olur. :

Bu neticeye benzetme yoluyla vardik ve burada benzetme-
yi tipik ve dnemli bir tarzda kullandik. Eyvela, daha kolay bir

N
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benzer problem tasarliyarak onu ¢dzdiik. Sonra, daha gii¢ olan
(dortytizliiye dair) ilk problemi ¢dzmek i¢in kolay olan (iiggen
hakkindaki) yeni benzer problemi bir model olarak kullandik;
zor problemi ¢tzerken kolay problemin ¢Oziilm patronunu takip
ettik. Fakat bunu yapmadan evvel kolay problemin g¢bzlimiinil
yeniden ele almaklifimiz ldzim geldi. Bu ¢dzilmil yeniden tan-
zim ederek, taklide uygun gelecek yeni bir patron haline ge-
tirdik.

Daha kolay bir benzer problemi ortaya gikararak onu ¢dz-
mek ve bu ¢bzilmil bir model olarak hizmet gbrecek gekilde ye-
niden tanzim etmek ve nihayet bu suretle yaratilmig olan mo-
deli takip ederek ilk problemi c¢bzmek — bu metod tecriibesiz-
lere dolambagh goriinebilir, fakat gerek matematife dair ve ge-
rek diger ilmi aragtirmalarda a1k sk kullanilmaktadir.

12. Bir benzer problemler serisi. lik baglangigtaki prob-
lemimiz hald ¢dzlilmemig olarak durmaktadir. Bu problem uza-
yin 5 diizlem visitasiyla parcalara ayriligina dairdi. lki boyut
icin benzer problem nedir ? Diizlemin 5 dogru ile parcalara ayri- -
Igt m1? Yoksa 4 dogru ile pargalara ayrihgt m1? Bizim ig¢in bu
problemlerin en genel geklini, yani uzayin a diizlemle ve diizle-
min n dogru ile parcalanigini ele almak daba iyi olacaktir. Ta-
biatiyla bu par¢alanigi meydana geiiren dofrular genel durumda
bulunmalidirlar (yani bunlar iginde paralel olan higbir ¢ift ve
ayni noktadan gegen higbir figlii bulunmamalhidir).

Eger geometrik benzerligi kullanmaya ahgmigsak, bir adim
daha ileri gidebilir ve bir dogrunun n tane farkh nokta tarafin-
dan parcalara ayriligini nazar: itibara alabiliriz. Bu problem ol-
dukga trivial goriinmekle beraber, dfretici olabilir. Kolayca girii-
riiz ki, bir dofru 1 nokta vésitasiyla 2, 2 nokta vasitasiyla 3,
3 nokta visitasiyla 4, ve genel olarak » nokta visitasiyla n 1
farkl pargaya aynhr.
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Ayni gekilde, agir1 hallere dikkat etmefe aligmigsak, hig

‘bSlinmemis vzay, dizlem ve dogruyu da ele alabilir ve onlara
«0 tane bdliicli eleman tarafindan meydana getirilmig birer ay-
rilig» gbziiyle bakabiliriz.

Buraya kadar elde etmig oldngumu; neticeleri gbzdnllne se-
ren agafiki cedvell tertip edelim:

Bolict Uzayin Diizlemin Dogrunun
eleman dilzlemler dogtrular noktalar
sayisi visitasiyla vasitasiyla vasitasiyla
parga sayisi | parga sayls) | parga sayisi
0 1 1 il 4
: 2 2 2
2 i 4 3
3 8 7 4
4 15 5
'y n+1 L
13, Cok problem, tek problemden daha kolay olabilir.
\ (Uz:yln b diizlemle puw].m lyl'l.ll.'lﬂl d.ll‘) bir proh!em oﬁma-

ye girigtik. Bu problemi henilz ¢Szmemis olmakla beraber, bir
¢ok yeni problem ortaya atmig bulunuyoruz. Yukarki cedvelin
i bog olan her gbzii agik bir probleme tekabfil etmektedir.

L Bir problemi ¢bzmek igin boylece yeni problemler yigmsk
tecriibesi az olanlara akilsiz bir is gdriloebilir. Fakat problem
¢0zmek hususunda biraz teeriibe, bir arada nazari itibara alman
birgok problemi ¢szmenin tek bir problemi ¢dzmekten daha ko-
lay olabilecegini bize dfretebilir — ancak gok problemler arala-
Tinda iyi koordine edilmig ve tek problem de telk bagma (miinfe-
Fit) bir problem ise. Bu suretle baglangigtaki problemimiz, bir
seri ¢bzillmemig problemin bir tanesi haline girer. Burada Saemli
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olan nokta biltiln bu ¢dziilmemis problemlerin bir seri tegkil et-
mesi, yani bunlarin iyl siralanmig ve gruplandirilmig olmas: ve
gerek birbirleriyle ve gerek daha evvel ¢bzlilmiig birkag prob-
lemle yakin benzerligi bulunmasidir. Problemimizin gimdiki ben-
zer problemlerin tegkil ettifi bir seri i¢ine iyi yerlestirilmig du-
rumunu, tamamen miinferit bir halde bulundugu baslangigtaki
durumu ile mukayese edersek, problemio ¢fziimil yolunda bir
ilerleme kaydetmemis olduffumuza hilkmetmemiz bize tabii gelir.

14. Bir faraziye. Cedvelimizde ortaya dokillen neticelere
bir tabiat bilgininin kendi niimune kolleksiyonuna baktir gibi
bakalim. Bu cedvel bulug ve milsahede kabiliyetlerimize meydan
okumaktadir. Onda bir bagf, bir intizam kegfedebilir miyiz ?

lkinel stituna (uzayn diizlemler visitasiyla ayriligi) bakar-
sak, 1, 2, 4, 8 dizisinde bir intizamin farkina varabiliriz — bu
sayilar 2 nin miteakip kavvetleridir. Fakat, ne bilyiik bir al-
damig ! Stitunun bundan sonraki rakami, bekledigimiz gibi 16 ol-
may1p, 15 tir. llk tahminimiz pek iyi ¢ikmadi. Onun icin bagka
bir gey arayalm.

Nihayet, tesadiifen cedveldeki herbangi iki bitigik sayiy1
toplayip, bu toplamin cedvelde bulunduffunu gdrebiliriz. Bu su-
retle Hzel bir miinasebetin farkina varmig oluyoruz: Cedveldeki
bir say1y: elde etmek ig¢in onun ilstlindeki say1 ile bu son sayi-
nin saf tarafindaki sayiy:1 toplamalidir. Meseli

8 7

15

sayilari 8- 7=15 miinasebeti ile birbirine bafilidir. Bu sayami
dikkat bir miinasebet, gize batan bir ip nendor. Cedvelin gim-
diye kadar hesaplanmig olan kisminda bu milnasebetin bagtan-
baga cari olmasimin sirf tesad{if eseri bulunmas1 pek muhtemel
goriinmemektedir.



UZAY GEOMETRIDE ENDUKSIYON

Boylece, yukariki durum miigahede etmis oldugumuz kaide-
nin miigahede simirlarimizin ¢ok daha Stesine kadar ecari oldu-
flunu, cedvelde henfiz hesaplanmamig sayilar arasinda da aym
milpasebetin bulundugunu bize telkin eder ve biz de biylece te-
Sadiifen (izerine dilgmils oldugnmuz kanuoun her zaman dogra
oldugn faraziyesine varmig oluruz.

Eger bu dogru ise, baglangigtaki problemimizi artik ¢dzebi-
liriz : Bitigik sayilari toplayarak cedvelimizi genigletir ve niha-
yet aradigimiz nylya VArInz :

0 1 1 1
1 2 2 2
2 4 4 3
3 8 7 4
4 15 11 5
5 26

Burada verdiffimiz cedvelde toplama yoluyla hesaplanmig
olan kabn puntolu iki rakam bulunmaktadir: 11=7-4,
26 =15 4 11. Eger faraziyemiz dogru ise, 26 sayis1 uzaym genel
durumda 5 diizlem tarafindan ayrildih parcalarm sayisi olmah-
 dir. Gortintige gore problemi cozmily oluyornz. Yahut ta hig
Olmazu, buraya kadar toplayabildigimiz biltiin delillerle destek-
lenen akla yakm bir faraziye izerine dilgmeye muvaffak olduk.

15. Onceden sdylemek ve gergeklemek. Yukarda siki a-
kiya bir tabiat bilgininin tipik yolunu takip ettik. Eger bir ta-
biat bilgini goze carpan ve makil bir gekilde sirf tesadiife atfe-
dilemiyecek olan bir intizam mugahede ederse, bu kaidenin ken-
di yaptig1 miigahedelerin sinirlarnmn digina kadar uzandifina
dair bir faraziye yapar. Boyle bir faraziyenin yapihgn enddktif
Aragtirmada ekseriya kat'i adim tegkil eder.

Bunu takip eden adim, Suceden styleme (8nceden kestirme)

g 1

hi'.' .
" - L P i T Y - = el et o '
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olabilir. Tabiat bilgini daha evvelki miigahedelerine ve onlarin
farzetmis oldugfu kanuna uygunlufuna dayanarak, onlardan sonra
vapacafi bir miigahedenin neticesini tnceden stiyler. Bu sonuncu
milgahedenin neticesl ¢ok Onemlidir, Acaba Onceden siyledifi
gey dogrumu, yoksa yanlig m1 gikacaktir ? Biz de tamamen aym
durumdayiz. Biz de 11 'in bir diizlemin genel durumda 4 dofira
tarafindan ayrildig: parca sayist oldugunu bulduk, daha dogrusu
tahmin ettik, yahut dnceden styledik. Acaba bu bbyle midir ?
Yani Snceden styledifimiz gey dofru mudur ?

/ 7

Sek. 3.5. Dizlemin dort dogru  $ek. 3.6. Ug dogrudan dort
visitasiyla ayrihg dofirnya gegis

Kaba bir krokiyi (Sek. 3.5) muayene etmek suretiyle tah-
minimizin iyi, yani 11 in aradifimiz dogru say: oldufuna kanaat
getirebiliriz. Onceden stylemis oldugumuz geyin bu suretl_e‘teyit
ediligi, kendisine dayanarak 6n styleyisi yapmig oldufumuz kai-
denin dogrulugu lehinde bir delil tegkil eder. Bu muayeneden
m;lvaffaklyetle gecen faraziyemiz, ondan kuvvetlenmig olarak
¢ikar., )

16. Tekrar ve daha iyi. Yukariki 11 sayisimi gekle baka-
rak saymak suretiyle gerceklemigtik. Evet, genel durumda 4
dogru dilzlemi 11 pargaya ayinyor goriinmektedir. Fakat bu igi
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tekrar ve daha iyi yapalim. Yukariki pargalart herhangi bir
yolla saymigtik. Onlar gimdi tekrar eayalim ve bu sayin Oyle
Yapalim ki, karigikliktan ve ozel durumlarm dogurdugu yanhg
Sayma ve tuzaklardan sakinalim. ,

Evvela 8 dofrunun diizlemde tam 7 parca belirttigi vikia-
Bindan hareket edelim. 4 dogrupun 11 parca belirttifine inan-
mak i¢in baz: sebeplere malikiz. Aradaki fark neye tam 4 par-
¢adir ? Burada neden 4 sayisi araya giriyor? Neden yeni bir
dogrunun ithali parcalarin sayisim tam 4 arttiriyor ?

Sek. 8.5 teki bir dogruyu digerlerine gre belirtmek igin,
onu tekrar kesik ¢izgilerle ¢izelim (Sek. 8.6). Yeni gekil evvel-
kinden pek farkii olmamakla beraber, tamamen ayri bir fikri
Ifade eder. Kesik 'gizgili dofiruya yeni ve difer Ucline eski gd- =
zliyle bakalim. Eski dogrular diizlemi 7 pargaya ayirirlar. Bun-
lara yeni bir dogeu ilive edilince ne olur ?

Keyfi olarak g¢izilen yeni dogru, eski dogrularmn herbirini
ayr1 bir noktada keser. Bunlar 3 nokta eder. Bu 3 nokta yeni
dogruyu 4 pargaya ayirir. Simdi ba dogru pargalarndan herbiri
dilzlemin eski pargalarindan birini ikiye bolerek, eski pargalar-
dan biri yerine 2 yeni parca getirir. Netice olarak yeni dofru-
nun 4 parcas: diizlemde 8 yeni par¢a meydana getirir ye 4 eski
Pargay: ortadan kaldirir — bSylece dizlemin parcalarinin sayist
4 artar. Bu haldeki parga sayismmn Oncekinden 4 fazla olugunun
sebebl igte budur: 74+ 4 = 11. :

11 sayisma bu yolla varmak hem inandirici, hem de aydin-
laticidir. §imdi evvelee miigahede etmig oldufumuz ve 11 sayi-
Sint kendisine dayanarak Onceden sdylemig oldufumuz kaidenin
bir sebebini gormeye baglayabiliriz. Boylece vikialarin arkasin-
da onlarin bir izahinin bulundugundan gliphelenmeye baglarz ve
milgahede edilen kaidenin her zaman dogruluffuna itimadimiz
iyice kuvyetlenmig olur.
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v

17. Endiiksiyon dediiksiyona, ozel hal genel ispata yol
gOsterir. Buraya kadar hep bizim muhakeme l!ll‘:lml.‘:d! tabiat
bilgininin metodlar1 arasindaki paralelligi belirtmeye dikkat et-
tik. Tipk: bir tabiat bilgininin kendi merakini geken bir miigahede-
den hareket etmesi gibi, ige Gzel bir problemle bagladilk, Deneme
mahiyetinde genellegtirmeler yaparak, kolay ¢tziilebilir zel hal-
lere isaret ederek ve byretici benzerlikleri miigahede ederek iler-
ledik. Bir kaide tahmin etmeye caligtik, evveld muvalfak ola-
mad1 isek te, ayn: geye tekrar tesebbils ettik ve bu defa daha
iyi netice aldik ve elimizde bulunan biitiin tecriibi deliller tara-
findan desteklenen bir genel kanunu faraziye olarak ortaya at-
maya muvaffak olduk. Bundan sonra bir 0zel hali daha muayene
ederek onu faraziyemizle tam uygunluk halinde bulduk, ki bu
suretle faraziyenin kuvveti daha da artmig oldu. Nihayet bu ge-
nel kanun i¢in bir sebep, bir nevi izah gdrmefte bagladik ve bdy-
lece ona olan itimadimiz biiylik mikyasta kuvvetlendi. Bir ta-
biat bilgininin yaptiff1 bir aragtirma da tamamiyle aym: safha-
lardan gegebilir.

Bununla beraber, yollarmm ayrildifi bir nokta vardir ki,
orada matematike¢i tabiat bilgininden keskin bir gekilde uzakla-
gir. Milgahede tabiat bilgini i¢in en yiliksek otoritedir, halbuki
matematikei igin ba boyle degildir. lyi segilmig bir gok misdl
i¢gin gergeklenmek, tabii ilimlerde faraziye halindeki bir kanu-
nun dofrulufunu tespit etmenin yegiine yoludur. Fakat mate-
matik ilimlerde, bir faraziyenin iyi se¢ilmig bir ¢ok misdlde ger-
ceklenmesi cesaretimizi arttirmak hususunda ¢ok faydal olabi-
lir, fakat bu faraziyeyi ispat etmeye higbir zaman yetmez. Yu-
kariki mlisahhas misilimizi ele alalim. Bir gok 8zel hali muayene
edip, onlar birbiriyle mukayese ederek &iyle bir genel kaide far-
zetmeye varmig olduk ki, bundan baglangigta sorulmug olan
problemin ¢dziimfintin 26 oldugu neticesi ¢ikacaktir. Acaba bll-
tiin miigahedelerimiz ve gerceklemelerimiz bu genel kaideyi ispat
etmeye kifi midir? Yahut bunlar ilk problemin cevabinin haki-
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katen 26 oldugu 8zel neticesini ispat edebilir mi ? Asld. Siki ve
kesin dlgiilere sahip olan bir matematikgi igin 26 sayis1 sadece
akill bir tahminden ibaret olup, gergeklemelerin sayisi ne ka-
dar ¢ok olursa olsun, gliphelendigimiz genel kaideyi ispata hig-
bir zaman kafi gelmez. Endiiksiyon bu kaideden ¢ikarilacak ne-
ticeleri padece daha muhtemel kilar, fakat oalar: asld ispat et-
mez.

Bununla beraber, matematikte endiiktif aragtirmanm gim-
diye kadar bahsetmemig oldugumuz daha bagka bir bakimdan da
faydali olduguna dikkat edilmelidir. Ozel ballerin bizi genel
bir matematik faraziyeye sevkeden dikkatli migahedesi, bize
onun bir ispaf yoluna da telkin edebilir. Bir 8zel halin byle bir
niyetle muayenesinden genel bir kavrayig ortaya gikabilir.

Hakikaten, bu durum bundan Gaceki paragrafta vukubul-
mugtur. Endiiksiyonla kegfetmig oldufumuz geneal kaide, cedvel-
de 7 ve 4 gibi bitigik iki say1 ile onlarin toplamina (iginde bu-
lundugumuz halde 11) dairdi. O paragraftaki problemimizde 7, 4
ve 11 sayilarinin geometrik manasini gbz dniine getirdik ve bu-
nu yaparken, 744 =11 mfilnasebetinin orada nas:! meydana
geldigini anladik. Ashnda, diizlemi bolen 3 dofrudan bu tiirld 4
doffruya gecig problemi ile ugragtik ; fakat burada 3 ve 4 sayi-
larinin higbir 5zel degeri meveut olmayip, aynigekilde herhangi
bir sayidan onu tdkip eden sayiya, meseld n den n 41 "e gege-
bilirdik, Miinakaga etmig oldufumuz Ozel hal, bir genel durumu
temsil edebilir (Misal 2.10). Onceki paragrafin zel milgahede-
sinden genel fikri tamamen gikarma zevkini okuyucuya biraki-
yoruz. Kendisi bdyle yapmakla, endiiktif yolla kesfedilmig olan
kaidenin, hi¢c olmazea son iki siitun igin, formel bir ispatim ver-

mig olar,
Bununla birlikte, ispati tamamlamak igin yalmz diizlemin

dogrularla ayrihgini degil, uzayin da diizlemlerle ayrbgin ele
almamiz lzimdir. Bununla beraber, bir diizlemin dogralarla ay-
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rihgim agikhia kavugtorabildifimiz takdirde, uzayin da diizlem-
lerle ayriligini ¢bzmektie benzerlifin bize yardime: olacagini timit
edebiliriz. Burada da benzetmenin rehberliffinden istifade zevkini
okuyucuya birakiyoruz,

18. Daha bagka faraziyeler. Diizlem ve uzayin pargalara
ayrilmas: konusunu henfiz tamamen tliketmig defiliz. Bu konu-
da yapilacak ve endiiktif muhakemenin uygulanmasina miisait
daha birkag kiigiik kegif vardir, Ozel hallerin dikkatli miigahede -
ve anlayigh terkibi sayesinde onlara kolayhkla ulasabiliriz. '

Diizlemin genel durumda olan n dogrn vdsitas: ile boltin-
digi parga sayision ifade eden bir formil bulmak isteyebiliriz.
Hakikaten, daha basit bir benzer hal igin elimizde bir formiil
meveuttur: n farkh nokta bir dojruyn n41 pirqayn ayirir. Bu
yeni problemi g¢bzmek igin, yukariki benzer formill, cedveli-
mizdeki dzel haller, endiiktif yolla kegfetmis (ve hemen hemen
ispat etmig) oldugumuz genel kaide, kisaca buraya kadar elde
etmig olduffumuz biitiin neticeler bize yardim edebilirler. Bura-
da tafsiliita girmiyoruz. Burada sadece, yukarda g'i.'olter]len yolu
takip ederek tiirlii gekillerde bulabilecegimiz, ¢dziimii kaydede-
ceffiz.

Bir dogrunun n farkli nokta vésitasiyla boliindiigll parga
gayist 1 n dir.

Bir dilzlemin genel durumda n dofiru vasitasiyla bolindiigil
parga sayisi

P n(n2—1]

dir.

Okuyucu bu son formiili kendigi gikarabilir veya hig ol-
mazsa en basit hallerde, yani n =0, 1, 2, 3, 4 i¢in gergekleye-
bilir. Bundan bagka aym: tipte, uzaymm dizlemler vamtasiyla
pargalara ayrihgina dair bir figlinett formiily kegif zevkini de
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okuyucuya birakiyoruz. O bu ufak kesfi yapmakla, kendisinin
matematik alanindaki endiktif muhakeme tecriibesini geniglete-
bilir ve benzerligin, kilgiik veya bityilk problemlerin ¢dziimiinde
bize yaptig1 yardimin zevkine varabilir.

1. BOLOME DAIR ORNEKLER VE TAMAMLAYICI BILGILER

_ 1. paragrafta faraziye olarak ileri slirmily oldufumuz
F+ V=E+2 formiilii Euler tarafindan kegfedilmigtir. Biz bu
formiile «Euler formiilii» diyecek ve ona bir faraziye gozilyle
bakarak Misdl 1—10 da bazan enditktif olarak bAzan da bir
ispat aramak gayesiyle onu tiirlil gekillerde muayene edecegiz.
Ayni konuya Misdl 21—30 ve 81—41 de geri donecegiz. Bu son
iki grup misdllerin herhangi birine baglamadan evvel, sirasiyla
Misal 21 ve Misédl 31 'i okuyunuz,

1. Ortak tabanlarimin iki kargthkl tarafinda bulunan iki
piramit bir arada olarak bir ¢éil’te piramit» tegkil eder. Meseld bir
sekizyiizlii, ortak tabani kare geklinde olan Ozel bir ¢ifte pira-
mittir. Euler formillil genel ¢ifte piramit igin dogru mudur?

2. Yiiz sayis1 F, kge sayis1 V ve kenar sayisi £ olan bir
konveks ¢okyiizlii alahm ve onun iginde bir P noktasi (meseld
gokytizliintin agirhk merkezi) secerek, bu nokta merkez olmak
fizere bir kiire gizelim., Sonra gokyfizlliyli P merkezinden kiire-
nin yiizeyine izdiiglirelim, Bu izdliglirme iglemi ¢okytzlinin F
tane yiiziintl kiirenin fizerinde F tane bolgeye yahut «memle-
kete» doniigtiiriir; bu iglem aym gekilde £ tane kenarin herbi-
rini iki komsu memleketin ortak smmirina, V' tane kbgenin herbi-
rini de bir «sinir kogesine», yani lig veya daha fazla sayida
memleketin ortak smir noktasina («lig memleket sinir kigesi»
yahut «d6rt memleket sinir kogesi», ilib...) donOgtirdr. Bu iz
dligiirme operasyonu bilhassa basit tabistta (biyilk daire yay-
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lar1) simir cizgileri verir ; fakat agikir olarak, Euler formiliiniin
Lkiire giizeyinin bu tarz memleketlere béliiniisii igin cari olmasi s1-
nir ¢izgilerinin sarih geklinden miistakildir; F, V ve E sayl-
lar1 bu gizgilerin silirekli deformasyonlara tdbi tutulmas: halinde
degismezler.

(1) Bir meridgen, iki kutbu (Kuzey ve Giiney) birlegtiren bir
biiyiik dairenin yarisidir. Bir paralel daire, kiire yiizeyinin ekva-
tora paralel bir diizlemle arakesitidir. Diinyanin yiizii m merid-
yen ve p paralel daire visitael ile F memlekete boliinmiig oldu-
guna gore, burada F, V ve E yi hesaplayimz. Bu halde Euler
formiilt ecari midir ?

(2) Bir sekizyiizliiniin kendi P merkezinden kiire yiizeyine
izdiigiimii (1) de anlatilan durumun bir 6zel halidir. Burada m
ve p nin degerleri nedir ?

3. Kegifte, tesadiifiin bir rolil vardiz. Endiiksiyon yoluyla
kegif, asikdr olarak, milgahede neticelerine baghdir. Paragraf 1
de birtalkim cokylizliilerle karg1 kargiya geldik, fakat bagka cok-
yiizliilere de rasthyabilirdik. Muhtemel olarak diizgiin gokyiizli-
ler gene listemize girmekle beraber, bu liste gbyle olabilirdi:

Cokyiizlii E: | 4 E
Dortyiizli + 4
Kiip 6 8 12
Sekizyiizlil 3 6 12
Beggen tabanhi prizma 7 10 15
Beggen tabanh ¢ifte piramit 10 7 7 16
On iki yiizlil 12 20 30
Yirmi yiizli 20 : 12 30

Burada gdziimiize bir kaide garpiyor mu? Onu izah edebi-
lir misiniz 2 Ooun Euler formiilil ile miinasebeti nedir ?
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4. Misal 3 teki cedvelde milgahede etmis oldugunuz iki
gokyiizlll arasindaki miinasebeti genellegtirmeye caliginiz. |Misal
3 lin ¢bzllmiinde (2) de anlatilan miinasebet ¢ok «dar», ¢ok
“tafsilath» dir. Bununla beraber, orada anlatilan durumda bir
kiip ve bir sekizyiizlit alarak birinin kenarlarini kirmiziga, Ote-
kininkileri maviye boyadiktan sonra onlar: ortak P merkezinden
Misal 2 de anlatildifh tarzda bir kiire fizerine izdiiglirliniiz. Son-
ra bunu genellegtiriniz].

5. Euler formiiliinii dzel bir halde ispat etmek yeter: yal-
mz liggen geklinde yiizleri haiz konveks gokyfizliler halinde.
Neden ? [Paragraf 4.]

6. Euler formiiliinit 8zel bir halde ispat etmek yeter: Yal-
miz g kenarl kogeleri baiz olan konveks gokyiizliller halinde.
Neden ? [Paragraf 4.]

7. Euler formiilinti ispat ederken kendimizi bir dilzlemde
alinan gekillere hasredebiliriz. Hakikaten, gokyiizlintin yfzlerin-
den F—1 tanesinin mukavvadan, fakat bir tanesinin camdan
Yapimig oldugunu tasavvur edelim. Bu son yiize «<pencere»
diyecetiz. §imdi gozlerinizi cokyiizliintin biitiln igini gorecek ka-
dar pencereye yaklagtirarak gokylizliniin igine bakm. (Cok-
ylzli konveks olmadig: takdirde bu miimkiin olmayabilir.) Gbr-
mily oldugunuz geyi, pencere diizlemi izerine gizilmig bir diiz-
lem gekil olarak tefsir edebilirsiniz: Kendinizi pencerenin daha
ufak bir takim cokgenlere agriligim gdrilyor sayabilirsiniz.

Bu ayriligta W, tane gokgen, N, tane (bdzis1 dig, bazis: ig)
dogru sinir ¢izgisi ve N, tane koge mevcuttur.

(1) Ny, Ny, N, yi F, V, E cinsinden ifade ediniz.

(2) Eger F, V, E igin Euler formiilt cari ise, No, Ny, N,
4rasinda hangi formiil cari olur ?

8. Bir dikdortgenin uzunlogu [ ing ve geniglifi m ingtir.
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| ve m burada tam sayilardir. Bu dikddrtgen, kenarlarina para-
lel dogrular vasitasiyla Im egit kareye ayrilir,

(1) (Misal 7 de tarif edilmig olan) N,, N, ve N, yil ve m
cinsinden ifade ediniz.

(2) Misal 7 (2) deki miinasebet bu halde cari midir?

9. Misdl 5 ve 7, bir iiggenin, kogelerin N,—3 tanesi bu
iicgenin iginde olmak fizere, IV, tane tiggene ayriliginiele almay1
aklimiza getirir. Bu N, ficgendeki biitiin agilarin toplamimi iki
farkls gekilde hesapliyarak Euler formiiliinti ispat edebilirsiniz.

10. Paragraf 7, Euler formiiliiniin 4 ve daha yiiksek boyut
sayisina tegmilini akhimiza getirir. Bbyle bir tegmili nasil elle
tutulur hale getirebiliriz? Ooun nasil gbzbniine getirebiliriz ?

Misal 7, cokyfizliler halinin bir dilzlem gokgenin parcalara
ayriligina indirilebile ce gini gosterir. Benzerlik te, dort boyutlu
halin, bizim gtzle goriinlir i boyutlu uzayimizdaki bir gokyiiz-
liintin pargalara ayriligina indirilebilecefini bize ilham eder.
Endiiksiyon yoluyla gitmek istersek, bbyle bir pargalanig misa-

lini gozden gegirmeliyiz. Benzerlik dolayisiyla, Misal 7 bize gunu
telkin eder :

Bir kutunun (yani bir dik paralelyiiziin) boyutlar1 I, m ve
n olsun. Bunlar tam sayilar olsun. Kutu, yiizlerine paralel
diizlemler vasitasiyla Imn esit kiibe ayrilir. N,, N,, N, ve N,
girasiyla bu ayriligi tegkil eden kge, kenar, yliz ve cokyfizlil

(kiip) lerin sayis1 olsun.
(1) Ny, Ny, N, ve N, i I, m, n cinsinden ifade ediniz.
(2) Burada Misal 7 nin ¢dziim{indeki (2) miinasebetine te-

kabiil eden bir miinasebet meveut mudur ?

11. P,, bir diizlemin genel durumda » dogrusu tarafindan
ayrildif1 pargalarin sayist olsun.
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Puyi= Pn"" (ﬂ + 1)
oldugunu ispat ediniz.

12. §,, uzayn genel durumda n diizlem tarafindan ayril-
difr pargalarin sayisi olsun. Sp+1=3S8,+ P, oldufunu ispat
ediniz.

13. Faraziye olarak ortaya atilmig bulunan

Ry n(nz—-l)

formilliinG n =0, 1, 2, 8, 4 igin gercekleyiniz.

14. §, igin bir formiil tahmin ederek, onu n=0, 1, 2, 3,
4, 5 icin gergekleyiniz.

15. Bir diizlemin genel durumda 4 dogrusu tarafindan bo-
lindiigii 11 par¢adan kag tanesi sonludur? [Bu parcalardan kag

tanesi sonsuzdur ?]

16. Bir 8nceki problemi génalleatirlnlz.

17. Uzayin genel durumda 5 dilzlem tarafindan bolindigu

26 parcadan kac tanesi sonsuzdur ?

18. Beg dilzlem bir kiirenin merkezinden gegmekte, fakat
bundan bagka bakimlardan genel durumda bulunmaktadirlar.
Kiire ytizeyinin bu beg diizlem vAstasiyla ayrilmig oldugu par-

calarin sayisim bulunuz.

19. Bir diizlem ikiger ikiger kesigen fakat bagka bakimlar-
dan genel durumda b dairesi vdsitasiyla kag parcaya ayrilir?

20. Bundan dnceki problemleri genellegtiriniz.
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21. Endiiksigon : aklin intibak:, dilin intibak:. Endiiksiyon,
aklimiz1 vdkialara intibak ettirmekle neticelenir. Fikirlerimizi
miigahedelerle karsilagtirinea, ikisi arasinda uygunluk veya uyug-
mazhk ortaya gikar. Efer uygunluk olursa fikirlerimize itimadi-
miz artar; yok, efer uyugmazhk varsa fikirlerimizi 1adil ede-
riz. Bir takim tadillerden sonra fikirlerimiz ‘akialara daha
iyi uyabilir. Herhangi bir yeni konu hakkindaki ilk fikir-
lerimiz hemen daima — hi¢ olmazsa kismen — yanbg olmak
istidadindadir; endiiksiyon iglemi bize onlar1 diizeltmek, onlar
hakikate uydurmak hususunda bir imkan verir. Vermig oldugu-
muz miséller bu iglemi kiigiik bir dl¢lide, fakat iyice agik olarak
gbstermektedir. Paragraf 1 de iki veya ii¢ yanhg faraziyeden son-
ra, nihayet dogru faraziyeye ulagtik. Ona tesadiifen ulagtifimizi
sbyleyebilirsiniz. Fakat, Lagrange’in vaktiyle, Newton tarafin-
dan yapilmis olan bununla mukayese edilemiyecek kadar biiyik
bir kegfinin miinakagas: sirasinda sdylemig oldufu gibi, «biyle
tesadiifler ancak onlara layik olanlarin kargilarina cikar.»

Aklin intibaki, dilin intibak: ile aga@ yukar1 ayni gey
olabilir ; hig olmazsa her ikisi el ele gider. Ilmin ilerleyigi, ilmi
terimlerin ilerleyiginde kendini belli eder. Fizik¢iler «elektrik»,
yahut hekimler «hastaliklarin sirayeti» nden bahsetmeye bagla-
diklar1 zaman bu terimler miiphem, karanhk ve karigik idiler.
Bugiinkii dlimlerin kullandiklar1 «elektrik yiikii», «elektrik ce-
reyani», «<mantar enfeksiyonu», «viriis enfeksiyonu» terimleri
dncekilerle mukayese kabul etmiyecek kadar daha agik ve daha
belirlidir. Fakat bu iki terim grubu arasinda ne kadar muaz-
zam sayida miigahede, ne kadar ¢ok ince tecriibe, hattd kag bii-
ylik kegif bulunmaktadir | Endiiksiyon terim dilini degigtirmig
ve kavramlar1 agiklifa kavugturmugtur. Isin bu vechesini de,
yani kavramlarin endiiksiyon yardimi ile a¢iklifa kavugturulma-
sin1 da uygun bir ufak mikyash matematik misille aydinlatabi-
liriz. Matematikte pek te seyrek rastlanilmayan bir durum gudur:
Bir teorem formiile edilmigtir, fakat onu tam manasiyla dogru
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hale sokmak i¢in teoremin ifadesine giren terimlere daha sarih
bir mina vermekligimiz icabetmektedir. Bu, girecefimiz gibi,
endiiktif bir iglemle kolayhkla yapilabilir.

$imdi geriye, Misidl 2 ve onun ¢dzliimiine bakalim. Orada,
formel bir tarif vermeksizin «kiirenin memleketlere ayrilmasi»
ndan bahsetmigtik. F, V ve E sirasiyla boyle bir ayrilig-
taki memleket, sinir ve kigelerin sayisint gosterdigi takdirde,
bunlar arasinda Euler formiiliiniin cari oldufu {midindeydik.
Fakat bunun igin gene sadece misdllere ve kaba bir tavsife da-
yanmig, ve F, V ve E nin formel tariflerini vermemigtik.

Kiirenin (yani kilre yiizeyinin) bir parcalara ayriligini
ve ona tekabiil eden F, V ve E yi ele aldiffimizda, bunlar ara-
sinda Euler formiilii cari ise bu ayriliga <doffru=, aksi takdirde
«yanlg» diyelim. «Doffru» ve «yanhg» haller arasinda agik ve
basit bir farkin kesfinde bize yardim edebilecek ayrihig misdlleri
veriniz.

22, Biitiin kiire yiizil tek bir memleketten ibarettir. Bu
hal dogru mudur ? (Burada «doffru» dan maksat, Euler formiilii
bakimindan dogruluktur).

23. Ktire yflizeyi bati yarimkiiresi ve dogu yarimkliresi
olmak fizere tam iki memlekete ayrilmigtir. Bu hal yanhg mi-
dir?

24. lki paralel daire kiireyi fi¢ memlekete ayirmaktadir. Bu
hal dogru mudur, yoksa yanhg midir?

25. Ug meridyen kiireyi il memlekete ayirmaktadir. Bu
hal dogru mudur, yoksa yanlig madir ?

26. Kilrenin m meridyen ve p paralel daire viisitasiyla ay-
nligina «(m, p) ayriligi» diyelim. (Misal 2 (1) 'e bakmiz). (0, p)
u¢ hali dogru mu, yoksa yanlig midir ?
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27. (m, 0) ug hali dogru mu, yoksa yanhig midir? (Misal
26 ya bakimiz).

28. (m, p) ayrihiglarinin (Miedll 26 ya bakimiz) hangisi Mi-
gil 2 de anlatilan iglemle meydana getirilebilir? (Bir konveks
cokytizlinfin kiire {izerindeki izdligimtioll aldiktan sonra, izdd-
glimdeki sinirlarin memleket eayisi ve her memleketin smnir sa-
yisim degligtirmeyen siirekli deformasyonu.) m ve p ye dair hangi
gartlar bu aynihglar1 karakterize eder ?

29. Euler formiilfinfin cari olmadiffi hallerdeki misillerin
stekilerden fark: nedir? F, V ve E nin manasim daha acik hale

getiren hangi geometrik gartlar Euler formlintin cari olugunu
garanti eder ?

30. Misal 29 daki cevabi aydinlatacak daha bagka misiiller
ileri sitrlinfiz.

31. Descartes’tn gokyiizliilere dair caltgmalar:. Descarte-n'm
birakmig oldugin elyazilar1 arasinda ¢okyiizliilerin genel teorisine
dair kisa notlar bulunmakta idi. Bunlarmn (Leibaiz'in eliyle ya-
pilmig) bir kopyesi, Descartes’in 8limfinden iki yiiz seneden
fazla bir zaman sonra, 1860 ta kegfedilerek bastirilmigt: (Descar-
tes. Oeuvres, vol. 10, S. 257—276 ya bakimiz). Bu notlar Ealer
teoremine ¢ok yakin konulara dair olup, bu teorem onlarda agik
olarak ifade edilmemig olmakla beraber, onlarm ihtiva ettigi ba-
z1 neticelerden derhal gikarilabilir.

Descartes ile birlikte bir konveks gokyfizli ele alalim. Bu
¢okyiizliintin herhangi bir yfizlindeki herhangi bir a¢isina bir
yiizey agtst diyelim ve gokylizliinlin biitlin ylizey agilarimin top-
lammm 3 = ile ghsterelim. Descartes X x y1 iki farkli tarzda he-

gaplamakta olup, Euler teoremi bu iki ifadenin kargilagtiriima-
sindan derhal elde edilebilir.

Agaghki misdller okuyucuya Descartes’in bazi neticelerini
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yeniden bulmak firsatini verecektir. Bu misAllerde §u yazig
tarzini kullanacagz :

F,, n kenarh yiizlerin,

Va, n kenarli (yani kendisinde » tane kenarin son buldugu)
kigelerin sayisim gusterecektir, ki neticede

Fo+F,+Fy 4 =F,
Vit Vit Vit oo =

olacaktir. (okylizlintin biitdn kenarlarinm sayim £ ile goster-
mekte devam edecegiz.

32. Bir gokyizltideki biitin ylizey agilarimin sayisim iig
tarzda ifade ediniz: F,, F,, F,, ... cinsinden, V4, V,, Vi, ...
cinsinden ve nihayet £ cinsinden. :

33. X a y1 beg dilzglin cokyfizlii, yani diizglin dortydizla,
kiip, dilzgiin sekiz, on iki ve yirmi yiizliller i¢in hesap!ayimz.

34, Y ax y1 F,, F,, F;,... cinsinden hesaplayinz.

35. Yz y1 E ve F cinsinden ifade ediniz.

36. Biitiinleyici uzay agplar, biitiinlegici kiresel gokgenler.
Daha aligilmig bir terim olan «gokytizlil agi» yerine, burada «uzay
ager» diyecegiz.

Oyle iki kooveks uzay agis: alahim ki, bunlar aym yiiz sa-
yisim1 ve aym kdgeyi haiz olsunlar, fakat bunlarin ortak koge-
den bagka higbir ortak noktasi bulunmasin. Bu iki uzay acisin-
dan birinin herbir yiizine ikineisinin bir kenar: tekabill etsin ve
bu yiiz 0 kenara daima dik olsun. (lki uzay agigl arasindaki bu
milnasebet kargiliklidir: birinci uzay agsindaki, o agmin iki
bitigik yiiziintin arakesiti olan, e kenar: da ikinci uzay agisinda
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bir f* yiiziine tekabiil eder, Oyle ki f*, birinci ag¢imin yukarda
bahsedilen iki bitigik ylizline ikinci acida tekabiil eden iki ke-
narin sinirladifi yiiz olsun.) Kargilikli olarak bu durumda olan
iki uzay agisina biitiinleyici uzay agilari denir. (Bu terim pek
aligilmig olmamakla beraber, diizlemdeki 4di iki biitlinleyici ac1
buna benzer bir duruma sokulabilir). Biitiinleyiei iki agidan her-
birine digerinin biitiinleyeni denir, _

ki bittinleyiei uzay agisimin ortak kogesi merkez olmak
fizere gizilen 1 yaricaph kiire bu agilar tarafindan iki kiiresel
¢okgen boyunea kesilir. Bu gokgenlere de biitiinleyici ¢okgenler
denir.

Iki biitiinleyici kiiresel gokgen ele alalim. Birinei gokgenin
kenarlarin1 a,, a,, ..., a,, agilarim z,, %,, ..., %,, alanm A4,
¢evresini P ile gosterelim. lkinei ¢gokgenin bunlara tekabiil eden
parcalarim1 da sirasiyla a’, a)’ ..., 0,7, 2/, &, ..y 2,0 A, P’
ile gosterelim. Bu takdirde, efer indeksler uygun secilmigse

a +oy=a, +a  =a, o, ==

ﬂl'+2|=d"+=’ = “'al’_}*:n —x

olur, Bunlar iyi bilinen ve kolayea gbrillebilen miinasebetlerdir.

Simdi
P+ A" =P + A=2n

oldugonn ispat ediniz.

[Agilar: %, #, 7 olan bir kiiresel figgenin alaninin, o {i¢ge-
nin &+ f -+ y — a# «kiiresel fazlahfi» na egit oldufunu biliniyor
kabil ediniz].

37. «Nasil bir diizlem gekildeki biitiin dig agilarin toplam:
4 dik agiya egitse, bir uzay seklinde de biittin dig uzay agilarinin
toplami da 8 dik aciyn egittir». Descartes’in notlarinda bulu-
nan bu eiimleyi, ispat edebilecefiniz bir teorem geklinde tefsir
etmeye ¢aligimz [Sek. 3.7 ye bakiniz].
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38. ¥z y1 V cinsinden ifade ediniz.
39. Euler teoremini ispat ediniz.

40. Paragraf 1 deki ilk ciimle miiphem olmakla beraber,
bize birgok sarih ifadeler telkin edebilir. Bunlardan, o paragrafta
bahsetmemis oldugumuz bir tanesi gudur: «F, V ve E sayilarin-
dan herhangi biri ~’a giderse, diger ikisi de ~'a gitmek zorun-

Sek. 3.7. Bir cokgenin di§ agilan

dadir.» Konveks gokylizliller igin genel olarak cari bulunan ve
ve yukarikinden de daha sarih bilgl veren agapnki egitsizlikleri

ispat ediniz:
9E>8F, 2V=F+4, 8V=E+S6,

9E>8V, 2F>V+4, 8F=E+6.

‘J_\. i
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Yukariki egitsizliklerde egitlik hali hig cari olabilir mi? Olursa,
hangi nevi gokyfizliiler igin ?

41. Biitlin yfizleri aym cinsten, yani aym sayida kenan
haiz, cokgenlerden ibaret olan konveks gokyfizliiler meveuttur.
‘Meseld bir dortyiizliinin biitin ylizleri {iggenlerden, bir dik pa-
ralelyfiziin biitiin yizleri ddrtgenlerden, bir dtizgiin on iki yiiz-
Iin{in biitlin 7“‘"’1 hqgenlarden ibl!‘&tﬂ!‘. «Ve ba bﬁy[gge de-
vam eder» demekten kendinizi alamiyabilirsiniz. Fakat bbyle bir
basit endilksiyon bizi yanhg yola sevkedebilir. Meseld ashinda,
biitlin ylizleri altigenlerden ibaret olan highir konveks gokytizld
meveut degildir. Bunu ispata ¢abigimiz. [Misal 81]. :
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SAYILAR TEORISINDE ENDUKSIYON

Endiiksiyon yoluyla en zarif yeni hakikatlerin beklenmedik bir
talih eseri olarak ortaya gtkmasi, Sagilar Teorisinde oldukga stk vu-
kubulan bir olagiir. Gauss (')

1. Kenarlan tam -'nayxlarla Blgiilen dik {iggenler (. Ke-
narlar1 8, 4 ve 5 olan liggen bir dik t¢gendir, glinkil

8"+ 4'=5

dir. Bu figgen, kenarlari tam sayilarla Ol¢ilen dik figgenlerin
en basit Srnegidir. Biyle «kenarlar: tam say! olan dik {iggenler»
Sayilar Teorisinde eskidenberi bir rol oynamiglardir; hattd eski
Babilonyahlar bile bu figgenlerin baz: dzeliklerini kegfetmiglerdi.

Bu tiirlil {iggenlere dair en agikir problemlerden biri gsudur:
Hipoteniisii verilen bir n tam sagisina egit olan tam sayr ke-
narl bir dik iiggen var mudir?

Simdi dikkatimizi bu problem fizerinde toplayalm. Hipote-
nilsit verilen n tam sayis1 ve dik kenarlar: da x ve y gibi diger

() Werke, vol. 2, 8. 8.

(*) Bu bslomtn baz parcalari daha Buoe Etndes de philosophie des

en h ge & Ferdinand Gonseth. Bditlons du Griffon, 1050 adli

kitapta «Let us teach guessing» (tahmin etmeyl gretelim) baghf al-
tinda yayinlanmigtir. Bu kitabin 147154 sahifelerine bakiniz.




M SAYILAR TEORISINDE ENDUKsIYON

iki tam sayi ile Olgiilen bir dik figgen ariyoruz. x’in iki dik ke-
pardan uzununu godsterdifini kabill edebiliriz. $u halde, a ve-
rildigine gbre agagiki gartlara uyan iki x, y (pozitif) tam sayis:
Arlyoruz :

R=x"+p', 0<g<=x<n.

Probleme endilksiyonla hficom edebiliriz. Zaten, konuya
has belirli bir bilgimiz olmadif: takdirde elimizde bagka bir yol
da yoktur. §u halde bir misil alalim, meseld n =12 olsun. Bu
takdirde x =y ve

144 =2 4 3*
olacak gekilde iki x, y pozitif tam sayis: ariyoruz.
Burada x* hangi defierleri alabilir ? Siiphesiz ancak gunlar: :

1, 4, 9, 16, 25, 86, 49, 64, 81, 100, 121. Acaba x*=121
olabilir mi? Yani

144 — x" =144 — 121 = ¢*

bir tam kare midir? Hayir, 23 bir tam kare degildir. $imdi x'
nin diger degerlerini de denememiz ldzimdir, fakat ashnda bun-
lardan pek fazla miktarin1 denemeye hacet yoktur. Cilnkil y < x
oldugundan

44 = 2" + 9° < 227,

»>172

dir. $u halde geriye ancak x*=100 ve x*=81 imkinlar: kal-

maktadir. Halbuki
144 —100=44 , 144—81=—63

sayilarinin da higbiri tam kare degildir. Neticede sorumuza gu
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cevabi elde etmig olduk: Hipoteniisil 12 olan tam say1 kenarh
hi¢bir dik ifiggen yoktur.

Hipoteniisiin 13" ¢ egit olmas: halinde de ayni sekilde ha-
reket ederiz,

169 — 144 =25, 169 — 121 =48, 169 —100=69

sayilarindan sadece bir tanesi tam kare oldufundan, hipotentisil
13 olan bir tane tam say: kenarli figgen vardir:

169 =144 + 25

(Yani bu ticgenin dik kenarlan x=12 ve y=175 tir).

Ayn yolla ve biraz sabirla meseld 20 gibi gok yiiksek ol-
mayan (verilmig) bir sinirin altindaki biitiin sayilar: elden gegi-
rebiliriz. Bu suretle 20 nin altinda ancak beg tane «hipoteniis»
bulabiliriz ki, onlar da 5, 10, 18, 15 ve 17 den ibarettic:

25= 16+ 9
100# 64 + 36
169 = 144 + 25
225 = 144 + 81
289 = 225 + 64

Bu arada 10 ve 15 hallerinin pek enteresan olmadiklarimi style-
yebiliriz, Qiink{l kenarlar: 10, 8 ve 6 olan ii¢gen, kenarlari 5, 4, 3
olan daha basit ficgene benzer oldugu gibi, ayni gey kenarlari
15, 12 ve 9 olan ficgen igin de vakidir. Hipoteniisleri sirasiyla
b, 13 ve 17 olan geri kalan ii¢ dik figgen aralarinda esastan
farklidir, yaoi iglerinde higbiri digerine benzer deffildir.

Bundan bagka buradaki 5, 13 ve 17 sayilarinin her {igliniin
de tek asal my:far o]dugu gﬁzumuze c.arplbilir. Bununla birlikte,
bunlar 20 nin altindaki biitiin tek asal sayilarin tamamim tegkil
etmczler; geriye 3, 7, 11 ve 19 kalr. Fakat bu sonuncularin
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higbiri bir «<hipotenils» degildir. Acaba neden ? Yukariki iki asal
say1 takimi arasinda ne gibi bir fark vardir? Ne zaman (hangi
sartlar altinda) bir tek asal sagr tam sayr kenarl: bir dik iiggenin hi-
poteniisii olur, ne zaman olmaz ?

Bu, baglangictaki sorumuzun tadil edilmig bir geklidir. Bu
gekil daha fimit verici gbrlinebilir ; hi¢ olmazsa yenidir. Bu gekli
gene endiiksiyon yoluyla aragtiralim. Biraz sabirla agagiki ced-
veli inga edebiliriz (— igareti p nin o degerini hipotenils olarak
kab(ll eden higbir tam say:1 kenarh dik figgen bulunmadifim
gusterir) :

p tek asal sayisi Hipotenusii p olan dik figgenler
3 —
5 26=16-19
7 e
11 4 —
13 169 = 144 4 25
17 280 = 225 |- 64
19 —
23 — .
29 841 = 441 4 400
31 i

Bir asal say) ne zaman bir hipotenfistiir, ne zaman defil-
dir? lki hal arasindaki fark nedir? Bir fizik¢i de kendi kendi-
sine buna ¢ok benzer bazi sorular sorabilir. Meseld kristallerde
¢ift kirilmay: aragtirirken bazilarimin ¢ift kinlma dzeligini haiz
oldugunu, digerlerinde ise bu dzelifin bulunmadifini gorfir. Acaba
hangi kristallerde ¢ift lkirilma olur, hangilerinde olmaz ? Bu iki
hal arasindaki fark nedir? >

Nasil fizikgi kristallerine bakarsa, biz de agagiki iki asal
say1 takimimiza bakariz:
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By 18, 17,20, ... ¥ '8, 17,1110, 28,81 s

Bu iki takim arasinda karakteristik bir fark ariyoruz. Her iki
takimdaki asal sayilar gayri muntazam sigramalarla artmaktadir,
§imdi bu sigramalarin uzunluklarina, yani bu takimlardaki sayi-
larin miiteakip farklarina bakalim:

b 13 17 29 - P | 11 19 28 A
8 4 12 4 4 8 4 8

Bu farklarin bir g¢offu 4 e egittir ve kolayca goriilecegi iizere,
hepsi de 4 ile (tam olarak) béliinebilmektedir. Baginda 5 bulunan
birinei takimdaki asal sayilar 4 ile boliinlince hep 1 kalanim
birakirlar, yani n tam olmak i{izere 4n + 1 geklindedirler. Ba-
ginda 8 bulunan ikinei takimdaki asal sayilar ise 4n - 8 geklin-
dedirler, Acaba bu, aradifimiz karakteristik fark olabilir mi?
Eger bu imkan: bagtan bir kenara birakmazsak, gu faraziyeye
varmig oluruz: 4n-+1 gseklindeki bir asal sayt -bir tek tam say
kenarlt dik iicgenin hipoteniisiidiir; 4n -3 geklinde bir asal say

ise béyle highir iiggenin hipoteniisii olamaz.

2. Kare toplamlari. Bir veghesini biraz Snce (paragraf
1 de) miinakasa etmig oldufumuz tam say: kenarh dik {icgenler

problemi, evvelce stylemig oldugumuz gibi, Sayilar Teorisi tari-
hinde Snemli bir rol oynamigtir. Hakikaten, bu problem diger

birgok sorulara yol agmaktadir. Tam kare olsun veya olmasm,
hangi sayilar iki kare toplamna ayrilabilir ? Iki kare toplamina
ayrilamiyan sayilar npe olur? Belki bunlar fi¢ kare toplamina
ayrilabilir ; bu takdirde fi¢ kare toplamina ayrilamiyan sayilarda
durum nasildir ?

Bu sorulara sonsuz devam edebilirdik ; fakat burada gayam
dikkat olan nokta, buna ihtiyacimaz bulunmadigidir. (Matematik
eglencelere dair ilk basih kitabin miellifi olan) Bachet de
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Méziriac, her sagimin (yani her pozitif tam sayinn) ya bir tam ka-
re, yahut ta iki veya ii¢ veya dért tam karenin toplam: oldujunu
kaydetmigtir. Bachet, bu hususa dair bir ispata sahip bulundugu
ijddiasinda olmayip, kendisini bu iddiaya sevkeden ipuglarim
Diophantos’un bazi problemlerinde bulmug ve onu 325’ e kadar
gerceklemigti.

Kisaca, Bachet’nin ifadesi (endliksiyonla bulunmug) bir fa-
raziyeden ibaretti. Bence Bachet'nin yapmig oldugu esas ig gu
goruyu sormug olmaktir: Biitiin pozitif tam sagilar: gdstermek igin
KACQ TANE kareye ihtigacimiz vardir ? Bir kere bu soru agik ola
rak ortaya konduktan sonra, onun cevabim endiiksiyonla keg-
fetmekte fazla bir giiclik yoktur. Bunun igin gu gekilde bagla-
yan bir cedvel tertip ederiz:

1=1

2=1+41

8=14+1+41

4=14

b=4¢-+1

6=4+1+1

T=4+1+4+1+1

=444

9=29

10=941

Burada iddia 10’ a kadar gerceklenmis oluyor. Yalmiz 7 sayisi
igin dort kare ldzim olup, digerleri bir, veya iki veya fig kare-
nin toplami olarak gosterilebiliyor. Bachet bu cedveli 325’ e
kadar uzatmig olup, dort kare toplam: olan daha birgok sayilar
bulmug, fakat dortten fazla kareye ihtiyag gbsteren higbir sa-
yiya rastlamamighir. Bu kadar endiiktif delilin onu hi¢ olmazsa
bir dereceye kadar tatmin etmis oldugu gdriiliyor. Bundan do-
layidir ki iddiasim1 yayinlamigtir. Bachet bu iddiasinda talihli
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olmugtur, ¢linkit faraziyesi dogru ¢ikmig ve bu suretle, agagiki
gekilde de ifade edebilecegimiz «dirt kare teoremi» nin kasifi ol-
mugtur: n verilmig herhangi bir pozitif tam say1 olmak iizere,

n=x*+yg*+ 2+ »’
denkleminin x, y, z, w ye gbtre negatif olmayan tam sayih

¢bzlimleri meveuttur,

Bir saymnin bir kareler toplamina ayriligmin bagka veche-
leri de vardir. Mesela,

n=x*+y

denkleminin x, y ye gére tam sayih ctziimlerinin sayisini da
aragtirabiliriz. Burada ya yalniz pozitif tam sayilari, yahut po-
zitif, negatif veya 0 olmak fizere biitiin tam sayilar1 ¢dziim ola-
rak kabdl edebiliriz. Eger problemi ikinci gekilde alirsak, me-
seld n = 25 icin

256 =x*+g*
denkleminin agagiki 12 ¢bziimiinii buluruz;
25 = 5° -+ 0° = (—5)* 4 0*= 0"+ 5° =0+ (—5)*
=414 3= (—4)'+ 8 =4+ (—8)' = (—4)' +(-8)°
=844 = (—8)'+ 4" =8"+(—4)'=(-8)"+ (—4)

Bu arada, bu ¢dziimlerin enteresan bir geometrik tefsirinin
meveut oldugunu da sbyleyelim. Fakat onu burada milnakaga
etmemize lzum yoktur. (Misal 2 ye bakimz.)

3. Dbért tek kare toplamina dair. Kare toplamlarina dair
bircok problem arasinda biraz uzak goriinen, fakat fevkaldde
Ogretici oldugu meydana gikacak olan bir problem segecegiz.

L

u bir tek pozitif tam sayt olsun. Bu takdirde
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dfa=x'+p'+2" t o

denkleminin x, y, z, w ye gore tek pozitif tam sayili ¢éziimleri-
nin sayisimt endiiksiyon yoluyla aragfiriniz.

Meseld, u=1 oldugu takdirde

d=x"4 '+ '+ o

denklemini elde ederiz ki, bunun, agikdr olarak, r=p=zr=w=1
den ibaret yalmiz bir tane ¢bzlimii vardir. Hakikaten burada 3

x=—1, p=1, z2=1, =1
yahut

xr=2, =0, 2z=0, w=0

takimlarina x, y, z, w igin tek pozitif tam say: olmak gartin1
kogtufumuzdan, birer ¢dzllm gizliyle bakmiyoruz. u=3 e teka-
biil eden denklem i

12=x"4+p"+ 2"+ o’
dir ve bunun
 x=8, p=1; s=1; w=1 ile
x=1, y=38, z=1, w=1

den ibaret iki farkli ¢bzlimli vardir. 4
x, ¥, =z ve w nin deerleri fizerine koymu oldugumuz tah-
didi belirtmek {lzere «gbzllm» terimini kullanmaktan ka¢inaca@iz
ve onun yerine «4a nun dort tek kare toplam: geklinde gbsteri-
ligl» gibi daba Ozl bir ifade kullanacaiz. Fakat bu ifade de uzun_
oldugundan, onu birgok gekillerde kisaltacagiz, hattd bazan «gbs-
terilig» ten ibaret tek bir kelimeye indirecegiz. ;

4. Bir misilin muayenesi. Kendimizi problemimizin ma-
ndsina ahgtirmak igin, bir misil ele alalim: a =25 olsun.
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takdirde 4a =100 olur ki, gimdi 100 i dort tame tek karenin
toplam1 olarak gistermemiz icabeder. Bu maksat icin elimizde
hangi tek kareler vardir ? Bu tek kareler

1, 9, 25, 49, 81

den ibarettir. Eger 81, toplam: 100 eden dort kareden biri ise,
geri kalan fi¢linfin toplami

100 — 81 = 19

olmalidir. 19 dan kilgilk olan 1 ve 9 olup, 19=9-+9-+1, fe-
rimler blyiiklik swrasina gire siralandifn takdirde, 19 u {ig tek
karenin toplam: olarak gdstermek i¢in yegdne imkandir. Neticede

100=81+9+9+1

elde ederiz. Benzer tarzda
100 =49+ 494+ 14+ 1,
100 =49+ 256 + 256+ 1,
100 = 25 + 25 + 25 + 25
buluruz. 5

Evveld en bilyllk kareyl ayirmak suretiyle sistemli olarak .

hareket edersek, 4 karenin azalan (dahs dogrusu artmayan) bil-
yiikliiklere gore siralanmasi gartiyla yukarda biitiin imkénlan
tiketmis oldugumuza kanaat getirebiliriz. Fakat, terimlerin her
tirlit siralanmasini hessba kattiimz takdirde - ki bu lazimdir -
daha fazla imkdnlar meveuttur. Meseld:
100=49+49+ 1+ 1
=494 14+49-+ 1
=49+ 1+ 1+ 49
= 1449+ 40+ 1
= 14+49+ 1149
=14 1+49+49
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Bu 6 toplam aymi terimleri haizdir, fakat bu terimlerin sirasi
degigiktir; problemimizin ifadesine gore bunlar 6 tane farkh
gbsterilis sayilmalidir. Terimleri artmayan

100 =49 + 49+ 141

gibi bir gisterilis diger 5 gosteriligin kayna$ olup, hepsi birden
6 gosterilis eder. Benzer gekilde hareket ederek gu cedveli ya-
pabiliriz :

Artmugan biigiikliiklere gire Onlardan sadece sira degigiklik-

siralanmg terimler leriyle fark eden gédsteriliglerin
. sayist

L S R Sl T S | 12

49449+ 14 1 6

49 4+ 26+ 26 + 1 12

25 + 26 426 + 25 1

Hepsini toplarsak, u=25 ve 4u=100 halinde 42=100 iin 4
tek karenin toplami olarak gosterilislerinin miktar: icin

s ol 8 PR B o B o

sayisin1 buluruz.

5. Miisahede neticelerinin cedvel halinde tertiplenmesi.
42 =100 ve gosterilig sayisinin 31 oldufu u=125 0Ozel hali prob-
lemin mandésin1 bize agik olarak gtstermigti. Simdi en basit hal-
leri, yani u=25" e kadar u=1, 8, 5, ... hallerini sistematik
olarak arastirabiliriz. Bunlara dair Cedvel I i inga edelim (oku-
yucu bu cedveli kendisi hesaplamalidir, yahut hi¢ olmazsa aga-
gida verilen rakamlarin bir kismini kontrol etmelidir.)
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Cedvel I

103

Yandaki artmayan si-
ralamadan elde edilen ~Toplam

Artmayan degtigik siramalarin gosterilig
u dn siralama sayisl sayisi
1 4 I, S B 38 B S 1 1
3 12 9+ 1+ 14 1 4 4
5 20 9+ 94 14+ 1 6 6
7 28 254+ 14 14 1 4 8
9+ 9+ 9+ 41 4
9 86 26+ 94+ 1+ 1 12 13
94 9+ 9+ 9 1
11 4 24 9+ 94 1 12 12
13 62 49+ 14 14 1 4 14
25+25+ 1+ 1 6
264 8+ 9+ 9 4
15 60 49+ 9+ 14 1 12 24 r
25+25+ 8+ 1 12 .
17 68 49+ 94 9+ 1 12 18 ’
19 76 49+25+ 1+ 1 12 20
W+ 9+ 9+ 0 4
26+256+26+ 1 4
21 84 81+ 1+ 141 4 32
49+25+ 9+ 1 24 N
2526425+ 9 4 . '
28 92 81+ 9+ 1+ 1 12 24 !
49+2+ 9+ 9 12
25 100 81+ 9+ 9+ 1 12 31 -
49+49+ 1+ 1 6 il
494254264 1 12 il
25 -+ 25 + 25 -+ 25 1 i
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6. Kaide nedir? u tek sayisi ile, 4z nun dort tek kare
toplam1 olarak gtsteriligi arasinda gtize carpan bir kanun, basit
bir bag var madir ?

Bu soru problemimizin 0ziidiir. Bu soruya Snceki paragrafta
toplanmig ve cedvel haline sokulmug miigahedelere dayanarak
covap vermeliyiz. Biz burada, teerilbi verilerinden bir kaide ¢i-
karmaya ¢aligan bir tabiat bilgininin durumundayiz. $u anda
elimizde bulunan teeriibi malzeme iki paralel say1 sirasindan
ibarettir.

SN S NS ISR T = SR R T e e (S R ]
Ok 8 SAME 12 1R S L 90 SRS el gL

Birinei sira miiteakip tek sayilardan mfiirekkeptir, fakat ikinei
siraya hiikim olan kaide nedir?

Bu soruyu cevaplandirmaya ¢aligirsak, ilk duyacaffimiz his
yeise cok yakimn bir gey olabilir. Ikinel sira o kadar intizamsiz
giriinmekte ve onun meydana gelig tarzi o kadar kamgiktir ki,
onda herhangi bir kaide bulmak fimidini pek besleyemeyiz. Bu-
nunla birlikte, onun karigik meydana gelig tarzin1 unutur ve
dikkatimizi sadece dnfimiizdeki rakamlar tizerinde toplarsak, far-
kina varilabilecek kadar kolay bir nokta gdziimiize iligir. lkinei
siradaki bir terimin kendisine birinei sirada tekabill eden terim-
den tam bir birim fazla olugu oldukg¢a sk tekrarlanmaktadir.
Bu halleri belirtmek icin kalin rakamlar kullanmak suretiyle

yukariki tecriibi malzeme gu gekle girer:

j PURE TR S s b R e e R R (e
1 & 587 .83 P12 30 [(RS5-NIR 90 59 24 "B
Burada dikkatimizi geken kalin rakamlari tanimuk gli de-

gildir : Onlar hep asaldir, Hakikaten onlar, cedvelin kapsadifi
kadar, birinci siradaki biitin asal sayilardir, Bu nokta, siramizin
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meydana g:lig tarzim1 hatirladigimizda, bizde hayret uyandirabi-
lir. O"zaman sadece kareleri nazari itibara almig olup, asal sayi-
larla highir alakamiz olmamigti. Simdi asal sayilarin problemi-
mizde bir rol oynamas: garip degil midir? Yukariki miisahedemi-
zin Snemli oldugu ve onun arkasinda sayam dikkat bir gey bu-
lundugu intibaindan kagmmak gigtir,

Birinei siradaki kalin olmayan rakamlar igin dorum nasil-
dir? Onlar hep tek sayilar olmakla beraber, asal degildirler.
Onlarin ilki 1, yani birim olup, digerleri milrckkep sayilardir :

9=38%8, 15=3X5, 201=8X7, 25=5X5.

Ikinei sirada bunlara tekabiil eden sayilarin tabiat: nedir?

Eger u tek sayisi asal ise, ona ikinei sirada tekabill eden
say1 a1 idi; eger u asal defilse ona tekabill eden say1 artik
u+1 degildir. Bunu zaten yukarda gérmiigtik. Burada ufak bir
ihtar ilave edebiliriz: a=1 ise, ona tekabiil eden say1 gene
1 dir, yani 2 +1 den daha kiigiiktlir, fakat u nun asal olma-
dig1 biitlin diger hallerde ikinei siradaki sayr u-|-1 den biigiik-
tir. Yani a birim, asal veya miirekkep bir say: olduiuna gbre,
u ya tekabiil eden sayr n-+1 den kiigik, z-+1 e egit, veya
u+-1 den biiyitktlir. Burada bir intizam gdze ¢arpiyor.

Simdi dikkatimizi birinei siradaki miirekkep eayilarla, bun-
lara ikinei sirada tekabiil eden sayilar {izerinde toplayalim :

8X8 3X5 3X7 5 b
i3 24 82 a1

Burada garip bir gey var. lik siradaki karelere ikinci sirada
asal sayilar tekabill ediyor. Fakat ¢limizdeki milgahede sayis:
heniiz pek az bulundugundan, bu ifadeye belki de fazla bir
agfirhik vermemeliyiz. Bununla birlikte, kargit olarak, birinei
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giranin kare olmayan miirekkep sayilarimin altindaki ikinei si-
raya ait sayilar da asal degildir:

8X 5 3X7
43X 6 4 (8.

Burada gene garip bir gey var. lkinei siradaki sayilarin
her garpani, birinei sirada kendisine tekabiil eden c¢arpandan
tam bir birim fazladir. Fakat miigsahedelerimiz heniiz pek az ol-
dugundan, bu ifadeye pek fazla afirhk vermemek daha dogru-
dur. Bununla birlikte bu iddia, evvelki bir iddia ile bir parca
paralellik gbstermektedir. Evvelce, p asal olmak iizere,

p
i

in farkina varmighik ; simdi ise, p ve ¢ asal olmak fizere

Pq
(p+1)(g+1)

gbziimiize ¢arpiyor. Burada bir intizam mevecuttur.

pg ye tekabiil eden sayiy1 bagka bir tarzda yazdifimiz tak-
dirde, belki durumu daha berrak gorebiliriz:

(p+D@+D)=pg+p+qg+1.

Burada ne gorebiliriz? Bu pg, p, ¢, 1 sayilari nedir? Her
halukirda

9 25
13 31

halleri Lila izah edilmemis olarak kalmaktadir. Hakikaten, evvelee
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grmilg oldufumuz gibi 9 ve 25 ’e tekabiil eden sayilar sirasiyla
9+ 1 ve 25+ 1 den daha biiyliktiir :

183=98-41-+438, 81=25+1+4+5

Bu sayilar nedir ?

Eger bagka bir yerden bir ufak kiviletm daha gelirse, belki
yukariki parga parca iddialar: bir tutarh biitdin halive, elimizdeki
dagimk ipuglarint tekabiiliin tamamin1 aydinlatan bir biitiin
haline sokabiliriz:

p Pq 9 25 1

p+1 pg+p+qg+1 94841 . 254541 (&

BOLENLER ! lkinei siradaki sayilar birinci siradakilerin bo-
lenler toplamlarimi gstermektedir. Bu, aranan kaide, bir kesif,
hakiki bir kegif olabilir: Birinci satirdaki her sayiya, kendisinin
bélenlerinin toplam: tekabiil ediyor.

Boylece bir faraziyeye, belki de Gauss'un <en zarif yeni
hakikatler» inden birine sevkedilmis olduk: Eger u bir tek sayp
ise, 4 u nun dért tek kare toplam: olarak gosteriliglerinin  sagist u

nan bélenlerinin toplamina esiltir.

7. Endiiktif kesfin tabiat: hakkinda. (3 ten 6 ya kadar)
gerideki paragraflara tekrar bakarsak, gorulacak bir ¢ok sorular
bulabiliriz.

Orada ne elde ettik ? Tabiatiyle ne bir ispat, hattd ne de
bir ispatin g8lgesi, fakat sadece bir faraziye. Bu faraziye, tec-
riibi malzememizin sinirlar: igindeki vakialarin basit bir tasviri
ile, bu tasvirin o simirlarin  diginda da dogruluguna dair bir
iimitten ibarettir.

Faraziyemizi nasil elde ettik ? Tipkt vasati insanlar, yahut
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matematik dig1 bir alanda ¢aligan bilim adamlarinin kendi fara-
ziyelerini elde ettikleri tarzda. Biz yukarda alika alanimiza
dair miigahedeler topladik, onlar: muayene ve mukayese ettik,
onlarda par¢a parga kaideler gbrdik, tereddlit ettik, yamldik,
ve nihayet daginik teferruatt mdanale bir biitin intibar veren bir
gekle soktuk. Buna tamamen beozer tarzda, bir arkeolog da
agmmig bir tag lizerinde okuyabildifi birkag daginik harften bii-
tiin bir kitabeyi ortaya gikarabilir, yahut ta bir paleontolog fo-

- gil haline gelmig birkag kemikten hareket ederek nesli tiikenmis

bir hayvanin canli haldeki durumunun anahatlarini meydana qi-
karabilir. Bizim uffragbifimiz haldeki manali bittin, bu hale uy-
gun birlegtiricl kavram olan btlenlerin farkina vardifimiz zaman
ortaya ¢ikaigtir. -

8. Endiiktif delilin tabiat lnklnndn Geriye birka¢ soru
daha kaliyor.

Elimizdeki delil ne derece kuvvetlidir ?

Bu sorunuz eksiktir. Siz burada tabiatiyle paragraf 6 da
ifade edilmig olan faraziyemiz hakkinda paragraf 5 teki Cedvel [
den gikarabileceffimiz endtiktif delilden bahsediyorsunuz; bu
anlagildi, Fakat «kuvvetli» den makeat nedir? Bir delil ikna
ediei oldugn zaman kuvvetlidir; onun ikna edici olmas: igin ise,
bir kimseyi ikna etmesi lazimdir. Fakat siz, onun kimi ikna et-
mesi lazimgeldigini sbylemediniz: beni, yahut sizi, yahut Euler’i

veya matematikte hentiz ilerlememig blr kimseyi mi ? Yoksa
kimi ?

Ben gahsen bu delili pek ald ikoa edici bulmaktayim. Euler’ in
de ona gok deger verecefine eminim. (Burada Eulerden bahset-
memizin sebebi, onun faraziyemizi kegfe cok yaklagmig olmasi-
dir; Misdl 6.24 "e bakimz.) Sayilarin blinebilmesi hakkinda
biraz birgey bilen milptedi bir matematik¢inin de bu delili pek
ald ikoa edici bulacagindan eminim. Mikemmel bir matematikgi
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olan, fakat Sayilar Teorisinin bu kogesine yabaner bulunan bir
meslektagim bu delili «yiizde yiiz ikona edici» bulmugtu.

Ben burada siibjektif intibalarla alakadar degilim. Endiiktif
delilin bize hak kazandirdiff: akli inanisin  sarih, objektif lgiil-
miis derecesi nedir ? Siz bana (A) gibi bir geyi veriyor, fakat (B)
gibi diger bir geyi vermiyorsunuz ve bana (C) gibi {iglincii bir

geyi soruyorsunuz.

(A) Siz bana tamamen endiiktif delili veriyorsunuz: Fara-
ziyemiz 4, 12, 20, ..., 100 olmak fizere ilk on fi¢ hal i¢in ger-
¢eklenmigtir. Bu husus gok agik anlagilmaktadir.

(B) Siz benden bu delilin hakh kildigy akli inamgin derece-
sini 8lgmemi istiyorsunuz. Fakat boyle bir inanig delili alan
kimsenin, vesvese ve mizacina degfilse, muhakkak ki bilgisine
dayanmalidir. O gahis faraziye geklinde ileri siiriilen tepremin
bir ispatini veya onu suya dilgiiren bir aksi misdli bilebilir. Bu
iki halde, onun saglam bir gekilde yerlegmig olan inamginin de-
recesi endiiktif delil neticesinde degigmiyecektir. Bununla bir-
likte, o kimse teoremin tam bir ispatina veya tam bir cerhine gok
yakin bir gey biliyorsa inanigi heniiz degigtirilebilir ve bu inamyg
ortaya atilan endiiktif delilin tfesirine maruz kalacaktir, her ne
kadar o gahis elindeki bilginin nevine gore neticede farkh inang
derecelerine varsa da. Su halde, eger belirli bir cevap isterse-
niz, (A) endiiktif delilinin kendisine gire muhakeme edilecegi
belirli bir bilgi seviyesini de acik¢a belirtmeniz lazimdir. Siz ba-
na konuya dair belirli bir bilinen viikialar ciimlesi (belki de
Sayilar Teorisine dair bilinen elemanter teoremlerin bir listesini)

vermelisiniz.
(C) Siz benden, endiiktif delilin hakll kidigiakli inanig de-
recesini kesin olarak dlgmemi istiyorsunuz. Acaba ben onu size

«tam inanig» 1 yiizdeleriyle ifade ederek mi vereyim ? («Tem
inanig» 1n, bahis konusu teoremin tam bir matematik ispatinin
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hak kazandirdiy inanmig derecesi oldugu fizerinde anlagabiliriz.)
Su halde, siz benden verilen delilin «tam inanmig» 1n ‘% 99, yahut
% 2,875 veya s 0,000001 ini tegkil eden bir inaniga hak verdi-
gini mi sdylememi bekliyorsunuz ?

Kisaca, siz benim su problemi ¢dzmemi istiyorsunuz: (A)
endiiktif delil, (B) belirli bir bilinen vikia veya teorem eciimlesi
verildigine gore, (C) bu ikisinden akli olarak ¢ikacak «tam ina-
pig» yilzdesini hesaplamak.

Bu problemi ¢dzmek benim kudretimi ¢ok agar. Ne bu igi
yapabilecek, ne de ona cesaret edebilecek bir kimse bilmiyo-
rum. Cok genel bir gergeve iginde bu bigim bir gey yapmay: va-
deden bazi filozoflar biliyorum. Fakat onlar, milgahhas bir prob-
lemle kargilaginca biizillerek kabuklarina girmekte ve tam da o
problemi yapmamak i¢in binbir mazeret bulmaktadirlar.

Helki de bu problem, hakkinda genel bir gekilde ok sgey
konusabileceginiz, hattd onun igin kendinizi samimi olarak si-
kintiya sokacafiniz, fakat miigahhas hale getirmek istediginiz
zaman eriyerek higlife miincer olan bir takim tipik felsefe prob-
lemlerinden biridir.

Elinizdeki endiiktif istidlal halini bir standard hal ile muka-
yese ederek bu delilin kavveti hakkinda makil bir tahmine vara-
maz migdimiz ? Faraziyemize dair endilktif delili, Bachet’nin ken-
di faraziyesi igin ileri slirmils oldugu delille mukayese ede-
lim. ¢ :

Bachet'nin faraziyesi gu idi: n=1, 2, 3, .., igin

a=xt4gtt 24 ot
denklemi x, y, z, w ye gire en az bir tane negatif olmayan tam
sayili cbzlimil haizdir. Bachet bu faraziyeyi n = 1,2, 8565, .825

igin gergeklemigti. (Paragraf 2, bilhassa oradaki kisa cedvele ba-
bakiniz.)
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Bizim faraziyemiz ise gudur: Verilen bir z tek sayisi igin
da=x'+3*+ 2+ ot

denkleminin x, y, z ve w cinsinden tek pozitif tam sayili ¢o-
ziimlerinin sayis1 u nun blenlerinin toplamina esittir. Biz bu
faraziyeyi u=1, 8, 5, 7, ..., 25 igin hepsi birden 13 halde ger-
ceklemigtik (Paragraf 8 ten 6 ya bakiniz.)

Ben bu iki faraziye ile onlarin gergekleniglerinin verdigi
endiiktif delilleri fig bakimdan mukayese edecegim.

Gergeklemelerin sayist. Bachet’nin faraziyesi 325 halde, bi-
zimki sadece 18 halde gergeklenmigti. Burada avantaj agik ola-

rak Bachet’nin tarafindadir.

Onceden séylemenin sthhat. Bachet faraziyesi ¢dzlim sayisr-
nm =1 oldugunu, bizimki ise ¢dzilm sayisimin belirli bir bilyiik-
lige tam olarak esit oldufunu O©nceden edylemektedir. Bence,
daha sthhatli bir Gnceden siylemenin gergeklenmesinin, daha az sth-
hatli bir Gnceden séglemenin gerceklenmesinden daha bilyik bir
agirlik tagidigim kabill etmenin makdl . bir is oldugu asikidrdir.
Bu hususta avantaj agik¢a bizim tarafimizdadir.

Rakip farazigeler. Bachet'nin faraziyesi keyfi bir pozitif
tam sayiy1 gostermek igin gerekli olan kare sayisinin maksimu-
mu - ki buna M diyelim - ile alakadardir. Hakikaten Bachet'nin
faraziyesi M =4 oldugunu ifade etmektedir. Bachet’nin M=4 i,
meseld M =05 veya M =6 yahut M =17 gibi herbangi bir defere
tercih etmesi i¢in @nceden (kabli) bir sebebe sahip bulundugunu
zannetmiyorum ; hattd M=~ bile dnceden reddedilemez. (Tabi-
atiyle M=~ ’un manas, tam sayilar arttik¢a gittikge daha
fazla sayida kareye ihtiyag gosterecek olan tam gayilara rastla-
nacagidir, Sathi olarak, M=~ en muhtemel faraziye olarak
goriinebilir.) Kisaca Bachet faraziyesinin birgok agikdr rakipleri
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vardir. Fakat bizimkinin higbir rakibi yoktur. Gosterilig sayisi-
nin tegkil ettigi dizideki (Paragraf 6) intizamsizhga bakarak,
herbangi bir kaide bulmaya belki de muvaffak olamiyacagimzi
zannetmigtik. Simdi hayran olunacak derecede agik bir kaide bul-
mug oluyoruz. Artik bagka bir kaide bulmay: pek bekleyemeyiz.

Eger etrafta secilebilecek evsafta bir ok gen¢ kiz bulu- |
nursa onlardan bir niganh _se(;mek zor olabilir, fakat bbyle
bir tek kiz varsa, karar ¢ok daha c¢abuk verilebilir. Bence, fa-
raziyeler kargisindaki tutumumuz da biraz buna benzemektedir.
Diger geyler egit oldugu takdirde, bir¢ok agikédr rakibi bulunan
bir faraziyeyi kabiil etmek, rakipsiz bir faraziyeyi kabil etmek-
ten daha giictiir. Siz de benim gibi diigliniiyorsaniz, bu bakim-
dan avantaji Bachet’'ninkinin degil, bizim faraziyemizin tara-
finda bulursunuz.

Litfen Bachet’nin faraziyesine dair delilin bir bakimdan,
fakat bizim faraziyemize dair delilin difer bakimlardan daha

kuvvetli olduguna dikkat edin ve cevaplandirilamiyacak sorular
sormayin. 3

1v. BOLUME DAIR ORNEKLER VE TAMAMLAYICI BILGILER

1. Yazis tarzi. n ve k pozitif tam sayilar olsun ve
n:g%—}-xg + .....i_xi

Diophante denklemini ele alalim. Bunun x,, x,,..., ¥z Ve
x4y ®'gy ey ¥ gibi iki ¢Oziimline ancak ve ancak x, = x"1,
%97 X"4y oy X=X} olduffu zaman, egittir denir. x,, x4, ..o 5 Xk
degger olarak, pozitif, negatif veya sifir, biitiin tam sayilar1 ala-
bildigi takdirde, bbyle ¢bziimlerin sayisina Ry (n) diyelim. Eger
Xy Xz .oy X sadece tek pozitif sayilari deger olarak alabildigi
takdirde, bu tirlil ¢ozlimlerin sayisina Sy (n) diyelim. Agagidaki
problemlerin ekserisi igin bu yazig tarzi Snemlidir.
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5. Misil 4 fin endiiksiyonla bulmug oldufunuz cevabinin
herhangi bir kismim1 matematik dediiksiyonla ger¢ekliyebilir misi-
niz? Boyle bir gergeklemeden sonra, faraziyeye olan itimadi-
nizda degigiklik yapmak makil olur mu ?

6. Bachet’nin faraziyesini (paragraf 2) 80 a kadar (80 dahil)
gergekleyiniz. Bunlar iginde hakikaten dort kareyi gerektiren
sayllar hangileridir ?

7. Paragraf 5 teki Cedvel [’ i daha iyi anlayabilmek i¢in
a*, b%, ¢* ve d* dort farkh tek say: karesi gistermek iizere

(1) a'+ b+ o' +d*
(2) a'+a'+ 5"+t
(8) a*+a' + b 4 b*
(4) a'+a'+a' + b’
(5) a*+a'+a'+a'

toplamlarini nazar: itibara alalim. Bunlarin her birinden terim-
leri aralarinda defligtirmek suretiyle (paragraf 3 minasinda) kag
tane deg gik gosterilig elde edebilirsiniz ?

8. 4u 'nun ddrt tek karenin toplami olarak gbsteriliglerinin
gayisl, ancak ve ancak z nun kendisinin bir tam kare olmas: ha-
linde bir tek sayidir. (Paragraf 3 teki yazig tarzini takip ederek
a yu tek farzediyoruz.) Bu ifadeyi ispat ediniz ve onun paragraf
6 daki faraziye ile uygunluk halinde bulundugunu gbsteriniz.
Bu ihtar sizin faraziyeye olan itimadiniza nasil tesir eder ?

9. §imdi a, b, ¢, d (tek veya ¢ift) dort tane farkh pozitif
tam say: olsun. Misdl 7 de bahsedilen beg toplamla birlikte gu
toplamlar: da nazar: itibara alalim:
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(6) a'4b'4¢’ ® a*+5?
(7 a*+a*+ 5 (10) a*+a*
8 a'+a*+a’ (11) a*

Bu onbir halden herbirinin R, (n) 'e yaplif katkiyr bulunuz.
Agafhki agikidr iglemler visitasiyla bu toplamlarin herbirinden
milmkiin olan biitlin gosteriligleri elde ediniz: terim sayisini 4 ’e
¢ikarmak i¢in l0zumu kadar 0° ildve ediniz, terimlerin siralariny
degigtiriniz, a, b, ¢, d sayilarindan bazisim (bigbirini, veya hep-
sini) sirasiyla —a, —b, —e, —d ile degigtiriniz. (Cedvel Il deki
misillerl bu suretle kontrol ediniz).

10. n=x*+g"+ 2’4+ o’ denkleminin x, gy, z, w ye gire
(pozitif, negatif veya 0) tam sayih ¢bzlimlerinin sayisini endiik-
siyonla aragtirimiz. Ige Cedvel I 'e benzer bir cedvel inga et-

mekle baglayiniz.
11 (devam). Paragraf 6 pin melodunu, yahut neticesini
kullanmaya gahginiz,

12 (devam). Paragraf 6 ya olan benzerlifin veya Cedvel II
de yapacaginiz kendi miigahedenizin rehberligi ile, uygun tam
say: simiflar: ayirarak, her sinifi kendi bagina aragtiriniz.

13 (devam). Gayretinizi en inatenr smf fizerinde teksif
ediniz,

14 (devam). Biitin par¢a par¢a kaideleri Ozetliyerek, ka-
nunu tek bir cdmle ile ifade ediniz.

15 (devam). Buldugunuz kaideyi Cedvel [I de bulunmayan
ilk ti¢ halde kontrol ediniz.

16. R, (5) ve R, (40) 1 bulunuz.

17. Sahife 119 daki Cedvel III 'iin verdifi, Cedvel I ve II
de bulunmayan bilgileri en az iki satir igin kontrol ediniz.

)" o
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18. Cedvel III 'il kullanarak R, (n) ve S, (8a) i endiiksi-
yon yoluyla aragbiriniz.

19 (devam). Paragraf 6 ve misdl 10—15 ’in metodunu veya
neticesini kallanmaya ¢ahginiz.

20 (devam). Benzerlik veya milgahedenin rehberligi ile
uygun tam say: siniflar ayirarak, her sinifi kendi bagina arag-
tirmz.,

21 (devam). Yanina en fazla yanagilabilir halde bir ip ucu
kegfetmeye caliginiz.

22 (devam). Parga parca kaideleri dzetliyebilecek olan bir-
legtirici bir kavram bulmaya caliginiz, /

23 (devam). Bu kanunu bir climlede ifade etmeye caligimiz.

24, x ve y negatif olmayan tam sayilar olmak {izere, hangi
sayilar 8x + by geklinde gosterilebilir, hangileri gdsterilemez ?

25. Asafki cedveldeki kanunu tahmin etmeye galigimiz:

ax + by geklinde
a b ifade edilmeyen
son tam say1
2 3 1
2 5 3
2 7 b
2 9 7
8 4 b
3 5 7
3 7 11
8 8 13
+ 5 11
b 6 19
I
- M e - Lomus s N i -
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Cedvel II den devam

Artmayan biiylikliiklere gbre  Gosteriliy R, (n)/8
~siralanmig gdsteriligler snyi81

16 4% 2
4444414 1X 16
161 12X 4
9--4-+4 12 8
164141 12X 8
9-+9 6X 4
9-+4-44-+1 12 X 16
16414141 4% 16
94941 12X 8
16+ 4 127% "4
94941412 6 16
18 +441 2% 8
9+4-4-4-44 4% 18
16+44+141 12 ¢ 16
9+9+4 ) 12X 8
94+9+4+1 12 X 16
16+41+4 12X 8
25 4% 2
1649 12X 4
16+444+1 12 % 18
26+1 12X 4
16+9-+1 24X 8
9-+9+444 8% 16
254141 12X 8
18+9+1+1 12 % 16
9-+9-+9 4% 8
25414141 4% 18
16+4a-t+4-11 4% 16
9+9+9+1 4% 18
254 12% 4
16-+9-+4 24X 8
2564-4+1 24X 8
184+9+441 24 % 16
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ENDUKSIYONA DAIR CESITLI MISALLER

Bir teoremin dogrulufuna kanaat getirince, onu ispat etmege
baslarsintz. GELENEKSEL MATEMATIK Proreséru, (1)

1. Agihimlar. Herhangi bir g¢egit problemle ugragirken,
bir gesit endilktif muhakemeye ihtiyacimiz vardir. Matematigin
gegitli dallarinda tipik bir tarzda endiiktif muhakemeye ihtiyag
gbsteren bazi problemler meveuttur. Bu bdltimde bu hususu ay-
dinlatan bazi miséller verecek ve ige nispeten basit bir misdlle
baghyacafiz.

-i—:-}-—_FT fonksiyonunu x in kuvvetlerine gire acmak.

Bu problem bir¢ok yollardan g¢bziilebilir. Agagiki ¢dzlim pek
kisa ve glizel olmamakla beraber, saflam bir prensibe dayan-
makta olup, pek fazla birgey bilmeyen fakat hi¢ olmazsa geo-

metrik gerinin 1+ r+4+ 4204 -eo = toplaﬁ formitliin{t

h s

) Taninmig pedagogun bu kaldesinden Once {Ho‘w to Solve It,
8. 181) bazan gu nasihat gelir: ¢Bir teoremi ispat etmeniz lizim gel-
digi takdirde, acele etmeyiniz. Hergeyden evvel taor_o;:ln. ne demek
istedigini tamamliyle anlayiniz, teoremin minasimi agpik olarak gtrmeye
gnl:srm;. Sonra teoremi kontrol ediniz, ¢inkt o yanhg olabilir. Onun
neticelerini muayene ediniz. Onun dogruluguna kanaat getirmeniz lgin
muhtag hulnndutnﬁns kadar gok sayida Gzel halde onu gergekleylniz,
Bu suretle teoremin dofruluguna kanaat getirince...»
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bilen zeki bir milptedinin de tabii olarak akhna gelebilir. Bu

toplam formiiliinii problemimizde kullanmak firsatini agafida bu-

lacaghz :
1 1

1—x—+2* = 1—2(1—2)

=14+x(1—x)+ A=)+ 21— x)+ «=-
=14+x—x'
+ 2 — 2"+ ¢
+ g Bt Bt
+ 2t —dx® 6t — ' 2

+ x* — 6%+ 107 — 10x* -+ -+
4 2% — B’ 152 —re
4+ xT— Tat e
4 s

wee

=1+4x P e B S 2 cee s

Bu, gize carpan bir peticedir. Burada sifirdan farkh olan her
katsay1 ya 1, yahut ta —1 degerini haizdir. Birbirini tikip eden

katsayilarda, daha ok sayida terim hesaplayinca daha da agifia
¢ikan, bir kaide goriilfiyor:
*1—___-:1—{-_-;,— =14x — x* — ' xtta’ — 2" —x'x" et — e
Burada katsayilar dizisi peryodiktir! Bu dizinin peryot uzunlugu
6 olup, peryotlar: goyledir:
1,1y 0, =2y =1, 011, Ay 05515 orts, B2 0 mnats
Tabiatiyle, miigahede etmig oldugumuz bu paryodilg tzeli-
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¢in miigahedelerimizin sinirlarindan o&teye de devam etmesini
bekleriz. Fakat bu, yerinde bir gtiphe ile kargilamaklhifimiz icab-
eden endiiktif bir netice, yahut sadece bir tahmindir. Bununla
beraber, bu tahmin vdkialara dayanmakta olup, bu ylizden ciddi
bir gekilde incelenmeye layiktir. Onu inocelemek ise, difer
geyler arasinda, onu bagka bir gekilde ifade etmek demektir.
Faraziyemizi bagka bir gekilde ifade etmenin enteresan bir tarzi
vardir :

WS =1—x4a"—x* fx"—-

1—x-+ x*

_i_xwx{_i__x:__xln_l_xls_... 5

Simdi, say tarafta kolayca iki geometrik seri farkedebiliriz. Bun-
larin her ikisinin de ortak ¢arpani — x' olup, onlarin toplam-
larm1 hesapliyabiliriz. Boylece farazilyemiz gu egitlige dokiiliir :

1 e Vi 1 __E_'x _1—!—x.
1—x -2 7 143 14+ 1-4x°

Bu ise tabiatiyla dogru olup, faraziyemizi ispat etmig olduk.

Misdlimiz basit olmakla beraber, bir¢gok bakimlardan tipik-
tir. Verilen bir fonksiyonu seriye a¢mamiz lazim gelirse, ilk
birka¢ katsayiy: fezla sikinti ¢cekmeden bulabiliriz. Bu katsayi-
lara bakarak, yukariki misiilde yapmig oldugumuz gibi, a¢ilimin
kanununu tahmin etmeye ¢aligmaliyiz. Kanunu tahmin ettikten
sonra, gene orada yapmis oldufumuz gibi, onu ispat etmeye g¢a-
ligmaliyiz. Orada oldugu gibi, faraziyenin uygun ve agik bir
ifadesinden hareket ederek ispati geriye dogru iglemek biiyiik
bir fayda saghyabilir.

Bu arada, misdlimizin bayag: semereli oldufunu da igaret
edelim (Bu husus ta tipiktir). Hakikaten misélimiz bizi binom
katsayilar1 arasinda meraklh bir miinasebete sevketmektedir.

Verilen bir fonksiyonu bir seriye agma probleminin mate-
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matifin bir¢ok dallarinda sik sik ortaya @kbfim ildve etmek
ldzumsuz bir sz degildir. Bu hususla gelecek paragrafla, VI. Bo-
lime dair Ornekler ve Tamamlayie: Bilgilere bakiniz,

2. Yaklagik Formiiller. () Yarim eksen uzunluklar: a ve b
olan bir elipsin gevre uzunlugunu £ ile gdsterelim. £ yi a ve b
cinsinden ifade eden basit bir formiil meveut degildir, fakat bu
hususta bir ¢ok yaklasik formiil teklif edilmis olup, Iclerinde
belki en agikdr olanlar: gu ikisidir:

=a(a+bd), P =2x(ab)".

§imdi P ve P’, elipsin ¢evre uzunlufunun birer yakh’lk degeri,
E ise ayu geyin tam dogru degeridir. Egfer a, b ye egit olursa,
P ve P’ de E ye esit olurlar.

a nin b den farkh olmas: halinde P ve P’, £ ye ne kadar
yaklagirlar ? Bunlarin hangisi, yani P mi, yoksa P’ mii hakiki
degere daha yakindir? Bu tiirll sorular Tatbiki Matematigin
birgok dallarinda sik sik ortaya ¢ikar ve onlarla baga gikmak
icin, agagida kabaca anlatacafimiz, genig bir kabille mazhar ol-
mug bir usil vardir: (P—E)/E i, gani yaklagik degerin izafi ha-
tasimi, aggun bir kiigiik degerli parametrenin kuvvetlerine gire agt-
niz ve hitkmiiniizii bu agtlimin baglangig terimine (yani sifirdan
farkl ilk terimine) dayandiriniz.

Misdlimize uygulandiffi zaman bunun minasioin ne olaca-
#ina ve bu usidliin nasil igleyecegine bakalim. Evveld «uygun
bir kilgiik parametres segmeliyiz. Bunun igin (¢ ile gisterecegi-
miz) elipsin n@imerik eksantrisitesini deneyelim. Bu eksanlrisite,
a elipsin biiyiik, b de kilgilk eksenlerinin yarim uzunluoklaring
gistermek lizere

- (a'___ 5!):;:
a

(*) putnam, 1948 'a bakiniz.
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ile tarif edilir, a, b ye egit (ve neticede elips bir daire) oldugu
zaman & =0 olur. Eger elips daireden pek farkl: degilse, ¢ kii-
clikitir. Su halde, izafi hatay: # nun kuvvetlerine agalim. Netice
olarak (tafsilati burada athyoruz)

o o : V.siles ot JUEERS) IVLPIUON
—"E"_—-—“3‘+ ] Rl L e

elde ederiz. Burada yalmiz baglangi¢c terimlerini hesabettik ki,
her ikisi de 4. mertebedendir, yani ¢ @ ihtiva etmektedir. Daha
yiiksek mertebeden, yani ¢°, &, .., y1 ihtiva eden terimleri  her
iki agihmda da bir kenara biraktik. r ¢ok kiigiik (sonsuz kiigiik)
oldugu zaman, yani elips hemen hemen bir daire geklinde oldu-
gu zaman, bu terimler baglangic terimlerine nazaran ihmal edi-
lebilir. $u halde, hemen hemen daire geklindeki elipsler igin P,
E nin hakiki degerine P’ den daha ¢ok yaklagir. (Hakikaten s,
0’a yaklaghifina gore hatalarin orani da 1:3 e yaklagir.) Hem
P, hem de P/, E ye alttan yaklagir :

E> PP,

Bu neticeler ¢gok kilglik ¢ lar, yani hemen hemen daire sgeklin-
deki elipsler i¢in dofrudur. Fakat ¢ o kadar kiiciik olmadi$ za-
man onlarim dofiru ne dereceye kadar dogru kaldifini heniiz bil-
memekteyiz. Hakikaten, gimdilik sadece ¢ -~ 0 ic¢in cari olan li
mit miinasebetlerini bilmekteyiz. Fakat # =0,5 veya ¢=0,1 ha-
linde yaklagik formiillerimizin hatas1 hakkinda henfiz hicbir ke-
gin bilgimiz yoktur. Halbuki, tatbikatta asil muhta¢ oldufumuz
gey bu tiirlti miigahhas hallere dair bilgidir.

Boyle hallerde pratik kimseler formiilleri niimerik bir dene-
meye tabi tutarlar. Biz de onlar: takip edebiliriz, fakat acaba
ilk dnce hangi hali deneyelim ? Ug hallerini gozden uzak tntma-
malidir. Niimerik eksantrite 0 ile 1 ug degerleri arasinda degi-
gir. #¢=0 oldufu zaman b= a olup, elips bir daireye doner. Bu-

—_———-—_—-—-M
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nunla beraber, buraya gelinceye kadar bu hali oldukea iyl og-
renmig bulundofumuzdan, diger ug haline ddnelim. s=1 igin
b=10 olur ve elips, 2a uzunlufunda bir dofru parcasina déner.
Bu takdirde elipsin gevre uvzunlugu da 4a ya ddner. Sa halde
#=1 jgin

E=4a, P=gxma, P=0

dir. Her iki ug halinde de, yani hem ¢ =1 igin, hem de 2 nin gok
kiiglik bulundugu halde £ > P > P’ oldugu dikkate degfer. Aca-
ba bu cifte egitsizlik her zaman dogru mudur ?

Bu ¢ifte egitsizlifin ikinei yarisi igin cevap kolaydir. Haki-
katen a > b igin

P=n(a+b) >2a(ab)'!* =P
diir, glinkét bu egitsizlik
(a -+ b)* > 4ab,

yahut ta
(a—b)*>0

a denktir,

$imdi dikkatimizi sorunun geri kalan kismi fizerinde topla-
yalim. Acaba E > P egitsizlifi genel olarak dogru mudur? Ug
hallerinde (yani kiigtik #’lar ve e=1 igin) bulmug oldugumuz ne-
ticenin ara hallerde de (s "nun 0 ile 1 arasindaki biitlin deger-
leri) dogru kalacagini farzetmek tabii bir geydir. Faraziyemizin
¢ok sayida miigahede ile desteklenmedigi dojiru olmakla beraber,
bu faraziye benzerlik tarafindan desteklenmektedir. Aynizaman-
da sormug oldugumuz ve benzer sebeplere dayanan (P> P ’ye
dair) benzer bir soru milspet gekilde cevaplanmighi,

Simdi bir hali nfimerik olarak deneyelim. # nun 0 'a yakin
oldugu hal hakkindaki bilgimiz, onun 1'e yakin oldugu haldekin-
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den biraz daha fazladir. §imdi # nun 1 e 0 dan daha yakin bu-
lundugu basit bir dejerini segelim :

a=b, b=3, 8= g .
(Uygun cedvelleri kullanarak) # nun bu degeri igin
E =22 % 4,06275, P =22 % 4.00000

buluruz. Bu halde E > P egitsizligi gergeklenmigtir. Faraziyemi-
zin bu niimerik gergeklenigi bagka bir ydnden, defisik bir kay-
naktan gelmekte olup, bu yfizden epeyce afirhifi haizdir. Bun-
dan bagka

(P—E) [ E=—0,0155, — ¢'/64 = — 0,004

oldugunu da kaydedelim. Buradaki izafi hata % 1,56 civarindadir.
Bu hata kendi agihiminin baglangi¢ teriminden oldukea biiyliktiir,
fakat onunla aym igareti haizdir, e =4/5=0,8 ¢ok kii¢iik olma-
digindan yukanki gercekleme genel cerceveye uymakta olup, fa-
raziyemize olan itimadimizi arttirma ydniinde tesir eder.

Yaklagii formiiller Tatbiki Matematikte dnemli bir rol oy-
narlar. Boyle bir formiil hakkinda hitklim vermek igin, pratikte
ekseriya bu paragraftaki yol tutulur. lzafi hatanin agilimindaki
baglangi¢ terimi hesaplanmak suretiyle kazanilan bilgi niimerik
denemeler, benzerlik miilihazalar1 v.s., kisaca, ispat edici olma-
yan, endiiktif muhakeme ile tamamlamr,

3. Limitler. Endiiktif muhakemenin igleyigini bagka bir
alanda daha girmek igin, agagiki problemi ele alalim.
@y, Ggy eavy Any +oo kegfi bir pozitif sayr dizisi olsun.

lim sup 51;!_—3-"—“)” >e

n—-o3 an

oldagunu gésteriniz.

() Putnam, 1948 ‘e bakimiz.
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Bu problem biraz on bilgiye, bilhassa <lim sup» yahut «iist
belirsizlik limiti (= tist limit)» kavramiyla tanigikhiga - ihtiyag
gosterir. (") Fakat bu kavrami iyice bilseniz bile, yukariki egit-
gizligin bir ispatim1 bulmakta gtic;lf.lfs ¢ekebilirsiniz. Bu problemi
kendi vasitalariyla birkag saat iginde ¢bzebilen bir matematik
dfrencisini tebrik ederim.

Eger siz de bu problemle bir parga miicadele etmigseniz,
agaffiki paragraflarda anlatacagimiz milcadeleyi daha fazla sem-
pati ile tikip edeceksiniz. :

4. lddiay: cerhetmeye galigmak. Evveld mdtad sorularla
ige baglayacagiz.

Faraziye nedir ? Sadece, a, > 0.
Hiikiim nedir ? Safinda e ve solunda o karigtk limiti ihti-
va eden egitsizlik. .
lddia ile alakalr bir teorem biligor musanuz ? Hayir. O, be-
nim bildigim geylerin hepsinden gok farkl.
Onun dogru olmast muhtemel midir? Yoksa yanls olmas: mi

| daha muhtemeldir ? Tabiatiyle yanhg olmasi. Cinkii a, >0 gibi
son derece genel bir faraziyeden bu kadar sarih bir hitkiim ¢1-

karlabilecegine inanamamaktayim.
‘. Sizden istenen sey nedir ? lddia edilen teoremi ispat etmek.
| Yahut onu cerhetmek. Ben onun cerhedilmesine gok taraftarim.
Bu teoremin herhangi bir Gzel halini denegebilir misiniz ?
Evet. Ben de gimdi bunu yapacagim.
[Formiilleri basitlegtirmek i¢in
(al e an+1)n o

Qn

vaz'edelim ve lim bn=5 yerine b, > b yazalim.] ]
R0 ||

(*) Meselt G. H. Hardy, Pure Mathematics, paragraf 83 ye bakiniz,
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n=1, 2, 3, ... igin a, =1 dersek,

by = (%)“ =2"-»00

olur. Demek ki teorem bu dzel halde dofirudur.
Fakat, a,=0 ve n=2, 3, 4,... igin a,=1 diyebilirdik.

Bu takdirde
n
ba =(9—-*{—1) =1">1<e

olur. Oyleyse teorem suya diigtii! Fakat hayir, teorem suya
diigmedi, (linkii teoremin faraziyesi a, =0,00001 e miisade et~
mekle beraber a,=0 "1 yasaklamaktadir. Ne yazik!

Bagka bir gey denememe miisade edin: a,=n diyelim. Bu
takdirde

b= (TEEHDY (14 2) =

olur. Teorem bu halde de gergeklenmigtir.
Simdi, a,=n" olsun. Bu takdirde

() (i 2 )

olur ve teorem gene gergeklenir. Hattd gene ayni e' limiti bu-
lunur, Acaba genel egitsizliin saff tarafinda e yerine ¢’ mi bu-
lunmaliyda ? :

Simdi bir parametre ithal edelim. ¢ yi istedigim gibi segmek
iizere, a,=¢c ve n=2, 8, 4, ... i¢in a,=n diyelim. Bu halde

olur. Bu limit ise, ¢ =a, >0 oldufundan her zaman e den bil-
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ylktOr. Fakat ¢ yi istedigimiz kadar kilglik se¢ebildigimizden,
bu limiti e ye istedigimiz kadar yaklagtirabiliriz. Demek ki id-
diay: henfiz ne cerhedebiliyoruz, ne de ispat edebiliyoruz.

Son bir deneme daha yapalim. a,= a°® alalim. Bu takdirde
[baz: ara hesaplar: athyoruz]

o, effer 0 <c<1 ise
b“ = [_!.i:e—i-_.l__‘:] i c" egel' e=1 ise
e®, effer ¢ > 1 ise

Gene burada da limit e ye istediffimiz kadar yakin olabiliyor, fa-
kat daima e nin istiinde kaliyor. Bu limiti e nin altina indir-
meye higbir zaman muvaffak olamiyacagiz. Su halde artik &biir
ihtimale (yani teoremin dogru olmas: ihtimaline) dénmenin za-
mani gelmigtir.

5. lddiay: ispata ¢aligmak. Hakikaten buraya kadarki
yolumuzdan piizgeri etmek igin kuvvetli sebepler vardir. Ust fis-
te yihlan endiiktif deliller kargisinda teoremi cerhetme {imidi o
kadar s8niik goriiniiyor ki, bunun yamnda onu ispat etme
imidi nispeten parlak gbriinmektedir.

Su halde geriye, teoremin tekrar incelenmesine baglamak-
tan, yani onun ifadesinin, faraziyesinin, hiilkmiintin, orada ba-
his konusu olan kavramlarin, ... tekrar ele alinmasindan bagka
birgey kalmiyor.

Farazigeyi gevsetebilir misiniz? Hayiwr, gevgetemem. Efer
bir n i¢in bile a, =0 olmasin1 kabill edersek, hiikiim artik cari

olmaz ve teorem yanhg olur (¢, =0, a; =ay=a,=+++ = 1).

Hiikmii keskinlegtirebilir misiniz ? e yerine daha biiyiik bir
say1 koyarak hitkmii keskinlegtirmeme tabiatiyle imkin yoktur,
elinkil o takdirde hitktim artik cari kalmaz ve teorem yanlig olur

(yukariki 4. paragrafin misaileri). :

2
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() FRR
'I.I"l k'l'  Problemin icinde gecen biitiin esas kavramlar: hesaba katiiniz
|!! h"i' me ? Hayir. Igte sikintimiz buradan dogabilir.
| [ 3
I|H'! f Neyi hesaba katmay: ihmal ettiniz? lim sup’un tarifi, e sayi-
!-.,llr!‘i' ginin tarifi.
|
l"'-.-"' H lim sup ba nedir ? Bu, n sonsuza gittigine gura b, nin st
i belirsizlik limitidir.
| i =
’r:- | e nedir? e yi cegitli tarzlarda tarif edebilirim., Yukariki
. lI Il i misiller, e nin en ahgtifimiz tarifinin bu problem igin en iyi
I
i

L tarif olabilecefini aklimiza getirir:

8
_|||' l;|I_' i : I - 1 2
1| e= lim (1+"-) .
] I h 55 e s
W i - ;
il e Teoremi baska bir gekilde yeniden ifade edebilir misiniz ? ....... .
R sl A P e S i e R SR b S S S s
e '
i Teoremi bize daha kolay gelecek Hr sekilde yeniden ifade edebilir 3
! [ll .'}'n i AT Lo ae s s st i F ey R B d e o e e e e i &
!I;.'||‘I | Hiikmii yeniden ifade edebilir misiniz? Hiikiim nedir ? Hﬂkﬂm e
i) ' |
| "',L[-'."I ‘i yi ihtiva ediyor. e nedir ? (Ben eskiden bunu sormay: ihmal et-
. migtim). Evet — hiikiim gudur:
Il © I| i
: L :'i lim sup (M)n e lim (1 +-‘1.)n.
| rﬂl n—+co an n-»co n
1 I...‘II‘-‘
II, Bunu gbyle de ifade edebilirim : iy
] | 3
{\y I 1i n (a, +°‘n+1]
".i: ':—bg:p[ (rn+1) n] :hl
| il i :
]‘ 5‘ , Bu son gekil ¢ok daha iyi goriiniiyor |
(s
I: | t: : y Faraziyenin sarf: yerine geldigi zaman hiikiim yanhs olabilir
i |: mi ? Igte mesele budur. Bunu aragtirayim, fddianin tam aksine .
. | i) cesaretle bakayim. Bu aksi iddiay: g0yle yazabilirim :
1 ]
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olur ki, burada C, n ye bagli olmayan bir sabittir, yeter ki
a > N olsun. Pek dnemi olmamakla beraber,

C=“—;+ u;(1+-;~+...+%r_)

dir. Fakat, n nin istenildigl hd_ar bliyiik almabilecegi ve armo-
nik serinin iraksak olmas: Snemlidir, §u halde bunlardan

neticesi qikar. Bu ise, n=1, 2, 8, ... i¢in a, > 0 dan ibaret olan
faraziyemize agik¢a aykiridir. Fakat bu tenakuz (?) formiiliinden
hatasiz bir gekilde elde edilmigtir. §u halde, bu tenakuzdan as-
linda (?) mes'ul olmaldir; (?), a, >0 faraziyesiyle uyusamaz;
gu halde (?) nin aksi dofiru olmahdir — bu suretle teorem ispat
edilmig oldu!

6. Endiiksiyon safhasinin rolii. Yukariki ¢dzlime sathi bir
gekilde baktifimiz takdirde, ¢8zlimiin birinci, endtiksiyon, safha-
s (paragraf 4) ikinei, ispat, safhasinda (paragraf 5) hig kul-
lamimadifin1 zannedebiliriz. Fakat ig boyle degildir. Enditksiyon
safhasi birgok bakimlardan faydali olmugtur,

Evveld, teoremin milgahhas dzel hallerini muayene etmek
suretiyle onu iyice anladik ve onun tam minasim kavradik. Onun
faraziyesinin mutlaka ldzomlu olduguna ve neticesinin keskinligine
kanaat getirdik. Bu bilgi ikiaci safhada bize yardimer oldu: Bu
safhada blitln faraziyeyi kullanmamiz lazimgeldigini ve e sabi-
tinin tam deferini hesaba katmak mecburiyetinde oldugumuzu
evvelden bilmig olduk. i

Ikinci olarak, teoremi birgok zel halde gergeklemekle onun
lehinde kuvvetli endiiktif deliller toplamig olduk. Enduktif safha

teorem hakkinda baglangigtaki gliphemizi yenerek, onun hakkin-
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da bize kuvvetli bir itimat verdi. Boyle bir itimat olmadan, bu
teoremin Byle giinliik bir ige benzemeyen ispatina girigmek ce-
saretini kendimizde kolay kolay bulamazdik. <Bir teoremin dogru
olduguna kanaat getirince, onu ispata baglarsiniz> — geleneksel
matematik profestril tamamiyle hakhdir.

Ugiinett olarak, iginde e nin aligik oldugumuz limit formil-
liiniin {ist iiste ortaya giktifi misiller, bu limit formillind teo-
remin ifadesine sokmak i¢in bize makil bir sebep tegkil etti. Ve
bu da ispata giden yoldaki hayati adimi tegkil etti.

Netice olarak : ispat safhasindan Gnce endiiksiyon safhasinin
gelmesi tabil ve mantikidir. Jnce tahmin edin, sonra ispatlayin,

V. BOLUME DAIR ORNEKLER VE TAMAMLAYICI BILGILER

EOPPEIR WS g S0y o8 LT
1. (1—=x") "’—1+2x+2 4"+
: | 1 3 5
o wmesefigridEes

serilerini birbiriyle ¢arparak
2 ]
g=(01—x)""tarcsinxr=x+ g ¥+
a¢iliminin ilk terimlerini bulursunuoz.

(a) Birkag terim daha hesaphiyarak genel terimi tahmin et-
meye g¢aliginiz.

(b) y nin
(1 — Ny —xp=1

diferansiyel denklemini gergekledigini gosteriniz ve bunu tahmi-

ninizi ispat i¢in kullanmniz.
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E=2%uab [(1—:')'1” - (are sin a}ft], P=4na(a"+ 2b%)/3
formiilleri bu alanin sirasiyla tam ve yaklagik deggerlerini verirler
(a, b ve & paragraf 2 deki gibidir).

(a) Izafi hatdoin baglangi terimi ile

(b) =0 oldugu zaman izafi hatay: bulunuz.
Bu izafi hatanin igareti nedir ?

7. Basik elipsoit ylizeyinin alanina dair

sessefin 5T el ) gt

formiilleri, bu alanin mrasiyla tam ve yaklagik degerlerini ve-
rirler. 5

(a) lzaft hatanmn basglangig terimi ile
(b) 6=0 olduffu zaman izafi hatay! bulunuz.

Bu izafi hatanin igareti nedir ?
8. Misil 6 ve 7 yi mukayese ederek, yari eksenleri a, b, ¢

olan genel bir elipsoit yiizeyinin alan: i¢in hangi yaklagik for-
mild teklif edersiniz ?

Bu formildeki hatdnm igareti nedir?
9. [Paragraf 2.] Elipsin x=asin¢, y=beost geklindeki
parametrik gsteriliginden hareket ederek

w2
B siia f (1 — e*gin® §)'/* dt
3

o '
i1 8 ' 2n—a\Y o™ )
—“*[’*?('-z?'" AT
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oldugunu gbsteriniz ve buradan paragraf 2 de ispatsiz olarak
verilmig olan baglangig terimlerini gikarimz,

10 (devam). & 'nun kuvvetlerine gire agilimlar: kullana-
rak, 0 < e<1 igin £ > P oldugunu ispat ediniz.

11. [Paragraf 2.] = sayisini o suretle tayin ediniz ki,
P=eP+(1—2) P

ifadesi £ nin kiiglik ¢ lar i¢in en iyi yaklagik degerini versin.

~ (Yani (P" —E)/E nin baglangi¢ teriminin mertebesi miimkin

oldugu kadar yilksek olsun.)

12 (devam). Paragraf 2 deki metodu takip ederek P" niin
E ye ne kadar yaklagtigin1 aragtininiz. (Endilksiyonla !)

13. Bir p pozitif tam sayier ve bir a,, @y, @g o5y Guyoee
pozitif sayilar dizisi verilmig olsun.

lim sop (M)n; &P

n—+o0 n T
oldugunu gosteriniz.

14 (devam). Oyle bir a,, a; as, ... dizisi gosteriniz ki,
onun igin « =» igareti cari olsun.

15. Miigahede edilen kaideleri izah etmek. Fizikte bir kegfe
ekseriya iki adimda varilir. Evveld milgahede neticelerinde her-
hangi bir kaidenin farkina varihr. Sonra bu kaide bir genel ka-
nunun neticesi olarak izah edilir. Bazan bu iki adim arasinda
bilyilk bir zaman aral@: bulunup, bunlar farkl iki kimse tara-
findan atilabilir. Buna biiyitk bir misal Kepler ve Newton'unki-
dir. Gezegenlerin hareketinde Kepler tarafindan miigahede edilmig
olan kaideler, Newton'un kegfettiffi cazibe kanunu ile izah edil-
migtir. Buna benzer birgey bir matematik aragtirmasinda da ge-

4
= |
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gebilir. Iste buna dair, fazla ©n bilgiye ihtiyag gmeyen,
temiz bir misal :

: Mitat bir 4 basamakh adi lognritme cedvelinde 100 den
999 'a kadarki tam sayilara ait olmak fizere 900 tane mantis
bulunur. Bunlara bakmadan evvel, 0, 1,...,9 dan ibaret olan
on tane rakamin bu cedvellerde agaffi yukar1 egit sayida tekerriir
ettigini zaonedebiliriz. Fakat hakikat bu merkezde degildir: bu
rakamlar mantisin ik basama@inda hig te egit sayida tekerriir
etmezler. Birinci basamaginda ayni rakami haiz mantisleri herbir
rakam ig¢in saymak suretiyle agafiki cedveli elde ederiz. (Bu
cedveli kontrol ediniz!)

Cedvel I. Dort basamakl logaritme cedvelinde ayni ilk rakam
haiz mantislerin sayis1

1k rakam Mantis sayis: Oranlar

0 2

1 33 l’m
2 11 Hfte
. % 1,268
4 85 ;,250
5 82 S
6 108 S
y 5 1,252
3 o 1,271
5 s 1,250

Toplam 900

Cedvel 1 in ikinei siitununa bakarsak, oradaki herhangi iki

miiteakip say)nin oranmin agaffi yukar: aym kaldigim farkede-

biliriz. Bu bizi, bu oranlari birka¢ basamaga kadar hesaplamaya




ENDUKSIVONA DAIR GESITLI MISALLER 189

sevkeder: bu hesap neticeler! Cedvel I "in son siitununda gds-
terilmigtir. '

Bu oranlar neye agaffi yukar: egittir? Bu yaklagik intiza-
min arkasinda sarih bir kaide sezmeye g¢ahgimiz. Cedvel I ‘in
ikinei slitunundaki sayilar agagi yukar: bir geome'trlk dizinin
terimleridir. Bu yaklasik geometrik dizinin terimleriyle basit bir
milnasebeti haiz tam bir geometrik dizi kegfedebilir misiniz ?
[Tam geometrik dizinin ortak garpani, belkide, Cedvel [ in son
slitununda verilen oranlarin bir nevi ortalamasidir.]

16. Miigahede edilen wakialar: tosnif etmek. Bir tabiat bil-
gininin g¢ahigmalarinin bilylik bir kismi miigahede ettiffi geylerin
tasvirine ve tasnifine yoOneltilmigtir. Bu tiirlt ¢abgma, tabiat
bilginlerinin esas faaliyetlerinin yeni bitki ve hayvan nevi ve
cinslerinin tasviri ve bilinen nevi ve cinslerin yeniden tasnifin-
den ibaret bulundugu Linnaeus zamanmindan sonra da uzun
mitddet tabii ilimlerde hakim c¢aligma gekli olmugtur. Tabiat
bilginleri sadece bitki ve hayvanlari tasvir ve tasnif etmekle
kalmamiglar, ayni igi dier seyler, bilhassa mineraller igin de
yapmiglardir ; kristallerin tasnifi onlarin simetrilerine dayandi-
rilmigtir, lyi bir tasnif snemlidir; bu tasnif, migahede edilebilir
¢oklugu nispeten az sayida acikea karakterize edilmig ve iyi si-
ralanmig tipe irca eder. Matematikg¢i ekseriya tasvir ve tasnife
dalmaya firsat bulmaz, fakat bazan buig matematikte de olabilir,

Eger diizlem geometriye ait baz basit kavramlari (simetri
dogrusu, simetri merkezi) biligorsaniz, tezyinat gekilleri ile meg-
gul olmaktan zevk duyabilirsiniz. Sek. 5.2, herbiri basit bir gek-
lin (yatay) bir dogru boyunca peryodik olarak tekrarlanmasiyla
meydana gelmig on dort tezyinat geridi gostermektedir. Sek. 5.2
nin sol tarafindaki (bir rakamla igaretlenmig) her geridi sag
taraftaki (bir harfle igaretlenmis) bir geritle dyle eglegtiriniz ki,
iki eg gerit agmt simetri tipini haiz olsun. Bundan bagka her cesit
egyanin f{izerinde veya eski mimarl eserlerde bulabilecegimiz
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|][|! 1‘[' tezyinat geritlerini inceleyiniz ve onlarin herbirini $ek. 5.2 deki

|: | bir geritle eglegtirmeye ¢alhginiz. Nihayet bir geridin haiz olabi-

il lecedi cesitli simetri tiplerinin tam bir listesini ve herbir si-

(11 metri tipinin tam blr tasvirini veriniz. [Bir geridi her iki yon-

.*r de de sonsuz olarak, ve peryodik tekrar: ile geridi meydana geti-
il
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Sek. 5.2

ren geklide sonsuz kere tekrarlanmig olarak dilgiiniin. «Simetri
tipi» teriminin formel olarak tarif edilmemig olduguna dikkat
ediniz: bu terimin uygun bir gekilde tefsiri vazifenizin Onemli
bir parcasidir.]

17. $ek. 5.3 te ayn1 simetri tipini haiz iki tezyinat bulu-
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O [Euler] talebelerini hayrete diigiirmek yerine, onlart yetis-
tirmeyi tercih etmigti. Eger ilmi zenginlegtirdigi kegiflerine kendi-
sini bu kegiflere sevkeden fikirlerin actk kalple anlatisint ildve et-
mezse, ilme yeteri kadar hizmet etmemis olacagin: diigiiniirdii.
— CoNDORCET

1. Euler. Eserlerini az¢ok tanidiffim biitin matematikeiler
i¢inde, Euler digerleri ile kiyas kabil etmiyecek derecede en
Snemlisi olarak gdriinmektedir. Matematikte endilktif aragtirma-
nin biiylik bir ustasi olan Eoler (sonsuz serilerde, Sayilar Teo-
rlsinde, ve matematigin difer dallarinda) endiiksiyon, yani mii-
gahede, clir'etkdr tahmin ve zekice gergeklemeler, visitasiyla
dnemli kegifler yapmigtir. Bununla birlikte, bu hususta Euler
tek degildir; biiyilk ve kiiglik difer matematik¢iler de ¢aligma-
rinda endilksiyonu genig 8lgiide kullanmiglardir.

Bununla beraber, bence Eualer bir noktada tektir :

0, kegiflerine dair endiiktif delilleri dikkatli, ayrintili ve
diizenli bir gekilde sunmak igin higbir eziyetten kaginmamakta,
onlar hakiki bir ilim adaminin yapmas: Jazim geldigi fizere ikna
edici, fakat namuslu bir tarzda ortaya koymaktadir. Onun anla-
tigr «kendisini bu kegiflere sevkeden fikirlerin hilisane hikiye
ediligi» olup, kendine has bir cekiciligi haizdir. Tabiatiyle, her-
bangi bir bagka muellif gibi, o da okuyucular: fizerinde tesir
yapmak istemektedir; fakat o, hakikaten iyi bir mdellif gibi,
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okuyucularini ancak kendisi fizerinde tesir etmis olan sgeylerle
tesir altinda birakmak istemektedir. 3

Bundan sonraki paragrafta Euler'in yazlarindan bir nfimu-
ne verilecektir. Bunun igin segtifimiz muhfira ¢ok az bir dn
bilgi ile okunabildigi gibi, tamami da endiiktif bir muhakemenin

anlatibgina hasredilmigtir.

2. Euler’in muhtirasinin burada, onu bugiinkii okuyucu
igin daha anlagilabilir hale getirmek maksadiyla yapilmig birkag
Unemsiz deftigiklik istisna edilirse, hi¢ kisaltilmamis Ingilizee ter-
climesinin Tirkgeye ¢evrilmig geklini veriyoruz. (V)

SAYILARIN BOLENLERININ TOPLAMINA DAIR COK
OLAGANUSTO BIR KANUNUN KESFI

1. Matematikgiler, asal say: dizisinde bir nizam kegfetmek
igin gimdiye kadar boguna ugragmig olup, burada insan dimagi-
nim higbir zaman niifuz edemiyecegi bir sic bulunduguna. inan-
makhifimiz igin her tiirli sebep meveuttur. Buna kanaat getir-
mek igin, bazi kimselerin yiizbinin Otesine kadar hesaplamak
Zahmetinde bulunduklari, bir asal sayilar cedveline bakmaldir.
Bu suretle orada hi¢cbir nizam ve kaidenin bulunmadif: gorille-
cektir. Aritmetigin, asal sayilar dizisini istedigimiz kadar uzata-
bilmemizi temin eden kesio-kaideler verdigi gbzbniine getirilirse,
bu duruma daha da gok hayret etmek ldzimgelir. Ben, asal say:-
lar dizisinde bir nizam bulmak hedefinden muhakkak ¢ok uzak :

()" Bu muhtirania ashi Fransmzeadir (Euler. Opera Omnia, Ser. 1,
vol. 2, S. 241 -253) Burada yapilmg degigiklikler, farkli bir yazng tarzn
, {dip notu 2), (dip notu 3 te izah edilen) bir cedvelin tanzimi, birkag
formulde yapilan ufak degigiklikler ve muhtiranin son 18. paragrahn-
dan fnoeki bAzi mubakemelerin tekrarindan ibaret kisimlarin gikariima-
Sindan ibarettir. Okuyueu muhtiranin kolayea bulunabilen ashinda bu
hususlara bakabilir.
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bulunmakla beraber, ilk bakigta asal sayilar dizisi kadar intizam-
siz girtinen ve hattd bir midnada onu ihtiva eden, tam sayilarin
blenlerinin toplamlarina dair son derece garip bir kanunu tesa-
diiffen kegfetmig bulunuyorum. Birazdan anlatacagim bu kanu-
nun, hakkinda tam bir ispat verilmeden de dogrulufuna inanabi-
leceftimiz bir tabiatta olmasi, onu kanaatimca daha da gayam
dikkat kilar. Bununla beraber, onun hakkinda hemen hemen ke-
sin bir ispata denk sayilabilecek deliller ileri siirecegim.

2. Asal bir sayinin birimle kendisinden bagka hi¢bir bo-
leni yoktur; bu 8zelik asal sayilar:1 teki sayilardan ayirir. Me-
seld 7 bir asal payidir, ¢linkil yalpiz 1 ve kendisi ile béliinebi-
lir. Birimle kendisinden bagka bblen veya bbtlenlerl haiz bir sa-
yiya miirekkep say1 denir; meseld 15 sayisi, 1 ve 15 ten bagka
3 ve b bolenlerini haiz olduffundan miirekkeptir. $u halde, genel
olarak : p sayis1 asal ise sadece 1 ve p tarafindan, miirekkep ise
1 ve p nin yanisira difer bazi sayilar tarafindan bdliniir. Su
halde birinci gikta p nin bblenlerinin toplam: 1} p olacak, fa-
kat ikinei gikta bu toplam 1 p ’yi gegecektir. Agagida bircok
sayilarin bdlenler toplamini nazar: itibara almamiz lazim gelece-
ginden, n sayisinin bblenler toplamini gdstermek fizere o (n) isa-
retini kullanacagim. () Boylece o (12), 12 nin biitiin bslenlerinin
toplamin1 gostermekte olup, bu bolenler 1, 2, 3, 4, 6 ve 12 oldu-
gundan o (12) =28 dir. Aym gekilde o (60) = 168 ve o (100) = 217
oldugu gbriillebilir. Birim sadece kendisiyle bolfinebildiginden,
o (1) =1 dir. 0 (sifir) ise, biitiin sayilarla biliinebilir. Su halde,
ashna bakilirsa o (0) sonsuz olmalidir. (Bununla beraber ona son-

radan, degigik hallerde degfigik olmak fizere, sonlu bir defer ve-

recefim ve bu degerlendirme bizim igin elverigli olacaktir.)

8. o(a) semboliintin degerini yuknnirl gekilde tarif ettikten

(*) Bolenler toplam: igin bir sembolt ilk ithal eden Euler olmug-
tur ; Euler, metnimizdekl modern g () yerine [n lgaretini kullaniyordu.

-

:
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sonra, p asal ise 6 (p) =1+ p oldugunu agik bir gekilde gorii-
yoruz. Bununla birlikte o (1), 1+ 1 ’e egit olmayip, ancak 1 ’e
egittir; buradan, 1 in asal sayilar dizisinden ihra¢ edilmesi ldzim
geldigini anlariz; 1 tam sayilarin baglangici olup, kendisi ne
asal, ne de miirekkeptir. Eger n miirekkep ise, @(n), 1 n den
biiyliktiir.

Bu sonuncu halde o (n) ’yi »n 'nin ¢arpanlarindan kolayca
bulabiliriz. Eger a, b, ¢, d, ... birbirinden farkli asal sayilar ise

o(ab)=1+a+b+ab=(1+a)(1+ b)=0(a)s(5),
o (abe) =(1+a) (1 +8) (1 +¢) =0 (a) 0 (b) 7 (c)
o (abeb) = o (a) o (b) o (c) o (),

ilah... oldugunu kolayea goriiriiz. Asal sayr kuvvetleri igin

:
s@)=1+ata=2"4,

a'! —1

a(ﬂa)=1+a+a’+“‘_—_a_____

gibi 8zel kaidelere ihtiyacimiz vardir. Genel olarak

att—1

o(a")= a—1

dir. Bunu kullanarak, he;hangi bir miirekkep sayinin bblenler
toplamini bulabiliriz. Bu husus
a(a’) =0a(a")0(b)
o (a*h?) = o (a®) o (b%)
a (a®b'c) = o (a*) 6 (b*) 0 ()
ve genel olarak
o (a®bB c¥ d%e®) = o (a®) o (BB) o (c¥) o (dB) o (e°)
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formiillerinden anlagilir. Meseld o (360) "1 bulmak igin, 360,
2°.5%.5 geklinde ¢arpanlara ayridifindan
4 (360) = 0 (2%) 6 (3% o (5) i kullaniriz ki, buradan
¢ (360) =15.13.16 = 1170
buluruz.
4. Bolenler toplamlarmin tegkil ettigi diziyi gbstermek

tizere, 1 den 99 ’a kadarki biitin tam sayilarm bblenler top-
lamlarin: ihtiva eden agagiki cedveli () ilave ediyorum.

n| 0 1 2 3 4 5 SO T 8 9
0| — 1 3 4 o S 348" 18
10: 1 B Taa T Tes e SN AN 180 e 173D
0| 42 82 386 24 60 381 42 40 56 30
30| 72 32 63 48 54 48 91 38 60 56
0| 90 42 96 44 8¢ 8 72 48 124 57
50| 98 72 98 54 120 72 120 80 90 60
60 | 168 62 96 104 127 84 144 68 126 06
70144 72 195 74 114 124 140 96 168 80~
g0 l186 121 126 84 224 108 132 120 180 90
g0 |28¢ 112 168 128 144 120 252 98 171 166

Eger bu say1 dizisini biraz muayene edersek, Adeta yeise
diigeriz. Orada en ufak bir intizam kegfetmeyi #imit edemeyiz.
Asal sayilar dizisinin intizamsizh@i burada o kadar derin olarak
igin igine girer ki, bu son dizinin tabi oldugu kanunu bilmeden
snceki diziye dair herhangi bir kanun meydana q‘my!_ im- b

(*) g0 1saretli satir ile 7 tsaret!l sutunun tzerinde kesigtikler! sa-

y1, yanl 68, ¢ (87) dir. p asal oldugu takdirde g(p) kahn punto ile ba-
stlmutu- Cedvelin bu !ekllﬂt tertibli, orillm tortlblndsu biraz daha S
muemeldir.
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kinsiz bulmamiz icabeder. Hattid Sniimiizdeki dizi asal sayilar
dizisinden bile daha esrarengiz goriilebilir.

5. Bupna ragmen, bu dizinin famamen belirli bir kanuna
tabi oldugunu, hatti ona bir rekiirrans dizisi gbziiyle bakilabi-
cefini miigahede ettim. Bu matematik ifadenin minasi, her te-
rimin kendisinden evvel gelen terimlerden degigmez bir kaideye
gore hesaplanabilecegidir. Hakikaten, s (n) bu dizinin herhangi
bir terimini, s (n—1), 5 (n—2), ¢ (n—38), ¢ (n—4), 5 (n—5), ... de
ondan Snce gelen terimleri gisterdigine gore, s (») nin degerinin

her zaman aga@ki formiile gre, dnceki bazi terimlerin degerle-

rinden tegkil edilebilecegini iddia ediyorum :

¢ (n) =6 (r—1) + 7 (r—2) — 6 (n—5) — 5 (n—T7)
+ 5 (n—12) + 5 (n—15) — 5 (n—22) — o (n—26)
+ g (n—385) + 5 (n—40) — 0 (n—51) — o (n—57)
+ 0 (n—70) + 0 (n—77) — 0 (n—92) — o (n—100)
+ e,
Bu formiil hakkinda aga@iki hususlara dikkat etmeliyiz:
I. -+ ve — isaretleri birbirini ikiger ikiger tdkip eder.
II. n den ¢ikartmamiz ldzimgelen 1, 2, 5, 7, 12, 15,... sa-

yilarinin tabi bulunduklari kanun, onlarin farklarimi tegkil etti-
#imiz zaman agikliga kavusur. .

Sayilar : 1, 2, 5, 7, 12, 15, 22, 26, 35, 40, 51, 57, 70, 77, 92, 100,...
F&l’klﬂl‘: 1, 3, 2, 5, 3, 7, 4, 9, 5, 11, 6; 13p 7! 151 8!"!
Burada birbiri arkasindan gelmek fizere biitiin 1, 2, 3, 4, 5; 6,...

tabii sayilar: ile biitiin 3, 5, 7, 9, 11,... tek sayilari bulunmak-
tadir. Buna bakarak yukariki sayr dizisini istedigimiz kadar uza-

biliriz.
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III. Yukanki dizi sonsuza kadar gitmekle beraber, herbir
halde sadece o igaretinin igindeki sayilarin pozitif bulundugu te-
rimleri almali, bunlarin negatif oldugu terimleri birakmalidir.

IV. Eger o(0) igareti formiilde zuhir ederse, degeri belirsiz
olan bu igaret yerine, baglangigtaki n sayisinin kendisi konul-
malhidir.

6. Bu ihtarlardan sonra formiili herhangi bir 6zel hale
uygulamak gii¢ degildir ve herkes istedigi kadar misal hesaph-
yarak formiilin dogrulugu hakkinda kendini tatmin edebilir.
Ben de bu formiile dair kesin bir ispat verecek durumda bulun-
madigim1 kabill etmek zorunda oldugumdan, onu yeter derecede
gok sayida misdl vermek suretiyle hakl gostermiye galigacagim :







!
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Bu misdllerin herhangi bir kimseyi, vermig oldugum kaide
ile hakikat arasindaki uygunlugun salt tesadiiften ibaret bulun-
dugu zehabina kapilmaktan alikoymaya yeteceffini umarim.

7. Buna ragmen, qkarilacak olan 1, 2, 5, 7, 12, 15, ...
sayilarina dair kanunun tam benim verdit_ltﬁ kanun oldugundan
gliphelenecek bir kimse gikabilir, ¢iinki yukarda verilen misal-
lerde bu sayilarin ancak ilk altisi ge¢mektedir. Bundan dolay:
o kanun heniiz yeter derecede tesis edilmemig goriilebilecegiin- "
den, daha bilyilk sayilar ihtiva eden baz misiller vereceffim :

I. 101 sayis1 verildifine gire, onun bélenlerinin toplamini
bulmak. Burada

o/(101) =  (100) + 4 (99) — o (96) — o (84)
+ o (89) + 0 (86) — a (79) — o (75)
+o (68)+ 0 (61— o (50)— o (44)
+o B)+0(2)—0a (9)—0 (1)
=21?+1li8—252—m
<+ 904182 — 80— 124
4144 4 62— 93— 84
+ 824+ 60— 18— 1
=893 — 701 |
=107 :
olup, bnudan, eskiden bilmemig ohuyd:k, 101 in asal oldugn
neticesini gikarabilirdik.
II. 301 sayisinin bolenler toplamini bulmak.
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tabiat: arasinda. higbir anlagilabilir baj girmedifimizden dolay:
daha da hayret vericidir. 1, 2, 5, 7, 12, 15, ... say1 dizisinin eli-
mizdeki malzeme ile herhangi bir milnasebeti meveut gibi gu-
riilnmemektedir. Bundan bagka, bu sayilarin tabi oldufu kanunda
bir <kesiklik» meveut oldugundan, ve onlarin dizisi hakikatte, diiz-
giin birer kanunu haiz iki dizinin, yani 1, b, 12, 22, 35, 51,... ve
2, 7, 16, 28, 40, 57, ... dizilerinin karigim: oldufundan, biyle
bir intizamsizlifin Analizde zuhir etmesini bekliyemeyiz. Bir
deditktif ispatin meveut olmayigi hayretimizi daha arttirmahdir,
¢iinkl bdyle bir 5zeligi, milkemmel bir ispatin yerini tutabilecek
glivenilir bir metodun rehberli#i olmadan kegfedebilmek tamamen
imkanmz gbriinmektedir, Ben bu kegfin fizerine sirf tesadiif ne-
ticesi dilgmedigimi, fakat bu giizel Szeliffe diger bir iddiamin yol
a¢mig oldugunu itiraf ederim. Bu differ iddia aym tabiatta olup,
onu ispat edememeklifimle beraber, onun dogru olarak kabul
edilmesi lazimdir. Ve burada, Diferansiyel ve lntegral Hesabin
kendilerine uygulanamaz goriindiigli, tam sayilarin tabiatiyla ug-
ragmakhifimiza ragmen, ben neficeme tiirev alma ve difer iglem-
leri kullanmak suretiyle vardim. Bagka bir kimsenin, belki be-
nim tutmug oldugum yoldan da biraz faydalanarak, daha kisa
ve daha tabil bir yol bulmasini temenni ederim.

9. Uzun bir zaman 8nce, sayilarin (dier bir takim sayi-
larin toplamlarina) ayrihiglarini ele aldifim zaman g¢arpanlarinin
sayis1 sonsuz olarak alinacak olan

(1—x) (1—x*) (1—x*) (1—x*) (1—=*) (1—x°) (1—27) (1—x7) ...
ifadesini incelemigtim. Buradan ne tiirlil bir seri ¢ikacafimi gbr-
mek igin, birgok carpant dogrudan dogruya birbiriyle ¢arptim
ve gu seriyi buldum :

e B s s ¥ S T Ly S | S

Burada x 'in fisleri yukanki (yani 5. teki) formiile giren sayilarin
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ayni olup, terimlerin dniindeki + ve — igaretleri de birbirlerini
ikiger ikiger tikip ederler. Yukariki carpimlar: yapmaya girigmek
ve buige serinin dogruluguna inanmak i¢in uygun goriilecek yere
kadar devam etmek yeter. Bu hususta, bu terimlerin ve onlarin
islerinin tdbi oldugu kanunun dofrulufundan hicbir surette
gliphelenmeme yer birakmiyacak kadar ilerletmig olduffum uzun
bir endilksiyondan bagka elimde higbir delil yoktur. Bu seri ile
yukanki (1 —x) (1 —=x% (1 — 2% ... sonsuz carpiminin egit ol-
duklarina dair kesin bir ispati uzun zaman boguna aradim, ve
ayni soruyu bu konulardaki meharetlerini bildigim baz1 dostla-
rima da sordum, fakat hepsi de, ispatina dair herhangi bir ip
ucu verememekle beraber, bu sonsuz ¢arpimin verdifimiz seriye
dénligtiiriiliiglinfin dofrulugu iizerinde benimle birlegtiler. Boy-
lelikle
8= (1—x) (1—x?) (1—2x*) (1—x') (1—x°) (1—x°) ...

vaz'ettifimiz takdirde, aym § biiyiikliilintin
:=1—x—x'+x‘+x’—x"—x“+x“+x“-—-x“—x"'+ ene

geklinde de ifade edilebilecegi bilinen, fakat heuiiz ispat edileme-
mig bir hakikat oluyor. Ciinkil her birimiz ¢arpimi istediffimiz
kadar ilerleterek bunun dogrulufuna kanaat getirebiliriz; ve
kegfedilmis olan kanunun 20 terim igin cari olduktan sonra, mil-
teakip terimlerde dogru nlmimasu insana imkinsiz geliyor.

10. 1ki sonsuz ifadenin esitligini, onu ispat edemesek bile,
bdylece kegfetmis oldugumuzdan, bundan cikarilabilecek biitiin
neticeler de ayni tabiatta, yani dogru, fakat ispat edilmemig
olacaktir. Yahut, bu neticelerden biri ispat edilebilirse, ondan,
kargihikli olarak, ilk egitligin ispatina dair bir ip ucu elde edi-
lir; zaten bu iki ifadeyi tirltt yollarla tirli gekillere soktufum
zaman aklimdaki maksat bu idi ve bu suretle, difer kegifler
arasinda. yukarda acgikladifima da sevkedilmig oldum ; gu halde
onun dogrulugunun iki sonsuz ifadenin egitlii kadar gilivenilebilir
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olmas: icabeder. Ben, bu egitlikten bolen toplamlarina dair ka-
nunu gbyle hareket etmek suretiyle elde ettim:

L s=(01—x)(1—2")(1—2") (1—x") (1—2") (1—2°) (1—x7) ... ve
B wie 1—.\-—_x'+.r"*!-,r’-x"—x"-l-x""l-x“—x"-—x""-l- e

ifadelerinin esit olduggn verildigine gore, logaritmeler almak su-
retiyle birinei ifadeyi garpanlardan kurtardim:

log s=log (1—x) + log (1—x*) + log (1—x*) + log (1—x*) 4+~ .
Logaritmelerden kurtulmak igin her iki tarafin ttirevini alarak
1 ds 2 T B’ 4x* 5xt

2 ks Ti—z 1eatrl Teat Tast Y

yahut _
x ds
s +1—x'+1 “"1 x‘+1—-x'+

egitligini elde ederiz. » ’ye dair ikinei iﬁmaen. yani sonsuz se-
riden yunnki son ifadenin bagka bir degerini gikariniz:

gy 2Bt T+ 1261 15— 20" —96x ™04 o or
s dx T—x—x T FalF x —x' T —x'of 1. xﬁ—_- .
1. Simdi ' '
x ds
—_——— =}

o i L

vaz'edelim. Yukarida aym ¢ biiylikligi i¢in iki ifadeye sahip ‘
bulunuyoruz. Birinei ifadedeki her terimi geometrik seriye acarak

“Tt=ax4 2P+ 2+ o 2 A 2 e
+ 25* + 2¢4 + 2x° 20l i

+ 8t + 3 S

+axt AR e

+ bx* Lot
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elde ederiz. Burada x 'in her kuvvetinin kendi iissiiniin bdlenler
sayist kadar zuh(r ettigini ve o fissiin her bdleninin x in o
kuvvetinin katsayisi olarak ortaya ¢ikbiffini kolayca goriiriiz.
Su halde benzer terimleri toplarsak, » in herbir kuvvetinin kat-
sayisi 0 kuyvete ait tissfin bolenler toplamina egit olacaktir. $u
halde, n nin bolenler toplam: igin evvelce ithdl etmig oldufumuz
o (n) igaretini kullanirsak,

t=aoDx+o(2x*+o@x*+o(@)x+a(B)x"+

elde ederiz. Bu gerinin kanupu agktir. Ve, katsayilarin belir-
lenmesinde bir miktar endilksiyon kullanilmig gibi goriinse de,

bu kanunun zaruri bir netice olduffuna kolayea kanaat getirebiliriz.

12, £ nin tarifi dolayisiyla No. 10 nun son formiilii gbyle
yazilabilir :
f(l—x—x'+r5+x’—x“—x”—}—x“—i—x"—----]

—x — 22"+ Ba® 4 Tx’ — 120" — 16x'¢ - 224" + 262°° — - -2 =0,
¢ nin No. 11 in sonundd elde edilmig degerini burada yerine
koyarsak,
0=0(D)x+o(Dx"+0(3)x*+o()x*+0(6)x"+0(6) 2"+ -
—x—o(a?—o(2)x*—o(8)x* —o(4)x"—0(5) x" — -

—x? —g (1) —o(2) x* —0(8) x® —o(2) x%— »o»

45 L a(l) x4 -or

buluruz. Terimleri toplayarak, x in verilen herhangi bir kuyve-
tinin katsayisini buluruz. Bu katsay: bir gok terimden meydana
gelir. Evveld v 'in fissiinlin bolenler toplami, sonra bu isten
sirasiyla 1, 2, 5, 7, 12, 15, 22, 26, ... qikarmak suretiyle elde
edilen sayilarin btlenler toplamlar: gelir. Nihayet, efer bu diziye
aitse, fisstin kendisi zuhdr eder. Yukarda sralanan terimlere
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verilecek igaretleri tekrar a¢iklamamiza ldzum yoktur. $u halde,
genel olarak, x" nin katsayis:

o(n) —o(n—1)—o(n—2)—od(n—5B)—o(n—7)—a(n—12)
— o (n—15) + -

dir. Bu toplama o igaretinin i¢indeki rakamlarin igareti negatif
olmadifin milddetge devam edilir. Eger o (0) terimi zuhir ederse,
onun yerine n koymamiz ldzimdir.

13. Oneceki N. 12 de g8z Sniine alinan sonsuz serinin top-
lam1 x in her degeri i¢in 0 oldugundan, x in herbir kuvvetinin
katsayisida 0 'a egit olmahdir. Buradan yukarda No. 5 te agik-
lamig oldugum kanunu elde ederim; burada bilenler toplaminin
tabi oldugn ve bu toplami biitlin sayilar i¢in rekiirans yoluyla
hesaplamaya imkidn veren kanunu kastediyorum. Yukariki agik-
lamalarda gerek igaretler, gerek

1, 2, 5, 7, 12, 15, 22, 26, 35, 40, 51, 57, 70, 77, ...

dizisi igin, ve bilhassa, vermis oldugum kaidenin en garip tarah
olarak goriilebilecek olan, o(0) yerine » konulmas: igin bazi se-
bepler bulabiliriz. Milkemmel bir ispattan hala pek uzak olan bu
muhakeme, burada anlatmig oldufum en olaganiistil kanun hak-
kindaki bazi giipheleri muhakkak ki ortadan kaldiracaktir.

3. Daha genel bir noktai nazara gegis. Euler'e ait olan
yukariki metin son derecede dfreticidir. Ondan gerek matema-
tik, gerek kegif psikolojisi, gerek endiiktif muhakeme hakkinda
bir hayli gey dgrenebiliriz. Bu bdliimiin sonundaki Ornekler ve
tamamlayicr bilgiler Euler’in bazi matematik fikirlerini incele-
meye firsat vermektedir; biz gimdi burada dikkatimizi onun en-
ditktif muhakeme tarz: fizerinde toplayacafz. g

Ealer’in aragtirdiffi teorem bir¢ok bakimlardan gayam: dik-
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kat olup, bugiin bile biiylik bir matematik alikay: haizdir. Bu-
nunla birlikte, biz burada bu teoremin matematik muhtevasin-
dan ziyade, Euler’in bu teoreme daha heniiz ispat edilmemig
halde iken inanmasina yol agan sebeplerle meggil olacagiz. Bu
sebeplerin mahiyetini daha iyi anlamak igin, Euler’in muhtira-
sinin matematik, muhtevasini nazar: itibara almaksizin, Euler’in
endiiktif muhakeme tarzinin genel bir veghesi iizerinde de dura-
rgk, onun gematik bir tzetini verecegiz.

Miinakaga edecegimiz muhtelif teoremlerin matematik muh-
tevasini nazari itibara almiyacagimizdan, onlar1 T, T%, C,, Cy, ...,
C.*, C,*, ... gibi igaretlerle gdstermemiz uygun olacaktir. Oku-
yueu bu harflerin manasini tamamen bilmemezlikten gelebilir.
Fakat onlari Euler’in metninde tanimak isterse, anahtar gudur:

r,

(I—x) (1—xY) (1—2%) s+ = 1—p—x? L x5 f gl Ty tof.s.

teoremi olup, 1, 2, 5, 7, 12, 15, ... sayilarinin tdbi bulunduklar
kanun paragraf 2, No. 5, II de anlatilmigti.

Cn, x™ nin yukariki denklemin her iki tarafindaki katsayi-
larinin egit bulundugu iddiasidir. Meseld Cs, sol taraftaki ¢arpim
acildify takdirde +° nin katsayis: icin 0 degerinin bulunacafim
iddia etmektedir. C, nin 7 teoreminin bir neticesi olduguna dik-

kat ediniz.
C.*, paragraf 2, No. 5 te uzun azadiya anlatilmig olan

o (n) =0 (n—1) + 0 (n—2) — o (n—5) — & (n—T)+ *+-
egitligidir. Mesela, C.*,
a(6) =a(5)+a(4)—o(1)

oldugunu ifade eder.
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T*, C,*%, C,*, C,*... 1n hepsinin dogru olduffunu iddia eden
«cok olaganiistil kanun» dur. C,* "in 7'* teoreminin bir neticesi
(6zel hali) olduguna dikkat ediniz.

4. Euler’in muhtirasinin sematik Szeti (). T teoremi tyle
bir tabiattadir ki, hakkinda milkemmel bir ispat vermeden de dog-
rulufuna emin olabiliyoruz. Bununla birlikte, onun igin kesin
bir ispata hemen hemen denk olan deliller verecegim.

T teoremi C,, Cy, Cy, ... gibi sonsuz sayida Gzel hal ihtiva
eder. Kargit olarak C,, C,, C,, ... Gzel halleri T teoremine denk-
tir. Cy in dogru olup olmadigint basit bir hesapla balabiliriz. Diger
bir hesap neticesinde C, nin dogru olap olmatigt anlagilir. Agnt
sekilde C,, ildh... igin de hareket edilir. Ben bu hesaplar: yaptim ve
C,, Cy Cyy ... Cio1n hep dogra oldugana buldum. Bu dogrulugun
ilanihage devam eftifine kanaat getirmek igin lizumlu gdrii-

- len yere kadar bu hesaplarni yapmak yetigir. Bununla beraber,

C,, Cyy ... nin 5zel halleri bulunduga kanundan highir suretle
glipbe edemiyecefim yere kadar yapmig oldufum uzun bir en-
ditksiyondan bagka elimde bir delil yoktur. 7' feoreminin kesin

bir ispatini uzun miiddet boguna aradim ve ayni problemi bu

husustaki kabiliyetlerini bildigim baz1 dostlarima da sordum.
Fakat onlarin hepsi de bir ispata dair herhangi bir ipucu meydana
¢itkaramamakla beraber T teoreminin dofirulufu fizerinde benimle

birlestiler. Bu suretle o teorem bilinen, fakat henilz ispat edile-
memis bir hakikat olmaktadir ; fakat her birimiz C,, C,, Cyy ..o

hallerinden istedigimiz kadarim fiilen hesaplamak suretiyle onun
dogrulufuna kanaat getirebiliriz; ve 20 terim igin dogrulugu
meydana ¢ikmig olan kanunun onlar: tikip eden terimlerde mii-
gahede edilmemesi imkiinsiz goriinmektedir.

(Y) Bu ogzet Ik defa «Heurlstlc Reasoning and the Theory of

Probability», Amer. Math. Monthly. vol, 48, 1941, 8. 460465 adl maka-

lemde yaymlanmigtir, llalikler, Euler’e ait olmayan Ibareleri gdster-
mektedir. 3

-~

o
i




e s

DAHA GENEL BIR iFADE 159

Bu suretle 7' teoremini ispat edememekle beraber onun dog-
rulugunu kegfetmig olunca, ondan gikarilabilecek biltiin netice-
ler de ayni tabiatta, yani dogru, fakat ispat edilmemis olacak-
tir. Yahut, bu neticelerden biri ispat edilebilirse, kargit olarak
ondan T feoreminin ispatina dair bir ip ucu elde edilebilir; ben
de bu maksatla 7 teoremi ile birgok iglemler yaparak, digerleri
arasinda, dogrulugu T teoremi kadar kesin olan T7* teoremini
kegfettim.

T we T* teoremleri denk olup, aymt zamanda dogru vega aym
zamanda yanligtir. Onlar agmt zamanda agakta durar, gahut agni
zamanda ditgerler. T de oldugu gibi, T" tearemi de C.*, C,*, Cy", ...
2ibi sonsuz saypida Gzel hal ihtiva eder, ve bu bzel haller dizisi T'*
teoremine denktir. Burada da basit bir hesap C,* in dogra olap
olmadighm gésterir. Benzer sekilde C,* in da dogru olap olmadigint
tayin etmek miimkiindir, ilah.... T* teoremini verilmig herhangi
bir dzel hale tatbik etmek giig degildir, ve bSylece herkes he-
saplamak istedigi kadar ¢ok misdl f(izerinde onun dogrulufuna
kanaat getirebilir. Ben de kesin bir ispat verebilecek durumda
olmadifimi kabil etmek zoruada bulundugumdan, teoremin dofi-
rulugunu, yeter derecede ¢ok sayida misalle, C.*, C.*% ..., Cy"
ile gsterecegim. Ba misallerin, verdigim kaidenin sadece tesadiif
neticesi hakikat ile uygonluk halinde bulundufunu tasavvar
etmek igin herhangi bir kimseye cesaret vermemeye kafi oldu-
gunu zanpederim.

Eger bir kimse, aradigimiz kanunun tam benim vermig ol-
dugum kanun oldugundan hala giiphe cderse, daha bilyiik sayi-
lara dair misdller verebilirim. Hesap yapmak saretiyle Ci,, ve

- Cioy in de dogra olduguna, yani T* teoreminin evvelce incelemis
‘oldugamuz hallerin cok uzaklarinda bile cari-oldagunn balugorum.

$imdiye kadar a¢iklamig oldugum misdller, 7' ve T'* teoremlerinin
dogrulugu hakkinda beslemig olabilecefimiz gliphenin bulutlanni
tamamiyle dagitacaktir.
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Vvi. BOLUME DAIR ORNEKLER VE TAMAMLAYICI BILGILER

Euler «Sayilarin ¢ok olaganiistil bir kanunu» nu kegfederken
her ne kadar «Diferansiyel ve Integral Hesap tam sayilarin tabia-
tina uygulanabilecek gibi gbriinmese bile, neticeye tiirev alma ve
dier vasitalarla» varmigti. Eulerin metodunu anlamak ig¢in onu
benzer bazi misdllere uygulayacagiz. Evveld onun esas «vésita»
veya matematik dletine bir ad vermekle ige baghyacagiz.

1. Dogaray fonksigonlar. Eulerin muhtirasinda No. 11 deki
neticeyi bugiinkil yazig tarz1 ile tekrar ifade edelim: E

D =oMx+o@x"+ - Folm)a"+or .
=1

Saff taraf x 'e gire bir kuvvet serisidir. Bu kuvvet serisinde x"
nin katsayisi o (n), yani n nin blenlerinin toplamidir. Bu denk-
lemin her iki tarafi x 'in aym fonksiyonunu gisterir. Bu fonk-
siyonun x in kuvvetlerine gbre agilimi o (1), o(2),..., d(n), ...
dizisini «doffurdufundan» ona ¢ (n) nin doguray fonksiyona diye-
cegiz. Genel olarak, eger

flry=as+ax+ax*+ +r+ +apx™ 4 oor

ise, f(x) ’e a, nin doguray fonksiyonu, veya a,, a,, @3, ...y Gpy +er
dizisini dofuran fonksiyon denir.

«Doguray fonksiyon» adi Laplace tarafindan takilmigtir.
Fakat Euler, dofuray fonksiyonlar metodunu kendisine bir ad
vermeden Laplace’tan ¢ok zaman evvel, bir tanesini paragraf 2
de gdrmilg oldufumuz, birgok muhtiralarda kullanmigh. Euler
bu matematik aleti Kombinasyonlar Analizi ve Sayilar Teorisi-
nin birgok problemlerine uygulanmigtir.

Bir doffuray fonksiyon biraz da bir gantaya benzer. Birgok
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kii¢iik egyay1 ayr1 ayr1 tagiyarak kendimizi sikintiya sokacagimiz
yerde, onlarin hepsini bir ¢antaya koyarsak, tagiyacak fek bir
geyimiz (¢antanin kendisi) olur. Buna tamamen benzer sekilde
Gy, @y gy +evy Gny +.. dizisinin her terimini ayr1 ayrr ele alacagi-
miz yerde; onlarin hepsini bir X a,x" serisine koyarsak, elimizde
incelenecek tek bir matematik gey, yani bu kuvvet serisi, bu-
lunmusg olur.

2. n nin dofuray fonksiyonunu bulunuz. Yahut ta, aym
gey demek olan, >nx" serisinin toplamini bulunuz.

3. f(x) ’in ay, a;y a4y ooy @y, ... dizisini dofurdugo verildi-
gine gore

Qag, lay 2ay, oon, gy ses

diziginin doguray fonksiyonunu bulunuz.

4. f(x) ’in @o, @iy gy ery @n)y .r. dizisini dogurdugu veril-

digine gire
B; Qyy @iy evey Tp—1y oo
dizisinin doguray fonksiyonunu bulunuz.

5. f(x) ’in a, nin doguray fonksiyonu olduga verildigine
gire !

ta=t+a,tat-ta
dizisinin doguray fonksiyonunu bulunuz.

6. f(x) ve g(x) 'in sirasiyla a, ve b, nin doguray fonksiyo-
nu oldugu bilindigine gire et
Cn = by + aiby—1 + @sba—it *+* T anbo

in doguray fonksiyonunu bulunuz.
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7. Diizlem geometrige ait bir kombinasgon problemi. n ke-
narli bir konveks cokgen kdgegenlerinden n—3 tanesi visitasyla
n—2 tane liggene ayrilir ($ek. 6.1 ’e bakimz). Bu tirld bitin
birbirinden farkl: ayrihglarin sayisina D, diyelim.

n=3, 4, 5, 6 i¢gin D, nin degerini bulunvz.

11 1

Sek. 6.1. Bir altigene ait lic ayrihg tipi

8 (Devam). Misdl 7 de g__ﬁtﬁnﬁ_ne alinan degerlere dayana-
rak D, icin genel ve agik bir ifade tahmin etmek kolay degil-
dir. Bununla beraber D,, Dy, D;, ... dizisi agagiki gok genel mi-
nada bir rekiirrans dizisidir: Her terim degfigmez bir kaideye, bir
«rekiirrans formiili» ne gore kendisinden once gelen terimlerden
hesaplanabilir. ' '

D, =1 olarak tarif ediniz ve n =3 iqin
Dy "'D.D&-i+DID§-—I+DCDR“I+"°+D&—ID! -

oldugunu goatertniz Tk balleri kontro! ediniz. Sek. 6.2 'ye mil-
racaat ediniz]. < /

9 (Devam). Misal 8 deki !'ekﬁrml formiilinden D, igin
agik bir ifade gikartilmas: agikdr degildir. Bununla beraber

§x) = Dax* + Dy’ + Do’ - 0s 4 D™ - o1
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15.
Rie+1(n) = Ry (0) Ry (n) + R (1) Ry (n—1) = +++ + Ry (n) Ry (0)

oldugunu ispat etmek igin Misal 11 ’i kullaniniz.

16.
Sk+1(n)= Sk (1) St (n—1) + S (2) St (n—2) + +++ Sp (n—1) 5t (1)
oldufunu ispat ediniz. '

17. Bolim IV teki Cedvel II '@ aynt bslimin I ve II nu-
marali cedvellerinden hesabetmek i¢in basit bir metod teklif
ediniz,

18. o4 (n), n sayisinn bolenlerinin k. kuvvetleri toplamini
gostersin. Meseld )

0y (15) = 1° + 8* - 5* -+ 16" = 3528 ;
91 (n) =0 (n) dir.

(1) Paragraf 4.6 ve Misdl 4.23 te bulunan faraziyelerin, =

bir tek tam say: gostermek ftizere

o (1).0 (2a—1) + 0 (3) 0 (2a—8) + +++ + 0 (2a—1) a (1) = 0, (a)
egitligini icabettirdigini gdsteriniz. |
(2) (1) de bulunmug olan miinasebetin Ozel hallerini niime-
rik olarak kontrol ediniz.

(3) Boyle bir gergekleme, ger¢eklenmig miinasebetin kendi-
_lerinden elde edilmig bulundugu faraziyelere olan itimadimiza

‘nasil tesir eder ?

19. Diger bir rekiirrans formiili. v
) . o
G=Y Si(mxm,  H= ) Si(m)sm
m=1 m==1
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i ) dogguray fonksiyonlarim diigiinelim. u bir tek tam sayr olmak

il ' tzere, S,(4)=s, vaz’edelim. Bu takdirde Misdl 14 ve 12 dola-
' layisiyla

G=x 2 Ea® | -l fvea;
H=gx"+ 856" + 520+ 200 4 Sy 24 4 01
G‘=H
dir. Logaritme ve sonra t{;iav a]aruk-oon denklemden
410g G=log H,
4G° _H v

o Ty - g
G xH =4-xG'+H, 5
(x4 2"+ x4 o )(4:,:‘-!—12..:"-}-%.:"-}-"' .

=4 (x+9x* +ﬂix"+---)(nx‘+n-§“+asx”+ vvr)

neticesini gikarinz. Yuksriki denklemin her iki tarafindaki x°,
", &, ... in katsayilarim mukayese ederek, basit bazt iglem-

lerden sonra gu -mﬁn:s__eﬂtlm buluruz :
O, =10 .
1s, —4s, =0 w3 E
2s; —38sy =0 '

8s; —2s; — 128, =0
48, —1s; — 115, =0
Dsyy —10s; =0 3
. olu+1lu - Bs; — 245, =0
7!15_+2.'n"" 8s, -“'23'_. =0
alu+s'lt_' 7’&!""22'] =0
980+ 48 — 6oy — 218, =0 ' 8
10:.;-]—5'“—* Ssy5 — 205, —40s, =0 I
118y + 5&:‘— 4s;; — 198, — 895, =0 '

I R R e sesr sy

e s 8 e e L e
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Bu sistemin ilk denklemi her s, degieri i¢in kendiliginden
gergeklegtifinden, ondan s, 'in degerini bulmak mimkiln degildir
~ve burada bu denklemi yazmaktan maksadimiz sadece genel ka-
nunu belirtmektir. Fakat biz s, =1 oldufunu bilmekteyiz. Bunu
bilince ikinei denklemden s, (i elde ederiz. s, ’ii bilince ondan
sonraki denklemden s; ’i elde ederiz. Ve biylece s, s5, 55 «:0
dizisinin terimlerini yukariki sistemden istediffimiz yere kadar
birbiri arkas: sira, yani rekiirrans yoluyla hesaphyabiliriz.

Bu sistemin dikkate deffer bu yapis1 vardir. s, 55, 5, .00
bilytikliiklerinden yalniz 1 tanesini ihtiva eden 1 denklem, iki
tanesini ihtiva eden 2 denklem, ii¢ tanesini ihtiva eden 3 denk-
lem vardir, ilah... Bir satirdan onun altindakine gecince her sii-
tundaki katsayilar 1, indeksler de 2 artar. Her siitunun bsgin-
daki terimin indeksl 1 olup, o terimin katsayis:, kendisinin igin-
de bulundugu satirdaki ilk katsaymin —4 katidir.

Biitiin sistemi tek bir denklemde toplayabiliriz (rekiirrans
formiilit) ; bu denklemi yazimz.

20. Sagilarin bolenler toplamina dair diger bir gok olaFaniistii
kanun.

Eg:r paragraf 4.6 daki faraziye dogru ise
82n—1 = 5, (4 (2n—1)) = 06 (2n—1)

olup, bu suretle Misil 19, (1), o (3), ¢(5), o (7), ... dizisinin te-
rimleri arasinda bir rekiirraps formildl verir ki, bu formiil birgok
bakimlardan Euler’in formiiliine gze batacak derecede benzer.

lgaret ettiimiz formilln tafsilath gekilde yazimiz ve onun
ilk dzel hallerini niimerik olarak gergekleyiniz.

21. Bizim igin, Euler’in o (n) igin verdigi rekiirrans formfill
(paragraf 2) ile o (2a—1) igin yukariki rekiirrans formilt (Misal

T ——— AR i
i
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20) arasinda bu formiillerin bulunugu bakimindan da bir benzer-
lik vardir. Bizim i¢in sonuncu formiil bir faraziye olup, bu fara-
ziyeyi, Eulerin kendi faraziyesi i¢in yapmig oldugu gibi, bagka
bir faraziyeden «tlirev alma ve difer visitalar» ile elde ettik.

6 (2n—1) hakkinda Misdl 20 de igaret edilen rekiirrans for-
miiliinfin, paragraf 4.6 da elde etmig oldufumuz

S, (4 (2rn—1) ) =0(2n—1)

formiilline denk oldufunu gdsteriniz. Yani bu iki iddiadan biri
dofru ise, diferi de ister istemez dogrudur.

22. Misdl 19 'u genellestiriniz.

23. Rs(n) yi R,(n) den miistakil olarak hesaplamay: temin
edecek bir metod veriniz. -

24. Ealer bir kesfi nasil kagird:? Misdl 19 ve 23 te birer
miséille aydinlatilan ve Misfl 22 de genel olarak ifade edilen
metod Euler’e aittir (*) Euler, bu metodu geligtirirken dért kare
problemi ve onunla aldkali bazi problemleri kendisine hedef
olarak almigti. Hakikaten Euler metodunu dort kare problemine
uygulamig ve gisterilig sayisini endlksiyonla aragtirmigtir, fa-
kat R,(n) ye dair endiiksiyonla kegfi (Misal 4.10—4.15) pek te
giic olmayan gayanl dikkat kanunu bulmaya muvaffak olama-
migtir. Bu neden byle olmugtur ?

n=x"+g'+2'+ o'

denklemini incelerken tiirlii noktai nazarlar segebiliriz ki, bunlar
araginda bilhassa gu ikisi de vardir:

(1) x, g, z ve w icin sadece negatif olmayan tam sayilar
deger olarak kabiil ederiz.

() Opera Omnia, ser. 1, vol. 4, 8. 1256-136.

o Sy
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(2) x, y, z ve w igin, pozitif, negatif veya sifir, biitiin tam
sayilar1 deger olarak kabil ederiz.

Ikinei noktainazar daha az agikir olabilir, fakat bizi R, (n)
ve R, (n) ile n nin bolenleri arasindaki gayan1 dikkat baga gotii-
riic. Ilk noktainazar daha agikdrdir, fakat bu halde ¢Bztimlerin
sayis1 goze carpacak herhangi bir basit dzelifi haiz olacak gibi
gorinmemektedir. Euler (2) degil de, (1) noktainazarin secerek
Migdl 22 de anlatilan metodunu

(14224 2t Sxlor i)t
yerine

(1 e 2 2 o o)t
ifadesine tatbik etti ki, bu suretle bilyilk bir kegfin kendisine
rastlamadan yanindan gegmisg oldu. Baglangigta birbirine o kadar
benzer goriinen, fakat bir tanesi harikulide semereli, digeri he-
men tamamiyle kisir olan iki aragtirma yolunu mukayese et-
mek cok Oireticidir, :

R, (n), S,(n), R(n) ve Ss(n) nin Bolim IV (Misdl 4.10—

4.15, paragraf 4.3—4.6, Misil 4.18—4.23) te aragtirilmig olan
zelikleri Jacobi tarafindan, endiiksiyon yoluyla degil de, kendi-
sinin eliptik fonksiyonlara dair aragtirmalarinin arizi neticeleri

olarak kegfedilmigtir. Bu teoremlerin o zamandanberi birgok is-

patlari bulunmug olmakla beraber, bunlarin arasinda higbiri ta-
mamen elemanter ve dofrudan dogruya degildir. ()

25. Euler'in o(n) 'e dair teoreminin bir genellestirmesi. k
verildigine gore

ﬁ A—xe=1— ) anx"
n=1 n=1

(") Bu hususta baska bilgl igin G. H. Hardy ve E. M. Wright,
Oxford, 1988, chapter XX ye

bakiniz.
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i¢gin bir formill bulmak daha gi¢tlir. Bu toplam: = nin kiiglik -
degerleri igin hesap!amak kolaydir, fakat bunlardan bir kaide
¢ikarmak o kadar kolay degildir. Bununla beraber, yukariki iki
toplam arasinda bir nevi paralellik aramak ve onlar1 beraberce
gz tniine getirmek gayet tabiidir:

3L TR T - S sy BTER
142+ +n 1 3 6 10 15 21 -e-
174274 o +nt? 3 5 14 30 55 91 +e0

Son iki satir arasinda nasil bir miinasebet vardir ? Aklimi-
za onlarin oranmni incelemek gelebilir:

» : W AT ot Bl = e
+2‘+ aqn‘—i—l’. 1 i . 1 '3 1.!. -1-2 wen
T +2f+n 5 3 Lo £ e

Burada kaide agikdr olup, yukariki oranlar gu gekilde yazilirsa
onu gozden kagirmaya imkdn yoktur:

R, Ny S0 1O

PR RS TS
Buradan : v
' L R o

T+2 +-+a 8

!in’ztﬁ-lnl ¢ikarmaktan kaginamayiz. Sol taraflaki paydanmin,
ispatsiz olarak kabul etmig _oldutm_nql, deferini kullanmak su-
retiyle faraziyemizi gu yeni gekle dokmeye sevkedilmig olduk.

e +.u’%“‘"+" CESIN

‘4

fL v

Bu dogru mudur ? Yani, mu olarak dofru mudur? Bu
formiil, onu ilham etmig olan n=1 2, 8, 4, 5 6 bzel hallerin. 4
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de tabiatiyle dogrudur. Acaba bunlardan sonra gelen n = 7 ha-
linde de dogru mudur ? Faraziyemiz bizi

1 +4+9+16+25+36+49=7"’T"5

oldugunu iddia etmeye sevkediyor ve hakikaten her iki tarafin
da 140 a egit oldugu hesapla anlagilir.

Tabiatiyle bundan sonra gelen »=28 halini ele alir ve onu
inceleyebilirdik. Fakat bu yolda kuvvetli bir istek duymamakta-
yiz. Daha ziyade, formiiliin nasil olsa miiteakip halde de gergekle-
grgine inanmak temaytliindeyiz. $u halde bdyle bir gergekleme
formiile olan giivenimize pek az bir gey kalacaktir — hattd o
kadar az ki, bu hususta hesaplara girismek zahmetine bile degi-
miyecektir. O halde faraziyemizi tesirli olarak nasil muayene
edebiliriz ? ;

Egor faraziyemiz hakikaten dofiru ise, tzel bir balden di-
gerine gegigten miistakil olmal, yani bdyle bir gegigten sonra da
cari kalmalidir. Farzedelim ki ;

o nin+1)(2rn-+1)
1+4+4 o 4nt= 8

olsun. Eger bu formiil genel olarak dogru ise, yukarikinden sonra
gelen halde de cari oldugundan .

144+ ...+,,q_(,,+1).=(n+1)(n—l;2)(2»+3)

olur. Burada faraziyeyi tesirli bir gekilde kontrol etmek igin bir
firsat ortaya cikiyor: Yukariki satiri agafhikinden gikarirsak

(n_f_,1);=(n+1}(ﬂ4(;2)(2n+3)_n(n+1;(2n+ll}

elde ederiz. Faraziyenin bu neticesi dogru mudur?
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Saf tarafta yapilacak kolay bir diizenleme

=
L 2 e+ B —n(n 1)
|
fl n+1[2 :+3,+4;—]—8 Zn’—u]
Ff

“"+1[6n+0]
=(n+1)*

]: . verir. Bu suretle muayene edilmig olan netice itiraz gbtiirmez

ik suretle dogru olup, faraziyemiz gii¢ bir denemeyi basan ile at-
: latmig oldu, |

2. Ispat safhasi. Bir faraziyenin herhangi bir neticesinin

gergeklenmesi, o faraziyeye olan glivenimizi arttirir, fakat biraz

evvel incelemig oldufumuz neticenin gergeklenmesi ondan daha

fazla bir gey yapabilir: bu gerceklenme faraziyeyi ispat edebi-

lir. Bunun icin sadece, noktai nazarimizi biraz dedigtirmeye ve

yukarda stylediklerimizi biraz yeniden dtizenlemeye ihtiyaci-

| " miz vardir.
* Farazi olarak -
I I. ' il+2l+.,.+'l='(n+1){sﬂ:+1)
| 1 ] 3 6
egitligi dogrudur. 3

Kesin olarak (itiraz gotirmez bir gekilde)

(n+1)(n + 2)(2. +8)  aGr+1)241)
6

(n + 1)'

egitligi dogrudur.
Bunlarin nf!oul olarak
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1!+22+ e ‘+"!l'"!“(R+1)’=(n+l}(u-:2)(2n+3)

egitligi dogrudur. (Sonuncu egitlik ilk ikisinin toplamidir). Bu-
nun minas1 gudur: Eger faraziyemiz herhangi bir n tam sayis
igin dogiru ise, onu tdkip eden n | 1 tam sayis1 igin de ister is-
temez dogrudur.

Faraziyenin n=1, 2, 8, 4, 5, 6, 7 igin dogru oldugunu ise
biliyoruz. Su halde o, 7 igin dogru oldugundan 8 igin de dojirn
olmalidir; 8 igin dogiru olunca 9 igin de dogru olmalidir; 9 igin
dofru olunca 10 igin de, gu halde 11 igin de ilah... dogru olma-
hidir. Bbylece faraziyemiz biitiin pozitif tam sayilar igin dogru
olup, onu en genel gekliyle ispata muvaffak olduk.

3. Gegiglerin incelenmesi. Onceki paragrafin muhakemesi
biaaz basitlegtirilebilir. Faraziye hakkinda iki gey bilmek kafi-
dir:

1) Onun n=1 igin doggru oldugn,

2) n igin dogru olursa, n -1 i¢in de dogruolacagi. Bu tak-
dirde faraziye biitiin tabii sayilar i¢in dogru olur: 1 i¢in dog-
rudur, gu halde 2 igin de dogru olur; 2 igin dogru olunca 3 igin
de dogru olur, ilah...

Burada esash gekilde Snemli bir ispat metodu ile karg: kar-
$1ya bulunmaktayiz. Bu metoda «n den n-1 e gegig» diyebilir-
dik, fakat onun umumiyetle kullanilan ad1 «matematik enditksi-
yon» dur. Bu mitad ad, bir ispat metodu igin de hig te miina.
sip olmayan bir isimdir, ¢linkil endiiksiyon (en ¢ok kullamldif
minada ahinirsa) sadece inamlabilir hale getiren, fakat ispat
ediei olmayan bir istidlal yoludur.

Acaba matematik endilksiyonun, endilksiyon ile bir alikas
- Var midir ? Evet, vardir ve zaten biz de onu burada isminden
ziyade bu sebepten dolayi nazar itibara aliyoruz.
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Onceki misalde paragraf 2 deki ispat edici muhakeme, pa-
ragraf 1 deki endiiktif muhakemeyi tamamlamalktadir ve bu, ti-
pik bir durumdur. Paragraf 2 deki ispat <endilksiyonun bir ma-
tematik tamamlayicisi» olarak gorlinmektedir; efer «matematik
endiiksiyon» u bu ménada bir kisaltma olarak alirsak, bu terim,
neticede pek 414 uygun gorfinebilir. ($ao halde onu bu minada
alalim — yerlegmig teknik terimler tizerinde gekigmenin faydas:
yoktur.) Matematik endliksiyon ekseriya bir endfiktif aragtirma-
y1 sona erdiren adim, yahut byle bir araglirmanin son safhasi
olarak ortaya gikar ve bu son sufhada, ekseriya Onceki safhalar- :
da zuhir etmig olan fikirler kullambr.

Matematik endiksiyonu bu gergeve iginde ele almak i¢in
diger ve daha da iyi bir sebep, bu bolimtin baglangicinda zik-
retmig oldufumuz Ernst Mach’tan alinan pasajda ima edilmek-
tedir (), :

Bir faraziyeyi muayene ederken, bu faraziyenin tatbik edi-
lebilecegi kabdl edilen tiirlt halleri aragtiririz. Biz boylece, fara-
ziye tarafindan iddia edilen milinasebetin kararli olup olmadifi-
na, yani bir halden digerine gecigten miistakil ve bundan mite-
essir olmaz karakterde olup olmadifina bakariz. Bu suretle dik-
katimiz tabii olarak bdyle bir halden differine gecise ¢evrilmig
olur. Newton, «Mermilerin hareketini gbzbniine getirirsek, geze-
genlerin merkezeil kuvvetler vasitasiyla belirli yiiriingelerde
tutulabileceklerini kolayca anliyabiliriz» dedikten sonra, bir ta-
gin gittikge daha bllyiik baglangig siir’atiyle atildifin tasavvur
etmektedir, Oyle ki en sonunda tagin yfirtingesi, tipk: aymn yii-

() Mack, matematik endtksiyon metodunun Jakob Bermoulli ta-
ralindan icadedilmis ol.dl'ltIln zannediyordu, fakat bu icattakl K

tionales d'historie des sciences. mo. 22, 1953, 8. 17-87 yo bakimiz. Bun
bagka Jacobl Bernoulll Basileensls Opera, Golﬁn 1744, vol. I, S. 282
e de bakimiz. -
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rlingesi gibi diinyanin etrafinda dolagsin (Misdl 2.18 (4) e baki-
niz). Bu suretle Newton, bir merminin hareketinden bir gezege-
nin hareketine sfirekli bir gegisi gozonilnde canlandirmaktadir.
O, ispatim fizerine almig oldugu umumi cazibe kanununun aym
gekilde uygulanabilmesi gereken iki hal arasindaki ge¢igi nazar
itibara almaktadir. Matematik endiiksiyonu bir elemanter teo-
remin ispatinda kullanilan herhangi bir miiptedide bu bakimdan
Newton gibi hareket ederek » den n -1 'e gegigi, yani ispatim
lizerine almig oldugu teoremin ayn: gekilde uygulanabilmesi ge-
rektigi iki hal arasindaki gecgisi nazar: itibara abr.

4. Matematik endiiksiyonun teknigi. lyi bir matematikei,
yahut iyi bir kumarbaz, veya herhangi bir igte iyl olabilmek
igin iyi bir tahminei olmahsimz. lyi bir tahminei olabilmeniz
icin de, bence evveld tabiaten akilh olmaniz lazimdir. Fakat ta-
biaten akilli olmumz muhakkak ki kifi defildir. Bundan bagka,
tahminlerinizi muayene etmeli, onlar vikialarla mukayese et-
mell ve gerekirse onlar: tidil etmelisiniz ve bdylece kdh mu-
vaffak olmamig, kah dogru ¢itkmug tahminlere dair geniglifine
(ve derinligine) teeriibe kazannug olmalsimz. Arkanizda boyle
bir tecriibe ile, hangi tahminin dogru ¢itkma gansini haiz oldugu
ve haogisinin olmadigt hakkinda daha saldhiyetli bir gekilde
hitktim verebilirsiniz.

Matematik enditksiyon, endiiktif bir usillle varmig oldugu-
muz matematik faraziyeleri gerceklemekte ekseriya faydah olan
bir ispat usaladir. Su halde, efer matematikteki endiiktif arag-
tirmalar hakkinda biraz tecriibe kazanmak istiyorsak, matema-
tik enditksiyonun teknigi ile birez ahgikhk peyda etmemiz ga-
yam arzudur,

Bu paragraf ve onu tdkip eden &rnekler ve tamamlayic:
bilgiler bu teknigi elde etmenize yardime: olabilirler.

(1) Endiiksigon safhas:. Paragraf 1 ve 2 de miinakaga edil-
mig olana g¢ok benzer bir misalle ige baglayacagiz. Ik n tam



178 MATEMATIK ENDUKsivON

kare ile alikah difer bir toplam: kisa bir gekilde ifade etmek -
istiyelim. O toplam gudur:

+15+35+ +4u 0% T

1 1 1
TR o M pm et 7 Y L u'—l i

Bu toplamn ilk birkag 0zel bal igin hesaphiyarak neticeleri bir
cedvel geklinde ifade edecefiz:

n —5 P A A RS
N gl o Lok Y 0
.3_+R+...+h._1._89 5’7’ 9’ .
Burada agikdr bir tahmin yapilabilir:

n

1 1 1 _
T S Tt v e it e

Buna benzeyen eski problemimizle yapmig oldugumuz tecriibeden
ist fade ederek, bu faraziyeyi bagtan itibaren elimizden geldigi
kadar te ‘rli bir gekilde kontrol edebiliriz, yani » den a-+1 e
gecigi inceleyebiliriz. Eger faraziyemiz genel olarak dogru ise,
onun hem n, hem de n+1 igin dogru olmas gerekir:

Lok 1 5 L
sttt T

1 n+1

+ +"'+u'—1+uu+1r-1 2n+8

Birinei egitligi ikinciden gikararak:

It < N
4n+1)0"—1 2n+8 2a+1

elde ederiz. Faraziyemizin bu neticesi dogru mudur? Bunun
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igin bu egitlifin her iki tarafinda onlari birbirine yaklagtirmak
lizere degtigiklik yapalim :

B TRy | ol o3 et i
@22 —1"  (2n+8)(2n+1)

Bu son egitligin iki tarafinin birbirinin hakikaten aym oldugunu
gormek igin pek az cebir bilgisi yetigir. $u halde muoayene etti-
gimiz netice itiraz gitiirmez gekilde dogrudur.

(2) Ispat safhast. Simdi, parsgraf 2 de vermig oldufumuz
misdlde yaptifimiz gibi thtarlarimizi tekrar diizenliyelim : Kabal
edelim ki

e W e .
8-T3p TUUTT SRS Al

e

olsun. Itiraz gotiirmez gekilde

1 __n+l_ n
dn+1—1 2n+38 2n-+1
dir.
Neticede
e 1 1 _n+1
TR T LR v~ e T e |

olur. n igin doggru kabdl edilen faraziye, bu kabiltn neticesi
olarak n 1 igin de dogru olur. Difer taraftan faraziye n=1
dogru oldugandan, her n icin dogru olur.

(8) Daha kisa. Coziimiiniin endiiktif safhasina daha az za-
man sarfedebilirdik. Faraziyeyi tasarladiktan sonra, onun ispati
igin matematik endfiksiyon metodunun uygnn olacag:i akhimiza
gelebilirdi. Bu takdirde matematik endiiksiyonu higbir deneme
yapmadan agafiki gekilde dogrudan doffruya uygulamay: dene-
yebilirdik. :

/
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Farzedelim ki

+ iy +4n—-1_2n+1

olsun. Bunun neticesi olarak

% g 1
ﬂn—[—l)'-—-l 2u+l 4(n +1)'—

b et +

4n—1

n 1
=i BT =

C o Wen 9+t
T T@n 1)@ +3)

. 2a'<4-8n-t1
T (@2at+1)(2r+3)

_ @2n+1(n+1)
~ @a+1)(2r+3)

T
T 2n+3

olup, n igin dogru kabill ettifimiz miinasebeti n 41 i¢in de elde |
etmig olduk. Bu da tam bizden istenen gey idi. Bu suretle fara-
ziyeyi ispat etmig oh!uk ]

Cozlimiin bu hatif degigik geklinde tekrarlar daha az bu-
lunmakla beraber, (1) ve (2) de verilmig olan ilk ¢Sziim gekline
nazaran bu ikinei gekil belki daha az tabiidir.

(4) Daha da kisa. Eger

> - 1 __!_'(
in* — 1 (2a—1)(2n+1) 2 2»-1‘“3:1—1)

olduguna dikkat edersek, .ghllmﬂ hemen bir bakigta gbrebiliriz.
(Rasyonel fonksiyonlarin kism! kesirlere ayribginn bilirsek, bu
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formiile tamamen tabii bir gekilde ulagabiliriz.) n=1, 2, 3, ..., n
vaz'edip elde edilen egitlikleri tophiyarak

1 1 1 1
=1 Tt ke

1 1 1 1
fstssteast TE—D @)

HE-)+ (1))

+(271:1‘“m)]

Il

Ii

=[1- 9;.%?]

2n 41

elde ederiz.

Burada vukubulmug olan gey, pek seyrek olan bir ig de-
gildir. Matematik endiiksiyonla ispat edilmig olan bir teorem
ekseriya bagka bir metodla daha kisa bir gekilde ispat edilebilir.
Hattd matematik endiltksiyonla yapilan ispatn dikkatle gbzden
geciriligi bile bizi boyle bir kestirme yola sevkedebilir.

(5) Diger bir misal. 0<a<1, 0<b<1 egitsizliklerine
uyan iki a, 5 sayis: ele alalim. Bu takdirde tabiatiyle

(l—a)(1—-b)=1—a—b+ab>1—a—b

olur, Bunun tabii bir genellestirmesi bizi gu ifadenin dogru ol-
dugunu tahmine sevkeder: Eger n>=2 ve 0<a,<1, 0<a,<1, ...,
0< an < 1 ise

(I—a)(1l—a) --(1—a)>1—a—a,—-'+—a,
dir.
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Bunu ispat i¢in matematik endilksiyon metodunu kullana-
cagiz. Tatbik edilebilecegi iddia edilen ilk halde, yani n =2 igin
bu egitsizlifin dofru oldugunu gdrmigtik. Su halde, n>=2 ol-
mak fizere, onun n igin dofru oldugunu kabl ederek n--1
igin de dogru olacafini ispat etmemiz Jazimdir.

Kabil ettigimize gbre

!

(1—a) - (l—a)>1—a,—+—a,
dir ve diger taraftan

0 < Ap+1 <1
oldugunu biliyoruz.

Bunun neticesinde
A—a) - (I—ag) (1 —ept)) > (1 —a,— -+ —ag) (1 —ap+y)
=1—a,—+—op—opt,+ (as + +++ + an) ants

>1—a = —ap—ant

olur. Bbylece n igin farzetmig olduffumuz geyi n-1 "i¢in ¢ikar-
mig olduk: lspat tamamlanmigtir.

P

Sek. 7.1. n den n--1 e gegis Sek. 7.2. n=1 hali

1
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Matematik endiiksiyonun mutlaka biitiin pozitif tam sayi-
lara degil, fakat belirli bir pozitif tam sayidan sonra gelen bi-
tiin pozitif tam sayilara dair olan feoremleri de ispat etmekte
kullanilabileceftine dikkat edelim. Meseld biraz dnce ispat edilen

teorem yalniz n>= 2 sayilarina dairdi.
(6) n nedir? §imdi bir diizlem geometri teoremini incele-

yelim.

Eger P cokgeni konveks ise ve Q gokgeninin iginde bulunu-
yorsa, P nin ¢evresi Q niinkinden daha kisadir.

Igteki P ¢okgeninin alanmnin digtaki Q ¢okgeninin alanin-
dan daha kiiglik olmas: agikdrdir. Fakat yukarda ifade edilen
teorem o kadar agikdr degildir; hattd P nin konveks olmas: gart:
kogulmazsa yanhs olur.

Sek. 7.1 ispatin esas fikrini gdstermektedir. Q dig cokge-
ninden orada taranmig olan parcay: ayirsak, geriye Q niin bir
parcasi olan ve gu iki 5zeligi haiz yeni bir Q" ¢okgeni kalir:

Evveld Q’, konveks oldufundan dolay:r A8 kenarinin uza-
tibginn tegkil ettigi 4’8’ dogrusunun tamamen bir tarafinda
kalan P gokgenini ihtiva etmekte devam eder,

Sonra, Q" niin ¢evresi Q niinkinden daha kiiglikttir. Haki-
katen Q" niln ¢evresi Q niinkinden ancak birincinin A" ve B’
noktalarini birlegtiren dogru parcasini, dierinin ise ayni nokta-
lar1 birlegtiren (taranmig parcanin uzak tarafmdaki) kirik ¢izgiyi
ihtiva etmesiyle farkeder. Dogru parcas: ise A ve B noktalan
arasindaki en kisa yoldur,

Q den Q" ye gectigimiz gibi, Q" den de diger bir Q° ¢ok-
genine gegebiliriz. Bu suretle Q, Q°, Q", ... gibi bir cokgen di-
zisi elde ederiz. Bu cokgenlerin herbiri bir Gneekinin iginde bu-
lunup, onunkinden daha kisa bir cevreyi haizdir ve bu dizinin
son gokgeni P dir. Su halde P nin gevresi Q niinkinden daha
ksadir,
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Yukariki ispatin tabiatini tanimamiz ldzimdir: Bu hakikatte
matematik endiiksiyonla yapilmig bir ispattir., Fakat burada n
nedir ? Endilksiyon burada hangi biiyiklige gbre yapilmaktadir ?

Bu, ciddi bir sorudur. Matematik endiiksiyon tiirlii alan
larda ve bazan ¢ok gilic ve muglak problemlerde kullanihir. Gizli
bir ispat: ortaya ¢ikarmaya cahgirken, gu hayati soruyla karg-
lagabiliriz: n ne olmalidir? Hangi bfyliklie gire matematik
endiiksiyon yapmahyiz?

Onceki ispatta n olarak ig konveks ¢okgenin kenarlarindan
dig gokgenin gevresine tamamen ait olmayanlarin sagismm1 almak
gayao! tavsiyedir. §ek. 7.2 n=1 hdline Ornek tegkil etmekte-
dir. Sek. 7.1 de neye n demenin gayam tavsiye olacagini bul-
may: okuyucuya birakiyoruz.

vil. BOLUME DAIR ORNEKLER VE TAMAMLAYICI
BILGILER )

P
1— 4=—(1+2)
1—4+ 9= 1+2+3
1—44+9—186=—(1+2+3+4)

olduguna dikkat ediniz. Bu misllerin ilham ettigi genel kanunu
tahmin ederek, uygun bir matematik yazig tarz1 ile ifade ediniz
ve onu ispat ediniz.

2. P,, Save S ic¢in sirasiyla misdl 8.18, 8.14 ve 8.20
-de tahmin edilen agik formiilleri ispat ediniz [Misal 8.11, 3.12.]

3. 19427480 oe et
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nir. Bu terimi kullanarak evvelee (Misdl 1.3 te) miigahede etmig
oldugumuz bir vikiay: asafiki gekilde ifade edebiliriz.

Biitlin pozitif tam sayilarin tegkil ettigi 1, 2, 3, 4, ... dizi-
sinden 1, 4, 9, 16, ... tam kareler dizisine iki adimda gecebilir-
siniz :

(1) Sira numaras: ¢ift olan terimleri diziden ¢ikarmak (2)
geri kalan diziyi toplamak. Hakikaten, gu cedvele bakinz.

1 28 & 5 78 @ 10, .11 AP VI ...
1 3 b 7 g 11 18...
1 4 9 16 25 16 49 ...

Bu iddiay1 matematik endiiksiyon ile ispat ediniz.

8 (devam). Biitiin pozitif tam sayilarin tegkil ettii 1, 2,
8, 4, ... dizisinden 1, 8, 27, 64, ... tam kiipler dizisine su dort
adimda gegebilirsiniz: (1) Sira numaras: 3 fin kat: olan terimleri
diziden gikarmak (2) gerikalan diziyi toplamak (3) Bu son dizide
gira numarasi ¢ift olan terimleri diziden gikarmak (4) gerikalan
diziyi toplamak. Asgagiki cedveli incelendikten sonra bunu ma-
tematik endiiksiyonla ispat ediniz:

T2 8 B 6 TS DL MV e R
1 .2 4 5 7 8 10 11 13...
1 8 7 12 19 27 37 48 61 ...
X 7 19 a7 8) s
1 8 27 64 125 ...

9 (devam). Biitfin pozitif tam sayilarin tegkil ettigi 1, 2,
8, 4, ... dizisinden 1, 16, 81, 256,... tam d&rdiineli kuvvetler
dizisine agafki cedvelde gorillebilecek olan alti adimda gegebi-
lirsiniz :
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1:3:5:7... (2n—1)

ayr: gekilde birbiri ile eglegtirilebilecegini gisteriniz.
12. Daha fazla sey ispat etmek daha az zahmetli olabilir.
1
T—=fx)
olsun ve f,(x), fi(x), f,(x),... dizisini =0, 1, 2, 3, ... igin
d
f nt1 {x) = i:;}(;\-’_}

gart1 ile tarif edelim (Bbyle bir tarife rekiirrans tarifi denir:
fa+1 ’i bulmak igin f, ’yi kullanmamiz lazimdir.)

ALY i e sttt
Al=g=g' Kt =g LU=

olduguna dikkat ederek, » =1 igin f,(x) ’in paymin sabit teri-
mi 0 ve diger katsayilar1 pozitif tam sayilar olan bir polinom
oldugunu matematik endiiksiyonla ispat ediniz.

13 (devam). f,(x) e ait diger bir takim dzelikleri endiiksi-
-yon yoluyla bulunuz ve matematik endiiksiyonla ispat ediniz.

14. Teoreminizi dengeleyiniz. Matematik endiiksiyonun uy-
gulanabilecegi tipik A teoremi 4,, 4,, A4,,... Ap, ... gibi sonsuz E 8
sayida ozel hali haizdir. A, hali ekseriya kolaydir; hi¢ olmazsa |
olmazsa A, belirli vasitalarla ispat edilir. 4, bir kere ispat edil- |
dikten gonra 4, yi dofru kabil ederek A,+, i ispat etmemiz o
gerekir. A dan daha kuvvetli olan bir A’ teoremi bazan A dan B
daha kolaylikla ispat edilebilir. () Hakikaten A4’, 4, 4., ..., =
A,’, ... 8zel hallerinden ibaret olsun. A dan A’ ye gecerken is- J

() Bu *muvidin paradoksu* dur; How to Sole [t, S, 110 'a bakimz.
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patin yiikiinll afirlagtiriyoruz: 4,4+, yerine ondan daha kuvvetli
A;H i ispat etmemiz gerekiyor. Bununla beraber ispatin daya-
nagmi da daha kuvvetlendirmig oluyoruz: 4, yerine daha gok
bilgi ihtiva eden 4. yi kullanabiliriz.

Misal 12 nin ¢dziimil bu noktay:r aydinlatmaktadir. Fakat
ilave ihtarlarla bir netice geklinde ispat1 daha uygun olan misél
13 teki ozelikleri de igin igine sokmak ¢dzlimii lizumsuz derece-

de yiiklii hile getirirdi,

Matematik endiiksiyonla bir ispat kurmaya ¢ahgirken, umu-
miyetle birbirine zit iki sebep yiizlinden bagarisizhifa ugrayabi-
lirsiniz. Ya cok fazla gey ispat etmek istedifiniz igin bagarisiz-
higa ugrayabilirginiz: 4,+, iniz lizumundan fazla afir bir yiik
olabilir. Yahut ldzumundan az gey ispat etmek istediginiz igin
bagarisizlifa ugrayabilirsiniz: A4, niz lizumundan zay:f bir da-
yanaktir. Teoreminizin ifadesini dyle dengelemek zorundasiniz
ki, dayanak yiik tagimaya tam tamina yeterli olsun. Biylece
ispat mekanizmasi, sizi vikialara dair daha dengeli ve onlara
daha uydurulmug bir goriige gotiiriir. Bu, ispatlarin ilmin kurun-
lugundaki rolii bakmindan tipik bir durum olabilir.

15. llerige bakis. Daha giig alanlardaki daha karigik prob-
lemler, daha iglenmig bir matematik endiiksiyon teknigine ihti-
yag gosterirler ve bizi bu 6nemli ispat metodunun cegitli degi-
ik gekillerine gttiiriirler. Gruplar Teorisi bize en gayam dikkat
miséllerin bazilarini verir. Enteresan bir degigik sgekil egeriye
dofru matematik endiiksiyon» veya «n den n—1 'e gegig» tir;
buna dair enteresan bir elemanter misil igin G. H. Hardy,
J. E. Littlewood ve G. Polya, [Inequalities, S. 17 ve S. 20 ye
bakiniz.

16. .Qi=1 ve na=92 B, .. ilcin

L nl (n D! (n+2)1 s (2n—1)1
Qn—-l Qa_ 2n(n—l, 0! 11 2[ VR {R—I)I




190 MATEMATIE ENDUKSIYON

olduga verildiine gbre, Q, i¢in genel bir ifade bulunuz ve onu
ispat ediniz.

17. Herhangi n sayt birbirine esit midir ? Siz buna, haywr
diye cevap vereceksiniz. Fakat biz, bunun aksini matematik en-
diiksiyonla ispat etmeye c¢aligabiliriz. Bununla beraber gu iddiay:
ispat etmek daha cazip olacaktir: «Herhangi n tane kizin gbz-
leri ayn1 renktedir.»

n==1 igin iddia agikdr (yahut «bog») olarak dogrudur. Ge-
riye n den n + 1 ’e gegmek kaliyor. Miigahhas bir hali gbz6niine
getirmek i¢in burada 3 ten 4 e gegecek ve genmel hali size bira-
kacagim. '

Sizi Ann, Berthe, Carol ve Dorothy, yahut kisalik i¢in
A, B, C, D gibi herhangi dort knza takdim edeyim. Kabdl etti-
gimize gore (n=23) A, B ve C nin gbzleri aym renktedir. Aym
gekilde gene kabul ettiffimize gire (n=238) B, C ve D nin gbzle-
ri de ayn1 renktedir. Neticede dort kizin da, yani 4, B, C ve
D nin gbdzleri ayni renkte olmalidir; tam agikhik igin gu diyag-
rama bakabilirsiniz :

R ]
A28 O b,
e et

Bu, iddiay1 n - 1=4 igin ispat etmekte olup, meseld 4 ten 5 e
gegmek te agikdr olarak yukarki gegigten daha glig degildir.

Bu paradoksu izah ediniz. Birgok kizin gozlerine bakmak
suretiyle deneysel yolu da tutabilirsiniz.

18. Paralel dogrulara (sonsuzda) kesigiyor gziiyle bakilir-
sa, «Bir diizlemdeki herhangi n dofgru ortak bir noktayi1 haiz-
dir.» geklindeki bir iddia n=1 igin (bog olarak) ve n=2 igin
(yukariki tefsirimiz sayesinde) dogru olur. Bu iddianin matema-
tik endiiksiyonla bir (paradoksal) ispatin1 inga ediniz.
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MAKSIMUMLAR ve MINIMUMLAR

Diinganin yapis: en miikemmel bir gapt oldugundan ve en
akill: garatan tarafindan kuarulmus bulundugandan, bu diingada
ivinde bir maksimum vega minimum sebebinin ag¢iga pikarilamya-
cagr hichir halise vakubalmaz., — EULER

1. Modeller. En biiyiik ve en kii¢iik degerlere dair prob-
lemler, yani maksimum ve minimum problemleri ayni giigliikteki
dier matematik problemlerinden belki de daha cazip olup, bu
husus tamamen ilkel bir sebebe baglanabilir. Hakikaten, hepimi-
zin gahsi problemlerimiz vardir. Bunlara dikkat edersek, ekseriya
onlarm bir nevi maksimum veya minimum problemleri oldukla-
rinl giriirtiz, Meseld belirli bir geyi milmkiin olan en ucuz fi-
yata satin almak, veya belirli bir gayretle miimkiin olan en bii-
yiik tesiri elde etmek, yahut verilen bir zamanda miimkiin ol-
duffu kadar ok ig yapmak ve, tabiatiyle en az rizikoya girmek
isteriz. Bence, maksimum veya minimuma dair matematik prob-
lemlerinin bize cdzip gelmesi, onlarm ginliilk problemlerimizi
idealize etmelerindendir.

Biz hatta, Tabiatin da bizim yapacafimiz gibi, yani en az
gayretle en gok tesir elde edecek gekilde hareket ettigini tasav-
vur etmeye meyyaliz. Fizikeiler bu nevi fikirlere berrak ve ya-
rarli gekiller vermeyi bagarmiglardir; onlar bir takim fizik ha-
diselerini «minimum prensipleri» vasitasiyla tasvir etmektedirler.
Bu neviden ilk prensip (Maupertuis adina izafe edilmesi Adet
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olan «En kii¢giik tesir prensibi») esas itibariyle Euler tarafindan
geligtirilmigtir ; onun bu bdlfimiin baginda zikredilmig olan sdz-
leri maksimum ve minimum problemlerinin, i¢inde yagamig ol-
dugu yiizyihn bir ¢ok dlimlerine hitap etmig oldugunu tabmin
edebilecegimiz, belirli bir yoofinil canh bir sgekilde anlatmak-
tadir.

Bundan sonraki bSlimde elemanter fizikte ortaya ¢ikan
birka¢ maksimum ve minimum problemi ile meggil olacagiz.
Simdiki b6liim, bizi bir sonrakine hazirhiyacaktir,

Diferansiyel Hesap bize maksimum ve minimum problemle-
rini ¢tzmek icin genel bir metod verir. Burada bu metodu kul-
lanmiyacaffiz. Onun yerine kendimizin birka¢ <model» ini gelig-
tirmek daha Ofretici olacaktir.

Bir problemi hakiki bir anlayig ve allka ile ¢Ozfioce, de-
gerli bir mala sahip olursunuz: benzer problemleri ¢tzerken tak-
lit edebilecefiniz bir model. Efer bir modeli takip etmeye c¢ali-
girsaniz, effer onu tdkip ederken bir bagar1 elde ederseniz, efer
bagarimizin sebepleri, ¢dziilmilg olan problemlerin birbirine ben-
zerligi, bir problemin bu tiirlii ¢8zilmesini temin eden gartlar,
v.s. fizerinde diigliniirseniz, o modeli geligtirmis olursunuz. Bdy-
le bir modeli geligtirmekle belki de sonunda hakiki bir kegfe ula-
gabilirsiniz. Hig olmazsa, diizenli ve hemen kullanilabilir bir
bilgi elde etmek igin bir firsata sahip olmug olursunuz.

2. Misal. Hepsi aym diizlemde bulunan iki nokta ile bir
dogra verilmis olap, noktalarin her ikisi dogranun aym tarafinia-
dir. Verilen dogru iizerinde Gyle bir nokta bulanuz ki, verilen iki
noktagt birlegtiren dofru pargast o noktadan en biigiik ac: altinda
goriilsiin.

Cozmek istediffimiz problem budur. $imdi bir gekil ¢izerek

(Sek. 8.1), uygun bir yazig tarz: ithdl edecegtiz:
A ve B verilmig noktalar,

1=
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Il verilmig dogru,

X te l tizerinde degigen bir nokta olsun. Verilmig 4B dog-
ru parcasinin X degigsen noktasindan goériindligli <= AXB agisim
nazarl itibara alalim. Bizden X noktasinmin ! dogrusu iizerinde
bu ag¢iyr maksimum yapan mevkiini bulmakh$imiz isteniyor.

B
A
J
X<y ol
Sek. 8.1. Ea iyi goriiniigii Sek. 8.2, Ag¢imin degigiminin
aramak grafigi boyle olabilir

I yi bir diiz cadde olarak tasavvur edelim. Efer [ {iizerinde
bir noktadan 4 dan B ye kadar uzanan bir hedefe ateg etmek
isterseniz, bizim aradigimiz noktay: segmeniz icabeder; clinkil o
nokta size en biiyiik isabet gansini verir. Eger kisgeleri A4 ve B
de bulunan bir bina cephesinin ! yolundan resmini ¢cekmek gibi
daha sillicu bir niyeétiniz varsa, gene aradifimiz noktay: segme-
lisiniz, ¢iinkl bu nokta en genig goriiniigii verir.

Problemimizin ¢bziimi hemen derhal gorillmemektedir. Fa-
kat, maksimuma nerede ulagildigini heniiz gérmemekle beraber,
ona bir gerde ulagildigindan giiphe etmemekteyiz. Bu husus ne-
den bu derece akla yakin gelmektedir ?

Eger maksimumunu aradigimiz agimin defigimini gizoniine
getirirsek, bu hususu izah edebiliriz, Simdi [ dogrusu boyunca
AB dogru parcasina bakarak yiiriidiigiimiizii tasavvur edelim. Ha-
reket noktamiz olarak ! dogrusu ile 4 ve B den gegen dogrunun
kesigme noktasini seelim ve saga dojgru yiiriiyelim. Baglangigta
AB nin gériindligii agr sifir olup, sonra bu a¢g1 artmaya baglar;
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nibayet A8 den ¢ok vzak oldufumuz zaman bu ag! tekrar azal-
malidir, zira onun sonsuzdaki defferi gene sifir olur. ()

Her nekadar ! dogrusu iizerinde maksimumu veren noktay:
¢ok muhtemel olarak ihtiva etmeyen uzun dofru pargalar1 vere-
bilirsek te, bu soruya tam cevap vermek kolay degildir. [ dog-
rusu fizerinde herhangi bir nokta secelim ve bu noktanin adina
X diyelim. Geligi glizel se¢ilmig olan bu noktanin aradifimiz
maksimum mevkiinde bulunmamas: gok muhtemeldir. Bu nokta-
nin maksimum mevkiinde bulunup bulunmadifina tamamen ke-
sin bir gekilde nasil karar verebiliriz ?

Bu hususta oldukga kolay bir gay s8yleyebiliriz (). Efer
bir nokta maksimum durumunda degilse, maksimum durumunun
oteki tarafinda bahis konusu a¢inin ayni deferi aldifr difer bir
nokta meveut olmalidir. Acaha [ dogrusu iizerinde, AB dofru
parcasimi X noktasimin gdrdiifli ag¢mmin aymis1 altinda gbren
diger bir X’ noktas: var midir? Nihayet, igte hemen cevap
verebilecegimiz bir soru: (efer bir X’ varsa) X ve X', bir
daire icine ¢izilmig acilarin bilinen bir dzeligine (Oklid III, 21)
gore, A ve B noktalarindan gegen aym bir daire fiizerinde bu-
lanmalidir,

Ve gimdi fikir ortaya cikabilir: A ve B noktalarindan ge-
cen bir¢cok daireler gizelim. Eger bdyle bir daire dogruyu Sek. 8.3
teki X ve X’ gibl iki noktada keserse, AB doffru parcas1 X ve
X’ noktalarindan aym a¢: altinda gorliniir, fakat bu a¢1 miim-
kiin olan en biiyiik a¢1 degildir. Zira | yi X ile X’ arasinda ke-
sen bir daire daba biiyiik bir a¢1 verir. §u halde dogruyu kesen

() Eger - AXB yi | dogrusu Gzerinde Olctilen uzakhifin fonksl-
yonu olarak dfigintirsek, alimk oldug z gibl bu fonksiyonu (dik ko-
ordinat eksenlerine gore) bir graflkle gdsterebiliriz. Sek. 8.2 bu grafi-
gin kalitatif bir kroklisini vermekte olup, orada < AXB, XY ordinaliyla

gosterilmektedir.
(*) gek 82 ye bakarsak gok kolay.
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daireler igimizi gérmez; en bilyiik agimin tepesi 4 ve 5 den ge-
gen ve ! ye teffet olan . bir dairenin | ye degdigi noktadadir
(Sek. 8.8 teki M noktasi).

Sek. 8.3. Teget olan bir SJek. 8.4, Diger bir tefet
tesviye ¢izgisi tesviye ¢izgisi

3. Teget tesviye cizgisi modeli. Bulmug oldugumuz ¢bzll-
me bakalim. Ondan npe &grepebiliriz? Onda Snemli olan ne-
dir ? Onun hangi karakteristikleri uygun bir sekilde genellegti-
rilebilir ?

Biraz diigiindiikten sonra en esash gériinen adim pek gize
carpan bir gey degildir. Bence hayati adim noktai nazarimizi
genigletmek, ! dogrusunun digina gikarak maksimum yapilmas:
istenen bilyiikliigiin (48 yi goren ag) diizlemin ! digindaki nok-
talarda da degerlerini nazar: itibara almak olmugtur. Biz bu agi-
nin tepesi diizlem fizerinde dolagtimldifina gre deferinin degi-
gimini, yani bu acinin degerinin kendi tepesinin durumuna na-
81l bagh bulundugunu ele aldik. Kisaca, biz bu aciy1 degisken
bir noktanin (yani aginin tepesi) fonksiyonu olarak diglndik ve
bu noktaya diizlem iizerinde deffigiyor gdziiyle baktik.

Bu ag1, tepesi 4 ve B yi birlegtiren bir daire yay: fizerinde
hareket ettikce sabit kalir. Boyle bir daire yaymna bir fesvige
cizgisi diyelim. Bu ifade erigmek fizere oldufumuz genel noktai
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nazari belirtir. Degfigken bir noktanin bir fonksiyonunun kendi-
leri iizerinde sabit kaldiklar: efirilere genellikle o fonksiyonun
tesviye ¢izgileri denir.

Fakat problemimizin bilinmeyenini de unutmayalim. Bizden,
tepesi diizlemde serbest olarak hareket edemeyip te [ dogrusu
gibi evvelden verilmig bir yoldan ayrilamiyan bir agimin (yani
deffisk- n bir noktanin bu fonksiyonunun) maksimumunu bulmak-
hfimiz isteniyor. Evvelden verilmig yolun hangi noktasinda
maksimuma ulagihr ?

Cevabi gimdiden bilmekle beraber, onu daha iyi anlamaya
ve ona daha genel bir noktai nazardan bakmaya ¢ahgalim. Bunun
i¢in ona benzer daha genel ve gok milgahhas bir misil ele alahm.

Bir haritada ve o haritanin gosterdifi arazide (daghk bir
memleket diiglinelim) utenviya' efirileri» nin ne olduffunu biliyor-
sunuz. Bu egriler. sabit yilikseklik efrileridir; harita tizerinde bir
tesviye efirisi, yeryilzinde deniz seviyesinden egit yiikseklikte
bulunan noktalara haritada tekabill eden noktalar:i birlegtirir.
Denizin 100 ayak (/#) yiikseldiffini tasavvur ederseniz, koylarin
vidileri doldurmas: neticesinde yeni deniz seviyesinde yeni bir
sahil hatti tegekkill eder. Bu yeni sahil hatt1 100 yiksekligine
tekabfll eden tesviye gizgisidir. Harita yapanlar harita fizerine,
meseld 100, 200, 300, ... yiiksekliklerine tekabiil eden, egit ara-
hikl: birkag tesviye c¢izgisi gizerler; fakat biz herbir yiikseklik
i¢in, arazinin herbir noktasindan gecen bir yiikseklik ¢izgisi
tasavvur edebiliriz. Haritae: igin, veya arazi {izerinde dolagirken
sizin igin, tnemli olan deffigken nokta fonksiyonu deniz seviye-
sinin fizerindeki yiiksekliktir; bu fonksiyon herbir tesviye ¢iz-
gisi boyunca sabit kalir.

Simdi, evvelce (paragraf 2 de) miinakaga etmig oldufumuz
probleme benzer bir problem ortaya atalim: Bir gose, yani ev-
velden verilmig bir yol, fizerinde yiirlimektesiniz. Bu yolun
hangi noktasinda yiikseklifin maksimumuna erigirsiniz ?

: _.T],i

St
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Bu maksimum yiikseklife nerede erigmedifinizi sOylemek
cok kolaydir. Uzerinden gegerken agaffiya indifiniz veya yuka-
riya giktifiniz bir nokta muhakkak ki ne maksimum, nede mi-
nimum noktas: olabilir. Boyle bir noktada yolunuz bir tesviye
egrisini keser: Maksimuma (yahut minimuma) ocerilmis golan bir
tesvige cizgisini kestigi bir noktada erigilemez.

Bu esasli hususu kaydettikten sonra, misidlimize dnelim
(Paragraf 2, §ek. 8.1, 8.2, 8.8). Evvelden verilmig yolu biitil-
nilyle dilglinelim, yani ! dogrusunu A4 ile B yi birlegtiren dog-
ruyu kestigi noktadan (saffa doffru) sonsuz uzakhga kadar na-
zary itibara alalim. Bu yol, bir tanesi miistesna her noktasinda
bir tesviye g¢izgisini (uglar1 4 ve B olan bir daire yay1) keser,
istisna edilen noktada ise bir tesviye ¢izgisine (bdyle bir daireye)
tegettir. Eer herhangi bir yorde maksimum varsa, bu noktada
olmahdir: Maksimuma veren noktada evvelce verilmis yol bir tes-
vige gizgisine legettir.

Bu ifade misdlimizin arkasindaki genel fikri ¢ok kuvyvetle
Ima ediyor. Fakat bu imay: inceleyelim. Onu basit bir benzer
hale tatbik ederek, nasil igledigfine bakalim. Igte kolay bir mi:al:

Verilmis bir dojru iizerinde ve verilmis bir noktadan en kii-

ciik wzaklikta bulunan noktay: bulanuz.

A verilen nokta,

a verilen dogru olsun.

Verilen A noktasinin a dogrusn @izerinde olmadifr farzedil-
mektedir. Bizden istenilen gey, 4 dan « ya olan en kisa uzak-
I bulmaktr,

Bunun ¢dzilmilnii herkes bilmektedir. Sakin bir denizde
ylzmekte oldugunuzu ve gu anda A noktasinda bulundugunuzu
tasavvur ediniz. a dogrusu diiz bir sahili gosterin. Iginize ansizin
bir korku giriyor ve kendinizi milmkiin oldugu kadar gabuk
sahile atmak istiyorsunuz. Sahildeki en yakmn nokta nerededir ?
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Onu diiglinmeden bilirsiniz. Bir kﬁﬁek te onu bilir. Suya atilmig
olan bir kipek veya bir inek te A dan a ya ¢izilen dik boyunca
ylizmeye baglardi.

Fakat bizim buradaki maksadimiz ¢dzlimil bulmaktan ziyade,
onu bulurken genel bir fikri incelemektir. Minimum yapmak
istedifimiz bfiylikliik defiisken bir noktanin A noktasina olan
uzakhigidir. Bu vzakhk degfigsen noktanmin durumuna tibidir. Bu
uzakh@a ait tesviye cizgileri agikir olarak ortak merkezleri A
olan dairelerdir. «Verilmis yol» a doffrnsudur. Verilmig yolun
bir tesviye c¢izgisini kestiffi bir noktada minimuma erigilemez.
Hakikaten minimum, verilmig yolun bir tesviye gizgisine teffet
oldugu (tek) noktada zuhir eder (Sek. 8.4 fin M noktas), A
noktasindan a dogrusuna olan en kisa uzaklik - ilk bagtan da
bildigimiz gibi - merkezi A olan ve a ya tefet bulunan dairenin
yarigapidir. Genede yeni bir gey Ofrenmig olduk. $imdi genel
fikri daha aqik olarak girfinmekte olup, onu tam aqiklifa kavug-
turmay: okuyucuya birakabiliriz.

Onceki problemlerin esas karakteristiklerini agik bir ge-
kilde kafamiza yerlegtirdikten sonra, tabiatiyle aym ¢bzlim mo-
delinin uygulanabilecegi benzer problemler arariz. Oncekilerde
bir diizlemde deffigen bir nokta nazar: itibara alarak, o noktanin
bir fonksiyonunun verilmig bir efri boyunca maksimum veya
minimumunu aradik. Fakat, uzayda deffigen bir noktayida ele
alabilir ve bdyle bir noktanmm bir fonksiyonunun verilmig bir
efiri veya verilmig bir ylizey boyunca maksimum veya minimu-
munu da arayabilirdik. Diizlemde tefiet tesviye gizgileri 6zel bir rol
oynamiglardi. Benzerlik, bizi tefet tesviye ylizeylerinin de uzayda
buna benzer bir rol oynamalarini beklemeye sevkeder.

4. Misaller. Simdi aym metodla incelenebilen, fakat bun-
dan bagka pek az ortak geyi bulunan iki misdli mlinakaga edecefiz.

(1) Verilen iki aykirt dogru arasindaki en kisa uzakligr bu-
lunaz.,
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Verilen iki aykir1 dogruya a ve b, a fizerinde deffigen bir
noktaya X, b iizerinde degigen bir noktaya Y diyelim (Sek. 8.5 e
bakimz). Bizden XY dogru par¢asmin en kisa oldugu durumu
tayin etmemiz isteniyor.

Sek. 8.5. lki aykin dogru

XY uzaklifn her ikiside degigken olan X ve Y ug nokta-
larinin mevkilerine tabidir. Burada bir yerine iki tane degigken
nokta meveuttur ki, bu da problemin karakteristik glicligiinQl
tegkil edebilir. Eger iki noktadan biri sabit, digeri degigken
olarak verilmig olsa idi, i kolay olacakt:. Hakikaten, bu tak-
dirde problem yeni bile olmiyacakt: ve biraz Once (paragraf 8)
¢bzmily oldufumuz bir problemin aynmi olacakti. Baglangigta de-
gigken olarak verilmis noktalardan birini, meseld Y yi bir an
igin sabit tutalim. Bu takdirde XY doffru pargasi sabit } nok-
tast ile verilmig o dogrusundan gegen dilzlem iginde bulunup,
uglarindan biri, yani X, a dogrusu boyunca hareket etmektedir.
Agikdr olarak, (paragraf 3, Sek. 8.4 dolayisiyla) XY, a ya dik
oldugu zaman minimum olur.
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Simdi X ile Y nin rollerini deg@igtirelim ve X i sabit tuta-
rak Y yi tek defigken birakalim. Agikdr olarak, X'} dogru par-
¢asi, b yedik oldugu zaman en kisa olur,

Bununla beraber, XY nin minimum durumu bizim keyfi-
mizden ve X ile Y ye verecefimiz rollerden miistakil oldugun-
dan, bu durumun hem a ya, hemde b ye dik oldugunu tahmine
sevkedilmig oluruz. Fakat duruma daha yakindan bakahm.

Hakikaten, yukariki muhakeme bize minimumun nerede
olamigacafini dofrudan dofruya (ve nerede olmasi ldzim gelece-
gini ancak bilvAsita) gosterir. Ben, X noktasinda a dofirusuna
dik olmayan bir XY dofiru pargasimin minimum durumunda
olamigacaim iddia ediyorum. Hakikaten, bu halde } noktasimi
sabit tutar ve X poktasmi XY nin a ya dik oldugu bagka bir
noktaya gotiiritrsem (paragraf 3 dolayisiyla) XY yi daha kisa
yapmig olurum. Bu muhakeme X e oldugu gibi Y yede ayn:
sekilde tatbik edilebileceginden, su neticeyi elde ederiz: XV
dogru pargast hem a, hem de b ye dik olmadik¢a, bu dofru parca-
stnin azunlagu minimam olamaz. Efer bir minimum uzakhk varsa,
bu uzakhk verilen dofrularin ortak dikmesi boyunca ®leiilen
uzakliktan bagkasi olamaz,

Higbir geyi ispatsiz olarak kab(l etmemize liizim yoktur,
Hakikaten, ortak dikmenin sahiden en kii¢lik uzaklik oldugunu
bir bakigta anhyabiliriz. Sek. 8.5 te gekil diizleminin verilmig a
ve b dogrularimin her ikisine de (a iiste, b altta olmak fizere)
paralel olduffunu farzedelim. Uzaydaki herhangi bir nokta veya
dogrunun Sek. 8.5 te dik izdiigiimii ile gisterildigini diiglinebi-
liriz. XY dofiru par¢casinmn hakiki uzunlugu dyle bir dik ficgenin
hipoteniisiidiir ki, bu fggenin bir dik kenarn XY nin Sek. 8.5 te
gorillen dik izdigiimil, diger dik kenar: da biri a dan digeri
b den gekil diizlemine paralel olarak gegirilen iki diizlemin ara-
sindaki en kisa (dik) uzakhktir. Su halde, Sek. 8.5 te gosterilen
XY izdiigiimii ne kadar kisa olursa, XY nin kendiside o kadar
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kisa olur. X'V ancak ve ancak gekil ditzlemine ve bdylece a ve b
dogrularinin her ikisine birden dik oldugu zaman, XY dofru
pargasinin izdiigiimfi bir noktaya, yani bu izdiigiimiin nzunlugu
gifira miincer olur ve neticede X Y uzunlufu minimum olur.

Bu suretle, bagka bir meiodla yapmig oldufumuz kegfi dog-
rudan dofruya gerceklemig olduk.

(2) Verilmis bir dairenin igine cizilen ve kenar sagis: verilmis
olan bir gokgenin alanimin maksimaumana balanuz.

Verilmig olan daire fizerinde bir gokgenin U, ..., W, X, ¥
ve Z gibi n tane kigesini Oyle segmemiz isteniyor ki, bu gokge-
nin alam maksimum olsun. Tipki bundan evvel (1) deki prob-
lemde oldugu gibi, esas gilelitk (U, ..., W, X, ¥ ve Z kbgeleri
olmak fizere) birden fazla deffigkenin mevcut olmasindan dogu-
yor gbrilnmektedir. Oyleyse 8nceki problemde netice vermig
olan metodu buradada deneyelim. Bu metodun esas noktas:
nedir ?

Evveld problemi hemen hemen ¢éziilmiis farzedelim. Bir
tanesi, meseld X miistesna, biitiin diger kdgelerin aradifimiz
yerlerinin bulunmug oldugunu tasavvur edelim. »—1 tane olan
bu U, ..., W, Y ve Z noktalarimi bu yerlerde sabit tutalim.
Bundan sonra degigéen X noktasin dyle segmemiz icabediyor ki,
cokgenin alani maksimum olsun. Biltfin alan iki pargadan tegek-
kil eder: n—1 sabit kogenin tegkil ettigi U... WYZ ¢okgeni ki,
X 'e tabi defildir; ve X ‘e tabi olan WXY ficgeni. Biz dik-
katimizi, biitlin ¢okgenin alanmin maksimum olabilmesi igin
kendi alaninin maksimum olmas: gereken bu ficgen fizerinde
toplayacagiiz (Sek. 8.6 ya bakimiz). 4 WXY nin WY tabam sa-
bittir. X" tepesi W ¥ tabanina paralel bir dogru tizerinde hareket
ederse, figge (in alan1 sabit kalir: WY ye paralel olan bu dog-
rular tesviye g¢izgileridir. Bunlar iginden tefget tesviye ¢izgisini
sececeffiz ki, buda verilmig dairenin WY ye paralel tefetinden
ibarettir. Bu tegetin degme noktas: agikdr olarak, X in 4 WXY
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nin alanini maksimum kilan mevkiini verir. X in bo durumunda
figgen ikizkenardir: WX = XV. Efer ¢okgenin alani maksimum
olacaksa bu iki bitigik kenarin birbirine egit olmasi gerekir.
Fakat ayn1 muhakeme her bitigik kenar ¢iftine uygulanabilir.
Su halde alanin maksimumuna ulagildift zaman biitiin kenarlar
esit olmali, bu suretle dairenin igine ¢izilmig olan maksimum
alanh g¢okgen diizgiin olmahdir.

_______ X
ST e ST
/ /‘/ \'\.> N
y L= N\ w

Sek. 8.6. Maksimum alanli figgen

5. Kismi degigim modeli. Onceki paragrafta (paragraf 4)
milnakaga edilmig olan iki misdli mukayese edersek, bunlarin
bazi ortak yonleri bulundufunu ve ortak bir ¢6ziim modeline
uyduklarinn kolayca giriirfiz. Her iki problemde de bircok degis-
ken elemana tibi olan bir biiyfikliigiin ekstremumu (maksimum
veya minimumu) arapmaktadir. Her iki ¢bzlimde de bir an igin,
baglangigta degigken olan elemanlar bir tanesi miistesna olmak
fizere sabit tutulmakta ve bu tek elemanin degigiminin tesiri
incelenmektedir,

Biitlin deffiigken elemanlarin ayni1 zamanda defigiminin,
yani kiilli degigimin incelenmesi o kadar kolay gdz Snfiine alina-
maz. Biz, ele aldifimiz son misilde yalniz bir elemanin degistigi
ve digerlerinin sabit tutuldugu haldeki kismi degisimi incele-
yerek iyi neticeler aldik. Usiliimiiziin temelinde su prensibin
bulundu@u goriilmektedir : Cok degigkenli bir f fonksiyona teker
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teker her degiskenine gére maksimum olmadikga, bir arada biitiin
dejiskenlerine gire de maksimam olamaz.

Bu ifade, bir noktada lizumundan fazla sinirlanmig olmakla
' beraber olduk¢a geneldir; bu sinirlama, bir defada ancak bir
| elemanin deffismesine miisaade ettiffimiz Onceki misillere g¢ok
fazla yapigip kalmasidir. Bupunla beraber diger bazi misdllerde
tam iki elemam degigtirip, Stekileri sabit tutmanin yahut belki de
ig eleman: degigtirip, digerlerini sabit tutmanin, ilah... belki
daha avantajli olacagini tasavvur edebiliriz. Boyle hallerde gene
«kismi degfigim» den bahsetmek uygun olacaktir. Simdi genel
fikir olduk¢a berrak goriinfiyor ve biz bir misil daha verdikten
sonra, okuyucu onu kendi kendine tamamen agik bir gekle sok-
mak igine girigebilir.
! uzunlugunda bir dogru n par¢aya béliinmiistir. Bu n parca-
nin garpiminin maksimumuna bulunaz.
Xyy X3y..., X, bun n parcanin  uzunluklarmm1 gostersin ;
Xyy X35 .00y X, toplam: verilmig n tane pozitif sayidir:

¥t Xt e fap=L

XiXy **+ X, garpiminl maksimum yapmamiz isteniyor.

Evveldt en basit dzel bali inceleriz: lki pozitif biiylkligiin
X, + x, toplami verildifine gore, onlarin x,x, carpiminin maksi-
mumunu bulmak. x, ve x, yi bir dik dortgenin bitigik kenar-
lar1 olarak tefsir edersek, problemi daha cazip olan gu gekle
sokabiliriz : Bir dik dortgenin L g¢evre uzunlufu verildigine gore,
bu dik dortgenin alaninin maksimumunu bulunuz. Hakikaten,
bu takdirde yukarda bahsedilen iki kenarin toplam: verilmigtir :

v~

Xt xy=

Burada agikdr bir tahmin yapilabilir: Dik dortgen bir kare
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oldugu zaman alani maksimum olur. Bu tahminin gergeklenmesi
zor olamaz. Cevresi L olan karenin her kenar:

x v
2

L_
<=

ye esittir. Simdi karenin alaninin dik dértgenin alanindan daha
biiyiik oldugunu, yahut ayn: gey demek olan

(et ,

farkinin pozitif oldufunu gtstermeliyiz. Bu hakikaten btyle mi-

dir ?
(s ()

oldugunu grmek igin pek az cebir bilgisi kafidir. Bu formiil bii-
tin duromu bir bakigta gdsterir. x, = x, ve neticede dikddrigen
bir kare olmadikga saf taraf pozitiftir.

Kisaca, gevre uzunlugu verilmig bir dik dorigen bir kare
olmas1 halinde maksimum alani haizdir; toplami verilmis iki po-
zitif bilytikliigiin ¢garpim1 bu bfiyiikliiklerin birbirine egit olmas:
halinde maksimum olur.

Biraz Once ¢zmiig oldvgumuz Ozel problemi genel halin
ebziimiinil elde etmek i¢in bir sigrama tahtas: olarak kullanma-
yva caligalim. Problemi hemen hemen ¢iziilmilg olarak diigiinelim.
1k iki kisim, yani x, ve r, mfistesna biitiin kisimlarin aranan
degerlerinin elde edilmig oldugunu tasavvur edelim. Boylece x,
ve ¥, ye deftigkenler, fakat x4, x,, ..., x» ye sabitler gbztiyle
bakabiliriz. 1ki defigken kismin toplam: sabittir :

Xt xy=l—xg—X,— e —x, .

$imdi ilk iki kismin x,x, carpimi maksimum olmadikca,
biitiin kisimlarin




MAKSIMUMLAR VE MINIMUMLAR 205
xyxg (xgxy w2t xp)e

carpimi da maksimum olamaz, x,x, nin maksimum olmas: ise
X, = x, olmasin1 gerektirir. Bagka bir kisim ¢iftinin de bundan
farkli davranmas: ig¢in higbir sebep yoktur. Su halde, toplami
verilen biltlin biiyiikliikler birbirine egit olmadik¢a c¢arpim iste-
nilen maksimuma ulagamaz. Yukariki muhakemenin sahibi Colin
Maclaurin’den (1698—1746) agafiki satirlari zikredelim: <«Efer
AB dogrusu AC, CD, DE, EB gibi herhangi bir sayida bir takim
pargalara ayrilirsa, biitiin bun pargalarin birbirleriyle ¢arpimi bu
parcalarin aralarinda egit olmalar: halinde maksimum olur.»

Okuyucu yukariki ispat: agikliga kavugtururken bir hayli
gey Ofrenebilir. Acaba bu ispat tamamen tatminkdr midir ?

6. Aritmetik ve geometrik ortalamalar teoremi ve onun
ilk neticeleri. Yukariki paragrafin neticesini tekrar nazar iti-
bara alalim : Efer

ntatatotn=I1
!

x‘=x’=x'= '"=x":_;;

ise,

olmadik¢a

I n
X1X3Xp ens Xp < (—)

dir. | yi yok etmek suretiyle bu neticeyi gu gekilde tekrar ifade
edebiliriz :

Xyy Xy, .eny Xn pozitif sagilartnin hepsi birbirine esit olmadift
takdirde
sl bl +rn)'“

n

X1Xy * 5% Th <(

yahut

Vi< ntatiitn
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dir; egfer bu biliyiiklikler birbirlerine egit ise, egitsizlik bir egit-
lige doner. Son egitsizligin sol tarafina x,, x4 ..., x, nin geo-
metrik, saf tarafina da aym sayilarin aritmetik ortalamas1 de-
nir., Bu ylizden yukarda ifade etmig oldufumuz teoreme bazan
«aritmetik ve geometrik ortalamalar teoremi», yahut kisaca «or-
talamalar teoremi» denir.

Ortalamalar teoremi bir¢ok bakimlardan enteresan ve Snmem-
lidir. Bu teoremin iki farkl gekilde ifade edilebildiginden bah-
setmeye defer:

Toplam: verilmis olan n fane pozitif sagimin garptmi, bu say=
larin  hepsinin birbirine egit olmas1 halinde maksimum olar.

Carptmi verilmis olan n tane pozitif sayimin toplam:, bu say:-
larin hepsinin birbirine esit olmast halinde minimum olur.

Birinci ifade bir maksimuma, ikincisi de ona tekabiil eden
minimuma dairdir. Onceki paragrafta birinci ifadenin gikariligi
hedef alinmigtir. Bu gikariligi sistematik olarak degisgtirmek su-
retiyle ikinci ifadeye varabilirdik. Fakat ortalamalar arasindaki
egitsizligin her iki ifadeyl de tarafsiz bir gekilde verdigine dik-
kat etmek daha basittir : bu ifadelerin biri veya digerini elde
etmek i¢in bu egitsizlifin bir veya difer tarafina verilmig gbt-
zllyle bakmamiz yeter. (Esas itibariyle denk olan) bu iki ifadeye
konjiige (eslenik) ifadeler diyecegiz.

Ortalamalar teoremi minimum ve maksimumlara dair bir-
¢ok geometrik problemin ¢dzfimfinil verir. Burada sadece bir mi-
84l miinakaga edecefiiz (differ birgoklar1 bu bSllimfin sonunda bu-
lunabilir).

Bir kutu yiizeyinin alanm: verildifine gére, o kutunun hacminin
maksimumana balunuz.

Burada «dik paralelyiiz» kelimesi yerine «kutu» kelimesini
kullanmamizin sebebi bu son kelimenin ifade kudretinin kifi ol-
mas1 ve resmi terimden ¢ok daha kisa bulunmasidir.
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Problemin ¢dzlimil nceden kolayca goriilebilir ve bu ¢bziim
giritldiikten sonra, agagiki gekilde kolayca ortalamalar teoremine
dokillebilir:

a, b, ¢ kutunun ayni kigesinden ¢ikan ti¢ kenarin uzunluk-
larini,

S yiizeyin alanini,
V haemi gostersin.
Agikar alarak

S=2 (ab + ac + be), V = abe

dir. ab, ac ve be nin toplaminin §/2 ve ¢arpiminin V/* olduguna
dikkat edersek, ortalamalar teoremi akhimiza gelir ki, o da

ab = ac = be
yahut ayn1 gey demek olan,

a=b=¢

V* = (abe)’ < (ﬂ#); ( = )

verir. Yani kutu bir kiip olmadik¢a

S\
v<(%)
dir. Kutunun kilp olmast halinde egitlik vardir. Bu neticeyi (esas

itibariyle denk olmakla beraber) iki farkli gekilde ifade edebi-
liriz :

olmadikca

Agn: yiizey alamnt haiz biitiin katular iginde kiip en biyik

hacm: haizdir.

Aygnt hacmu haiz biitiin kutular iginde kiip en kiigiik yiizey
alanini haizdir.
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Yukarda oldugu gibi, bu iki ifadeye eglenik ifadeler diye-
biliriz. Gene yukardaki gibi bu iki eglenik ifadeden biri bir
maksimum, Steki bir minimuma dairdir.

Ortalamalar teoreminin yukariki tatbikatinin kendine mah-
sus meziyetieri vardir. Bu tatbikata bir model goziiyle bukabilir
ve ortalamalar teoreminin benzer gekilde uygulanabildigi halleri
bir araya toplayabiliriz.

vil. BOLOME DAIR ORNEKLER VE TAMAMLAYICI
BILGILER

1. Diizlem geometride en kiiciik ve en biigik uazakliklar.
(1) iki nokta, (2) bir nokta ile bir dofru, (3) iki paralel dofru
arasindaki en kisa uzakhffi bulunuz.

(4) bir nokta ile bir daire, (5) bir dogru ile bir daire,
(6) iki daire arasindaki en kilgitk ve en biiyllk uzakliklar1 bu-
lunuz.

Bitin bu hallerde ¢ozlim sgikdrdir. Hig olmazsa baz halle-
rin elemanter ispatlarin1 hatirlamaya galigimiz.

2. Uzay geometride minimum ve maksimam uazakliklar.
(1) iki nokta, (2) bir nokta ve bir dilzlem, (3) iki paralel diz-
lem, (4) bir nokta ve bir dofru, (5) bir diizlem ve ona paralel
bir dogru, (6) iki aykir: dofiru arasindaki en kisa uzakhifa bau-
lunuz.

(7) Bir nokta ve bir kiire, (8) bir diizlem bir kiire, (9) bir
dogru ve bir kiire, (10) iki kiire arasindaki en kii¢iik ve en bii-
yilk uzakliklar: bulunuz.

3. Bir diizlemdeki tesviye c¢izgileri. Defigen bir noktanin
(1) verilmig bir noktadan, (2) verilmig bir dogrudan, (3) verilmig
bir daireden uzakhiffin:1 diiglinelim. Bu hallerde tesviye gizgileri
hangileridir ?
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4. Uzayda tesvige yiizegleri. Degigen bir noktanin (1) veril-
mig bir noktadan, (2) verilmig bir diizlemden, (3) verilmig bir
dogrudan, (4) verilmig bir kiireden uzakhigini diiglintiniiz. Bu
hallerde tesviye gizgileri hangileridir ?

5. Misal 1 in sorularini tesviye (,lzgtlerml kullanmak sure-
tiyle cevaplandiriniz.

6. Misal 2 nin sorularim tesviye yfizeylerini kullanmak su-
retiyle cevaplandiriniz.

7. Bir fticgenin iki kenar1 verilmig olduguna gire, bu figge-
nin alaninin maksimumunu tesviye ¢izgilerini kullanmak suretiyle
bulunuz.

8. Bir kenar1 ve gevre uzunlugu verilmig olan bir figgenin
alaninin maksimumunu tesviye cizgilerini kullanmak suretiyle
bulunuz.

9. Alam verilmig olan bir dik dbrtgenin gevresinin mini-
mumunu tesviye c¢izgilerini kullanmak suretiyle bulunuz. (Bir
dik koordinat sisteminde dik dortgenin k&gelerine (0, 0), (x, 0),
0, ), (x, ) diyerek analitik geometriyi kullaniniz).

10. Aga@iki ifadeyi inceleyiniz: «Verilen bir noktadan ve-
rilen bir egriye olan en kisa uzaklik, o moktadan egriye indiri-
Ien dikten ibarettir».

11, Kesen tesvige cizgisi prensibi. Bir diizlem ({izerinde de-
gigen bir noktanin f fonksiyonunu ve bu fonksiyonun verilmig
bir yol boyunca maksimum ve minimumunu ve f nin diizlemi
iki bélgeye ayiran bir tesviye cizgisini diigiinelim; f fonksiyonu
bu bélgelerden birinde tesviye ¢izgisi tizerindeki deferinden da-
ha yiiksek, digerinde daha dilgiik degierler alr.

Egfer verilmig yol tesviye cizgisini keserse, kesigme nokta-
sinda f ne maksimum ne de minimum degerini haiz olamaz.
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12. §ek. 8.7 deki topofrafya haritas: bir P tepesi ile bir
S gegidini (yahut ufki tefet dfizlemini haiz bir semer noktasini)
gistermektedir. Boyle bir arazide gezinirken, yolunuzun en yiik-
sek noktasina mutlaka yolun bir tesviye gizgisine teffet oldugu
bir noktada mi erisirsiniz ?

13. A ve B bir diizlemde verilmig iki nokta, X te aym
diizlemin defigen bir noktas:1 olsun. A8 dofru par¢asinin X nok-
tasindan goriildiigi ag: (0° ile 180° arasinda (sinirlar: dahil) her

1100

/AN

Sek. 8.7. Bir topofirafya haritasinda tesviye gizgileri

hangi bir degeri alabilen “& AXB aqis1) defigen X noktasinin bir
fonksiyonudur.

(1) Bu fonksiyona ait tesviye gizgilerini tafsildt: ile anlatimz,

(2) Iki farkh tesviye cizgisinden hangisi aginin daha yftik-
sek degerine tekabiil eder ?
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Burada $Sek. 8.1 ve 8.3 it kullanabilirsiniz, fakat gimdi 48 doj-

ru pargasing her iki taraftan bakabileceginize dikkat etmelisiniz.

14. Sek. 8.1, 8.2, 8.8 i nazar: itibara alarak << AXB yi
Misal 18 teki gibi aliniz ve bu ag¢imin ! boyunea minimumunu
bulunuz. Netice Misal 11 deki prensibe nygun mudur?

15. Bir kutunun (dik paralelyiiz) haemi verildigine gbre,
kismi degigim metodunu kullanarak y(zeyinin minimumunu bu-
lunuz.

16. Verilmig bir g¢evre uzunlugunu haiz biitiin fggenler
iginde, maksimum alam haiz olami hangisidir ? [Misal 8.]

17. Verilen bir kiirenin igine ¢izilmig biitiin dortytizliler
arasinda maksimum hacmi haiz olani hangisidir ? [Bununla alikah
bagka bir problem biliyor musunuz ?)

18. Bir dortyiizliinlin ayn: ktgesinden gikan fi¢ kenarinin
a, b, ¢, uzunluklar: verildigine gore, bu dortyfizliiniin hacminmn
maksimumunu bulunuz. [Buoa benzer bir problem biliyor mu-
sunuz ?]

19. Bir kfire ile bir silindir arasindaki en kisa uzaklifi bu-
lunuz. (Burada silindirden maksat, daire kesitli sonsuz silindir-
dir.)-

20. Eksenleri birbirine aykiri durumda olan iki silindir ara-
sindaki en kisa uzakh@ bulunuz.

21. Agafiki iddiay: inceleyiniz: «Verilen iki ylizey arasin-
daki en kiigiik uzakhk, onlarin her ikisine de dik olan dogru
boyunca Slgiilen uzakliktir.»

22. Kismi degisim prensibi. Birden fazla X, Y, Z, ... degtigke-
ninin f(X, ¥, Z, ...) fooksiyonu maksimum deferine X =4,

N\
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Y=B, Z=C, ... i¢in erigmektedir. Bu takdirde tek bir X de-
gigkeninin fonksiyonu olan f(X, B, C,...) maksimumuna X =4
igin erigir; aym gekilde iki X ve Y degigkeninin fonksiyonu
olan f(X, Y, C,...) maksimumuna X=4A4, Y=28 i¢in erigir;
ilah...

Birden fazla degigkenin bir fonksiyonu, bu defiskenlerin her-
hangi bir alt ciimlesine gére maksimama erigmedikge bu degisken-
lerin hepsine gére de maksimuma erigemesz.

23. Ekstremumun varlifr. Gerek tesviye cizgisi, gerek kis-
mi defigim prensipleri umumiyetle sadece «menfi bilgi» verirler.
Bu prensipler direkt olarak, verilen bir f fonksiyopunun bangi
noktalarda maksimum olamiyacafini gosterirler ve biz de bura-
dan f nin nerede maksimum olma ihtimalinin meveut bulundugu
neticesini ¢ikaririz. Fakat, f nin herhangi bir yerde mutlaka
bir maksimumu haiz olmas: icabettiffi, sadece bu prensiplerden
gikarilamaz. Bununla beraber, maksimumun varlifn bazan mu-
hakemenin uygun bir talili sayesinde ispat edilebilir. Bundan
bagka, maksimumun varhffi ekseriya ¢ok defigkenli siirekli fonk-
siyonlara dair genel teoremlerden ¢ikarilir. () Her ne olursa ol-
sun, maksimumun varliffi sezgi yoluyla agikiir gbriindfigi tak-
dirde, 0zel bir usil veya genel bir teoremin tatbik edilebilecegi
ve maksimumun varhiffinin biylece ispat edilebilec: ini Gmit et-
mek i¢gin elimizde iyl bir sebep meveut demektir,

24. Kismi degtisim modelinin bir degisik gekli: Bir sonsuz
iglem. x + g+ z=1 olduju verildigine gbre xyz ¢arpiminin mak-
simumunu bulunuz. -

Burada x, y, =z pozitif ve I verilmig olarak alinacaktir. Bu

() Birdin ftazla deglskenin kapali (ve simirh) bir ctimlede stirekll
olan fonksiyonu, o climlede en ktglk @st ve en biytk alt simirlarina
erigir. Bu, G. H. Hardy, Pure Mathematics, 8, 104, Teorem 2 yl genelleg-
tirmektedir.

|
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problem paragraf 5 teki problemin bir tzel halidir. Orada kulla-
nilan metodu tdkip ederek, x, y, = sayilarindan birini sabit tu-
tar ve difger ikisini defigtiririz. Bu sonuncularin birbirine egit
olmas1 garpimin degerini arttirir. Simdi herhangi bir (v, g, 2)
sisteminden hareket edelim ; sdyledigimiz defigiklifi yaparak di-
fter bir (x,, y,, z,) sistemine gegeriz; oradan difer bir (xy 7s 24
ve bundan da bir (x,, 4, z,) sistemine, ilah... geceriz. Bu esnada
i¢ terimi sirayla sabit birakalim: Evveld x terimi, sonra g,
sonra z; sonra tekrar x, sonra y, sonra z; sonra tekrar x, ildh.....
Bu suretle :

e Lo g
X=X , 9‘1—'81—‘_2""
o
1= U1» o e i
= _xl+y‘l

Ty =23, s =5s — 2
gtz

Xy= Xy 4 =z, 2

..............................

vaz'edelim. Bu adimlarin herbiri toplami degigtirmez, fakat car-
pim1 arttirir: '

xtygte=xn,Fnta=xtntan=-
xgz < x,9,2, < X3fsTa < *°°

Biz burada y + z ve x, + z, farzettik. (Bu, istisnai olmayan hal-
dir; istisnai halde hedefimize daha kolay varirz). Tabiatiyle, n
arttik¢a x,, yn ve z, sayilarmin gittikge birbirinden daha az
farkli hale gelmelerini bekleriz.

Eger nihayet
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n=+cQ

lim x,= lim g, =lim z,
n—+2c n—*co

oldufunu ispat edebilirsek, bundan derhal

xgz < lim x, g, 2o = (I[3)®
n-sco

neticesini gikaririz. Bu neticeyi olduk¢a biiytik bir zahmet kar-
gihffinda, fakat, maksimumun mevecudiyetini &nceden kabil etmeden
elde etmig bulunuyoruz.

lim x,= lim g,= lim za
n—+oo X-—+00 X—o0

oldufunu ispat ediniz.

25. Kismi dedigim modelinin difer bir degisik gekli: Bir
sonlu islem. Misdl 24 teki problemle hald mesgil olmakta de-
vam ediyoruz; fakat gimdi paragraf 5 teki metodun daha kangik
bir tidil edilmis geklini kullanacafiz.

I =34 olsun; bdylece A, x, g, = hnin aritmetik ortalamasi
olur ve
(x—A)+(@g—A)+(z—A)=0
bulunur, Olabilir ki, x=y=12z dir. Eger bu hal vAki degilse,

yukariki denklemin sol tarafindaki farklardan hi¢ olmazsa biri
negatif ve biri pozitif olmahdir. Yazig tarzimizi dyle segelim ki,

y< A<z
olsun. Simdi

=g al= A, s'=s_r+(¢—¢4) ;

vaz'etmek suretiyle (v, y, z) sisteminden (x’, y’, z”) sistemine
‘gegelim ; burada ilk biliytiklilk sabit tutulmugtur. Bu takdirde

xtygtes=x+y -+

ve
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gz —yz=A(g+z—4A)—yz
=(A—p)(z—4) >0,

yani
xge < x'y’z
olur,
Olabilir ki, »’ =y’ =z’ diir. Eger bu hal » aki degilse,

=y, S'=x'=-——-—z -:x

vaz'etmek suretiyle (x’, y’, £/) den (x", g", 2") ye geceriz ki,
bu da bize

Sek. 8.8, Ucgen koordinatlar Sek. 8.9. Merkeze yaklagan
miiteakip adimlar

x!=g!=‘l=A

verir ve (paragraf 5 ten ﬂildigimiz gibi) carpim1 gene arthirir.
Biylece
xpz< 2yy < x'y"=A

- (=

elde edilir,

Bu suretle, istenilen neticeyi maksimamun mevcadiyetini
Gnceden kabil etmeden igpat etmlg oldufumuz gibi, bu ispat es-
nasinda higbir limit miildhazas: da yapilmamigtir.
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Bu usiilil uygun bir gekilde genigleterek n tane bilyilkliife
dair genel ortalama teoremini (paragraf 6) ispat ediniz.

26, Grafik yoluyla mukagese. P, yiiksekligi [ olan bir eg~
kenar figgenin iginde alinan bir nokta, ve x, y, z de P nin fig
kenarina olan uzaklhklar: olsun ; Sek. 8.8 e bakiniz. Bu takdirde

xt+yg+z=l

dir, (Neden ?) x, y, z sayilar1 P noktasinin iiggen koordinatlart
dir. Toplami [ olan herhangi {i¢ pozitif x, y, z sayisimin tegkil
ettii sistem, figgen Iginde bu sayilarla tek olarak belirlenen bir
noktamin iiggen koordinatlar1 olarak tefsir edilebilir.

Misdl 24 te nazar itibara alinan

(x, 7, 2), (xiy 71s %), (X3 U1 %3); oo .
dizisi $ek. 8.9 da bir nokta dizisi ile temsil edilir. Miteakip
noktalar: birlegtiren dofru pargalari ficgenin muhtelif kenarla-
rina, evveld birinciye, sonra ikinciye, sonra figlinciiye, tekrar
gene birinciye, ilah... olmak fizere sirasiyla paraleldir; her dog-
ru pargas: figgenin bir ylikseklii fizerinde son bulur. (Neden ?)
Misal 25 teki usill ise, ti¢ nokta ve iki dofru pargasi ile temsil
edilir. (Nasil ?)

27. Paragraf 4 (2) deki muohakemeyi tekrar ele alimiz ve
evveld Misdl 24, sonra Misdl 25 i model alarak onu tadil ediniz.

28. Bir f(x, y, 2z) fooksiyonunun (a, b, ¢) noktasinda bir
maksimum veya bir minimumu haiz olabilmesi igin bir 'gerek
gart,

a_f ] i.{ : ] ?—-{
dx dy dz _
tlrevlerinin x=a, y=b, z=c i¢in mfir olmasdir,

Bu teoremin matad ispati yukariki modellerimizden birine
bir misdl tegkil eder. Hangisine ? :
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29. f(x, y) fonksiyonunun x ve y nin g(r, y) =0 denkle-
miyle birbirine bagh olmalar1 yan (yahut tali) garti altindaki
bir maksimum veya minimumuna dair bildigimiz gerek gart: ifa-
de ediniz. Bunun teffet tevsiye ¢izgisli modeli ile aldkasini izah
ediniz,

30. Misal 12 pnin ¢dzlimiinde bahsedilen halleri, Misil 29 da
bahsedilen gartin 1gifinda yeniden gtzden gegiriniz. Burada bir
tenakunz var mdir ?

31. Bir f(x, y, z) fonksiyonunun g(x, g, z) =0 yan garti
altinda bir maksimum veya minimumuna dair bildigimiz gerek
gart ifade ediniz. Bunun tefiet tesviye yflizeyi modeli ile alika-
sin1 izah ediniz.

82. Bir f(x, g, z) fonksiyonunun aymi zamanda ecari iki
glx, g, 2)=0 ve h(x, y, z) =0 yan gart: altinda bir maksimum
veya minimumuna dair bildigimiz gerek garti ifade ediniz. Bunun
teget tesviye yiizeyi modeli ile alakasint izah ediniz,

IKINCI KISIM

Agafida kullanilan terimler ve yazig tarzi Misdl 83 te izah
edilmig oldugfundan, ilk dnee o misdl okunmaldir,

33. Cokgenler ve cokgiizliler. Alan ve evre. Hactm ve yii-
zey alani. (okgenlerle ugragirken ekseriya agafiki yazig tarzini
kullanacagz :

Alan igin A4,

¢evre uzunlufu igin L.

Cokyiizlilerle ugragirken de

hacim i¢in V,

ylizey alani igin S
harflerini kullanacagz.

Agagida A ve L, yahut V ve S ye dair maksimum ve



218 MAKSIMUMLAR VE MINIMUMLAR

minimum problemlerini inceleyecegiz. Bu tilrlii problemler Eski
Yunanlilarea bilinmekte idi.(') Burada baslica, Simon Lhuilier ve
Jacob Steiner’in ufiragtiklari problemleri inceleyecegtiz. (*) Bazi
elemanter cebirsel egitsizlikler, bilhassa ortalamalar teoremi
(paragrafl 6), agafiki problemlerin ekserisinin ¢zlimiinde ige ya-
rayacaktir.

Bun problemlerin biiyitk kismi, en basit gokgenler (iiggenler
ve dirtgenler) ve en basit ¢okyiizliilere (prizmalar ve piramitler)
dairdir, §$imdi az ahgilmig bazi terimler Gfrenmemiz lazim-
geliyor :

Ortak bir taban: haiz ve bu tabanin degigik taraflarinda
bulunan iki piramit bir arada bir ¢ifte piramit tegkil eder. Efer
ortak tabapin n kenar1 varsa, ¢ifte piramidin 2n yiizd, n+ 2
kiigesi ve 3n kenari vardir. Ortak taban ¢ifte piramidin bir yiizli
degildir.

Eger bir prizmanin yan yiizleri o prizmanin tabanina dikse,
o prizmaya bir dik prizma denir.

Egfer bir piramidin tabam bir dairenin igine ¢izilmig ise ve
piramidin yiiksekligi tabam o dairenin merkezinde delerse, o pi-
ramide bir dik piramit denir.

Eger bir gifte piramit tegkil eden iki piramit dik piramitler
ise ve ortak tabana gore simetrik iseler, bu ¢ifte piramide bir
dik gifte piramit denir.

«Dik» olmayan bir prizma, piramit, veya c¢ifte piramide
«ggik» sifat1 takilir, Beg diizgiin ¢okyflizlii arasinda tam bir tane
prizma, tam bir tape piramit ve tam bir tanpe ¢ifte piramit vardir:

() Pappus, Collectiones, Kitap V.

(") Stmon Lhuilier, Polygonomdtrie ot Abrégé d'lsopérimétrie élémen-
taire, Gendve, 1789.

7 J. Steiner, Gesammelte Werke, vol. 2, S. 177-308.
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Sirayla kfip, diizgiin dortytizli ve diizgln sekizylizlll, Bu fig
ciemin herbiri kendi cinsinde diktir.

Bunlardan bagka bir takim silindirler, koniler ve gifte ko-
niler ele alacafiz; aksi sdylenmedikge bunlarin tabanlarm daire
| olarak alinacaktir,

34. Kare tabanlt prizma, Verilmig bir hacmi haiz biltin
kare tabanli dik prizmalar iginde en kiiglilk ylizey alanmi haiz
olam kiiptiir.

Evvelce ispat edilmig olan bir teoremin (paragraf 6, Misdl
15) bu ozel halini ortalamalar teoremini kullanmak suretiyle
dofrudan dofruya ispat ediniz.

Asafniki gibi hareket etmekten kendinizi alamiyabilirsiniz:
V, S, x ve y prizmanin sirasiyla hacmimi, yiizey alanini, taba-
ninin kenarmi ve yilksekligini gdstersin. Bu takdirde

V=2xp, S=2x"+ dxy

olur. lkinei egitlife ortalamalar teoremini uygularsak,

( 5 )'= [tw + mm] " 2etdxg = 8r'y

2
elde ederiz. Fakat bunun V=4’ ile faydall bir miinasebeti
yoktur. Ortalamalar teoremi problemimize uygulanabilir gibi go-
riinmiiyor.

Fakat bu yapmig oldufumuz gey, ortalamalar teoreminin
acele, dilgfincesiz ve acemice bir uygulamgn idi. Aym teoremi
| bagka bir gekilde olmak ilzere tekrar uygalamaya caligia. [lste-

nilen netice nedir ?]

35. Dik silindirler. Misdl 84 te ele alinan biitiin prizmalar
| icinde sadece kiiplin bir kiire digina gizilebildigine dikkat ediniz
| ve gunu ispat ediniz: Verilmig bir hacim haiz bitiin dik silindir-

ler icinde bir kilre digina gizilmig olani en kilgiik ylzey alanini
haizdir. [lstenilen netice nedir ?)
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36. Genel dik prizma. Bir dik prizmanin haemi ve tabani-
nin bigimi verilmig, fakat tabanin bliylikligll verilmemigtir. Bu
prizmanin yiizey alaninin minimum olmasi halinde taban alaninin
biitlin yllzey alanina orani nedir? [Bununla ilgili bir problem
biliyor musunuz ?}

37. Kare tabanl dik gifte piramit. $unu ispat ediniz: Veril-
mig bir hacmi haiz olan biitiin kare tabanlh dik ¢ifte piramitler
iginde, diizgiin sekizyiizll en kiiglik ytizey alanmini haizdir.

38, Dik ¢ifte koni. Diizgiin sekizylizliinlln igine ¢izilmig olan
kiirenin sekizyfizlliniln her yiiziine o yliziin, yfliksekligini 1:2
oraninda bdlen, agirhk merkezinde degdifine dikkat ediniz ve
gunu ispat ediniz: Verilmig bir hacmi haiz biltlin dik cifte koni-
ler iginde yfiizey alaninin minimumuna, dofuraylarinin kendisinin
i¢ine ¢izilmig kiireye degdigi noktalar vieitasiyla 1:2 oraninda
boltindiigii ¢ifte koni halinde erigilir.

39. Genel dik ¢ifte piramit. Bir dik ¢ifte piramidin hacm
ve tabaninin bi¢imi verilmig, fakat tabanin bilytkligi verilme-
migtir. Bu ¢ifte piramidin yiizey alaninin minimum olmasi ha-
linde, taban alaninin bu ylizey alanina orani nedir ?

40. Bir figgenin alani verildigi takdirde, onun ¢evresinin
minimumunu bulunuz, [Neticeyi ®nceden stiyleyebilir misiniz ?
Eger ortalamalar teoremini kullanmak isterseniz, ficgen alanim
kenarlar cinsinden veren ifadeye (Heron formilliine) ihtiyaciniz
olabilir].

41. Bir dortgenin alam verildifine gre, onun ¢evresinin
minimumunu bulunvz. [Neticeyi evvelden sbyleyebilir misiniz ?
Dortgenin kenarlarina a, b, ¢, d, iki kargihkli agisinin toplami-
na & deyiniz ve dirtgenin A alanini a, b, ¢, d ve & cinsinden
ifade ediniz. Bu, Heron formiilii visitasiyla yiiriitiilen bir ev-
velki ¢ozlimln bir genellegtirmesidir.] '
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42. Bir dik prizma ile bir effik prizma ayn1 hacim ve ayni
tabani haizdir. Bu takdirde dik prizmanin ylizey alani digerin-
kinden daha kiigitktiir.

Bir dik piramit ile bir egik piramit ayni hacim ve aym: ta-
bani haizdir. Bu takdirde dik piramidin yiizey alan1 digerinin-
kinden daha kilciiktiir.

Bir dik gifte piramit ile bir egik ¢ifte piramit ayn1 haeim
ve aym tabani haizdir. Bu takdirdd dik ¢ifte piramidin ylizey
alami differininkinden daha kiigiiktiir.

Yukariki her ii¢ ifadede de ikiger ikiger cisimlerin tabanlar:
hem bigim, hem de biiytiklik bakimindan aymdir. (Hacimlar
ise, tabiatiyle, sadece biiyiiklilk bakimindan aymidir.)

Yukariki tig ifadeden size en kolay gelenini segerek ispat
ediniz.

43. Geomeiriyi cebire uggulamak. u,, @y, «++s Uny P1y Usr +2+2 ¥n
reel sayilar olduklar: takdirde

Vai +of + Vai +of + -« Vai + ol
> V(@ Fagt o T 2 + (o Fopt oo Fow)’

olduguou ve burada egitligin ancak ve ancak

U 10, =Uy:0y="*"* =Un' U
halinde vAki oldugunn ispat ediniz. [Bir dik koordinat sistemin-
de n+1 tane Py, P, Py ..., P noktas: ve PoPyPy... Py kirik
¢izgisinin uzunlugunu digiintiniiz.]

44. Misil 43 teki egitsizlii geometrik millahazalardan miis-
takil olarak ispat ediniz. [Egitsizligin geometrik ispatinda bag
tzel hal, n=2 halidir].

45. Cebiri geometrige uygulamak. lspat ediniz ki, tabani ve
alam verilmig biitiin f{icgenler iginde ikizkenar olani en kisa

gevreyi haizdir. [Misal 43.]
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46. V, S, A ve L, bir P piramidinin sirasiyla hacmi, bii-
tiin yfizeyinin alani, tabanimin alani ve tabaninin gevre uzun-
lngunu gostersin. V,, S,, 4, ve L, bagka bir P, piramidine ait
Yncekilere tekabill eden biiyiikliikler olsun.

V= Vm A=AM LELO
ve P, m bir dik piramit oldugunu farzederek,
§=85,

olucagini ispat ediniz. Burada esitliffe ancak ve ancak L='Lo- ve
P nin de bir dik piramit olmas: halinde erigilir. [Misal 43.]

47. V, 8, Ave L, bir D q,i‘fta piramidinin sirasiyla hacmi,
yiizeyinin alanmi, tabaninin alani ve tabanimin ¢evre uzunlugunu
gostersin. V,, S,, 4, ve L, da diger bir D, ¢ifts piramidine ait
Bncekilere tekabiil eden biiyiiklikler olsun,

V=V, A=A, L>L,
ve D, 1 bir dik ¢ifte piramit farzederek
S8

olduffunu ispat ediniz. Burada esitlife ancak ve ancak L=0L, ve
D nin de dik gifte piramit olmas1 halinde erigilir, [Misal 45, 46.]

48. Verilmig bir hacmi haiz biitin dértgen tabanh prizma-
lar iginde, en kiigiik yiizey alanini haiz olam kiipttir. [Bunu
Misdl 34 ile kargilagtirimiz ; hangi ifade daha kuvvetlidir ?]

49. lIspat ediniz ki, verilmig bir hacm haiz biitiin dortgen
tabanh gifte piramitler iginde, en kii¢itk ylizey alamini haiz olam
diizgiin sekizyiizlildiir. [Bunu Misal 87 ile kargilagtiriniz; hangi
ifade daha kuvvetlidir?

50. lspat ediniz ki, verilmig bir hacm: haiz biitiin tiggen
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tabanlhi piramitler iginde en kiigitk ylizey alanimi haiz olam dliz-
giln dirtylizliidiir.

51. Kare tabanh dik piramit. lspat ediniz ki, verilmig bir
hacmi haiz biitiin kare tabanh dik piramitler iginde, taban alani
biitiin yilzey alanimin 1/4 iine esit olan piramit en kiigiik yiizey
alanin1 haizdir,

52. Dik koni. Verilmig bir hacmi haiz biitin dik koniler
iginde, taban ‘alaminin bfitlin yiizey alammna oram 1/4¢ olan koni
en kiiglik yilizey alanimi haizdir.

53. Genel dik koni, Bir dik konide, bu koninin hacmi ile
tabanmin bi¢imi verilmig olup, tabanin buytkligid verilmemig-
tir. Bu piramidin yiizey alam1 minimum oldugu takdirde, taban
alaninin  bu yiizey alanina orani nedir? [Bir ozel hal biliyor
musunuz ?|

54. Yukarida prizmalar, piramitler ve ¢ifte piramitlere dair
vermig oldugumuz tiirlii problemleri tekrar ele alarak, bunlar
arasindaki kargihikli miinasebetlere dikkat ediniz ve o misilleri
neticelerin benzerligini ortaya gikaracak bir cedvel halinde di-
zenleyiniz. Bu cedveldeki, daha bagka neticelerle doldurmayi
timit edecefiniz, bogluklara igaret ediniz.

55. Kapag agtk kutu. Bir kutunun beg yiiziniin S; alanlar
toplam1 verilmigtir. Kutunun V hacmmin maksimumunu bulu-
nuz. [Bununla ilgili bir problem biliyor musunuz ? O problemin
netice veya metodunu burada kullanabilir misiniz ?]

56. Su galag:. Ucgen tabanh bir dik prizmanin dortytzi-
nlin S, alanlar toplam: verilmigtir ; burada noksan olan yiz yan
yiizlerden biridir. Prizmanin V hacminin maksimumunu bulunuz.

57. Bir parga. Ucgen tabanh bir bir dik prizmada ii¢ biti-
ik yiiziin (yani, iki yan yiiz ile bir tabanmn) alanlarinin S
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toplami verilmigtir. Prizmanin V' haemi maksimum oldufu za-
man, bu fig yfiziin alanlarimin egit ve durumlarinin birbirlerine
dik oldugunu gbsteriniz. [Bu bir pargadir — acaba neyin par-
casi ?] :

58. Bir daire sektdrilniin alani verilmig olsun. Bu sektdriin
cevresi minimum oldufu zaman, sektdre ait merkez agisinin de-
geri nedir ?

59. Bir iiggenin alam ile bir agier verilmigtir.

(1) Aralarinda verilen agiy1 ihtiva eden iki kenarin topla-
minin, :

(2) Verilen agimin kargisindaki kenarin,

(3) Biitlin gevrenin
minimumunu bulunuz.

60. Bir ;lﬂslemda mevkii ile verilmig bir ag1 ve aym dilz-
lemde verilen a¢inin iginde bulunan bir nokta alalim. O nokta-
dan gegen deffigen bir dojgru ac¢idan bir {iggen ayirir. Bu {iggenin
alaninin minimomunu bulunuz,

61. Bir kutunun 12 kenarmin £ uzunluklar toplami veril-
digine gire

(1) kutunun V haeminn,

(2) kutunun S yiizey alaninin,
maksimumunu bulununz.

62. Bir postahane problemi. Uzunlufu ile kusak geniglifinin
(vani uvzunluga dik kesitin gevresinin) toplami [ ing’i gegmeyen
bir kutunun haeminin maksimumunu bulunuz.

63. Keplerin bir problemi. (lki taraftan simirh) bir dik silin-
dirin merkezi ile o silindirin merkeze en uzak noktas: arasindaki
d uzakliffi verilmig olsun. Bu silindirin hacminin maksimumunu
bulunuz,
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Yayinlanmig olan eserler:

1 — Egitsizlikler (160 Krg.)

2 — Cokrenk problemleri (180 Krg.)

8 — Sayilar teorisinden problemler (500 Krg.)

4 — Tesadilfi hareketler (250 Krg.)

b — Geometrik ispatlarda hatdlar (180 Krg.)
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11 — Inditksiyon metodu (220 Krg.)
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