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BU YAYINLAR HAKKINDA 

Matematijtin kendi dejteri yan1nda, fizik, kimya ve dolay1-

eiyle mllhendielik ve aekerlik gibi pratik eahalara ve bilhaeea eon 

7.amanlarda biyoloji, ekonomi ve hattA eoeyal bilimlere yard1m1 

h1zla artt1~1ndan, bu bilim her millet ic;ln hayati bir Onem ka­

zanm11hr. 

O~e yandan, matematlk de bu bllimlerin problemlerini c;6ze­

bilmek lc;in gerek metod, gerek fikir bak1m1ndan geliemek zo· 

rundadir. 

Bun 1an dolay1 birc;ok memleketlerde bu eahaya daha fazla 

eay1da yeni ietldatlart c;ekmek ve bunlan erkenden keefetmek, 

en nibay"'t bunlarm ejtitimi ic;in her Uirlll fedakArh~a katlanmak 

en Onemli bir milli e1titim eiyasetl olmu1tur. 

Yeni istidatlar1 erkenden kc1fetmek it:in dilellnt1len tedbir­
lerin ba1mda matematlk kllltttrllnll genie kitlelere yaymak gelir. 

lkinci DUnya Sava9mdan eonra bir c;ok memleketlerde, gene;· 

lerin tecesellelerini tabrik etmek ve bunlarm matematik bilim­

lerlne kare1 Ugilerlni arttirmak ic;in yenl bir tip matematik lite· 

ratttrll meydana getirilmi9tir. Bu c;eeit literatlirde arantlan 6ze­

likler kieaca ounlar olmahdir: a) Problem vaz'1 suni olmamah, 

b) Bunlar1 anlamak ic;ln fazla 6nbilgiye ihtiyac; bulunmamah, 

c) Okuyucuyu aktlf febfrlitine ve bir 1eyler keofetmete sevket· 
meli. 

lite Tlirk Matematik Dernelti bu cereyan1 memleketimize de 

getirmek makeadlyle bu yaymlara ba1lam11 bulunmaktadir. Bu 
yay1nlar, resmt mQfredata bajtlt dere veya yard1mc1 kitaplar ol­

may1p, konular1 yukartki prenslplere uygan olarak eec;ilml1 eser· 

lerdir. Bunlar1n anla11lmas1 tc;ln Ilse matematiltinln blr k1sm1 

ile okuyucunun eajtduyueu ve iyi nlyeti kafidir. 

Tamamen hlzmet olan bu le1ebbl1eilmdzl1n malt kaynat1, 

Milli Etttim Bakanht1m1z1n ve Ford Foundatlon'un bat11lar1dir. 

Tilrk Matematik Dernegl 
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Bu kltabm birbirlerlyle 11k1 11k1ya bajth olan c;eeltll hedeflerl 
vardir. Evvell bu kltap matematik Oitrenen ve Otretenlere, Onemli 
fakat ekaerlya lhmal ediltgelen bir yolda hlzmet etmek iatemek­
te<llr. Fakat, bu kltap aym zamanda bir felaeft kalem deneme­
aldlr. 0, evvelce ba1lanm11 bir itln devam1 oldujtu glbi, kendial 
de blr devama muhtac;hr. A11ajt1da bu noktalara birblri peelaira 

temaa edecejtlm : 

1. Ac;1kc;a konu11uluraa, matematlk ve dedO.ktlf mantik (ki 
o da aebnda blr matematik dahdir) d111mdakl btttO.n bilgllerlmiz 
farazlyeler (tahminler) den lbarettlr. Tablabyla farazlyeden fa­
raziyeye fark vard1r. Bu farazlyeler ~ ic;lnde fizlkt llimlerdekl 
baz1 genel kanunlarm ifadeleri gibl eon derece aayg1 ve gO.vene 
lly1k olanlar1 vard1r. Fakat Oyle ba11ka faraziyeler de vardir kl, 

ne gllvene ne de aayg1ya lly1kbr: Meaell bu 1onunculu1n ba­
z1larm1 bir gazetede okumak in1an1 pek All k1zd1rablllr. Ve bu iki 

c;e11it araa1nda her tO.rlO. farazlye ve tahmin cinaleri mevcuttur. 

Matematik bllgllerimizi dediilcti/ (i•patlag1c1) mahalceme Ile 
aajtlama bajtlar1z, fakat farazlyelerimizi alda galcrn mahalceme ile 
deatekleriz. Bir matematik lapat blr dedtlklif muhakemedir, fakat 
flzlkc;lnin endtlkalyon yoluyla, avukabn ifadelerden, tarihc;lnin 
veaikalardan ve iktlaatc;1n1n iatatlatiklerden netlce c;1karmaa1 
ale/a galcrn muhakeme aaha11na girer. 

Bu ikl muhakeme cinal ara11ndaki fark bt1yllk ve c;ok c;eelt­
lidir. DedQktif muhakeme emin, aOz gOUlrmez, ve kealndir. Akla 

yak1n muhakeme riakll, mtl.nakataY• ac;1k ve gec;icidir. Dedtlktif 
muhakeme illmlere matematlitln nO.fuz ettiitl yere kadar glrer, 
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fakat kendi batina (hpkt matematl{tln kendl1l glbl) etraf1m11da· 
kl Alem hakkmda blze eaas itlbariyle yen! blr bllgl verebllmek 
kablllyetlnden mahrumdur. D11 illem hakk1nda Ojtreneblldljtlmlz 

her yent 9ey, gllnlllk i9lerimizde kullandJjt1m1z tek muhakeme 
ciosl olan, akla yak1n muhakeme Ile elde edillr. Dediiktif muba· 

keme, bu mubakemeoln teorlslol te1kll eden mant1k (formel veya 
dedUktlf mant1k) taraf1ndan &Qlkhta kavu1turolmnt ve kanun· 
la1tmlm1t olan de{tl1mez ve kah OlQlllere aablptlr. Halbukt akla 
yak1n muhakemenln GIQOlerl aeyyll olup, bu tan mohakemenln 
ao1khk bak1m1ndan dedllktlf mant1k lie mokayeae edtleblleeek ve 
berke1ln onda oldujtu kadar llzerlnde birle9ebilectfl bir ttori1l 
yoktur. 

2. Bu ikl mubakeme clnslne dalr bir nokta azerlnde durol· 
maya lly1ktir. Herke1 bilmektedlr kl, matematlk dedllktif muh•· 
kemeyt Ojtrenmek lc;ln mllkemmel blr imkln te1kll etmektedlr, 
fakat buna kar11bk mQtad okol programlar1nda akla yak1n mu· 
hakemeyl Gfrenmek lc;ln ynkar1kl Ile mokayeee edllir bir lmkln 
veren hlQblr deraln mevcot olmad1jt101 lleri 11lrmek iaterim. Bu 
ite allka doyan her dereceden bl1t11n matematlk Gfrencllerlne 
bl tap edlyor ve diyorum kl: Tablat1yle iap~ etmeyi otrenelim, 
fakat tahmin .tmegl de olrenelim. 

Bo, kullta blraz c;eli9rnell geleblllr. Bu yllzden, meydana 
gelmetl mllmklln olan bau yanht anlamalara mlnl olmak IQID 
blr lkl nokta tlzerlnde l1rar etmellylm. 

Matematfte blr dedllktff Ulm gOzllyle bakllmaktad1r. Fakat 
bu, matematljtln yGnlerlnden ancak blrialdlr. Tamamlan1p bttlrll· 
mlt matematlk bltmlf tek:llyle 1oouldujtu :r.aman 1adeee l1patlar­
dan lbaret auf dedl1ktlf blr mohakeme olarak gGrllnllr. Fakat 
meydana getirilmekte olan matematlk 11e, yaptlmakta olan dlter 
herhangl btr 101an bllglalne benzer. Bir matematlk teoremlnl 11-
pat etmeden evvel, onu tahmln etmeli1lntz; l1paun aynnlllar1na 

1trifmeden evvel, o l1patJn dayanaeati ftk:rl tahmln etmellllnlz. 
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M01ahedelerl terkip etmell ve benzerllklerl tAkip etmellalniz; 

tekrar ve tekrar lepat denemelerl yapmahe1n11. Matematlkclnfn 

yarabc1 faallyetlnin netlce1l dedQktif muhakemedlr, lapathr; fa· 

kat fspat akla yak1n mubakeme ile, tabmln lie bulunur. Ejter 

blr matematlk Oltrenlmf blr dereeeye kadar da olsa matematlk 

bllgflerln kttfedllltlnl akeettlrecekee, o Oltrenlmde tahmlnln, akla 

yak1n muhakemenin de blr yerl bulunmahd1r. 

Yukarda aOylemit oldutumuz glbl lkl tnrlO mubakeme tarz1 
vard1r: dedllktlf mubakeme ve akla yaktn mubakeme. Bu fki 

mubakeme tarzmm blrblrl Ile tenakuz hallnde bulunmad1jt1n1, 
akslne onlar1n blrblrlnl tamamlad1jtana ltaret etmek lsterlm. 

DedQktif muhakemede e1a1 oleo 1ey blr lapah blr tabmlnden, 

recerll blr lapat iddiae1n1 gec;erli olmayan blr ispal te1ebbl11Qn­

den ay1rl etmekllr. Akla yak1n muhakemede lae eaas, blr lab­

mini dljter blr tabminden, daba akla yak1n blr tabminl daba az 

akla yakm blr tahmlnden ay1rt etmektlr. Ejter dfkkatlnlzl yuka· 

r1kl ayr1hklar1n her ikl1lne blrden yOoeltlraenlz, onlar1n her lki· 

al de daba berrak hale geleblllr. 

Hayat101 matematljte haaretmek nlyetlnde olan clddt bir 

matematlk Ojtrenclel dedQktlf muhakemeyl Ojtrenmek zorundadrr; 

bu onun meelejtf ve flmlnln allmetl farika11d1r. Fakat ooun ha­

klkaten ba1art11 olabllmeai lcln akla yalun muhakemeyl de OI· 
reomeel lAz1md1r; bu, onuo yarattc1 faallyetlnln dayanacatr mu­

bakeme tarz1dir. Genel veya amator Ojtrt>ncl de dedQktlf muha· 

kemeyl blraz tan1ru11 olmahdir; cnnkQ her ne kadar bu tarz mu­
hakemeyl dojtrudan dojtruya kullanacaf 1 blr f1rul pek aubQr et­

meyeblllrse de, modern hayatta kar11lacajt1 her ceoltten lepat 

lddlalar1n1 mukayeee edebllecettl blr etandarda eahfp olmahdtr. 

Fakat, kendlsl blllQn te1ebbll1lerlnde akla yak1n muhakemeye lh· 

tlyac duyacaktir. Her hal11klrda barf• blr matematlk Ojtrenclei­

nfn, Uerlld allll::alar1 ne oluru olaun, dedQktlf ve akla yaluo, her 

lkf muhakeme tarz101 da Ojtrenmeaf 1artbr. 
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3. Tahmin etmeyi Ojtrenmek Ic;In yttzde yilz garantili bir 

metodun mevcut olabilecetine ioanm1yorum. Her ne olursa ol· 

sun, Myle bir metod varsa bile, ben onu bilmemekteylm ve 

a1e1t1ki aahifelerde Myle blr metod vermek Iddiaam1 aslA ta11-

m1yorum. Akla yakm muhakemeyl mtteBBi.r blr 1ekilde kul­

laoabilmek bir pratik meharettir ve dljter prati.k mebaretler gibl 

taklit ve mttmarese ile Oltrenilir. Akla yakm muhakemeyl Olt­

renmek isteyen okuyucu ic;in elimden geleni yapmalta ~ah1aca-

1t1m, fakat ona verebileceklerim taklit edilmek ttzere mid.Her Ile 

mttmarese flraatlarmdan ibaret kalacakbr. 

Bu kilapta ekserlya, bttyttk veya kili;ttk, matematik ke1if­

lerloi ioceliyeceltlz. Bir ke1fin vukua geli1Inin hakikl hikAyesinl 
anlatmakhlt1m mttmkttn dejtildir, i;ftnkll hii; klmae onu tam ma­

nA..iyla bilemez Fakat o ke1fin nas1l vukubulmuv olabih Cf !tine 

dalr mubtemel bir biklye tertlp etmeye i;ah1aca1t1m. Ke1fin al· 

tinda yatan sebeplerle kl11fi ooa gMttren akla yak1n iatldllller, 

k1saca taklide de~er her 1ey ttzerinde durmaya ~b1aca~1m. Ta­

biat1yle okuyucuya te11ir etmeye i;ah1aca1t1m ; bu benim 01tret­

men ve yazar olarak gorevimdir. Bununla blrlikte, as1l Onemll 

noktada okuyucuya karljl tamamen samlmi olacat1m : ancak bana 

halia ve faydalJ gorllnen ljeylerle okuyucuya teair etmeye i;ah­

IJ&Caltm. 

Her MlllmHn aoouna Ornekler ve tamamlay1c1 bilgller ek­

lenmi1Ur. Tamamlayic1 bilgiler, eklendikleri Mlttmttn metni li;ln 
fazla teknik veya fazla ioce buaualarla, bOlftm11n eaas muhake· 

mesioin biraz kenannda kalan noktalara dairdlr. Temrlnlerln 

baztlar1 metlude sadece k1saca temas edilmie teferruat1 tekrar 

gozden g ·c;irmek ic;ln okuyucuy1 blr firsat vermektedir. Fakat 

temriolerio bftyl1k k1am1 kendl •~1a yakm neticelerinl i;1karmak 
lc;ln okuyucuya bir firsat vermektedir. Bir Mlllmttn aonunda 

sorulan daba gllQ bir probleme bftcum etmeden evvel, okuyucn­

nun Mlllmllo oouola llglll parc;alar1n1 dikkatle okumaa1 ve kom-
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1u problemlere de gOz atmas1 llumdir; bunlarm birl veya dlleri 
kendieine blr ip ucu verebilir. Okoyunun ielifadeeioi en yOkeek 

dereceye c;1karmak gayeelyle, bu ipuc;lar1n1 vermek (veya aakla­
mak) ic;in yaln1z eorulan problemlerin muhtevae1 ve 1ekli delll, 

onlarm dii:tenleni1i llzerinde de c;ok dikkat earfedilml1tlr. Haklka­

ten, bu probiemlerln dllzenleni1lne d11ardaki blr kimeenin taaav­

vur edect Ii veya hlzum gOrecejtinden c;ok dabs fazla dlkkat 

harcanm11llr. 

Genlt bir okuyucu c;evreelne hltap edebilmek lc;in, her 

Onemli noktay1 mllmklln oldutu kadar elemanter blr mid.He ay­
d10latmata c;ahotim. Bonunla beraber blrc;ok hallerde, eoz kono­

eu noktay1 yeter derecede teelrli bir 1ekilde deeteklemek ic;in 

pek fazla elemanter olmayan blr miell 1ec;mek zorunda kald1m. 

Hakakaten, tariht baktmdan entereean olao, veya haklki mate­

matlk gllzellili haiz bulunao, yabut dljter lllmler veya gQnlQk 

hayattakl metodlarla olan paralelllli ayd1nlatan bas1 mlellltrl de 

vermek mecburiyetini hlHettim. 

Kitapta anlattlan blr c;ok bikAyelerin eon 1ekillerlnln bir 

nevi gayri reeml pelkolojlk tecrllbe 1onunda meydaoa geldlllnl 

illve etmellylm: H1kAye konuauou blrblrlnden farkh blrc;ok 11ntfla 

mQnakaoa ettim ve a1n1flara konuyu anlahrken aOzQmQ 11k elk 

10yle eorularla keetlm : «Pek All, 1imdl alz olaan121, bu durumda 

ne yapard1n1z ?• Kitap metninln bl1nye1ine ahnm11 olan blrc;ok 

pataj Otrencilerlmln cevaplar1 taraf1ndan telkln edllmlt oldutu 

gibl, hiklyemin Uk taaarlad1lJm 1eklinde de dlnleyicllerimin reak:· 

alyonu netlceeinde ba1ka tarzda b111 dellflkllkler yaptlm11br. 

K1aaca, okuyucoya zekfce taklldetmek ve t1leri kendl ba11na 
yapabilmek ic;io uygun bir fireat vermek gayetl utronda bQttln 

aratbrma ve Otretlm tecrQbeml kollanmaya c;ahthm. 

4. Bu kltapta toplaomtt olao akla yak10 mohakeme Ornek­

lerl bqka blr 11 ic;ln de kullanilabilir: Bo mli.lller c;ok ml1naka-

1ah bir felaefi problem, endtlkelyon probleml, Qzerlne de blraz 
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111k &e• perler. Burada can alacak aoru fUdur: Eodtlkalyoouo 

ka1deleri var m1d1r ? Baii fllozoflar buoa evet cevab1 vermitlerae 

de ek1erl lllm adamlara bu cevab10 hay1r olma11 flkriodedirler. 

Faydah blr 1ekilde mtloaka1a edllebilmeal loin bu eora batka 

t11rltl 1orulmahd1r. Bundan ba1ka bu konu, kellmeler Qzeriode 

durlD gel('nekael yola veya yenl gellten formallzmlere daba az 

Utifat etmek ve lllm adamlarm1n hareket tarzlar1yla daha 11k1 

temu ballade olmak 11zere, daha farkh bir 1ekllde ltleomelidlr. 

~1mdl eorltlktlf muhakemeolo, akla yaluo mubakemeolo bir Gzel 

hall oldujtuna dlkkat edlolz. Buodan batka eodtlktlf mubakeme· 
nin ma.ematik ara1hrmalar1odakl (modern yazarlar1n bemen he­

men uouttnklar1, fakat Euler ve Laplace gibl eekl yazarlar10 

ai;1ki;a fark1oa varmq olduklan) ro1Qo1lo flzlk ara1t1rmalar1odakl 

rolOoe beozer oldutnna da dlkkat edlnlz. Bu takdlrde, matematlite 

dair konulardaki akla yak10 muhakeme Groeklerlol mtlf8hede et­

mek ve blrblrlerlyle mukayeee etmek 1uretlyle eodOktlf muba­

keme bakk1oda biras bilgl edlomek lmklo1 bulundugunuo far­

k1oa varablllrainiz. BGylece tn.Julc•igonu, endulctif olaralc ara1hr· 

male li;lo kap1 a.;1lm11 oluyor. 

Bir blyolog bir geoel probleml, me1ell blr geoetlk proble­

mlol, arathrmaya tefebbQe ettlitl zaman, onun o problemln tec­

rtlbt tetklkloe en mtlaalt olao blr tak1m Gzel bltkl veya bayvao 

ttlrlerl aei;meal lcabetti{tl t;ok Onemll blr ooktadir. Eter blr klm­

yager meaelA klmyaaal reaka•yoo hm glbi geoel bir probleml 

ara1tirmaya olyel etll{tl zamao, probleml ile llglll tecrtlbelerlo 

keodllerl tlzt' riode uyguo blr 1ekllde yapllablleceitf bir tak1m 

nzel kimyaul maddeler ~me1I bu1u1u ~k Goemlldir. Uygun 

tecrllbe malzemeainio a~llmeal, herbaogi blr problemln endtlktlf 

ara1tmlmaa1oda bO.yOk Goeml balzdlr. Baoa Oyle gellyor kl, ma· 
tematik, blr ook bak1mlardao, eodQktlf muhakeme lo loceleome1l 

li;ln en uyguo tecrl1be malzeme1ldir. Bu lnceleme blr nevi pelko­

lojlk tecrtlbe 11erl1i de lbtlva eder: Qqltll olnateo dellllerln blr 

farazlyeye olao gllvenimlz llzerinde na11l htlkmettlklerlnl kendl 
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tlzerlwlzde tecrflbe elmek. Kendi le; eadellk ve berrakhklar1 ea­

yeelode, matematlk kooular bu tt1rlll blr pelkolojik ara9t1rmaya 

ba1ka herbangi blr alandakl kooulardan c;ok daha mlleaittlr. 

Bu kltapta okuyucu bu husuea kaoaat getlrebilmPk lc;in grnle 

f1reat bulablllr. 

Ozel blr bal olan end!lktlf muhakeme yerlne, daha genel 

flklr olan akla yak1n mubakemeyi nazari ltlbara almak daha 

fel1eft blr davran11br. Baoa Oyle gellyor kl, bu kitapta toplan· 

m11 olan mleAller biz! akla yaktn muhakemenln belirll ve olduk 

c;a tatmlnklr blr yOnOne eevketmektedir. Bunuola beraber oku­

yucuyu kendl gOrOelerlml kabQle zorlamak letPmiyorom. Hattl 

bu gOr09lerlml I. Clltte Uade bile etmiyerek, mlslllerlo kendlle­

rlnlo konuema1101 letedlm. Fakat II. Cildin Ilk d6rt MlOruO akla 

yak1n muhakemenin daha ac;1kc;a yap1lm1t blr geof'l mlloakaea-

11oa haeredllmletlr. Orada, Onceki ml•lllerln telkio etmle oldu­

tu akla yak1n mubakeme modellerlni formel olarak ifade ede· 

rek, bu modellerl eletematlze etmeye ve bunlarm g· rek blrblr­

lerlne kar11 ve gerek lhtlmllat fikrlyle olan mttnasebetlt>rlnden 

b111lar1n1 gOzden gec;lrmeye c;ah1maktay1m. 

Bu dOrt Mlt1mt1n muhtevaem1n feleefe denilmeye lly1k olup 

olmad1t1n1 bilmiyorum. Ejter bu feleefe lee, herhalde geoel 11dl· 

alar ortaya atmaktan zlyade, mOphhae mlellleri ve lneanlar1n 

mOeabhae davran11lar101 anlamay1 kendine 11 edlnen hayll mttte­

vazl blr feleefe clneldlr. 

GOrt11lerim hakk1nda verllecfk eon ht1kmtln ne olac1jt1n1 

tablabyle daha da az bllmekteylm. Fakat verecrjtim ml1Allerln, 
endt1kelyon veya akla yak1n muhakemeyl pe1in ht1k0mlerden 

maktll derecede ari olarak tetklk eden ve l{OrGelerlni mOeabede 

edlleblllr vlk1alarla yaktn temae hallnde meydana getlrmek lete· 

yen blr klmeeye faydah olabllecetlne kuvvetle gOvenlyorum. 

5. Kendielne dalma blr bl1Uln gOzttyle bakm1e oldujtum, 
Matematilc ve akla galun muhtilceme hakk1ndakl bu eeer tablt bir 
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1ekilde lkl k11ma ayrdmaktad1r: Motlmotikte Endiibigon ve Ben· 

Hime (Cilt I) ve Aklo gokrn Muhokeme Modeller/ (Cilt II). Oit· 
rencllere kolayhk olmak tlzere bu k111mlar lkl ayr1 cilt halinde 

yay1olaom11 olup< 1>, I. C1lt II. Ciltteo tamameo mllataklldlr ve 

blrcok Ofreocllerln II. Cildl okumadao evvel I. Clldl dlkkatle 

gOzdeo g~clrmek latlyecekleriol tahmlo ederlm . I. Cilt eeerlo 

daha zlyade matematik •et• lol lhtlva etmekte olup, II. Cilttekl 

Eodtlkalyoouo eodtlktlf ara1tmlmae1 tclo •veriler• aajtlamakta­

dir. Matematikte olduk4;& llerl gitmlt ve tecrtlbell olmaa1 1Az1m 

geleo bau okuyucular dojtrudao dottruya ll. Cllde ba1lamak 
l1teyeceklerdlr. Buolar lclo II. Cildlo ayr1 olarak elde edllebll· 

me1l blr kolayhk olacakbr. Mt11acaat kolayt1t1 makaad1yla lkl 

cllttekl bOltlmler ayr1 ayr1 dejtll, fakat tek blr 11rada numara· 

lanm11br. Klt1plar10 IODUD• hirer lndeka llAve etmedlm, cllokll 

bOyle blr indekeln lllve.l lthAI etml1 oldutum terimleri bu cine 

blr kltapta arzu edlldljtioden daha kab blr hale gelmete tema· 

ylll ettlrecektl. Onun yerloe, kltab10 flhrlatloln kendlsl l~lo tat­

mlokAr blr rehber olacat1 kaoaaboday1m. 

Bu eeer ondan evvelkl HOVI to Solve It (Problem! na11l cOz· 
mell ?) adh kltab1m1n de,·am1d1r. Konumuzla llglll okoyucu her 

lki e1erl de okumabd1r, fakat onlar1 okuyu1 B1ra11 pek Ooemli 

detlldlr. Bu eeerln metnl, Oocekinden mt11takil olarak okuoabi· 

lecek surette dllzeolenml1tir. Haklkaten, bu kltapta Ooceklne 

yap1lan pek az dlrekt ba1vurma mevcut olup, Ilk okuyu9ta bun· 
lar hie nazar1 itlbara ahnm1yablllr. Buonnla blrllkte, hemeo her 

aahlfede ve baz1 aahlfelerlo hemeo her cllmleelode Oocekl kltaba 
bllvl11ta mtlracaatlar mevcuttur. Haklkateo bu eaer, e1kl e1erlo 

konu1uoa dalr keodlaloln ktlctlkltljtQ ve elementer karakterl 

icab1 lbtlva edemedlltl, blrcok temrln ve baz1 daha llerl mlalller 

vermektedlr. 

Bu kltap G. Szego ve yazar taraf1ndan yaztlm11 blr Aoallz 

(') Tarkoe o••lrlde I. Cllt 1111 k1etm hallode 1•11olaom1ttir. !Cfe•I· 

reolo Notul. 
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Problemleri kolleksiyonu (Bibliografya'ya bakm1z) ile de ilgilidir. 

0 kolleksiyondaki problemler, birbirlerini kare1hkh destekliye­

cek, birbirlerine ip ucu tetjkll edecek, belirli bir konuyu birlikte 

kaplayacak ve problem c;Gzmede finemli olao t11rll1 cta11ran11}lar 

11zerinde okuyucuya temrin f1rsab verecek !Jekilde, seriler halinde 

dlkkatle dttzenlenmi!Jtir. Bu kitaptaki p:roblemlerin ele ahnJl}JDda 

da o kolleksiyondaki anlablJ metodu tilkip edilmekte olup, bu 

Onemsiz bir bait dejtildir. 

Bu kitabm II. cildine ait iki Ml11m Probabilite (lhtimlller) 

T_,orisi ile ujtra1maktad1r. Bu Mlllmlerin ilki, lhtiml\ller Heea­

bma dair yazann senelerce evve I yazm11 oldujtu blr elemanter 
ekspoze ile (Bibliografya'ya bak1D1z) bir parc;a ilgilidir. Her iki 

yerdede ihtimAI kavram1n1n temellerine dair gGrt!tjler ve hareket 

noktalar1 ayn1d1r, fakat bunun d111nc1a ikisi arastnda pE'k az 

temae noktae1 vard1r. 

Bu kitapta ileri st!rttlen g0r11olerin baz1lar1 evvelce yazarJD 

Blbliografyada zlkredilen makalelerinde ifacte edilmieti. ~. 6, 8, 9 

ve 10 No. la makalelerden gen it pasajlar bu kitab1n met nine alm­

m1ehr. Bu paeajlar1n tekrar baeJlniasJDa izin vermek ltltfunda 
bulunan American Mathematican Monthly, EturJ,.. tie Ph fo•?ph 1e 

dH Sciencu en Hommage a Ferdinand Gonseth 11e Proceeding• of 

the International Congre,. of Mathematidan• 1950 nin editGrlerine 

eandan teeekkllrlerimi sunar1m. 

Bu kitabm ekaerl k1e1mlar1 deralerimde anlatdm1e olup, baz1 

k1Blmlar1 birc;ok defalar anlatdm11tir. Bu anlatio tarz1n1 bas1h 

bir matematik metninde muhafaza etmenin genel olarak tavalye 

edilebilir blroey oldujtunu zannetmiyorum, fakat lc;lnde bulunda­

itumnz halde bu uygun, veya hie; olmazsa affedilebilir bir oeydir. 

6. II. Cildin Keoif ve Ojtretimden bahseden son M111mtt ki­

tabm muhtevae101 yazar1n bir Onceki eserine daha ac;1k bir ee· 

kilde bajtlad1jt1 gibl, muhtemel blr devama da toaret elmektedlr. 

Akla yak1n muhakemenln teeirll blr tekilde kullan1h91 prob-



xvt ONSOZ 

lem Q!Szmekte esash bir rol oynar. Bu kitap bu rOltl blrQOk mi­

sAllerle aydtolatmaya Qahomaktad1r; fakat geriye, problem Q!SZ­

menin aym i;ekilde ayd1nlattlmaya muhtac; olan dilter taraflan 

kahyor. 

Burada temas edllen birQok noktalar, Qzerleriode daha razla 

i:aho1lmaya muhtaQttr. Akla yakln muhakeme hakk1ndaki benim 

gOrllolerim dijter yazarlarm g6rl1oleri ile karo1laotmlmall, tarlbt 

mlsAller daha eeaeh oekilde elden geQirllmell, keolf ve !Sltretlm 

tlzerlndeki gOriioler tecr11bi pslkoloji metodlariyla mttmkUn olan 
yere kadar araotmlmahdtr, (') ve a. Henl1z bOyle blr QOk gO­

revler gerl kalm1ohr, fakat onlar1n baz1lar1 zahmetlerin kart1h­
jtm1 vermemek nankOrlttltllnQ gOsterebllir. 

Bu kltap blr dera kltab1 deltildlr. Fakat onun, zamanla ders 

kitaplann1n anlatto tarzlar1na ve problem eeQlolerlne teelr edece­

ltinl limit edlyorum. Uaba ziyade aho1k oldujtumuz konular ilze­

rindeki dera kltaplann1n bu eeaslara gore yeniden yaz1lmae1 

nankOr blr it olmayabillr. 

7. Bask1 buauenoda gOetermif oldujtu dikkat ic;ln Princeton 

University Preaa'e ve bilbaiaa bir c;ok noktalardaki anlay1oh yar­

d1m10dan dolay1 bu matbaamn dlrektOrQ Mr. Herbert S. Balley, 

Jr. a teoekkllrlerlmi lfade etmek iaterlm. 

Mllaveddenin daktiloya c;ekllmeal husuauoda Mre. Priscilla 

Felgeo'e ve provalarm okuou1uodakl lQtufkAr yard1m10dan do­

lay1 Dr. Julius G. Baroo'a da c;ok te11ekkllr borQluyum. 

Stanford Onioeraiteai 

Magi. 1953 

GEORGE POLYA 

(') St.nford tl'nheralteslnln Pollrolojl ~nbeat, E. ft, Hllgard laH· 

hnd&D yllnetllen 'H 0. N. R. taraf1Ddall deatektenen blr prol• o••o•­
v81l l9tnde ba latllumette buirhll faallyetlne batlam1,11r. 
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KIT ABIN KULLANILJ~I HAKKINDA OKUYUCUY A 
TAVSIYELER 

Bu kltapta meaelA VII. B0111mt1n 2. paragraf1, VU. liftlttmfln 

lc;lode paragraf 2 olarak, fakat kltab1n dljter herbangl blr bOltt­

mtlnde paragraf 7 .2 olarak zikredllecektlr. XCV. BOltlmlln 5. pa­

ragrafmtn (3) numarah f1kras1 XIV. BOHlmde paragraf 5 (8), fa­

kat dijter herhangi blr Mlflmde paragraf 14.5 (8) olarak zlkredi· 

lecektir. 

Blraz Elemanter Cebir ve Geometri bilglal metnin blrc;ok 

yerlerinln eaaab bir k1amm1 okumak ic;in kAfidlr. Koklll blr Ele­

manter Ceblr ve Geometri bilgial Ile blraz Aoalitik Geometri ve 

Dlferanalyel ve Integral Heaap bllglal bemen hemen blltlln metnl 

ve Ornekler ve tamamlay1e1 bllgllerln ekserlalnl okumak lc;ln kl­

kAfldlr. Fakat metln ic;lndeki (az 1ay1da olan) baz1 ar1zt ihtar­

larda, aorulan baz1 problemlerde ve blr talum tamamlay1e1 bll­

gllerde daha Herl matematlk bllglal fane1llmektedlr. Daba llerl 

bllglnin farzedlldifl yerlerde geoelllkle, bu hu1u1a dalr lkazda 

bulunulmaktad1r. 

Kendlalne c;ok elemaoter gelen yerlerl atlayan llerlemlt blr 

okuyucu, keodlslne c;ok kar111k gelen yerlerl atlayan daha az 

llerlemlt blr okuyucuya nazaran daha fazla 1ey kac;1rablllr. 

Baz1 l1patlar10 (c;ok gllc; olmayan) ayr1ot1lar1 ekaerlya ber­

haogl blr lkaz lpretl vermeden aradan c;1kar1lm11br. Bu aynn­

tllar, bOyle blr durumla kar1dacajt1 hoauauna geJ"etlnce baz1rlan­

m11 olan, lyl kritik Adetlere aablp blr okoyneu taraf1ndan lapat­
lari bozmak11z1n tamamlanabillr. 
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QOztlmtl aorulan problemlerden bazllar1 c;ok kolayd1r, fakat 

az say1da blr ktam1 da lylce zordur. Bunlar1n baztlarma c;Oztlmtl 
kolaylattirabllecek yard1mlar k01ell parantezler ( ) lc;lnde Ulve 
edllmlttlr. Bazan, Myle blr problemln etrahndakl problemler 
c;Ozl1me yard1mc1 Ip uc;lar1 vereblllrler. Bau bOltlmlerdekl mllll­
lerln Ontlne konulao, bazao da bu mlBlllerln Blrloel veya lklocl 
K111mlar1ndan Once verllen batlaog1c; yaztlar1oa Ozel blr diktat 
a tfedllmelldir. 

Sornlan problemlerlo kltapta verilen c;Oztlmlerl bazan c;ok 
k1aad1r: Bu c;Oztlmler, kendllerlodeo herhangl blrlne kltapta bak­
madao evvel ooa alt problem! kendl vAa1talar1yla clddt aurette 
c;Ozmejte ujtratacak blr okuyucu lc;ln taaarlanmitllr. 

Bir problem llzerlnde clddt gayret aarfetml1 olan blr okn­
yueu, onu c;Ozmeyl ba1aramaaa bile latlfadell c;1kablllr. Meaetl, 
o takdlrde kltaptakl c;OzQme bakablllr ve kendlaloe ana flklr ola­
rak gOrQnen teyl ortaya c;1karmaya ctahtablllr, aonra kltab1 blr 

kenara koyarak c;Ozt1mt1 tekrar c;1karmaya ujtrapblllr. 

Baz1 yerlerinde bu kltap, 1ekillerde veya blr c;OzQml1n c;1-
kar1ht1ndaki ufak ara ad1mlar1n1 vermekte c;ok bol davraom11tir. 
Bundao makaat blr tekll veya blr form11ltln megdana geli1ini 

gOzle gOrtUflr bale aokmakt1r; meaell ~ek. 16.1-16.5 'e bakm1z. 
Fakat blr kitap ne kadar 1ekll veya formlll lhtiva ederae etaln, 
gene azdir. Bir okuyucu, kltaptao blr pauj1 •llk yakla91m balln­
de• veya daha etrafh blr 1ekllde okumak lateyeblllr. Eler daba 
etrafh olarak oknmak latene, kalem kl(t1d1 ellnden ekalk etme­
melldlr: Kitapta verllen, veya aadece ltaret edlleo, herhangl blr 
formtlll1 veya tekll yazmaya veya c;lzmeye hazir olmal1d1r. Boyle 
yapmak auretlyle, kendlal tekll veya formt1lt1n meydaoa gelltlnl 
gOrmek, ttlrltl ayr1ntdarm olbat mabat'Ue oaatl katk1da bulun­
duklar101 aolamak ve aonradan bt1tt1n itl hallrlamak bu1u1la­
r1nda daba fazla 1aoaa aahlp olur. 
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Endilkaiyon 

Mii1ahecleleri11 Matematilc llimlerin S1rfi Matematilc acl1 t1eri­

le11 IC11mrncla bile biigiilc bir ehemmigeti haiz oldujunu ileri 11iirmelc, 

kolag lcabUI eclilemigecelc bir iclJia olaralc goriinecektir. 9iinlcii 

umami kanaat, mii1ahedeleri11 cluggular iiserlne tuir gapan fizilci 

e1gaga miinhaur olclulu merlcezincleJir. Halbul<i 11ag1lar1 gal111z alc­

la 11i11pet etmelc zorunda olclugamazclan, on/arm tabiat1111 ara1t1r1r­

ke11 mii1ahecleleri11 t1e bir ne'lli tecriibe11i11 ne i1e garagabilecelinl 

a11lamam1z lcolag clegilclir. Bunanla beraber, baracla 11ebeplerigle 

birlikte a~1/cl1gacal1m gibi, 11og1lar111 bagiin bilinen ozeliklerinin bil­

giik bir lc111m1, hattd dolralulclarr lcuin i11patlarla tegit eclilmelerin­

clen ~olc zaman 8"'11el, mii1ahecle ile ke1fedilmi1lerdir. Hattd: 11ag1-

lar111 pe/c igi tan1cl1l1m1z, fa/cat bugiine lcadar i11pat1n1 gapamaJ1l1-

mu daha bir ~olc ozelikleri de t1arcl1r ki, ancak mii1ahede ile bu­

la11mu1larcl1r. Buraclan goriigoruz lei, miikemmellikten Mid colc 

uzalc balanan Sag1lar T eori11i11cle mii1aheclelere en biigiilc iimitlerl­

mizi bajlagabiliriz; ba mii1ahecleler biz/ daimf 11urette, 11onradan 

i11pat1na {:al11acal1m1z, geni ozelilclere Ht1lcelecelctir. Saaece mii1a­

hedelerle dutelcle11e11 oe heniiz i11pat ed1lmemi1 clurumcla olan bilgi 

ne.,,• ini halcilcatten cliklcatle ag1rt etmelc ldzimcl1r; umumigetle ba cin• 

bilgige encliik.!gonla elde e:lilmi1 bilgi cligorH. Sadece encliik11igonan 

bizi hattJ.ga aeokettili haller <le gormii1 ol<lulumuzdan, 11ag1larrn mii-

1ahede ile lce1/etml1 olclufumuz oe gal111z endiilc11igonla dutelclenen 

bir oieli/ini hemen dolra o/ara/c /cabri[ etmemege {:Ole di/cleat etme­

/igiz. Halcilcaten, bOgle bir ke1/i ancalc lce1/ eclilen ozelill cl aha lce­

•in olaralc incelemelc ve o oselili i11pat vega cerhetmelc i{:ln bir fir· 
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•at olarak kullanmal1g1:: her iki halde de fagdal1 bir 1eg o§renme· 

mi: miimkiindiir. - EULER('). 

1. Tecrilbe ve kanaat. Tecrllbe insan kanaatlar1n1 deitit­

tirir. loeanlar tecrUbeden ngrenlrler veya, daha ziyade, njtren­

m2lidirler. Tecrilbeden en iyi tokilde istifade etmek insanhit10 

bilyftk vazifelerinden birldir Ye bu vazife ujtrunda c;ahtmak ta 

ilim adamlarm1n eeas metgalesidir. 

Adina li\y1k olan her llim adam1, verilen bir tecrl1beden en 

dojtru kanaati c;1kartmaya ve verilen bir mesele bakkinda en 
dogru kanaati ortaya koymak lvin en uygun tecrUbeyl yapmaya 

vaho1r. !Lim adamm10 tecrUbe ile it g11rme meloduna umumiyet­

le en-1.iikaiyon adt verlllr. EndUksiyon metodunun bllhassa a91k 

mi~ll.llerine matematlk arattlrmada rastlamak ml1mkUnd1lr. Mft· 

teak1p paragrafta bnyle baslt bir misalin mUnakatae1na bathY•· 

cajt1z. 

2. h ham verlcl temaa noktalan. Endllksiyon ekseriya 

mil1ahede Ue batlar. Bir tabial bilgini kutlar1n hayatm1, bir 

kristallografi bllglnl de krlelallerin eeklllerlnl m11tahede edebllir · 

Say1iar Teoriel Ile alakadar blr matematikvl lee 1, 2, S, 4, 6, ·· · 

tabii say1lanarn 6zellklerini mtleahede eder. 

Ejter kutlarrn hayattn1 enleresan neliceler elde etmek hu­

snsunda az c;ok blr batar1 ihtlmali ile mftoabede etmek istiyor­

santz, ku1tlar1 blraz lan1m1t olmanu, onlara allka duyman1z, 

battA belki onlar1 sevmenlz llz1md1r. Bunun glbl, peAer say11ar1 

mlltahede elmek letiyorsamz, onlara kar11 allka doyman1z, ve 
onlar1 biraz tan1man1z llz1mdir. Mesell, tek ve vlft saytlar1 

ayirdedebllmeli, 1, 4, 9, 16, 25, ... gibi kare say1larm1 ve 2, 3, 

5, 7, 11, 18, 17, 19, 23, 29, ... gibi asal sayllan (1 say1s1na 

«birim• olarak ayri blr yer vermek ve onu asal saymamak daha 

(') Euler, Optra Omnia, ser . 1, •ol. S, p. '118, Specimen de u•u 
observatlonum Im mathul pura. 
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do~ru olur) bilmellsiniz. Bu derece mntevazi bir bilgi bile, size 

entereBBn bir 1ey mlltahede etmek imkl0101 verebilir. 

Mesell bir tesadlif neticesiode 

3 +7 = 10, 3+ 11 =20, 13 + 11 =so 

mlinasebetlerine rastltyor ve bunlarm aras1nda bir benzerlik g6-

rl1yorsunuz. S, 71 13 ve 17 say1lar1n10 hep tek asal say1lar ol­

duklar1 g6zilnl1ze oarp1yor. lki tek asal say101n toplam1 ister 

lstemez bir oUt say1d1r; oitekim 10, 20 ve 30 olfttir. Acaba di­

ler oift saydarda durum nas1ldir? Oolar da ayn1 1ekilde hareket 

edlyorlar m1? lkl tek asal say1010 toplam1 olarak g6sterilebilen 

Ilk olft say1, tablahyle 

6=3 +3 Uir. 

6 010 Me11ine baktJ~1m1z zaman 

8=3+5 

10=3 + 7 =5 + 6 

12=5 + 7 

14 = 3 + 11 = 7 + 7 

16=3 + 13=5+11 dir. 

Acaba bu it daima bOyle devam edip gldecek midir ? Hlo ol­

mazsa, yukarda mtt1ahede edilen Ozel haller 1u umumt ifadeyi 

llbam etmektedlrler: 4 ten biiyiik her ,ift •ay1, iki tek a•al •ag1-

n111 toplamdir. 

lki tek asal saym10 toplam1 olarak gOsterilemiyen 2 ve 4 

lstlenat haller! ttzerlnde de dtttlindO~limQz takdlrde a1a~1kl daba 

lllmAne lfadeyl tercib edebllirlz: Ne a1al olan, ne de bir a•al •a­

g1mn kare.i olan her ,ift •ay1 iki tek aaal 1ag1n1n toplam1d1r. 

BOylellkle blr farazige formllle elmit olduk. Bn faraziyeyi 
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endiiksigonla bulmu1 olduk. Yani bu farazlye, baz1 Ozel ballerin 

blzi eevketti(tl blr mill)ahede tarafmdan telkin edlldl. 

Bu !Szel hallerln verdi(tl iearetler oldukc;a haflftlr ; faraziye­

mize inanmak ic;in aneak pek zay1f delillere eablblz. Bununla 

birlikte, bu faraziyeyl iki yliz eeneden biraz daha uzun bir mttd­

det !Snee ke1jfetmi1 bulunan matematikc;inin, yani GoLDBACH'in 

da c;ok daha aaQlam delillere eabip olmad1(t1n1 dileilnerek kendi­

mlzi teeelli edebiliriz. 

Goldbaeh'in faraziyeai do(tru mudur? Buna bugOn hiC( kimee 

cevap veremez. Baz1 bQyQk matematikctiler taraflndan ttzerinde 

earfedilen bliyilk g11yrete ra(tmen, bugiln lctln Goldbach farazi­

yeei, Euler'ln gilnlerinde oldu(tu gibi, «eay1lar1n iyl tan1d1(t1mtz, 

fakat benllz !spat edemedi(timiz• birctok ozeliklerlnden blridir. Bu 

faraziyeyi hennz iapat edemedl(timlz gibi, onu cerh te edememek­

teyiz. 

~imdl gerlye bakarak, Oneeki muhakemede endQksiyon me­

todu ic;in tipik olabUeeek ad1mlar1 farketmeye c;ah1Jahm : 

Evvell blr benze,.lik mQ1ahede etmietlk. Yan! 3, 7, 13 ve 

17 nin aeal eay1lar, 10, 20 ve SO un c;lft 1ay1lar olduklar1lll ve 

s + 7 = 10, s + 17 = 20, 13 + 17 = 30 eeltllklerlnln de birbirine 
benze,. oldu(tunu g!Srmn1tf1k. 

Bundan aonra blr genelle1tirme ad1m1 gellyordu. 8, 7, 13 ve 

17 mislllerinden billiln tek aaal eaytlara, 10, 20 ve SO dan btltll.n 

c;ift say1lara ve ondan aonra da, umumt olmaa1 muhtemel olan 

c;ift aay1 = aeal eay1 + aeal say1 

1eklinde bir milnaaebete gec;mietik. 

Bu euretle, •cttk bir 1ekUde formtlle edllmle, fakat aadeee 

bir faraziye, blr talamlnden lbaret olan umumt blr lfadeye var­

m11tik. Yani bu ifade hlc;blr aurette iepat edilmi1 olmay1p, do(t­

ruluk iddlasmda bulunamaz; o eadece, hakikate varmak ic;in bir 
teoebbilaten ibarettlr. 
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Bununla beraber, bn faraziye tecrUbeyle, «\·Ak1alar• ve 

reallte ile bir tak1m ilham verici tema• noktalannr haizdir. Bu fa­
razlye, 10, 20, 30 c;ift say1lar1 Ozel hallerinde dogru oldngu glbl, 
6, 8, 12, 14, 16 cift aay1lar1 lc;in de dogrudur. 

l1aret ettigimiz bu huaualarla endQkalyon metodunun blr 
ilk aafha11n1 kabaca Ozetlemlt olduk. 

3. Deatekleyici temas noktalar1. B!lyQk blr otorite tara­
f1ndan bile ortaya at1lm11 olsa, battl kendiniz taraf1ndan bile 
ortaya atilm1!1 olaa, fapat edilmemit blr farazlyeye pek fazla 
lnanmamaham1z. O farulyeyl lepat veya cerhetmeye c;ahemah; 
onu mihenk ta11na vurmal111nrz. 

Goldbach farazlyeelnl yeni bir c;ift say1y1 g!!zden gec;irerek 
onun lki tek aeal eay1 toplam1 olup olmad1g10a bakmak suretlyle 

mlhenk ta11na vurabllirlz. Mesell 60 say1e101 gOzdeo gec;lrelim. 
Bunun lc;ln, Euler'io kendl ifadesiyle «blr nevi tecrllbe• yapahm. 

60 sayl81 c;lfttir. Fakat acaba lkl asal say101n toplam1 m1d1r '? 
MeselA 

60 = 3 + aaal say1 

eeltugl dogru mudur? Hay1r, c;ilokll 57 aaal deglldir. Oyleyse 

60 = 5 + aaal aay1 

olablllr ml ? Cevap gene «bay1r• dir. ((llnkQ 55 asal deglldlr. 

Eger le hep bu eekilde devam ederse, farazlye suya dt11er. Fa· 
kat buodan sooraki deoeme 

60=7+53 

verlr kl, 53 asaldir. Bu auretle, faraziye blr Ozel balde daba ger­
cekletml1 olur. 

Akal nctice Goldbach farazlyesioln Aktbetlnl keaio olarak 
tlyln ederdi. Eger, 60 glbl verllml1 blr c;lft 1ay1n1n altmdakl 
batUn aeal aayilari deneylp te, o aay1y1 ikl aaal aay1nm toplam1 
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olarak gOateren hlc;blr ayr1h1a raatlamad1{t1n1z takdlrde, farazi· 

yeyl keeln olarak cerbetmlt olnrannnz. Fakat farazlyeyl 60 aa­

ym lc;ln gerc;ekledlRlnlz takdlrde, Myle blr kealn netlceye vara­
maza1n1z. Tek blr gerc;ekleme He teoreml elbette lapat etml1 ola· 

mazs1n1z. Bnnunla blrllkte, bOyle blr gerc;eklenltl farazlye le­

hlnde, onu daba fazla loan1labillr hale getlren, mQaalt blr l1aret 

olarak tellkkl etmek tabltdlr. Maamaflh, bu mOaalt l1arete ne 

kadar bir aRuhk vereceRlnlz alzlo pbet takdlrlnlze kalm11br. 

Bir an lc;ln 60 aay181na dOoellm. 8,5 "e 7 aaal aayilar1n1 de­

nedlkten eonra, 30 no alllndakl geri kalao aeal aay1lari deneye· 

blllrlz. (Atlklr olarak, 60/2 ye e1it olan 80 dau daba oteye gee;· 
meye Hlzum yoktnr, c;tlnkl1 toplam1 60'a eolt olma11 Jlz1m gelen 

ikl aaal eay1dao blrl 80 dan kOc;tlk olmahdu.) ROylece 60 1n ikl 

aaal eay1 toplam1 1ekllndekl btltllo ayr1h1lar1n1 elde ederlz: 

60=7 + 58 = 18 + u = 11 + 4S=19 + u =23+ 87 = 29-t s1 

Bu Ioe alatematlk aurette devam ederek, 60 c;lft aay1a10da 

yapm11 oldugnmuz glbl, c;lft aay1lar1 blrblrl ard1 s1ra gOzden ge­

c;ireblliriz. Netlcelerl de 10yle blr cedvel ballnde auahyablllriz : 

6 = 8+3 

8=8 + 5 
l0 = 8+7 = 5+5 
12=5 + 7 
14=3 + 11=7 + 7 
16 = 8 + 18 = 5 + 11 
18 = 5 + 17 = 7 + 11 
20 = 8 + 17 = 7 + 18 

22 = 8 + 19 = 5 + 17 = 11 + 11 
24 = 5 + 19=7+17=11 + 18 
26 = 8 + 28 = 7 + 19 = 18 + 18 
28=5 + 23=11+11 

80 = 7 + 23 = 11 + 19 = 18 + 17 
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Yukar1ki faraziye, burada gozden gecirmit oldugumuz bOtDn 

Ozel haJlerde gerc;ekle1ml11tir. Faraziyenln gerc;ekleotigi lier ozel 

hal faraziyeyi kuvvetlendirir, onu daha fai:la inamlabilir k1lar. 

Tablahyla, ne kadar c;ok eay1da olursa olaun, bu tllrlll gercek­

lemeler faraziyeyi lepata hic;bir zaman yetmez. 

Bir fara1iye verlldigl zaman, onun bakktnda toplayacag1-

mu: m01abedelerl tetklk etmemiz, onlar1 blrblriyle mukayeae ve 

terklp etmemiz, Onlann arkae1nda 1aklanm11 olabllen bir ip ucu 

aramamtz lllz1md1r. Yukar1kl farazlye hallnde, veriJen cedvf.'ldtn 

eaash blr Ip ucu ke1fetmek c;ok zordur. Gene de cedveli muayene 

ederek, farazlyenin manAa101 daha a1,;1k olarak anJamakhjt1m1z 

mUmkUndllr. Bu cedvel, 11,;lnde bulunan cift eay1larm !kl aeal 

eay101n toplam1 olarak kac; tllrlO goaterlleblldigini (meeelA 6 bir 

tllrlu, 30 Ile tllrlO) b'ze anlaltr. Cedvele bak1hrsa, 2n cift aay1-

a1010 bu tllrlll goaterllltlerlnin eay1s1 n lie beraber •gayr1 munta­

zam blr 1elrilde art1yor,. gorunmektedlr. Goldbach faraziyeal, ltle 

bu goaterllio eay181n1n, cedvell ne kadar llerlye uzahrsak uzata­

hm, hlc;blr zaman O'a dU1meyecegi 11mldlnl !fade eder. 

Tetklk etmlt oldujtumuz ozel baller! ikl gruba ay1rablllrlz: 

farazlyenln formllJe edllmeslnden Oncekiler ve faraziyenln for­

mlUe edllitlnden eonrakller. Onceki ozel haller bize farazlyeyl 

llham etmloler, sonrakller lee onn deeteklemltlerdir . Her lkl cine 

Ozel ha!, faraziye lie «vAktalar,. arae10da blr ned lemae yara­

ttrlar. Yukariki cedvelde «ilbam edlcl,. ve •deetekleyicl,. temaa 

noktalar1 araemda blr fark gozetilmemlotlr. 

$lmdl geriye, yukar1kl mubakemeye bakallm ve onda en­

dllktlf metofon barlz clzgllerinl tan1maya c;ahphm. 

Yukar1da bir farazlye taearlam11 ve ondan sonra bu fara­

ziyenio dogru olup olmad1g1n1 bulmaya cah1m11tik. Farazlyemlz, 

kendlsinln gercekle1tifl baz1 ozel hallerln llham ettitl blr umumt 

lfade ldl. Daba eonra diger blr tak1m ozel haller! daba tetkik 
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elmltlik. Tetkik ettigimiz blltun Ozel ballerde faraziyeroiz dogru 

Qlktnca, oua illmad1m1z artro11t1. 

Bence burada yapmit olduklar1m1z, makOI losanlarm umn· 

roiyetle yapt1klar1 1eylerden ibarettir. BOyle yapmakla, 1u proo­

sibi kabiil etml1 gOrllnilyoruz: F ara:ige halindeki bir umumi ifa­

de ger~ekle1tiji her geni o:el hal ile daha fa:la inanrlal,ilir olur. 

Endllksiyon metodunun dayand1g1 preneip bu mudur ? 

4. Endilktif davraru,. Ozel hayabm1zda ekserlya illllz­

yonlara sar1lmz. Yani, biasi muvazenemizl alt ilst etmekten 

korktugumuz IQio, tecrttbeoln lrolayhkla cerhedebilecejtl blr tak1m 

lnan9lar1mm incelemeye ceearet edemeylz. Blzt ballerde illllz­
yonlara ear1hp kalmak pek gayr1 makill olmayabllir, fakat ilim­

de, enrliilctif davranr1 denilen bundan QOk farkh bir davran11a ih­

tiyactmiz vardtr. Bu davran1110 hedefi, inan~lar11ruz1 mllmkO.n 

oldugu kadar teairli blr 1ekilde tecrllbelerimize uyd urmakltr. Bu 

davran111 vllktalara muayyen blr terclh verilmeslnl ister, mll1a­

hedelerden genelle1tirmelere haz1rca yllkselebilmeye ve en yO.k· 

eek derecede genelle1tirmelerden en mlltabbas mlloabedelere lne­

bllmeye haz1r olu1a lhtlya9 gOsterlr. Bu davran11, bin fa rkh 

nt1aneta •olablllr» ve •belki» diyebllmeye ihtlyaQ gOsterir. Bu 

davran11m ibtiyac gOsterdigl diger blr9ok 1eyler arasmda bilhas­
ea 1u l1Q11n1l belirtellm : 

Evvell, herhangl blr kanaatimm gOi.den gei;lrmeye bazir 
olmally1z. 

lkinci olarak, mtlcblr bir aebep bulundngu takdirde herhan­
gi blr kanaallm1z1 degl1tlrmeliylz. 

09!1nei1 olarak, hiQ bir kanaabmm Onemli bir aebep olma­

dan haflfllkle deAi1tirmemellylz. 

Bu noktalar pek basit gOrO.nl1r. Fakat, bunlarin dedikle­

rlni tamamen totmak alelldenin tlatllnde olan vas1flara ibllyac 
goaterlr. 
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Birlnci noktan1n tutulmas1 «fikri cesarct• e ihtiyaC( gOste­

rir. Kanaatlerioizi yeniden ele alman1z ivin cesarete ihtiyacrn1z 

vard1r. Galileo'ouo, c;agda9larinm pe9io hiikiimlerine ve Aristo'oao 

otoritesine meydan okuyu9u bllyilk bir fikri cesaret 6roefidir. 

lkioci ookta •fikri namnskarltga• ibtiyai; gOsterir. Tecrttbe ta­

rafmdan cerhediJmesine ra~men, 111rf benim taraf1mdan ortaya 

atdd1g1 ii;in, k~odi faraziyeme yap1e1p kalmakhjt1m oamuslu bir 
19 olmaz. 

Ov!lncU nokta •ak1lh ihtiyatkurhta• ihtiya<; gtssterir. Bir ka­
oaah ciddl bir 9ekilde tetkik etmeden, meseh\ s1rf modaya uy­

mak lizere, defi9tirmek ak1le1zhk olur. Bununla beraber, bUtiln 

kanaatlerimizi ciddi euretle tetkike ne zaroan1m1z m1saittir, ne 

de bu kuvveti kendimizde bulabiliriz. ~u halde, gilnlilk 1:ah9ma­

mm, eorular1m1z1 ve aktif euphelerimizi tadilini makul olarak 

0.mit edebilecefimiz bir tak1m kanaatlara hasretmemiz akllltca 

bir i9 olur. «Her 9eye inanmay101z, fakat sadece 9ilpheleomeye 

defer 9eylerden 9l1pheleoioiz•. 

Fikr1 cesaret, fikri namusklrhk ve ak1l11 ihtiyatkArhk ilim 
adam1nm manevi vas1flar1d1r. 

I. B0L0ME DAIR ORNEKLER VE T AMAMLA YICI BILGILER 

1. A9ajt1kl dizinio muteak1p terlmlerinin baogi kaideye 
gore bulundugunu tahmin edioiz: 

11, 31, 41, 61, 71, \01, 131, ... 

2. ~u cedvell nazar1 itibara alahm : 

1 

2+3 + 4 

5+6+7 + 8 + 9 

- o+ 1 

1 + s 
- s + 21 

10 + 11+12+13+14+15+16 = 27 + 6i 
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Hu misll.llerin ilbam ettlitl umumt kanunu tahmln ederek 

uygun blr matematik notasyonla ifade ediniz ve soora ispat 

edlnlz. 

3. Avait•kl mllteak1p toplamlarm delterlerlol gozden gec;I· 

riniz : 

1, 1+ 3, 1+ s + 5, 1 + s + 5 + 7, ... 

Burada basit blr kaide mevcnt mudur '? 

4. Apjtakl mntealup toplamlarin dejterlerlni gOzden gec;t­

rinlz: 

1, 1+ s. 1+ s + 21, 1+ s + 21 + a•, ... 

Burada basit bir kalde mevcut mudur? 

S. Bir ll~geuin Ge; kenar1 s1ras1yla l, rn ve n uzuuln~uoda· 

du. Burada l, rn. n pozitlf tam sayllar olup, l ~ rn ~ n dlr. Ve­

rilen blr n 'ye kar!J1hk, bu teltllde tarlf edllen kac; lane dQgeo 

vard1r? [n = 1, 2, 3, 4, 5, ... ahn1z.] 0 c;gen say111n1n n ye na· 
111 baith oldujtunu g01tereo umumt b lr kanuo buluouz. 

6. 5, 15, 2.5, ... (yaol soon 5 ile bi ten 1ay1lar) dizlslnin Ilk 

dQ terlmi 5 Ile Mlllnebllmektedlr. Acaba soorakl terimler de 5 
Ile Mlllneblllyor mu? 

3, 13, 23, . . . (sonu 3 Ile biten 1ay1lar) dlzlsloln ilk dQ 
terlml asal 1ayllard1r. Acaba sonrakl terlmler de asal aay1lar 
m1dir '? 

7. Formel besaplama lie 

(\ + 1!x + 21 x' + 3 I xa + 41 x• + 51 x~ + 61 x q + .. · )- 1 

= 1 - x - x ' - 3 x' - 13 x• - 71 x · - 46 l x ' ... • 



END0KSIYON 11 

buluruz. Bu bize sajtdakl kuvvet serisinin katsayll:m hakk1nda 

ikl faraziye ilham eder: (t) Bu katsayilar (ikinciden itibaren) 

hep negatiftir; (2) Bu katsay1lar (dOrdilnctlden itibaren) hep 

asald1r. Bu lki farazlye ayn1 derecede itimada oayan m1dir? 

8. 

( 
x x ' ~3 ) -

1 A x A .\"' 1-- +-- :._+ ... =A+- '+-'-+ ... 
1 2 3 ° 11 2! 

vaz'edellm. 

n =O 1 2 3 4 5 6 1 8 9 

2 4 14 38 21ti 600 6240 

buluruz. Buna dair blr faraziye ileri sUrtlotlz. 

9. Btlyilk Frans1z matematiki;isi Fermat, geoel terlmi 

2
18 + t olao 

5, 17, 257, 65537, ... 

dlzlslni oazan itibara alm1ot1. Fermat, bu dlzlslnin n = 1, 2, 8, 4 

e tekabQl eden (yukarda verllmio) ilk dOrt terlminin asal oldu­

jtunu mtloahede etmlo ve gerl kalan terlmlerln de asal olduklar1 

farazlyealnl ileri etlrmOotO. Bonn ispat etmedi~i halde, farazlye­

slne o kadar emniyet ctmloti ki, Wallis ve dljter lngiliz mate­

matlkQilerlni onu lspata davet etmioti. Buna ra~men Euler, he­
men eooraki terim olao ve n = 5 e tekabUI eden 2° + 1 say1s1-

01n aaal olmad1~101 ve bu say1010 641 lie bOltlnebileceltinl bul­

m u1tur<1>. Euler'in bu bOltlmtln ba111oa koymne oldu~nmuz pasa­
j1na bak1n1z. «Sadece eodOkeiyonnn bizl hatlya sevkettijtl haller 

de gOrmtletnk.,. 

(') Euler, Opera Omnia, aer. 1, p. 1- 11. Hardy and Wright, Thr 

Th•ory of Numbtrs p. U - 16. 
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10. Goldbach farazlyeaini 2n = 60 i~in gerQeklerken n =SO 
\ 

un allmdaki p asal aay1l11rm1 sirayla denemi1tik. Bunun yerlne, 1 

n = 30 lie 2n = 60 araamdaki bl1t0n p' asal say1lar1n1 da deneye· 

bilirdlk. BtlyOk n ler lcln bang! usil.l daba avantajh olacaktu? 

11. • EndOkaiyon•, •lecrObc• ve «m01abede• kellmelerioln 

manAama blr lOgat kitab1oda bakh#101z zaman, dljterlerl arasm· 

da, a1ajt1ki glbl ctlmlelere raetlarsm1z : 

«Endl1keiyoo, Ozel ballerden genel bir kanun c1kartmak, 

veya gene! blr ifadeyi lepat etmek lcln ortaya \ 0 lk1alar atmak· 

hr• . 

•Teerl1be, ferazlyelerin dojtru olup olmad1jt101 muayene et· 

mek lcin kullanllan blr uauldllr•. 

• 

I 

• Mil1abede, tab!atta vukubulan hAdiselerln sc:bep ve netlee 
veya kar11hkh mtlnasebet bak1m1ndan dikkatle gOzlenmeel ve ' 

kaydedllmeeldlr•. 

Bu tarlfler 2. ve 3. paregrafiarda mtlnaka,a edllmlt olan 
mielllmlze uygulanablllr ml? 

12. E"et "e Hagrr. Matematikci de tabl11t bllglni gibi, fa­
raziye hallndekl blr genel kanunun herhangi blr netlceeinin dolt­

ru olup olmad1jt1n1 yen! bir mn1ahede Ile denemek lcln Tablata 
bir sual tevclb eder: 

«Bu kanunun dojtru olup olmad1jt1ndan 10pheleniyorum. 

Acaba o doltru mudur ?• Elter o denemede netiee ftC1kea cerbedl­
liree, kanunun doltru olma11na imkln yoktur. Ejter netlee ac1kca 

gerceklenlree, bu, kanunun belkl doitru olablleceltlne blr l1arettlr. 

Tablat, evet veya hayu dlye cevap vereblllr, fakat bunlardan 
blrlnl f1e1ldayarak. dlterinl gQrleyerek eOylemektedlr. Tablatin 
evetl mubtemel, fakat haym keslndlr. 
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13. Tecriibe oe dooram1. TecrQbe insan davran11101 tAdil 

eder. Ve tecrllbe iosan inam1lar101 da tidil eder. Bu iki 1ey blr­

blrlnden mUstakil deltildir. Davran11 ekaeriya ioan11lardan do­

jtar, lna011lar da mllstakbel davramtlardtr. Fakat bir 1ah1JD dav­

ran11m1 gOrebllmenlz mumkUn oldujtu balde, onun inan11lar1n1 

gOremezainiz. Davranu), inam1tan daba kolayhkla m\itahede edl­

llr. •Bir defa yaom11 bir cocu!tun ate1ten korktu(tunu• herkes 

bilir. Bu, tam bizim birn evvel sOylemit oldu1tumuz 1eyi 

ifade eder: Tecrtlbe ioean davrao1,101 tAdil eder. 

Evet, tecrllbe hayvanlar1n davrao11lar101 da tAdil eder. 

Buluadujtum yeria civar1nda hie tabrlk edilmeden gellp ge­

cenlere havlayao ve oolann llzerlerine at1lan are1z blr kopek 

vardir. Fakat ben kendiml ondan kolayca koruman1n yolunu bul­

dum. Elter yere e1tlllr ve blr tao ahr gibi ya pa ream, kOpek bay­

k1rarak n:r.akla11yor. BUtiln kOpekler bu 1ekllde davranmazlarsa 

da, bu kOpejle o davrao1,1 ne tllrlU bir tecrilbenin verdijtinl tab. 

min etmek zor dejtlldir. 

Hayvaoat bahceslndeki ay1 •yiyeeek dlleoir•. Yaoi etrafta 

keodialne bakan blrlsl varsa, gt1111oc blr vazlyet tak1narak ekse­

riya kendiaioe bakan kimeenin kafese bir parca 1eker atmas101 

temln eder. <;ok muhtemeldlr kl, aerbest aydar hicbir zaman 

Myle gllllloc tav1rlar tak1omazlar ve hayvaoat bab~iodekl ay1-

y1 dlleomeye sevket.ea tecrt1beoin oas1l blr1ey oldujtu kolayea 

taaavvur edlleblllr. 

Endtlkalyoa hakk1oda yap1lacak tam blr ara1t1rmao10 belkl 

bayvao davran11m1 da ihtiva etmesl ll:r.1m gellr. 

14. Mantrlcp, matematilc~;, fi~ilc~i ~e miilaendi•. Mantikc1 

·~u matematikclye bak I• dedl, •ilk doksan dokuz say101n yQ:r.­

den kllcttk oldul'tuoa dlkkat edlyor ve buradan endllkslyon de­
dljtl yolla biltlln aayllann yQzden kllcttlk oldujtu oetieesiol c1ka­

r1yor.• 



ENDUKSlYON 

Matematikc;i •Bir fizikc;i 60 10 bUUln say1larla bOllloebildi­

ltlol zanoeder. Evvell\ 60 m 1, 2, S, 4, 5 ve 6 lie MlUneblldijtlni 

mU1ahede eder. Sonra, kendi dedijtioe gore gellti gUzel sec;llmlt, 

10, 20, SO gibl blrkac; hall daha tetklk eder. 60 bUtlln bu say1-

larla bOllloeblldijtinden, bu tecrllbl delillerl kl\fi sayar• dedi. 

Fizlkc;I •Evet, ama bir de mllbendlslere bakm• dedl. •Bir 

m1lbendis blltlln tek say1larm asal oldujtundan 1ilpbeleaml1. Her 

hah'\kl\rda l asal say1labllfr, diye mubakemeye ba1lam11. Son­

ra S, 5 ve 7 gelir kl, bunlarm da hepal 10pheslz asaldtr de­

ml1. Bunlardan sonra bic;lmsiz bir hal olan ve hie; te asal olaca­

it• benzemeyen 9 gellr. Bununla beraber 11 ve 18 tabiallyla aeal­

dtr. ~imdi 9 a donerek, onun blr tecrUbe batA81 olmas1 lbungel­

dijtl netlcesinl c;1karmm, demlp. 

Endl1ksiyonun bizi yanl11 nellceye sevkedebllecejti pek •ti­

klrdir. Bununla beraber, endllkslyonun bazan dojtru netlce ver­

mesl, c;oklujtu bu derece ezlcl gOrUnen hatl ihtimallerl kar-

11s10da 1ayan1 dikkattlr. toe endl\ksiyonuo yanh1 netice ver­

dijtl •tikl\r hallerln tetkiki ile mi, yoksa dojtru oetlce verdijtl 1a­
yan1 dlkkat hallerln tetklkl lie ml ba1hyahm ? K1ymetli taolar1n 

tetkiklolo l\dl c;ak1l taolar101nkindeo daha c;eklci oldujtu kolayca 

tesllm edlleblllr. Bundao ba1ka, mloeraloglar1 Krlstallografi deni­

len harlkO.lade llme sevkeden 1ey de c;ak1l tatlarindan ook daha 
zlyade, k1ymetli ta1lar1n tetklkl olmu1tur. 
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Her$eyden rok, benim en gifoenilebilir rehberlerim olan Ben­

zerliklere dii,kiiniim. Onlar tabiatm biitiin a1rlarin1 bilirler Cle Geo• 

metride en az ihmtil edilmelidfrler.-KEPLER 

1. Genelle!Jtirme, 5zelle!Jtirme, Benzetme ve Endiiksi­

yon. Bundao Once oldukca tafsilatl1 bir 1ekilde miinakata etmit 
oldu~umoz endiiktif muhakeme misaline tekrar bakahm. Orada 

3 + 7 = 10, 3+17 = 20, 13 + 17 = 30 

gibi Uc mfioaeebetin benzerligini miitahede etmekle ite ba1lam11 

ve 3, 7, 13 ve 17 den b!ltiln aeal eay1lara ve 10, 20, 30 dan bii­

tttn cift eay1lara yllkselme suretiyle genelle$iirmi1 ve eonra 6, 8 

veya 60 gibi lSzel cm eay1lan muayene etmek llzere tekrar .,a~· 

inerek ozelle1tirme yapm1etik. 

Bu ilk mieal son derece basit olmakla beraber endl1ktif mn­

hakemede genellettirme, Ozelleetirme ve benzetmenin roll1ntl ga­

yet do~ru bir 1ekilde glSetermektedir. Buna ra~men, gene de da­

ha zay1f ve daha renkli ornekleri de glSzden gecirmeli ve bu ie­
ten evvel de genelle11tlrme, ozelle,tlrme ve benzetme adlarm1 ta-

11yan bllyllk ke!lif kaynaklar101 kendi ba1lar10a mftnakata etme­
liyiz. 

2. Genellettlrme, verilen bir cllmlenin elemanlar101 nazan 

itibara all1tan o cllmleyi ihtiva eden daba bilyUk bir cllmlenin 

elemaolarmt ele almaya geci11tir. Mesela, ttcgeoleri nazar1 itibara 
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ah,tan, kenar E&y181 keyn olan i;okgenleri oaura ilibara ahp 

gec;erken bir genelleotirme yapmu; oluruz. Ayn1 ljekllde bir dar 

ac;1o10 trlgonometrik fookaiyonlar1n1 tetkikteo keyfi bir ac;1010 

trigooometrik fonksiyonlar101 tetkike gec;erken de bir genellelj· 

tlrme yapmit oluruz. 

Bu son iki mi1il.lde yap1lan genclle1tirmelerln iki farkh esa­

ea gore yap1ld1Q1 okuyucu taraf1odao gOrlllebilir. Birincl misllde 

fti;genlerdeo n-keoarh c;okgenlere gecterken blr sabit yerioe bir 

deQi1ken getiriyoruz, ynoi sablt 3 tabii sayis1 yerine (sadece 

n ~ 3 lahdidioe bagh} keyft bir n tabli aay1s1 getiriyoruz. lkincl 

misAlde lse, dar actilardan keyfi 1 ac;tlar1na gec;erken bir tahdidi, 

yani O" < 1 < 90° tabdidioi, orladao kaldmyoruz. 

Geoelle1tirmeyi ckeeriya tek bir ,eyden onu lhliva eden 

blltlln blr stnlfa gec;mek euretlyle yapanz. 

3. Ozelle9tirme, verilen bir cllmlenln elemanlar1n1 ele al19-

tan, o cllmlenin ic;iode bulunao daha kl\c;llk blr cllmleoin ele­

manlar1n1 nazar1 itibara almaya gec;l9llr. MeeelA c;okgenleri na­

zar1 ltlbara ah1tan dllzglln c;okgenleri ele almaya gec;ereek bir 

Ozelleljtirme yaplDlf oluruz, ve keyfi n kenatl1 dllzglin c;okgenler· 

den de e1keoar Oc;geoe gectersek Ozellettlrmeyl daha Herl gott1r­
mll1 oluruz. 

Blrbirini ti.kip eden bu iki gec;i1 farkl1 lkl eaasa gGre ya­

p1lm11jhr. Qokgenlerden dllzglln c;okgenlere gec;itln tetkll ettlll 

blrlocielnde blr tahdlt ithAl etmlt olduk, yaol c;okgenlerin blltlln 

kenar ve ac;liar1n1n e1lt olmae1 prt1n1 koituk. lkinci gectl1te lee 

blr deli1ken yerine sabit bir ljey, yanl n tabit saym yerine 8 
koyduk. 

<;ok defalar Ozelle1tirmeyl bllllln bir s1niftan 0 s1n1fm tek 
bir eleman1na gec;mek suretiyle yapar1z. Meaell asal say1lar hak­

k1nda berhaogi bir lddiay1 kontrol etmek litersek, mesell 17 glbl 
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blr aaal eay1 allr ve genel iddlanin bu 17 aeal say1s1 i<;in do{tru 

olup olmad1{tma bakar1z. 

4. Benzetme. Genelleetirme ve Ozelleotlrme kavramlar1nda 

mtlphem veya ettpbell hi<;bir oey yoktur. Halbukl benzttmenin 

ml1oaka1asma baolaymca daha az sa{tlam blr zemine ad1m atm10 
oluyoruz. 

Matemattkte kallanilao benzetme metodn Adi benzetmcden 

pek farkll dei:tlldir. Diyebillrlz kt, matcmatlkteki beozetme, llaha 

belirll olup, daha ziyade kavramlar eeviyeslndedir. Mak&ad1m1z1 

blraz l.laha dottru olarak 110yle de ifade edeblllrlz: Matematlktekl 

benzerllk Ile dii:ter beozerllk arasmdakl esne fark, kanaahma 

gore, dtlettnen eaham niyellerlndedir, Benzer eeyler blrblrlerlyle 

blr ve<;bede uyueurlar. Ejter bunlarda ortak olan ve<;beyl bellrll 

kavramlara irea etmek iatlyoreantz, bunlara benzer 1eyler gO­

zQyle bakara101z. E{ter bu huauata berrak kavramlara varmaya 

muvaffak olmu1aan1z, benzerlljti izah etmlt olursunuz. 

Sairlerin gen<; bir kadun blr i;l<;ekle ru ukayese ederken blr 
benzerlik hl&1ettlklerlni Omit ederlm, fakat onlar g2nelllkle bi­

zim yukarda aolatt11t1m1z mAnada bir benzerll(tl goz Ontlne ge­

tlrmezler. Haklkaten, onlar hlaal sevlyeyi b1rakarak, bu mulraye­

seyl Ol<;Qleblllr veya kavram olarak tarlf edllcbilir bir 1ekle sok­

mak nlyetlnde de pek de{tlldlrler. 

Bir Tablat Tarihi mtlzealnde tilrlll memeli hayvan lskeletle­

rloe bak1nea onlarm hepalni de korkunc bulabilirsiniz. Ejter onlar 

araamda bulabildljtiniz bQtQo beozerlik bundan ibaretae, yukar1kl 

mAoada pek fazla blr benzerllk gOrmQe say1lamaza1mz. Halbuki 

blr lnaanin ell, blr kedlnlo pcni;esi, blr atm On aya{t1, blr balioa-

010 yQz,ecl ve blr yaraaan1n kanad1n1 gOz Oottoe ahraao1z, ba 
kadar farkh tekllde kullandnn bu organlar araa1nda, birbirlerlyle 

benzer mtlnaaebetl haiz benzer pari;alardan mQrekkep oluetan iba­

ret harlkulAde llham verlel blr beozerlijtln farkma varabilmeniz 
mQmkOndftr. 
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~on miEll izah edilmit benzerlljtln en lipik bir Orneltidir: 

Ejter lki sisteruden birinin par"alarz ara•inJa a"rkra tarif e lilmi1 

miina•ebetler, Jigerinin onlara tekabiil eJen par"alarr ara•rn lalci­

lerle intibak eligor•a, bu iki sietem ben:er sistemlerdir. 

Me11elA, dQzlemdekl Or,;gen uzaydaki dOrtyllzHlniln benzeri 

(mlltekabili) dlr. Dilzlemde ild dotru eoolu bir eekil BJDJrlaya­

maz, fakat O.r,; do~ru bir ilr,;gen e101rlayabllir. Uzayda 3 dQz.Jem 

eonlu bir tekil smulayamaz, fakat 4 tanesi blr dOrtylldll .;evre­
leyebllir. Gerek Or,;genin, gerek dOrtyilzlllnQn en az eay1da kenar 

eleman1 Liraf1ndau 1om1rlanmalar1 bak1m1ndao, ilc;genin dilzleme 
nlspeli dOrtyllzlilniln uzaya nispetinio ayo1dtr. lite bu iki tekil 

aras1ndaki benzerllk bnradao geliyor. 

6=0=~ • • 
Sek. 2.1. DO.zlem ve t:'zayda Benzer MilnasebeUer 

Benzerllk kelimeainio Eekl Yunancadaki kar11hR1 olao caoa­
logla• kellmesinlo mAnalarmdan birlal de coranll• d1r. Haklka­

ten, 6 VP. 9 say1Jano1n tei,kll ettljtl aielem, kar11hkh aay1Jar1n 

oranlaruun lntibak elmesl bak1m1ndan 10 \'e 15 aaytlar1n1n te11-
kll etlilti &ieleme •benzer• dir: 

6:9=10: 15 

Orat:lt, yahut kar11hkh k1aimlann oranlarmin lntlbak1, 
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geometrideki benzer oekillerde m iltahhas olarak gorebilecejtimiz 
glbi, bize i;ok iyi fikir veren bir benzerlik halidir. 

Bir misal daha: Bir ilcgenle bir piramide de beozer 1ekiller 

gozn ile bakabiliriz. Bir tarafta bir dojtru parc;as1, ote tarafta 

bir c;okgeo alahm. Do!lru pari;asm10 biltUn noktalano1 keodieioin 

d1010da bulunao bir nokta ile birleotirirsek, bi.r !li;gen elde ede­
riz. Qokgenio biltfin noktalarm1 kendl dllzlemi d1010da bulunan 

bir nokta ile blrleotirireek, bir piramit elde ederiz. Aym oe­

kilde bir paralelkenarla bir prizmaya da benzer oekiller gozUyle 

bakabili.riz. Hakikaten bir dogru parc;us1 vcya bir i;okgeni kendi 

dojtru veya dilzlemini keeen bir dojtrultuda kendisioe para­
lel kalmak iizere hareket ettirirsek, biriocisi bir paralelkenar, 

ikineisi de bir prizma i;izer. D!lzlem ve uzay oekiller araetnda 

bunlara tekabill eden milnasebetleri bir nevi oranb oeklinde gos­

termek heveeine kap1labiliriz. Eger bir an ic;in bu hevese muka­

vemet edemezsek, ~ek. 2.1. i elde ederiz. Bu oekll (: ve = gibi) 

baz1 semboUerin al1~1lm11~ mAoalarmda de!titiklik yapmaktad1r1 

ttpk1 «analogia» kelimesinin leogfllstik taribi boyunca «oraott" 

dan «benzerli!te» dojtru mAna de!tittirmesi gibi. 

Yukanki mlsAI baeka bir bak1mdan da Ojtreticidir. Benzer­

lik, bilbaSBa yeter derecede izah edilmemie benzerlik, tek mAoah 

olmayabilir. MeselA, dlizlem ve uzay geometriyl mukayese eder­

ken, evvela dUzlemdeki ttc;genin uzaydaki dOrtyilzlllye, soora da 

bir piramide benzer oldugunu bulmuotuk. Bu benzerliklerin her 

ikisi de makiil olup, her ikisinin de keodi yerinde dejteri vardtr. 

Dllzlem ve uzay geometriler eraemda bir tek imtiyazh benzerlik 

mevcut olmay1p, birc;ok beozerlikler mevcuttur. 

~ek. 2.2, bir 11c;genden hareket ederek genelle9tirme yoluyla 
nas1l bir c;okgeoe yUkselebilecejtimizi, Ozelleetirme yoluyla oaell 

bir eekenar ucgene inebilece!timizi' ya hut benzerlik yoluyla oa­

Bll bir tak1m uzay oekiUerine gec;ebilece~imizi ortaya dokmek­
tedir. 
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M11phem beozerlikler de ihmal edilmemelidir. Bununla be­

raber, onlar1 itlbarh hale getirmek ii;in izah etmeye ~ahemahd11. 

~ek. 2.2. Geoelletlirme, Ozellettirme, Benzerlik 

S. Genellefllrme, Ozellefllrme ve Benzetme ekseriya ma­
tematlk problemlerlnio c;Gzlllllellne yard1m ederler <'). Bir miall 

olarak elemaoter geomelrlnin eo lyi billnen teoreml olan Pitagor 

teoremlni alahm. Bu teoremin ap!ttda mllnakaea edecejtlmlz lapall 

yeol olmay1p, blzzat Oklid taraf1ndan verllmietir (Oklld VI, 31). 

(') Ba paracraf 7azu111 Amoricct11 Mat11 .. 1atiul Monlhlg. Vol. 65 

(19'8), 8 Ml- US te netredlle11 blr nola11an afall: bast detltlklerle telr 

rartadaA lbarel tlr. 
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(1) llki (a) hipoteniiz olmak tlzere, kenarlar1 a, b, c ile ve­

rilen bir dik iic;geni nazari itibara alahm. Hurada 

(A) a' =b' + c' 

oldntanu gijstermek istiyoruz. Bu bedef, dik flc;genimizin fie; ke­

nar1 iizerlne hirer kare c;izmeyi akhm1za getlrir ve bu suretle 

§ek. 2.3 iin pek te yabanc1s1 olmad1timiz I. k1sm101 elde ederiz 

(Okuyucu bu 1eklin muhtelif kl8lmlar1n1 peyderpey ortaya c;1k­

t1kc;a c;izmelidir ki, onu olut balinde gijrebilsin). 

§ek. 2.3 

(2) En mfltevazi bir ke11ifte bulunabilmek ic;in bile bir 1eye 

dikkat etmek, bir miinasebelin farkma varmak lb1md1r. Apt1-

daki ispatt, 1ekilde evvelden tan1d1t1mlll: K1s1m I ile ondan pek te 

az tan1mad1~1m1z K1s1m II araemdaki benzerligi mfltahede etmek 

suretlyle keefedebiliriz. Bu benzerlik, I deki dik ficgenln aynlBl­

nin [( de kendi bipotenflzflne dik olan ylikseklili vls1tayla iki 

parc;aya ayr1lm1e olmas1du. 
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(3) Okuyucu I ile 11 araamdakl benzerll(ti kavramakta belki 

gllr;lUk r;ekiyordur. Buounla beraber, bu benzerllk I ve II nio 

lll te ifade edllmit olan blr ortak genelle1tirilme1i lie ar;tlta vu­

rulabilir. UI te de ayot dlk llr;geo bnluomakta ve bu llr;geoio 

her llr; kenar1 Qzerine eadece geometrik olarak birbirlne benzer 

olma 1artma ba~h, fakat ba1ka bak1mdan keyft i;okgenler r;izll­

mi!J bulunmaktadtr. 

(4) I de blpoteoQz llzerloe r;lzllmlt kareolo alao1 a' dlr. III 

te hlpotenllz Qzerlne r;lzileo gaynmuotazam .,;okgeoio alant J. a' 

olup, burada 1 r;arpan1 bellrll iki ala010 ora0101 goster lr. Bura· 

dan da a, b, c kenarlar1 Qzerine r;lzilmie olan ttr; r;okgenio alan· 

lart, buolar1n geometrlk beozerliltl dolayt11yla, s1ra11yla 1 a', 
1 b' , J. cT olur. 

§lmdi, ejter (lspat etmek ietediltlmlz teoremlo lfade ettijll 

gibl) (A) etlllljll doaru lse, a1a1t1kl e11itlik te doitru olur : 

(8) ;, a' = 1b'+1 c' . 

Hak;katen (A) dan (8) yl elde etmek lr;ln r;ok az ceblr bllglsioe 

lbtlyar; vard1r . (8) lse ba1ta verllmlt olan Pitagor teoremlolo blr 

gl'nelle,tirmeslol letkil eder: Efer bir Jilc ii ~gl'nin kenarlari ii:te· 

rine iit: ben:zer t:okgen t:i:tllir1e, bunlardan hipotenii:t ii:ztrine t:izile· 

nlnin alanr difer ilci1inin alanlarr toplamina e1ittir. 

Bu genelle1tirmeolo kendlaloe barekel ooktaa1 letkll eden 

Ozel bale Jenk olduituna dlkkat etmek bilbaa9a nitrellcldlr. Haki· 
kalen (A) ve (8) e1itliklerloin blrloden dlterlnl elde etmek lc;ln 

buolan s1raa1yle J. Ile r;arpmak veya Mlmek kUI gelir (1 ikl ala-
010 oran1 oldujtundao 0 dan farkhdir). 

(6) (8) Ile Hade edileo genel teorem eadece (A) Ozel ballne 

deltll, fakat herbangl blr dljter Ozel hale de denktir. §u balde 

doltrulujlu aelklr olan bir Ozel bal buluoablllrse, genel bal de 
lepat edilmle olur. 
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~imdi, Myle faydnh bir ozclle~tirme yepabilmek ilzere, uy­

gun bir lizel ha! araynhm. Hakikaten K1s1m II bliyle blr lizel 

hall gastermekledir. ('ilnktt iyice bilindi~i ,.e kola yea gGrillcbi­

leceiti Uzere kendi hipotenUzU ilzerine (i1;eriye dol?ru) clzilmi!J 

olarak dUIJ!ln!llebilecek olan dik ucgen, keoarlar Uzerine (lc;erlye 

dogru) clzilml!J dik ll~~genlere geornetrik olarak benzerdlr. BUyUk 
Ucgcoln alam iee. onun pari;alan olan digcr iki !i~geoin alanlari 

toplam1na e!Jittir. Bu euretle Pitagor teorcrni · e ispat edilmi!J 
olur. 

Yukariki rnuhnkcme son derece liltrcticidir. Elter b;r mieill­

den dil'ter ballere de tatbik edilebilecek hir eey oi?renireek, 0 

mlsAI liftreticidir, \'e o mieillden ogreodiftimiz 1Jeyin tatblk eahae1 

ne kadar geni!J olurea onun 11greticilijti de o kadar fazlad1r. 1,te 

yukar1ki misalden genelle~lirme, lizellettlrme ,.e beozerliklerln 

farkina rnrma gibi temcl zihin operai:yonlar101 oltrenebiliriz. Bel­

ki de, ne elemnnter ne da yilksek matematikte, hattil ne de ba!J­

ka bir brao,ta hilibir kr?if yoktar • ki bu operaeyonJardan, bil· 

haesa beazerlikten mtlstnl'.tni kalabilsin. 

Yuknr1ki misal, I de g6sterilen glbi blr lizel halden, Ill te 

gGeterllea daba gene! bir bale genelle!Jlirme \'ils1tae1yla nas1l yUk­

selebilece{tlmizi ve buradan da ozelle~tirme vas1tas1yla (I in ben­

zerl olan) II deki bale tekrar nas1l inebilecejtimizi gosterrnekte­

dlr. Bundan batka bu mieill, matematikte 1;ok rastlanau fakat 

buna ra~men matcmati~e yeni ba!Jlayaular, ltatta kendUerinl iler­

leml!J S8y8D bazl HIOZOrlar I j~jQ 0 defCCCdC ea,IThCl 0)80, bazan J{t• 

nel halin bir ozel hale mani1k bakzmdan denlc olabilecegi hakikatini 

de g6stermektedir. Vermi~ oldu~amuz miHdl, aranan cOzilme var­

mak icin sarfedilen gayrette genelleetirme, lizelle1Jtirme ve ben­

zetmenlo nastl tabit bir , ekilde bir araya gPJdiklerini baelt ve 

eanh olarak ortaya koymaktad1r. Yukar1ki muhakemeyi tamamen 

anlayabilmek i~in aocak pek az bir On bllglye ibtiya~ bulundu­

ltuna dikkat ediniz. 



6. Benutme yu1tu11la kqlf. Benzetmenln blltlln ketlf· 
lerde blr hlueye uhlp bulundutu g0rl1n1lyor. Fakat bu hl11e 
baz1 ketlflerde a1lan pay1n1 letldl eder. Bo ho1oau pek eleman· 
ter olmayan, fakat tarlht Oneml halz ve tamamen elemanter blr 

mlallden c;ok daba teelrll blr mldlle ayd1nlati.nak laUyoruz. 

Newton ve J..elbnts'ln ~lda11 olan Jakob Bernoulli (1854 • 
17~) ad1ndakt 11vl~rell matemaUkc;l blr~ok IODBOZ eerllerlD top­
Jamlnl krtfelmlf, fakal kare eayllar1 tenlerlnln letkll etllll 

1 1 1 1 1 
t+~+g+~+ga+;m+· .. 

1erl1lnln toplam1n1 bulmaya muvaffak olamami1t1. Bu huauata 
Bernoulli 101le yazm11tt: •Bier blr klm1e blzlm blltlln 'gayretle­
rlmlze mulrnemet etml1 olan bu toplam1 balmaya muvaffak 
olur ve netlceyl blze blldlrlne, kendlalne ~olr mlnnettar kalaca· 

IJs.• 

Bu problem Leonhard Boler (1707 • 1783) ad1ndakl dlter 

blr lavlorell matematlk~lnln dlkkatlnl c;ektl. L. Euler bpk1 Ja· 
kob Bernoulli g\bl Baael'de dotmutlo ve Jakoboa kard91l olan 
Johann Bernoulll (1867 - 1748) ala talebealydl. Aranan toplam 
lqln Euler evvell (bellrll lntegraller, dlter aona11z aerller glbl) 
muhtellf dlter lfadeler boldo, fakat bunlar1n hloblrl onu tatmln 
etmedl. Sonra bu lfadelerln blrlnl, top1am1n aa11eal delertnl yedl 
ondahk baaamata kadar heaabetmek lt;ln kul1and1 (1.64.4911'). 
Fakat bu aadece yalda1tk btr deter olup, 00110 hedefl top1am1n 
tam dotru deterl ldl. Euler nlbayet bu tam dotro deterl de 
ke1fe muvaffak oldo. Burada benzerllk kendlllnl IOD derece 
cllr'etklr blr farulyeye aevkelmlftlr. ~lmdl Eoler'ln yapbpa 
bakabm. 

(1) Evvell, Eoler'ln ketfinde kullantlan baZ1 elemanter ceblr 
bll1llerlnl gOzden 1eotrmekle lte ba1hyabm. Eter n. derececlen 
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denkleminin 

Xu 'XtJ ••• , :Xn 

gibi n tane farkl1 kOkll varsa, bu denklemin sol tarafrndaki po­

linom n tane farkh lineer i,;arpamn i,;arp1m1 eeklinde gijeterile­
bilir: 

an (x - x 1) (x-x,) · · · (x- xn)• 

Bu eeitll~in her iki taraf1nda x in aynt kuvvetlerini ihtiva 

eden terimleri birbirleriyle mukayeee ederek: bir deoklemin kOk­

leri ile katsay1lari arae1ndaki bilinen mlinasebetleri elde ederiz 
kl, bunlar10 en basiti 

olup, x"-• 'i ihtiva eden terimlerin mukayeeeelnden elde edilir. 

Lineer c;arpanlara aynhe1 baeka bir 1ekilde de gijetermek 

mttmkllndf1r . Etter :x,, :x,, .• • , :xn kijklerioin hlc;blrl 0 a eeit de­

~ilse, yahut (ayn1 eey demek olan) a11 , 0 dan farkl1 ise, 1Byle de 
yazabllirlz: 

ve 

( 1 1 1) 
a, =-ao +-+ ··· +- · :x, ~, Xn 
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Bu son yaz1e eeklinin bir degieik tarz1 daha \"ard tr. Dtnk­
leml 2n. dereccden ve 

b0 - b,.r ' + b,r1 
- ··· + (- tr bnx' n = 0 

~eklinde, kOkleri de birbirinden farkh farzedelim. Bu takdirde 

kOkler, fl Jarin hlc;biri 0 olmamak \"e bepsi birbirlnden farkh ol­
mak Qzere, 

1,1eklinde oiurlar. Bu takdirde 

ve 

olur. 

= b0 
( 1 - ~;) ( 1 - ; ; ) · · · ( 1 - Ji) 

b -b (..!. ..._ _!_ -L ... + 1) 
I - 0 ffi I fi~ ' /lJ 

(2) Euler, sin x = O, veya 

3 ;, .r .r + x 
1-IT3 1 .2.l:l.4.5 +··· = O 1.2.3 ... 7 

denklemlni nazar1 itibara almaktad1r. Bu rlenklemln sol tarafJ 

eonsuz eay1da terim ihtiva etmektedir, yanl bu denklemin «de­

recei;i eoosuz iur•. ~u halde, Euler'e gore, bu denklemin 

0, n, - ."I:, 2 n, - 2 :z, 8 ... , - 3 n, ... 

glbi 11onsuz say1da kOkU haiz olruas1nda fl8Q 1l11cak bir eey yoktur. 

lfoler 0 kOkUnU bir kcnara b1rak1yor ve deoklemin sol taraf1n1 
bu kOke tekabUJ eden .r lineer carpan1 ile bOlerek 



GE~ELLE~TIRME, OZELLE~TiRME 1 OE:-IZETME 27 

x • x ' .i:~ 1--+ - - -+ ···=O 2.s 2.a.~.5 2.3.4.5 .6 ; 

denklemiol elde ediyor kl, bu sonuncu dcoklemin kOkleri arltk 

:r, - :r, 2 :t , - 2:r, 3 11 -H :r, ... 

den lbarettir. Uaha e\·vul (1) de lio eer 1,.'&rpa nlara ayr1he1n eon 

1ekllni mUoakaea ederken benzer bir durum la knr11lla1m11ttk. 1,te 
Euler buradan harekct ederek, benzerlik yoluyla 

• t I • 
~=1 -..!_+ x __ .1·-+ ... 

·" 2.a 2.3.4.5 2 a . .. 7 

=(1-x')(1- ·"') ( 1 -~) ···, 
:i' 4:r' ~b· 

1 1 1 "' 1+-+-+-+ · .. =-4 9 16 6 

oldutuoa bo.kmediyor. ~on eeri ise, t oplanm11 e1 J akob Uernoulll'­

nin bUlUa gayretlerlne 111 11ka \ emet etmi1 o'an eeridir - fakat 

bu netlce cllr' etkA r b ir yolla clde edilmi, oluyor. 

(3) Euler tutmue oldultu yolun ne kndar c ll r'etkilr olduitn­

nun tamamen farkinda irll. Hakikaten, o tarlhtcn on eene sonra 

• bu metod yeni olup, bOyle bir maksat lcln 1hndiye kadar hie 

kullan1lmam11ti» diye yazmiotir. Euler, lepat1nda itiraz edilecck 

noktalar10 bir k1sm101 blzzat gOrmtt1, bfr.;ok itiraz?ar da onun 

matematikcl dostlar1 tarafmdan ilk sllrpriz kar11s10daki hayran-

• hklar1 gecer ge.;mez yap1lm1et1. 

Bununla blrllkte Euler, keefine ltimllt etmek i.;in baz1 &?-
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beplere mallktl. Evvell aerinln toplam1 lc;ln daha nnee hesaplamit 

oldujtn eay1aal deter n'/6 lie aon baaamajt1na kadar inlibak edi­

)Ordu. Bundan batka sin x ic;tn bulmnt oldujtu c;arp1m lfadeeln­

dekl dljter terlmlerln kataay1lar1n1 mukayeee ederek, meaell dOr­

dllneQ kuvvet terslerlntn toplam1 olan 

1 1 1 1 :t• 
1 + 16 + 81 + 21)6 + 625 + ... = 90 

glbl dljter bAz1 t'Y•D• dikkat eerllerln de toplamlar1n1 bulmnt ve 

bu toplamlarin aay1eal deterlnl he1aplayarak yukarda buldujtu 
dejterlerle bu aay1aal dejterler araa1nda tam bir uygunluk bulnn· 

dujtunn gOrmOttil. 

(4) Bundan batka, Euler metodunu dilter misllller llzerinde 

de denem:1t1. Bnyle yapmakla, Jakob Bernoulli serialnln toplamt 

olan n"/6 y1 Ilk tutmnt oldujtu yolun tOrlG deltltik eekllleri va· 
s1taa1yla da bulmaya, muvaffak oldu. Bnndan batka Leibniz'e 

ait Onemll bir aerlnin toplam1n1 da kendi metodu tie yeulden 
bulmaya muvaffak oldu. 

~lmdi bu aon noktay1 mGnakata edellm. Euler'ln yaptljt1 
gibl 

1- sin x =O 

denkleminl ele alahm. Bu denklemln kOklerl 

11'r 
2 ' •.. 

dir. Bununla blrllkte her kOk blr iklkat kOktGr. 

(g = aln x ejtrlel yukarda verllen abelslerl halz noktalarda 

g = 1 doltruaunu keemeylp, bu dotrnya o noktalarda tejtettlr. 
Sol tarahn tnrevl ayn1 dejterler lc;tn 91f1r olur, fakat iktnel tn­
rev 0 de~erler lc;ln 11f1rdan farkhdir). eu halde 
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.l' xS x s 
1--+- - + · ·· = O 

1 1.2.3 1.2.3.4.5 

denkleminin k!>kleri 

7 n 
- 2···· 

olup, Euler'in benzetme metodu bize a1pjt1ki lioeer c;arpanlara 
ayr1h11 verir: 

. x 'x1 x • , 
l -sm x = l - I + 1.2.3- 1.2.3.4.5 1 · · · 

= ( 1_2x)' (l + 2x)' (i - 2x)' (t + 2 l')'··· . 
n 8 n f).'1 7 n 

Her lkl taraftaki x ll terlmln katsayllar1n1 blrbirine e11it k1larsak 

4 3 4 4 - 1=--+---+-- ... , 
·' 8 :i 5 n 7 :r 

n 1 1 1 1 1 -=1--+---+---+ ... 4: 3 5 7 9 11 

elde ederlz. Bu ise me1bur Leibniz ser leldlr. Euler'in eilr'etklr 
metodu b!zl burada bllloen bir netieeye gotl1r.nil1tllr. Bu m11oa­
•ebetle Euler 1uou 10ylemektedir : • Burada baz1Janna yeteri ka­
dar gQvenllebllir gOrilnmemesi ml1mklln olan metodumuza kuv­
vetll blr deetek ortaya c;1kmaktadir. Su balde, ayn1 metodla elde 
edllen dijter 1eylerden de hie; filphelenmemellyiz. ,. 

(5) Bunonla berab~r, Euler f iiphe etmekte de,•am ettl. (8) le 
•nlat1lao 1ay1sal gercekiemelere gittlkce daha fazla serller tetkik 
etmek ve daba cok oodahk basamaklar he11bet nek suretiyle de­
vam eltl ve lneeledljtl blltQo ballerde dalma uygunluk buldu. Bun· 

dan ba1ka dijter metodlar da denedl Ye sonunda Jakob Beroonlll 
•erisloio n' /6 toplam1n1 balz oldutunu say11&l olarak gerc;ekle­
mekle kalmay1p, bunu kat'I olarak ispata muvaffak oldu. Bu ls. 
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pat derin ve ustahkh olmakla beraber, daba dyade al11plm1' 

mOlllhazalara dayantyordu ve bu yUzden tamamen keein blr !s­

pat olarak kablil edildl. BGylece, Eoler'ln ke11finin en goze c;ar· 

pan neticeeinin dojtrulujtu tatminkAr bir 11ekilde gerc;eklenmit 

oiuyordu. 

Bu millabazalar, neticcslnln dolrulujtu hakk1nda Euler'l de 

ikna etmlt gnrnnnyorlar <') . 

7. Benzetme ve Endllkelyon. Biz, ke1re got Uren ve en­

dllktif muhakemenln tabiab hakk1nda bir Qeyler Otrenmek ietl· 

yorduk. Yukarda anlatt1klar1m1zdan bona dair ne Otrenebllirlz '! 

(\) Euler·in kat'i ad1m1 elh'etkArd1. Sirfmantik bak1m1ndan, 

bu ad1m dojtrudan doitruya yanlittir: c;;nnkll burada Euler blr 

kaldeyi kendlei lc;ln yap1lmam11 olan bir hale, yaol eeblreel 

denklemlere dalr blr kaideyl e~blreel olmayan blr .denkleme tat­

bik etmektedlr. ~u balde e1rf maot1k bak1m10dao, Euler'ln atm11 

oldugu ad1m hakh gornlemez. Bununla birllkte, bu ad1m beozer­

lik dolay18lyla bakh gOrlllebillr. Bu beozerlik, kendlelnln blrkaQ 

eene eonra •Roneuzuo Anallzl• ad1n1 verdltf, yenl yllkeeleo blr 

billm dahn10 en ba1ar1h bulu1lar1 iledlr. Eulerden Oneekl mate· 
matlkc;iler eonlu farklardao eoneuz kllc;llk farklara, aoolu eay1da 

terim lhtlva eden toplamlardan eoneuz aay1da terlmll toplamlara, 

sonlu c;arp1mlardan sooeuz c;arp1mlara gec;mi1'erdl. Euler de eonln 
ic;ln yap1lao kaldelerl eonsuza tatblk ederek, eonlu dereeell denk· 

lemlerdeo (eebinel denklemler) soneuz derecell denklemlere gec;­

mi1tir. 

(') <;ok aoDra, Ilk ketfl llaeriDdeD hemea OD ••De a•otlkteD aonra. 

EDie r ayn1 koiauya dGDmllt. ltlra:r.lara t'eTap verml,, lapattan zlyade 

ketf• yarayan batlan11~lakl metoduDu blr dereceye !radar lamamlam11, 

ve tamameD farkh yeDI blr lap.t •ermlttlr. L. Euler, Op.,., Omnia, 

eer . l. vol. U, 8. 71-86, 138 1116 Te bu problemln tarlbl hakk1nda 

Paul Stlickel'ln blr notuDu lhtlYa eden 8. 1641-178 ya bakinu:. 
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Bu benzetme, sooludan tioneuza bu ge~1,, blr~ok tuzakl11.rla 

c;evrilldir. Euler acaba bunlardan nas1l eak1nablldi '? Bazllan •c;iln· 

kG o bir dlhi ldl• diyeceklerdir, fakat bu Hade tabiat1yla hicbir 

1eyl izah etmez. Ke1fioe gnvenruek icin Ealer'io elinde ~ok ak1lhca 

Bt:bepler vard1 ki, bu bebep'eri dehRya has hi!,'bir harika oUfuzu 

nazara ibtiyac; knlmadao biraz eal'tduyu ile anl1yabiliriz. 

(2J Euler'in, ke,Uoe giivenmeaindeki sebepler yukarda <•> 
Ozetlenmi1 olup, ban tar (mantik bak1m1ndan) ispatlagrcr de~lldlr. 

Euler yapm11 oldulu farazlyenin < 1>, eonludan soneuza cUr'et­

kAr gec;ltinin, aebeplerini yeniden gOzden gei;;lrmemekte, eadece 

buouo netlcelerinl gOzden gec;irmektedir. Enter Myle herbir neti­

cenin gerc;ekleomeeine kendi faraziyeelnln leblnde bir delil gozny­

le bakmaktad1r. Euler hem yakla1:11k, hem de kat'i gerc;ekleomeleri 

kablll etmektedir, fakat sonuoculara daha fazla al't1rhk verdili 

gOrQlllyor. Bundan baoka ilk faraziyeel Ile yak11dan alakah baoka 

farazlyeleri <"> de tetkik etmekte ve My le bir netlcenin gerc;ek­

leorneeini kendl farazlyeaiuin do~rulu~u it;in bir delH saymak­
tad1r. 

Euler'in eebeplerl, aehode, endOktlflir. Bir faraziyenin neti· 
celerloi tetkik etmek ve ooun hakkinda bu tetkike gore hUkttm 

vermek tipik blr endilktif u11lldUr. Adi hayatta olduln gibl, ii· 

mt araohrmada da bir faraziyenin mOpbede edilen neticelerl ha­

kikaUere c;ok veya az uydul'tuna gore, o farazlyeye c;ok veya az 
lnan1r1z, daha dofrueu lnanmahy1z. 

K11aca Euler, ilim adam1 oleun vJya olmas1n. maktll ln1an­

lar1D dU1:1QndUfQ gibi d010nmektedir. Euler §Oyle ifa 1e edeblle­

ceAirnlz baz1 prenelplerl kabill edlyor gOrUomektedir : 

(•) Para1rat 6 (Si, <•). (fil e balna11. Baler'lo hndl l!aetl loin 

Opera Omnia. Hr. 1, vol. J&. S. UO 'a bakauz. 

( •) ' ala x lo blr aonaur. ~arpuo olarak 111sterllltl · 

n e • llhaHa 1 - ala,, e dalr aoo1ua ~arp1m. 
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t) Bir farazige herhanii bir yeni neticeainin ger~ekle1mni 

ile Jaha inanzlobilir hale gelir. 2) Bir farazigege benzer ba1ka bir 

farazige Jaha inanrlabilir hale gelirae, ilk farar.ige Je daha inanz­

labilir hale gelir. 

EndOkaiyon meloduoun dayaod1it1 prenaipler bu oeviden 
midlr? 

11. B0L0ME DAIR 0RNEKLER VE TAMAMLAYICI BILGILER 

BlRINCl KISIM 

1. Dolra genelle1tirme 

A. Aoait1ki denklem aiatemlni gerc;ekllyen tic;, x, g, s aay111 
buluouz: 

9x - 6g - 10s = t, 

-6.t' +4g+ 7z=O, 

x' + g2 + z' = 9. 

A y1 c;!Szmemlz lcabettlitl zamao, apf1kl Ge; B, C, D geoel­
le~tlrmesloden banglel blze daba faydah blr flklr verlr? 

B. tl'c; denklem lhtlva eden blr elatemdekl Qc; blliomiyenln 
dejlerlerlnl bulunuz. 

C. llk lklsl blrlncl, Qc;llocQ1G lklnci dereceden olan Ge; 

denklemll blr eiatemdekl Qc; blllnmlyenln deiterlerlnl bulunuz. 

D. Ilk n-1 taneai blrlncl dereceden olan ve n denklem lh­

tiva eden blr eialemdekl n billnmlyeotn deterlerlol bulunuz. 

2. Albgen tabanh blr •dl1zgt1o• piramitle blr nokta verll· 
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mi1Ur. (Elter blr plramldin laban1 dllzgllo bir c;okgen ve bu dtlz­

gilo c;okgenln merkul de piramidin yl1kseklifinln dlkme ayata 

ise, o plramlde dilzgllodl1r denir.) Verilen noktadan gec;en ve 

verilen plraroldl hac1mca lkl e,it parcaya bOlen blr d11zlem bu­
lunuz. 

Size yardam li;ln 10yle blr soru sorahm: Bu probleroln do~­
ru geoelle1Urmesi nedlr? 

8. A. Ayn1 dl1zlerode bulunmayan ilc; d!Jtru ayn1 bir 0 
noktas1ndan gec;mektedlr. 0 dao Oyle blr dllzlem gec;lrlolz ki, bu 

11i; dojtru lie etit acalar letkll etsln. 

B. Ayoa dilzlemde buluomayan ilQ dojtru ayn1 blr ooktadan 

gec;mektedir. P noktas1 bu dotrulardan birinin 11zerlndedir. P 

den Oyle bir dilzlem gec;irlolz kl, bu Qi; dojtru lie e1it ac;alar te1-

kll etsln. 

A ve B problemlerinl blrblri Ile mukayese edlniz. Birioln 

QOzQmQnft diterinde kullaoabllir mlslnlz? Bunlar aras1ndakl 

roant1k bat1 neJir ? 

4. A. 
+ f (l + x')- • dx 

lntegrallni be1aplay1n1z. 

B. p verllml' blr pozltlf say1 olmak Ozere 

+oo J (p + x 1
) -

1 dx 
-00 

integrallni beaaplay1n1z. A ve B problerolerinl mokayeae edlolz. 

Birlnln cOzQroQoQ Oleklode kullanabllir mlalolz? Bunlar ara110-
dakl roanltk bait nedlr? 
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S. A11r1 bir ozel bir hal. DikdOrtgen 1eklindeki bir masaya 

ikl kiti oturmo1 oltun. Boolardan biri maea fizerine (mesell 25 

kurueluk) bir madeni para koyoyor. Sonra dijterl de maeaya blr 

25 kurutlnk koyuyor. Sonra gene blrinci1l, eonra gene ikln~lei, 
illb ... bu iti tekrar ediyorlar. BOylece konan 25 kurntluklartn 

her blrlninln masa 1lzerlne yatmlm11 olma11 ":e bunlardan her· 

bangi ikleinin Ust lisle blnmemeai ljartltr. Maeantn Uatllnde hie; 

bot yer kalmayacak eekilde eon paray1 yerlcttiren oyuncu masa 

llzerlndeki butQn paralan kazan1yor. Her iki oyuncunun da mllm· 

kiln olan en lyi eekilde oynad1jt101 kabul ettllllmiz takdlrde, oyu· 

nu acaba hangisi kazanacakllr '? 

Bu eaki, fakal mO.kemmel bir Ukir sorueudur. Vaktiyle, ha· 

kikateu mQmtaz bir matematikc;iyi blr problem kendielne eoruldu· 

jtu zaman gozlemek ftraahm bulmuetuk. Kendlel fOyle eOyleyerek 

lee ba1lam11tt: «Masay1 o kadar kilc;llk farzedelim ki, Qzerl ancak 

blr lane 25 kuru1lnk alabilein. Bu takdirde oyunu aoilsllr olarak 

ilk oyuncu kazanacakttr.» Yani bahia konusu etti~imiz matema· 

tikc;I, c;OzQmQ aoikAr olan aim bir ozel ball eec;mek euretiyle iee 

ba1lam11t1. 

i;;imdl masan1n, giltikc;e daba c;ok 25 knru!Jluklara yer vermek 

O.zere tedriceo genitledijtloi tasavvur edersenlz, yukar1ki Ozel hal· 

den genel haldekl c;Ozllme varabillrsiniz. Problem! genelle1tirerelc 

c;etllli bic;lm ve bllyQklO.kteki masalar1 ele almak daba da lyl ne· 

tice verebllir. Verilen maeao1n blr simetrl merkezlnl halz oldu· 

ituna ve bOyle bir masaya dair problemio dojru genelle1tirme1inin 

bir simetrl merkezini haiz billiln maealar1 ele almak olilul}una 

dikkat edereenlz, problemln c;OzQmO.nll elde etmlt veya hie; ol· 

mazea onu elde etmeye c;ok yakla1m1111n1z demektlr. 

6. Verilen lid dalrenln blr ortak teltetini c;lzlniz. 

Size yard1m etmek Qzere bir aoru aorahm : Barada c;Ozfimft 

daba kolay bulunabllecek blr aim Ozel hal mevcul mudur? 
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7. Bir ba1 ozel hal. Bir c;okgenin alan1 A, ve dllzleml­

uin diiter bir dill\lemle teokil etti~i ai;1nm degerl de x olsun. 

\.okgenlmizln ikiuci dQzlem nzerindekl dik 17.dllo!lmllniln alanm1 

bulunuz. 

Burada oeklin blt;lmlnln verilmemie oldujtuna dikkat ediniz. 

Halbukl oekil ic;in sonsuz say1da farkh bi9im mnmk!lndllr. Haogi 

bit;iml m!lnakaoa etmellyiz '? Hangi bit;iml en Once mllnakaoa et­
meliyiz? 

Bilbasea kolay ele alinabilecek blr Ozel bl9im mevcultur: 

Taban1, lzdlltllmll ahoan eeklin dllzlemi ile llzerine izdlloilrillen 

dUzlemtn l arakesltine paralel olan bir dikdUrlgen. Boyle bir dik­

dOrtgenin taban1 a, yttksekli~i b ise alao1 ab olur. lzdlltllmde 

buolara tekablll eden bllyUklllkler ise e1ras1yla a, b cos 'X ve 

ab cos x d1r. ~u halde bOyle bir dikdortgenlo alanma A dersek, 

onun izdlloQmllnlln alan1 A coa x olur. 

GOrml1~ oldugurnuz bu Ozel hal, yahuz bllhaeea kolay ele 

ahnabtlecek bir Uzel hat olmakla kalmaz, bu ayo1 zamanda blr 

ba, oeel haldlr. Yaol dljter blltllo haller buodan elde edlleblllr; 

problemin bo1 ozel haldeki roziimii, genel halleki roziimiin esa­

.... , ihtiva eler. Hakikaten taban1 l ye paralel" olan dikdOrtgen­

den hareket ederek, •izdllellmlln alan1 A cos x 'ya eoittir• kalde­

elnl a1raa1yla b!ltlln dljler eeklllere teomll edeblliriz : EvvelA (bat· 

lang19takl dlkdOrtgeni iklye bOJerek) bir dlkkeoar1 l ye paralel 

olan blr dlk tti;gene, sonra (bOyle iki dlk lli;genl terkip ederek) blr 
kenar1 l ye paralel olan blr U9gene, ve nihayct (blraz Once bab­

eettijllmlz tipten tltgeolere Mlmek euretiyle) bir genel 9okgene. 
HattA (c;okgenlerin limlti olarak diltllnmek euretlyle) kenarlar1 

ejlrl olan oekillere bile gei;eblliriz. 

8. Bir dairede herbangl bir merkez at;181, ayn1 klrltln, ya­

nl ayn1 yay1n karomndakl blr 9evre ai;1111n10 iki kahd1r (0klld 

III, 20). 
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Merk~ ac;111 verlllnce c;evre ac;111 hentlz tamamen bellrll 

olmayip, blr~k durumlar alabUlr. Teoremln ah1tlagelml1 olan 

lepatinda (Oklldln lepall) kuUandan •bat Gzel bal• baogl-

aidlr '! 

9. AnallUk Fonkalyonlar Teorlelnin lemeliol le1kil eden 

Cauchy Teoreml, blr aoalltik fonbiyonuo le; Mlgeelode · regtlltr 

bulundutu keyfi blr kap1h etrl t1zerlode ahoan lntegralinln 11-

hra eiit oldutuou !fade eder. Cauchy Teoremlnin, kapah etriolo 

blr 1lc;genden ibarel oldutu Gzel ballni blr ba1 Gzel bal ola­

rak telAkkl edebillrlz: Haklkalen, teoreml blr tlc;gen lc;io lapat 
etllkten sonra, e1ra11yla (tlc;geolerl terklp ederek) c;okgenlere ve 
(~kgenlerin limitlerl olarak dt11tlnmek anreltyle) etrllere tefmll 

edeblllriz. Mid.I 7 ve 8 ile benRrllte dikkat edlnlz. 

10. Bir t11nuili osel Ital. M"aell 11-kenarh c;okgenlere dalr 

blr p·oblemle kart• kar11ya11n1z. Bvvell blr beffu c;lzerek, prob­

leml bu betgen lc;in c;l)zQyononaz ve c;l)ztlmtlntiztl loceleylnce 
ayn1 c;GzQmQn gencl balde de, yanl berbangl blr 11 lc;ln de, llpk1 

11 = 5 lc;ln oldutu gibl, i1leyecetlnl gGrtlyoraunaz. Buradakl 11=5 
Gzel ballae t11m111lci oHl Ital dlyP.btllralnla: Bu Gael bal alze genel 

ball tem1U ediyor. Tablallyle 11 = 5 ballnla balilkaten temallcl 

olabllmeal lc;lo, a.izl yanl11 yola 1evkedebilecek hlc;blr G&el ba1lt­

le1meyl lhtlva etmemeai liumdll'. Temallcl Gzel hal genel balden 
daha baalt olnaamalr:lu. 

Temallcl Gzel blller Gtretlmde ekaerlya kullan1ih olurlar. 
M.-.ell 11 aat1r ve 11 atltunlu delermlnanllara dalr blr teoremi S 

aat1r ve S atllunln blr determlnant1 dlkkalle lncelemek aurellyle 
lapat etmenlz mtlmktln olabllir. 

11. Bir be11ur Ital. eorte blr problem verllmlt olaun: Oy­
le blr uc;ak lmll elmell kl, bir kaza vukuunda 0 IM;&kta bulnnan 

blr klmaenln kafata1101n kmlma tehllke1l a91art oliun. Bu prob­

lem! loceleyen bir tip doktoru, blr taklm yumurtalan c;eiiW 
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1ut1ar alhnda k1rmak suretiyle lecrllbeler yapmaktaJ1r. Bu za­

t10 yapt11t1 oedir? 0, ba1Jang1{:ta vcrllen problemde de/i1iklik ya­

parak, 1imdl kafataslar1 yerine yumurlalar1 kmnak suretlyle bir 

gardimcr problem ile ujtra1mektad1r. lki problem, yaoi ba1Jang1Q­

laki ile yard1mc1 problem arasmdaki bag, ben:erlilcten ibarettir. 

Mekanik bak11mndan bir inseo ba11 lie bir tavuguo yumurlas1 

a1ag1 ynkeri birbirine benzer: Her ikisi de kati vc kmlabllir bir 

kabuk ile onun icindeki jelatini blr maddedeo ibarettlr. 

12. Etter uzaydakl lki dogru parvas1 blrbirine paralel UQ 

dOiiemle keailirse, meydaoa gelen kar11hkh do~ru par\alari ara­
lar1nda oranhhd1r. 

Bunon ispat1n1 bulman1za yard1m etmek IQin, size bir soru 

IOrahm : Buoa beozer daba basil blr teorem var m1d1r ? 

13. Bir paraJelyUr.nn dl:!rt kl:!1egeol, herbiripin orta noktas1 

Olan, bir ortak noktay1 baizdir. 
I 

Bu non daha basit olan bir beozer teoreml var m1d1r? 

14. Bir OQyfizlll ac;1n1n iki yUz &\IBIDlD toplamt ilc;QncQ yllz 

ac;111ndan bOyOktiir. Buna beozer daha baelt bir teorem var 
IXltd1r '? 

15. Bir dOrtyilzlQyQ fiQgeoio uzaydakl beozerl olarak diltll­

neUm. A!Jag1dn verec0 jtlmlz dUzlem · geomelri kavramlar1nm uzny 

reo:netridekl benierlerlnio blr listeslnl yaplOIZ: Paralelkenar, clik 

rl6rtgen, /core, bir a ·rnrn a~r ortagr. Dllzlem geometrloin a1att1ki 

leoremine beozer olan bir uzay geometrl teoreml !fade edioiz: 

81,. ii~genin iir. ap ortag1, ii~genin irlne ~izilmi' claire11i11 merkezi 

ola11, bir noktada kesi1irlel'. 

16. Bir piramidl blr n~genin benzerl olan bir claim olarak 

d01noelim. A,ag1ki d!lzlem eeklllerin beozerlerl olan clslmlerin 

blr liateslnl yapin1z: Paralelkena,., clikdortgen, doire. DQzlem 
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geo:netrlnin a11alhkl teoremine benzer olan blr uiay geomctrl 

teoremi ifade ediniz: Bir dairenin alanr, tabor r lairenin (:eorrsi 

ile, giilcseklifi de dairenin gar1i:ap1 ile agnr uzanlalcta olan bir 

ii~genin alanrna qittir. 

17. Dllzlem geometrlnin a,ajt1ki teorerr ine benzer olan bir 

uzay geometri teoremi icadedloiz: Bir ilcizlcenar ii(:genin giikaek· 

Ufi, o ii~genin tabaninin orta nolctasrnlan ge~er. 

Slzce hangi uzay tekli bir iklzkenar C~izrnin benzerldir? 

18. Biigiik benzerlikler. (l) Yukar1kl 12-li mlsAllerinde 

diizlem geometri Ile uzag geometri arasmdakl beozerllk llzcrinde 

dorulmnttu. Bu benzerlik blrcok vechelerl halzdir ve bondan 

dolay1 ekseriya iek olarak bellrli ve her zaman apac1k dejtildir, 

fakat yeoi fiklrler vermek ve yeni kl'tlflere gMllrmek busnsnn­
da tllkeomez bir kaynakt1r. 

(2) Saydar ,.e teklller matematljtin yegane malzemesi de(tll­

dir. Matematlk esas itlbariyle mantiktao ayrdamaz ve kesln 

(exsct) blr teoriye konu letkil cdcbilecek her malzeme lie ujtra­

tir. Bnnnola birllkte saytlar ve ,eklller matematijtin en -.ok ah 

ttlmtt malzelilesldlr ve matematlkcller say1lar1n Ozeliklerlne dalr 

vllnalar1 e-akillerin Ozellikleri ile ve eeklllere dalr vlk1alar1 da 

eay1lar10 Ozelllklerl lie aydmlatmaktan hoelanirlar. Bun a gore 

1ag1lar ve 1elciller ara1mdaki benzerlijtln say1lam1yacak kadar 

~Ok vechesl vardtr. lin vechelerio bazllart cok ac1kt1r. Meae­
IA aoalltlk geometride, ceblrsel ve georuetrik \•arhk ve mQna­

sebetler arasmdakl iyl tarif edilml, tekabllller ioceleomektedir. 
Boounla beraber, gerek geometrik eekillerln, gerekse saytlarla 

yap1lmaB1 mllmkllo olan op'!raayonlarm i;eQitleri bltmek tllkeomek 

bllmez say1da bolundujtondao, bunlar aras1odaki tekabllller de o 
kadar coktur. 

(B) Limitlerin ve limit operaayoolann10 incelenmesi, aonlu 

Ile son1az aras1odaki beuerllk dlyebllecejtlmlz, dljter blr benzer-
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lik clnsl orlaya c;1kar1r. Meselii, sonsuz scri11>r ve integraller, 11-

millerini te,kil eltikleri sonlu toplamlartn ce11itli tarzlarda ben­

zerleridlr; Diferansiyel Hcsap, Sonlu Farklar Hesabrn1n beozeri­

dir; diferaneiyel denklemler, biJhassa liocer ve homogen <life­

ranslyel denklemler, cebirsel denklemlerin bir dereceye kadar 

benzerldir, ve s. Nispeten y1;ni olan Onemli blr matematik 

bran'' integral Denklemler Tt?orisidir. Bu teori tu soruya bayret 

edilecek ve gllzel bir cev;.1p verir: n billnmiyenli n linear denk­

lemln integral Hesaptaki benzeri nedlr? Sonlu ile sonsuz arasm­

daki benzerlik kendine bth zotluklan ve tehlikeleri ile bilhaaea 

c;ekicldir. Bu benzerllk inean1 ke11fe oldutu gibi, batAya da gG­
tllrebllir. MhAI 46 ya bak1u1z. 

(4) Mermllerln parabolik yolunu ve oular1n hareketlerinin 

kanutatif (kemmt) kanununu ke11fetmi1 olau Galileo, Astronomi 

alanmda da bllyilk bir kAtifti. O taribte yeni icadedilmit olan 

lelc1:1kopla Jilpiterin peyklerini ke11fettl \'e Jilpiterin etrafinda 

dOnen bu peyklerin, dllnyanm etrafJnda dOnen ay ile gllneoin et­

raf1nda dOneo gezegenlerio benzerlrri oldutuna dikkat etU. Ga­

lileo bundan ba,ka Venue gezegeninin eafhalar1n1 da ke,rederek 

bunlar10 ay1n safhalan ile benzerlitine dikkat etti. Bu ke,ifler, 

o zamaolar 'iddelle tarti111 rnakta olan Copernicus' Un, gezegenler 

eietemlnin merkezine gllnefi koyao, teoriiflni kuvvetle teylt ettl­

ler. Galileo'nu n gOk cleimleri ile mermilerln hareketleri aras1n­

dakl, sezgl iie kolayca gOrillebilecek olon, benzerligin fark1na 

varamam1e olmas1 garlptlr. Bir merml yolunun c;ukur (konkav) 

kism1 dUnyaya do[tru dOnllk oldugu gibl, ay1n yolu da ayn1 Oze· 

lijti halzdlr. Newton b•1 benzerlik Ozerlnde bilhaasa durdu: 

• ... alilan b!r ta, kendl ajt1rhjt1ntn teeirl lie, eadece atu111 netl­

ceelnde tAklp edecelti dogroeal yoldan ayr1lmaya ve ... nib yet 

yere dUtllnceye kadar blr ejtri c;izmeye Zl)rlanu; ta11n atilit 

Bllr'ati ne kadar bllyUk oluraa, yere dllellnceye kadar o derece 

uzaga gider. ~u halde bu biz1 Oyle artt1rd1jt1m1Z1 farzedebllirlz 

ki, tae yere dlltmeden evvel 1, 2, 5, 10, 100, 1000 millik hirer 
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e!lri yay1 ciz9in. Nibayet bu hm o kadar .arlttrahm ki, tae dOn· 
yan1n &1D1r arim e9ara ~ I k Ona dokunmadnn Uzoya gersin.• <•> Sek. 2.-l 'e bak101z. 

~ek. 2.4. Bir t&$tD yolundan ay1n yoluoa ge,.i9. Newton 'un 
Principia'stndan. 

Barada ta91n yola sOrekli olarak de1ti1mek auretlyle ay1n 
yoluna dl!nUyor. Ve ta, ile ay10 dllnyaya gllre durumu ne lae, 

peyklerlnlo J!lpitere, yahut Ventta ile dliter gezegenlerin de gil· 

ne9e gllre durumlar1 odur. Bu benzerliltl gl!z llnllne getlrmedeo, 

(•) Sir Iliac Newton's Ma•hemotica/ Pri,.c1p/u of N,,tural Plillo· 

'"Phy and hie System or the World. Translated by Motte, revlaed by 
C•Jorl, Berkeley, 1946; S. 661 'e balunu:. 
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kendieiae hill gelmi1 gei;mi1 en bilyllk ilrui ke1if gtl~ilyle baka­

bilece~imiz, geoel cazibe kanunuoua ~ewton taraftndao ke9fedi­

li9lnl aocak pek ookeao blr 9ekilde anhyabiliriz. 

19. Apklanm1, (izah edilmi,) b~nzerlikler. Benzeyi9 ekee­
riya mtlphemdir. Neyio oeye beozer oldu~u sorusuoun cevab1 

da ekseriya tek dejtlldir. Hir beozerlijtio mllpbem olu9unun, ooun 

entereeaoha1n1 veya faydaem1 azaltmae1 icabelmez; bunuola bir­

likte, beozerlik kavram1om maotik ve matematik kavramlarin­

daki berrak11aa erl1t1a1 haller Hzel bir dikkate 1Ay1ktir . 

(1) Bizim beozerlikleo kastetlijtimiz l}ey, mlloasebetlerde 
benzerliktir. BHyle bir benzerlik, bu miina•ebetlerin agnr lcanun­

lara tdbi olma11 haliode berrak bir miloay1 haizdir. Bu aolamda, 

toplama ve i;arpma ayn1 kanunlara tnbl olduau olspette, say1la­

rto toplaomae1, eay1lar10 i;arp1lmaa1oa beozer. Hem toplama, hem 

de carpma hem komiltatif, hem de 8880&iyatlftir, yaol 

a+ b=b+a, 

(a+ b) + c =a+ (b + c), 

ab= ba, 

(ab) c =a (be). 

Her lkl operaayoo da hirer ters operasyoou haizdlr; 

a+x=b, Q.'C=b 

denklemlerl, herbirioln bir ve ancak blr i;Hzilmll halz olmas1 do­
lay191yJa, blrblrioe benzer. (Bn eon kaldeyi hie il4tisnas1z doaru 

olacak 1ekllde !fade edcbilmek ii;in, toplama halinde negatif sa­

yalari da kabul etmeli, i;arpma halinde lee a= 0 ballot lbrac et­

melldir.) Bu mllnasebetle i;1karma da Mlmeye benzer; hakika­

ten , yukar1ki denklemlerin cHzllmlerl s1ras1yla 

x= b-a, 
b x=­
a 

d1r. Bandan ba9ka O say1s1 1 e beozer; hakikaten blr say1ya ·o 
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illvesi, tipk! blr say1n1n l ile Q&rpllmas1 gibl, o say1y1 delit· 

tlrmez: 

a+o=a, a· 1=a. 

Bu kanuolar c;e1ltll say1 s101flar1 lc;in ayo1d1r; burada raeyonel, 
reel, veya kompleks aay1lar1 oazari illbara alablllriz. Umumi 

olarak, agnr temel kananlara ( ak•igomlara) t<Hi c.lan matematilc 

t1arl1k •i•temleri blrblrlnln benzerl olarak dQ1QnQlebillr ve bn 

tarz benzerllk tam miloaa1yla ac;tk blr mloay1 baizdir. 

(2) Reel saytlardakl toplama operasyonu positif aaydarla ya· 

pdan Q&rpma operaeyonuoa daba batka blr anlam.da da benzerdlr. 

Her ,. reel aay111 uygun bir p pozitlf aay1s1n1n logarltmesidlr : 

r=logp. 

(Adi logarltmelerl kullan1raak, p = 0,01 oldulu takdirde r = - 2 

dlr.) Bu mllnaaebet yard1m1yla her pozltif eay1ya tamamen bellrli 

blr reel aay1 tekablll eltlll glbl, her reel aay1ya da tamamen 

bellrli blr pozltif 1&y1 tekablll eder. Bu tekablHde, reel aay1lar1n 

toplanmas1na da pozltif aaydann c;arpdmaa1 tekablll eder. Eger 

r=log p, r' = logp', ,.• = logp• 

ise, a1a~1kl mllnasebetlerln herblrl digerlol lcabettlrlr: 

r + r'=r", 

Soldakl formQlle sagdakiel ayo1 hlklyeyl lkl ayri dll Je aOyle­

mektedlr. Aralar1nda yukar1kl tarzda ballanb kurmut oldu­

jtumuz lkl aay1dan blrlne, dllerlnln tercllmeal diyeltm; meaell p 

nln logaritmeal olan ,. reel say1s1na p nln terciimui, ve p ye de 

,. nln a1l1 dlyellm. (BurarJa •asd• ve •lercllme• kelimclerinl ara· 

lar1nda dellttlreblllrdlk, fakat lkl 11ktan birinl 1ec;mek mecburi­

yetlnde bulunuyorduk. Art1k sec;imiwizi bir kere yapt1ktan son­

ra hep ona bath kalaeajt1z.) Bn terlmlerle, toplama, c;arpma-
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mn tercQmeei, <;tkarma, h!Hmenin tercQmesi, 0 da 1 in tercOmeai 

olur. Reel eayllarla toplamaya dair komUtatlf v.i aeso11iyallf kai­

deler de, pozllif Eaytlardakl c;arpmaya <lair 11yn1 kaidelerlo ter­

cllmeleri olurlar. Bu lilrlll tercllme tablallyle ashndirn farkhd1r, 

fakat &lfa~akl mAnada dojtru bir lercU.nedir: Ast 'daki olc111Rnlar 
arRStnda cilrl herbangl blr mllnBHebetlen, tcrcQmede onhra tekR­

blll eJen elemanlar arasanda as1ldaki mlln'IBebele tekabQI rden 

mtlnaeebetln tercQmeainin cAri ohlujtuna kesin blr emnlyetle h11k­

medcbiliriz ve ayna oekllde. bunun kar11t1 da dojru la~. Boyle blr 
dojtru tercUmeye, yanl belirli b•r tak1m miina•el,etl!ri m11hafa%a 

ed,.n bir bire·bir tekal,iile mlltemlllikc;llerio teknlk dlliod ! blr i%'>· 

marfi denir. homorfl, tamamen ac;1klanm11 bir benzerlik cetldldlr. 

(3) Tamamen ac;1klanm11 Oc;Uncil bir beozerllk ce!fldl de ma­

temat1kcilerln kendi teknlk dillerlnde homomorfi (yahut merod­

rik i%omorfi) dediklerl !JP.ydlr. Buna dair bir miellli yeteri derc­

cede mllnaka11a etmek veya bunu kesin bir eekilde anlatmak c;ok 

fazla Zaman alacajtt lc;ln, a11ag1ki yaklaflk izab1 anlamaya (i8hf&• 
hm. Homomorfl, blr nevi ai•tematik olarak k1falt1lm11 terciimedlr. 

Ru tercllmede BBtl yaln1z hatka blr dlle tercOme edilmekle kal· 
m1yor, fakat ayo1 zamanda k1nlt1hyor, Oyle blr terc tlme \'e kt­

aaltma netlceelnde asal her tarahnda ve sl9temll olarak yariya 

yahut llc;te hire \'e b11ka blr kesre tekeif edilinlt oluyor. BOyle 

blr k11altm1da baz1 locellkler kaybolabllir, fakal as1lclakl her 

11ey tercUmede blr 'Jeyle tem1il edllmekte olup, mt1naa~betln de, 
kO~tlltlllmne olarak, muhafaza edllmektedlr. 

20. / ktiba•lar. 

•lyl blr teeadQfQn yard1m1 lie asli probleml ihtlva eden 

ve ~GzQmU ondan daha kolay dljler bir genel problem! akh­
maza getlrlp getiremlyecejtimi:ie bakahm. MeaelA bir etrlnln blr 

ooktadakl tejtetlnl ararkeo, verilen E'~riyi Yerllen nokta lie o ook­

tadao verllen uzakhkta baeka blr noktada kesen blr dotruyu ara­
mak akhmaza geleblllr. Ceblr yard1m1yle her zaman kolayc1 c;Ozllle-
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bilecek olan bu ikinci problemi cnzdilkten sonra, tel'.tet halioln 

cOzUmUn!l ooun bir ozel hsli, yaol verllen uzakhjtin en kl\i;Uk, blr 

noktaya mllnccr olu1u, 91f1r olu,u bali olarak buluruz (LEIBNIZ). 

•Genel problemio, do!trudeo do!trnya hilcnm erlllecek Ozel 

problemden daha kolay olu1u ek11eriya vakidir. (P. G. LP.JEUNE -
DnucnLET, R. DEDEKIND). 

•Cinsl bir tak1m nedlerinr, hattA blrkao nev'ino lrca et­

mek faydah olabilir. Fakat en faydahs1, dnsl tek bir minimal 
nev'e lrcR etmektlr• (l.z1ss1z). 

«Blrblrinden cok uzak feylerde bile benzerllkleri 11azar1 ltl­

bara almak, felsefede yerindedlr•. (ARJSTOTELES). 

«Mukayueler, billnmeyen mllnaFebetlerl bllloen mUnaeeb· t­
lere lrca etmek b!ktm1ndao bOyDk deter! halzdlr. 

Bir ff'yi hakk1yle anlamak, n_ibayt'l blr mDnasebetlerln kav­

rame1nden (on salslr de rapporta) ibanttlr. Fakat bir mOoaeebe­

tln cok df'~ltlk hallerde ve tamamen farkh 1eyler araa111da ayn1 

tekilde earl oldu!tunun farkma varmak suretlyle, onu daba secik 
ve daba saf olarak aolar1z.• (A11THUR ScnOPENHAUER). 

Bununla blrllktP. lkl cefll genelleftirme mevcut oldutunu 

unutmamahs1n1z. Runlar10 blrl ucuz, dl~erl dejterlldlr. Sulandrr· 

male yoluyla genelleftlJ:flek kolaydir; lloemli olan, t~k.i/ etmelc 

suretlyle genellefllrmek11r. Bir parca f&rab1 bol 1u lie suland1r· 

mak ucuz ve kolayd1r. Bir tak1m lyi malzemeden in<'e ve teksif 

edilmlf bir bullaa c1karmak cok daha zor, fakat k1ymetlhilr. 

Teksif yoluyla genellt>fllrme Onceleri dal'tm1k gOrOnen blrcok fl­
klrleri genit teslr alanlt tek bir kavram haline s1ktfttr1r. MeeeJA 

Gruplar Teorisl, evvelce Cebir, Say1lar Teorisl, Analiz, Oeometrl, 

Kristallografl ve dijter alanlara da~1lmtf flkirlerl ortak blr lfade 

tarzma lrca etmektedlr. Ditter genellfftlrme c;efldi 1imdl eski za­
mana nazaran daha i;ok moda!lir. Bu tarz genelletllrme, kOcDk blr 

f1kri bUyQk bir terlmler tak1m1 Ile sulandirmaktad1r. Boyle b"r ge­

nelle!Jtlrmeyi ya pan kimae ekserlya o kUi;Ok Iikrl bile batka blrln· 
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den almakta, ooa herhangi blr orljlnal mlltahede ilAve etmekten 

c;eklnmekte ve kendi ortaya attijt1 terlml.?rden dojtan birkac; prob­

lemden ba1ka herhangl bir problem c;Gzmekten sak1nmaktad1r. 

Buna dalr mlsAller zlkretmek c;ok kolay olmakla beraber, ken­

dime dlltman kazanmak istemiyorum <1>. 

lKlNCl KISIM 

Bu iklncl k1B1ruda verllen mlaAller ve tamamlay1c1 bilgller 
hep ll. RGlllmlln 6. paragrah ve blrbirlerl Ile alAkahdir. Bunlar1n 

bir c;oltu dojtrudan doLtruya veya bllvi\s1la mlsAI 21 'e ba1vur­

may1 lcabeltfrmektedir. Bu yttzden bu ml1Alln ilk Gnce okunmas1 
IAz1md1r. 

21. E farasig~•i. 

. ( x') ( x ' ) ( x ' ) 110 x= x 1-- 1-- 1- - . · ·· 
:i• 4 :r1 9 :r 

e9ltlijtlne blr farazlye gGzftyle bakarak kendlslne «£ farazlyeal• 

dlyecetlz. Eulerle blrlikte bu farazlyeyi endttkslyon yoluyla ln­

celeyecetlz. 

Bir farazlyenln endQktif incelenmesl, ooun nellcelerinln vA· 

'k1alarla kar91ta1tmlmasrn1 lc;lne ahr. A9ajt1da ekserlya «£ ye 

bakarak blr tak1m .neticelerl Gnceden aGyleyecek ve sonra bu 
netlcelerl gerc;ekliyecefiz•. «£ ye bakarak bir neticeyl evvelden 

sGylemek• ten kaallDJz, E yl dotru lrablll ederek o neticeyl <;•· 

karmak, •gerc;eklemek» ten kaat1m1z da, ayn1 netlceyl bu kablllQ 

kullanmadan elde elmektir. Eter blr vlk1a, E nin dotru oldujtu 

farazlyeelnden (kolayca) c;1karllahlllrse, ona •E ile uygunluk 
hallndedlr• denir. 

(
7

) O. Polya and O. Saego. Au/11ab•n und L•hrsa•tu aus d• r Analvsis, 

vol 1, S. VII 1e balun1z. 
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Aeatt1da (bu keefin za!Danrnda formel taraf1 Euler tarafmda 

tamamea billnen) Diferam1iyel ve Integral Hesap batl•ng1e101 

(kendiBI bakk111da Euler'Jo hlrybir zamao tam bir berrakhga ka· 

vatman11t oldugu) limit kavrnm1 dn dahil olmak ilz:ere biliolyor 

kabul edece!tiz. Aoe1t1da eadecc, uygo.1lanmalar1n1n calz oliiugu 
(blr~ok hallerde kolayca) lspal edilebilen, 'fakat bo hususta te­

ferruath i11patlara girlomiyeee{timiz limit operasyonlar1n1 kullana· 

cag1z. 

22. sin (- .l') = - sin ·" oldujtunu biliyoruz. Bu vilk1a E ile 
uygunluk bi\linde midlr '? 

23. 

sonsuz c;arp1m1nm dejlerioi E ye bakarak Oncedeo eOyleylolz ve 

bu lddiaolZI gerc;ekleyio iz. 

24. 

( l - 4) (t - ~-) (1 - .!.) ... (t _ .!.) ... 
. 9 16 25 n ' 

soosuz c;arp1m10m degerlnl E ye bakarak Onceden eOyleylnlz ve 

bu lddlaom gerc;ekleyloiz. 

25. Mlsi\l 23 ve 24 il mukayese edloiz, ve genelleotirlnlz. 

26. E ye bakarak 

2·4 4·6 6·8 8· 10 
o·a·r;:-5·7.7 · 9·9 

sonsuz <;arp1mm10 degerlnl Oneeden s6yleylolz. 
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27 . E faraziyeainio 

a_l_n _:i_z _ lim .:.;(z;;._.:+_.:.:.n)!......· ·_·....:<.::.z_+:_::;l~)-=-z...:.(;;;..s_-..,.......1)'--· ·_•....;(:....z_-__:.") 
:r - n-+ xi ( - 1)" (n l)~ 

etitliltloe deok oldoitanu g01terinlz. 

28. alo (x + :r) = - sin x old.i~uau blliyoruz. Bu vlk1a E 

ile uygunluk hallode midir? 

29. Paragraf 6 (2) deki metod blzi 

COB x = 1 - -. 1 - - 1 - --. • • • ( 4xt) ( 4."') ( 4x1 

) 
:r 9:i • 25 :r-

farazlyesine gottlrUr. Bu farazlyeoio, E farazlyeaioln benzeri ol­
makla kalmay1p, aynt zamanda ooun bir oetle~sl de olduguou 

gOsterlolz. 

30. 
x x 

11in .\' = 211tn 2 cos 2 

olduitunu blllyoruz. Bo vAlna E Ile uygtJoluk hallode midlr? 

31. E ye bakarak 

( l - ~) ( 1 - : ) ( 1 - 2~) ( 1 - 449) ... 
sooauz c;arp1m1n1n degeriol Ooceden aOyleyiolz ve lddlao1z1 ger­

c;ekleyloiz. 

32. 

( 1 - \
6

) ( 1 -
1
:) ( I - ~:) ( 1 - ~:) • · · 

1001oz c;arp1m1nm dejteriol E ye bakarak Ooceden sOyleyloiz ve 
iddiaom gerc;ekleylolz. 
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33. ~foAI 31 ,·e 32 yi mukayese edlniz, ve genelleotirinlz. 

34. cos (- x) =cos .r oldu~unu biliyoruz. Bu vAk1a E lie 
uygunluk halinde midir? 

35. cos (.r + :i) = - cos x olduJtunu biliyoruz. Bu vAk1a E 
ile uyguoluk halinde midir? 

36. Paragraf 6 (4) te faraziye olarak Iler! sUrOlen 1 - sin .r 
e dair sonenz c;arp1m1 E den c;1kar101z. 

37. Eden 

cot x = .. . + x ~ 2·r + x ~ ;c + .! + .t" 
1 

.. , + .r ~ 2.'E + ... 
oldu~unu c;1kar1n1z. 

38. Eden 

- - 1+-+ - + ··· 2x~ ( 1 1 ) 
:t

8 6! 729 

oldu~unu c;1kar1n1z ve sa~ tarafta katsay1 olarak ortaya c;1kao 
aonsuz aerllerln toplamlar101 bulunuz. 

39. E den 
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COBX _ t(" ") -CO ---1 - Bin X 4 2 

= _!_ (1-...!.. + _.!._ - ..!.... + _1 __ ···) 
n 8 5 7 9 

+- 1+-+-+-+-+ ... 8x ( 1 1 1 1 ) 
:i' 9 21) 49 81 

16x' ( 1 1 1 ) + ~ l - 27 + 125 - 848 + ... 

+ 32x
1 (i + _ 1_ + _ 1_ + .. ·) 

.... 81 626 

+ ... 
netieeBioi 91kar1n1z ve Bon ifadenin sajt tarahnda kataay1 olarak 
ortaya 91kan eonBuz eerilerin toplamlar1n1 bulunuz. 

oldujtunu g01terinlz. Bu formlll 1oldakl eerlnln toplam101 ikioei 

blr yoldao 91karma imklo101 verir. 

41 (Devam). 

t x 1 1 S x 6 1 3 5 x 7 

are Bin x=x+--+-- -+----+ ··· 28 245 2467 

ve n = O, 1, 2, .. • ic;io 

" 
/

l I J 2•4 " ' 2n 
(1- x')-2 x'n+i dx = (sin t) 2n+ 1 dt = -

8
-.

5
-.-.-.-(2-n-+_t..,..) 

0 0 



50 GENELLE§TIRME1 OZELLE§TiRME
1 

llENZETME 

oldugu biliniyor kabul ederek, 40 in sol taraf1Ddaki eerinlo top­

lam1n1 Uc;Uocii bir yoldan bulmaya c;aliern1z. 

42 (Devam). 

. • 2 .t"' 2 4 x" 2 4 6 x" (arc e10 x)·=x+--+-- -+----+ ··· 
a2 ljo3 ljo74 

ve n =O, 1, 2, ... lc;in 

:r: 
1 :! 

I ( l •)-
1 

tn d J ( i - )•n d 1 R 2n - 1 n: -x 2x x= bot t=--··· -
2 4 ~n 2 • 0 

oldu~aou blliniyor kabill ederek, aynt toplam1 blr dOrdUncU yol­
dan bulmaya c;ah§1n1z. 

43. Euler (Opera Omnia, eer. 1, vol. 14, S. 40---41) 

0 < x < 1 lfiin cari olao 

1 1 1 1+--L-+-+ ... 4 I 9 16 

J 1 {1 )+ x+(t-x)+.r'+O-x)'+.r'+(l-.r)'+ = ogx· og -x . .. 
1 4 9 

formUlilnil eoldaki serinin dei?erini nilmerik olarak heeaplamakta 
kullanro1et1. 

(a) Bu formiilii ispat ediniz. 

(b) Solclaki toplamm heeabioda x in ba11gi deJlerloi almak 
en elverielidir? 

44. Bir itiraz "'e bir ispata ilk gakla,ma. sin x fonkeiyoou-
nun, 

sin x=O 

denklemlolo kllklerine tekabiil eden lineer c;arpaolara ayr1labi-
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lecegl l.lnceden mevcut (kabll) bir seb~be dayanmamaktadar. Bu­

nunla beraber, Myle bir imk!oa kabdl etsek bile, gerlye 10yle 

bir ltiraz kalmaktadJr: Euua. 

O, :i, - :i, 2 :r, - 2 :i, 3 :i, - 3 :t, .•• 

say1lar1n1n yukar1ki denklemln biitiin kOkler inden lbaret bulun­

dugunu iapat etmemi#ir. (g = ain x ejtrialni mt1naka1a ederek) 

bu denklemln ba1ka reel ki>kleri bulunmad1g1Da kanaat getlrebl­

liriz, fakat Euler kompleks kOklerin mevcut olam1yaca1tin1 hie;· 

bir ~ekllde gOstermemi~lr. 

Bu itiraz (Johann Bernoulli' oin ojtallanndan) Daniel Ber­

nou Ui (1700-1788) tarafmdan Iler! sllrillmil1tll. Euler buna 

i nazar1 itibara almak suretlyle cevap verml1tlr kl, barada 

1 [ ( /:c)n ( ix)n J Pn (x) = 'ii 1 +-;;- - 1 - -;;-

(n tek oldui?a takdirde n. dereceden) bir polinomdur. 

Pn (x) in hlcbir kompleks kOkll balunmad11t1n1 gOaterlniz. 

45. Bir i•pata ikinci bir galela1ma. 

Mlell 44 teki n say111n1 tek kabUl ederek P,. (x)/x pollno­

munu Oyle carpanlara aymn1z kl, n ""'a glderken her aablt 

le (le= l, 2, 3, ... ) ic;ln le. carpan 1 - x'/lc'11' ye yakla111n. 

46. Benzetmenin tehlilreleri . 

K1eaca, 11onlu lie aonsoz araaandaki benzerlik Euler'! bllyt1k 

bir ke1fe sevketmi9tlr. Buounla beraber bu esnada Euler blr ha-



tlnin da 90k yak1D1ndan geoml1tlr. Barada bu tehlllteyl daha 
kllollk blr Olollde g01teren blr ml1l\ verlyorus: 

t 1 t t 1 1 t 
i -~+ s- ~ + r; - 6+ 1- s+ ··· = 1 

ierlil yalun1&ktir. Bu terlnln loplam1 llk lltl terlml va11ta11yla 

kabaca tahmln edlleblllr : 

t 
~< l < t. 

olop, bo terlde payda11 verllen blr olft l&JlJ'& etlt yalnn blr 
(negatlf) terlm, fakat gene payda11 verllen blr tek l&J'lJ'a e1lt 
(blrl pozltif, Otekl ne1at1f) lkl terlm varchr. Ayn1 tek payday• 
balz terlmlerl blr araya getlrellm : 

- 1 1 1 1 
- 1 -~+s-i+ s-··· 

=l. 

Halbnltl, l .+ 0 oldotnndan, 2l + l dlr. Burada hall nerede 
yap1lm11llr ve bo hatly1 tekrarlamaktan kendlnlzl na1tl koruya· 
blllrelnlz? 
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UZA Y GEOMETRIDE END0KSIYON 

Matematik ilimlrrie bile, hokilcati lc~1f~tmelc ifin lculland1/1· 

mu: ua• vd•1talar encliihigon ve benzetmelir. LAPLACE ( ') 

1. <;okyiidiiler. •Kar101k bir c;okyOzlUnQn birc;ok yUzlerl, 

kUtelerl ve kenarlari vardir». Buoun gibl mUpbem bir lfade uzay 

geometrl Ile bir mlktar temas etmit olan hemen herkeeln akhoa 

kola yea gelebilir. Bununla blrllkte, bu lfadeyi derinleotlrmek ve 

onun arkas1nda daba sarih bir bilgi aramak l~ln clddt blr gay­

ret sarfctmek leteyeceklerln say1s1 o•kadar c;ok dejtildlr. Burada 

yap1lmas1 dojtru olacak oey, loin lc;lne glren bQyQklOklerl ac;tk 

olarak aytrdetmek ve bellrll blr eoru sormakttr. eu halde, c;ok­

yQzll1oQn yllz, kOte ve keoarlar1010 say1lar101 1iras1yla F, V ve 

E Ile g011terelim ve oOyle bir ac;1k soru eorahm: •KOtelerlo ea­
y111 arlbkc;a yllzlerin eayHmm artt1jt1 her zamao dojtru mudur? 

F In V lie blrllkte artmas1 mutlaka oart m1d1r "!» 

loe baolamak ic;lo blr tak1m mlslllerl, yanl ozel c;okyQzlU­

lerl gUzden gec;lrmekten daha iyl bir oey yapamaytz. Mesell blr 

kop <eek. 3.1 dekl I. claim) ic;lo 

F=6, V=8, E=12 dlr. 

Y•hut Qc;geo tabanh blr prlzma (~ek. 3.1 deki II. cisim) ic;lo 

F=5, V =6, E=9 dar. 

(') Ee~al pblloaophlque aur lea probablllhl1. O•a.,ru romp/Ito de 

laplorr. Vol. 7, S. V 'e balran1z. 
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Bu y6nde il~e glri9tlklen sonra, tabii olarnk ceeitli cll:1imleri 
muayene ve mukayese ederlz. Meselil, yukarda bahaedilon I ve 

II den ba9ka ~ek. 3.1 de bulunan dilter 9ekiJler, yani : beegen 
tabanh bir prizma (III), kare, Ucgen \•eya beegen tabanh plra­

mitler (IV, V, Vl), bir sekiz yilzlU (\'Ill, «c;al181 ile birlikte bir 

knle» (V{[[; kaideyi t':lekil eden bir kUbUn Ost yiizi.lne oturlul­

muljf blr plramit) \'e blr kesik kUp (lX). 

~lmdi muhayyelemizl blraz zorlayahm ve bu clsimleri yl1z, 

k61,1e ve kenarlarsn1 sayabilecek kadar ac1k bir ljfekilde birbirl 

ard1B1ra g6z6nilne getirclim. Bulunan say1lar aeajt1ki listede vc­

rllmietlr: 

<;o.1<yifalii F v E 

J. Kllp .................. ......... 6 8 12 

11. Oc;gen tabanh prlzma .......... 5 6 9 

III. Beegen tabanll prizma ......... 7 10 15 

IV. Kare tabanh piramit ........... 5 5 8 

v. Ocgen tabanh plramlt ......... 4 4 6 

VI. Beegen tabanh plramit ........ 6 6 10 
VIL SeklzyUzHl .................... 8 6 12 

VIII. «Kole» ........................ 9 9 16 

IX. «Keslk kUp• .................. 7 10 Hi 

Sek. 3.2 sathl olarak ufak bir mineraloji kollekslyonuna 

benzcr, yukar1ki ced\·el de blr fizikc;inln tecrttbe neticelerlni kay­

dett!IU not defterlne blr parca benzer. Bir mloeralog veya fizlkc;i 

bizlmklne nazaran daha b!lyllk bir zabmetle toplam111 oldujtu 

nUmuoe ve verilerlni nas1l muayene ve mukayese ederse biz de 

eekillerimizi ve cedveldekl rakamlar1mm 6yle muayene ve mu­
kayesc edecejtiz. 

!;!imdi e1irniz<te Ilk sorumuza cevap V4'rcbllecek bir 1ey var­

dtr : « V, F ile blrlikte art1yor mu?• Hakikatte bunun cevab1 
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•Hayir• du. Kap lie aekiz yQzlDyQ (I ve VII) mukayue edersek, 

birlnln kOtelerlnln, dlterioln lee yQzlerlnlo daha fazla oldutunu 

gOrDrQz. BOylf-llkle, geoel blr kalde kurmak lcln glrltlltlmlz Ilk 

te1ebbQ1 muvaffak olamam11hr. 

Buounla blrllkte, ba1ka blr 1ey deoeyeblllrlz: E, F He blr­

likte art1yor mu? Yabut E, V ile birlikte arhyor mu? Bu so· 

1orular1 1latematik blr 1ekllde cevaplaod1rabllmek lcln eedvE'li· 

mlzl yenlden tanzlm ederlz, Oyle kl cokyQzlDler yukardan a1at1 

dofrn okuodutu zaman, onlara alt E aay1lar1 arts1n : 

(:olcgiislii F v E 

O'cgeo tabaoh plramlt . ........... .. .. 6 

Kare tabanh plramlt .............. I) 5 8 

O'cgen tabanh prlzma ... . ......... 5 6 9 

Betgen tabaoh plramlt ............ 6 6 10 
Kap ...... . ....................... 6 8 12 
SeklzyQzlQ ........................ 8 6 12 
Bet gen tabanh prlzma ............ 7 10 15 
•Kealk kDp• ...................... 7 10 15 

•Kole• ......................... ·· 9 9 16 

BOyleee daha uygun blr 1ekllde 11ralanm11 olan verllerlml­

ze bakarak, yukarda araoan eln1teo blr kaidenln mevcut olma­

d1f101 kolayca mD1ahede edeblllriz. Meaell E, 15 ten 16 ya yDk· 

eellrken, V, 10 dan 9 a lnlyor. Bondan ba1ka, eeklzyQzltldeo 

be91en tabanh prlzmaya gecerkeo, E, 12 den 15 e yQkaellyor, 

fakat F, 8 den 7 ye dtt1tlyor. Ne F, oe de V, E Ile blrllkte de­

vamh olarak artmamaktad1r. 

Bo defa da her zaman earl olan bir kalde bulmakta ba1ar1 

ujthyamad1k. Buna ratmen, Ilk ba1lang1ctaki flkrlmlzin tama­

men yanht oldufuno kabQI etmek lstemlyoro1. Belk!, fikrlmlzde 

yap1lacak bir detftiklik onu dotru bale 1okabillr. Ne F, ne de 

V nln E Ile artmad1f1 pek dotru olmakla beraber, onlar1n •umu-
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mlyetle• arttaklar1 m01ahede edilmektedlr. lyl tanzim edllml1 
verllerlmizi gOzrlen gec;irlreelc, F ve V nln «blr arada• arthkla­

r101, y~ni cedvelin sat1rlarm1 yukardan apjt1 dojtru okudukc;a 

F + V nin artt1l1nr ml11ahede edeblllrlz. Bundan eonra daha aa­

rih blr kaide gOzttmllze c;arpabillr: Blltiln cedvel boyunca 

F + V=E -t 2 

dlr. Bu milna11ebet cedvelde zikredllml1 olan dokuz halin hepaln­

de de gerc;eklel)lr. Boyle lsrarh blr lntlzam1n sadcce teaadUf ol­

mas1 pek muhtemel gOrttnmemektedlr. Hu euretle yaln1z m01a­

bede ettiltlmlz baller 1.;ln dejtil, fakat her c;okyttzlll lc;ln 1u /a· 
razigeye varm11 olduk: Bir ('nkgiidiide giizlerin •agr•r ile ko1ele­

rin .ag111nrn tnplamr, kenarlarrn •agr•rnrn iki /azla•rna e1ittir. 

2. Ilk destekleylcl temas noktalara. lyi yetl1ml1 blr labial 

bllglnl bir farazlyeyi kolay kolay kabOI etmez. Bu farazlye akla 

yakm gelee ve blr tak1m hallerde gercekleoee blle, onun dojtru­
lugundan gene 1iphe eder \'e onu muayene etmek ilzere yenl 

m01ahedeler toplar ve yen! tecrttbeler tasarlar. Biz de tam ayn1 

11eyl yapabllirlz. Bunun lc;ln daba da baoka c;okyllzlOlerl mua­

yene edecek ve onlartn yO:r., k01e ve kenarlar101 eayarak onlara 

alt F + V lie E + 2 yl mukayeae edece~lz. Bu 1ay1lar qlt olabl­
lir veya olm1yablllr. Bu lki balden hangiainln dojtru oldultunu 

bulmak entereaan olacakt1r. 

Sek. 3.1 'e bakaraak, 1lmdiye kadar De; dl1:r.gl1n c;okyttzll1· 

yO, yanl kttp, dQzglln dOrt yllzlll ve dllz1iO.n aeklz yO.zlOytt ((, V 

ve VII) muayene etmlo oldutumuzu gOrl1r01. Simdl gerl kalan 
ikl dllzglln c;okyO.zlllyll, yanl dllzgOn ylrml yllzlQ lie dQzglln on 

lkl yllzlilyO muayene edellm. 

DllzgQn ylrml yilzlQnQn, hep!ll !lc;genlerdeo lbaret, 20 tane 
yttzll vard1r. Su balde burada F = 20 dir. Bu 20 llc;geoln hep 

blrllkte 3 X 20 = 60 tane kenar1 vard1r kl, buolar lkl11er lklter 
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bitloerek yirmi yUzlUnlln keoa1 lnrm1 meydana getirirler. en hal· 

de yirmi yilzlllolln kenar say1s1 60/2 = 30 = E dir. V yi de buna 

benzer tarzda buJabiliriz. Biliyoruz ki, yirmi yUzlilnlln her kB· 

oesi etrafmda 5 taoc yllz toplanm1~llr. 20 ii11genin hep birlikte 

3 X 20 = 60 tane a~1e1 me\·eut olup, bunlar be,er bl'oer ayni kO· 

oeterde biti~irler. ~u halrle yirmi yUzl!lnUn kl.loelerinin say1s1 

60/5 = 12 = V dir. 

Dllzgilo on iki yfizliloiln, hepsi be~gen olmak Uzcre, 12 tane 

yUzU mcvcut olup, buolar kl.l!leler etrahnda ii11er U~er toplanm10· 
lard1r. Buradan, yukar1ki gibi 

F=12, v = 12 x 5 = 20, 
3 

oldu~u neticeeini 111karmz. 

~imdi S. 36 daki listemize ikl sahr daha illlve edebiliriz: 

<;okyiizlii F v E 
DUzglln ylrmiyiizlll. ........... 20 12 30 

Dllzgttn oniki yttzlll ..... ...... 12 20 30. 

oldu~ona dair faraziyemlz bu eon iki halin her ikisinde de ger• 

i;ekleomektedlr. 

3. Daha batka destekleyici tema1 noktalart. Yukar1kl 

gerc;eklemeler sayesiode faraziyemlzln do~ruluk lhtimali hissedillt 

derecede artmaktad1r. Fakat bu farazlye olmdl !spat edilmlo sa· 

y1labilir mi? Asla. Buoa beozer bir durumda vlcdanh blr tabla 

bllgini tecrttbelerloin baoaris1ndan memnunluk dnymakla bera• 

ber, yenl tecr!lbeler tasarlamaya devam t'drnektlr. Oyleyse, bis 

de oimdl baogl i;oky!lzJOyU deneyelim? 

Faraziyemiz olmdiye kadar o kadar gJzel gerc;ekleomi~tlt 



tJZAY CllOMETRiDE P..ND0KslYON 59 

kl, ouu bir misalde daha gerceklemek ona lrnre1 duydu~umuz 

itimada pek az eey katacakttr, belki o kadar az ki, bu katk1 

yeui bir cokyiizli.l secip, onun par~alannt saymao1n zahmetine 

bile dcltmiyecektir. Faraziyemizi denemeye de\•am icin dnha zah­

metc de£ter baeka bir yo! bulamaz m1y1z '? 

i;lek. 3. l 'e bakar11ak, Ilk sattrdaki bUH\o cisimlcrin ayn1 

tablatta, yani prizmalar olduklar101 gllrUrUz. Ay01 eekilde lkin­

ci satirdaki btitiln cislmler de hep piramitlerdir. Farazlycmlz 

~ek. 3.1 deki Uc prizma ve Uc piramit i~ln elbette dojtrudur; 

fakat acaba biitiin prizma \'e piramiller icin de dojtra madnr? 

Elter bir prizman10 n tane yan yUzU varsa, hep birden 

n ·I 2 tane yUzU, 211 lane ko~esi ve 3n tane kenar1 mevcut olur. 

n tane yan y!\zll haiz blr piramidin de, hep bird •n n + l yllzU, 

n t· 1 k!loesi \"e 2n kenan vard1r. Bu euretle S. 55 teki lletemlze 

i!fi eatir daha ilave cdebiliriz. 

{:okgiizlii 

n tane yan yllzlU prlzma 

11 tane yan yllzlU piramit 

F 

II ·f- 2 
11 ! 1 

v 
2n 

n -1-1 

E 

3n 
2n 

F + V = E + 2 oldujtunu l<ldla eden faraziy<?miz, sadece yen I 

bir iki ~okyllzlil icin dejtll, fakat herbirl &009117. say1da cokytlztn 

lhtlva eden iki c;okyUzlU acrisi li;in de do~rn i;1kti. 

4. S1k1 bir deneme. ~on ifade faraziyeye itimad1mm Onem· 

li blr miktar arthrmakln beraber, tab'.atiyle onu iapat etmlt ol­

maz. ~lmdi ne yapmahy1z? D 1ter batka Uzel halleri muayeneyo 

devam m1 etmeliylz '? Faraziyemizio baelt denemelere oldukca 

kolay dayand1jt1 gOrilfilyor. Su halde oou, kcntlieini cerhedebll· 

me huausno-la ohlukca bUyllk blr eans1 baiz olao zor ve s1k1 blr 

denemeye Labi tutrnahy1z. 

yokyOzlliler kollekslyonuruuza (~ek. 3.1) tekrar bskahm. 
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Orada prizmalar {I, II, Ill), plramitler (IV, v I vn, dl1zgl1n cok­

yQzJUler (I, V, VII) bulmaktad1r. Bu cine bQtQn clelmlerl zaten 

lyice muayene etmlttik. Koll£kaiyonde batka nc var? Orada blr 

kUpUn ftzerlne blr •catt• yerleetirmekle elde edilen bir «kule• 

{VIII) de bulunmaktad1r. Burada blr genelle1tlrme lmkAnt farke­

debilirlz. KQp yerlne herbangl bir cok yQzlQ alalun ve onun 

herhangi blr yQzl1nU eec;erek, o ynznn Uzerine blr «c;at1• yerlee· 

tirellm. Baelang1ctakl c;okyOzlUnQn yUz_ 11&y1s1 F, kOte aaym V 

ve kenar 1ay1e1 da E oleun ve eec;llen yUzUn de n tane kenart 

bulunaun. Bu yUzQn Qzerlne n tane yao yQzQ buluoan blr plra­

mlt koyahm ve bu auretle yenl bir c;okyUzlU clde etmit olahm. 

Bu yeoi •catih• c;okynzlUnUn kac; yttzU, kac kOtesl ''e kac ke­

nan vard1r? Kendisloln teekill eenae1nda yUzlerden birl (scc;ll­

mle olao yQz) ortadan kalkmtf, fakat n taoe yeni yllz (piraml­

tln n tane yao yQzU) meydaoa gelmlt oldultnndao, yenl c;okyUz­

lQnQn F - 1 + n tane yflzU var.dtr. Bundan batka eekl c;okyUz­

lQoQo blltOo kOeelerl yenlye de ait olup, bunlara bir de yenl 

kOee (plramldin tepeal) eklendlltlnden, yenl c;okyOzlUoUn koeele­

rlnin eay181 V + 1 dlr. Ayn1 eekllde, eekl c;okyUzlQnUn bOlQn ke­

narlar1 yenlye de ait olup, bunlara n tane yenl kenar (plraml­

dln yan kenarlart) ilAve edildiAlnden, yenl cokynzlll E + n tane 

kenart halzdlr. 

~imdl darumu Ozetllyelim. Bavlang1c;takl cokyttzlQnQn yttz, 

kOte ve kenar eay1lar1 11ru1yla F, V \'C E oldujtuna gore, ycni 

•c;atth• c;okyUzlUnfln baolara tekabUl eden aay1lar1 strast)'l• 

F+n-1, V+t ve E-t-n 

dlr. Acaba bu v!k1alar farazlyemizle uyuema halinde mldlr? 

Eltr F + V = E + 2 mnnaeebetl earl oluraa, aolkAr olarak 

(F + n -1) + ( V + 1) = (£ + n) + 2 

manasebetl de cari olur. Yanl farazlyemiz baelaog1c;takl cokyilzlU 
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lc;ln gorQeklenlree, ondan elde edileu yenl «Qat1h• c;okyilzl!l lc;ln 

de gerc;oklenir. Faraziyemiz «c;atllama» IF,1lemloden eonra da dojt­

ru kah yor ve bu euretle hakikaten e1k1 blr denemeyl baF,1ar1 Ue 

atlatm1F,1 oluyor. Daha Onceden deneomiF,1 olan c;okyttzllllerden 

mitkerrer «<;atllama• i11lemleri ile tUkenmeyecek kadar c;ok c;e1itll 

c;okyUzlUler elde etmek mihnkttn olup, faraziyemizi biltUn bun­

lar ic;io !spat elmi!I olduk. 

Dijter taraftan eek. 3.1 deki 800 clelm olan «keelk kilp• 

(IX) te buna beozer mUlAhazalara yo! a-;ar. Kllp yerine, keyfi 

olarak eer;ecejtimlz bir ko11eeiul keeip atmek euretlyle ba1ka bir 

c;okyUzlUyll «keeik• hale getirelim. Ilk c;okyUzlilniln yttz, k01e 

ve kenar eay1lar1 eirae1yla 

F, V ve E 

oleun ve n, eec;ml!I oldujtumuz k01eden c;1kao kenarlarm eay111n1 

g6etersln. Bu k011eyi kesip atmak euretiyle (n tane kenarh) blr 

yenl yUz, n lane yeni kenar ve n yeni k01e kazanm11 fakat 1 

kOF,le kaybetml1 oluyoruz. Netlce olarak yen! «keeik• c;okyilzln­

nUn e1rae1yla 

F+1, V+n-1, ve 

tane yuz, k01e, ve kenarl bulonmaktad1r. eimdi, 

den 

(F + 1) + (V + n -1) = (£ + n) + 2 

c;1kar. Yan! faraziyemiz, «keeme• i1Ieminden de eonra da earl 

kalacak kadar inatc;1dir. O, Mylelikle dijter blr e1k1 muayeneden 

daha baear1 Ile gec;mie oluyor. 

Yukarda anlattJklar1m1za faraziyemiz lehlode kuvvetll bir 

delll gOzilyle bakmak tabiidir. HattA onlarda baF,1ka bir 1ey de 
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gOrebilirlz: Bir !spat icin ilk ip uclan. Bir dOrty UzlU ve bir 

kilp gibi, faraziyenin cari oldujtu basit bir cokyiiz!Uden hareket 

ederek, •c:atllama» va •kesme,. lelemlori vas1tas1yla gene farazi­

yenin earl oldugu QP!Jitli cokyUzHlleri ihtiva eden genie bir cok­

yilzlii cilmlesi clde ederiz. Acaba bu trnretle biitii11 c;okyilzliilerl 

clde edebllir miyiz "? E~Lr bu dojtru ise, faraziyemizin bir ispa­

lln1 elde etmie olurduk I Bundan ballku, faraziyemizdeki mUoase­

betl muharaza eden di(tdr baz1 leleroler de mevcut olabilir. 

S. Bhbirinden farkh degerde ger\:eklemeler. Yetiemie 
bir tablet bilginioin' dUtUnme nsulleri \'BEali bir insantn dU!Jlln­

rue us11Uerinden esas itibariyle farkll oltnay1p, ancak ondan cok 

daha elrafhdir. Gerek V81lali lnsnn, gerek llim adaro1 birkac 

mneahede neticrsinde blr farazlyeye varttlar ve o filraziye ile 
uyuema veya <;ahema haliode olan mllleakip baz1 misi\llere dikkat 

ederler. lt'arazlye ile uy1111ma balinde olan blr misiil o faraziye­

nin dojtrulujtuou daba mubtemel kllar ve faraziye lie cat1ema 

balinde olan bir misal faraziyl!nin yanhe oldugunu ispat eder. 

!etc yukarda bahls koo usu olan iki ceeit iosan araemdaki fark ta 

burada baelar: llim adam1 olmayanlar daba ziyade birincl tip 

mieilller aramak lemayUIOndedirler, fakat iliru adam1 umumlyctle 

ikinci tip mieft.Uer arar. Bunun sebebl, vasati insan olsun, Him 

adam1 olsuo, berkeein biraz gurur eahibi olmae1 ve farkh kim· 

eelerin farkll §eylerden dolay1 gururlanmalar1dir. llim adam1 

olmayan blr kimee yan1ld1j!m1 kendine bile itiraf etmekten QC­

kindi~inden, faraziyeeiyle cat11an mlsilUeri scvmez ve onlardan 

kac1nir, battA b1lylelerlne raetlad1~1 takdirde onlan tevil etmek 

temayillilndedir. llim adam1 ise bil'Akie, bir faraziyede yan1ld1-

jt101 teslim etmt•jte yeter derecede haz1rd1r, fakat sorularm ken­

dileri hakk1nda karar verilmemlo halde birakilmas1odan boolan­

maz. ~imdi, faraziye ile uyuoan llir b11.I onun dojtrulu{tu hakk1nda 

keein blr karar vermemize imkftn vermez, fakat onunla caboma 

halinde bir mieill onun yaoh1hjtm1 keein olarak iepat oder. 
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Keslo bir karar peeiode olan ilim aclam1, farazlyeyi cerh etrnek 

1ans1 buJuoan baller arar. Bu ballerin bu husustaki 1a.ns1 ne 
kadar bilyilkse, ilim adam1 ic;in onlar o kadar makbuldUr. Ba­

rada dikkat edllecek Onemli blr nokta vardir. E~cr bir farazlyeyi 

nltUst etmekle tehdit eden bir halln, neticede onunla uyuoma 

halinde oldugu ortaya c;1karsa, faruziye denemeden gayet kuv­

Yetlenmie baldc i;1kar. 'fehlike ne kadar bUyUk olursa, oerefte 

o kndar bUyUk olnr; en tebditkiir muayenellen batJari ile c;1kmak 

faraziye ic,;in en yi1ktiek derecede knbftle eayan olmak ve onun 

dol!rulugu hakkinda en bUyilk tecrllbi deli! teokll etmek neti­

ccslni do(turur. Mii;alden mhale ve gerc;eklemeden gerc;eklemeye 
!ark vard1r. Fan1ziyeyi cl'rhetme11i ihtimali daha kuvvetli olan blr 

mibAl ber hnlnkilrda, onu Myle bir ibtlmali daba zay1f bulunan 

bir misi\lden daha c;ok kesin kara ra yakJaotmr ki, bu da ilim 

adom101n neyc birincl tip misi\lleri lcrcih eltijtini izah e<ler. 

~imdi kendi Uzel problemimize dUnebilir ve yukarik! iza­

hatrn c;okyilzlUler hakkinda giritmilj oldugumuz «tecrUbt arae­

tirma» ya nut11! uyguland1jt1Da b'.lkabiliriz. F + V = E + 2 mll­
nasebetinin ger!Vtlklendllti her yeni hal, bu milnasebetln genel 

olarak doitrulu{l'una olnn illmad1m1z1 c;ogalt1r. Bununla beraber 

monolon hir gcrc;eklfme serisi c;ok gec;meden bizi b1ktmr. 

Daha e\•vel dcnenmie mitil.llerden nz farkh bir misill, ejter 

faraziyemizle uyu~ayorsa, tabii ona olan iUmad1mJZ1 arlt1-

rir. fakat bu itimat nrl1r,,1 pek nztl1r. Hakikaten, Myle blr 

mh1ali daba dcnerneden evvel, onun da kendlslnden az farkh 

balunnn dlger ~isaller gibi nelice verecegine kolayca lnanmz. 
Rizim isteclijtimiz eey, bn~ka bir gPr<;ekleme daha de!til, fakat 

ba1ka neviclen bir ger~eklemedir. llakikaten, buraya kadar yapm1"' 

olclugumuz araetirmanm U1rlU safbalarma (2. , S. ve 4. parag­

ra!lar) gerl bakarsak, bunlarrn h"r birinln blze bir Onceklni 
Psaeh ~ekilde aean yeni bir gercekleme nev'i vcrdl(tini gOreblllriz. 

Ru safhalarin her blrl faraziyemizl, blr oncekin-len ~olc daha ge­

nii ve i;e,itli bir mi11aller grubu icin gerceklemektedlr. 
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6. <,;ok farkh bir hal. Qetitllliitio Ooemini gOrdU~QmUz­

den, timdiye kadar elden gecirdiklcrimizdeo cok farkh bir c;ok­

yUzlU arayahm. Bu sure tie, bir reeim cerc;evf'eioe de bir c;ok 

yUzlU gOziiyJe bakmak fikri akl1m1za gelebiJir. O'tgeo keeitll cok 

uzuo bir cubuk alarak, oodan dOrt parca keetikten eonra bu 

parc;alarJO m;lar101 cerceve oeklinde bir cokytlzlU teokil edecek 

aurette birJeotirebiliriz. $ck. 3.2 bu cerc;eveoio, evvelce keellme-

.<l 
.. \.···--·-···········-·-··· -..... _,::/~. 

~ek. 3.2. Simit blc;imlnde bir c;okyilzln 

mlt c;ubuk !lzeriode de buluomut olan keoarlarrn1n hepei yatay 

dnracak eurette, bir maaa llzerinde konulmae1n1n uygun olaca­

~IDJ gOetermektedir. Bu tekilde koomut c;erc;evenin 4 kere 3 yani 

12 lane yatay ve gene 4 kere 3 lane yatay olmayan kenan mev­

cut olup, toplam kenar aaylBl E = 12 + 12 = 24 t!lr. Ayn1 c;erc;e­

veoin ytlzlerlnl ve kOtelerini aayareak, F = 4 X 3 = 12 ve 

V= 4X3=12 buluruz. ~imdi, F + V= 24 saylBI E + 2= 26 

dan farkhd1r. ~u halde, en gene) baliyle ahnd1t1 takdirde fara­

ziyemlzin yanl•t oldutu ortaya c;1kmrt buluomaklad1r. 

Buna karo11 tabiallyle farazlyemlzl hlc;bir zaman bu kadar 

geoel bir oekllde ifade etmek nlyetinde buluomad1t1mm ve brr 
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zaman konveks, yani k!ireye benzer bic;lmde 1,1oky!1z1Uleri kast­

ettijtimizi ve resim 1,1er1,1evesi gibi simit bl1,1imindekl QOk)· !1z!Oleri 

nazar1 itibara almay1 biQbir zaman akl1m1zdan ge1,1irmed1Q'lmizi 

ileri eUrebiliriz. Fakat bunlar birer te'vildlr. Hakikatte, mevkl­

imizi degi!Jtirmck ve ilk ifademizi lA'1il etmek zorunday1z. Cok 

milmk!1nd!1r ki, yukarda yemit oldag-umoz darbe sonunda bize 

faydah olsua ve bizi ilk faraziyemizin tadil edilmit ve daha ea­

rih bir eekline g!ltilrsila. Bununla birlikte, bunun itimad1m1za 

indirilmill bir darbe oldugu hakikati de hic;hir eekilde Orlillemez. 

7. Benzerllk. •Resim Q0TQ6\'6Si» misAli ilk eekliyle ahuan 

faraziyemizi OldUrm!llJ buluouyor. Fakat bu faraziye, l)aemll bir 

tahdit ihtiva eden delti11tirilrnie (ve limit edellm ki, dllzeltilmie) 

bir eekilde derbal yeniden canlandmlabilir. 

DOrty!izlti ve kilp konveks olduklart glbi, kolleksiyonumaz. 

daki <1'ek. 3.1) diger 1,1okyiizl!Uer de hep konvekstlr. Ay01 flB· 

kilrlc, bnnlardan «kesme• ve mutedll «1,1at1 lama» (yaoi muhtellf 

yiizlerin llzerine geier dereceie ba$1k 1,1atJlar kondurma) operas­

yonlariyla elde edilebilecek blltlln 1,1okyUzllller de konvekstlr. 

Hie dei?ilse, bu operasyonlarm biz! konveks yahut «kllre blQl­

miodeki» 1,1okyilz1Ulerden «simit bi~iminde• 1;okyllzl!llere gOt!lr­

mesi iQin hit;:bir tehlike mevcut delllldir. 

Bu noktaya dikknt ederek, 1,1ok Hlzumlu bir taerlh yapaca­

l't1z. Yen! faraziyemi1, her kon'Veh 1,1okyuzl!loilo yUz, k01e ve 

keoar say!lan araeJDda F t- V = E + 2 milnaeebetinio earl olu­

r;;udur (Faraziyemizin emirlan11j1nda konveks 1,1okyiizHHer yerlne 

«kiirc bic;imindeki>• 1,1okyiizlttlerl almak daha tercihe fl&yan olur­

du, fakat bu son terimin milnaeJDJ tarif etmek ilzere burada 

durmak istemiyoruz.) 

Bu yenl laraziye dottru olma eans1n1 haizdlr. Buoonla be­

raber, itimad1m1z evvelce ears1ln11e olduitu icin farazlyemlz bak­

k1nda yeoi de11tekler ftramak Uzere etrahm1za bakar1z. Evvelkl­

lere iliveten yap1lacak bir takim ger~eklomelerden pek fazla yar-
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dim bekliyemeyiz. En aelkar kaynaklar da tilkeomie gOrQnmek­

tedlr. Bununla birlikte, benzerllk'teo biraz yard1m Omit edebi­

llrlz. Bize bireey ogreleblJecek daha basit blr benzer bal me\."cut 
mudur? 

Qokgenler, c;okyQzl11lerlo beozerleridlr. Naa1l blr c;okyQzlQ 

uzay10 bir parc;as1 iae, bir c;okgeo de dtlzlemio bir parc;a11dir. 

Bir c;okgenin V gibi belirll blr mlktar k01e1l (ac1lar10 kOeeleri) 

ve E gibl bcllrll blr mlktar keoar1 vard1r. AtikAr olarak 

V= E 

dlr. Buouola blrlikte kooveks polfgoolar lclo earl olao bu mQoa­

aeb1 t c;ok b8111t gUrOnmekte \'e biltQn konveka c;okyttzHller lc;ln 

cari oldutundao 1npbeleodljUmh: daha kar111k 

F+ V= E+ 2 

mttuasebell Ozerine pek az u,11k totmaklad1r. 

Eger problemle hakikaten yak1ndan alAkadar isek, bu lki 

mttnasebeti blrbirioe daba fazla yakla1t1rmaya c;ah1acag1m11 

tabltdlr. Huouo yapman10 gayet locellkll blr yolu vardir. Evve· 

JA yukarda gi-i;eo muhtelif say1lar1 tabli blr siraya koymahr1z. 

CokyilzlOoQn keodi&i 8 boyotludur; tablabyle yQzlerf (cokgeoler) 

2 boyutlu, kenarlar1 1 boyutlu ve k01eleri (ooktalar) lee 0 bo· 

yutludur. ~lmdl yukarikl aay1Jar1 artan boyutlara gore strala· 
mak suretiyle deoklemlerlmlzi yeoldeo yazabllirlz. <;okgenlere 

dair mQoasebetl 

V-£+1=1 

eekliode yazarsak, bo mOoasebet 

V-E+F-1=1 

tekliode yaz1lacak olao c;okyQ&lQlere dair mQoatebetle mukayese 
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edilebHir hale girer. ('okgenlere dalr denklemln sol tarahndakl 1 

rakam1, o balde babie konueu olabileeek blrlclk lki boyutla ele­

maDl, yani c;okgenin lc;ini temall eder. c;{okytlzlnlere dair denkle­

min sol taraf1ndaki 1 rakam1, bahla konuau biricik De boy}ltlu ele­

man1, yani c;okyllzlOnlln ic;lni teme!J eder. Denklemlerfn sol tara­

f1ndaki aayLlar, O, 1, 2 Ve 3 boyutlu elemanlarJn eayllarJDI aoeter­

rnekte olup, bu tabii s1rada airalanm19lar ve blr pozitlf, blr nega­

lif l9areti balz bulunmaktadarlar. Salt taraf her ikl halde de ay­
nidar; benzerlik tam gibl g6rlinmektedir. Qokgeolere dalr olan Uk 

e9itllk a9lkilr olarak dojtru bulundujtundan, QOkyllzllHere dalr far­

zetm1, oldujtumuz iklncl e1lllilte olan ltimad1m1z da benzerllk do­
lay111yle art11U9 bulunmaktad1r. 

8 . Uzay1n par~alara ayrd11f1. ~lmdi uzay geometride en­
dllktif aravtirmaya dair baeka bir misAle geQCllm. Oncekf mlal­
llmizde gene! ve biraz mllphem bir ' mlloahededen hareket etml9-

tlk, ~lmdlkl hareket noktamaz Ozel ve bellrU blr problemdlr. Ba­

rada uzay geometrlnln baait, fakat pek fazla ahe1lmam1e blr 

problemlnl ele alacajt1z : Uzag 5 diizlem va•rta•rgla kac: parc;aga 
agrrlabilir ? 

Verllen be9 dllzlemln blrblrlne paralel oldujta balde bu aora 

kolayca cevaplandmlabilir : Bu balde uzay •1lklr olarak 6 par­

c;aya ayrllm19t1r. Bununla blrlikte, bu baJ cok Ozeldlr. Ejter dllz­
lemlerlmlz «genel durumda» laeler, bunlarm ic;lnde blrblrlne pa­

ralel olan hlc;blr dllzlem c;iftl bulunmayacak ve uzay, 6 dan c;ok 

daba fazla parc;ay1 ayrllacaktir. Problemlmlzl OnemJJ blr iJAve 

yaparak daha earth bir 9ekilde ifade etmellyiz: Gene/ darumda 

olan 5 diizlem uzagr lcac; parc;aga agirrr ? 

•Genel durum» kavram1 aezglyle kolayca anJaetlablllr; blr­
blrlerlyle blc;blr Ozel mttnasebetl olmayan, mf!1takll ola·ak ve­

rllmie. gel19lgllzel sec;llmle dllzlemler bu dnrumdad1r. Bu terlmln 

tn!naa1n1 teknlk blr tarlfle tam bir ac;1khjta kava1turmak z.or 
dejtilae de, ikl sebepten bunu yapm1yacajtiz. Blrlnclsl, bu klta. 
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bin i,;ok teknik olmamas1 icabettijtidir. lkincisi ise lludur: bu 

ka\•ram1 biraz sisli b1rakirsak, ekseriya biraz sisli kavramlarla 

i11e baelamak zoruada olan, fakat bunlan ilerledikce berraklai;i- · 

tiran bir tabiat bilgininin flkri davran1e10a daha tazla yak1nlae­

m1e oluruz. 

9. Problemi tadil etmek. o :kkatimizi problemimiz ilzerin­

de toplayahm. Bize genel durumda 5 dtizlem verilmietir. Bunlar 

dilzlemi belirli bir say1da bir tak1m p:iri,;alara aymrlar. (Meselil 

bir p:iynir parc1tsrn1n keskin bir b1t,;akla bee defa kesilrnek eure­

tiyle parcalara ayrdl$tal dll$Unebilirlz). Qt5zecegimlz problem, bu 

parcalar1n eay1sm1 bul1nakttr. (Peyuir ka<; par<;aya ayr1lm111br ?) 

5 diizlemin meydana getirdif'ti biitiin ayrtl11llar1 birden 

gt5rmek gil<; gBriinmektedir. (Bunlar1 «gBrmek» imkilns1z da ola­

bilir. Ne olurea oleun, geometrik tasavvur kablliyetiuizi zorla­

may1n1z; dabs ziyade, dfieUnmeye <;alt~rn1z. Akhmz eizi muhay­

yelenizden daba ilerl gotilrebilir). Neden tam 5 dUzlem olsun '? 

Herhangi bir say1da dilzlem bali neden naz11r1 itibara al1nmaern? 

Uzay, 4 duzlem tarafmdao ka<; parcaya ayr1l1r '? 3 dilzlem tara­

frndan, yahut 2 diizlem veya bir tek dilzlem laraltndan ka<; 

par <;aya btHilniir '? 

Burada geometrik sezgimizle kolayoa kavrayabilccettimiz 

ballere eri!1mie bnlunuyoruz. Bir dttzlem uzay1 a11ikar olarak 2 

par~.aya aymr. lid dttzlem, paralel olduklan takdirde uza~1 ti<; 

par<;aya btllerler. I3unuula beruber, bu ozel hali bir kenara b1-

rakmahy1z; gene! durumda lki dOzlem birbirini keeer ve uzay1 

4 k1sma aymr. Gene! durumda ti<; dUzlcm uzay1 8 par~aya ay1-

rir. Daha gli<; olan bu eon hali g!lzt5nUnde canlandmnak icin bir 

binanm i<;inde birbirini kesen iki diitey duvarla, buolar1n her 

ikieini de keseo, kiri11lerle desteklenmi~ bir yatay tabaka dil11!1-

nelim, Oyle ki tabaka her iki duvan da kestijti noktada 4 tane 

odamn tavao1 ile dijter 4 odantn tabanm1 te11kil etsin. 
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10. Genelle,tirme, ozelle,tirme, benzetme. Problemimiz 

5 dtlzleroe dair oldugu halde, evvelil 1, 2 ve 3 dilzlemle oyna­

d1k. Acaba bOyle yapmakla vaktimizi israf m1 elmio olduk 'l 

Asia. Daha ba•it benzer halleri gOzdeo gecirmek surctiyle kendi­

rnizt esas problemiml:1.e haz1rlam10 olduk. Daha basil olan bu 

hallerde el aliekanllg1 elde ettik; araya giren kavrarnlar1 acik 

oekle soktuk ve kare1Jacag1m1z problem cinsi ile aheikhk peyda 
ettik. 

Bizi bu daha basil benzer problemlere glHflrmllo olan yol 
bile tlpik olup, dikkatimlze Jly1khr. Ev\·clll. 6 dllzlem halinden 

herhangi bir say1da, meselA n tane, dUzlem baline gectik, yanl 

q1r genellestirme yaptik. Sonra n dllzlemden gene gerlye dOne­

rek, -!, 3, 2 ve blr tek ditzlem haline gectlk, yani gene! prob· 

lemde n =ii, 3, 2, 1 koyduk, yanl blr tak1m ozellestirmeler yap­

tik. Fakat nzay1, mesela 3 dUzlemle bOlmeye dair problem 6 

dUzlem ihtiva eden ba~lang1.;taki problemimize benzt>rdir. Bu SU· 

retie benzerlifte tipik bir tarzda varm111 olduk: baslangrrta genel­

lelfirme ve ona takib~n oz.e/lt>sfirme. 

11. Benzer bir problem. Bundan sonrakl ilk hal olan 4 

dUzlem halinde durum nas1ld1r? 

Genel durumda bnlunan dOrt dilzlero, cr11itll uzay parcalart 

~elirler, bunlardan birl sonlu olup, Ocgen oekllndc dOrt tane yUz· 
e 8101rlanm1ohr ki ad1na dOrtvltzlfi denir (~ek. S.3 'e bakrniz). 

Ru oekll bize bir df.lzlemde ge~el durumda bulunan UQ dogruyu 

hahrlat1r. Bu do~rular diizlemdc .;e~itli parcalar belirler kl bnn­

lar1n biri aonlu olup, ttc tane dojtru parcas1 tarnfmdan 1101rla­

nir, Yan! bir Ucgendir (~ek. 3.! 'e bak101z). Slmdi uzaym dOrt 

dOzlem tarat1ndan bOIUnnettnde meydana gelen uzay parc;alarinm 

Bayisin1 bulmam1z 1Az1md1r. EvvelA ellmizl bunun benzerl olan 

a1ajtik1 daba basit problemde ahehral1m: DDzlem, ttc do~ru ta· 

rafindan ka~ parcaya ayrtl1r? 
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Birc;oklar1m1z cevab1 bir eekil Qizmeye bile Hlzum kalmadan 

derhal gorebileceklerdir \"e herkee te kaba bir kroki ($ek. S.4 e 
bakiniz) Qizmek euretiyle onu gOrebillr. Aranan d6zlem parQalar1 

eayJSI 7 dir. 

-----··· --
_ ..... -··· .-

$ek. S.S. Uzayin dOrt dfizlem vae1tae1yla par<;alara ayr1h11 

Daha baait benzer problemin c;Ozilmllnil bulduk ; fakal bu 

<;Ozllmfl acaba eeae problemlruizde kullanabilir miyiz? Evet, e~er 

iki oekil 11rae1ndaki benzerllkten zekice isUfade edebllireek. Bu­

rada dflzlemin S dogru taraf1udan par<;alara aynh~1n1 Oyle ele 

almahyiz ki, ayni mO.IAhazalari daha eonra uzay1n 4 dflzlem v!· 

e1tas1yla bOlUnllt!lne uygulayabilellm. 

MeeelA, dilzlemin bir lli;gen emirlayan llQ dogru taraf10dan 

parQalara ayrihema tekrar bakahm. Bu pari;alardan blrl, Qc;ge· 

nJn ictl, eonludur. Geri kalan pari;alar soneuz olup, ilc;genle ya 

ortak bir kenar1 (bOyle tto paroa vard1r), yahut ta ortak bir kO· 



UZA Y GEOMETRiDE ENDUKSiYON 71 

9eyi (bu UlrlU de Uc; parc;a \'ardtr) baizdir. BOylelikle blitttn par­

cslar1n say1s1 1+3+3 = 7 olur. 

~imdi uzayin bir dOrtyUz'tl s101rla van 4 diizlem vile1tanyla 

parc;alara ayr1h9in1 dU9Unelim. Bu parcalardan biri, yani cOrt­

yilzlilntln ic;i sonL.idur. Sonsuz bir par~a bu dOrtyUzlil ile ortak 

bir yfizU (s1nmn 2 boyutlu bir parc;as1) baizdir (blSyle 4 parca 

vard1r), yabut ortak bir kenan (e1ntr10 1 boyutlu bir parc;as1) 

baizdir (bOyle 6 parc;a vardrr), yabut ta ortak bir k09eyi (s1n1-

§ek. 3.4. Dilzlemio ilc; do~ru de1tae1yla ayrtltf1 

rtn 0 boyutlu blr parc;aa1) hoizdir {bOyle 4 parc;a olup, bunlar 

§ek. 3.3 te bilbaeea bellrtilml9tir). Bu euretle butiln uzay parc;a­

larmrn eay1s1 1 + 4 + tj + 4 = 16 olur. 

Bu neticeye bp,nzetme yolnyla vard1k ve burada beozetme­

yi tipik ve Onemll bir tarzda kullaod1k. EvvelA, daba kolay bir 
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beozer problem tasarhyarak onu QOzdtlk. Soora, daha g!1Q olan 

(dOrtyUzltlye dair) ilk problemi QOzmek iQin kolay olao (llQgeo 

hakktodaki) yen! benzer problemi bir model olarak kullaod1k; 

zor problem! c;Ozerken kolay problemln c;Oziim patroounu tllkip 

ettlk. Fakat bunu yapmadan evvel kolay problcmin QOzUm!lnii 

yenlden ele almak11j;t1m1z ll\z1m geldi. Bu i;OzUmil yeniden tun­

zim ederek, taklide oygun gelecek yeni bir petron halioe ge­

tlrdlk. 

Daha kolay bir benzer problem! ortaya i;1kRrarak: onu QOz­

mek ve bu c;OzUmll bir model olarak bizmct g!Srecek eekilde ye­

niden tanzim etmek ve oibayet bu euretle yarol1lm1e olan mo­

deli til.kip ederek ilk problemi cozmek - bu mclod tecrUbesiz­

lere dolambaQh gOriloebilir, fakat gerek maternatl~e dair ve ge­

rek dij;ter ilmi araettrmalarda s1k 11k kullao1Jmaktad1r. 

12. Bir benzer problemler aerlsl. Ilk baelongH;taki rprob­

lemimiz hlllil. oOziilmemle olarak durmaktad1r. Bu problem uza­

y10 5 d!1zlem vas1tas1yla parc;alara ayrihema dairdi. lid boyut 

ic;io beozer problem oedir? Dllzlemlo 5 do~ru Ile parcalara ayr1-

he1 mt? Yoksa 4 dogru lie paroalara ayrth~1 mt? Bizim li;lo bu 

problemlerio en genel e0 kl!nl, yanl uzaym n dUzlemle ve dtlzle­

mio n do~ru ile pori;alan1i;im1 ele almak daha lyi olacaktir. Ta­

biatiyla bu parQalan1e1 meydooa geiiren do~rular geuel dnrumda 

buluomahdtrlar (yaoi bunlar i.,:indo paralel olan hii;blr Qlft ve 

ayn1 noktadao gec;en hh;bir Uc;IU bulunmamahd1r). 

Eger geometrik beozerlijti kullaomaya ah!jmt~sak, blr ad1m 

daha ileri gldebllir ve blr do~runuo n lane farkh nokta taraf10-

dan pari;alara ayr1h1j10t nazart itibara alabiliriz. Bu problem ol­

dukca trivial g!Sr!lomekle beraber, Oltretici olabllir. Kolayca gOril­

rOz kl, bir do$tru 1 nokta vAs1tas1yla 2, 2 nokta vAs1tas1yla 3, 

3 nokta \"As1taa1yla 4, ve genel olarak n ookta vlls1tas1yla n + 1 

farkh parcaya ayraltr. 
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Ayn1 eekildc, ae1r1 hallere dikkat ctme~e ahem11sak, bl1; 

bGlilnmemiv uzay, dUzlem ve do1truyu da cle alabilir \'e onlara 

«O tane bOHicU eleman tarahndan meydane getirilmiv birer ay­

rihf,1» g6zilyle bakabiliriz. 

Buraya kadar elde etmiv olduitumuz neliceleri g6z6nilne se­

ren &1sjt1ki cedvell ti rtip e 'elim: 

BtHlicu 
!j Uzay1n Dllzlemin Do~runuo 

elem an dUzlemler do~rular noktaler 

say1s1 vi\s1 ta111yl11 vi\s1tae1yla vas1tae1yla 
perc;a eay1e1 parc;a sey1s1 par1;e eey1s1 

0 1 1 . 1 

1 2 2 2 

2 4 4 3 

3 8 7 4 

4 15 5 . . .. . . . ... . .. . 
n n+l 

13. <;ok problem, tek problemden daba kolay olabillr . 

(Uzey1n !) diizlemle parcalara ayrd11ma dair) bir prob1em c;Ozme­

ye girittik. Bu problem! henilz cGzmemllJ olmakla beraber, blr 

~ok yeni problem ortaye atm1e bulanuyoruz. Yuku1lrl cedvelln 

bOIJ Olan her gGzU ao1k bir probleme tekabill elmektedlr. 

Bir problem! cOzmek ic;in Mylece yeni problemler y11tmak 

tecrilbeei az olanlera ak1leiz bir iv gOriloebilir. Fakat problem 

c;Ozmek haeusunda biraz tecrilbe, bir arada nazar1 itibara ahnan 

birc;ok problemi c;Gzrneoln tek bir problem! cOzmekten daba ko­

lay olabileceitini bize Oi?rete bilir - ancak cok problemler arala­

rinda iyl koordioe edilmlv ve tek problem de tek ba110a (mllnfe­

tit) blr problem lee. Bu euretle ba,lang1c;takl problemimiz, blr 

seri <;6zUlmem:iv problemlo bir tanesi haline girer. Barada O:iemll 
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olan nokta blllOn bu <;OzOlmemit problemlerin blr eeri teokil et­

mesl, yanl bunlar1n iyi &1ralanm11 ve gruplandmlm11 olmae1 ve 

gerek birblrleriyle ve gerek daba evvel <;OzUlmUt blrkac prob­

lemle yak1n bcozerlljti bulunmas1d1r. Problemimlzln olmdlki ben­

zer problerulerin teokll ettij!i bir serl lc;ine iyi yerle1,1tirilmi1 du­

rumonu, tamamrn mftnferit bir balde bulundujtu ba1lang1ctaki 

duromo He mukayeae ederaek, problemlo <;i\zllmll ~:olunda bir 

ilerleme kaydctmemlo oh.lujtumuza bOkmetmemlz blze tabii gelir. 

14. Bir farazlye. Cedvelimizde ortaya d!lkOleo netlcelere 

blr tablat bllginlnio kendl nOmune kollekslyonunl\ bakhjt1 glbl 

bakallm. Ru cedvel bulut ve mlleahedc kablllyetlerlmlze meydan 

okumaktad1r. Onda blr ba~, blr lntlzam ke1fedchillr mlylz? 

lkincl aOtuna (uzaym dllzlemler vA111ta11yla ayr1ht1) bakar· 

sak, 1, 2, -'· 8 dizialnde blr intizam1n farktna varabilirlz - bu 

aay1lar 2 oln milteak1p kuvvetlerldir. Fakat, ne bUyilk bir al­

daD1t I sntunuo bundao aonraki rakam1, bekleditlmlz gibi 16 ol­

ml\ylp, 15 Ur. Ilk tabmlnlmiz pek lyi c1kmad1. Onun ic;in baoka 

bir 1ey arayahm. 

Nihayct, tesadQfen ced,·eldeki herbangi !kl blt11lk say1y1 

toplay1p 1 bu toplamm cedvelde bulundujtunu gOrebillriz. Bu au­

retle Ozel bir mUnasebetln farkma varm11 oluyoruz: Cedveldekl 

blr say1y1 elde etmek l<;in onun UstUnrlekl aay1 Ile bu 100 say1-

n10 aajt taraf1ndakl say1y1 toplamahd1r. Mesell 

8 7 

15 

1ay1lar1 8 + 7 = 15 mUnasebetl Ile birbirlne ba~hd1r. Hu eayan1 

dikkat blr mllnasebet, gOze batan blr Ip ucudur. Cedvelin tlm­

diye kadar huaplanm11 olan k1smrnda bu mlloasebetln baetan· 

• baoa t'ari olmas101n 11rf teaadllf eserl bulunmas1 pek muhtemel 

gOrQnmemektedlr. 
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B6ylece, yukar1ki durum millJabede cl111i1J oldugomuz kal1e­

nin mil!J&hede emirlar1m1zm cok daha otuloe kndar earl oldu­

(tunu, cedvelde henUz heenplanmam1' say1Jar a•as10da cla av111 

mUnaet>betin bulundugunu bize telkin eder ve biz de Mylece te­

sadUfen ilzerine dUIJmU!i! oldugumuz kanuoun her zaman dogru 
Olclugu faraziyesine varmIIJ oluruz. 

E/jer bu dogru iee, baelangu;taki problemimizi arbk c6zebl­

liriz: Bitieik e<ty1lari topl·tyarak cedvellmizi geni@letir ve nlha­

yet arad1jt1m1z eay1ya varmz: 

0 1 1 1 
1 2 2 2 
2 4 4 g 
g 8 7 4 

4 15 11 5 

5 26 

Burada verdigimiz cedvelde toplama yoluyla heeaplanm11J 

Olan kaho puntolu lki iakam bulunmaktod1r: 11 = 7 + 4, 

26 = 15 + 1 t. Eger faraziyem fa doj'tru lee, 26 say181 uzay1n gen el 

durumda 5 dilzlem tarnf1ndan aynld1g1 parcalarm saylB1 olmah­

dir. GOrilnti!Je gore problemi cOzmil!J oluyoruz. Yahot ta hilf 

olmazsa, buraya kadar toployabildigimiz bUtiln delillerle deetek­

lenen akla yak1u bir rarnziye ttzerioe dU@meye muvaffak olduk. 

15. 6nceden aoylemek ve ger~eklemek. Yukarda s1k1 a1-

kiya bir tabiat biJglninin tipik yolanu tAkip ettik . Eg~r blr ta­

blet bilginl g6ze carpan ve malnll bir tekilde eirf tesadilfe atre­

di!emiyecek olan blr in tlzam mil@ahede ederee, bu kaidenln ken­

di yaptig1 mtt,abedelerlo s1n1rlar1010 d11J1oa kadar nzaod1g1ua 

dnir bir faraziye yapar. Boyle bir farazlyeoJn yap1h11 eodOktif 

araetirmada ekseriya kat'I ad1m1 teekll eder . 

Bunn takip eden adtm, ouceden 110yleme (6aceden kestirme) 
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olabilir. Tablat bllgini daba enelkl mDtahedelerine ve onlarm 
fanetmlo oldojtu kanuna uygonlujtuna dayanarak, oolardao soora 

yapaeajt1 blr milphedenln netieesiol Onceden sOyler. Bu sonuocu 
mttoahedeoln netieesl ~ok Onemlldlr. Acaba Onceden eOyledigi 
fey do~ru mu, yoksa yanllt ml c•kacaktir '! Biz de tamamen ayn1 
durumday1z. Biz de 11 'lo bir dilzlemln geoel durumda -i doltru 
tarafmdan ayr1ld1jt1 parca say1s1 olduituou bulduk, daba dojtrusu 

tabmin ettlk, yahut Ooceden sOyledlk. Acaba bu bOyle mldlr '? 

Yao! Ooceden &Oyledljtlmlz fey do~ru mudur '! 

' '•. 

$ek. 3.5. Dilzlemin dOrt doltro ~ek. 3.6. Oi; dojtrudan dOrt 

vAs1tas1yla ayr1l1t1 dl'jtruya ge~lt 

Kaba blr kroklyl (~ek. 3.5) muayene etmek suretlyle tab­
mlnlmizln lyl, yanl 11 In arad11t1m1z doltro say1 oldujlooa kanaat 
getireblllrlz. Onceden sOylemfo oldultumoz 1eylo bu soretl~ teyit 
edllltl, kendislne dayanarak On sOyleyitl yapm•t oldujtumuz kal­
d~nin doltrulujtu leblnde blr deJll tetkll eder. Bu muayeoeden 
muvaffaklyetle gecen farazlyemfz, oodan kuvvetlenmlt olarak 

~1kar. 

16. Tekrar ve daha lyl. Yukariki 11 say1s101 tekle baka· 
rak saymak suretlyle gercekleml1llk. Evet, genel durumda 4 
doitru dilzlemi 11 parcaya aymyor gornnmektec'lr. Fakat bu itl 
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tekrar ve d11ba iyl yapnhm. Yukar1kl parc;alar1 herbangl blr 

yolla eaym11trk. Onlar 1imdi tekrar 1ayahm ve bu say111 Oyle 

Y•pahm kl, kari~1khktan ve Ozel durumlarm dofurdultu yaah1 

sayma ve tuzaklardan sak1oahm. 

l<;vvclA 3 dojtrunun dilzlemde tam 7 pare• bellrttlitl vAk1a· 

B•odan bareket edellm. 4 dojtruoun 11 parc;a belirtlJ#lne lnan­

mak li;lo bih1 aebeplere mAllklz. Aradakl fark neye tam 4 par­

c;ad1r? Burada oedeo 4 say111 araya glrlyor? Neden yea I blr 

dojtruouo ltlJAli parc;alar10 1ay11m1 tam 4 arttmyor '? 

!;'ek. 3.o tekl blr dojtruyu dijterlerlne gore bellrtmek l9la, 
0 nu tekrar kesik c;lzgllerle c;lzelfm (~ek. 8.6). Yenl 1ekll evvel­
kinden pek farkl1 olmamakla beraber, tamamen ayr1 blr flkrl 

lfade eder. K!!sik c;lzglll dojtruya geni ve dljter Dc;Qne ~•lei gO­

zOyle bakahm. Eskl do1trular dilzlf~mi 7 parc;aya aymrlar. Bun­

lara yenl blr dojtru ilAve edllince ne olur? 

Keyfl olarak c;lzllen yenl dojtru, eakl dojtr11Jar1a herblrlnl 

ayr1 bfr noktada keser. Bunlar 3 nokta eder. Bu 3 nokta yea l 

dojtruyu 4 parc;aya aymr. ~lmdl bu doltru parc;alar1adan herblrl 

dllzlemln eaki parc;alar1ndan birioi lklye bOlerek, eskl parc;alar­

dan blrl yerlne 2 yenl parc;a getirlr. Netlce olarak yea! dojfru­

nun 4 parc;a11 dllzlemde s yeni pare;• meydana getirlr ye 4 eakl 

P•rc;ay1 ortadan kaldmr - bOylece dQzlemlo parc;alar101a eay111 

4 artar. Bu haldekl parc;a eay111nm Onceklnden ' fazla olu1unun 

sebebi ltle budur: 7 +' = 11. 

11 aay1910a bu yolla varmak hem lnandmc1, hem de ayd1a­
lat1c1d1r. 91mdi cvvelce mOtahede etmlt oldu4umuz ve 11 1ay1-

•1n1 kendleine dayanarak oaceden eOylemI1 oldu~muz kaldenln 

bir sebebinl garmeye batlayablliriz. BOylrce \0 Ak1alar10 arkae1n­

da onlar1n bir lzah1n10 bnlundujtuodan fllphelenmeye ba1lar11 ve 

mU1ahede edilen kaldenln her zamao dojtrulujluaa itimad1m11 

lyice kuvyetlenml1 olur. 
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17. Endiiksiyon dediiksiyona, ozel hal genel i~pata yol 

gosterir. Buraya kadar hep bizim mubakeme tarz1m1zla tabiat 

bilgioinio metodlar1 arasmdaki paralelligi belirtmeye dikkat et­

tik. T1pk1 bir tabiat bilgioioio kendi merak101 cekeo bir mileahede­

deo hareket etmesi gibi, ioe <>zel bir problemle ba11lad1k. Deoeme 

mahlyetinde genellevtirmeler yaparak, kolay c<>zillebilir Uzel hal· 

Jere ivaret ederek ve 6grelici benzerlikleri mfivahede ederek Iler· 

ledik. Bir kaide tahmin etmeye ~ahobk, evvela muvaffak ola­

mad1 isek te, aym eeye tekrar teoebbile ettik ve bu dela daba 

iyi oetice ald1k ve ellmizde bulunan bUtiln tecriibi deliller tara­

f1odao destekleneo blr gene! kanauu faraziye olarak ortaya at· 

maya muva!fak olduk. Uundan sonra blr 6zel hali daha muayeoe 

ederek oou farazlyemlzle tam uygunluk halinde bnlduk, ki bu 

suretle faraziyenin kuvveti daha da artm11~ oldu. Nibayet bu ge· 

nel· kanun icin bir sebep, bir nevi izah gOrmege baolad1k ve bOy­

lece ooa olan itimad1m1z bilyiik mikyasta kuvvetlendi. Bir ta­

biat bilgininin yaphj!'1 bir araetuma da tamamiyle ayni eafha­

lardan gecebilir. 

Bunuula beraber, yollarm ayr1ld1g1 blr nokta vardtr kl, 

orada matematikci tabiat bilgininden keekin bir oekilde uzakla­

oir. MUoahede tabiat bilgioi icin en yllksek otoritedir, halbuki 

matematikci icin bu b6yle deglldir. tyi secilmio bir cok misAI 

icin gerc;eklenmek, tabli ilimlerde faraziye halindekl bir kanu­

nun dogruiogonu teepit etmenin yegl\ne yoludur . Fakat mate· 

matlk ilimlerde, blr faraziyenin iyi secllmit bir i;ok mleAlde ger­

ceklenmeei cesaretlmizl artt1rmak husuaunda cok faydah olabi­

llr, fakat bu faraziyeyi iepat etmeye hlcblr zamau yetmez. Yu­

kar1kl mtioahhas mlel\limlzl ele aJahm. Bir cok Ozel ball muayene 

edip, oolari birbiriyle mukayese ederek ~yle bir genel kalde far­

zetmeye varm10 olduk ki, bundan ba11lang1cta sorulmu11 olan 
problemin i;l!zilm!lolln 26 oldu~u neticeei c;1kacaktir. Acaba b!l­

tUo mil11abedelerlmiz ve gerceklemelerlmiz bu genel kaideyl iepat 

etmeye kiifi midir? Yahut bunlar ilk problemin cevabm10 haki· 
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katen 26 oldugu Ozel nelicesini ispat edebillr mi ·? AaliL Stln ve 

kesin Olcf.llere sahip olan bir matemalikci icio 26 saym aadece 

akllh bir tabmlnden ibnret olup, gerceklemelerin saylBI ne ka­

dar cok olursa olsun, eilphelendigimiz genel kaideyl ispata hic­

bir Zaman knfi gelmez. Endllksiyon bu kaideden c1karilacak ne­

ticeleri sadece daha muhtemel k1lar, fakat onlar1 ash\ iepat et­
mez. 

Bununla beraber, maternatikte endiiktif araetirmanin eim­

diye kadar bahsetmemie oldujtumuz daha baeka bir bak1mdan da 
faydah olduguna dikkat edilmelidlr. Ozcl ballerin bizi genel 

bir matematik laraziyeye se\•keden dik:k:atll mU11ahedesi, bize 

onun bir ispat yoluna da telkin edebilir. Bir Ozel hallo bOyle blr 

niyetle muarenesinden gene! bir ku \·ray11 ortsya c1kabllir. 

Hakikaten, bu durum bundan Oocekl paragrafta vokubul­

muetur. EndUksiyoola keefetmie ohlu~umuz gen~l kalde, cedvel­
de 7 ve 4 gibi biti~ik iki eay1 ile onlarin toplam1na (lcinde bu­

lundu#umuz halde 11) dalrdl. O parngraftakl problemlmizde 7, 4 

ve 11 sny1lar101n geometrlk mAoas101 gOz OnUne getlrdlk ve bu­

nu yaparkeo, 7 + 4 = 11 mllnasebetlnin orada naul meydaoa 

geldijtlni anlad1k:. Ashnda, dllzlemi bOlen 3 dojtrudan bu tllrltl 4 

dogruya geci11 problem! Ile 11jtra1t1k; fakat burada 3 ve 4 say1-
lar1n10 bicbir Ozel dejteri mevcut olmay1p, ayo1 eekilde berbangi 

bi;l' say1dan onu takip eden ~ay1ya, meselA n den n + 1 'e geQe­

bilirdik. l\Htnaka11a etml!J oldu~umuz 6zel hal, bir gene! durumu 

temsil edebilir (~tisAl 2.10). Onceki paragrafin Ozel mlloahede­

sinden genel fikti tamamen Clkarma Z<:!\·kfnf okuyucaya birakl· 

yoruz. Keodisi bOyle yapmakla, endllktif yolla ke11fedilmio olan 
kaidenin, bi~ olmazsa son ilri siitun iQID, formel bir iepaun1 ver­

mlo olur. 

Bununla birlikte, ispat1 tamamlamak iQln yal01z dUzlemln 

dogrularla ayrih!Jtnl degil, uzay1n da dflzlemlerle aynlre1n1 ele 

almam1z IAz1md1r. Bununla beraber, bir dilzlemln do~ularla ay-
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r1h11in1 aQ1khjta kavu!jlurabildijtimiz takdirde, uzaym da dllzlem­

lerle ayr1h11101 cBzmekte beozerlijtin blze yard1mc1 olacag101 iimil 
edebillriz. Bnrada da benzetmenin rehberlijtinden istifade zevkini 

okuyucuya b1rak1yoruz. 

18. Daha ba11ka fal'aziyeler. Dllzlem ve uzay1n parQalara 

ayr1lmas1 konus.mu hcnilz tamamen tllketmi!I dejtiliz. Bu konu­

da yap1lacak ve eodllktif muhakemenin uygulanmae1na milsait 

daha birkaQ kllcllk ketif vardtr. lhel hallerin dlkkatli mlltahede 

ve anloy1t;1h terkibi sayesiode onlara kolayhkla ula~abiliriz. 

Dliuemin gene! durumda olao n dojtru vAs1tas1 lie b1!1Un­

d!ljtil parQa sayl!llnl Hade eden bir formiil bulmak lsteyeblliriz. 

llakikateo, daba basil bir benzer bal iQin elimizde bir formUl 
mevcuttur: n farkh nokta bir do~rnyu n + 1 parc;aya aymr. Bu 

yen! problemi c;1!zmek lc;in, yukar1ki benzer formlll, cedveii­

mizdeki Hzel baller, endilktlf yolla ket;1fetmit;1 (ve hemen bemen 

!spat etmie) oldujtumuz gene! kaide, k1saca buraya kadar elde 

etmi11 oldugumuz biltllo netlceler bize yard1m edebilirler. Bura­

da tafsi!Ata girmiyoruz. Burada aadece, yukarda g1!sterilen yolu 

tlkip ederek tUrlll eekillerde bulabllece~imiz, i;Hzilmll kaydede­

cejtiz. 

Bir dogruoun n farkh nokta vu8ltas1yla b1!Hindttgu parca 

say1s1 1 + n dir. 

'Bir dUzlemio genel durumda n dogru vil.91tas1yla b1!1Uodugu 

parc;a say1111 

dir. 

Okuyucu bu son formlllil kendisi i;1karabilir veya hie; ol­

mazsa en basit hallerde, yani n =O, 1, 2, 3, 4 lc;in gerc;ekleye­

bUir. Bundan baeka ayn1 tlpte, uzay1n dilzlemler vas1tas1yla 

parcalara ayr11te1na dair bir ilc;ilnct1 formultt keoif zevkini de 
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okuyucuya b1rak1yoruz. 0 bu ufak ketfl yapmakla, kendialnin 
matematlk alaotndaki endllktlf muhakeme tecrllbe1ini genl1lete­

bUir ve benzerJifin, kllcilk veya bllyllk problemlerin cOzllmQnde 
bize yaphf1 yard1m1n zevkine var1lb11ir. 

Ill. B0L0ME DAIR 0RNEKLER VE TAMAMLAYICI BILGILER 

1. paragrarta farezlye olarak ileri atlrmn1 oldu~umuz 

F + V = E + 2 formlllQ Euler taraf1ndan ke1fedllml1t1r. Biz bu 
formllle •Euler form!tlU• dlyecek ve ona bir farazlye gOzQyle 

bakarak MieAI l-10 da bAzan endilktif olarak btzan da bir 

lapat aramak gayeeiyle onu tnrlll 1ekillerde muayene edece('tlz. 

Ayo1 konuya MieAI 21-30 ve 31-tl de gerl dOoeceflz. Bu son 
lki grup mlaAllerin berhaogi birlne ba1la01adan evvel, a1rae1yla 

MieAl 21 ve MlsAl 31 'i okuyunuz. 

1. Ortak tabanlarlDID ikl kar111hkh tarafmda bulunan ikJ 
plramit blr arada olarak blr •ciftc plramit• te1kll eder. Me1elA blr 

eeklzyilzlU, ortak taban1 kare lltlkllnde olan Ozel blr clfte plra­

mlttlr. Euler formOIU gene! clfte plramit fcln do{tru mudur? 

2. Ynz aay1B1 F, k011e aay111 V ve kenar aayl81 E olan hir 

konveka cokyilzlQ alahm ve onun ii;inde blr P noktaa1 (meaell 

i;okyOzl!lniln af1rJ1k merkezl) aecerek, bu nokta merkez olmak 

Qzere blr kQre i;lzellm. Sonra i;okyOzlQyQ P merkezinden kOre­
nlo yllzeylne fzd011Urellm. Ru lzdOeOrme l1leml i;okyllzlQnQn F 
tane yllzQoQ kUrenln Ozerlnde F lane bOlgeye yabut •memle­

kete• dOn01tUrQr; bu ltlem ayo1 1ek1Jde E lane kenarm herbl­

rlnl iki kom1u memleketln ortak 11nmna, V taoe k6tenln bubl· 

rlnl de blr •11n1r kOieaine•, yaol Uc veya daha fazla aay1da 

memleketln ortak e1n1r noktaa1na (•Uc memleket s1nir k01eal• 

yahut •dOrt memleket e101r k011eai•, lllb ... ) dOn01tOrl1r. Bu lz­

d010rme operaayonu bilbaaea basil tabiatta (bQyilk dalre yay-
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lar1) Blair Qizgileri verir ; fakat aeikilr olarak, Euler formlllHntin 

kiire giizeginin bu tarz memleketlere boliinii1ii ii;in cari olmae1 et­

ntr i;izgilerinin sarib. eekllnden mlietakildir; F, V ve E eayt· 

lar1 bu cizgilerin ellrekli deformasyonlara tAbi tutulmast halinde 

de~iemezJer. 

( 1) Bir meridyen, iki kutbu (Kuzey ve Gttney) birleetiren blr 

bllyUk dairenin yar1S1d1r. Bir paralel dairt, ktire ylbeyinin ekva­

tora paralel bir dilzlemle arakesitidir. Dllnyan1n yllzll m merid­

yen ,,e p paralel daire vile1t11s1 ile F memlekete MHlnmtie oldu­

~una gore, burai:la F, V ve E yi hesaplay1mz. Bu halde Euler 

formlUU cari midir? 

(2) Bir eekizyllzlilniin kendi P merkezinden kllre ytizeyine 

izdiieilmil (1) de anlat1lan durumun bir tszel balidir. Burada m 

ve p oio degerleri nedir? 

3. Keeifte, tesadiifiin bir rolil vard1r. Enc.llikslyou yolnyla 

keeif, a!pkar olarak, mileabede neticelerine ba~hd1r. Paragraf 1 

de birt.ak1m c;okyilzlillerle kare1 kare1ya geldik, fakat baeka i;ok­

yilzlillere de rasthyabilirdik. l\lubtemel olarak dilzgllo cokyilzlll· 

ler gene lietemize girmekle beraber, bu liete eGyle olabilirdi: 

<;okyiizlii F v E 

Dtsrtyllzlil 4 4 6 

Kilp 6 8 12 

Sekiiyiizlil 8 6 12 

Beegen tabanh prizma 7 10 15 
Beegeo tabaoh i;ifte piramit 10 7 15 

On iki yilzlll 12 20 30 

Yirmi yiizlil 20 12 30 

Burada gGziimllze bir kaide i;arp1yor mu? Onu izah edebi· 

lir misiniz? Onun Euler formillU ile miloaeebeti nedir? 
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4. MlsAI 3 teki cedvelde miloahede etmlo oldufuouz ikl 

c;okyllzlil arast0daki miloaeebetl geoelleotlrmeye c;aho1D1z. IMleAI 

8 ilo c;OzilmUode (2) de aolat1lan mUoasebet c;ok •dar•, c;ok 

•tatsllAtl1• d1r. Buounla beraber, orada aolatilan durumda blr 

kop ve bir aekizyUzlil alarak birlnio keoarlar101 k1rm1z1ya, Ote­

kloinklleri mavlye boyad1klan eonra onlan ortak P merkezloden 

Mielll 2 de aolahhhf1 tarzda blr kllre Uzerine lzdlloilrl1nilz. Son­
ra bunu g~oelle~tiriniz]. 

5. Euler formillllnil ozel blr halde iapat etmek yeter: yal­

oiz Uc;gen oekllode yUzleri halz konvek11 c;okyOzlQler hallnde. 
Nedeo '? (Paragraf 4.) 

6. Euler formillilnQ ozel blr balde lapat etmek yeter: Yal­

n1z Uc; keoarh kooeleri haiz olao koo\•eka c;okyilzlnler ballade. 
Neden? [Paragraf 4.) 

7. Euler formfllilntl lepat ederken kendimlzl bir dllzlemde 

alioan oekillere hasredebillrlz. Hakikateu, c;okyOzlilnOn yOzlerln­

den F- 1 t1toesloio mukav,·adan, fakat blr taoealoio camdan 

Y•pllnuo oldufuou tasavvur edelim. Hu eon yllze •pencere• 

dlyeceflz. e1mdl gOzlerinizl c;okyllzlUnUn blttUn lc;lni gOrecek ka­

dar pencereye yaklaotirarak c;okyilzlUnUn lc;loe bakm: (Cok­

YilzlU konveka olmad1f1 takdlrde bu mOmkDn olmayablJlr.) GOr­

tnt11 oldufunuz oeyl, pencere d11zleml Ozerlne c;izllmit bir dllz­

lern tekll olarak tefelr edebillraiolz: Kendlnlsl pencereoln daha 

ufak blr tak1m c;okgenJere agr1f1i101 gOrtlyor eayabllirelniz. 

Bu ayr1hota N, tane c;okgen, N, tane (blz1a1 dif, bAz1a1 le;) 

dojtru 8t01r c;izglei ve N0 tane kooe mevcuttur . 

(1) No, N., N, yi F, V, E clneindeo lfade edlolz. 

(2) Ejter F, V, E ic;in Euler formlllQ earl lee, No, N., N, 

•ras1nda haoil form ill cari olur 'l 

8. Bir dlkdortgenin uzunlnfu f Inc; ve genltllli m lnc;tir. 
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l ve m burada tam eaytlardir. Bu dikdUrtgen, kenarlarina para­

lel dotrular vle1tae1yla lm e1it kareye ayr1hr. 

(1) (Mlsll 7 de tarif edllmit olan) N 0 , N1 ve N, yi l ve m 

cinei.Dden ifade edioiz. 

(2) M11ll 7 (2) deki mO.naaebet bu halde earl mldlr? 

9. Miall 5 ve 7, bir ilctgenln, kUtelerln N 0 - S taneai bu 

uc;genin lc;iode olmak ilzere, N, tane 0.-;gene ayr1h11n1 ele almay1 

akhmlZa getirlr. Bu N, 11ctgendeki blltlln ac;1larin toplam1n1 iki 

farkh tekilde heeaphyarak Euler formt110nt1 iapat edebilirainlz. 

10. Paragraf 7, Euler formlllllnt1n 4 ve daha yt1kaek boyut 

8ay1a10a tetmilloi akhm1za getirir. Boyle bir tetmiU naa1l elle 

tutulur bale getlrebiliriz? Oou naa1l g0z0nt1ne getlrebillriz? 

MisAl 7, .;okyt1zlt1ler balinio blr dllzlem ctokgeoln parc;alara 

ayrihtrna indlrilebil1 CE Ii.Di gOaterir. Benzer Ilk te, dOrt boyutlu 

hallo, bizim gOzle gUrllntlr llct boyutlu uzay1m1zdaki blr ctokyllz­

lttnlln par1;:alara ayr1h11na lndlrilebllecetini bize ilham eder . 

Eodllkelyon yoluyla gitmek latereek, bOyle bir par.;alan11 mlsA· 

linl gUzden gectirmellyiz. Benzerlik dolay181yla, Mlell 7 bize 1unu 

telkln eder : 

Bir kutuoun (yanl blr dlk paralelyt1zt1n) boyutlari l, m ve 

n olaun. Bunlar tam say1lar olaun. Kutu, yt1zlerlne paralel 

dilzlemler vle1taa1yla lmn etit kilbe ayr1hr. N0 , Nu N, ve N1 

airaa1yla bu ayr1l111 tetkll eden kOte, kenar, yt1z ve c;okyt1zl Q 

(kllp) lerin aay1Bl olaun . 

(1) No, Na, N, ve N, i1 l, m, n cinalnden ifade edlnlz. 

(2) Barada Miell 7 nln c;Ozttmtlndeki (2) mQnaaebetlne te­

kabfll eden blr mttnaaebet mevcut mudur? 

11. P,., bir dOzlemln genel durumda n dotruau taraf1ndan 
ayrild1~1 parctalar1n aay111 olaun. 
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Pn+ I = P,. t (n f- 1) 

oldufouu fepat ediulz. 

12. S,., uzaym geoel durumda n dilzlem tarahndao ayr1l­

d11?1 parc;afar1n eaym oleo a. S,.+ 1 = S,. + P,. oldujtuuu fepat 
edfolz. 

13. Farazlye olarak ortaya ahlm•t bufuoan 

p =l + + n(n - 1) 
" n • 2 

1orml1111ol1 n = O, I, 2, S, 4 lc;lD gerc;ekleyfofz. 

14. S,. lc;ln blr lormlU tabmin ederek, ouu n = O, 1, 2, S, 
•, I> lc;lo gerc;ekleylnfz. 

15. Bir dUzlemio genel durumda 4 dojtrueu taraf1udan bO­

lllndUtll 11 parc;adao kac; taneef 1onludur? [Bu .P•rc;alardan kac; 

taoeal aooauzdor ?J 

16. Dir Oocekl problem! geoelle1t1rluf1. 

17. Uzay10 geoel durumda I> dttzlem taraf1ndan bOlttndQfQ 

26 parc;adan kac; taneai aooauzdur? 

18. Be1 dttzlem blr kttreofo merkezfodeo gec;mekte, fakat 

bundan baoka bak1mlardan genel durumda bulunmaktadarlar. 

Kore yttzeyfnlD bu bee dOzlem vA11ta11yla ayrdm11 oldufu par· 

c;alar1n say111n1 bulun~z . 

19. Bir dttzlem fkf1er fkf1er kesloen fakat batka bak1mlar­
dan genel durumda IS dairesl vls1taa1yla kac; par(aya ayr1hr? 

20. Buodan oncekf problemlerl genelleotfrlnfl. 
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21. Endiiksigon: aklm iniibakr, dilin intibaki. Endl1ksiyon, 

akllmlZI vlk1alara intibak etllrmekle netlcelenir. Fikirlerimizi 

miltahedelerle kar1tla1tmnca, ikisi arasmda uygunluk veya uyu1· 

mazhk ortaya c;1kar. Ejter uygunluk olursa fikirlerimize itimad1-

m1z artar; yok, ejter uyu1mazhk varsa fiklrlerlmlzi tldll ede­

riz. Bir tak1m tldlllerden sonra fikirlerimiz \ lk1alara daha 

lyl uyabillr. Herhangl blr yen! konu bakkrndakl ilk flkir­

lerimiz hemen daima - hie olmazea k1smen - yanht olmak 

ietidad1ndadir; end1lksiyon itlemi b!ze onlari dilzeltmek, onlar1 

hakikate uydurmak hueueunda bir imkln verlr. Vermlt oldugu­

muz mlelller bu itlemi kttc;l1k bir Olc;11de, fakat lyice ac;1k olarak 

gOetermektedir. Paragraf 1 de iki veya ilc; yanht faraziyeden aon­

ra, nihayet dojtru faraziyeye ula1t1k. Ona teaadilfen ula1ti~1m1z1 

eOyleyebillreioiz. Fakat, J..agrange'10 vakt1yle, Newton taraf1n­

dan yapllm11 olan bnnnnla mnkayeee edllemiyecek kadar bilyllk 

bir ke1finin milnakn1ae1 e1rae1nda 16ylemi1 olduitu g!bl, •Myle 

tesadilfler ancak onlara lily1k olanlar1n kar11Iar1oa c;1kar.• 

Akhn lotibnk1, dilin int!bak1 He a1a~1 yukar1 aym 1ey 

olablllr; hie; olmazea her iklel el ele gider. llmln llerleyi1i, llmt 

terimlerln llerleyl1inde kendini bell! eder. Fizlkc;ller •elektrik•, 

yahut hek!mler «hastahklar10 airayeti• nden bahsetmeye ba1la· 

d1klar1 zaman bu terlmler mttphem, karaohk ve kar111k idiler. 

Bugl1okl1 llimlerln kulland1klari •elektrik yilkll», •elektrik ce­

reyao1», cmantar enfekaiyonu•, «virtte enfekeiyoou• terlmlerl 

Oncekilerle mukayeee kabul etmlyecek kadar daha ac;1k ve daha 

belirlldlr. Fakat bu ikl terim grubu arastnda oe kadar muaz· 

zam say1da mil1ahede, ne kadar cok Ince tecrllbe, hattl kac bil­

yl1k ketif bulunmaktad1r I Endllksiyon terim dillni dejt!1tirml1 

ve kavramlart ac;1khga kavu1turmu1tur. l1in bu vec;heslnl de, 

yani kavramlarm endllksiyon yard1m1 ile ac;1khga kavu1turulma• 

1101 da uygun blr ufak mikyaah matematik mlallle ayd1nlatabl· 

lirlz. Matematikte pek te seyrek rastlan1lmayan bir durum 1udur: 

Bir teorem formille edilmlttir, fakat onu tam mlnae1yla dojtru 
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hale eokmak icin teoremio ifadeslne glreo terlmlere daha earih 

bir mAoa vermekllgimiz icabetmektedir. Bu, g6reeegimiz gibi, 

endllklif blr ielemle kolayhkla yapllabilir. 

~imdi geriye, MisAI 2 ve onun c6z!lmilae bakahm. Orada, 
formel bir tarif vermekelzio «kUrenln memleketlere ayr1lmas1• 

ndan baheetmitllk. F, V ve E e1rae1yla bllyle blr ayrth!f· 

takl memlekct, saotr ve k611elcrin eay1em1 g6slerdijti takdlrde, 
bunlar araemda Euler formlllttnUn earl oldugu Umldlndeydik. 

Fakat bunuo i9io gene eadeee mleilllcre ve kaba blr taveife da­

yanmtf, ve F, V ve E nin formel tariflerioi vermemittlk. 

K!lreoin (yaol k!lre gii%t>ginin) bir parcalara aynlt~101 

ve ona tekabUI eden F, V ve E yi ele ald1jt1m1zda, bnolar ara­

stoda Euler form!llil earl l!e bu ayrthta «dojtru•, akei takdlrde 

«yaohp dlyelim. «Dogru• ve «yanltp haller arastnda a.y1k ve 

baeit bir farkm ketfinde bize yardtm edebilecek ayriltt mhllllcri 

verlolz. 

22. Blltilo kllre yUz!l tek bir ruemleketten lbarettlr. Bu 

hal dogru mndur? (Burada «dojtru• dao makeat, Euler formUHl 
baktmmdan dogruluktnr). 

23. K!lre yllzeyi ball yar1mkllreel ve dogo yar1mkllreei 

olmak ilzere tam iki memlekete ayrilm1!ftlr. Bu hal yaoht mt­

dtr '? 

24. lki pa1alel dalre kilreyi Uc memlekete ay1rmaktad1r. Bu 

hal dogru mudnr, yokea yanlt!f muitr '? 

25. Oc meridyen kUreyi U9 memlekete ay1rmaktad1r. Bu 

hat dojtru mudur, yokea yanl•f mtdJr? 

26. KUrenin m merldyen ve p paralel daire vlls1tas1yla ay­

nh11oa "(m, p) ayr1lt!ft» dlyelim. (MieAl 2 (I) 'e bak1n1z). (O, p) 

nc hall dogrn mu, yokea yanhe m1dir? 

i 
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27. (m, O) UC( hall do~u mu, yoksa yanho m1du? (\Usi\l 

26 ya bak1n1z). 

28. (m, p) ayr1helarinrn (Mi~l.l 26 ya bakm1z) hangisi Mi­

sA.l 2 de anlahlan ielemle meydaoa getlrilebilir '? (Bir kon veke 

cokyllzlUnlln kliro Uzerindekl lz'1UellmUnU ald1ktan eonra, izdll­

eilmdeki s101rlar1n memleket t>ny1s1 ve her memleketin e1n1r ea­

ytem1 dejtietirmeyen sllrekli deformaeyonu.) m ve p ye dair bangi 

earllar bu nyrd1elar1 karakterize edcr ? 

29. Euler formUlUnUn cari olmad1~1 hallcrdekl misiUlerin 

otekilerden farkl nedir? F, V ve E nin mAnas101 daha ai;1k hale 

getiren haoitl geometrik eartlar Euler form'UUotin earl oiueunu 

garantl eder? 

30. Misi\L 29 daki cevab1 aydmlatacak daha b1eka mieA\ler 

ileri sllrllnltz. 

31. D<!1cartes' m ~okgii:liilere clair ~al11malar1. Oeecarlee'1n 

birakmtlJ oldujtu elyaz1lar1 arasmda cokyUzlUleriu genel teorlelne 

dalr k1sa notlar bulunmakta idi. Bunlarm (Leibuiz'in eliyle ya­

p1Jm1e) bir kopyesl, Descartes'io !llUmilnden lki yUz seneden 

fazla blr zaman soora, 1860 ta keefedilerek bastmlm1eti (Descar­

tes. Oeuvres, vol. 10, S. 257-276 ya bakm1z). Bu notlar Euler 

teoremlne ~ok yakm konulara dair olup, bu teorem onlarda ai;;1k 

olarak !fade edilmemilJ olmakla beraber, onlarm lhtiva etti~I ba­

z1 neticelerden derhal c1kartlabillr. 

Descartes ile birllkte bir konveks eokyllzlO ele alahm. Bu 

i;okyilzlUnltn herhangi bir yilzllndeki herhangi bir ac1s1na bir 

gii:eg a~ISI dlyeltm ve l(OkyUzlllolln biltl\n yllzey &C(llar1ntn top­

lamlDI S 2 tie g~aterelim. Descartes ~ 2 yt iki farkh tarzda he­

saplamakta olup, Euler teoremi bu iki ifadenln kare1laetmlma­

s1Ddan derbal elde cdllebilir. 

A,aR1ki mlsAller okuyucuya Deacarte11'in baz1 neticelerlnl 
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yeoiden buJmak firsahn1 verecektir. Bu mlsAllerde eu yaz11 
tarz101 kullanacag1z: 

Fm n kenarh yOzlerio, 

vm n keoarh (yaoi kendlsinde n tane kenar1n son baldugu) 
kOeelerin say111n1 gGsterec,,ktir, ki netlcede 

F, + F, + F:. + · · · = F, 

olacakhr. QokyOzlUntln b0tl1n kenarlartnrn say1sm1 E ile g!Sster­
mekte devam edeceglz. 

32. Bir cokyOzllldeki b!Hlln ynzey ac1larinm eayl&IDI ttc 

tarzda ifade edlnlz: F,, F,, F,, ... clnslnden, V,, V., V., ... 
cinsinden ve nihayet E cinslnden. 

53. s !l: YI bee dilzgiln cokyllzlO, yanf dOzgftn d!SrtyOzlQ, 
kUp, dOzgiln seklz, on lki ve ylrmi yQzlOler lcin heaap!'.ly1n1z. 

34. ~ x y1 F,, F., F;, ... clnslnden heeaplaym1z. 

35. ~ix y1 E ve F cioslndeo ifade edinlz. 

36. Biitiinlegici azag ar1lar1, biitiinlegici kiire.el r;akgenler . 

Daha al1edm19 blr terlm olao •cokyllzlll ac1• yerioe, burada «ozay 
•CtBl• dlyeceglz. 

Oyle iki kooveka uzay ac1s1 alahm ki, buntar ayn1 yfiz 1a­
y1s1n1 ve ayo1 k!Seeyf balz olsuolar, fakat bnnlar1n ortak kG1e­

den ba11ka blcbir ortak noktaa1 bulunma11n. Bu ikl uzay ac1B1n­

dan bfrlnin herblr y1lz11ne iklncialnln bir kenar1 tekablll etsin ve 

bu yOz o kenara dalma dlk olsun. (lkl azay •CHll araa1ndaki bu 

tnUnaaebet kar11hkJ1d1r: birincl uzay ac1a10dakl, o ac1n1n lki 

bitiljik yUzilnUo arakesitl olao, e kenar1 da fklocl uzay ac1s111da 
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bir f' ytiziioe tekabiil eder, Oyle kl f', birinci ac;1mn yukarda 

bahsedilen iki bitieik yUzOne ikinci atida tekabill eden ikl ke­

nar10 s1n1rlad1j!1 yilz olsun.) Kare1hkh olarak bu durumda olan 

lki uzay ac;1eina biitiinle.11ici uzay ac;1lari deoir. (Bu terlrn pek 

al1eJlm1@ OlroamakJa beraber, difzlemdeki adi iki bllt!loleyici Btl 

buna beozer bir dnruma sokulabilir). Biltiinleylci iki ac;1dan her­

blrloe di~erin In biitunleyeni denir. 

lki blltUoleyici uzay ac;1em1n ortak kOees! merkez olmak 

ilzere <;izilen 1 yanc;aph kUre bu ac;1lar taraf1ndan iki kUreeel 

c;okgen boyunca keeilir. Bu c;okgenlere de blltilnleyici c;okgeoler 

deoir. 

lid biHUoleyici kUresel c;okgen ele alahm. Ririnci c;okgenin 

kenerlar101 a,, a,, ... , an, ac;1lar1n1 x., x,, .. ., xn. ala01n1 A, 

~evresini P ile goeterelim. lkinci c;okgenin bunlara tekabUI eden 

parc;alar1m da e1ra1:nyhl o', a,' .. ., a,.', !X.', «,', .. ., ocn'• A', P' 
ile gOsterelim. Bu takdirde, ,,~er indeksler uygno sec;ilmiese 

0 1 + x,=o2 +x/=···o,.+::1.,.'=:r, 

o.' + x,=o1' + x, = ···on'+xn =n 
olur. Buolar iyi bilinen ve kolayca gOrillebilen milnasebctlerdir. 

~lmdi 
P + A' = P' + A = 2n 

oldu~ana ispat edioiz. 

[Ac;1lar1 x, ,:, y olan bir kiiresel Uc;geoin alno101n, o Uc;ge­

nln «+ fl + i' - ·"' «kilresel fazlall~1» na eeit oldu~unu billniyor 

kablll ediniz]. 

37. •N'ae1l bir dUzlem eekildeki biltiin die ac;tlar1n toplamt 

4' dlk ac;1ya eelteP, bir uzay eeklinde de biitiln <.he uzay ac;1larmm 

toplam1 da 8 dik ac;1ya eeittir•. Deecartee'm notlar1nda bulu­

nan bn cilmleyi, ispat cdebilece~ioiz bir teorem eeklinde tefeir 

etmeye c;ahi;11n1z [~ek. 3.7 ye bak1n1z]. 
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38. ~: :t y1 V cinelodeo ifade cdinfz. 

39. Euler teoremlol ispat edioiz. 

40. Paragraf 1 deki Ilk ctlmle milpbem olmakla beraber, 

bize bircok earib lfadeler telkln edebllir. Bunlardao, o paragrafta 

bahsetmemi$ oldugumuz blr taoeel oudnr: «F, V ve E sayilar1n­

dao herhangl biri .,.., ' a glderee, diger ikisi de "¢
1
8 gitmek zorun-

~ek. 3.7. Bir cokgenio d•§ a91ler1 

dad1r ... Koov eke cokytlzllller icin genel olerak cari buluoan ve 
ve yukankinden de daha earlh bllgl veren s~'ljt1ki e§itsfzlikleri 

lepat edioiz: 

2£ ::::.. SF, 2 V ?::. F + 4, 3 V ?::. E+6, 

2 E ?::. a v, 2 F ?::. v + 4, 8 F ?::. E r 6. 
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Yukar1ki e1itsizllklerde e1itlik hall hie; earl olabilir ml 'l Olurea, 

baogl nevi c;ok y11zl11ler lc;ln ? 

41. Bl1tl1n yOzleri ayn1 cinateo, yaoi ayo1 aay1da kenar1 

halz, c;okgeolerdeo ibaret olao kooveke c;okyllzlQler mPvcuttur. 
Meaelll blr dOrtyl1zUlnQo blltOo yll.zlerl llc;geolerden, blr dik pa­

ralelyQzlln bQtll.o yilzlerl dOrtgenlerdeo, bir dQzglln on lkl yQz­

IQolln blltlln yllzlerl betgeolerden lbarettlr. •Ve bu bGylece de­

vam eder» demekten kcndinizi alam1yablllraini1. Fakat bOyle blr 

baalt endUkalyon biz! yanht yola aevkedeblllr. Muell aehnda, 

bUtQo yllzleri altigenlerdeo ibaret olao hii;bir konveka c;okyllzlQ 

me,reut dealldlr. Bunu iapata c;ah1101z. [MiaAl 81 ). 



IV 

SA YILAR TEORISINDE END0KSIYON 

Endiik11igon golagla en zarif geni halcikatlerin beklenrnedik bir 

talih e11eri olarak ortaga ~1kmau, Sagtlar Teori11inde oldak~a 111k vu· 

kabulan bir olaglir. GAl.iSS ( 1) 

1. Kenarlar1 tam aaytlarla (;J~Ulen dik ll~genler (1). Ke­

narlar1 8, 4 ve 5 olan Q~geo bir dik ni;geodir, i;ilnkil 

3' + 4'= 5' 

dir. Bu tli;geo, kenarlar1 tam eaytlarla Olc;illen dik Qi;genlerin 

en baalt Ornegidlr. Boyle •keoarlar1 tam eay1 olan dik Ui;genler» 

Sayllar Teorieiode eakldeoberi bir rol oyoam11lard1r; hattA eaki 

BabUonyahlar blle bu ili;geolerin baz1 Gzeliklerioi ke1fetmi1lerdi. 

Bu tllrlQ llc;geolere dair en atlkAr problemlerden birl 1udur: 

Hlpotenii11ii f!erilen bir n tam 11ag1111na e1il olan tam 11ag1 ke­

narlr bir dik ii~gen f!ar mrdrr? 

~lmdi dikkatimizi bu prob)('m Ozeriode toplayahm. Hlpote­

nUsfl verilen n tam aaym ve dlk keoarlara da x ve g glbl diger 

C ') Wtrk"• vol. 2, S. 8 . 

(t) Bu blSIOmtln bazt par~alar1 dab& llace Etudu de philo•ophi• du 

•ciMcu M hommot• cl Fudinand Gonuth . tdllloaa da Orfffoa, lDGO adh 

kttapta •Let us teach goea8l11p <tabmln etmeyl lljtretellm) bathlt al­

hada yay111ta11mtfhr. Bu Jrttabia 147-l!SC aahlfelerlne bak1111z. 
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ikl tam eay1 ile 6lc!Hen bir dik ttcgen artyoruz. x 'to iki dik ke­

nardan uzuounu gOsterdi~ini kabul edebiUriz. ~u halde, ~" ve­

rilditine gore &fajt1ki tartlara uyan lki x, y (pozltif) tam say1s1 

ar1yoruz: 

11'=x'+y', O<g~x<n. 

Probleme endlik~iyoola hflcum edebiliriz. Zaten, koouya 

has belirli blr bilglmiz olmad1tt1 takdirde elimizJe batka bir yol 

da yoktur. ~u halde bir misill alahm, meselil n = 12 olsun. Bu 
takdirde x ~ g ve 

144=x' + g' 

olacak ,ekilde iki x, g pozitif tam say1s1 ar1yoruz. 

Burada .t'' haogi de~el"leri alablllr? ~lipheslz aocak fUnlar1: 

1, ~ . 9, 16, 25, 36, ~9, 64, 81, 100, 121. Acaba x' = 121 

olabilir mJ '? Yaoi 

U4- .t''= 144 - 121 =y' 

bir tam kare midir? Hay1r, 23 bir tam kare degildir. ~lmdt' x' 

nin diger deterlerioi de deoememlz IAz1mdtr, fakat ashnda bun­

lardan pek fazla miktar1n1 denemeye hacet yoktur. Q11nk0 g ~ x 

oldugundan 

144 = x' + g' ~ 2x', 

x' ~ 72 

dlr. ~u balde geriye ancak x' = 100 ve x' = 81 lmklnlar1 kal­

maktad1r. Halbuki 

144 - 100 = 44 • 144 - 81 = 68 

saytlann1n da hicbirl tam kare de~lldlr. Netlcede soramuza 10 
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cevab1 elde etmit olduk: Hipotenilsil 12 olao taw fay1 kenarh 

hicbir dik llcgen yoktur. 

HlpotenUsUn 13 • e eeit olmas1 halinde de ayo1 eekilde ha­
reket ederiz. 

169 - 144 = 21), 169 - 121=48, 169 - 100 = 69 

sayilanodao sadece blr tancsl tam kare oldutuodan, blpotenUsU 

13 olan bir taoc tam sny1 kcnarlt ncgcn \'ard1r: 

169 = 144 + 25 

(Yaoi bu ll~genln dik kenarlan x= 12 \'C y=5 tir). 

Ayn1 yolla ve blraz sabirla roeaelll 20 glbl c1k yilksek ol­

mayan (\'erilmi~l bir emmn all1ndaki bOtlin sayilar1 elden gei;l­

rebilirlz. Bu suretle 20 nin alt1oda ancak bee tane «hlpotenOs» 
bulabiliriz kl, onlar da 5, 10, 13, 15 \'C 17 den lbareltl(: 

25 = 16 + II 

100= 6& + 36 

169 = 1H + 25 

225= H~ +st 
289 = 2:!5 + 61 

Bu arada JO ve 15 hallerioin pek entereean olmad1klarm1 s!lyle­

yebllirlz. QUokU kenarlar1 10, 8 \'C 6 olan Ocgen, kenarlar1 5, 4, 8 

olan daba baslt ll~gene benzer oldu[tu gibl, ayn1 eey kenarlar1 
15, 12 ve 9 olan llcgen lcin de \'akidlr. Hipolenllsleri s1ras1yla 

5, 18 ve 17 oleo gerl kalan Uc dik Ocgen aralarrnda esastan 

farklld1r, yani lclerinde bicblrl di[terlne benzer detildir. 

Hundan baeka buradaki 6, 13 ve 17 saydar1n1n her OcOnOn 

de tek a•al •ag1lar oldutu g!lzilmtlze carpabilir. Bunuola blrlikte, 
buolar 20 nin alhndakl biltfin tek asal sayilar10 tamam101 teekll 

etmrzler; geriye s, 7, 11 ve 19 kahr. Fakat bu sonuncular1n 
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hicbirl bir •bipotenOs• detildlr. Aeaba neden? Yukar1kl lki aaal 

say1 tak1m1 arastnda ne gibi bir fark varcltr? Ne zaman ( han6i 

1artlar altrnda) bir telc a•al •agr tam •ag1 kenarlr bir dik urgenin hi­

potenii•ii olur, ne zaman olmaz? 

Bu, batlaogu;takl eorumuznn tadtl edllmle bir eeklidlr. Bu 

eekll daha 11mit verlel IJBrUoeblllr; hie olmazsa yen Id Ir. Bu eekll 

gene endilksiyon yoluyla ara1hrahm. Blraz sab1rla •1ajt1kl eed­

vell lnea edebilirlz (- leareti p nin o deterini hipotenOe olarak 

kabOI eden hicblr tam say1 kenarh dlk Ocgen bnluomad1t1n1 

gOaterlr) : 

p tek asal 

3 

5 

i 

11 

13 

17 

19 

23 

29 

31 

88YIBI HipotenUeU p olan dlk 11cgenler 

169 = 144 + 26 

289=226 +64 

Blr aeal say1 ne zaman blr blpotenOatar, ne uman dejtll· 

dlr '? lki hal arH1ndakl fark nedir? Bir flzlkcl de kendl kendl­

aioe buna cok benzer baz1 eorular aorabillr. Meeell kriatallerde 

cift kmlmay1 araetmrkeo baz1lar1010 clft kmlma Ozelltlnl halz 

oldutuou, diterleriode lee bu OzeliQlo buluomadit101 gOrQr. Aeaba 

haogl krletallerde clft kmlma olur, haogilerinde olmaz? Bo lkl 

hal ara81ndaki fark nedlr '? 

Xaa1l fizikcl krletallerloe bakarsa, blz de a1at1kl lid aaal 
say• tak1m1m1za bakar1z: 
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5, 13, 17, 29, ... Ve 3, 7, 11, 19, 23, 31, .... 

Bu iki tak1m arasmda karakteristik bir lark ariyoruz. Her lki 

tak1mdaki asal sayllar gayri muntazam s1cramalarla artmaktad1r. 

~imdi bu s1orainalar1n uzunluklarina, yani bu tak1mlardaki say1-

lar1n mUteakip larklartna b11kal1m: 

5 13 17 29 3 i 11 19 23 31 

8 4 12 4 8 8 

Bu farklarm bir cojtu 4 e ee:ttir ve kolayca gOrlilecegi Uzerr, 

hep1i de 4 ile (tam olarak) biiliinebil7teMedir. llae1nda 5 bulunan 
birincl tak1mdaki asal say1lar 4 Ile bOlilnilnce hep 1 kalantnt 

btrak1rlar, yani n tam olmak ilzere 4n + 1 eeklindedlrler. Ha· 

ftoda B bulunan ikinci tak1mdaki asal say1lar ii;e 4n + 3 oeklin­

dedirler. Acaba bu, arad1g1m1z karakteristik fnrk olabilir mi 'l 

E~er bu imkAn1 baotan blr kenara b1rakmaz11ak, ou faraziyeye 

varm10 oluruz : 4n + 1 1eklindeki bir a1al •ag1 · bir tek tam •ag1 

kenarl1 dik iirgenin hipotenii1iidiir: 4n + 3 1eklinde bir a1al 1agr 

i1e bogle hi~bir ii~genin hip:>tenii1ii olama:. 

2. Kare toplamlar1. Bir vechesioi blraz Once (paragraf 

1 de) mllnakaea etmit oldugumnz tam say• kenaru dlk llcgenler 

problem!, evvelce sOylemlt oldujtumuz gibi, Say1lar Teoriei tari­
binde llnemli bir rol oynam11ttr. Hakikaten, bu problem diger 

birook sorulara yol aomaktad1r. Tam kare olsun ,.E>ya olmaem, 

haogi saytlar ikl kare toplaruma ayr1labilir '? lki kare loplam1na 

ayr1lam1yan sayilar ne olur? Belkl bunlar Ile kare toplam1oa 

ayrilabillr; bu takdirde no kare toplamtna ayr1lam1yan say1larda 

durum oastldir? 

Bo sorulara aonsuz devam edebllirdik; fakat burada 1ayan1 

dikkat olan ookta, buna ibtiyac1m1z bulanmad1g1d1r. (Matematlk 

eglencelere dair ilk baa1h kitab1n mllellifi olan) Bachet de 
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Mez·riac·, her sagmzn (yani her pozitif tam eay1nm) ga bir tam ka· 

re, gahut ta iki 'Uega ii~ 'Uega dort tam kare11in toplam1 olduiana 

kaydetmlotir. Bachet, bu husuaa dair bir ispata eabip bulundo~u 
iddiaamda olmay1p, kendieloi bu iddlaya sevkeden lpuQlarlDl 

Diophantos'un baz1 problemlerinde bulmuo ve oou 825' e kadar 

gerc;ekleroioti. 

Kisaca, Bachet'nin ifadesi (eodttkeiyonla bulunmuo) bir fa­

raziyedeo ibaretti. Bence Bachet'nln yapm111 oldu~u esas io !JU 

8 oruyu sormuo olroakbr: Biitiin pozitif tam sag1lar1 gostermek i~in 

KA<;: TANE kar~ge ihtigac1m1z vard1r? Bir kere bu soru ac;1k ola 
rak ortaya konduktan sonra, onun cevab101 endllkalyooia kee­

fetmekte fa:i.la bir giic;lUk yoktur . Bo nun iQln eu eekllde baola­
yan bir ced\'el tertip ederiz: 

l=l 

2=1+1 

3=t+1+1 

4: = 4: 

5=4+1 

6=4:+1+1 

7=4+1+1+ 1 

8=4+4 

9=9 

10=9+1 

Barada lddia 10' a kadar gerc;eklenmi11 oluyor. Yaln1z 7 eayl81 
ic;in dOrt kare 1Az1m olup, dl~erlerl blr, veya lid veya llQ kare· 
nin toplam1 olarak gOsterilebiliyor. Bachet bu cedvell 825' e 

kadar uzatm111 olup, dOrt kare toplam1 olan daha birc;ok eay1lar 
bulmue, fakat dOrlten fazla kareye ibtiyac; goateren hic;bir ea· 

y1ya raetlamam1etir. Bu kadar endUktif delilin onu hie; olmazsa 
bir dereceye kadar tatmln elmi11 oldu~u gOrQlllyor. Bu1.1dan do· 

lay1d1r ki iddlae101 yaymlam11tir. Bachet bu iddias1nda talihll 
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olmuetur, cllokii faraziyesi dogru c;1km1e ve bu suretle, aeag"1ki 

eekilde de ifade edebileceJtimiz •dOrt kare teoremi» nin kileifi ol­

muetur: n verilmie herbaogi bir pozitif tam say1 olmak iizere, 

n = x 2 + g 2 + z 2 + w' 

denkleminin x, y, z, w ye gore negati1 olroayan tam say1h 

<;Ozllmleri mevcu ttur. 

Bir say1nm bir kareler toplam1na ayrihe1n10 baljkn veche­
leri de vard1r. MeeeJA, 

n = x ' + g' 

denkleminin x, y ye gore tam say1h c;Ozilmlerioin say1sm1 da 

araehrabiliriz. Burada ya yaln1z pozitif tam eay1lar1, yahut po­

zitif, negatil veya 0 olroak Ozere biitiln tam say11an c6ziim ola­

rak kabOl edebiliriz. Eger problemi ikinci eekilde al1rsak, me­

selil n = 25 icin 

25 = ."t'
1 + g" 

denkleminin aeaJt1ki 12 cOzilmUnii buluruz; 

25 = 5'-l- 02 = (- 5)2 + o· = 02 + 5' = o• + (- 5)' 

= 4' + 3• = (- 4)2 + 32 = 4• + (-3)' = (-4}2 + (- 3)2 

= 32 .I- 4'= (-3}'+ 4!= 3'+ (- 4)' =(- 3)2 +(- 4)' 

Bu arada, bu i;Ozllmlerin enteresan bir geometrik tefslrinin 

mevcut olduJtunu da e6yleyelim. Fakal onu burada mllnakalj& 

etmemize ltlzum yoktur. (Misill 2 ye bak101z.) 

3. Dort tek kare toplamma dair . Kare toplamlar1na dair 

bircok problem arasmda biraz uzak gOrCinen, fakat fevka!Ade 

6gretici oldu~u meydana c;1kacak olan blr problem sececejtiz. 

u bir tek pozitif tam say1 ol1un. Bu takdirde 
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4a = x' + g' + z' + w' 

dMkleminin x, g, z, w gt gore tek pozitif tam 1ag1l1 (:oziimleri­

nin 1ag111m er.,liik1igon golugla ara1t1r1mz. 

Mt>sell, u = 1 oldu{tu takdirde 

4 = .i-' -r- g' + :1 + w' 

denklemloi elde ederiz kl, buuun, aeikllr olarak, x=g= z=w=l 

den ibaret yaln1z blr tanc Ql.lzllmil vardir. Hakikaten burada 

x=-1, g=l, z=l, w=l 
yahut 

x=2, g = 0, % = 0, w = 0 

tak1mlar1na x, g, z, w iQio tek pozltif tam say1 olmak 1arho1 

koetu{tumuzdan, birer t;:UzUm gl.lzilyle bakm1yoruz. u = 3 e teka· 

bUI eden denklem 

12 = i-' + g' + z' + w' 

dlr ve bunun 

x = 3, g = 1, z = I, w = 1 Ile 

x = 1, g = 3, % = 1, w = l 

den lbaret lki farkh c;l.lzilmll vardir. 

x, g, z ve w oln dejterlerl llzerlne koymn1 oldugumuz tah· 

did! bellrtmtik Uzere •c;l.lz!hn,. terlmlnl kullanmaktao kacmaca{tll 

ve onuo yerloe «tu nun dl.lrt tek kare toplam1 oekliode gGaterl· 

liel• gibi daba Gzel blr lfade kullanaca{t1z. Fakat bu ifade de uzuo 

olduguodan, ODU birc;ok tekillerde k1saltaca{t1z, hatll bazan «gGa· 

terlllp teo ibaret tek bir kellmeye lodirece{tiz. 

4. Bir mlsllln muayeneal. Keodlmlzl problemlmlzio ma• 

nlsioa ah1hrmak IQin, blr mlell ele alahm: a= 25 oleun. Bo 
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takdlrde 4a = 100 olur ki , 11lmdl 100 fl dOrt taoe tek karenio 

toplam1 olarak gOstermemlz icabeder. Bu maksat icio elimizde 

haogl tek kart>ler vard1r ? Bu tek kareler 

1, 9, 25, 49, 81 

den ibarettir. E~er 81, toplam1 100 eden dOrt karcden biri ise, 

geri kalao flcO.nfln toplam1 

100 - 81 = 19 

olmahdir. 19 dan kUcUk ollln 1 ve 9 olup, 19=9 -t 9 + 1, te· 
rimler bttyUklllk 11ras1na gore 11raland1jt1 takdirde, 19 u flc; tek 

karenln toplam1 olarak gOdlermek lc;ln yegAoe lmkAodir. Neticede 

100 = 81 + 9 +- 9 + 1 

elde ederiz. Benzer tarz.la 

boluruz. 

100 = 49 + 49 + 1 + 1, 
100 = 49 + 25 + 2.5 + 1, 

100 = 25 + 25 + 25 + 25 

EvvelA en bOyQk kareyl ayirmak suretlyle sietemli olarak 

hareket ederaek, 4 kareoin azalan (daba dojtruso artmayao) bil­

yilkHlklere gore 11ralanmas1 11arhyla yukarda biltfln imkAnlar1 

tilketml~ oldujtumuza kaoaat getlrebillriz. Fakat, terimlerio her 

tQrJQ 11ralanm11s101 besaba katt1~1m1z takdirde • kl bu Jaz1md1r • 

daba fazla imkAolar mevcuttur. Mesell: 

100 = 49 + 49 + 1 + 1 

= 49 + 1 + 49 + 1 

= 49 + 1 + 1 + 49 

- 1 + 49 + 49 + 1 

- 1 + 49 + 1 + 49 

- 1 + 1 + 49 + 49 
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Bu 6 toplam ayn1 terimleri haizdir, fakat bu terimlerin eirae1 

degi~iktir; problemimizin ifadesine g6re bunlar 6 tane farkh 

g6sterilie say1lmalld1r. Terimleri artmayan 

100 = 49 + 49 + 1 + 1 

gibi bir gostflrili11 diger 5 g11eteriliein kayoa~1 olup, hepsi birden 

6 gosterilie eder. Benzer f}ekilde hareket ederek en cedveli ya­

pabiliriz : 

Artm1gan biigiikliiklere gore 
s1ralanm1$ terimler 

81 + 9 + 9 + 1 

49 + 49 + 1 + 
49 + 25 + 25 + 1 

25 + 25 + 2!) + 25 

Onlardan sa:lece srra degi$iklik­
lerlgle f ark eden gosterili$lerin 

11ag1s1 

12 

6 

12 

Hepsini toplarenk, u = 25 ve 4a = 100 bulinde 4u = 100 i.lo 4 

tek karenin toplam1 olarak gosterili!llerinin miktar1 ivin 

12 + 6 + 12 -r 1 = 31 

eay1em1 buluruz. 

S. Mii11ahede netlcelerinin cedvel halinde tertiplenmesi. 

4u = 100 ve gosterili!I eay1s1om 31 oldugu u = 25 ozel hall prob· 

lemin ma0Asm1 bize aC(tk olarak gobtermieti. ~irodi en basit hal­

leri, yani a= 25 ' e kadar u = 1, 3, 5, . . . hallerini eietematik 

olarak ara~brabiliriz. Bunlara dair Cedvel r i in!la edelim (oku­

yucu bu cedveli kendiei beeaplamahd1r1 yabut biv olmazsa aea· 

g1da verilen rakamlarm bir k1smm1 kontrol etmelidir.) 
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Cedvel I 

Yandakl artmayan s1-
ralamadan elde edilen Top lam 

Artmayan de~itlk s1ramalario gOsterili'J 

u 4a s1ralama say1s1 say1s1 

1 4 1 + 1 + 1+1 1 1 

3 12 9+1+1 + 1 4 4 

5 20 9 + 9 -t- 1 + 1 6 6 

7 28 25 + 1 + 1+ 1 4 8 

9 + 9+ 9-t- 1 4 

9 36 25+ 9+ 1+ 1 12 13 

9 + 9 t 9+ 9 1 

11 4.4 20+ 9+ 9+ 1 12 12 

13 52 49 t 1 + 1 + 1 4 14 

25+25 + 1+ 1 6 

25+ 9 + 9+ 9 4 

15 60 49 + 9+ 1 + 1 12 24 

25+25+ 9+ 1 12 

17 68 49 + 9+ 9+ 1 12 18 

25+25 + 9+ 1 6 

19 76 49+25+ 1+ 1 12 20 

4\1+ 9 + 9+ 9 4 

25+25+25+ 1 4 

21 84 81 + 1 + 1 + 1 4 32 

49 + 25 t- 9 + 1 24 

25 t 20 + 25 + 9 4 

23 92 81 .J 9 t 1 I I 12 24 

49 t 25 -I 9-; 9 12 

25 100 81 f 9 t 9 -I 1 12 31 

49 J.. 49 I 1 + 1 6 

49 -/ 25 -j 25 T 1 12 

25 + 25 ;- 25 t 25 1 
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6. Kaide nedir? a tek say1111 lie, ~u nun dOrt tek kare 

toplam1 olarak g6wlerili'i arasmda g6zc 1,1arpan bir kaouo, basit 

bir bait var mtdir? 

Bu soru problemlmizln 6zQdD.r. Bu soruya nnceki paragralta 

Loplanm10 ' 'e cedvel halioe sokulmuo mlioahedelere dayanarak 

covap vcrmeliyiz. Biz burada, tecrilbi \'Crilerioc.len bir kalde vi· 
karmaya vahean hlr tabiat bilgioinln durumunday1z. ~ll anda 

elimizde bulunan tecrUbi malzeme ikl paralel eay1 s1rasmdan 

lbarettir. 

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 28 25 

1 4 6 8 13 12 ll 21 18 20 32 2t 31 

Blrinci s1ra mnteak1p tek aay1Jardan mnrekkeptlr, fakal lkincl 

siraya hAkim olao kaide nedir? 

Bu 1oruyu cevo.pland1rmaya v•l1v1rsak, ilk duyaca1t1m1z bis 
yeise i,;ok yakm bir oey ol11bllir . lkinci ·atra 0 kadar intlzamstz 

gUrllomekle ve ooun meydona gelio tarz1 o kadar ka r101ktar kl, 

onda herbangi blr kaide bulmak Umldlni pek besleyemeyiz. Bu­

nunla birl!kte, onun kar11J1k meydana gelle tarz1n1 unutur ve 

dlkkatimizi sadece UnlimUzdekl rakamlar Uzerlnde toplarsak, far­

k1na var1labilecek kadar kolay bir nokta gOzllmllze ilielr. lklncl 

s1radaki bir terimin kendisine birlncl e1rada tekabil l eden terim· 

den tam bir birlm fazla oluou ol<luki;a s1k tckrarlanmaktad1 r. 

Bu ballcrl belir tmek i~in kahn rakamlar kullaomak soretlyle 
yokar1ki tecrllbt malzeme fU fekle glrer: 

3 s 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 

1 4 6 8 13 12 14 25 18 20 32 24 31. 

Burada dlkkntimlzi ccken kaho rakamlar1 tao1m11.k gllc de­
jllldir : Onlar hep osa/d1r. Hakikateo onlar, ced,·elln kapsad11t1 

kadar, birinci s1radaki b1itiin asal sa y1lard1r. Bu ookta.' s1ram1z10 
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meydana g •lie tarz1n1 batirlad1g1ru1z<la, bizdo hayret uyaod1rabi­

llr. 0-zaman sadece kareleri oazar1 itlbara alm1~ olup, asal say1-

lnrla hit.;blr alllkam1z olmarmett. Simdl asal say1Iar10 problemi­

mizde bir rol oyoamas1 garip degil midir? Yuknr1ki m01;1ahedemi­

zin Ooemli oldujtu ve ooun arkas1oda ~nyan1 dlkkat bir ,ey bu­

lunduttu in tiba1ndao kacmmak gil(,'tUr. 

Birinci s1radaki kahn olmayan rakamlar icin durum nas1l­

d1r? Oalar hep tek say1lar olmakla beraber, asal del'tlldirler. 

On la rm ilkl 1, yani birim olup, digcrleri mllrckkep say1lard1r: 

9=3X3, 15=3XI>, 21=3X7, 2fi=5X5. 

Ikinei s1rada bun Iara tekablll eden say1larm tabla ti nedlr '? 

E~er u tek say1s1 asnl i11e, ona lkinci s1rada tekabQI eden 

say1 u + 1 idi; rlter u asal degilse ooa tekabUI eden 11ay1 artik 

u + 1 deglldir. Bunu zaten yukarda gOrmO,tllk. Burada ufak bir 

ihtar i!Ave edebiliriz : a= 1 ise, ona tekabtll eden sny1 gene 

1 dir, yani a+ 1 den daha kUcUktllr, bkat a nun asal olma­

d1jt1 b!ltUn dijter hallerde iklnci siradaki say1 u -r 1 den b1iyiik­

tiir. Yanl u birim, asal \'Oya mfirekkep bir say1 oldu;tnna gore, 

u ya tekoblll eden sayi u + 1 den kUcllk, u + 1 e eoit, veya 

u + 1 den bllyilktllr. Buralla bir intlzam goze (,'&rp1yor. 

Simcll dikkatimizi birinci 21radaki mllrekk<'p eay1larJa, ban· 

lura iklncl 81rada tekabill eden eay!lar llzerinde toplayal11n: 

3X3 3Xo 3X7 

18 24 32 81 

Burada garip bir ~ey var. lik s1radaki karelere ikincl sirada 

asal say1lar tekabOI edlyor. Fakat <l!mlzdekl mO~ahede say1s1 

bentlz pek az bulundnguodao, bu lfadeye belkl de fazlR bir 

ajt1rhk vermemeliylz. Bununla birllkte. kar~1t olarak, birioci 



106 SAYILAR TEOR!SINDE ENDUKSiYON 

etran1n kare olmayan mtlrekkep eayllar1n1n alt10daki ikinci e1-

raya ait say1lar da aeal degildir: 

3 X 5 

4X6 

3X7 

4 x 8. 

Barada gene garip bir !}ey var. lk:inci stradaki say1larm 

her c,arpam, biriaci s1rada kendisine tekab\11 eden c,arpandan 

tam bir birim fazlad1r. Fakat miivahedelerimiz hentlz pek az ol· 

dugundan, bu ifadeye pek fazla a~1rhk: vermemek daha do(tru­

dur. Bununla birlikte bu iddia, evvelki bir iddia ile bir parc,a 

paralelllk gostermektedir. Evvelce, p asal olmak Uzere, 

in Iarkma varm1~hk; "imdi ise, p ve q asal olmak Uzere 

pq 

(p+ 1) (q + 1) 

gOztlmUze ~arp1yor. Bu rad a bir intizam mevcuttur. 

pq ye tekablll eden say1y1 ba"ka bir tarzda yazd1~1m 1z t ak­

dirde, belki durumu daha berrak gOrebillriz: 

(p + 1) (q + 1) = pq + p + q + 1. 

Barada ne gOrebiliriz? Bu pq, p, q, 1 say1lar1 nedir? Her 

halukArda 

9 25 

13 31 

balleri LAia izab edilmeml§ olarak kalmsktad1r. Hakikaten, evvelce 
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gorm!lt oldujtumuz gibi 9 ve 25 'e tekabill eden sayllar s1ras1yla 

9 + 1 ve 25 + 1 den daba b!ly!lkttir: 

t3 = 9 + 1 + a. 31=25 + 1 -t-5 

Bu say1lar nedir 'l 

Ejter batka bir yerden blr ufak k1v1lc1m daha gelirsl.', belkl 
yukar1ki parca pnrca lddialar1 bir tutarh b!lton balioe, elimizdeki 

da~m1k ipuclar101 tekablllilo tamam1ni aydmlatan bir biltQn 

haline eokabiliriz: 

p pq 

p+ t pq t- p + q + 1 

9 

9+ s+1 

1 

1. 

ROLENLER I lkincl s1radakl eay!lar birinci eiradakilerin bO­

lenler toplamlamo1 g!letermektedlr. Bu, aranan kaide, blr ketif, 

haklki blr ketif olablllr: Birinci aatmlaki her 1ag1ga, kendiainin 

bolenlerinin toplami tekab1il e ligor. 

BOylece b ir faraziyeye, belki de Gause'un «en zarif yen! 

bakikatler» lnden blrine sevkedilmit olduk: £/er u b:'r tek 1agi 

iae, 4 u nun dorl tek kare toplami olarak goaterili1lerinin aag1si u 

nun bOlenlerinin toplamina t1iltir. 

7. Endiiktlf ke!lfln tablah hakkmda. (3 ten 6 ya kadar) 

gerideki paragraflara tekrar bakarsalr, eorulacak bir cok eorular 

bulabllirlz. 

Orar/a ne elde tttlk ? Tabiattyle ne bir iepat, battl ne de 

bir iepahn gOlgeei, fakat eadece bir farazfye. Bu faraziye, tec­

rtibt malzememlzlo s1n1rlar1 li:iodekl vAk1alarm baeit bir taeviri 

ile, bu tasvirlo o em1rlarm dtttnda da doitrulujtuoa dair blr 

timltteo lbareltlr. 

F ara:eigemi:ei na11l tide ettik ? T1pk1 vasati insanlar, ya hut 
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matematlk d111 blr alanda c;abpn blllm adamlarin1n kendl fara­
zlyelerlnl elde ettlklerl tanda. Biz yukarda alAka alan1m11& 
dalr mD.1ahedeler toplad1k, onlar1 muayene ve mukayese ettlk, 
onlarda paroa pare;• kaldeler gOrdllk, tereddllt ettlk, yaa1ld1k, 

ve JJlhayet Jofun/c lr/•rraatr m4nolr bir 6iitiin lntl6or v•ri'n blr 
iekle aokluk. Bona tamamen benser tarzda, blr arkeolog da 
aemm11 bir tat llserlade okuyablldltl blrkac; da1Jn1lr barfteo btl­
tlln blr kltabeyl ortaya c;1karablllr, yahot ta blr paleontolog fo­
aU hallne 1elmlt blrkac; lremlkten hareket ederek aeell lllkenmlt 

blr hayvaa1a canh haldekl dorumunua anahatlar1a1 meydaaa 91-
lrarablllr. Blzlm otra1t11Jm11 haldekl mlnah bllttl11, bu bale DJ· 
pn blrlettlrlcl kavram olan bOlenlerln fark1na vard1t1m1z aman 
ortaya c;1km11tir. 

8. Eadlktlf delllln tablab haldu.U.. GerlJe blrkac; aoru 
daha kabyor. 

Ellmitulelcl Jelll ,.. Jerece lc,,_,ll:llr ? 

Bu soruaoa ekalktlr. Sl1 burada tablat1yle parasraf 6 da 

Hade edllmlt ola~ farul7emll hakklnda paralf"&f 5 tekl Cedvel I 
den c;1karabllecetlml1 eadektlf delllden babaedlyonunuz; bu 

anlaelldl. Falrat •kuvvetll• den mak1at nedtr ? Bir delll ilrna 
edlci oldota zamaa lruvvetlldlr; ouua lkna edlel olmHt h;ID lae, 

blr lrimaeyi llroa elm•l lb1md1r. F•kat ala, oau lrlml ikaa et· 

meel lbampldlltJal a6yleaaedlnll : beal, yahut llal, 7abat Buler'l 
veya matematlkle hhtla llerlememlf blr klmaeyl ml ? Yokn 
lrlmi? 

Ben f&haeD ba deUU pelr all Ha::aa edlcl bulmalrtay1m. Buler'ln 
de ona oolr _., verecettae emintm. (Barada Bulerden bahaet­

memizia Mbebi, on.an farui7emlll ketfe 90k 1alriqm11 olma••· 
dir; M11ll 6.24 'e bak1n.1z.) Sayllarm bOltlnebtlmeai haklr1ada 

biraz blrteJ bllea mllptedl blr matematlkc;tnln de bu dewt pelr 
all lkna edlcl bulacallDdaa elllhllm. ~tlll:emmel blr matematlk-.l 
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olan, lakat Say1lar Teorieinin bu kU9eeine yabanc1 bnlunan bir 

meelekta91m bu dclili «yllzde yllz lkna edici» bulmu9tu. 

Be11 buraia aiibjekti/ intibalarla alakaJar degilim. Endiikti/ 

delilin biz.e hak kaz.and1rd1gi akli i11an11111 aarih, objt!kt1/ ol~1il­
mii1 dereceai nedir? Siz bana (A) gibi bir oeyl veriyor, fakat (H) 

gibi dli?er bir oeyi \'errn!yoreunuz \'C bana CC) gibl llt;Uncll bir 
9eyi soruyorsuouz. 

(A) Siz bana tamamcn endilktif deJili vcriyorsunuz: Fara­

ziyemiz 4, 12, 20, .. , 100 olmak Ozere ilk on Ot; hal it;io ger­

ceklenmlttir. Bu husue t;ok at;1k anl11~ilmaktad1r. 

(B) Siz benden bu delil!n bakh klld1#1 akli inan11110 derece­

eini Ult;memi istiyoreunuz. Fakat Myle bir ioan19 delili alan 

klmsenlu, vesvese ve mizacina dejtilse, muhakkak kl bi/gielne 

dayanmahd1r. 0 9ab1s fnraziye oeklinde ileri ellrillen le"remin 

bir ispat101 veya onu suya diltilren bir ak11i mlellii bilebllir. Bu 

iki haJde, ooun eaglam bir eekilde yerJeomifJ olao inani91010 de­
recesi eodilktif delll netlcesinde de~ltmiyecektir. Bununla bir· 

likte, o kimse teoremin tam bir ispahna veya tam bir cerhioe cok 

yakm bir eey blliyorea inantfl henllz degielirllebilir ve bu inao11 

ortaya at!lan endllktil delilin tesirlne maruz kalacakllr, her ne 

kadar o eah1e eifndeki bilg!oio ne,·ine gl.!re neticede farkh inan11 

derecelerine varea da. ~u halde, eter bcllrli bir cevap ieteree­

nlz, (A) endilktif delilioio keodieine gore muhakeme edilecejl! 

belirJi bir bilgi eevlyesioi de ac1ki;a belirtmeo!z hlz1md1r. Slz ba­

na konuya dair bellrli bir bilinen vak1alar cilmleel (belki de 

Say1lar Teorieine dair bil!nen elemaotcr teoremlerln blr liste11lnl) 

vermelisinlz. 

(C) Slz benden, endilktif delil!o hakh k1ld1jl1 akli lna011 de­

receaiol keeio olarak 1.!lcmem! letlyorsuouz. Acaba ben onu size 

•tam ioao1p 10 yilzdeleriyle ifade ederek mi \'ereyim? (•Ti:.m 

ioan1p 10, b:1hie konusu teoremin tam bir matematik iepahnm 
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bak kazand1rd1g1 inan10 derecesi olduitu Uzerinde anla!Jabiliriz.) 

$u halde, eiz benden verilen delilin «tam ina nup rn °/. 99, yahut 

O/o 2,875 veya "·• 0,000001 ini teekil eden bir lnantea hak verdi· 

!tini mi sOylememi bekliyorsunuz? 

K1eaca, siz benim eu problem! <;Ozmcmi iatlyoreunuz : (A) 

endiiklif delil, (B) belirli bir bilinen vak1a veya teorem cllmlesi 

verildi(tine gore, (C) bo ikisinden akll olarak <;1kacak «tam inar 

nip yilzdeeini bellaplamak. 

Bu problem! <;Ozmek benim kudretimi <;ok aoar. Ne bu iQi 

yapabilecek, ne de ona ceearct edebilecek blr kimse bilmiyo­

rum. Qok gene! blr cerceve i<;iode bu bi<;im blr oey yapmay1 va­

deden bazt fllozoflar billyorum. Fakat onlar, mU1abhat1 bir prob­

lemle karea1a,1nca bUzUlerek kabuklarma girmekte ve tam da o 

problemi yapmamak ii;in biobir mazeret bulmaktad1rlar. 

Seiki de bu problem, hakkmda gene! bir eekilde cok eey 

konueabileceJliniz, battA onun icin kendinizi samimi olarak Bl· 

kmtaya sokac&jt1DIZ 1 fakat mUoahhas bale getlrmek ietedi(tiniz 

zaman eriyerek hl<;llge milncer olan bir tak1m tipik felsefe prob­
lemlerinden birldir. 

Elirdzdeki endiiktif iatidlal halini bir standard hal ile maka­

yese elerek bu deltlin kuvveti hakkrnda makul bir tahmine <iara· 

maz m1y.irn1z? Fa razlyemize dair endilktif dellli, Bacbet'nin ken­

di faraziyesl lcln Herl silrmilo oldujtn delille mukayese ede­

lim. 

Bacbet'nin faraziyesi ou !di: n = 1, 2, 3, ... ii:in 

n = x' + g' + z' + w' 

denklemi ~. g, z, w ye gore en az bir lane nrgatif olmayan tam 

sayth c6zllmil halzdir. Bachet bu faraziyeyl n = 1, 2, 3
1 

.. ., 325 
icin ger<;eklemiotl. (Paragraf 2, bilhassa oradakl k1sa cedvele ba­
bak1niz.) 
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Bizim farazlyemiz ise tudur: Verilen bir a tek say1S1 ic;in 

4a = .\'' + y ' + z ' + w1 

denkleminin x, g, z ve w cinsinden tek pozitif tam eay1h co­

zilmlerinin say1s1 u nun bOlenlerinin toplam1na eoittir. Biz bu 

faraziyeyi a = 1, 3, 5, 7, .. ., 25 ic;ln hepei birden 13 balde ger­

c;eklemietik (Paragraf 3 ten 6 ya bJkm1z.) 

Ben bu iki faroziye lie onlann gerceklenitlerinin verdll?I 

endilktif delillerl Uc baktm<lan mukayeee edecegim. 

Gert;eklemelerin saym. Hacbet'oin faraziyeel 325 halde, bi­

zimki eadece 13 halde gcrceklenml!Jtl. Burada avantaj ac;1k ola­

rak Bachet'oin tarafrndad1r. 

Oncer/en •oglemenin 61hhat1. Bacbet faraziyeei cozum eay1e1-
nm ~ 1 olduttunu, blzimkl ise ~Ozilm eaymom belirli blr b!lyllk­

llite tam olarak eoit oldugunu Onceden sOylemektedir. Bence, 

claha s1hhatli bir onceden soglemenin zert;elclenme•inin, daha az 61h­

hotli bir onceden •ogltmtnin Jlerfeklenme•inden daha biigiilc bir 

agir/1/c ta11d1g1n1 kabtll etmenin makill bir if oldogu atikArd1r. 

Bu hueueta avantaj ac1k~a bizim laraf1m1zdad1r. 

Ralcip farozigeler. Bachet'nin faraziyeei keyfi bir pozitif 

tam eay1y1 g.'.Sstermek icin gerekli olan kare eay1s1nm maksimu­

mu - kl bona M dl}eliro - ile alAkadardtr. Hakikaten Bachet'nin 

faraziyesl M = 4 oldugunu ifade etmektedir. Bachet'nln M 4 U., 

meselil M = 5 veya M = 6 yahut M = 7 g1bi herbangi bir de#ere 

lercih etmesi ic;in onceden (kabli) bir sebebe sabip bulundatunu 
zannetmlyorum; hatli\ M ="" bile onceaen reddedilemez. (Tabi­

atiyle M = ro ' un mAoas1, tam say1lar artt1kc;a gittikc;e daha 

fazla say1da kareye ihtiyac; gosterecek olan tam aayuara raetla­

nacag1dir. Satht olarak, M = "' en mubtemel farazlye olarak 

g(lrilnebilir.) K1saca Sachet farazJyeslnln birc;ok atik!r raklpleri 
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vardu. Faka t bizimkinin hicbir rakibi yoktur. G6sterilifl saylBl­

nm teekil ettijti dizideki (Paragraf 6) intizams1zll~a bakarak, 

herbaogi bir kaide balmaya belki de muvaffak olam1yaca1t1m1z1 

zannetmietik. ~imdi hayran olunacak derecede ai;;1k bir kaide bul­

mue oluyoruz. Arhk baeka bir kaide bulmay1 pek bekleyemeyiz. 

E(ter etrafta secilebilecek evsafta bir CJOk genii k1ii bulu­

nursa onlardan bir nieanh se(jmek zor olabilir, fakat b6yle 

bir tek k1z varso., karar CJOk daha cabuk verilebilir. Bence, fa­

raziyeler kare1smdaki tutumumuz da biraz buna benzemektedir. 

Dljter ~eylcr eeit oldujtu takdirde, bir(jok aeik~r rakibi bulunan 

bir faraziyeyi kabul ctmek, rakipsiz bir faraziyeyi kabOl etmek­

ten daha giilitiir. Siz de benim gibi dl1etlniiyorsan1z, bu bak1m­

dan avantaj1 Bachi.t'ninkinin dejtil, bizim faraziyemizin tara­

fmda bulursun oz. 

LO.tfeu Bacbet'nin faraziyesine dalr delilin bir bak1mdan, 

fakat bizim faraziyemize dalr delilin dlger bak1mlardan daha 

kuvvetli oldujtuna dikkat edin ve cevaplandmlam1yacak sorular 

sormay1n. 

IV. BOLOME DAlR ORNEKLER VE TAMAMLAYICI BlLGILER 

1. Yaz1~ farz1. n ve k pozitif tam s~ydar olsun ve 

n =xi+ xi+ ···+ 4 

Diophante denklemlni ele alahm. Bunun x 1 , x,, ... , Xfc ve 

x'u .~'" ... , x'k gibi iki c6ziiml1ne sneak ve ancak x,=x'i, 

x, = x' 2, ••• , x1c = x' Tc oldugu zaman, reittir denir. x., x,, ... , Xfc 

dejter olarak, pozitif, negatif veya s1hr, bl1tlln tam say1lar1 ala­

bildijti takdirde, Myle cOzUmlerin saylBlna Rk (n) diyelim. Eger 

x,, xi, ... , Xfc sadece tek pozitlf sayilari dejter olarak alabildiitl 

takdirde, bu tllrlli cOzlimlerin say1ema Sk (n) diyelim. A11a1t1dakl 

problemlerln ekserisi icin bu yaz111 tarz1 6nemlidlr. 
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Bu yaz10 tarz1yla, Bachet'nin Caraziyesl 

n=l, 2. 3, ... iciu R,(ri)>O 

eoitsizllgi ile Hade edilir. Paragraf 6 da kfl}felmi~ oldugumuz 

faraziye S, (4 (211-l)) in n = 1, 2. 3, ..• ic;in 2n-l in bOlt•nleri 

toplam1na eoit oldujtunu idJla etmektcdir. 

R, (25) ve S, (11) i bulunuz. 

2. .l:' ve g bit dUzlcmcle dik koordinntlar olsun. x ve g nin 

her ikleinln de tam oldugu noktalara dilzlemin «kafee noktalar1• 

denir. Uzaydakl kales uoktolari da benzcr oekilde tarif edilir. 

R, (n) ve R, (r1) l kafee noktalari clnsindcn geometrik ola. 

rak tefslr ediniz. 

3. Paragraf 1 de rastlanilan faraziyeyi R, (n) sembollintl 
kullanarak ifade edlnlz. 

4 . Bir tek asal SBy1 ne zamao iki kare toplam1d1r '? Bu 
eoruyu aoajt1dakl cedveli muayeue ederek endUksiyou yoluyla 

cevaplaod1rmaya cahv101z: 

3 

5= 4+1 
7 

11 

13 = 9 + 4 

17 = 16 + 1 

19 

23 
29 = 25 + 4 
81 

Liizumu balinde bu cedvell uzahn1z ve onu parugraf 1 deki ced­

velle mukayese edlnlz. 
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5. MisAl 4 Un endllksiyonla bulmu1 oldu~nuz cevab1otn 

berhaogi bir k1sm1m matematik dedilksiyonla gercekliyebllir misi­

oiz '? Boyle bir gerceklemeden sonra, farazlyeye olan itlmad1-

n1zda degieiklik yapmak makul olur mu? 

6. Bachet'nio faraziycsini (paragraf 2) 30 a kadar (SO dabll) 

gercekleyioiz. Bunlar lcinde hakikaten d6rt kareyl gerektiren 

eaytlar hangileridir '? 

7. Paragraf 5 tekl Cedvel I ' i daha iyi anlayabilmek icin 

a', b', c' ve d' d6rt farkh tek say1 kareai gostermek llzere 

(1) a'+ b' + c' + d' 

(2) a'+ a'+ b' + c' 

(3) a'+ a' + b' + b' 

(4) a'+ a'+ a'+ b' 

(6) a'+ a' +a'+ a' 

toplamlarmt nazan itlbara alahm. Bunlann her birinden terim· 

leri aralarmda dejti1tirmek suretiyle (paregraf 3 milnas1oda) kac 

tane deg !Jik gO;iterili!I elde edebilirsiniz '? 

8. 4a 'nun dOrt tek karenin toplam1 olarak gOsterilielerinln 

say1s1, ancak ve ancak a nun kendislnin blr tam kare olmas1 ba­

linde bir tek say1d1r. (Paragraf S tekl yaz11 tarzm1 tAklp ederek 

a yu tek farzediyoruz .) Bu ifadeyi !spat edinl.z ve onun paragraf 

tS daki faraziye ile uygunluk halinde bulundujtunu gOsterlniz. 

Bu ihtar aizin farazlyeye olan itimad1n1za nas1l tesir eder? 

9. ~imdi a, b, c, d (tek veya i,;lft) dOrt tane farkh pozltlf 

tam say1 olsun. MisAI 7 de bahaedllen be1 loplamla blrlikte 1u 

toplamlar1 da nazari itlbara alahm : 
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(6) a'+ b' + c' 

(7) a' + a' + b' 

(8) a'+ a' + a• 

(9) a•+ b' 

(10) a'+ a' 
(11) a' 

1115 

Bu onbir halden herblrlnln R, (n) 'e yapl1#1 katluy1 bulunuz. 
Ata#1kl •tiklr ltlemler vAs1tas1yla bu toplRmlarrn herblrlnden 
mQmklln olan blltQn goaterllitleri elde edlnlz: terim say111a1 4 'e 

c;1karmak ic;ln lilzumu kadar O' iilve edlnlz, terlmlerla 11ralar1n1 
dt lltlirlolz, a, b, c, d say1lar1ndan baz1s1n1 (blc;blrinl, veya hep­

elnl) 11ras1yla - a, - b, -c, -d Ile de#l1tlrlol1. (Cedvel II dekl 
mleAIJerl bu euretle kontrol edinl1). 

10. n = x ' + g' + 1:' + w', denklemlnln x, g, 1:, w ye gore 
(pozltlf, negatif veya 0) tam aayi11 cOzOmlerlnla aay111n1 endQk. 
alyonla ara1tmn1z. lte Cedvel I 'e benaer blr cedvel Iota et­
mekle batlay1n1z. 

11 (devam). Paragraf 6 010 metodunu, yabut netlcealnl 

kullanmaya c;ah91n1z. 

12 (devam). Paragraf 6 ya olan benzerllfln veya Cedvel II 
de yapaca~1n1z kendl mDf8hedenlzln rebberlljtl Ile, uygun tam 
say1 s1n1flar1 ay1rarak, ber 111llf1 kendl ba11na arqtmn11. 

13 (devam). Gayretlnlzl en lnatc;1 11naf QzerJnde tekalf 
edlnlz. 

14 (devam). Batnn parc;a parc;a kaldelerl Ozetllyerek, ka­

nunu tek blr cOmle iie lfade edlnlz. 

15 (devam). Buldufuauz kaldeyl Cedvel II de bolunmayaa 

flk Qc; balde kontrol edlnlz. 

16. R8 (5) ve R" (40) 1 bulanuz. 

17. Sablfe 119 dakl Cedvel Ill 'Qn verdf#l, Cedvel I ve 11 

de bulunmayan bUgilerl en az I.Id aatlr lc;ln koatrol edillil. 
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18. Cedvel III 'l1 kullaoarak R, (n) ve S s (8n) i endtlkei­

yon yoluyla ara~br101z. 

19 (devam). Paragraf 6 ve misAl 10- 15 ' in metodunu vcya 

netlcesini kallaomaya c;ah11101z. 

20 (devam). Benzerllk veya mUoahedenin rehberli~I lie 

uyguo tam say1 s101flar1 ay1rarak, her s1nJf1 kendi bae1oa arae­

br1u1z. 

21 (devam). Yan1oa en fazla yanae1labilir halde bir ip ucu 

keefetmeye <;alto101z. 

22 (devam). Pari;a par<;a kaideleri !Szetliyebilecek olan bir­

leotirici bir kavram bulmaya cal1em1z. 

23 (devam). Bu kanunu bir c!lmlede ifade etmeye c;ahe1n1z. 

24. x ve g negatif olmayan tam say1lar olmak tlzere, bangl 

say1lar 3.Y + 5g eeklinde gOsterilebUir, haogileri gOsterilemez '? 

25. Aoa~1ki cedveldcki kanunu tahmin etmeye c;abe101z: 

ax+ bg eeklinde 
a b ifade edilmeyen 

son tam say1 

2 3 1 

2 5 3 

2 7 5 

2 9 7 

3 4 5 

3 6 7 

3 7 11 

3 8 13 
4 5 11 

5 6 19 
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Burada x ve g negatlf olmayan tam Paydar1hr. Btrkai; aatm 

kootrol ediniz ve lilzum gOrQraeniz eedveli uzatm1z. [a ve b aay1-

Jariodan yal01z bir taoeei de!'tittiRi zamao eon stllunda huslile 
gelen deRitiiklig-e dikkat edioiz.] 

26. Enrliik•igonun tehlikeleri. AoaR1ki iddialar1 endUkeiyon 
yoluyla muayene ediniz: 

(1) (n-1) I+ 1 aay181 n aaal olduRu zaman n He bOIQnebi­

lir, fakat n mflrekkep olduRu zaman n ile bOlllnemez. 

(2) 2n-t - 1 eay111 n blr tek aeal aay1 oldu~u zaman n Ile 

bOlllnebillr, fakat n marekkep olduRu zaman n ile Mlllnemez. 

Cedvel II 

n Artmayan bUyflklilklere gore G~h1teriliti R, (11)/8 
s1ralan m111 gOsterllloler say111 

1 t 4X 2 1 
2 1+1 6X 4 8 
3 1+1+1 4X 8 4 
4 4 4X 2 8 

1+1+1+1 1 x16 
5 4+1 12 x 4 6 
6 4+1+1 12 x 8 12 
7 4+1+1+1 4 x 16 8 

8 4+4 6X 4 3 

9 9 4X 2 lS 
4+4+1 12 x 8 

10 9+1 12 x 4 18 
4+4+1+1 6 x 16 

11 9+t+l 12 x 8 12 
12 9+1+1+1 4x16 12 

•+4+4 4 x 8 
13 9+4 12 x 4 14 

4+4+4+1 4 x 16 
14 9+4+1 24 x 8 24 
15 9+4+1+1 12 x 16 24 



118 SAYILAR TEORisiNDE ENDUKSIYON 

Cedvel II den devam 

n Artmayao biiyltkliiklere gore Gusterllio R;(n)/8 
e1ralanm10 gusterilioler s11y1s1 

16 16 4 x 2 3 
4 + 4 + 4 + 4 1 x 16 

17 16 + 1 12 x 4 18 
9 + 4 + 4 12 x 8 

18 16 + 1 + 1 12 x 8 39 
9 + 9 6 x 4 
9 + 4 + 4 + 1 12 x 16 

19 16 + 1 -r- 1+1 4 y 16 20 
9 -l- 9+1 12 x 8 

20 16 + 4 12 x 4 18 
9 r- 9 + 1 + 1 6 x 16 

21 16 4- + 1 24 v 8 32 
9 + 4 + 4 + 4 4 x 16 

22 16 + 4 + 1 + 1 12 X 16 36 
9 + 9+4 12 x 8 

23 9 + 9 + 4- + 1 12 x 16 24 
24 16+4+4 12 x 8 12 
25 25 4 x 2 31 

16+9 12 x 4 
16+4+4+ 1 12 x 16 

26 25+1 12 x 4 42 
16 -t 9 + 1 2l x 8 
9 -+- 9 + 4...L4 6 x 16 

27 25 + 1 + 1 12 X 8 40 
16 + 9 + 1 + 1 12 x 16 

9 + 9 ...L 9 4 x 8 
28 25 t 1 + 1-1 4 x 16 24 

16 + 4 -i- 4-4 4 x 16 
9 + 9 -r 9 + 1 4 x 16 

29 25 t 4 12 x 4 30 
16 + 9 + 4 24 x 8 

30 25 t 4+1 24 x 8 72 
16 + 9 + 4+1 24 x 16 
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Cedvel Ill 

n R. (n)/8 R. (n)/16 s . (8n) S, (4 (2 n-1)) 2n-1 

1 1 7 1 1 
2 3 7 8 4 3 
3 4 2R 28 6 5 
4 3 71 64 8 7 
5 6 126 126 13 9 
6 12 196 224 12 11 
7 8 344 344 14 13 
8 s 583 512 24 15 
9 18 757 757 18 17 

10 18 882 1008 20 19 
11 12 1332 1332 32 21 
12 12 1988 1792 24 23 
13 14 2198 2198 31 25 
14 24- 2408 2752 40 27 
15 24 3528 8528 30 29 
16 3 4679 4.096 32 31 
17 18 491-l 4914 48 33 
18 39 5299 6056 48 35 

19 20 6860 6860 88 37 
20 18 89.t6 806-l 56 89 



v 

END0KSlYONA DAIR <;E~lTLl MISALLER 

Bir teoremin dojrulujuna kanaat getirince, onu iapat etmege 

ba*laramzz. GELENEKllEL MAT£MATlK PROFESORO. (') 

1. A~1hmlar. Herhangi bir ce11it problemle uitra91rken, 
bir ceeit endilktif muhakemeye ihtiyac1m1z vardir. Matematigin 

ce!Jitll dallannda tipik bir tarzda endU.ktH muhakemeye ibtiyac 

gllsteren baz1 problemler mevcuttur. Bu b6Ji1mde bu huausu ay­

dmlatan baz1 mhiAller verecck ve i!Je nispeten basit bir misAlle 

ba~ltyacal,t1z. 

1 
/011k1igor.unu x in kuvvetlerine gore ar;mak. 

1-.l'+x' 

Bu problem bircok yollardan c;llziilebilir. Aea1l1ki cozU.m pek 

k1sa ve gi1zel olrnamakla beraber, sa~lam blr prensibe dayan· 

makta olup, pek fazla bir~ey bilmeyen !akat hie olmazsa geo-

metrik eerinin 1 + r + r 1 + r 8 + · · · = -
1 

1 
toplam formU.liint1 

-r 

(') Tanu1m10 pedagogun bu kaldeslnden !Snee (How to Solo• ft, 

s. 181) bl\7.an ,u naslhat gellr: «Bir teoreml lspat etmenlz ll\z1m gel· 

dlj'tl takdlrde, at·ele etmeylnlz. Herfeyden evvel teoremln ne demek 

l stedl~lnl tamamlyle anlay1111z, teoremln ml\nas1111 a91k olarak gOrmeye 

oaho1n1z. Sonra teoreml kontrol edlnlz, Qllnkl1 o yanlif olablllr. Onun 

nellcelerlnl muayene edlnlz. Onun do~rulu~una kanaat getlrmenlz toln 

mohtao bulundu~unuz kadar cok sayida llzel balde onu 1er9e11:leylnlz. 

Bo suretle teoremln do(trulu~una kanaat gellrlnce ..... 
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bilen zekl bir mQptedinln de tabii olarak altlma gelebilir. Bu 

toplam formttlUnll problemimizde kullanmak fueahn1 a1at1da bu­
lacat1z: 

-------1 - x + x• 1 - x(l - x) 

= 1 + x (1 - x) + ·"' (1 - x )1 + ·"' (1 - x)1 + · • · 
= 1 + x - x• 

= l + x x•- x' 

+ t"
6 

- 5x" + 10x7 
- 10x9 + · · · 

+ x" - 6x1 + 15x~ - · · · 

+ x' - ··· 

Ba, gOze c;arpan bir neticedir. Rurada e1fudan farkh olan her 

katsayt ya 1, yahut ta - 1 dejferini haizdir. Birbiriai tAkip eden 

katsay1larda, daha cok say1da terim besaplaymca daha da ac1jfa 

c1kan 1 blr kalde gOrQiayor: 

1 
= l + x - x1 

- x'+·""+x1 
- .t"

9-x'0+x"+x" - · · · 
1-x + x• 

Burada katsay1lar dizlsi peryodlktir ! Bu dizinin peryot ozunlajfu 

6 olup, peryotlari ooyledir : 

1, 1, 0, -1, - 1, 0 11, 1, 0, -1, -1, 0 11, 1, .. . . 

Tablahyle, mtt1ahede etmlt oldujfumuz bu peryodik Ozeli-
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gin miltahedelerimizin 1110irlarrndan oteye de devam etmeslni 

bekleriz. Fakat bo, yeriode bir 1ttphe lie kar11Iamakhg1m1z icab­
eden endOktif bir netice, yahnt sadece bir tahmiodir. Bunuola 

beraber, bu tahmin vlk1alara dayaomakta olup, bu yOzden ciddi 

bir oekilde inceleomeye l!ly1kbr. Ono iocelemek ise, diger 

oeyler araemda, onu baeka bir 1ekilde ifade etmek demektir. 

Faraziyemizi batka bir 1ekilde ifade etmeoln enteresan bir tarz1 

vardir: 

1 -----= 1 - x 1 + x" - x9 + x 11 
- • • • 1-x+ x' 

+x-x1 +x1 -x'0 +x"- ··· 

~ imdi, sag tarafta kolayca ikl geometrik eerl farkeclebiliriz. Bnn­

larm her ikleinin de ortak carpan1 - x a olup, onlar10 toplam· 

lar101 hesaphyabiliriz. BOylece faraziyem!z on eoitllge dOkUlilr : 

1 1 - x t + x 
- 1 + x~ + 1 + x8 = 1 -t- x~ • 1 - x + x• 

Bu iee tabiahyla do{?ru olup, farazlyemizi !spat etmit olduk. 

l\lisl\limlz basit olmakJa beraber, bircok bak1mlardan tlplk· 

tir. Verilen bir fonksiyonu serlye acmam1z H\zim gr·lirse, ilk 

birkac katsay1y1 f1 zla s1k1nti cekmedeo bulabiliriz. Bu kateay1-

lara bakarak, yukarikl miei\lde yapm11 oldultnmoz gibl, ac1hm1n 

kanunonu tahmio etmeye cah1mahy1z. Kanoon tahmln cttlkten 

sonra, gene orada yapm11 oldugumuz gibi, onu iepal etmeye ca­

llomahy1z. Orada oldugu gibi, faraziyenln nygun ve ac1k bir 

ifadeeinden bareket erlerek lspat1 geriye dogru i9lemek btlyllk 

bir fayda eaghyabilir. 

Bu arada, m!elllmlzln bayajt1 eemerell oldugunu da ioaret 

edellm (Bu busus ta tlplktir). Hakikaten miellimiz bizl binom 

katsay1lar1 aras10da merakh bir mllnaeebete sevketmektedlr. 

Verllen bir fonksiyonu bit seriye acma probleminio mate-
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matigio biri;ok dallarinda s1k s1k ortaya ~1kb"m1 ill\·e etmek 

lQzumsuz bir sOz dejtildlr. Bu hasusta gelecek paragrafla, VL BO­

llime dair Ornekler ve TamamJay1c1 Bilgllere bakrn1z. 

2. Yakla!i•k Formiiller. <2> Yar1m ekseo uzuolnklan a ve b 

olan bir elipeio cevre uzunlujtunu E ile gOsterelim. E yi a ve b 

cinsioden ilade eden basil bir formUI mevcut de,:?lldir, fakat bu 

hususta bir cok yakla111k formill teklif edilmilj olup, i<;leriode 

belki en a!Sikilr olanlari ou ikieidir: 

P=:i (a~ b), P' = 2.-i (ab) 'I' . 

~imdi P ve P', ellpsin i;evre uzunlnltunun bircr yakla1pk dejteri, 

E iee ayn1 11eyln tam dojtru degeridir. Eger a, b ye eolt olurea, 

P ve P' de E ye e1Sit olurlar. 

a nio b den farkh olmae1 1.talinrle P vo P', E ye oe kadar 

yakla111rlar '? 8unlar1n hanglt1i, yaoi P mi, yok11a P' mil haklki 

dejtere daha yak1od1r? Hu tflrHl eorular Talblki ~fatematigio 

bireok dallarmda s1k e1k ortaya c1kar ve on larla ba11a Qtkmak 

IQin, a11alt1da kabaca aolatacag1m1z, genlo bir kabille mazhar ol­
mu!i bir usill vard1r: (P-£)/£ gi, gani gakla,1k dt>/erin izafi ha­

taszn1, aggun bir kii~iik deJerli parametrenin ku'fJvetlerine gore a~r­

nzz 'fJe hiikmiiniizii bu apl1mm ba,lan117~ terimine (yani s1/1rdan 

/arklr ilk terimine) dagan'11r1nrz. 

Mlsilllmize uyguland1jt1 zaman bunun mAnastnm ne olaca­

#1Da ve bu usilliln nastl i11leyecegine bakahm. Evvelll «uygun 

bir kllcllk parametre• secmeliyiz. Bunun i<;in (' ile gOeterecegi­

miz) elipsln otlmerik ekenntrisiteeini deneyelim. Ba eksantrisite, 

a elipeln bllyilk, b de kil<;!lk eksenlerlnin yar1m uzunluklar101 

gOstermek Ozere 
(a1 - b')'I' 

a 

(t) Poto.am. t9iD 'a bak1n.12 .• 
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ile tarlf edilir, a, b ye eeit (ve oeticede ellpe bir daire) oldu{tu 

zaman 11 = 0 olur. Ei,ter elips daircden pek farkh de{tilse, 11 kfl­

i;!lkl tl.r. ~u halde, izafi hatayt e nun kuvvetlerlne ai;ahm. Netice 

olarak (tafsllati burada athyoruz) 

P'-E 3 
--E-- = - 64 s' + ... 

elde ederiz. Burada yalmz ba{tlaog1v terimlerini heeabettik ki, 

her ikisi de 4. mertebedeodlr, yaoi 11• u ihtiva etmektedir. Daha 

yi1keek mertebedeo, yaoi s•, 11", ••• y1 ihtiva eden terimleri ~her 

lki ai;1limda da bir kenara biraktik. ,. vok kilcfik (soneuz kfivilk) 

oldu#u zaman, yaoi elipe hemeo hemen bir daire oeklinde oldu­

#u zaman, bu terimler ba11laogu; terimleriae nazaran ibmal edi­

lebilir. ~u halde, hemen hemen daire oekllndeki ellpsler icin P, 

E nin bakiki degerine P' den daha i;ok yaklao1r. (Hakikaten e, 

0 'a yaklaotJ{t1na gfire hatalarm oran1 da I: 3 'e yaktae1r.) Hem 

P, hem de P', E ye alttan yaklaoir: 

E>P>P'. 

Bu neticeler cok k0i;l1k e lar, yani hemen hemen daire eeklin­

deki elipeler ivin dogrudur. Fakat 6 o kadar kili;Uk olmad1g1 za­

maa oalarm dogru ae dereceye kadar do#ru kald1g1n1 henitz bil· 

memekteyiz. Hakikaten, eimdllik sadece 11 ,. O ii;in cari olan Ii 

mit milnasebetlerini bilmekteyiz. Fakat 11 = 0,5 veya e = O, 1 ha­

linde yaklae1k formttllerimlzio hatas1 hakkmda henflz bii;bir ke­

sin bilgimiz yoktur. Halbuki, tatbikalta aetl mubtai; oldu~umuz 

oey bu tilrlU m Ueahhas ball ere dair bilgidir. 

Boyle ballerde pratik kimeeler formillleri nllmerik bir dene­

meye tAbl tutarlar. Biz de onlar1 tAkip edebiliriz, fakat acaba 

ilk Once haogi hali deneyellm? Ui; hallerini gOzden uzak tutma­

mabdir. Nilmerik eksantrlte 0 ile 1 ui; dejterlerl araemda dejti­

eir. e=O oJdu{tu zaman b=a olup, elips bir daireye dOner. Bu-
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nunla beraber, buraya 1elluceye kadar bu hall oldllk9& lyl DI· 
renml1 bulundufumuzdan, dlfer uo hallDe dGaellm. • =-1 Iola 
b = 0 olur ve ellp1, 2a azualufuada blr dofru parvu1aa dOaer. 
Bu talrdlrde ellp1la oevre aaualafu da '• ya dGaer. 811 halde 
8= t loin 

E = k, P=1ra, P'=O 

dir. Her llrl ao ballade de, yaal hem , = 1 Iola, llem de , DID tot 
kllotlk buluadufu balde E > P > P' oldatu dlkbte deter. Aca· 
i. bu olfte qltaWik her aamaa dofra madar? 

Bu olfte e11t1fslllla JklacJ yal'191 Iola cevap kolaycbr. Hakl· 
katea a > b loin 

P= II<•+ 6) > 211 (a6)'1' = P' 

dtlr, ollakll bu 911t1blllr 

(a + 6)' >W, 

yabut ta 

(a-6)' >0 

a deatur. 

~fmdl dlkbUmlsl IOl'Dana l "rl bin bmu berlade topJa. 
yahm. Acaba E > P 91halslllf pael oluak dofra madur? Uc; 
hallerlade (yanl ttlolllr • 'lar ve • = 1 Iola) bulmDf oldotomus ne­
tlceala ara hallerde de (• 'aaa O lie l aru1aukl blltGa d.,_. 
lerl) dofru kalacaf1m farutmet tabll blr f9Jdlr. Farulyemlsla 
oot aa11da mtlf&hede lie dedekl••edllf dotra olmakla beraber, 
bu faraslye beuerllk tarahadaa deltelrlenmettedlr. Aya1 samaa. 
da 10rma1 oldafumu ve beuer aebeplere daJaD&ll (P > P .,. 
dalr) benser blr aoru mllapet fekllde cevaplaDJDlfb. 

81mdl blr hall aGmerllr olant deae;rellm. • aaa 0 'a yataa 
oldutu hal hattmdalrl bfJlhals, oaa 1 'e ,akla oldatu •aw.Ida. 
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den biraz daba razladir. ~imdl £ nun 1 e 0 dan claba yak1n bu­

luodugu baslt blr de..,eriol sevelim : 

a = G, b=3, 

(Uygun cedvelleri kullaoarak) r nun bu dcj.terl lc;in 

E = 2" X 4,06275, p = 2'l x 4.00000 

buluruz. Hu balde E > P eeltsizli~I geri;eklenmletlr. Faraziyeml­

zin bu n!lmerlk gcrveklenlei baiJka bir yOnden, degi9ik bir kay­

naktan gelmekte olup, bu yUzden epeyce ag1rl1~1 halzdir. Bun­

dan baeka 

(P-E) IE =-0,0155, - 1'
1/61- = - 0,0064 

oldugunu da kaydedelim. Buradaki izan hata ~'• 1,5 civar1ndad1r. 

Bu hata kcndl ac1hm1n1n ba9lang1c terlmlnden oldukva b!lyilktllr, 

fakat onunla ay01 leareti haizdir. • = 4/5 = 0,8 cok kilvilk olma­

d1g1ndan yukarakl gercekleme genel cerveveye uymakta olup, fa­

raziyemlze olan ltimad11mz1 arttirma yOnllnde teslr eder. 

YakJaeak formilller Tatblki Matematlkte Onemli bir rol oy­

narlar. Boyle bir formUl hakk1nda hl1kt1m vermek ivln, pratlkte 

ekseriya bu paragraftaki yol tutulur. lzafl hatan1n ac1hmmdaki 

baelang•v terlmi h<'&aplanmak suretlyle kazan1Jao bilgi nilmerik 

deoemeler, benzerlik mt1lAhazalar1 v.s., k1saca, lspat edict oJma­

yao, endilktif mubakeme Ile tamamlanir. 

3. Limltler. EodQktif muhakemenln leleylelni baeka blr 

alanda daha gormek ivin, apg1ki problem! ele alahm. <3> 

a11 a,, ••• , a"' .• • ktg/i bir pozitif aag1 diai1i ol1un. 

II (
a 1 + an+1)n, m sup c~ e 

n_., an 

oldujunu J(O•ttrini:i. 

( ' ) Putnam. 1(148 'e bak1n12;. 



ENDiiKSlYONA DAiR 9E§iTLt MISALLER 127 

Bu problem biraz Un bilgiye, bilhassa «lim aup• yahnt •list 

belireizlik Jimiti (= Uat limit)• kavram1yla tam11kJ1ga lhtlyai; 

gOeterlr. (') Fakat bu kavram1 iyice bllseniz bile, yukar1ki eolt· 

eizligin bir iepahn1 bulmakta gilc;Hlk c;ekebilirainlz. Bu problem! 

kendi vAs1talar1yla birkac eaat ii;inde c;Ozebilen blr matematik 
6greocielni tebrik ederlm. 

Eger eiz de bu problemle blr parca mllcadele etmioeenlz, 

&1Ja(t1kl paragraflarda anlatacag1m1z mllcadeleyl daha fazla eem­

pati lle tAkip edecekelniz. 

4. lddlayi cerhetmeye ~ahtmak. Evvelll mOtad eorularla 

loe baelayacag1z. 

F orozige nedir? Sadece, on > 0. 

Hiikiim neclir ? Sa(tinda e ve eolunda o kar111k Jimiti lhtl­

va eden eoitelzlik. 

Id Lio ile olakolz bir teorem biligor mu1unu:? Hay1r. 0, be­

nim blldi(tim oeylerln hepelnden cok farkh. 

Onun dogru olmorz mahtemel midir? Yok10 gonl11 olmorz mz 

cloho muhtemelclir? TabiatJyle yanlte olmaet. QOokQ on > 0 gibl 

eon derece gene! blr faraziyeden bu kadar earih blr hllkllm 91-

karllabllece(tine inaoamamaktay1m. 

Size/en i1tenen 1eg nedir? !Jdia edileo teoreml lepat etmek. 

Yahut oou cerhetmek. Ben onun cerbedilmealne i;ok taraftar1m. 

Bu teoremin htrhongi bir ozel holini clenegebilir mi1iniz? 

Evet. Ben de olmdl buou yapacag1m. 

[FormUllerl baeltleotirmek li;lo 

(
a,+an+l)n =bn 

an 1 

vaz'edelim ve llm bn = b yerlne bn _,. b yazahm.] 
n-+-oo 

(•) Meaell o. B. Hardy, Pat• Matl1•malics, paraeraf 82 ye baluuu.. 
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n = 1, 2, 3, ... icln a,.= 1 dereek, 

bn = ( 1 i 1) n = 2" • .. "' 

olnr. Demek ki teorem bu !Szel balde doitrudur. 

Fakat, a 1 = 0 ve n = 2, 3, 4, ... icln a,.= 1 dlyc bilirdik. 

Bu takdlrde 

(o+ 1)" b,. = - 1- = 111
- .. 1 < e 

olur. Oyleyse teorem suya di1fSU1 I Fakat hay1r, teorem suya 

du11medl. QUnkll teoremln faraziyeei a 1 = 0,00001 'e m!leade et­

mekle beraber a,= 0 '1 yuaklamaktad1r. Ne yaz1k I 

Ba11ka bir ,ey denememe mt1aade edin : a,.= n diyelim. Bu 

takdirde 

b,. = (-1 + <: + l) )" = ( 1 + ! )" = •' 

olnr. Teorem bu halde de gerceklenmlfStlr. 

~lmdi, a,.= n' olsun. Bu takdirde 

b = ( 1 + (n + 1)')" = (l + _! n + 1 )" .. e' 
" n' n n 

olur ve teorem gene gerceklenir. Hatt! gene ayn1 e' limitl · bu­

lnnur. Acaba gene! eeltalzlijtln salt tarafmda e yerlne e' mi bu­

lunmahyd1? 

~lmdl bir param•lr• ithdl edelim. c yl istedl~lm glbi secmek 

ilzere, a,= c ve n = 2, S, 4, ... tcin a"= n dlyelim. Bu halde 

olur. Bu limit iae, c =a, > 0 oldujtnndan her zaman e den btl-
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yGktOr. Fakat c yl letedlfimlz k:adar kOcllk 1ec;eblldlflmlzden, 
bu llmltl e ye istedifimlz kadar yakla1hrablllrla. Demek ki fd· 
dlay1 henQz ne cerhedebillyoru11 ne de l1pat edeblllyoruz. 

Son blr deneme daha yapahm . a.= 11• alailm. Bu takdlrde 
[baz1 ara heuplu1 athyoru1] 

{ 

"'• eter O< c< 1 IN 
Lii -- [ 1 + (llllC+ 1 )"111 
a "J •••• eter c=l f8e 

e• , eter c > 1 l11e 

Gene burada da Umlt • ye lltedltfmfz kadar yak1n olabflf7or, fa­
kat dalma • nln Qstllnde kahyor. Bu Umftl • nfn alhna Jndlr­

meye blcblr zaman muvaffak olam17acaf1z. tlu balde art1k Obar 
lbtimale (yanl teoremln dotru olma11 lbUmallne) dOnmenlD za. 
man1 gelmf1Ur. 

5. lddlayt lapata ~hfmak. Haklkaten bura7a kadarkl 
7olumuzdan giisgeri etmek lcln kuvveUI 11ebepler varchr. 01t a .. 
te y1fdan endQktff dellller lrlrt111nda teoreml cerbetme tlmldl o 
kadar sOnQk gGrQnll7or kl, bunun 7an1nda onu f1pat etme 
llmldl nl1peten parlak gOrQnmektedlr. 

eu balde gerlye, teoremln tekrar lncelenmeslne ba1lamak­
tan, yanl onun lfadeslnln, fara1lye1lnla, hQkmllnlln, onda ba· 

hl1 konu1u olan tavra.mlan~, ... tekrar ele ahnma11adaa ba1ka 
blqey kalm1yor. 

Farasigegi ,..,,etebilir nthllli•? Ha71r, geveetemem. Eter 
blr 11 lcln bile a.= O olmu1n1 kablll edenek, hllkllm art1k earl 

olmaz ve teorem yanllf olur (a1 = O, a,= a, =a,= • • • = 1). 

HulcmlJ 1c .. 1t111le,tirebilir mlelnl• ? • yerloe daha bQ71lk blr 
uy1 koyarak hllkmQ ke1kfnlettlrmeme tablab7le lmkln 7oktur, 
cOnkll o takdfrde bilk Gm arllk earl kalmas ve teorem 7aal11 olur 

(7ulrarikl '· para1raf1n mfllllerl). 
/ 
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Problemin i{:inde gecen biitiin e•as kavramlarz he•aba kattznrz 

mz ? Hay1r. l@te e1kmt1miz buradan dotabilir. 

Negi hesaba katmagz ihmal ettiniz? lim eup'un tarifi, e say1-

B1Dln tarifi. 

lim sup bn nedir? Bu, n eoneuza gittijtine g6re bn nin ilst 

belirsizlik limitidir. 

e neiir? e yi c;etitli tarzlarda tarif edebilirim. Yukarilti 

mielller, e nin en ah@llt1m1z tarifinln bu problem ii;in en iyi 

tarif olabilecetini akltm1za getirl.r : 

e = lim (t + .!.)" • 
n -+00 n 

Teoremi ba1ka bir 1ekilde geniden ifade edebilir misiniz ? ....... . 

T eoremi bize daha kolag gelecek bir 1ekilde geniden i fade edebilir 

mi•iniz ? . .•.....•.•......... .. .•.... . .......................... . 

Hii.kmii genirlen ifarle debilir mi•iniz? Hii.kii.m nerlir? H!lk!im e 

yi ihtiva edlyor. e nedir? (Ben eskiden bunu eormay1 ihmD.l et­

mi@tim). Evet - hllkilm vudur: 

Jim sup (a'+ an+ •)" ~ Jim (1 + ln )" • 
n -+oo On n~J...i 

Buou 116yle de ifade edebilirim: 

lim sup ["(a, + a,.+,)]" ::::...1 
n-+ (n + 1) a,. - • 

Bu son 11ekil c;ok daha iyi g6r!lni1yor I 

F aT"azigenin 1a,.f1 gerine geldiji zama n hii.kiim ga,,li1 olabrliT" 

mi? 111te mesele budur. Bunu ata!jt1ray1m . fddianm tam akeine 

ceearetle bakay1m. Bu aksi iddiay1 116yle yazabilirim: 
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(?) I. [n (a,+ On+•)]< 1 1m 11up ( + l) . 
n ... oo n On 

Bu !fade tam eUpheli noklay1 te1kil etti~i ic;in OnQne bir 11oru 

feareti koyoyorum. Bu formOle •("!) formOIO• dlyelim. (?) formQ­

IUnQn m4oa111 nedir? Tabiahyla ou: Oyle bir N vardJr ki 

olsun. Buradan 

n ~N ii;lo [
n (a, + On+•)Jn < 1 

(n + 1) On 

n ~ N li;ln n (a, + an+•)< 1 
(n f l) On 

oldo~u c;1kar. Bunda a eoora .... Bir deoeme yapay1m. Evdt, bun­

dan eonra ('!) eoltelill(tlnden oOyle bir dOzgiln ifade elde edebi­

lirim 

::::.. NI . _o_,_+ On +t <a., 
n - CID n + 1 n + 1 n 

ya hut 

N -
an+• _ .!!JJ_ < _ a, • 

n ~ i<;io n + 1 n n + 1 

Bunn daha uzuo blr halde yazay1m: 

ve buradan da 

.!!JJ__ On - 1 <-~ 
n n - 1 n 

~- On -t <--a_,_ 
n-1 n-~ n-1 
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olur ki, burada C, n ye bajth olmayan bir sablttlr, yeter ki 

n::: N olsun. Pek Onemi olmamakla beraber, 

dlr. Fakat, n nin istenlldijtl kadar bUyllk abnablleccjtl ve armo· 

nik serlnio 1rakaak olmas1 Onemlldlr. ~u halde bunlardan 

lim ..!!!!. = - oo 
n-.. :>0 n 

neticesl c1kar. Bu lee, n = 1, 2, R, ... lcin on > 0 dan lbaret olan 

faraalyemlze ai;1kca aykmd1r. Fakat bu tenakuz l?) formlllllnden 

hatas11 blr oekilde elde edllmitllr. ~u halde, bu tenakuzdan as­
hnda (?) mea' ul olmahdu; ('?), on > 0 faraziyeslyle uyupmaz; 

00 balde (?) nln aksi dojtru olmahdtr - bu suretle teorem iapat 

edilmto oldu I 

6. Endllkalyon safha11run rolll. Yukartkl c;Ozllme sathi blr 

oekilde bakt1jt1m1z takdlrde, cOzt1mUn birlnci, endUkslyon, safha­

BIDlD (paragraf 4) lkincl, lspat, aafhastnda (paragraf 5) hie kul­

lan1lmad1jtm1 zannedebiliriz. Fakat it l>Oyle dejtlldlr. EndUkaiyon 

safhas1 blrcok baktmlardan faydah olmuotur. 

Evvell, teoremln mnoabhas Ozel hallerlni muayene etmek 

suretiyle onu lylce anlad1k ve onun tam milnas101 kavrad1k. Onun 

farazlyeelnln mutlaka ltlzumlu oldujtuoa ve netlceslnln keskinlijtlne 

kanaat getlrdlk. Bu bilgl lkincl safhada bize yard1mc1 oldu: Bu 

ufhada bQtQn faraziyeyi kullanmam1z llz1mgeldljtloi ve e sabl­

tinin tam delterlnl hesaba katmak mecburiyetlnde olduitumuzu 
evvelden bllmlt olduk. 

lkincl olarak, teoreml birc;ok Ozel halde geri;eklemekle onun 

lehlnde kuvvetll ' endUktlf dellller toplam11 olduk. EodQktif safha 

teorem bakk1nda baolang1i;taki oUphemizi yenerek, onun bakk1n-
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da bize kuvvetli blr ltlmat verdi. BOyle bir itimat olmadao, bu 

teoremin Oyle gUnlUk bir ife benzemeyen iapatina glr~mek ce· 
aaretini keodimizde kolay kolay bulamazd1k. «Bir teoremin do!lru 

oldujtooa kanaat getirioce, oou iepata batlare101z• - geleoekeel 

matemat1k profeaOrQ tamamiyle b1tkhd1r. 

O'cilocU olarak, i<;lode e nln ahtik oldo~umnz limit formQ. 

liloUn Ust ilete ortaya c;1khjt1 mlellller, bu limit form111Qoil teo· 

remin ifadesine sokmak ic;in blze makul bir sebep tetkil etti. Ve 

bu da ispata glden yoldakl bayati ad1m1 tetkil etti. 

Netlce olarak: ispat safbae1odan Once endnkeiyon ealbaemm 

gelmesi tablt ve mant1ktdlr. Once tahmin edin, sonra lspatlaym. 

V. B0L0ME DAIR 0RNEKLER VE TAMAMLAYICI BILGILER 

1. 

ve 
x 1 x' 1 3 x~ 

arcsiox=-+--+---+ ••• 1 2 8 2 4 5 

serilerioi birblriyle c;arparak 

g = (1 - x')- 11' arc sin x = x + : x• + · · · 
ac;1hmm1n ilk terlmlerioi bulorsunoz. 

(a) Birka9 terim daha hesapllyarak .genel terimi tabmiD et-

meye c;ahftDlZ. 

(b) g nin 
(1 -x')g' -xg = 1 

diferaoelyel denklemioi gerc;ekledi~loi gOeteriniz ve buou tahml· 

ninizi ispat i9ln kullan1n1z. 
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2. 
x• x 1 

e·Tt/2 = 1 ~ 2 + 2,4 + • • • 
ile 

serialol birbiriyle carparak 

x 

g = e:x•/2 f e-t •12 a't=x+ ~ x• + · · · 
0 

ac1hm1010 ilk terimlerioi bulursunuz. 

(a) Birkac terlm daha hesaphyarak geoel terlmi tabmlo 

etmeye c;aht101z. 

(b) Tabmloiolz, e~er do~ru ise, g nin basit bir diferaoalyel 

denklem g1uc;ekledl~lol akhm1za getirir. Bu diferanslyel deok­

leml te,kil ederek, tahmioiolzi ispat ediniz. 

3. 
1 (2\f:t) 

/(x) = t + x I 1 ~ 
fooksiyonel denkleml 

/( ) = 1 -L .!.. ' + ~ • + ~ ~ + 1225 - ~ + ... 
K 1 4 .t" 64 X 256 X 1638<1 X 

kuvvet serisl taraf1odan gerc;ekleomektedlr. Bu katsaytlar1 koo­

trol ediniz ve, 1Az1m oldu~u takdirde birkac; katsay1 daha hesap· 
hyarak, geoel terlmi tabmlo etmeye c;ah,101z. 

4 . /(x) = 1 + ~ (f(x)' + 3 /(x) /(x' ) + 2 /(x')] 

fooksiyooel denkleml 
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kuvvet serisi taraf1ndan gerc;Pklenmektedir. Buradaki o,. nln, 

aym Cn H,n+a OH kapah klmya formQIQnQ halz olan blrbirln­

den farkh yap1da kimyaeal bile1iklfrio (alifatik alkoller) eay111n1 

gOeterdi~i llerl eUrQlmektedir. n = 4 halinde bu dojtrudur. Bu 

balde baklkaten a,= 4 tane f1trkh C,H00H alkolQ mevcut olup, 

bunlar !;)ck. 5.1 de gOeterilml11tlr. Bu 1ekllde her bile11lk blr 

«agac;•, her C ufak blr dalre veya «dOjtQm• ve - OH radikall 

blr ok fie gOstcrllmi1 olup, H 'ler hie; gOeterllmemi11tir. Siz n nln 

dljter dPgerlerlnl deneylolz. 

Sek. 5.1. C,HJJOH bile1lkleri 

5. n :=O, 1, 2, 8, 4, 5 (mod 6) oldujtuna gore 

n'2 

L (-t)lr (n-;k) = 1, I, 0, -1, -1, 0 

It 0 

d1r. 

6. Bir elipe kendl bUyUk, veya kUc;O.k ekseni etraf1nda 

dtlndllrUldUjtUne gore, ya uzun veya bas1k blr aferoit (elipaoit) 

c;izer. 

Uzun Bferolt yUzeylnin alan1 ic;in 
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E = 2:r ab [ (1-•'} 'I'+ (arc sin •)/•], P = 4:r (a'+ 2b')/3 

formQllerl bu alan1n s1rae1yla tam ve yakla11k de~erlerini verirler 

(a, b ve • paragraf 2 deki gibidir). 

(a) haft hatAoin ba1Iang1C( teriml ile 

(b) b = 0 oldu~u zaman izafi hatay1 bulunuz. 

Bu lzafi hatan10 iuareti nedir ? 

7. Bae1k ellpeoit ytlzeyinin alan 1na dair 

[ 
l-82 1+8 J E = 2ii a' 1 + 

28 
log 

1 
_ 

8 
, 

P = 4:r (2a' t- b') 
g 

formtllleri, bu alan10 eiras1yla tam ve yaklau1k dejterlerinl ve­
rirler. 

(a) lzan hatan1n ba1laogtC( terimi ile 

(b) b = 0 oldujtu zaman lzafi hatayt bulunuz. 

Bu lzaft hatan10 ipreti nedir ? 

8. Mielll 6 ve 7 yl mukayeee ederek, yar1 eksenleri a, b, c 

olan gene! bir ellpsoit ynzeyinin alan1 ictln hang! yakta11k for­
mf11Q teklif edersiniz? 

Bu formQldeki hatA010 luareti nedlr? 

9. [Paragraf 2.) Elipein x =a sin I, g = b cost 1ekllndekl 

parametrik gosteriliuiodeo hareket ederek 

:r/2 

E = 4a j (l - 82 sin' t)'I' dt 

0 

00 

=2na 1- --···--[ L( 1 3 2n-1)' s'" ] 
i 4 2n 2n-1 

1 
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oldujtunu gOslt>rlnlz ve buradan paragraf 2 de l1pat111 olarak 
verllmi1 olan ba11hng1c terJmlerlol c1kar101z. 

10 (devam). • 'nun kuvvetleriae g~re ac1hmlar1 kullana­
rak, 0 < • ~ 1 lcln E > P oldutunu ispat edlnlz. 

11. [Paragraf 2.] :x 1ay11101 o suretle taylo edinlz kl, 

p• = :x p + (1 - :x) P' 

lfadeel E nln kllcllk « lar lcln en lyl yakla11k dtlerlol ver1ln. 
(Yanl (P' - E) IE nln ba1lang1c terlmlnlo mertebeel mltmklln 
oldujtu kadar yllkeek olaun.) 

12 (devam). Paragraf 2 delrl metoJu taklp ederek p• nltn 
E ye oe kadar yakla1t1t101 ara9tmn1z. (EndOkslyoola I) 

13. Bir p pozltlf tam 1ay1a1 ve blr a., a,, a1 , ... , an, •.• 

pozltlf aay1lar dlzlal verilml11 olaun. 

oldujtnnu gOsterlolz. 

14 (devam). Oyle blr a 1, a,. a., ... dlzlsl gOslerlnl1 kl, 

onun lcln c = • ltaretl earl olsun. 

15. Mii,aheie e:Jilen lcaiJele,./ ir:ah nmelc. Flzlkte blr ketfe 
ekserlya lkl ad1mda var1hr. Evvell ml11ahede netlcelerlnde her­
hangl blr kaldeoln farkma var1hr. Sonra bu lralde bir genel lra­

nunun neliceal olarak izah edlllr. Bazan bu lkl ad1m ara11ada 
bltyltk blr zaman arahl1 bulunup, bunlar farkh Itri kim1e tara· 
t1ndan at1lablllr. Buna bOyllk blr mlsll Kepler ve Newton'unkl· 
dlr. Gezt>genlerlo harekelinde Kepler taraf1adan mt11ahede edilmlt 
olan kaldeJer, Newton'un ketfeltl~ cazlbe kanoau ile iaah edil· 
mittlr. Buaa ben&er birteY blr matemalik ara1t1rma11nda da ge. 
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c;ebilir. t~te buna dair, fazla 60 bilgiye ihtiyac; gfistermeyen, 

temiz bir mieill : 

Mlltat bir 4 baeamakh adi logaritrne cedvelinde 100 den 

999 'a kadarki tam eay1lara ait olmak Uzere 900 tane mantis 

bulunur. Bunlara bakmadon evvel, 0, 1, ... , 9 dan ibaret olan 

on tane rakam1n bu cedvellerde noag1 yukari eoit say1da tekerrUr 

ctti~ini zaonedebillriz. Fakat hakikat bu merkezde deglldi r : bu 

rakamlar mantisin ilk baeamattmda hie te e~it say1da tekerrllr 

etmezler. Birinci basama~rnda ayn1 rakam1 haiz mantisleri herbir 

rakam ii;;in saymak suretfyle a10~1ki cedveli elde ederiz. (Bu 
cedveli kontrol ediniz I) 

Ced vel I. DBrt basamakl1 logoritme cedvelinde aynt ilk rakam1 

haiz man tislerin say1s1 

Ilk rakam Mantis say1s1 Oranlar 

0 26 

1 33 
1,269 

2 41 
1,2'12 

3 52 
1,268 

4 65 
1,250 

5 82 
1,262 

6 103 
1,256 

7 129 
1 ,252 

8 164: 
1,271 

9 205 
1,2!50 

Toplam 900 

Cedvel I in iklnci s11tununa bakarsak, oradaki hcrbangi iki 

miiteakip say1 n1n oramn1n aoajt1 yukar1 aym kald1g101 farkede­

biliriz. Bu bizl, bu oranlar1 birka<( basamaga kadar hesaplamaya 
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sevkeder: bu hesap nelicelerl Ced,·el I 'io son sl1tonunda g!Sa­
terilmlotlr. 

Bu oraolar neye a1ag1 yukar1 eolttir? Bu yaklatik lotiza­
mm arkas1n!la aarih bir kalde sezmeye cah11D1z. Cedvel I 'In 

lkincl sUtunundakl say1lar a1ag1 yukar1 blr geometrlk dizioln 

terimlerldtr. Bu yakla!}tk geometrik dlzlnin tcrimleriyle basil bir 

milnascbetl halz tam blr geometrik dizi ketfedeblllr mlslnlz? 

[Tam geometrlk dlzlnln ortak Q&rpan1, belkl de, Cedvel I In son 

11Utununda verilen oranlarm bir nevi ortalamas1d1r.] 

16. Mii1ahtde elilen ,.ak1alar1 t.J1nif etmek. Bir tablat bll­

ginlnin i:ahemalarinin b!ly!lk bir k1sm1 rutteahede ettll'tl ,eylertn 

tasvirine Ve tasnHioe y!Snellilmlotlr. Bu tllrltl cahoma, tablat 
bilginlerlnln esa11 faaliyetlerlnin yeni bitki ,.e hayvan nevi ve 

c,lnslerlnln tasvlrl ve billnen nevi ve cln11lerln yeniden tasnlfln­

den ibaret bulundujtu Llonaeus zamanmdan sonra da uzun 

mtlddet tabii illmlerde hnklm i:al11ma tekll olmuotur. Tabiat 

bllginlerl sadece bltki ve hayvanlar1 tasvir ve tasnlf etmekle 

kalmamitlar, ayn1 l~i dljter ~eyler, bilhassa mlneraller lc;ln de 

yapm1tlard1r; krlt1tallerin taanifi onlarrn simetrllerine dayand1-

r1lm11t1r. lvi blr ~asnif Onemlldir; bu tunlf, mUtahede edllcbilir 

coklugu nispeten az say1da ac1ki;a karakterlze edilmlo \'e lyl 81· 

ralanm11 tipe irca eder. Mlltematlkc;I eks':!rlya tasvir ve tasnife 

dalmaya hreat bulmaz, fakat bazan bn le matematlkte de olabilir. 

Efer clflzlem geometrlye ait bazt basil kawamlar1 (slmetrl 

dogrusu, almetrl mcrkezi) blllyorsan1z, tezyinat eekilleri lie meo­

gul olmaktan zevk duyabillralniz. ~ek. 5.2, berblri baslt blr oek­

lin (yatay) bir dogru boyunca peryodlk olarak tekrarlanmas1yla 

meydana gelmlt on d!Srt tezyinat oerldi gostermektedir. ~ek. 5.2 

nin sol tarahodakl \ bir rakamla i~aretlenmle) her oerldl aag 

tara!takl (bir harfle itaretlenmie) blr oeritle llyle eolettirlniz kl, 

ikl ee oerlt agni •im!lri tipini halz oleun. Bundan baeka her Qeeit 

e1yan1n Qzerlnde veya eekl mimarl eserlcrde bulablleceflimiz 
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tezyinat ,erltlerioi inceleyiniz ve onlarin herbirini Sek . 5.2 deki 

bir ,eritle e11e,tirmeye cal11rn1z. Nihayet bir ,eridio haiz olabi­

lece~l ce,Itli simetri tlplerinio tam blr listesioi ve herbir si­

metrl tlpioio tam blr tasvirlni verinlz. [Bir ,eridi her iki yGn­

de de eooeaz olarak, ve peryodik tekrar1 ile 1erldi meydaaa getl-

2 J2J2J2I2J 

4 ( ( ( ( ( ~ 

5 /////// 

'~''~'"""' 
6 O<X:><X>00 

7~ 

=b 

Sek. 5.2 

l 7 7 7 7 7 
I I I I I I 

c 

d 

e 

f 

!1 

ren ,ekll de eoneuz kere tekrarlanm11 olarak dll,Qnlln. «Simetri 

tipl• terimiolo formel olarak tarif edilmemi, oldo~una dikkat 

edinlz: bu terimin uygun bir ,ekilde tefsirl vazifenlzin Gnemll 

bir parcas1d1r .] 

17. eek. 5.3 te ayru eimetrl tipini haiz iki tezyloat bulu-
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nuz. Oradaki her tezylnatm, hep ayn1 oeklln tekrarlanmas1 su­

retiyle blltfln dlizleml kaplad1it1 dllt11n11lecektir. 

z 
~k. 5.8 

18. Aradaki /ark ntulir? (lngllizce) alfabenin ylrml a lh 

barfi aoa~1ki oekilde beo gruba ayr1lm1obr: 

AMTUVWY 

BC DE K 

NS Z 

HI 0 X 
F G J LP QR. 

Gruplar aras1ndaki fark nedir? Yukardakl tasnifin basil blr da­

yanajt1 ne olabilir ? [Aoait1ki bet denkleme bak101z: 

g=x' , g'=x, g=x•, x'+ 2g' =1, g=x + x'. 

Bunlarm aras1ndakl fark nedlr ?) 



VI 

DAHA GENEL BIR IF ADE 

0 [Euler) taltbtlerini hagrete dii,iirmelc gtrint , onlarr gtli1-

tirmtgi ttrcih etmi1ti. Ejer ilmi stnginle1tirdi/i lce1i/lerine bndi­

•ini bu k11iflert aetikttlen f ikirltrln a~r/c lcalple anlat111nr ilcfoe et­

mu•t, ilmt gtltri lcadar hismtt etmtm/1 olaca/1nr du1iiniir:lii . 

- CoNOORCET 

1. Euler. Eserlerlni azc;ok tan1d1t1m blltl1n matematlkc;iler 
lc;lnde, Euler dlterleri ile k1yas kabt11 etmlyecek derecede en 

Onemllai olarak gOrl1nmektedir. Matematikte endllktif ara1hrma· 

om b!lyOk blr usla11 olan Euler (sonauz serilerde, Sayalar Teo­

rl1lode, ve matematltln diter dallaranda) eodflkaiyoo, yanl mQ-

1ahede, cl1r'etklr tahmin ve zeklce gerc;eklemeler, vlsatesayla 

Onemll ke1lfler yapm11tar. Bununla birllkte, bu husnsta Euler 

tek detlldlr; bllyllk ve kllc;llk diter matematlktiler de c;ah1ma­

r1nda eodllk1lyono genii Olc;llde kollaom11lardar. 

Buounla beraber, hence Euler blr noktada tektir: 

O, ke1iflerioe dair eodllkllf delilleri dikkatll, ayr1nhh ve 

dllzenli blr 1ekilde 1uomak lc;io hlc;blr ezlyetten kac;mmamakta, 

oolar1 baklkt bir illm adam1om yapma11 llzam geldlli 11zere lkoa 

edici, fakat namuslu bir tarzda ortaya koymaktadar. Oouo anla­

ta11 «kendislol bu ke1lflere 1evkedeo flklrlerlo hlllsane blkAye 

edillti" olup, kt>odlne haa blr c;ekicillltl halzdir. Tablat1yle, her­

baogl bir batka m11elllf gibi, o da okuyuculan llzeriode teair 

yapmak letemektedir; fali.at o. haklkaltn iyi bir mnelllf gibi, 
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okuyucular1n1 ancak kendiel ttzerinde teeir etmio olan oeylerle 
teeir alt1nda b1rakmak istemektedir. 

Buodan eonraki paragrafta Euler'io yaz1lar1ndan bir ntlmu­

ne verilecektir. Bunun iyin eei;tijtimlz mubhra i;ok az bir Un 

bilgi He okunabildi~i gibi, tamam1 da eodUktif bir muhakemeoln 

anlatil1~11na hasredilmiotir. 

2. Euler'in muhtrrasmm burada, oou bugUnkU okuyucu 

1i;10 daha anlao1labilir hale getirmek maksad1yla yapdm10 blrkac 

llnemsiz deltieiklik istisna edilirse, hi<: k1saltilmam11 togilizce ter­

cUmesinin TUrki;eye cevrilmie oeklini veriyoruz. (') 

SA YILARIN BOLENLERININ TOPLAMINA DAIR <;OK 

OLAGAN0ST0 BIR KANUNUN KE.$Ff 

1. Matematikyiler, asal say1 dizisiode bir nizam keofetmek 

iyin oimdiye kudar boeuna ujtraom•o olup, burada insan dimaA'1-

n1n hi<;bir zaman nilfuz edemiyece~i bir sir buluoduguoa. ioao­

makllA'1rn1z iyin her tilrlii sebep mevcuttur. Buoa kanaat getir­

mek icio, baz1 kimselerin ytlzbioin llteeine kadar heeaplamak 
zabmetinde bulunduklar1, bir aeal 11ay1lar ced11elioe bakmahd1r. 

Bu euretle orada hii;bir nizam ve kaidenln bulunmad11t1 gllrUle­

cektir. Aritmetijtin, asal say1lar dizisinl ietediA'imiz kadar uzata­

bi!memizl lemio eden kesio kaideler verdiA'i gOzllniine getiriliree, 

bu duruma daha da yOk hayret etmek IAz1mgelir. Ben, aeal eay1-

lar dizisiode bir nizam bulmak hedefinden mubakkak i;ok uzak 

(') Bu muh1tr1uuo ash Fraos1zcad1r IEuler. Opora Omnia. Ser. l, 

vol. 2, S. 211 263) Burada yapllm1~ de~ltlkllkler, farkh blr yaz1~ tarz1 

(dtp notu 2), (dip notu 3 te t znh edllen) blr cedvelln taoziJnl, blrkao 

rormal<le yap1lno urak degltlkllkler ve muht1ran1n son 18. paragrar1n­

dnn Uocekl bnz1 muhakemelerln tekrar1ndnn lbaret k1•1mlar1n ~1kar1lma-
8tndan lbaret tlr. Okuyucu muhltrantn kolayca bulunabllen ashnda bu 

husuelara bakablllr. 
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buluDmakla beraber, ilk bak11ta asal sayllar diz.sl kadar iDtizam­

s1z gOrllDeD ve battA bir mAnada ODO ihtlva eden, tam say1lar1n 

bOlenlerlDiD toplamlanna dair BOD derece garip bir kanunu tesa­

dttfen ke~fetmlt bulunuyorum. Birazdan anlatacajt1m bu kanu­

nan, bakk1nda tam bir iepat verilmeden de dol'trulujtuna inanabl­

lecejtlmiz bir tablatta olmae1, onu kanaahmca daha da 1ayan1 

dikkat kllar. Bunuola beraber, onun bakk1oda hemen hemen ke­
ein bir ispata denk sayilabilecek deliller ileri ettrecejtim. 

2. Aul bir eay1010 birlmle kendieioden ba1ka bi<;bir bO­

lenl yoktur; ba Ozelik asal say1lar1 otekl eaytlardan aymr. Me­

eeli\ 7 bir aeal eay1d1r, cUnktt yalo1z 1 ve kendlel lie Mlttnebi­

llr. Birlmle kendiein<:len baoka bOlen veya bOlenlerl baiz bir 1a­

y1ya mttreklrep say1 denir; meselA 15 say1111, 1 ve 15 ten baoka 

3 ve 5 b<llenlerlni haiz oldujtundan mllrekkeptir. Su balde, genel 

olarak: p say1e1 asal lee sadece 1 ve p tarahndan, mttrekkep ise 

1 ve p nlD yan1e1ra dijter baz1 saytlar tarafmdan bGlllnttr. Su 
halde birinci 11kta p nin bOleoleriolo toplam1 1 + p olacak, fa­

kat ikinci 11kta bu toplam l + p 'yi gececektir. A1ajt1da blrcok 

sayllar1n bOlenler toplam101 nazar1 ltibara almam1z 1Az1m geleee­

itindeo , n say1ein1n bOlenler toplam101 gOatermek ttzere o (n) lta­
retiDi kullanaeajt1m. (•) BOyleee o (12), 12 nin bQtliD MlenleriniD 

toplamm1 gOatermekte olup, bu Mlenler 1, 2, 3, 4, 6 ve 12 oldu­

itundan o(l2)=28 dir. Ayni oekilde o(60)=168 ve 0(100)=217 

oldujtu gOrQleblllr. Birim aadece kendl1iyle bOlllDebildi#inden, 

<1 (1) = 1 dir. 0 (e1f1r) lse, bl1t11n saytlarla b61Qneblllr. Su halde, 

aehna bak1hrsa a (0) sonsuz olmahdtr. (Bununla beraber ona aon­

radaD, dejtioik ballerde deititlk olmak ttzere, sonlu blr dejter ve· 

recejtlm ve bu dejterlendirme bizim l<;in elveritll olacaktir.) 

8. o (n) sembolttnttn dejterlni yukar1kl oekllde tarif ettlkten 

(') Blllenler toplann letn blr aembola Ilk ltbal eden Baler oh•nt· 

tar; Euler, metolmlzdekl modern o (,.) yerloe Jn ltaretlol kulla1u7orda. 
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sonra, p aeal ise a (p) = 1 + p olduitunu ai;1k bir oekilde gOrll­

yoruz. Bununla birlikte o (1), 1 + 1 'e eoit olmay1p, ancak 1 'e 

etiittir; buradan, 1 in asal say1lar dizisinden ihrac; ediJmesl lAz1m 

geldiltini anJar1z; 1 tam saydar1n baolaog1c1 olup, keodlsl ne 

aeal, ne de mlirekkeptir. Eger n m'llrekkep Jae, o (n), 1 + n den 

b'llyllktur. 

Bu sonuncu halde a (n) 'yi n 'oin c;arpanlarindan kolayca 

bulabiliriz. Eger a, b, c, d, ... birbirinden farkh asal aaydar ise 

o (ab)= 1 +a+ b +ab= (1 +a} (1 + b) = o (a) o (b), 

o (abc) = (1 +a) (1 + b) (1 + c) = <1 (a)" (b) o (c) 

<1 (abcb) = o (a) o (b) o (c) o (d), 

i !Ah ... oldugunu kola yea g0rl1rt1z. Asal aay1 kuvvetleri ic;in 

a 9
- 1 

<1 (a')= 1 +a+ a 2 = -- • a-1 

a• -1 
a(a1

) = 1 +a+ a 2 +a•=--­a-1 

gibl Ozel kaidelere ihtiyac1m1z vard1r. Gene! olarak 

dir. Bunu kulJanarak, herhaogi bir mllrekkE>p aay1n1n bl'.Henler 

toplam101 bulabiliriz. Bu husus 

<1 (a'b) = <1 (a') o (b) 

o (a1b') = a (a1) o (b') 

o (a' bic) = o (a') a (b4
) o (c) 

ve genel olarak 

o (aQ bl' cY d6 e 8 ) = o (aQ) o (bl') o (cY) o (d6) <1 (t1 8
) 
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formilllerioden anlao1llr. Mescla 0 (860) '• bulmak ii;in, 3b0, 

2J·;.j1 ·5 ocklinde ~arpanlara oyrild1!t1ndan 

o (360) = o (2l) o (ii') o (5) 'i kullanmz ki, buradan 

0 \360) = 15.13.16 = 11;0 

buluroz. 

4. BOlenler toplamlarinin te~kil ettijti dlziyi gostermek 

Uzcre, 1 den 99 'a kadarki blitlin tam say1larin Mlenler top-

lamlarm1 ihtiva eden a1,1ajt1ki cedveli <•> tlAve edlyorum. 

n 0 1 2 3 4. 5 6 7 8 9 

0 t 3 4 7 6 12 8 15 13 

10 18 12 28 14 24 24 31 18 39 20 

20 42 32 36 2-1 60 31 42 40 56 30 

30 72 32 63 48 54 48 91 38 60 56 

40 90 42 96 44 8-i, 78 72 48 12.i 57 

50 93 72 98 S4 120 72 120 80 90 60 

60 168 62 96 104 127 8-l 144 68 126 96 

70 144 72 195 74 114 124 140 96 168 80 

80 186 121 126 84 224 108 132 120 180 90 

90 :l3-l 112 168 128 144 120 252 98 171 166 

E~t:r bu say1 dizisini biraz muayene edereek, lldeta yeise 

dUoerJz. Orada en ufak bir in tizam keofetmeyi Umit edemeyiz. 

Asal say1lar dizieinln intizams1zhjt1 burada o kadar derin olarak 

if1in ii;ioe girer ki, bu eon dizinin tllbi oldujtu knnunu bilmeden 

onccki diziye dair herhangi bir kanun meydana i;1karmay1 Im-

(8) 60 1,aretll aattr lie 7 1,aretll satuoun berlnde ke~letlklert ea­

y1, y1111t 68, 0 <61\ dlr. p asal oldugu takdlrde 0 (pl kalln punto lie ha-

11tmitttr. Cedvell11 bu ,ekllde terllbl, orl}l11al tert1bl11de11 btraz daha 

macmetdlr. 
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kans1z bulmam1z icabeder. Hatul llniimiizdeki dizi asal saytlar 

dizisinden bile daha esrarengiz gllriilebilir. 

5. Buna ragmen, bu dizinin tamamen belirli bir kanuna 

tabi oldul?unu, hattil ona bir rekiirran• dizisi gllziiyle bakllabi­

cei?ini miieahede ettim. Bu matematik ifadenio maoas1, her te­

rimin kendisinden evvel gelen terimlerden degiemez bir kaideye 

gllre hesaplanabilecegidir. Hakikaten, a (n) bu dizinin herhangi 

bir terimini, a (n-1), a (n-2), c (n-3), G (n-4), a (n-5), ... de 

ondan llnce gelen terimleri gllsterdi~ine gllre, a (n) oin degerinin 

her zaman aea~1ki formllle gllre, llnceki baz1 terimlerin degerle­

rioden teekil edilebilecel?ioi iddia edlyorum: 

a (n) =a (n-1) + a (n-2)- a (n- 5)- a (n-7) 

+ G (n- 12) +a (n- 15) - G (n-22)- o (n-26) 

+ <1 {n-35) +a (n-40) - o (n-51) - o (n-57) 

+ o (n-70) + o (n-77)- o (n- 92)- o (n-100) 

+···. 
Bu formiil hakk1oda aea1?1ki hususlara dikkat ctmeliyiz: 

I. + ve - iearetleri birbirini ikieer ikieer takip eder. 

II. n den c1kartmam1z Jaz1mgeleo 1, 2, 5, 7, 12, 15, . .. sa­

y1lar1nm tilbi bulunduklar1 kanun, onlarm farklar101 teekil etti­

ltimiz Zaman ac1klll?a kaVUfUC. 

Sayilar: 1, 2, 5, 7, 12, 15, 22, 26, 35, 40, 51, 57, 70, 77, 92, 100, . .. 

Farklar: 1, 3, 2, 5, 3, 7, 4, 9, 5, 11, 6, 13, 7, 15, 8, .. , 

Bu rad a birbiri arkas1ndan gelmek lizere butlin 1, 2, 3, 4, 5, 6, ... 
tabii sayllart Ile biitllo 3, 5, 7, 9, 11, ... tek say1lar1 bulunmak­

tadtr. Buna bakarak yukar1ki say1 dizisioi istedil?imiz kadar uza· 

biliriz. 
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III. Yukar1ki dizi sonsuza kadar gitmekle beraber, herbir 

halde sadece o iearetinin ic;indeld say1lar1n pozltif bulundugu te­

rimleri almalt, bunlano negatif oldugu terimleri b1rakmahd1r. 

IV. Eger o (O) teareti formillde zuho.r ederse, degeri belirsiz 

olao bu iearet yerioe, baelaog1c;taki n sayl8lnio kendisi konul­
mahd1r. 

6. Bu ihtarlardao sonra formfllll herhaogi bir Ozel hale 

uygulamak gllc; degildir ve herkes istedigi kadar misll hesaph­

yarak formQliln dogrulugu hakkmda kendini tatmin edebillr. 

Ben de bu formllle dair kesin blr ispat verecek durumda bulun­

mad1jt1m1 kablll etmek zorunda oldugumdan, onu yeter derecede 

c;ok say1da misll verrnek suretlyle hakh gOstermlye c;ah1acag1m: 



O'(I ) = a(O) ,.. I = I 

a(2) = a(I) + a(O) = I + 2 3 

a(3) = a(2) + a(I) = 3 + I 4 

'1(4) = 0'(3) + 0'(2) = 4 + 3 7 

,,-(5) = a(4) + a(3) - a(O) = 7 + 4 - 5 6 

11(6) = a(5) + a(4) - a(I) = 6 + 7 - I = 12 

a(7) = a(6) + a(5) - a(2) - u(O) = 12 + 6 - 3 - 7 = 8 

a(8) = u(7) + a(6) -- u(3) - u(I) = 8 + 12 - 4 - I = 15 

a(9) = a(8) + u(7) - u(4) - u(2) = 15 + 8 - 7 - 3 = 13 

a( IO) = u(9) + u(8) - a(5) - u(3) = 13 + 15 - 6 - 4 = 18 

u(l 1) = u(IO) + a(9) - a(6) - u(4) = 18 -l 13 - 12 - 7 = 12 

a(l2) = u(ll) + a(IO) - u(7) - a(5) + u(O) = 12 + 18 - 8 - 6 + 12 = 28 

a(·l3) = u(l2) + u(l I) - a(8) - u(6) -t- a(I) = 28 + 12 - 15 - 12 + I = 14 

a(14) = a(l3) + u(l2) - a(9) - u(7) + a(2) = 14 + 28 - 13 - 8 + 3 = 24 

u(l5) = u(l4) + a(l3) - u(lO) - 11(8) -r a(3) + a(O) = 24 + 14 - 18 - 15 + 4 + 15 = 24 

u(16) = u(l5) + a(l4) - a(! I) - u(9) + a(4) + a(l) = 24 + 24 - 12 - 13 + 7 + I = 31 

a(l7) = a(l6) + a(l5) - a(l2) - a(IO) + a(5) + a(2) = 31 + 24 - 28 - 18 + 6 + 3 = 18 

a(l8) = a(17) + a(16) - a(l3) - a{l l ) + a(6) + u(3) = 18 + 31 - 14- 12 + 12 + 4 = 39 

a(19) = u(18) + a(l7) - a(l4) - 11(12) + u(7) + u(4) = 39 + 18 - 24 - 28 + 8 + 7 = 20 

a (20) = a(l9) + 11(18) - u(l5) - u(l3) + a(B) + a(5) = 20 .J... 39 - 24 - 14 + 15 + 6 = 42 
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Bu mlslllerin bcrhangi bir kimseyl, ''ermlt oldutum kaide 

Ile bakikat ara81nd1tki uyganlntun salt tesadUfteo lbaret baluu­

dutu zebabma kap1lmaktao al1koymaya yetecel!'lni umar1m. 

7. Buna ral!'men, -;1kar1lacak olao 1, 2, 5, 7, 12, 15, ... 

aayllar1na dalr kanunuo tam beoim verditlm kanuo olduj:tuodan 

ftlpbeleoecek bir kimse c1kabllir, cilnkQ yukarda verilen mis!l­

lerde bu aayilar10 ancak ilk alt1s1 ge~mektedir. Bundan dolay1 

o kanun henUz yeter derecede tesis edllmemlt gOrlllebllecejtlo- • 

den, daba bilyilk sayalar ihtlva eden baz1 mislller verecetim: 

I. 101 say1Bt verildil!'lne gore, onun bOlenlerlnin toplamm1 

bulmak. Barada 

0 (101) = 0 (100) -t 0 (99) - 0 (96) - 0 (94) 

+ 0 (89) + 0 (86) - 0 (79) - 0 (75) 

+ 0 (66) + 0 (61) - 0 (50) - ~ (44) 

+ <1 (31) + <1 (24) - 0 (9) - 0 (1) 

= 217+156-252-1« 
I 

+ 00+1a2- so - 124 

+ 144 + 62 - 93 - 84 

+ s2+ 60- 1s­

=893-791 

= 102 

olup, buradan, esklden bllmeml1 olsaydak, 101 In asal oldu~ 

netlceslni c1karabilirdlk. 

II. 801 say111n10 bOlenler toplam1n1 bulmak. 
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Farklar: 

1 3 2 5 
0 (301) = 0 (300) +. (299) - (I (296) - 0 294) + 

3 7 4 9 
+ 0 (289) + 0 (286) - 0 \279} - 0 (275) + 

5 11 6 13 
+ o 266) + <1 (261)- <1 (250) - o (2H) -r 

7 15 8 17 
+ 0 (231) + <1 (224) - 0 (209) - 0 (201} + 

9 19 10 21 
+ <1 (184) -t <1 (175} - 0 (156) - <1 (146) + 

11 ~ H H 
-t <1 (125) + <1 (114) - <1 (91) - <1 (79) + 

13 27 14 
+o(M) +o(41) -0(14) -o(O). 

Bu mii,alden, farklan kullanmak suretiyle formlllii her /:izel bal­

de laz1m oldujtu kadar uzatabilecel'tlmizj gl:iriiyornz. Hesaplar1 

yaparak 

0 (301) = 4939 - 4587 = 352 

bnluruz. Buradan 301 'in asal olmad1jtm1 gl:irilrftz. Hakikaten 

301=7.43 olup, 

<1 (301) = <1 (7) <1 (43) = 8.44 = 352 

elde ederiz kl, bu da kaideoin verdigi dejterin ayn1d1r. 

8. Biraz l:ince etrafh olarak ac;1klam1~ oldugom misaller, teklif 

etmi~ oldugom formilltln dogrullll'ta bakk10da ana kalm1~ blltilo 

~tipbeleri dag1tacakt1r. :;limdi, say1Jar1n bu gilzel Ozelijti, form!1-

HlmUzUn yap1s1 ile bur1tda toplamin1 te~kil ettigimiz bOleolerin 
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tablatt arae1nda blc;blr anla11lablllr bat gOrmedlflmizden dolay1 
daba da bayret vericldlr. 1, 2, 5, 7, 12, 15, .. . eay1 dizislnln ell­
mlzdekl malzeme ile herbangi blr mftnaeebetl mevcut glbl gO­
rQomemektedir. Bundan ba1ka, bu aay1larm tAbl oldufu kanunda 

blr •keslkllk• mevcut oldufundan, ve onlar10 dlzisl halrikatte, dftz­
gQn hirer kanuou halz lkl dlzinin, yanl 1, 5, 12, 22, 35, 51, ... ve 
2, 7, 15, 28, tO, 57, ... d1zilerioin kar111m1 oldutundan, bOyle 
blr lntlzam11zhf10 Anallzde zubtlr etmealnl bekliyemeyis. Bir 
dedftktlf lapattn mevcut olmay111 hayretimlzl daha artt1rmahdtr, 
c;QokQ bOyle blr Ozellfl,· mllkemmel blr l1pat10 yerlnl tutabilecek 

gllvenllir blr metodun rehberllfl olmadan ketfedebllmek tamamen 
lmkA011z g0rl1nmektedlr. Ben bu ketfln Qzerlne airf teeadftf ne­

tlceal dfttmedlflml, fakat bu gl1zel Ozellte dlfer blr iddian10 yol 
ac;m11 oldutunu ltlraf ederlm. Bu dlfer lddia ayn1 tabiatta olup, 
onu iapat edememeklllimle beraber, onun dotru olarak kabul 
edllmeal lbtmdir. Ve burada, Dlferanalyel ve lotegral Heaab10 
kendllerlne uygulanamu gOrilndillll, tam aaytlar10 tablabyla ut­

ra1m1kht1m1za ratmen, beo neUceme tQrev 1lm1 ve dller l1lem­
lerl kullanmak auretlyle vard1m. Batk• blr klmeenln, belki be­
olm tutmut oldujtum yoldan da blraz faydalanarak, daba k1aa 
ve daha tablt blr yol bulmae1n1 temennl ederlm. 

9. Uzun bir zaman Once, aay1lar10 (diter blr tak1m aay1-
lar1n toplamlar1na) ayr1h1lar1n1 ele ald1f1m zaman c;arpanlar101n 

aay111 aon1u1 olarak ahnacak olan 

(1-x) (1-x') (1-x1
) (1-x') (1-x') (1-x' ) (1-x:) (1-x8) •• • 

lfadealnl locelemlttlm. Buradan ne tl1rl11 blr serl c;1kaca1tn1 gOr­
mek ic;ln, blrc;ok c;arpan1 dotrudan dotruya blrbiriyle c;arpt1m 
ve ou serlyl buldum : 

1 - x - x' + x' + x' - x" - .r 16 + x" + x'" - x16 
- x'° + • • • 

Barada x 'In tlllerl yukanki (yanl 5. tekl) form11le giren aay1lar10 
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ayo1 olup, terlmlerln On!lndeki + ve - 1,aretleri de blrblrlerlnt 

!kiter ikifer tAkip ederler. Yukariki c;arp1mlan yapmaya giritmek 

ve bu lee serinin dol}rulul}uoa inanmak lc;ln uygun gOrQlecek yere 
kadar devam etmek yeter. Bu hueusta, bu terimlerln ve onlar1n 

tlelerinin tAbi oldol}u kanunun dojtrulul}undan hicblr surette 

ff1phelenmeme yer b1rakm1yacak kadar llerletmle oldul}um uzun 
blr endflksiyondan ba11ka elimde hic;blr delll yoktur. Bu aerl lle 

yukar1ki (1 - x) (1 - x1) (1 - x' ) ... 80D8UZ carplIDIDID e11ft OI· 

duklanna dair keain bir lspalt uzun zaman boonna arad1m, ve 

ayn1 aoruyu bu konulardaki meharetJerlnl blldll}im baz1 doatla­

r1ma da sordum, fakat hepsi de, lspatina dalr herhangl blr Ip 

ucu verememekle beraber, bu sonsuz c;arp1m10 verdil}lmlz serlye 

dOnttttllrlllfltilnttn dogrulul}u f1zerinde benlmle blrle,tiler. BOy­

lellkle 

• = (1-x) (1- x' ) (1-x2 ) (1-x') (1- x 6
) (1-x6

) ••• 

vaz'ettil}lmiz takdlrde, ayo1 S bilyQkUll}QnQn 

11ekllnde de ifade edllebllecejtl bilinen, fakat heul1z ispat edlleme­

ml11 bir bakikat oluyor . Qilnktl her birirolz carpUDI Jstedlltlrniz 

kadar ilerleterek buoun dol}rulul}una kanaat getireblllrlz; ve 

ketfedllmi11 olao kanuoun 20 terim icin cari olduktan sonra, mQ­

teaklp terimlerde dol}ru olmamas1 Insana imkAn11z geliyor. 

10. lki sonsuz lfadenln etitlll}iol, onu i1pat edemeaek bile, 

bOylece ke11fetmi11 oldul}umuzdao, bundan c;1kar1labilecek bOtOn 

netfceler de ay01 tablatta, yani dol}ru, fakat iepat edllmemlt 

olacaktir. Yahut, bu net'celerden birl lspat edileblll1se, ondan, 

karo1ltkh olarak, Ilk e11ltlljtin iapat1na dalr blr Ip ucu elde edl­

llr; zaten bu ikl ifadeyl tllrlQ yollarla tllrlO oekiUere aoktujtum 

zaman akhmdaki maksat bu ldl ve bu auretle, diller ke•lfler 

ar aa1nda. yukarda ac1klad11}1ma da aevkedllmlt oldum; on halde 

onun dojtrulujtunun ikl sonsuz ifadenln etllllRl kadar gQvenilebillr 
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olmas1 icabeder. Ben, bu eeitlikten bOlen toplamlar1na dair ka­

nunu oOyle hareket elmek suretiyle elde ettim: 

I. •= (1- .r)(l-\·' ) (l- x1 ) (l-\'"4 ) (1-t1 ) (1-t'c) (l-t'1) ••• ve 

II. • = 1-.t"-x'+."l';+x'-x"-.i:'' !-.1:" x'"-... 0-x•~-t- · · · 

ifadelerinin eelt ol 1n~u verlltlijtine gOre, logaritrneler almak eu­

retiyle birinci ifadeyi 1;arpaulardan kurtarJ1m : 

log a= log (1-.t') +log (1-.t"1
) -i- log (1-.r') +log (1-x') + · · · 

Logaritmelerden kurtulmak ltin her iki tarafm tllrcvini alarak 

1 d. 
-;- dr 
yahut 

x 

• 

1 2:r 3l' '' 4t'3 5.r' 
= - 1 - x - 1 - t' t - 1 - x 1 - 1 - x" - 1 - T .s - • • • 

~=--x-+ 2l'' +~+~+~+··· 
ci.r 1 - .t' 1 - x' 1 - x• 1 - .t'' 1 - " ' 

eeitli~ini elde ederiz. • 'ye dair· ikinci ifadeden, yani sonsuz se­
riden yukariki son ifadeoio bavka bir degerini ~ikarmz: 

x 

• 
da x+2x'-!'ix'-1.l'1 f-l2.r"+15t""-22.t""-26t''~+ · · · 
dx = 1 - .r - .\'' + x 1 -t x 1 

- x'' - .l'
16 + .r12 + xtc - · · · 

11. ~imdi 

t' 

• 
da 
-- = t 
d.\' 

vaz'edelim. Yukar1da ayn1 t bilyllkinjtil ltin iki ifadeye sablp 

bulunuyoruz. Birinci ifadedeki her terimi geometrik seriye atarak 

t = x + x' + x• + x' - x ' t .rn + ·"' + x' + .. . 
+ 2x2 --r- ~l.t'' + 2x6 

+ 3x1 

+·h' 
+ 5x~ 

+ a ... 11 

+ 2l"' + .. . 
+ ··· 

+ 4.t8 
• 

-1 

+ 7:c
1 -!- ·•· 
+Bx~+··· 
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elde ederiz. Burada x ' lo her kuvvelioin keodi ilBsilniio bOlenler 

saylBI ka<lar zuhur etti~ioi ve o UssUn her bOleoinin x in o 

kuvvetioio kateay1s1 olarak ortaya c,;1klJ~1n1 ko:ayea g6rllrilz. 

~u halde benzer terimleri toplar .. ak, x in berbir kuvvetinin kat­

say1s1 o ku vvete ait nesUo bOlenler toplamma ei,it olacalrtir. ~u 

balde, n nin b i>lenler toplam1 ic,;io evvelce itb!l etrui., oldujtomuz 

o (n) t.,aretini kuJlan1reak, 

t = o {1) x + <1 (2) x ' + o (3) x » + a (t) x ' ~ a (5) x 5 + · · · 
elde ederiz. Bu eerlnin kanuuu ac,;1ktir. Ve, katsaytlarm belir­
Ieomesinde bir mlktar eodllki.iyon kullanilm1v gibi gOrlloee de, 

bu kanuoun zaruri blr netice olduituna kolayea kanaat getirebiliriz. 

12. t nin tarlfi dolay1e1yla No. 10 nun eon formlllll @Oyle 

yaz1Iabilir : 

t nin No. 11 in eonunda elde edilmiv dejterioi burada yerioe 

koyarsak, 

0 = t1 (1) x + o (2) .l'' +a (3) x1 + o (4) x' + a (5) x 5 + o (6) x
6 + · · • 

- x - n (1) x ' - <1 (2) x 1 - <1 (3) x ' - o (4) x ' - o (5) x e - • • • 

- 2"'-o (l) t"1 - <1(2)x' - o(3)x5 -o(4)x6
- ••• 

+ 5x" + a (1) x" + · .. 

buluruz. Terlmlerl toplayarak, x In verilen herbangi bir kuvve­

tinin kateaymn1 buluruz. Bu kateay1 bir c,;ok terimden meydana 

gellr. Evvell\ " 'in UsiiUnttn bOlenler toplam1, eonra bu tteten 

e1rae1yla 1, 2, 5, 7, 12, 15, 22, 26, ... c,;1karmak euretiyle elde 

edileo eay1Jar10 bOlenler toplamlar1 gellr. Nlbayet, eger bu dlziye 

altee, fleann kendlsl zuhQr eder. Yukarda sll'alanan terimlere 
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verilecek itaretleri tekrar ac1klamam1za lilzum yoktur. Su halde, 

genel olarak, x" nin kataay111 

a (n) - a (n -1)- a (n - 2) -~a (n - 5)- a (n - 7) - • (n - 12) 

- <1 (n - 15) + • · · 
dtr. Bu toplama a i1aretioio ii;indeki rakamlarin i1areti negatif 

olmad1g1 mllddetce devam edlllr. Eler a (0) terimi zuhilr ederae, 

ooun yerine n koymam1z IAz11nd1r. 

13. Once kl N. 12 de gOz Oniine ahnan eons oz eerinin top­

lam1 x in her dejteri lcln 0 oldultundan, x in herbir kuvvetioin 

katsay1s1 da 0 'a e!jit olmahdtr. Buradao yukarda Xo. 5 te ac1k­

lam11 oldotum kanuou elde ederim; burada bOlenler toplam1ntn 

tabi oldotu ve bu toplam1 blltQo aaytlar ii;in rekllrane yoloyla 

hesaplamaya imkao veren kaounu kaetediyorum. Yukartki ai;1k­

lamalarda gerek i11aretler, gerek 

1, 2, 5, 7, 12, 15, 22, 26, 35, 40, 51, 57, 70, 77, ... 

diziei ii;in, ve bilha&Ba, vermi!I oldutum kaidenln en garlp taraf1 

olarak gOr1llebilecek olao, o (0) yerine n konulmaet li;ln baz1 ee­

bepler bulabillriz. MUkemmel blr ispattan hAIA pek uzak olan bu 

mohakeme, borada anlatm11 oldulom en olalanilstll kanun bak­

ktndaki baz1 1llpheierl mubakkak ki ortadan kaldiracakllr. 

3. Daha genel blr noktal nuara ge~l,. Euler'e ait olan 

yukar1ki metin son derecede Olreticldlr. Ondao gerek matema­

tik, gerek ketif pslkolojisl, gerek endllktif muhakeme hakktnda 

bir hayli 1ey Olreneblliriz. Bu Mlllmllo sonuodaki Ornekler ve 

tamamlay1c1 bilgller Euler'in baz1 matematik fikirlerlni incele· 

meye f1raat vermektedir; biz timdi burada dikkatimizi onun en­
dllktlf muhakeme tarz1 Qzerlnde toplayacal1z. 

Euler'in ara1ttrdtl1 teorem biri;ok bak1mlardan 1ayan1 dik-
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kat olup, bugiln bile bttyilk bir matematik aliikay1 haizdir. Bu­
nunla birlikte, biz burada bu teoremin matematik mubtevas1n­
dan ziyade, Euler'in bu teoreme daha heniiz ispat edilmemit 
halde iken inanmasma yol acan sebepJerle meogill olacag1z. Bu 
sebeplerin mahiyetini daha iyi anJamak icin, Euler'in mubhra­
smtn matematik! muhtevas1n1 nazari itibara almake1z10, Euler'in 
endttktif muhakeme tarz1mn genel bir vechesi ilzerinde de dura­
rak, onun 1ematik bir tszetini verecegiz. 

Milnaka~a edecegimiz mubtelif teoremlerin matematlk muh­
tevas1n1 nazari itibara alm1yacag1m1zdan, onlar1 T, r•, C., C,, .. ., 

Ci*, C,•, ... gibi i~aretlerle gtsstermemiz uygun olacaktll'. Oku­
yucu bu harflerio miinaarn1 tamamen bilmemezlikten gelebilir. 
Fakat onlari Euler' in metninde tantmak isteree, anahtar 11udur: 

T, 

(1-x) (1-x 2
) (1-x") · · · = 1-x-x• + x 5 + x 1-x12-x'6+· • · 

teoremi olup, 1, 2, 5, 7, 12, 15, .. . say1lar1n10 tiibi bulunduklar1 
kanuo paragraf 2, No. 5, II de anlahlm111h. 

C,., x" nin yukar1ki denklemin her iki tara11ndaki katsay1-
lann10 e11it buJuodugu iddias1dir. Meselil C6 , sol taraftakJ carp1m 

ac1ld1g1 takdirde x 6 Dlll katsay1s1 icln u degerioin bulunacagm1 
iddia etmektedir. C5 n10 T teoreminio bir neticesi oldujtuna dik­
kat ediniz. 

C,.•, paragraf 2, No. 5 te uzun azad1ya aolattlmit olan 

o (n) = o (n-1) + o (n-2)- o (n-5)- o (n-7) + · · · 

eoitligidir. MeselA, C0 •, 

0 (6) = 0 (5) + 0 (4) - 0 (1) 

oldugunu ifade eder. 
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r•. c,.. C,.. c.. . . . ID hepalDID dofro oldafoDD lddla eden 
·~k olataott.tQ kaoun• dor. C. • ' 1D r• teoremlnln blr neUee.t 

(Gsel hall) oldutona dlkkat edlnls. 

4. Euler'la muhbraaama pmatlk Isett ('). T teoreml GJle 

blr tablattadar kl, hakkanda mflkemmel blr lapat vermedeD de dol­
ralulana emlo olabU11oru11. BoDunla blrllkte, onon l9ln kuln 
blr lapata hemen hemeo denk olan dellller vereceflm. 

T teoreml C., C1, C1 , • • • aibl .auas .agrtla lsel laal iltti­

ed.,.. Kar1rt olarai C., C1, C1 , ••• 6..Z ltallerl T teoremlne tle111c­

tir. Ca in Jofra olap olma-lrfinz IHuit IHr laenpla balabillrls. Dll•r 

bir la .. ap 11etlt:esiJ1tle C1 11ln tlofra olap ol111al11t aala1J1r. Ag111 

1elclltle C1 , il"1a. .. Jpn tie ltarelret edlllr. Ben ha laenplan g2pl1m oe 

C., C1, C1 , • •• c .. 111 laep tlofra olialH• 6aUa111. Bu dofrolatun 

ildllilaage "-• •fflll•• lranaat getlrmek l9ln lGsomlu 1GrQ­
len 1ere lradar bu hneplan ,apmat 1et1t1r. Banoala beraber, 
C., C, , •.• DID lsel luzllerl hlandal• kanuadan hl9blr aoreUe 

1Gpbe edeml1ecelfm Jere kadar 7apm11 oldatom asuD blr ea­
dGlral1ondan ba1ka ellmde blr delll 1ottur. T teoremlnl11 kealn 
blr l1p&t1n1 man mGddet bofana arad1m ve a101 probleml ba 

baaaatalrl kabW1etJerlnl bUdJllm bas• d09tlanma da aordom. 
Fakat 0Dlar1n he.,.t de blr llpata dalr herhanp blr lpuca me7dana 
91karamamakla beraber T ,..,.._,Illa dolruluta tlaedade benlmle 
blrl91tUer. Bo 1uretle o teorem blllnea, fakat bentlz l1pat edlle­
meml1 bit haklkat olmaktadir; fakat her blrlmls C11 C., C., ••• 
ltalleri,.den ietedlll,,ds iatlan111 / •lien lae.apla111d 1aretl1le oaun 
dolrolotua kanaat 1eUreblllrb ; ve 20 terlm 19fn dofralata 
me1dana 01tm11 olan kaDDDDD oltlan tlklp eden terJmlerde mQ­
phede edl!meaaed lmllln11s sGrllDmektedlr. 

( ') B• OMt tlk clef• ell•ut• tlo ..._ .. , aacl tile Tbewr ol 
Prebebllltp, A••r. ll•IA. MoalAI,, YOI, '8, 1Mt, B. aG-4115 aclh •aka· 
l••cl• ,..,..1aaa1ebr. llallkler, Baler ' • alt oa.a,.. lbenlerl , .. ...._ 
maktecllr. 
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Bu euretle T teoremini ispal edememekle beraber onun dott­
rulujtunu keefetmi~ olunca, ondnn c1kar1lnbllecek biitUn netice­

ler de 11yn1 tabiatta, yani dot!'ra, fakat lsp11t edilmemie olacak­

br. Yabut, bu neticelerden biri ispat edilebiliree, kare1t oJarak 
ondan T teoreminin ispatma dair bir ip ucu elde ediltbilir; ben 

de bu mnksatla T teoremi ile bircok l~lemler yaparak, ditterleri 

aras1nda, dottruluttu T teoremi kar1ar kbin olan T• teoremini 
kel}fettim. 

T t1e r• teoremleri denk olap, ayn1 ::.aman,ia Jo.fru "eya aym 

zamania ganl11t1r. Onlar ay111 :rtamari<la uya~ta durur, yahut ayn1 

zamanda dii1erler. T de olduJtu gibi, r• teoremi de c,•, c:, c. •, ... 
gibi son1uz soyrda ozel hal ihtfoa eder, t•e bu ozel haller dizisi r• 
teoremi11e denktir. Buraia da basil bir he1ap c,• rn dogru olup 

olma11grn1 gosterir. Benzer 1ekilde C,• rn da doJtru olup olmai1Jrn1 

tayin etmek miimlciin Jiir, ilah .... r· tcoremini verilmi!1 herbaogl 

bir Ozel hale tatbik etmek gilc dettildir, \'e Mylece herkes be­

saplamak ietedil?i kadar cok mis41 Qzerlode ooun do~ulajtuoa 

kaoaat getirebilir. Ben de kesin bir i~pat \'erebilecek durumda 

olmad1tt1m1 kabul etmek zoruoda buluodu4umdan, teoremin dojt­

rulu~unu, yeter derececte cok say1da mi~illle, C1" , c,•, ... , C,/ 
ile glletereceflim. llu mis!llerin, verdlttlm kaideoio sadece tesadUf 

neticeei hakikat ile uyguoluk haliode buluoduttuou tasavvur 

etmek iclo herhangi bir kimseye cesaret vermemeye kAfi oldu­

~unu zannederim. 

Etter bir kimee, arad1jt1m1z kaounuo tam beoim vermlt ol­

dui'tum kaouo olduttuodan bl.I! 9Qphe cderse, daha bilyiik say1-

l11ra dair mislller verebilirim. Hesap yapmak 1uretiyle C~ o t t1e 

c:., I in de dogra ofdugana, gani r• ftOreminin evvelce ince/emi1 

oldugumaz hallerin i;ok ataklarznda bile earl oldujunu baluyorum. 

~imdiyc kadar ar;1klam1t oldu~um misiiller, T t1e r• teoremlerinlo 

dottrulujtn bakk1nda beslemie olabileee(timlz fUphenio balutlann1 

tamamlyle datt1tacakt1r. 
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VI. B0L0ME DAlR ORNEKLER VE TAMAMLAYICI BILGILER 

Euler •Saytlar10 c;ok olagaollatll bir kanuou» nu lreefederkeo 

her oe kadar •Diferaneiyel ve Integral l:feaap tam aay1lar1D tabla­
boa uygalanabilecek glbi gOrUnmese bile, neticeye tllrev alma ve 
diger vaa1talarla» varm11b. Enlerio metodunu anlamak ic;in oou 
beozer baz1 mislllere uygulayacag1z. Evvell onuo esaa •vla1ta» 

veya matematlk Aletine bir ad vermekle lee baehyaca1t1z. 

1. Dofruag /onlc.igonlar . Ealerlo moht1raa1oda No. 11 delrl 
netlceyi bugQnkO yaz11 tarz1 ile tekrar ifade edellm : 

~ nx" 
~ 1-x" 

n=zl 

o (1) x + o (2) x ' + • • • +a (n) xn + .. • . 

Sag taraf x 'e gore bir kuvvet eerisldlr. Bu kovvet aerlalnde x" 

nin kataay111 a (n), yani n nlo Mleolerioin toplam1d1r. Bu deolr· 

lemln her ikl tarah x 'in ayo1 fonlralyonunu gGaterlr. Bu fonk­
aiyooun x in kuvvetlerine gore ac;1hm1 a (1), a (2), ... , o (n), ... 
dlzieini •dojtorduitundan» ona o (n) nln tlolurag fonluigona diye· 

cetlz. Genel olarak. ejter 

/(x)=a0 + a,x + a,x' + • · · + a,..i-" + • • • 

iae, /(x) 'e an nin doturay fonkaiyonu, veya au, a., a,, ... , a,., ... 

diziaini dojturan fonkaiyon denir. 

cDoituray fonkalyon» ad1 Laplace tarafmdan tak1lm11hr. 
Fakat Euler, dogaray ronkaiyonlar metodunu kendlelne blr ad 

vermeden Laplace'tao c;ok zaman evvel, bir taneeini paragraf 2 
de gGrmlle oldugumuz, birc;ok muhtiralarda kollanm11h. Euler 
bu matematik Aletl Komblnaeyonlar Anallzl ve Say1lar Teorltl· 
uln blrc;ok problemlerlne uygulanm11hr. 

Bir dojturay fonktlyon biraz da bir c;antaya benzer. Blrc;ok 
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ktt~Uk eoyay1 ayr1 ayri tao1yarak keodlmizi e1k10tiya eokacat1m1z 
yerde, oolartn hepeini bir ~antaya koyareak, tao1yacak tek blr 

9eyimiz (~otaotn kendiei) olur. Buna tamamen benzer eekilde 

ao, a., a., ••. , am ... dizisinin her terimini ayr1 ayr1 ele alacat1-

mtz yerde, onlar1n hepsioi bir :£ a,,l'.n eerielne koyareak, elimizde 

incelenecek tek bir matematik 11ey, yani bu kuvvet serial, bu­
lunmuo olur. 

2. n nin dojturay fonko1iyoounu bulunuz. Yabut ta, ayn1 

11ey demek olan, :::nxn serieinin toplam101 bulunuz. 

3. /(x) 'in a0 , a,, a,, ... , an> ... dizieinl doturdutu verildl­
gine gore 

0 a0 , la, 2a,, •.. , nan1 ••• 

dizisinin doguray fooksiyonuna bulunuz. 

4. /(:r) 'in a0 , au a,, ..• , an-, .• . dizisinl doturdul}u veril­

dl#lne gore 

0, a0 , aJ, ••• , On-L, •• • 

dizisinin doguray fonksiyonunu bulnouz. 

S. /(x) 'in an nin doguray fonksiyonu oldn#u verlldllllne 
gore 

dizieloin doguray fonkslyonnnu bulunaz. 

6. /(x) ve g(x) 'in siras1yla a,, ve b,. nln dojfuray fonkaiyo­

nu oldutu bilindi#ine gore 

ID doguray fonksiyoouna bulunuz. 
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7. Diizlem geometl'ige ait bir kombinasgon problemi. n ke­

narh bir kooveks cokgeo kOl)egenlerioden n-3 tanesi vAs1tae1yla 

n-2 tane Ucgene ayr1hr (~e li:. 6.1 'e bakann). Bu tUrlU bUtiln 

birbirioden farkl1 ayrihl)larm say1e1na Dn diyelim. 

n = 3, 4, 5, 6 ii;in Dn nin drgerini bulunuz. 

~ek. 6.1. Bir albgeoe ait Ui; ayr1he tipi 

8 (Devam). Mii:ill '1 de g<lzoollne alanan de~ealere dayaoa­

rak Dn icio geoel ve ai,;1k bir ifade tahmin etmek kolay degil­

dir. Buounla beraber D1 , D,, D;, ... dizisi al)ajt1ki i,;ok gene! mil­

nada bir rek11rraoe dizisidir: Her terim dej.Uemez bir kaideye, blr 

crekilrrans formillii• ne gore kendieinden Once gelen terlmlerden 

hesaplanabilir. 

D2 = 1 olarak tarif ediniz ve n :::=:: 3 ii,;in 

Dn = D,Dn-• + DaDn-t + D.Dn- • + ... + Dn- 1 D, 

oldujtunu gosleriniz. (Uk balleri kontrol ediniz. ~ek. 6.2 ye mU· 

racaat edioiz]. 

9 (D,•vam). Misill 8 deki rektlrrans formlllUnden Dn li,;lo 

ac1k bar !fade 1;1karblmae1 aoikar degildir. Bununla beraber 

g(x) = D 2x
2 + D,.-c8 + D.,,x' + · • • + Dnl'n + • • · 
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do~uray fonkeiyonunu nazari itibara alarak, g(x) in ikinci de­
receden bir denklem gerc;eklediltini goeteriniz ve oradan da 
n = 3, 4, 5, 6, ... ic;in 

n+1-k 

~ek. 6.2. n kenarl1 bir c;okgenlD ayriht batlang1c1 

D _ _! !_ 10 14- ••• 4n - 10 
,,-2345 n-1 

neticesiDi c;1kar1D1z. 

10. Kare toplamlorr. R1c (n) DID tariflni hallrlayarak (Mie!I 

4.1) bu tarifi R1c (0) = t vaz'etmek auretiyle n = 0 halioe genlt· 

letiniz (kl bu makQJ bir genitletmedir) ve aonra 

00 

L R1c (n) x" = R1c (O)+R1c (1) .< + R1c (2) x 2 + · · · 
n=O 

do~uray fonkeiyonunu ltb!ll ederek 

00 

L R, (n) x" = (1 + 2.T + 2x• + 2x9 + · · · )3 

n~o 

oldu4uo u gOeteriDiz. 
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[R, (n) nedlr ? a'+ ~·+ w' + n denkleminlo u, ~. w ye 

gOre poz1tif, negatlf veya 0 olmak 4zere tam 1ay1h 90ztlmlerioln 

aay1s1. 

1apat etmeniz istenen etltUtln sa~ taraf1ndakl aerinin rolQ 

oe olab1lir? 

1 + 2x + 2x• + 2x0 + "' = L x"'= L R1 (n)xn. 
u= - w n --0 

Hedefiniz olan e1itlljtlo sat taraf101 nasll telll.kki etmeliel· 

ntz? Bel kl 10yle : ::: x"' ·::: x"• •::: x"• .) 

11. MisAI 10 ' uo netieealnl genolle1tlrinlz. 

12. S1r (n) nln tariflni hahrlayarak (Misll.l 4.1) 

dojturay fonkslyonu i9in btr lfade bulunuz. 

13. n ~ 1 ise R, (n) nin 4, R, (n) nln S ve Re (n) nin 16 Ile 

lie bOIOneblldljtiol ispat etmek lcio Misll 11 'l kullao101z. (Bu 

netlce BOl!lm IV teki Cedvel 11 ve Ill le daha evvel kullanil· 

m11hr). 

14. Eter n, 

Sm + 2 1ekllnde dejtilse S, (n) = O, 

Sm + 4 tekllnde detllee S, (n) = O, 

Sm t ekllode dejtllse S$ (n) = O 

oldutunn ispat etmck i9ln Miall 12 yl kullao1n11. 
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15. 

Rk+t (n) = Rk (0) Rz (n) + Rk (1) Rz (n-1) + · · · + Rk (n) Rt (0) 

olduRunn !spat etmek ic;in MisA1 11 'i kullanrn1z. 

16. 

Sk+t (n) = Sk (1) S1 (n-1) + Sk (2) Sz (n-2) + · · · S1c (n-1) Si (1) 

olduRunn !spat edinlz. 

17. BGliim IV teki Cedvel III 'il ayn1 MlOmfln I ve II nu· 
marah cedvellerinden hesabetmek ic;in basit bir metod tekllf 
edlnfz. 

18. ok (n), n say1s10rn Mlenlerinin k. kuvvetleri toplam1n1 
gGetersin. MeselA 

o, (15} = 11 + 3• + 5• + 151 = 3528 ; 

01 (n) = o (n) dir. 

(1) Paragraf 4.6 ve Misll 4.28 te bulunan faraziyelerin, a 

bir tek tam say1 gOstermek ilzere 

o (1) o (2a-1) + o (3) o (2a-3) + · · · + o (2a-1) o (1) = 0 1 (u} 

e§itliRini icabettirdiRini goeteriniz. 

(2) (1) de bulunmUf olan mttnaeebetin Gzel hallerini n1lme­
rik olarak kontrol ediniz. 

(3) Boyle bir gerc;ekleme, gerc;eklenml§ mflnasebetln kendl­
lerinden elde edilmie buluodoRu faraziyelere olan itlmad1m1za 
naa1l tesir eder ? 

19. DiJer bir rekiirran1 formiilii. 

00 

G= L S 1 (m)xm, 

m=l 

H= LS, (m)xm 

m=l 
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do~uray fooksiyoolarin1 dil!j!lnelim. u bir tek tam say1 olmak 

Qzere, S, (4u} =•a vaz'edelim. Bu takdirde MisAI 14 ve 12 dola­

Jay1s1yla 

G =x+x•+x"+ ··· + x (tn- 1)'+ . . ., 

H=•,x'+ •,x"-T s,x'~+ ··· +S,n-1x""-•+ · · ·, 
G'=H 

d1r. Logaritme ¥e sonra tilrev alarak son denklemden 

4 log G = log H, 

4G' H' 
G =fl' 

G·xH' = 4·xG' ·H, 
(x + x8 + x 16 + • · • )(4.1x• + 12r1 x 11 + 20r, x 'n + • • •) 

= 4 (x + 9x9 + 25xu+ · · ·)(•1 x' + •• x" + ·~ .t''0 + · · ·) 

neticeslni c1karmz. Ynkar1ki denklemin her iki taraf1odaki x' , 
x" , x" , ... in katsay1larin1 mukayese ederek, baeit baz1 l!Jlem· 
Jerden aonra !JU mi1nasebetleri bulnruz: 

o., 
tr, 
2.i 
s., 

=O 
-41, 

-3.r, 

-2 •• 

=O 
=0 
-12 •• =O 

... - 1., - 1 h, = 0 

5•11 - 10•• =O 
6s 11 + hu-
7ru -I 2-u -

8•11 +3•15-

91,9 + 4117 -

9•1 -24., 

S.11 -2s., 

1 ... - 22., 
6r11 - 2h, 

=O 
=0 
=O 
=O 

10121 +5119 - 5s" - 201~ -40•1 = 0 
11•11 + IS.u - 4•11 - 19r11 - 39s1 = 0 

.................................... 



DARA OENl!L BIR IPADB 167 

Bu 1latemln Ilk denkleml her ., deter! lctln kendillllnden 

gerctekl~tllinden, ondaa •• 'in deferinl bulmalr mftmkao detfldlr 

ve burada bu denkleml yazmaktan makaad1m11 aadece genel ka­
nuau bellrtmektir. Fakat biz ., = 1 oldutuau bilmekteyiz. Buau 

blllnce iklncl deaklemdea •• O elde ederlz. •• 'O blllnre ondaa 

aonrakl denklemden ., 'I elde ederlz. Ve bOylece •u • ., .,, ... 
dlzl1inln terlmlerinl yukar1kl 1l1temden l1ted1tlmlz yere kadar 

blrblrl arkaa1 aira, yani relciirrans yoluyla beaaphyabillriz. 

Bu alatemln dlkkate deter bu yap111 vardir. •1. •11 .,, ... 
bfty0klt1klerlnden yaln11 1 tane1ial lbtlva eden 1 denklem, lkl 

tanealni lhtlva eden 2 denklem, Oct tanesinl lhtiva eden 8 denk­

lem vardir, llAb ... Bir aatirdan onun albadaklne gf'eince her 111· 

tundaki kataay1lar 1, lndekller de 2 artar. Her al1tunna b111n­

dakl terlmln lndekal 1 olup, o terlmln kataay1a1, kendlalnln IQID· 

de bulundutu .. tirdaki ilk kataay1n1a -4 kabd1r. 

Baton alateml tek bir denklemde toplaya!>illrlz (rekllrraaa 

form Olli); bu deakleml yaz1n11. 

20. Sag1larrn ixslenler toplamrna lair J;I,,. bir folc ola/anlbtfl 

lcanim. 

El .'r paragraf 4 .6 dakl faraziye dofrn 118 

• 111- 1 = S4 (4 (2n-1)) = o (2n-1) 

olup, bu au retie Mlell 19, a (I), a (3), a (5), a (7), • • • dlzlalnla te­
rimlerl ara11nda bir rekl1rran1 form0111 verir kl, bu formal blrctok 

bak1mlardan Euler'in formlllOne goze bataeak dereeede beaser. 

lpret eltltlmlz forml1111 tafatllth 1ekllde 7azia11 ve onun 

Ilk Ozel ballerlnl nilmerlk olarak ger09kleyinl1. 

21. Bizlm lctin, Euler'ln a (n) fctin verdlll rekilrran1 forml11G 

(paragraf 2) lie a (2n-1) fC(ID yukar1kl rekQrrane formflJQ (Midi 
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20) arasrnda bu formiillerin bulunuou bak1mmdan da bir benzer­
lik vard1r. Bizim i<;in sonuncu formttl bir faraziye olup, bu fara­

ziyeyi, Euler'in kendi faraziyesi icin yapm10 oldugu gibi, baoka 

bir faraziyeden «tttrev alma ve dlger vas1talar» ile elde ettik. 

a (2n-1) hakk1nda Misil.l 20 de itaret edllen rekttrrans for­

mtllttnttn, paragraf 4.6 da elde etmit oldogumoz 

S 4 (4 (2n-1)) = <J (2n-1) 

formtllllne denk oldugunu gOeteriniz. Yani bu iki iddiadan biri 

dogru iee, di~eri de ieter islemez dogrudur. 

22. Mieil.l 19 'u genellevtiriniz. 

23. R8 (n) yi R. (n) den mttetakil olarak heeaplamay1 temin 

edeeek bir metod veriniz. 

24. Euler bir ke,fi na•rl ka~1rcl1? Mieil.l 19 ve 23 te hirer 

misalle ayd1nlattlan ve Misll 22 de genel olarak lfade edilen 

metod Euler'e aittir (5
) Euler, bu metodu geliotirlrken dOrt kare 

problem! ve onunla alAkab baz1 problemleri kendlsine belief 

olarak alm11h. Hakikaten Euler metodunu dOrt kare problemine 

oygulam10 ve gOeterilit eaymn1 endllksiyonla ara11hrm1,ttr, fa­

kat R._ (n) ye dalr endOkaiyonla ke11fi (MiaAl 4.10-4.15) pek te 

gll<; olmayan 1ayan1 dikkat kanunu bulmaya muvaffak olama­

m1otir. Bo neden Myle olmuotur? 

n = x' + g 2 + z' + w' 

denklemini incelerken Ulrl11 noktal nazarlar ee<;ebiliriz kf, bunlar 
araemda bilha&Ba tu ikiai de vard1r : 

(1) x, g, z ve w l<;in sadeee negatif olmayan tam eay1lar1 

deger olarak kabill ederiz. 

( 5) Opera Omnia, ser. 1. vol. t, S. 125-136. 
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(2) x, g, z ve w iyin, pozitif, negatif veya e1fJr, bfltlln tam 

eay1Jar1 deiter olarak kabul ederiz. 

1kinei ooktaiuazar daha az a11ikllr olabilir, fakat biz! R,. (n) 

ve R4 (n) ile n nin bOlenleri arae1ndaki 11ayan1 dlkkat baita gOttt­

rur. 1Ik noktaioazar daha aeik!rd1r, fakat bu halde cozilmlerin 

eay181 gOze yarpacak berbangl bir basit Ozeligi haiz olacak gibl 

gOrOnmemektedir. Euler (2) de~il de, (I) noktainazar101 sec;erek 

Mieill 22 de anJatllan metodunu 

yerine 

(1 + x + x• + x 9 + · · · )' 
lfadeeine tatbik etti ki, bu suretle bilyilk bir ke11fin kendielne 

raetlamadan yanmdan gecmi11 oldu. Ba11lang1c;ta birbirine o kadar 

benzer gOrlinen, fakat bir tanesi harikulade eemereli, dlgerl he­

men tamamiyle k1s1r olan iki ara11hrma yolunu mukayese et­

mek yOk ogreticidir. 

R. (n}, S, (n), R, (n) ve S 8 (n) nin BOIQm lV (MisAI 4.10-

4.15, paragraf 4.3-4.6, Mieal 4.18-4.l!S) te ara11tmlm111 olan 

Uzelikleri Jacobi tarafmdan, endliksiyon yoluyla degil di', kendl­

eioin eliptik fonkslyonlara dair ara11hrmalarm1n ar1zl netieeleri 

olarak ke11fedilmi11tir. Bu teoremlerin o zamandanberi birc;ok is­

patlar1 bulunmuu olmakla beraber, bunlarUl arasmda hiybiri ta­

mamen elemanter ve dogrudan dojtruya deglldir. (•) 

25. Eu/e,.'in o (n) 'e do;,. teal'eminin bi,. genelle,til'mesi. k 

verildigine gore 

II (1 - x" )le = 1- L a,. xn 

n=l n=l 

(fl) Bu hueust• ba~ka btlgl l\)ID o. H. Budy ve E. M. Wright, 

An introduction to the theorg of Numbers, Oxford, 1{188, chapter XX ye 

bak1n1z. 
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vaz'ediniz ve n = 1, 2, 3, ... lc;ln 

n- 1 

<f (n) = L am o (n- m) + no,./k. 

m= l 

oldu~unu gosteriniz. 

_ - -~ -

Hang! Ozel bAI paragraf 2 deki Euler teoremini verir '? 
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MATEMATIK ED0KSIYON 

Jakob Bernoulli' nin metoda tabiat bilginleri i~in de onemlidir. 

[Tabiat ilimlerin.Je] Bir B kavram1n1n A gibi bir ozeli/i olarak go­

riinen 1egi B nin, C,, C,, C., ... ozel hallerini mii1ahede etmek 

11aretigle balmaktag1z. Bernoalli'nin metorlan-lan ogrendi/imize gore, 

matematik olmagan, nok11an bir endiiklligonla balanma, bOgle bir A 

ozeligini B kaf1ram111a affetmemeligiz, me/er ki A ozeliginin 8 nin 

karakteri•tikleri ile bajlant1/1 fie bir o:el holden digerine ge~i,ten 

mii11takil oldagana farketmi$ olalzm. Matematik, diger bir ~olc ha-

11a11larda oldugu glbi
1 

barada da tabiat ilimlerine bir model fJer­

mektedir. - ERNST MAcu ( ') 

1. Endiiktif safha. Burada da iee bir misal ile baehyahm. 

Ilk n tane pozitif tam say1010 toplam101 bulmakta bir gUc­

lUk yoktur. Biz burada tUrlil yollarla ketif ve i~pat edilebileo 

11 (n + 1) 
1+2 f- 3+···+n= 2 

formttlilo11 biliniyor kabul edece~iz. llk n tane karenin toplamt 
olan 

1 + 4 + 9 + 16 + · · · + n ' 
' 

( ') Erk~nnlnis and I rrlum. 4.. Autl., 1930. S 812. 

<1> Ho ... lo Solo• ft, s. 107 ye baktDll• 
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ic;iD bir formUI bnlmak daha gllc;tftr. Bu toplam1 n oio kilc;Uk 

dejterleri ic;io besaplamak kolayd1r, fakat bnnlardao blr kaide 

c;1kaxmak o kadar kolay dejtlldir. Bnnuola beraber, yukar1ki lki 

toplam ar11emda bir nevi paralelllk aramak ve onlar1 beraberce 

goz Online getfrmek gayet tabiidir: 

n 1 2 3 4 5 6 

1+2 + ···+n 1 8 6 10 15 21 

1' + 2' + • · · -t n' 1· 5 14 30 55 91 

Son iki eallr araeinda nasd bir mUnaeebet vardir? Akhm1-

z:i oolar10 oren1m iocelemek gelebilir: 

n 

1•+2'-1- ··· • n' 
t + 2+···+n 

1 

1 

2 

5 
a 

3 

7 

8 

4 

8 

5 

11 
3 

6 

13 
3 

Burada kaide aeiklr olup, yukariki oraolar eu eekilde yaz1ltrsa 

onu gozdeo kac;irmaya imkilo yoktur: 

ll 5 
a s 

Boradan 

11 + 2' + · · · + n 2 
_ 2n + 1 

1""7"" 2-r···-t-n- a 

faraziyeeioi c;1karmaktan kac;1namay1z. Sol taraflaki paydamn, 

fspats1z olarak kabul etmle oldujturouz, dejteriol kullanmak eu­

retiyle faraziyemizl eu yeoi eekle dOkmeye sevkedilmle olduk. 

1, + 2, + 82 + ... + n' = n (n + 1) (2n + 1) • 
6 

Bu dojtro mud or? Yanl, geoel olarak dojtrn mudur? Ba 

formf11, oou Uham etmlt olan n = 1, 2, 3, 41 5, 6 ozel ballerlo-
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de tabiahyle do#rudur. Acaba bunlardan sonra gelen n = 7 ha­
linde de do#ru mudur ? Faraziyemlz bizi 

t + 4 + 9 + t6 -l- 25 + 36 + 49= 7·B·t5 
6 

oldu#unu iddia etmeye sevkedlyor ve haklkateo her ikl tarlfm 

da 140 a e1it oldugu besapla anla11hr. 

Tabiatiyle bundan aonra gelen n = 8 balini ele ahr ve onu 

lnceleyebillrdik. Fakat bu yolda kuvvetll bir lslek daymamakta­

y1z. Daha ziyade, formOHln nas1J olsa m1lteak1p balde de gercekle-

1r ~ine inanmak temayUIQodeyiz. ~u halde Myle blr gercekleme 

formUJe olan gQvenlmlze pek az bir 1ey kalacakhr - hattA o 

kadar az kl, bu bususta besaplara glriemek zahmetlne bile de#­

miyecektir. 0 halde farazlyemizi tesirli olarak nas1J muayene 
edeblJiriz ·? 

Egar farazlyemiz baklkaten dotru lee, Ozel blr balden dl­

gerine ge~lvten mQstakil olmal1, yanl Myle blr gecieten sonra da 

earl kalmahdtr. Farzedelim ki 

n(n + 1)(2n -l.. t) 
t + 4 + ·· · +n'= 6 

olsun. Eger bu form QI genel olarak dogru lse, galcanlcinden •onra 

gelen ha/de de cari olda/andan 

1 , ~ , , , , ( + l)' _ (n + l)(n + 2)(2n --!-- 3) 
T .,. 1 ••• 1 11 T II - 6 

olur. Barada farazlyeyl tealrU blr f6kllde kontrol etmek IQID blr 

f1rsat ortaya c1k1yor: Yakarikl satm a1a#1klnden c1kar1rsak 

(n + l) ' = (n + l)(n ~ 2)(2n + 3) _ n (n + 1~(2n + 1) 

elde ederiz. Farazlyenln bu neticesl dogru mudar? 
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Sajt tarafta yap1Jncak kolay blr dllzenleme 

n t 1 
[ (n + 2)(2n -- 3) - n (2n + 1) J 

n ..!.. t [ ] = -5- 2n'+3n + 4n + 6-2n2 
- n 

= (n + 1)1 

verir. Bu suretle muayene edilmlt olan oetlce ltlraz gOtllrmez 

suretle dojtru olup, faraziyemiz gUc; blr deoemeyi baoar1 lie at­

latm10 oldu .. 

2. I.pat aafhaa1. Bir farazlyenlo hcrhangl bir netice1lnlo 

gerc;ekleomesi, o farazlyeye olao gllvenimjzi arttmr, fakat blraz 

evvel lncelemit oldujtumuz netlcenln gerc;ekleomeei ondao daha 

fazla blr oey yapabllir: bu gerc;eklenme farazlyeyl i•pat edebl· 

lir. Bunuo icio sadece, noktal nazanm1z1 blraz deAitllrmeye ve 

yukarda sOylediklerlmizi blraz yeolden dllzeolemeye ihtlyac1-

m1z vard1r. 

Farazi olarak 

t '+ 2'+ ... +n'=n(n+1)(2n+t) 
6 

eoitllAI dojtrudur. 

Ke•in olaralc (ltiraz glltilrmez blr eekilde) 

(n + l)' = (n -t l)(n + 2)(2n + 3) _ n (n + 1)(2n + 1) 
6 6 

e1ltllll dojtrudur. 

Bunlarrn nrticni olarak 
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1t+ 22 + ... + n' + (n + l)' = (n f- l)(n + 2)(2n -+ 3) 
6 
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e1itligi dogrudur. (Sonuncu e1itlik ilk ikieinln toplam1d1r). Bu­

nun mloas1 ,udur: Eger faraziyemiz herhaogl bir n tam saylBI 

iQiu dogru ise, onu tllkip eden n + 1 tam eaylBI icln de ister hi· 

temez dogrudur. 

Faraziyenin n = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 lcin dotru oldugunu lee 

biliyoruz. ~u halde o, 7 ic;ln do[tru oldutundan 8 lcin de dogra 

olmahd1r; 8 icln dogru olunca 9 ic;in de doltru olmalldir; 9 ic;ln 

dogru olunca 10 ic;in de, 1u halde 11 ic;lo de illlh. .. dojtru olma­

hd1r. Btlylece faraziyemlz blltilo pozitif tam say1lar lcio dogru 

olup, onu en gene! 1ekllyle ispata muvaffak olduk. 

3. Ge\:~lerin incelenmesi. Onceki paragraf1n muhakemeel 

biaaz basitle~tirilebilir. Faraziye bakk1oda ikl 1ey bilmek kllfl­
dir: 

1) Onuo n = 1 ic;in dogru oldugu, 

2) n lc;in dogru olursa, n + 1 ic;in de dogru olacag1. Bu tak­

dirde faraziye biiUln tabii say1lar ic;ln dogru olur: 1 ic;ln dog­

rudur, tn halde 2 ic;in de dogru olur: 2 ic;in dogru olunca 3 lc;ln 

de dogru olur, illlh ... 

Burada esash 1ekilde tlnemli blr lspat metodu ile karet kar­
ftya bulunmaktay1z. Bu metoda «n den n .i. 1 e gec;ip diyeblllr­

dik, fakat onuo umumiyetle kullaollan adt «matematik end!lksl­

YOo• dur. Bu mfttad ad, blr ispat metodu lc;in de hie te mOna. 

sip olmayan bir isimdir, c;Onki\ endilkeiyoo (en cok kullan1ld1g1 

rnlloada ahn1rea) sadece inaollabllir bale getlren, fakat lepat 

edlci ol~ayan bir istidlill yoludur. 

Acaba matematik endilkelyonun, endllkslyon ile blr allkaa1 
Var m1d1r '! Evet, vard1r ve zaten biz de oou burada lsminden 

ziyade bu sebepten dolay1 oazan itibara ahyornz. 
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Oncekl mleAJde paragraf 2 deki ispat edicl mubakeme, pa­

ragraf 1 deki eodQktif muhakemeyi tamamlamaktadir ve bu, tf. 

pik blr durumdur. Paragraf 2 deki iepat •endiikeiyonun bir ma­

tematlk tamamlay1c1s1» olarak glSrOomektedlr; etter •matematlk 

endilkelyoo• u bu mAoada bir k1ealtma olarak ahreak, bu terlm, 

oeticede pek AIA U) gun gOriloebilir. (~o balde oou bu miloada 

ala11m - yerle11ml11 teknlk terlruler Qzeriode c;ekl11menin faydas1 

yoktur .) Matematik endOkalyon ekseriya blr endOktif ara1t1rma­

y1 aona erdiren ad1m, yahut bOyle bir ara11t1rman1D son aafbaa1 

olarak ortaya c;1kar ve bu son sufbada, ekseriya lSocekl aafb.alar­

da zuhlir etmi\j olao fiklrler kullan1llr. 

Matematik endilkaiyonu bu <;f'r<;eve il(lnde ele almak lc;ln 

dltter ve daha da lyi blr aebep, bu b61Umf1n ba11lang1c1nda zlk· 
retml\j olduttumuz Ernst Macb'tan ahnan pasajda ima edilmek­
tedir (J). 

Bir farazlyeyi muayeoe ederken, bu fara:l.iyenin tatbik edl· 

lebileceti kabQI edilen tQrlll baller! arathrmz. Bil bOylece, fara­

ziye tarafJndao lddla edlleo mQoaeebetin lcararl1 olup olmad1a1-

oa, yaoi blr baldeo dltterioe geci1teo mUstakil ve bundan milte· 

eaair olmaz karakterde olup olmad1tt1Da bakar1z. Bu euretle dlk· 

katimiz tabii olarak bOyle blr halden dltterine ze,i1e c;evrilmlt 

olur. Newton, •Mermllerln hareketlnl gOzlSnQne getlrlrsek, geze· 

genlerlo merkezcil kuv\•etler vil81ta11yla bellrli yllrQogelerde 

tutulabileceklerlni kolayca anhyabllirlz,. dedlkten sonra, blr ta· 

t•n glttikce daha bllyttk baelaogu; aUr'atlyle atild1tt101 tasavvur 
etmektedir, Oyle kl en aoounda ta11n yQrQngesi, hpk1 ay10 yO· 

(•) Maoh, matemattlr eadalralyon metodunun Jakob Bernoulli ta• 

rahndan lcadedllml• oldutann :sannedtyordu, falrat bu lcattalrl btlJP 
pay1n Pascal'a alt oldutn, gtlrtlnQyor. B. Prend•ntbal, Archiou int.rn11· 

tiona/., d'hi•lori• d., otionu1. no. H, 1958. $, 17 87 1• bak1n1s. Bund .. 

batka Jacobi Bernonlll Bulleenela Opere, Oeneve 17U, vol. [, S.182-1111 
e de balr1n1z. 
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rllogesi gibi dilnyanm etra!inda dola1s10 (MisAl 2.18 (4) e bak1-

n1z). Bu suretle ~ewton, bir merminin hareketinden bir gezege­

nio hareketine sllrekli bir geciti gOzOnllnde canland1rmaktad1r. 

0, iepahn1 fizerine alm1e oldaRu umami cazibe kanununun ayn1 

eekilJe uygulanabilmeei gereken iki hal aras10daki geciel nazari 
itibara almaktadtr. Matemattk endiiksiyonu bir elemanter teo­

remin ispattnda kullaoilan herhangi bir mUptedi de bu baktmdan 

Newton gibi hareket ederek n den n -+- 1 'e geciei, yaoi ispahn1 

Uzerine alm1e oldngn teoremin ayn1 eekilde uygulaoabiJmesl ge­

rektigi iki hal arasmdaki gei;iei nazar1 itibara alJr. 

4. Matematik endiiksiyonun teknigi. lyi bir matematiki;i, 

yah ut iyi bir kumarbaz, veya herbaogi bir iete iyi olabilmek 
ii;io iyi bir tabmioci olmalls101z. lyi blr tahminci olabilmeniz 

icin de, hence evvelA tabiaten ak1lll olman1z Jilz1md1r. Fakat ta­

biaten alolh olm1in1z muhakkak ki kAfi degildir. Bandan baeka, 

tahminleriniz,i muayene etmeli, oular1 vilk1alarla mukayeee et­

meli ve gerekirse onlar1 tadil etruelisiniz ve bOylece kilh mu­

vaffak olmam1e, ki\ll dojtru q1km1' tahmlnlere dair genieligioe 

(ve derinligine) tecrUbe kazanru1e olmaluun1z. Arkan1ztia bOyle 

bir tecrlibe ile, bsngi tabminin dogru vlkllla !,1808101 haiz Oldugu 

ve haogisinin olmad•ll• hakkmds daha 11alilhiyetli bir oekilde 

hOklim verebilirsiniz. 

Matematik endUksiyon, endtiktif bir u&ll.Ue varm11 oldagu­

moz matemalik faraziyeleri geri;eklemekte ekeeriya faydah olan 

bir iepat usiilOdilr. ~u balde, eger matematikteki endliktif arao­
t1rmalar hakk1nda biraz tecriibe kazanmak ietiyoreak, roatema­

tik endilksiyonun tckni~i ile b:raz al101khk peyda etmerniz oa­

yan1 arzudur. 

Bu paragraf ve onu tAkip eden Ornekler ve taroamlay1c1 

bllgiler bu teknigl elde etmenize yard1mc1 olabilirler. 

(1) Endiik1Jigon •afhaar. Paragraf 1 ve 2 de m1lnakaoa edil­

mio olaoa c;ok benzer bir mieAlle iee ba1layaca~11. 11k n tam 
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kare ile a lAkah di~er bir toplam1 k1sa bir oekllde ifade etmek 

istiyelim. 0 toplam oudur: 

Bu loplam1 ilk birkac Ozel bU icin hesaphyarak neticelerl bir 

cedvel eeklinde ifade edece~iz: 

n = 1, 2, 3, 4, ... 

Sura la aoikAr bir tahmln yap1labilir: 

..!_ l ...i. ...!... + ... -1-. 1 
a + 15 115 ' 4n' - 1 - 2n + 1 

Buna benzeyen eski probJemlmizle y11pm1' oldu1tumuz tecrllbeden 

iet fade ederek, bu fa raziyeyi baotan itibaren elimizden geldi~ 

kac1ar te 'rli bir oekilde kootrol edeblllrlz, yanl n den n + 1 'e 

gecifi inceleyebillriz. E~er faraziyemiz geoel olarak dogru iae, 

ooun hem n, hem de n + 1 iclo do~ru olmas1 gerekir: 

1 1 1 
3+15 + .. · + 4n' - 1 

n 
= 2n + 1' 

1 1 - +-+ ... 
3 16 

1 1 n + 1 
4n' - 1 + 4(n + 1)'-1 = 2-;;-:l- 8 • 

Birlncl eoitli~i lkiociden c;1kararak: 

1 n + 1 n 
4(n ;- 1)'-1=2n + 3- 2n ...,.. 1 

elde ederlz. Faraziyemlzlo bu netlceel do~ru mudur? Buoun 
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ic;in bu eeitlijtin her iki taraiinda onion birbirine yaklaet1rmak 

tizere deitieiklik yapahm : 

1 2n • + Sn j- 1 - 2n' - 3n 
(2n-1-2)"i - l - --(211 + 8) (211 t 1) 

Bu son e(litlijtin iki tarafm10 birbirinin bakikaten ayru oldojtunu 

gOrmek icin pek az cebir bilgiei yeti~ir. ~u balde moayene etti­

itimlz netice itiraz gtltiirmez 11ekilde dogrudur. 

(2) /spot sofhas1. ~imdi, paragraf 2 de vermill oldujtumuz 

miaillde yapt1jt1m1z gibi 1htarJarrnnz1 tekrar dtl7.eDliyelim: Kabul 

edelim ki 

1 l l n 
3 + 15 + · · · + 4n"-1 = 2n""T1 

olsun. ltiraz gottirruez eekilde 

dir. 

Netlcede 

olur. n icln dojtru kabul edilen faraziye, bu kabil!Cn neticeei 

olarak n ·- 1 ic;in de do~ru olur. Dijter taraftan faraziye n = 1 

dojtru oldujtondao, her n ic;in do~ru olur. 

(S) Daha k1sa. Qtlztimilniln eodilktlf . eafbae1oa daba az za­

man earfedebllirdik. Faraziyeyi taearlad1ktan eonra, oouo iepatt 

lc;lo malematik endtikeiyon metodunun uygnn 0Jacajt1 akl1m1za 

gelebllirdl. Bu takdirde matematlk endttkalyonu hicbir deneme 

yapmadBD Btajt1ki eekilde dojtrudao dojtruya uygulamayl deoe­
yebiJirdik. 
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Farzedelim Id 

1 1 1 n 
3 +15+ •. • + 4n' - 1 - 2n + 1 

olsun. Buoun neticesl olarak 

1 , 1 1 1 __ 11_ 1 
a T 15 + . • • + 4n1 - 1 + 4(11 + 1)1 -1 - 2n + l + 4(n -j- 1)'- 1 

n 1 
- 2n · l + (2n + 2)'- l 

n(2n + 3) + 1 
- {2n · 1)(2n + 3) 

211' + 3n f· 1 
- (2n · 1) (2n """- 3) 

(2n -t- 1)(n + t) 
- (2n ' 1) (2n -~ 

olup. n tc;in dojtru kabO.I ettl~imiz mUoasebetl n + 1 lc;ln de elde 

etmit olduk. Bo da tam bizden istenen 1ey idi. Bu suretle fara­

ziyeyi !spat etmi1 olduk. 

Ql.\zllmUn bu haf1f deititik 1eklinde tek:rarlar daha az bu­

lunmakla beraber, (1) ve (2) de verilmi1 olan ilk c;l.\zllm 1eklloe 

nazaran bu lklnci 1ekil belki daba az tablidlr. 

(4) Daha da k11a. Elter 

1 1 t( 1 1 ) 
4n1 - l = (2n- l) (2n + 1) = "i" 2n -1 - 2n -1 

oldojtuoa dikkat ederaek, c;Ozllmtl hemen bir bak11ta gl.lreblllrlz. 

(Raayonel fookslyonlarm k1smt keslrlere ayr1h11n1 billraek, bu 
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form Ille tamamen tabil blr eekilde ulaoablJiriz.) 11 = 1, 2, 3, .. " 11 

vaz'edlp elde edilen eoitllkleri tophyarak 

1 1 l 1 
4=1+ 16 -1 + S6 -1 + ... + 411' -l 

- 1 1 ' 1 1 
-1·3 + 3·5 1 5·7 + · · · + (2n-1) (2n + l) 

= ..!.. [(.!. - ..!..) + (2. - 1 )-'-(.!. - ..!.) + ... 
2 1 ~ a 5 • 5 1 

11 

-2n+1 

elde ederiz. 

Burada vukubulmuo olan eey, pek seyrek olan bir ill de­

jtildlr. Matematik endOksiyonla is pat edilmie olan bir teorem 

ekserlya ba11ka bir metodJa daha k1ea bir oekilde iepat edilebilir. 

Hatti\ matematik endOkslyonla yaptlan ispaho dikkatle gOzrleo 

gecirlllel bile bizi Myle blr keetirme yola sevkedebilir. 

(5) DiJer bir mi•dl. O <a< 1, 0 < b < 1 eoitsizllklerine 

uyan iki a, b say1s1 ele alahm. Bu takdirde tabiatiyle 

(1 -a) (1 - b) = 1 - a - b +ab > 1 - a - b 

olur. Buoun tabii bir gene!Jeotirmesi bizi i,u ifadenio dojtru ol­

dujtun u tahmine eevkeder: £/er 11::::: 2 "" O<a,<1, O<a,<1, ... , 
0<Dn<1 ill! 

(1- a 1) (1- a,)·•· (1- an)> 1- a 1 - a1 - • .. - On 

dir, 
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Bunu lepat ii;ln matematik endUkslyon metodunu kullana­

cajt1z. Tatblk edilebilecegi lddia edilcn ilk halde, yani n = 2 ii;io 

bu eolteizlijtin do#ru oldu(tuou gBrmOoti.ik. $u halde, n ~ 2 ol­

mak Uzere, ooun n fcin dojtru oldujtunu kabCU e1erek n + 1 
ii;in de do1tru olacajt101 ispat etmemiz Jl\z1md1r. 

Kaba.I elti1timlze gBre 

(1 - a 1) • • • (1 - On)> 1 - o, - • • • - On 

dlr ve diger taraftRn 

O< an+i < 1 
oldujtunu blliyoruz. 

Bunun n eticesinde 

(1 - 01 ) • • • (1-an) (l - On+ 1) > (1 - o 1 - • • • - On) (1- On+ 1) 

= 1 --- o, - • • • - On - On+ 1 +(a, + • • • +On) On+• 

olur. BBylece n i<;in farzetmlo oldnjturnuz oeyi n -t 1 'icin c1kar­

m10 olduk: t~pat tamamlanm1otir. 

$ek. 7.1. n den n I 1 'e ge~!lj $ek. 7.2. n = 1 hall 
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Matematik endUkelyonun mutlaka bQtlln pozitif tam eay1-
lara dejtil, fakat belirli bir pozitif tam aay1dan aonra gelen bll­

ttlo pozitlf tam eay1lara dair olan teoremlerl de h1pat etmekte 

kullao1Jabilecel?ioe dikkat edelim. Meee!A biraz Once i11pat edilen 

teorem yaln1z n ::?;; i eay1Jar1oa dalrdi. 

(6) n ne fir? Simdi bir dUzlem geometrl teorcmini incele­
yelim. 

Eger P ,okgeni konfleks iu "e Q ~okgeninin ifincle bulunu· 

gorsa, P nin feflrtBi Q niinkinden daha k1sai1r. 

li;teki P i;okgenioio alaoinm duJtakl Q i;okgeninio alanJD­

dan daha kUi;Dk ohnaa1 &1JikArd1r. Fakat yukarda ifade edllen 

teorem o kadar aoikAr dcltildir; hattA P nln konveke olmas1 tart! 

kooulmazsa yanlt1$ olur. 

Sek. 7.1 ispatin esas fikrlni gOetermektedlr. Q dit i;okge­

ninden orada taranm11 oleo pari;ay1 ayirsak, geriye Q nQn bir 

parca•n olan ve 1u iki Ozelilti haiz yeni blr Q' cokgeoi kahr: 

Evvelil. Q', konveka oldujt11Ddan dolay1 AB kenar1n1n uza­

tJh1101n teokil ettijti A' 8' dojtrueunun tamameo bir tarafmda 

kalan P r;okgeolni ihtiva etmekte devam eder. 

Soora, Q' oiln cevresl Q nilnkloden daha kUi;Ukttlr. Hakl· 

katen Q' nUo cevresi Q nUokioden ancak birlncinln A' ve B' 
noktalar1n1 birJeotiren dojtru parcae101, dljterinln ise ayn1 nokta· 

lari blrleettren (taranml!J pari;anto uzak tarafJDdaki) kmk cizglyl 

lhtiva etmeeiyle farkeder. Doj'.tru par~as1 lee A' ve B' noktalari 
erae1ndaki en k1ea yoldur. 

Q den Q' ye ger;tijtlmiz gibi, Q' den de dijter bir Q' cok­
genioe gecebilirlz. Bu suretle Q, Q', Q', ... glbi blr i;okgen dl­

zlai elde ederiz. Bu cokgen lerin herblrl bir Oocekinfn i<;iude bu­

lunup, onuokinden daha k1sa bir cevreyi baizdlr ve bu dizinio 

!!OD cokgenl p dir. Su balde p oin cevreal Q nllnkinden daha 
k1sad1r. 
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Yukariki lepaltn tabiabn1 tan1mam1z lh1md1r: Bu hakikatte 

matemntik endllkslyonla yap1lm1e bir lepatltr. Fnkat burada n 

nedir? EndUksiyon burada hangi bllyUkllljte gore yap1lmaktad1r? 

Bu, ciddt bir sorudur. Matematik endllksiyon tUrlil alan 

larda ve bazao cok gUc ve mujtlak problemler<le kullao1hr. Gizli 

bir ispah ortaya c1karmaya i;ahe1rken, eu hayali soruyla kartl· 

latabiliriz: n ne olmahdu? Haogi b'1yUklUjte gore matematlk 

eodtlksiyoo yapmahy1z ? 

Oocekl lepatta n olarak ii; kont•ekt i;okgenin kenarlanndan 

dz, i;okg~nin i;evresine tamamen ait olmayarilann saguro1 almak 

11ayaa1 tavelyedlr. ~ek. 7.2 n = 1 blline Ornelc teekll etmekte­

dlr. ~ek. 7.1 de neye n demenio tayan1 tavsiye olacajt101 bul­

may1 okuyucuya b1rak1yoruz. 

VII. B0L0ME DAIR 0RNEKLER VE TAMAMLAYICI 
BILGILER 

1. 

1 = 1 

1- 4=-(1+2) 

1-4+ 9= 1+2+s 

1 - • + 9 - 16 = - (1 + 2 + 3 + 4) 

olduitana dikkat edioiz. Bu mislllerio llbam etliiti genel kanuou 

tahmin ederek. uygun bir matematik yaz1e tarz1 ile ifade edlolz 

ve onu lapat ediolz. 

2. P,., Sn ve S:' icin e1rae1yla mlell 8.13, 3.14 ve S.20 

de tabmio edlleo ac;1k formulleri lepal edioiz [Misll 3.11, 3.12.) 

3. 1 • + 2• + s• + ... + n• 
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lc;lo blr ifade tahmln edloiz ve bunu matemaUk endOkelyonla 

iepat edlniz. fMlsAI 1.4. I 

4. n ~ 2 lc;lo 

( 1- ~) ( 1 - ~) ( t - 1~) ... ( 1- ~t) 

yi veren bir ifade tahmln ederek bunu matematlk endtlkalyonla 

!spat edioiz. 

5. n ~ 1 ic;in 

(1-i.)(1-!.)(1-.±.)···(t - 4 ) 1 u 25 (211 - l)' 

yi veren bir !fade tahmiu edioiz ve onu matematik endQkelyonla 

!spat edlniz. 

6. 

mOnatebetini genellettlriniz ve buldnjtunuz genelletlirmPyi ma­

tematlk endOk:t1iyonla lepat edioiz. 

7. 

a., a,, a 1 , •• • ,a,., ... 

dizlelnden gPnel tPrimi 

1,.=01 +a,+ ... +o,. 
olan 

•1, •t• ••• ... ,In, ..• 

dizlslne g~it itlemlnf ele alahm. Bu itleme (yani ••• ,,, •a .... 
dizleloln tetklli iflemlne) •a,, a,. a1 , ... dfzlalnf toplamak» de-
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oir. Bu terimi kullanarak e\·velce (M:isAI 1.3 te) miltabede etmit 

oldugumuz bir vAk1ay1 a1ajt1ki 1ekilde ifade eJebiliriz. 

BIHUn pozitif tam say1lar1n te1kil ettiRi 1, 2, 3, 4, ... dizl­

sinden 1, 4, 9, 16, ... tam karolrr dizlsioe ikl ad1mda gei,;ebllir­

siniz: 

(I) ~Ira numaras1 ryilt olan terimleri diziden ryakarmak (2) 

geri kalan diziyi toplamak. Haklkaten, 1u cedvele bakan1z. 

1 2 s 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 ... 

1 r; 

9 

7 

16 

9 

25 

11 

16 

Bu iddlay1 matemalik endilksiyon ile ispat ediniz. 

13 .•• 

49 ... 

8 (devam). BUtiln pozitif tam say1lann letkil ettlgi 1, 2, 

3, 4, ... d!zieinden 1, 8, 27, 61, ... tam kilpler dizisine 1u dort 

adamda gei;ebilirsiniz: (1) S1ra numaras1 S Qn kah olan terimlerl 

diziden c;tkarmak (2) gerikalan dlzlyi toplamak (3) Bu eon dizide 

s1ra numar891 cift olan terimlerl diziden c1karmak (4) gerikalan 

diziyi toplamak. A!Jaj!•ki cedveli incelendikten sonra bunu ma-

temalik endllksiyonla 1!1pat ediniz : 

1 2 s 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 ... 

1 2 4 5 7 8 10 11 rn ... 

1 s 7 12 19 27 37 48 61 ... 

1 7 19 37 61 ... 

1 s 27 6~ 125 ... 

9 (devam). BUliln pozilif tam eay1lar1n te1kil ettijti 1, 2, 

S, 4, ... dizis!nden 1, 16, 81, 256, ... tam dOrdflncil kuvvetler 

dizisine a1ag1ki cedvelde gorfllebllecek olan all! adamda gecebi­

Ursinlz: 
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 ... 

1 2 3 5 6 7 9 10 11 13 ... 

1 3 6 11 27 2-l 33 43 44 67 ... 

1 3 11 17 33 43 67 ... 

1 4 15 32 65 108 175 ... 

1 15 65 175 ... 

1 16 81 256 ... 

Bu vil.kiaJar size oeyi tel kin eder? 

10. 
1 - 1 

1-5 =-4 

1-5 + 10 - 6 

1-5t10-10 =-4 

1 - 5 + 10 - 10 + 5 -
1 - 5 + 10 - 10 + 5 - 1 = 0 

olduguna dikkat edereek, 0 < k < n \·e n= 1, 2, 3, ... icin ou 

genel lfadeye sevkedilmii, oluruz: 

( ~ )-(;) + (; )-(;) + ... + (-l)k (;) = ( - l)k ( n~l) 

Bu ifadeyi matematik endiikeiyonla iepat ederken n den 

n + 1 'e gecmeyi ml, yokes k dan k + 1 'e gei;meyi mi tercih 

edereiniz? 

11. Bir tenie turnuvaetaa 2n kiei katllmaktad1r. Turnuva­

n1n ilk devresin'.ie her oyuncu bir defa oynamakta olup, netlce­

de bu devrede herbiri bir cift oyuocuya ait n tane oyun mev­

cuttor. Birlnci devrede oyuocularrn tam 



188 MATEMATlK ENDUKSiYON 

Hl·5·7 . .. (2n-1) 

ayr1 eekilde birbiri ile eeleetirllebUecegini gosteriniz. 

12. Daha faz:la 1eg ispat etmek daha az zahmetli olabilir. 

1 
l-.t' =/o(x) 

oleun ve / 0 (x), / 1 (x), f 2 (x), ... dizisini n = O, 1, 2, 3, ... i<;in 

f ( ) _ d/n (x) 
n+1X-X~ 

earti ile tarif edelim (Bl>yle bir tarile rekiirrans tarifi denir: 

/n+i 'i bulmak ii;in /n 'yi kullaomam1z laz1md1r.) 

x 
I l (x) = (1 - xr, x+x' 

f, (x) = (1 - x)•, I ( ) _ x + 4x' + x• 
1 x - (1- x)• 

olduguna dikkat ederek, n:::... 1 i<;in fn (x) 'in paymm sabit teri­

ml O ve dijter katsaytlari pozitif tam eay1lar olan bir polinom 

oldujtunu matematik end!iksiyonla ispat ediniz. 

13 (devam). In (x) e ait dijter blr tak1m ozelikleri endliksi­

yon yoluyla bulunuz ve matematik endilksiyonla iepat ediniz. 

14. Teoreminizi dengeleginiz. Matematik endttkeiyonun uy­

gulanabilecegi tipik A teoremi A" A,, A., ... An, ... gibi eoneuz 

eay1da ozel hali halzdir. A1 bali ekseriya kolayd1r; hi<; olmazsa 
olmazsa A, belirli vAs1talarla ispat edilir. A, bir kere iepat edil­

dikten sonra An yi dogru kabftl ederek An+• 'i ispat etmemiz 
gerekir. A dan daha kuvvetli olan bir A' teoremi bazan A dan 

daha kolayl1kla iepat edilebilir. (•) Hakikaten A', A 1' A,', ... , 
An', . . . ozel ballerinden lbaret oleun. A dan A' ye gei;erken is-

(<) Bu •mueldin paradokeu• dur; Hofl) to Sole ft, S, 110 'u bak1111z. 
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patm yllkilnll ag1rla1hriyoruz: An+i yerine ondan daha kuvvetli 

A:+t i iepat etmemiz gerekiyor. Bununla beraber iepatin daya­
nag101 da daha kuvvetlendirmit oluyoruz: An yerine daha cok 

bilgl ihtiva eden An' yi kullanabiliriz. 

Mieill 12 nin c;l:lzilmil bu noktay1 ayd1nlatmaktadU'. Fakat 

iJAve ihtarlarla bir netice veklinde ispab daba uygun olan mieill 

13 teki l:lzellkleri de loin ic;lne eokmak c;l:lzllmil hlzumeuz derece­

de yilklil bale getirirdi. 

Matematik endtlkeiyonla bir ispat kurmaya c;ahv1rken, umu­

miyetle birbirine zit iki eebep ytlzllnden ba1ar1e1zlJga ugrayabi· 

lirsiniz. Ya cok fazla oey iepat etmek ietediginiz lcin baoar1s1z-

1Jga u~rayabilireiniz: An+ 1 iniz luzumundan fazla ag1r bir yllk 

olabilir. Yahut lilzumundan az vey iepat etmek ietediglnlz ic;in 

baoar1e1zllga u#rayabilirelniz: An niz Jtlzumundan zay1f blr da· 

yanakttr. Teoreminizin ifadeelnl l:lyle dengelemek zorundaem1z 

ki, dayanak yiik ta11maya tam tamma yeterli oleun. Bl:lylece 

iepat meka nizmas1, sizl vii lualara dair daha dengeli ve onlara 

daha uydurulmuv bir gl>rlive g<>tllrilr. Bu, iepatlarm ilmin kuru­

luoundaki rolil bak1mmdan tipik bir durum olabilir. 

15. llerige bale~. Daha gilc; alanlardaki daha kar1v1k prob­

lemler, daha ivlenmif bir matematik endflkeiyon teknigine ihti­

yac; gl:leterirler ve bizi bu l>nemli iepat metodunon c;eoitli deg!. 

tlk tekillerine gotftrilrler. Groplar Teoriei bize en vayam dikkat 

mieAllerin baztlann1 verir. Enteresan bir deRloik 1ekil •geriye 

dogru matematlk endilkeiyon» veya •n den n-1 'e gec;ip tir; 

bona dalr enteresan bir elemanter mieAI ic;in G. H. Hardy, 

J . E. Littlewood ve G. Polya, lneqaalitie•, S. 17 ve S. 20 ye 
bak1n1z. 

16. Q, = 1 ve n = 2, a, ... icin 

1 n I (n + 1) I (n + 2) I .. · !2n - 1) I 
Qn-1 Qn = 2n(n-1) 0 ! 11 2 I • • • (n -1) I 
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oldogu verildlgioe gore, Qn li;in genel bir ifade bulunuz ve onu 
iepat ediniz. 

17. Herhangi n •ag1 birbirine e,it m;d;,.? Siz buna, bay1r 

dlye cevap verecekeiniz. Fakat biz, bunun aksini matematik en­

dUkeiyonla iepat etmeye c•h1abiliriz Bununla beraber fU iddiay1 
iepat etmek daha cazip olacakhr: «Herhangi n tane kmn g!lz­

leri aym renktedir.» 

n = 1 ir,;ln iddia a1,1lkilr (yahut «bop) olarak do~rudur. Ge­

riye n den n t 1 'e gecmek kahyor. Mlltahhas bir bali gOzOnOne 

getirmek icin burada 3 ten 4 e gecccck ve gene! hall size b1ra­

kacag1m. 

Sizi Ann, Berthe, Carol ve Dorothy, yabut k1eahk ii;in 

A, 8, C, D gibi berhangi dOrt k1za takdim edeyim. Kabul etti­

jtimize gore (n = S) A, 8 ve C nin gOzleri ayn1 renktedlr. Ayo1 

ijekllde gene kabul ettijtlmlze gtlre (n = S) 8, C ve D nin g1lzle­

ri de aym renktedir. Xellcede dllrt k1z1n da, yani A, 8, C ve 

D nin gOzleri ayn1 renkte olmahd1r; tam ai;1khk li;in 10 diyag­

rama bakabiliralnlz : --A, d. C, D. ------
Bu, iddiay1 n 1 1=4 lcln iepat etmekte olup, meeelA 4 ten 5 e 

gecmek te a1lkAr olarak yukar1ki geQlijten daba gllQ detildlr. 

Bu paradokeu izah edlniz. Bir cok k1z1n gOzlerioe bakmak 

auretiyle deneyeel yolu da tutabillralolz. 

18. Paralel dojtrulara (eonauzda) keal1,1iyor gOzUyle bakthr­

sa, «Bir d!lzlemdeki herhaogl n do~ru ortak bir ooktay1 halz­

dlr.» 1ekllodeki blr iddla n = 1 ii;lo (bot olarak) ve n = 2 lcln 
(yukar1ki tefelrlmlz aayeelnde) dogru olur. Bu lddlanm matema­

tik endllkelyoola blr (paradokHI) lepatio1 in1a edlniz. 
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MAKSIMUMLAR ve MINIMUMLAR 

Dunyanrn 9ap1•1 en miikemml'l bir gap1 oldujanclan "" en 

akzllz garatan torofrnclan ku~ulmu1 bufunclujundan, bu diingacla 

it;inde bir maksimum veya minimum sebebinin apga r:1ka,.,/am19a­

ca/1 hi1 bir M li•e fJukubulmaz. - EULER 

1. Modeller. En biiy ilk ve en kttc;ilk dejterlere dalr prob­

lemler, yanl makeimum \'e minimum problcmleri ayn1 gttc;IUktekl 

dijter matematik problemlerinden belki de daha eAzip olup, bu 

husue tamamen ilkel bir 11ebebe ba~lanablllr. Haklkaten, hepimi­

zio 1absi probleruJerimiz \'ard1r. Bunlarll dikkat edersek, ekeerlya 
onlar1n blr nevi makeimum veya minimum problemleri oldukla­

r101 gOrUrttz . MeeelA belirli bir oeyl mttmkfln olan en ucuz fl­

yata eatio almak, veya belirll bir gllyretle mllmklin olao en btt­

yflk teelrl elde etmek, yahut verilen blr zamanda miimkttn ol­

dujtu kadar c;ok it yapmak ve, tablahyle en az rlzikoya girmek 

leteriz. Bence, makeimum veya mlnlmuma dair matematik prob­

lemlerlotn bize cAzlp gelmesl, oolarm gQnlQk problemlerimlzi 

idealize etmelerindendir. 

Biz batt4, Tabiatm da bizlm yapacajt1m1z gibi, yani en az 

gayretle en c;ok teeir elde edecek 1ekllde hureket ettijtini tasav­

vur etmeye meyyaliz. F1zikc;iJer bu nevi fiklrlere berrak ve ya­

rarh oeklller vermeyi ba~arm11lard1r; onlar blr tak1m fizik bA­
dieelerlol «minimum preneipleri» vh1tas1yla taevlr etmektedirler. 

Bu nevldeo ilk preoeip (Maopertule ad1na izafe edllmesi Adet 
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olan •En kllc;ttk teslr prensibi•) eaas itibariyle Euler taraf1ndan 

gellotirilmiotir; on on bu bOlllmfln b&flllda zikredilmio olan eoz­

lerl makeimum ve minimum problemlerinio, ic;inde yaoam10 ol­

dugu yllzy1hn bir c;ok iUimlerine hltap etmio oldogonu tabmio 

edebilecegimlz, bellrli bir yOofloQ canh bir oekilde anlatmak­

tad1r. 

Buodan sonrakl Mlttmde elemanter fi1ikte ortaya c1kan 

birkac makeimum ve minimum problemi lie meogul olacag1z . 

e1mdiki bOlllm, bizi bir sonrakine hazirhyacaktir. 

Diferaneiyel He&ap bize mak&lmum ve minimum problemle­

rioi cozmek iQin genel bir metod verir. Burada bu metodu kul­

lanm1yaceg1z. Onun yerine kendimizln birkac •model• int gelio­

tlrmek daba ogretici olacakhr. 

Bir problem! bakikt blr aolayuJ ve allka ile c;Ozttnce, de­

gerll bir mala sabip olursunuz: benzer problemlerl c;ozerkeo tak­

lit edebilecegioiz bir model. Eger blr modell tilklp etmeye ~all-

01r&an1z, eger onu tlkip ederkeo bir baoar1 elde ederseniz, eger 

baoar101zrn sebeplerl, c;ozttlmtlt olan problemlerin birbirioe ben­

zerllgi, bir problemln bu tllrlQ cozfllmeeioi temin eden oarllar, 

v.s. flzerinde dfltilnttrseolz, o modeli geli1tlrmit olursunuz. Boy­

le blr modell gelletirmekle belki de sonuoda bakikt blr ketfe ula-

1abllirslnlz. HiQ olmazsa, dttzenli ve hemen kullamlablllr bir 
bllgl elde etmek lc;ln blr fir&&ta aahip olmuo oluraunuz. 

2. Mlall. Hepti agn1 diizlemde bulanan iki nokta ile bir 

dolru fJerilmi1 olup, nolctalarrn her ikiti do/ranan agm tarafrn ia­

d1r. Verilen dolra iiserinde ogle bir nokta balanuz lei, "erilen iki 

nolctag1 birle,tiren do/ra par~a.1 o nolctadan en biigiik a~1 altrnda 

g6riil1iin. 

Ql\zmek latedlgtmiz problem budur. etmdi blr 1ekll c;lzerek 

<eet. 8.1), uygun bir yaz11 tarz1 lthll edeceglz: 

A ve B verilmlt noktalar, 
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l verilmio dogru, 

X te l iizerinde degioea bir nokta olsun. Verilmio AB do!l­

ru paryas1n1n X degioen noktae1ndan gOriind fll?il <i: AX B av1s1m 

nazar1 it1bara alahm. Bizden X noktas1n1D l dogrusn llzerinde 

bu a1;1y1 maksimum yapan mevkilni bulmakl!g1m1z isteniyor. 

8 

-A~-1 
x 

$ek. 8.1. Ea iyi goriiniloii 
aramak 

$ek. 8.2. A1;1n1D deitieimioin 
grafigi b!lyle olabilir 

I yi bir dfiz cadde olarak tasavvur edelim. Eger l llzerinde 

bir noktadan A dan B ye kadar uzanan bir hedefe ateo et.mek 

isterseniz, bizim arad1g1m1z noktay1 sei;meaiz icabeder; cfinkll o 

nokta size en b!l.yiik isabet ,ansrn1 verir. El}.ir kOoeleri A ve B 
de buJunan bir bina cepbesinin l yolundan resmlni cekmek gibi 

daha eiilhcu bir niyetiniz varsa, gene arad1g1m1z noktay1 secme­

lisiniz, viinkl1 bu nokta en genio gOrttnii!l!1 verir. 

Problemimiziu coziimli hemeu derhal gorillmemektedir. Fa­

kat, maksimuma nerede ula11Jd1grn1 heniiz gl!rmemekle beraber, 

Ona bir gerde u1a,1Jd1gmdan oiipbe etmemekteyiz. Bu bueus ne­

den bu derece a Ida yakm gelmektedir? 

Eger maksimumunu arad1g1m1z avanm dei?ioimini gozOnllne 
getirirsek, bu hususu izah edebiliriz. $imdi I dogrusu boyunca 

AB dogru parc;as1na bakarak yiiriidttgilmllzii tasavvur edelim. Ba· 

reket noktam1z olarak l dol}rusu ile A ve 8 den gecen dogrunnn 

kesi,me noktas1n1 seyelim ve saga dogru yUrilyelim. Ba1Jang11;ta 

AB nin goriindl1jtil a1;1 s1f1r olup, sonra bu a\)1 artmaya baolar; 
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nlhayet AB den ~ok uzak oldu~umoz zaman bu ac1 tekrar azal­

mahdir, zlra onun aonauzdaki detteri gene a1f1r olur. <1> 

Her nekadar l do~ru1u tlzerlode maksimumu veren noktayt 

cok muhtemel olarak ihtiva etmeyen uzun dotru parcalar1 vere­

biliraek te, bu aoruya tam cevap vermek kolay detlldlr. l dot­
ruau Qzerinde herhaogi bir nokla secelim ve bu noktamn ad1na 

X d1yelim. Geliei gQzel secilmie olan bu noktan1n arad11t1m1z 

makalmum mevkiiode buluomamaa1 cok muhtemeldir. Bu nokta­

mn makalmum mevkiiode bulunup bulunmad11trna tamamen ke· 

sin blr 1ekllde na11l karar verebiliriz '? 

Bu huauata oldukca kolay blr l~Y aOyleyeblliriz <'>. Ejter 
bir nokta makaimum durumuoda dejil•e, makalmum durumunun 

otekl tarafwda bahia konuau ac1n1n ayn1 deteri ald1t1 diter blr 

nokta mevcut olmahd1r. Acaba l dotrusu tlzerlnde, AB dotru 

parcas101 X noktaa1010 gOrdUIQ ac101n ayn111 alt1oda gOren 

diter bir X' noktaa1 var m1d1r? Nlhayet, lete hemen cevap 

verebilecetimiz bir aoru : (elf er bir X' varea) X ve X', blr 

daire !cine c'ziJmie ac1lar1n billnen blr Ozeli~lne (0klid III, 21) 

gore, A ve B noktalar1ndan geceo ayn1 bir dalre Qzerlnde bu­

luomahd1r. 

Ve 9imdi fikir ortaya c1kabillr: A ve B noktalar1odan ge· 

cen bircok daireler cizelim. Eter bOyle blr dalre do#fuyu Sek. 8.8 
tekl X ve X' gibl ikl noktada ke1eree, AB dotru parcaa1 X ve 

X' noktalar1ndao aym ac1 albnda gOrOntlr, fakat bu act mllm­

klln olan en bnytlk ac1 de~ildir. Zlra l yi X lie X' araamda ke­

een bir dalre daba bllyilk bir ac1 verir. Su halde dotruyn kesen 

( ') Eller ~ AX8 yl l dotraau Daerlade llleDlea usakhA•• fonkal­

yonu ol•rak dDtDDDraek, ah••k oldutumuz &lbl bu fonkalyonu (dill ko­

ordlnat ell:llenlerlne &llre) blr irartkle gll~tereblllrls. eek. 8.1 bu 1rart· 

tin kalltatlf blr krokl• lnl vermekte olup, orada <; AXB, XY ordlnahyla 

111.terllmektedlr. 

(') eek 8 .1 ye bakaraak 9ok kolay. 
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daireler lelmizl g6rmez; en biiy!lk ac1n1n tepesi A ve B den ge­

cen ve l ye tefet olan . blr dalrenio l ye clejclili noktadadir 

($ek. 8.3 teki M noktas1). 

~ek. 8.3. Tefet olan bir 
tesviye cizgiei 

$ek. 8.4. Difer blr tefet 
teeviye cizglsl 

3. Teget tesviye \:fzgisi modell. Bulmue oldufumuz ~GzQ. 

me bakal1m. Ondan ne Gtreoebillriz? Ooda Goemli olan ne· 

dir '? Oouo hangi karakteristikleri uygun bir 1ekilde genelle1t1-
rilebiiir? 

Biraz dtlo!lndilkten eoora en esash gorttnen ad1m pek goze 

carpan bir eey degiidir. Bence hayatl ad1m noktai oazar1m1Z1 

genloletmek, I doRrueunun d1e10a c1knrak makaimum yapllma11 

iatenen b!ly!lklil(tun (AB yi g6reo ac1) dflzlemin l d111ndakl nok· 

talarda da dcterlerini oazar1 itibara almak olmuetur. Biz bu ac•· 

mn tepesi dQzlem fizerinde dola1tmld11'hoa gGre deterinin defl­

timini, yanl bu ac;m1n degerinin kendi tepealoln durumuna na­

all bajth bulundui?unu ele aldtk. K1saca, biz bu ac;1y1 de/i1/cen 

bir nok.tantn (yanl ac•nm tepeei) fonlcaigonu olarak d11tl1ndilk ve 

bu noktaya cliizlem iizerincle defleiyor gGzilyle bakt1k. 

Bu ac;1, tepesJ A ve B yl birleetJrcn blr daire yay1 ilzerlnde 
hareket ettikce eabit kal1r. Boyle blr dafre yayma bir tewige 

~izgi•i dlyelim. Bu ifade erlomek fizere oldugumuz gene! noktal 
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nazar1 belirtir. Dellltken bir noktanin blr fonkeiyonunun kendi­

leri Uzerlnde eabit kald1klan egrilere genelJikle o fonkeiyonun 

te11viye c;1zg .leri den Ir. 

Fakat problemimizin bilinmeyenini de unutmayahm. Blzden, 

tepesi diizlemde serbi·st olarak hareket edemeyip te l dogrueu 

gibi evvelden verilmit bir yoldao ayrdanuyan bir ac;1mn (yaoi 

degitk• n bir noktao1n bu fonkeiyonunun) maksimumunu bulrnak­

hg1m1z isleniyor. Evvelden verilmlt yolun bangl noktaemda 

makelmuma ula11hr? 

Cevab1 timdiden bilmekle beraber. onu daha iyi anlamaya 

ve ooa daba geoel bir noktai nazardan bakmaya c;aJ11ahm. Bunun 

lc;io ona beozer daha genel ve c;ok mCltabbas blr misill ele alahm. 

Blr baritada \'e o barita~ in gOsterdigi arazide (daJlhk blr 

memleket dlltiinelirn) •tesviye el'frileri» nin ne oldu~unu blllyor­

sunuz. Bu egriler. eabit yllkseklik e~rileridir; harita Uzerlode bir 

tesviye egriei, yeryllzllnde denlz eeviyeeinden e11t yilkaekHkte 

balunan noktalora haritada tekablll eden noktalar1 birlevtlrir. 

Deniz.in 100 ayak (jt) yUkeehligini tasavvur edereenlz, koylar10 

vildilcri doldurmas1 neticeeinde yeni deniz seviyeslnde yen! bir 

eahil bath te1ekkIU eder. Bu yeni eahll bath 100 yiikeekligloe 

tekablll eden tesviye i;izgisldir. Harlta yapanlar harita Uzerine, 

mesell 100, 200, 300, ... yllksekliklerioe tekabnl eden, e1lt ara­

hkh birkac tee\•iye c;izgiei c;izerler; fakat biz herblr yllk1eklik 

19io, arazioio berbir ooktasmdao gec;eo bi.r yflkeeklik Qizglel 

ta~vvur edebiliriz. Haritac1 lc;ln, veya arui Uzerinde dolatirken 

eizin IQiD, (lnemli olan deltltkeo nokta fookeiyoou deniz eevlye­
einin Uzerlndeki yttksekllktir; bu fonksiyon herblr tesviye c;lz­

glsl boyunca eabit kahr. 

e1mdl, evvelce (paragraf 2 de) mllnaka1a etmlt oldugumus 

probleme beozer bir problem ortaya atahm : Bir voae, yani ev­

velden verilmit bir yol, llzerlnde yllrttmekteelolz. Bu yolun 

hangl noktas1oda yllkaekligio maksimumuna erltirsiniz? 
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Bu maksimum yiikseklijte nerede eritimedi!tinizi eOylemek 

cok kolayd1r. Ozerinden gecerken 1111a1t1ya todlitiniz veya yuk:a­

r1ya c1kt1g1mz bir nokta muhakkak ki no makeimum, ne de mi­

nimum noktae1 olabilir. BOyle blr uoktada yolanuz bir tesviye 

egrisinl keser: Maksimuma (yahut mlnlmuma) "erilmi1 golun bir 

te11vige ~izgi11ini kesti/i bir nokta la eri#lemez. 

Bu esaeh hueueu kaydettikten sonra, miealimize dOnellm 

(Paragraf 2, ~ek. 8.1, 8.2, 8.3). Evvelden verilmi!I yolu bilt!l· 

ntlyle dUeUnelim, yani l doltrueunu A ile B yi birle11tlren dojt­

ruyu k• slijti ooktadan (sa#a dojtru) eooeuz uzakliga kadar na­

zari ltlbara alahm. Bu yol, bir taneei mUstesna her noktas1oda 

bir tesviye Qizgleioi (u9lar1 A ve 8 olan blr daire yay1) keeer, 

istiena edllen noktada ise bir teeviye cizgieine (bOyle bir dalreye) 

tegettir. Ejter herba[lgi bir y.lrde makelmum varea, bu noktarla 

olmahd1r: Mak11imuma "eren noktada ev"elce "erilmi1 go/ bir te11· 

"ige ~izgi11ine tejettir. 

Bu ifade mi@llimizin arkaemdaki gene! fikri QOk ku\•vetle 

tma ediyor. Fakat bu imay1 inceleyellm. Oou baeit bir benzer 

bale tatbik ederek, nas1J i~ledijtioe bakahm. t~te kolay bir mi.Al: 

Verilmi1 bir dogru iizerinde "e "erilmi1 bir noktadan en kii.• 

~iik uzaklrkta bulunan nokta!l.r balunuz. 

A verilen nokta, 

a verilen do#ru oleun. 

Verileo A noktasmm a dojtraeu Ozerincle olmad1#1 farzedll· 

mektedir. Blzden ietenilen 11ey, A dan a ya olan en k1sa azak­
hjt1 bulmakhr. 

Buoun QOzttmttnfi herbs bilmektedlr. Sakin bir denlzde 

yUzmekte oldnltunuzu ve ~o anda A noktaemda bulundujtunuzu 

taeavvar edlaiz. a dojtrueo dilz bir sahlll gOeterln. !9inize ans1zm 

bir korku giriyor ve kendlnizi mUmkiln oldujtu kadar cabak 

aabile atmak istiyoreanuz. Sahildekl en yakm nokta nerededir? 
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Onu dUeUnmeden billrslniz. Bir kOpek te 0011 bllir. Suya ahlm111 

olan bir k!lpek veya bir inek te A dan a ya Qlzllen dlk boyunca 

yilzmeye baolard1. 

Fakat blzlm buradakl mak&ad1m1z QOzllmU bulmaktan ziyade, 

onu bulurken genel blr fikri incelemektlr. Minimum yapmak 

istedijtimlz bUyOklOk degioken bir noktan10 A noktasma olan 

uzakh~1d1r. Bu uiakhk degi11en noktan10 durumuna tAbidir. Bu 

uzakhjta alt tesviye cizgileri aoikllr olarak orlak merkezlerl A 

olan dalrelerdlr. •\'erilmie yol• a dojtruaudur. Verilmio yolun 

bir tesviye Qlzglslnl kesti{ti bir noktada minimuma erieilemez. 

Hakikaten minimum, verilmio yolun blr teavlye i;izglsine teget 

oldugu (tek) noktada zubOr eder (~ek. 8.4 Un M nokta11). A 

noktas1ndan a do[trusuna olan en k1sa uzakhk - ilk baetan da 

bildiglmlz glbl - merkezl A olan ve a ya teget bulunan dairenln 

yarlQIPJdtr. Gene de yeni bir eey ogreomle olduk. ~imdi genel 

flkrl daba acak olarak gOrtlnmekte olup, onu tam &Qtkhga kavuo­
turmay1 okuyucuya btrakabilirlz. 

Ooceki problemlerln esas karakterlstiklerini IQlk blr oe­
kilde kafam1za yerleetirdikten sonra, tablat1yle ay01 coztlm mo­

delinln uygulanabilecegi benzer problemler arariz. Oocekilerde 

blr dllzlemde degf11eo bir nokta nazari ltlbara alarak, o noktaoin 

bir fonkaiyoounun verllmle bir egri boyunca makslmum veya 

minimumunu arad1k. Fakat, uzayda degleen bir noktay1 da ele 

alabillr ve boyle bir noktan10 blr fonkslyonunun verilmio bir 

ejtrl veya verllmle blr yOzey boyuoca makslmum veya minimu­

munu da arayabllirdik. DDzlemde teget tesvlye cizglleri Ozel bir rol 

oynam11Jard1. Benzerlik, bizi te4el teeviye yOzeylerioln de uzayda 
buna benzer blr rol oyoamalar101 beklemeye aevkeder. 

4. Mialller. ~lmdi ayn1 metodla lncelenebllen, fakat buo­

dan baeka pek az ortak eeyl buluoan ikl mlallll mUnakaea edecegiz. 

(1) Vtriltn ilci agkiri dolru ara•1nrlaki ~n lc1•a uzakl1l1 bu­

lanaz. 
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Verllen lki aykm dogruya a ve b, a Qzeriode degl1eo blr 

noktaya X, b tlzerinde dejtl1en blr noktaya Y dlyelim (~ek. 8.IS e 

bakrn1z). Bizden XY dogru parc;as1om en k1aa oldugu durumn 
tayln etmemiz ieteniyor. 

~ek. 8.5. h:I aykm dogru 

X Y uzakl1g1 her iklel de degl1keo olan X ve Y uc; nokta­
lar101n mevkilerlne tAbldlr. Burada blr yerloe lkl taoe defltken 

nokta mevcuttur kl, bu da problemln karakterietlk gOc;JQjtQnQ 

te1kll edebllir. Ejter iki noktadan blrl ublt, dlgerl degltken 

olarak verllmit olea idl, 11 kolay olacakt1. Haklkaten, bu tak­

dlrde problem )eni bile olm1yacaktJ ve blraz Once (paragraf 8) 

c;01m01 oldutumaz bir problemln ayn1 olacaktJ . BaolangiQta de­

lltken olarak verllmit noktalardan birlnl, meeelA Y yi blr an 

lc;in •abit tutahm. Bu takdlrde X Y dotru parc;a11 eablt Y nok­

ta11 lie verllmlt a dogrueundan gec;en dtlzlem ic;lnde bulunup, 

uc;lar1ndan blri, yani X, a dogrueu boyuoca hareket etmektedlr. 

AtikAr olarak, (paragraf 3, ~ek. 8.4 dolay111yla) X Y, a ya dlk 

oldugu zaman minimum olur. 



200 MAKSIMUMLAR VE MbiiUUMLAR 

~imdi X ile Y nin rollerini dtltietirellm ve X I sabit tuta­

rak Y yi tek de~iekcn b1rakahm. A~ikAr olarak, XY do~ru par­

c;as1, b yedik oldultu zaman en k1sa olur. 

Bununln beraber, X Y nin minimum durumu bizim keyfi­

mizden ve X He Y ye verecejtimiz rollerden milstakil oldugun­

dan, bu durumun hem a ya, hem de b ye dik olduitnnu tahmine 

sevkedilmie oluruz. Fakat duruma daha yak1ndan bakahm. 

Hakikaten, yukariki muhakeme bize minimumun nerede 

olam1gacajrnr doltrudan dojtroya (ve nerede olmae1 li\z1m gelece­

ltini ancak bilvAe1ta) gosterir. Ben, X noktasmda a dojtrusuna 
dik olmaynn blr X Y dogru parc;asm111 minimum durumuoda 

olam1gacajrn1 iddin ediyorum. Haklkaten, bu halde Y noktas1n1 

eabit tu tar ve X noktasm1 X Y nln a ya dlk oldujtu baeka bir 

noktaya gotilrilre1·m (paragraf ~ dohiy181yla) X Y yl daba k1sa 

yapm1e olurum. Bu mubakeme X e olduitu gibl Y yede aym 

eekilde tatbik edilebileceltinden, en netlceyi elde ederiz: x y 
dojra parr;asr hern a, hern de b ge dik olma:l1kr;a, ba dojra parr;a-

1rnrn uzunlu/u minimum olamaz. E~er bir minimum uzakhk varsa, 

bu uzakhk verilen dojtrularin ortak dikmeei boyunca Ulc;iilen 

uzakhktan baekas1 olanrnz. 

Hic;blr eeyl ispate1z olarak kablll etmemlze lllzO.m yoktur. 

Hakikateo, ortak dlkmenln eabiden en kilc;ilk uzakhk oldugunu 

bir bak111ta aohyablliriz. ~ek. 8.5 te 11ekil dnzleminin verilmit a 

ve b dojtrularin1n her ikisine de (a flate, b altta olmak flzere) 

paralel oldujtunu farzedelim. Uzaydaki herbangi bir ookta veya 

do~runun ~ek. 8.5 te dik izdfl11flmil Ile g<>sterildijtioi dUoOnebi­

liriz. X Y do~ru parc;asmm bakiki uzunlu~u Oyle blr dik Uc,;genin 

bi.otenUefldQr kl, bu ncgenin bir dlk keoar1 XY nlo Sek. 8.5 te 

gorOleo dik izdU11l1mll, dijter dik kenari da biri a dao di~eri 

b den 11ekll dttzlemine paralel olarak geyirllen ikl dllzlemin ara­

emdaki eo k1ea (dik) uzakhkhr. Su balde, Sek. 8.5 te gOeterilen 

X Y izdfloUmU ue kadar k1sa olursa, XY nln keodisi de o kadar 
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k1sa olur. XY ancak ve ancak oekil dOzlemine ve Mylece a ve b 

dojtrularrnm her ikisine blrden I.Ilk oldufu zaman, X Y doltru 

parcaa1om izd!ioiimil bir noktaya, yanl bu izdiloQmflo uzunlujtu 

s1f1ra mllncer olur ve neticede X Y uzuoluitu minimum olur. 

Bu euretle, baoka blr me.odln y:ipm111 oldujtumuz keofl dojt­

rudan dojtruya gerceklemio olduk. 

(2) Verilmi1 bir dairenin irine ~izilen ve kenar •agm verilmi1 

olan btr rokgenin alanrnrn mak•imumunu bulunuz. 

Verilmlo olan daire ilzerinde bir cokgcoio U, ... , W, X, Y 

Ve Z gibl n tane kOt''Bioi Oyle eec;memlz isteoiyor kl, bu cokge· 

nin alao1 makelruum oleun. T1pk1 buodan evvel (1) dekl prob· 

Jemde oldujtu gibi, eens gilclilk (U, ... , W, X, Y ve Z kOtelerl 

olmak Utere) birJen fazla dej?iekenio mevcut olmasmdan dojtll· 

yor gOrilnmektedir. Oyleyee Oncekl problemde netiee vermlt ' 
olan metodu burada da deneyellm. Bu metodoo esae ooktas1 
nedlr? 

EvveJA problemi ltemen hemen roziilmii' farzedellm. Bir 

taoeel, meeelA X milsteeoa, bUtilu dllter kOoelerlo arad1f1m1z 

yerlerinin buluomu, oldultunu taeavvur edellm. n-1 taoe olan 

bu U, ... , W, Y v«: Z ooktalar101 bu yerlerde eabit tutahm. 

Bundan eonra deltiokeo X aoktae101 oyle eecmemiz icabedlyor kl, 

cokgenio alao1 maksimum olsun. B!ltllo alan lkl p:ircadan tetek­

kill eder: n-1 sabit kooenin teokil ettljtl U ... WYZ cokgenl kl, 

X 'e tAbl dejtildir; ve X 'e tAbl olan W XY O~genl. Riz dlk­
katlmlzl, bUlOn cokgenin alanmm makelmom olabilmesl l,.:ln 

kendl 11lan101n makeimum olma11 gereken bu ilcgeo Qzerlnde 

toplayacajt1z (~ek. 8.6 ya bak1n1z). t W X Y nln WY taban1 ea· 

bittlr. X tt-peel WY taban1na para lei blr dojtro !lzeriode hareket 

ederae, Ocge 1in alam sabit kahr: WY ye paralel olan bu dot· 

rular teeviye clzglleridir. Bunlar i,.:lnden te~et teeviye ctzgieini 

seceee~iz kl, bu da verilmie dalrenio WY ye paralel tejtetlodeo 

ibarettlr. Bu te~etin de~me noktaa1 aelklr olarak, X in i WXY 
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nln alao101 makaimum lulan mevkllnl verlr. X In bu durumunda 

t\cgen iklzkeoard1r: W X = XY. Ejter cokgenlo alaDI makalmum 

olacakaa bn iki bltltlk keoarm blrblrlne eolt olmaa1 gerekir. 

Fakat ayn1 muhakeme her bltl1ik kenar clftine uygulanabillr. 

Su halde alantn makaimumnna ula1lld1jt1 zamau bfttftn kenarlar 

eoit olmah, bu auretle dalrenln iclne clzilmio olan makalmum 

alanh cokgen diizzijn olmahdir. 

Sek. 8.6. Maksimum alanh Degen 

5. Kaami deglfim modell. ~ncekl paragrafta (para1raf 4) 

mOnakaoa edilmio olan lkl miaAJ.l mukayeae ederaek, boolar1n 

baz1 ortak yOnleri bulondnjtunu ve ortak blr cOzQm modellne 

uyduklarrna kolayca gGrQrllz. Her lkl P"Oblemde de bir~ok dejtio­

ken elemana til.bi olan bir bQyOklOIOn ekstremumu (maksimum 

veya mlnlmomu) aranmaktadir. Her iki cOzOmde de bir an Icln, 

ba1lang1cta deltloken olan elemanlar blr taneal mUateaoa olmak 

Qzere aablt tutulmakta ve bu tek elemanm dl'litlmlnln teairl 

locelenmektedir. 

BOtlln dejti1ken elemanlann ayDI zamanda delltlmlnln, 
yanl lciilli deliflmln lncelenmeal o kadar kolay gOz OnQne alma­

mu. Biz, ele ald1jt1m1z eon mlallde yaln1z bir eleman1n detlttill 

ve dljterlerloln eablt tuloldnjtu baldekl krami deli1iml lncele­
yerek lyl netlceler aldak. U1Qlftmt\zQn lemellnde ou prenaibln 

bulundujlu gOrUlmelrtedir: 9ok de1i1ltenll bir f fonlaigona telcer 
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teker her degi,kenine gore mak.imum olmad1lc(:a, bir a,.aJa biitiin 

deji1ktnlerine gore de mahimum olamai:. 

Bu lfade, bir noktada JUzumundan fazla sm1rlanm1t olmakla 

beraber olduki;a geneldir; bu s1n1rlama, bit defada ancak blr 

elemanm degl11mesine mllsaade eltlgimlz Onceki misAllere cok 
fazla yap1111p kalmas1d1r. Bunuola beraber diJ?er baz1 mislllerde 

tam iki eleman1 degi9tirip, otekile1 i sabit tutmao1n ya hut belkl de 

fli; elemao1 degi11titip, dil'terierini sablt tutmamn, fllb... belkl 

daha avantajh olacaJ?rnt tasavvur edeblllrlz. Boyle hallerde gene 

•k1smi de1ll11lm» den bahsetmek uygun olacaktir. ~imdi gene! 

flklr olduk<;a berrak g6ri1ni1yor ve biz blr misAI daha verdlkten 

BOnra, Okuyucu ODU kendi kendioe tamamen B<;lk bir 9ekie IOk· 
mak teine glritebilir. 

l u1:unlu/unda bir do/ra n paf'~aga biiliinmii,tiir. Ba n parra· 

nm (:arp1mmm mak•imamanu bulunut:. 

x" x,. ... , Xn bu n par~an1n uzunluklarm1 gOstersln; 
x., x,, .•• , xn toplam1 verilmie n tane pozitif say1dir: 

.r,+x,+ ··· +x,,=l. 

x,x, .... f,. carp1m1n1 maksimum yapmam1z lateniyor. 

EvvelA en basit Ozel bAli inceleriz: lkl pozltif bllyllklOflln 

x, + x, toplam1 verildiJ?ine gore, onlann x 1.r1 carp1m1n10 maksl­

mumunu bulmak. x 1 ve x 1 yi blr dlk dOrtgenln bitltik kenar­

lar1 olarak tefsir edersek, problem! daha clzlp olan fU 1ekle 

sokablllrlz: Bir dik dor tgenln L cevre uzunluJ?u verildiflne gore, 

bu dlk dOrtgenin alanm10 maksimumunu bulnnuz. Haklkaten, 

bu takdirde yukarda bahsedllen lkl kenar10 toplam1 verilmlttlr : 

L x1 +x,=2 · 

Burada &flkAr bit tahmin yap1labUfr: Dik dOrtgen blr kare 
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olduj!u :r.aman alan1 makeimum olur. Bu tabmlolo gerc;ekleomeal 

:r.or olamaz. Qevreel l olao karenin her kenari 

l x, + .. , 
4=--2--

ye e1ittlr. Simdi kareoio alan1nm dlk dUrtgenlo alanmdan daba 

btlytlk oldujtuno, yahut ayo1 1ey demek olan 

( x, -f- x,)' 2 - x,x, 

farluoin pozitif oldujtuou gUstermeliyl:r.. Bu baklkateo bOyle ml­

dlr? 

( x 1 + x,)'- = (~•)' 2 x, ... , 2 

oldujtunu gurmek lc;ln pek az cebir bllgisi klfldlr. Bu formlll bll­

tan dorumu bir bak11ta gOsterir. x 1 = . .-, ve netlcede dlkdUrtgen 

blr kare olmad1kc;a sag taraf pozitiftlr. 

K1aaca, c;evre uzuolujtu verilml1 blr dlk dGrtgen blr kare 

olmas1 haliode maksimum alao1 hal:r.dlr; toplam1 verilmi1 iki po­

:r.itif bllytlklflg!lo c;arp1m1 bu bOytlklllklerin birbirioe e1H olmas1 

ballndc maksimum olur. 

Bira:r. Once c;U:r.mft1 oldujtumuz O:r.el probleml gene! balin 

c;Uzllmilnll elde etmek lc;in blr e1<;rama tahtas1 olarak kullanma­

ya c;all1ahm. Problem! hemen bemen c;Gzillmil1 olarak dl11tlnelim. 

Ilk ikl klBlm, yant x, ve :r, mOstesoa bOtllo k111mlar1n aranan 

dejterlerlnln elde edllmi1 oldojtunu tasavvur edellm. BUylece x 1 

ve x, ye deJli1kenler, fakat x,, x., ... , x,. ye aabiller gG:r.llyle 

bakabillrlz. lki deitltkeo k11m1n toplam1 sablttlr: 

x,+x,=l-x,-x.- ··· -x,.. 

~lmdl ilk lkl k1sm1n x,x, c;arp1m1 makalmum olmad1kc;a, 

biltftn k1S1mlarm 
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carp1m1 da makeimum olamaz. x 1x1 nln makeimum olma11 Jae 

x, = x, olmaBlDl gerektlrlr. B111ka bir klBlm ciftinin de bondan 
farkll davranmaa1 icin hlcbir aebep yoktur. ~u halde, toplam1 

verileo biltiln bilyllkll1kler birbirloe r9it olmad1kca carp1m Jate­

nllen makaimuma ula1amaz. Yukar1kl muhakemenln BBhibl Colin 

Maclaurin' den (1698-1746)"a1a1t1ki aabrlar1 zikredellm: •Eiler 

AB dogrueu AC, CD, DE, EB gibi berbangl bir say1da blr tak1m 

parcalara ayr1hrsa, biitiin bo parcalarm birbirleriyle carp1m1 bu 

parcalar1n araiar1nda eoit olmalar1 haliode makeimum olur.• 

Okuyucu yukariki iepati ac;1khjta kavu1tururken blr hayll 

1ey Oltreoebillr. Acaba bu ispat tamameo tatminklr m1d1r? 

6. Arltmetik ve geometr lk ortalamalar teoreml ve onun 

Ilk netlcelerl. Yukar1ki paragraf1n neticeaioi tekrar oazar1 1li­

bara alahm : Elter 

ise, 
l 

Xi= X 2 = Xa = • • • = X11 =-;;-
olmad1kca 

dl r . l yl yok etmek soretiyle bu oeticeyi 1u 1ek1lde tekrar lfade 
edeblllrlz : 

X11 x,, . .• , Xn po:iti/ •ag1larmm hep•i birbirine ~lit olma:l1/1 

talcdirde 

< (
x, + x 1 + • • • + Xn)n 

X1·'t'1 • • • Xn n 

yabut 

V <x,+x,+ ·· · + x,. 
X1X1 • • • Xn n 
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dlr; ejter bu bUyllklllkler blrbirlerine etil lee, e!lileizlik bir e!lit­

lljte dOner. Son e!litsizllfin sol tarahna x., x,, ... , xn nln geo­
metrik, salt tarafLna da ayn1 eay1lar1n aritmetik ortalamae1 de. 

nir. Bu yilzden yukarda !fade etmlt oldujtumuz teoreme bazan 

•arltmetik ve geometrik ortalamalar teoremi•, yahut k1saca •or· 

talamalar teoremi• denir. 

Ortalamalar teoreml blrc;ok bak1mlardan entereean ve Onem­

lidlr. Bu teoremlo lkl farkh tekilde trade edlleblldijtindeo bah· 

setmeye defer: 

Toplamr verilmi1 olan n tane positi/ 1agrnrn ~arprmr, ba 1ag1· 

larrn hepsinin birbirine e1it olmaar halincle mak1imum olur. 

t;arp1mr verilmi1 olan n tane pozitif aagrnrn toplam1, bu 1ag1-

larrn hepainin birbirine e1it olmarr halinde minimum olar. 

Birinci ifade bir makelmuma, lklnciei de ona tekablll eden 

mlnlmuma dalrdir. Oncekl paragrafta birincl lfarlenin c;1karal1!11 

hedef ahnmttbr. Bu c;1kar11it1 siatematlk olarak defitUrmek au­
retlyle lkincl ifadeye varabilirdik. Fakat ortalarnalar araa1ndaki 

etllalzlijtin her iki ifadeyl de tarafa1z blr tekllde verdijtioe dik­

kat etmek daha baaittlr : b.u ifadelerio biri veya dljterinl elde 

etmek ic;in bu etiblzlljtln bir veya dljter taraf1na verilmlt gO· 

zQyle bakmam1z yeter. (EH& ltibarlyle denk olan) bu lkl ifadeye 

konjiige (e1lenilc) ifadeler dlyeceflz. 

Ortalamalar teoreml minimum ve makslmumlara dair bir­

c;ok geometrlk problemln c;OzQmftnQ verlr. Burada eadece blr ml­

sAI mllnakata edecejtiz (dlger birc;oklart bu bOlOmOn aonunda bu· 
lunabilir}. 

Bir kutu giizeginin. alanr '()erildiline gore, o lcutunun hacmrnin 

malc1imumunu bulunu:. 

Barada •dlk para lelyllz• kellmesl yerine •kutu• kellmealnl 

kullanmam1z1n sebebl bo eon kellmenln ifade kudretinin klfl ol­

maa1 ve reamt terimden c;ok daha k1aa balonma11d1r. 



MAKSIMUMLAR VB MINIMUMLAR 207 

Problemin cOzfimll Onceden kolayca gOrfilebllir ve bu cOzQm 

gOrQldfikten aonra, a,aa1ki ,ekilde kolayca ortalamalar teoremine 

dOkQlebllir : 

a, b, c kutunun aym ktsoeeinden c1kan Ile kenar1n uzunluk­
larm1, 

S yflzeyin alan101, 

V hacmi gOetersio. 

Atiklr alarak 

S= 2 (ab+ ac +be), V=abe 

dlr. ab, ac ve be nio toplam101n S/2 ve carp1m1nm V' olduauna 

dlkkat edereek, ortalamalar teoreml akhm1za gellr kl, o da 

ab= QC= be 

yahut aynt oey demek olan, 

a=b=c 
olmad1kca 

verlr. Yaol kutu blr kOp olmad1kca 

dlr. Kutunun kdp olmas1 halinde e1itllk vardir. Bu netlceyl (eaae 

ltlbar1yle denk olmakla beraber) iki farkh 1ekllde ifade edebl­
llriz: 

Agni giizeg alanrnr haiz biitiin /t.alular i~inae lciip en biigiik 

hacm1 haisdir. 

Agnr hacm1 haiz biitiin katular l~lnde kiip en kii~iilc giiseg 

alanrnz haiziir. 
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Yukarda oldojtu gibi, bu iki ifadeye e1lenlk lfadeler diye­

bllirlz. Gene yukardaki glbl bu iki e1lenlk lfadeden blrl bir 

makeimum, oteki blr minimuma dairdlr. 

Ortalamalar teoreminln yukar1ki tatbikabntn kendine mah· 

1ue meziyetieri vard1r. Bu tatblkata blr model gOzOyle bakabilir 

ve ortalamalar teoreminin benzer 1ekllde uygulanabildljtl balleri 

blr araya toplayabillriz. 

vm. BOLOME DAIR ORNEKLER VE TAMAMLAYICI 

BILGlLER 

1. Diislem zeometride en lciit;iilc ve en biigiilc asalcl1lclar. 

(1) iki nokta, (2) blr nokta lie bir dojtru, (31 lkl paralel dojtru 

arae1ndakl en k1ea uzaklljt1 bulunuz. 

(4) blr nokta lie bir dalre, (5) blr dojtru ile blr daire, 

(6) ikl dalre arae1ndaki en kUc;llk ve en bllyllk uzakhldan bu­

lunuz. 

Bilton bu hallerde c;Ozllm a1iklrd1r. Hie olmazea baz1 halle­

rin elemanter iepatlar101 hat1rlamaya ~l11,11n1z. 

2. U:r.ag zeometride minimum ve malc•lmum usalcl1/cla~. 

(1) lkl nokta, (2) bir nokta ve blr dDzlem, (8) lki paralel dt:lz· 

lem, (4) blr nokta ve bir dojtru, (5) blr dtlzlem ve ona paralel 

j 

j 

blr dojtru, (6) ikl aykm dojtru ara11ndakl en ktaa uzakhjt1 bu- I 

~u. I 

(7) Bir nokta ve bir kOre, (8) blr d11zlem blr kflre, (9) blr 

dojtru ve blr kt:lre, (10) lkl kllre ara11ndaki en kOcllk ve en bft-

yllk uzakhklar1 buluouz. 

3. Bir dii:r.lemdelci tuvige t;i:r.zilerl. Deitl1en blr noktantn 

(1) verilmlt bir noktadan, (2) nrilmlt blr dojtrndan, (S) verilmlt 

blr dalreden uzakhjt1n1 dOtOnellm. Bu hallerde teeviye ~lzgllerl 

hangllerldlr? 
; 

l 
:'. 

1 

I 
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4. Uzag-la teavige giizeyleri. Dei?lten blr noktantn (1) veril­

mi~ blr noktadan, (2) verilmit bir dllzlemden, (3) verilmit bir 
dojtrudan, (4) verilmit bir kiireden uzakh#1n1 dlltlinttnttz. Bu 

hallerde tesviye cizgileri hangileridir ? 

S. MisAI 1 in sorular1n1 tesviye r,:izgilerini kullanmak sure­
tiyle cevaplandmmz. 

6. Misll 2 nin sorularm1 tesviye yQzeylerini kullanmak eu­
retiyle cevaplandmn1z. 

7. Bir ttcgenio iki keaari verilmit olduJluna g6re, bu 11-;ge­

nin alan1mn maksimumunu tesviye clzgilerini kullanmak suretiyle 
bulunuz. 

8. Bir kenari ve cevre uzunJui?u verUmio olan bir 11-;genin 

alan1nm maksimumunu tesviye i;izgilerini kullanmak suretiyle 
bnlunuz. 

9. Alam verilrnio olan blr dik dOrtgenln i;evreslnln mini· 

mumunu tPsviye cizgilerlni kullanmak euretlyle bulunuz. (Bir 

dik koordinat sisteminde dik dOrtgenin kOtelerine (O, O), (x, 0), 

(0, g), (x, g) diyerek analitik geometriyi kullamn1z). 

10. A1ag1ki ifadeyi ineeleyiniz: «Verilen bir noktadan ve­

rilen bir egriye olan en k1ea uzakhk, o ooktadan egriye lndirl· 

len dikten ibarettlr• . 

11. Keaen tesvige ~izgiai prenaibi. Bir dflzlem ilzerlnde de­

gioen bir noktan1n f fonkeiyonunu ve bu fonksiyonun verilmit 

bir yol boyunca maksimum ve minimumunu ve f nln dOzleml 

iki Mlgeye ay1ran blr teavlye cizgisini diltllnelim ; I fonkelyonu 

bu Mlgelerden birinde teevJye clzgisi ttzerlndeki degerinden da­

ha yttksek, digerinde daha diltiik degerler ahr. 

Ejter verilmit yol tesvlye cizgislni keserse, kesi1me nokta­

s10da f ne makeimum ne de minimum deterinl haiz olamaz. 
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12. Sek. 8.7 dekl topotrarya harltaa1 blr P tepe1l Ue blr 
S gec;idioi (yabut ufkt tetet ddzlemiol haiz bir aemer nokta11n1) 

gnatermektedir. Bnyle bir arazide gezloirkeo, yoluouzuo en yt1k· 

eek ooktaa1na mutlaka yoluo blr teavlye c;lzgiaioe tetet oldutu 

bir ooktada mt ei itlralnlz? 

13. A ve B blr d(lzlemde verllmlt lkl ookta, X te ayo1 

duzlemin degl1en bir ooktaa1 ol1uo. AB dotru parc;aa1n10 X nok­

taa1odao gnrllldUgii ac;1 (0° lie 180° ara11oda (11nirlar1 dahll) her 

~k. 8.7. Bir topolrafya harita11oda te1viye c;lzglleri 

hang! bir del• ri alablleo ::t> AXB ac;IBI) delleeo X ookta1101n blr 
fookeiyooudur . 

(1) Bu fonkliyooa alt te&\ iye c;lzgllerinl tafslllh lie aolahn1s. 

(2) lkl farkh te1vlye c;lzgl1loden baoglel ac;101n daha yt1k­

aek deterlne tekabtll eder? 
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Burada Sek. 8.1 ve 8.3 u kuUaoabilireioiz, fakat vtmdi AB dot­

ru pari;aeana her iki taraftao bakabilecelfinize dikkat etmellaloiz. 

14. ~ek. 8.1, 8.2, 8.3 tt nazar1 ltlbara alarak -}:: AXB yl 

MisAI 13 teki gibi alln1z ve bu a~1nm l boyunca minlmumunu 

bulunuz. N"etlce Misal 11 deki preneibe uygun mudur? 

15. Bir kutunun (dik paralelyQz) bacm1 verildlfine gGre, 

k1emi deitltim metodunu kullanarak yOteyinlo minimumunu bu­
luouz. 

16. Verilmllj bir cevre uzuolufunu baiz blHilo tttgealer 

ii;lnde, mnkeimum alan1 haiz olan1 baogi11idlr ·? [MiaAl 8.) 

17. Verllen bir kilreoin l<;ine clzilmilj blHOo dl:lrtytlzliller 

araernda maksimum b11cm1 halz olon1 baoglaldir? [Buouola al!kah 

baljka l>ir problem biliyor musunuz '?I 

18. Bir dGrtyOzlOoiln aynt kG!Je&lnden c;1kao Uc; keoar101n 

a, b, c, uzu11luklar1 verildil'tine gl:lre, l>u dl:lrtyOzlQoUo bacm101n 

makelmumunu bulunuz. [Buoa benzer blr problem blllyor mu­
sunuz '? J 

19. Bir k!lre ile bir slllndlr araa1odakl en k1ea uzaklif1 bu· 

lunuz. (Burnda siliodirden maksat, daire kesitli soneuz alllndlr­

dlr.) 

. 
20. Eksenleri birbiriJJe aykm durumda olan lkl slllodir ara· 

e1odakl eo k111a uzakhg1 bulunuz. 

21. Avaf1ki iddiay1 ineeleylniz: «Verilen iki yllzey ara11n• 

daki en kilc;l.lk uzakhk, onlaran her iklslne de dlk olan dofru 

boyunca Glc;l.llen uzakhkt1r.,. 

22. K1•ml deji,im preneibi. Birden fazla X, Y, Z, ... deltltke· 

ninin f (X, Y, Z, ... ) fonkslyonu maksimum degerlne X =A, 
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Y=B, Z=C, ... lc;ln erfomektedlr. Bu takdlrde tek blr X de­

li1lu:nlnin fonkaiyoou olao f (X, B, C, ... ) makahnumuoa X =A 
ic;ln eriuir; ayn1 orkilde ikl X ve Y detiokenlnln fonkalyonu 

olan f (X, Y, C, ... ) makaimumuna X =A, Y = B lc;ln erl1lr; 

ilAh . .. 

Birden faz:la deji1kenin bir fonk•igonu, bu deli1k.nlerin her­

hangi bir alt ciimleaine gore mak.imuma eri1medik~e bu de1i1lcen­

lerin hep•ine gore de malc5imuma eri1emu. 

23. Ek.tremumun t•arlrlr. Gerek te1vlye c;lz1l1l, gerek k11· 

ml dejlioim prenaipleri umumiyetle aadece •menfl bllgl• verlrler. 

Bu prensipler dlrekt olarak, verllen blr f fonkalyonunun bangl 

ooktalarda makalmum olam1yaca#1n1 goaterirler ve biz de bora­

dan / nlo nerede makslmum olma lbtlmallnln mevcut bulundutu 

nf'tlcealol tikarmz. Fakat, f oln herhangl blr yerde mutlalca 

blr maklimumu balz olmas1 icabettljtl, aadece bu prenalplerden 

c;1kartlamaz. Bununla beraber, mak1lmomuo varht1 baun mu­

bakemenln uyguo bir tl lilt aaye1lode lapat edlleblllr. Bondan 

b111ka, maksimomun varhlt ekaerlya c;ok defltkenll allrekll fonk­
slyoolara dair geoel teoremlerden c;1kartl1r. <1> Her ne oluna ol­

suo, makalmumuo varhlt aezgi yoluyla atlkAr gOrllodlllO tak­

dlrde, OzPl bir uaQI veya gene! blr teoremlo tatblk edllebllecetl 

ve makalmumuo varh~1n10 Mylece l1pat edilebllec• tlol llmlt et­

mek ic;ln ellmlzde lyl blr aebep mevcut demektlr. 

24. Kr•mi dellfim modelinin bir deli1ilc 1elcli: Bir Hn•u• 

i1lem. x + g + z: =I oldutu verildlllne gore xg• ~rp1mm1n mak· 
aimumuou bulunuz. 

Burada x, g, s pozitlf ve I verilml1 olarak ahnacakbr. Bu 

(•) Bird• n faala dPll•bnln kapah (n a1n1rh) blr eamlade aarekll 

olan fonlralyonu, o carnied• en lra9alr ad ve en b8y1Jr alt 11a1rlar1na 

erltlr. Bu, O. B. Hardy, Paro Matl1• matic•, 8. lH, Teorem I 71 1•••ll•t· 
tfrmelltedlr. 
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problem paragraf 6 tekl problemln blr Ozel balldir. Orada kulla· 

nllan metodu tD.kip ederek, x, g, z; aay1lar1odan birinl sabit tu· 
tar vo dljter lkislnl deltittiririz. Bu sonuncular1n birblrine relt 
olmas1 carp1m1n delterlni arttmr. Simdi herbaogi bir Cr, g, z) 
slstemioden bareket edelim; sOyledijt1rniz deititiklilti yaparak di· 
jter blr (x .. 911 %1) slstemine rceriz j oradan c111'tn blr (x,. g,. i-,) 

ve bundan da bir (x2 , g1 , : 1 ) aiatemlne, ilAb .. . g,.ceriz Bu esnarta 

ilc terlml 11rayla sabit birakahm: EHeJA x terlml, aonra g, 

soora z;; aonra tekrar x, eonra g, eonra z;; eonra tekrar x, illh ..... 

Bu 1uretle 

y+z 
g,=1:,=-:i- · 

1:,+x, 
%1 = x, =-:i-' 

x,+g, 
x,= g,=-:i-• 

g,+z, 
g,=z,= 2 ' 

..... . .. ·· ···· ···· ........... . 

vaz'edeltm. Bu ad1mlar1n berblri toplam1 deitlttlrmez, fakat car· 
p1m1 arthrir: 

xgz < x,g,:1 < x,g,z;, < · · · 

Biz burada g + z ve x 1 "*" "• farzettlk. (Bu, l1tl1nat olmayan hal­
dir; latlanat halde hedefimlze daba kolay varmz). Tablabyle, " 
artt1kca x,., g,. ve :,. aayJlarin1n gittlkce blrblrlnden daha az 
farkh hale gelmelerinl beklerlz. 

E/er nlbayet 
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llm Xn = Jim y,. = llm Zn 
n · • CX'> n-+?O n~·-__. 

oldutlunu iepat edeblllrsek, bundan derbal 

xy:z < lirn x,.y,. z,. = (/fd)S 
n -• co 

netlceelni c;1karmz. Bu netlceyi ohlukc;a bl1yt1k blr zahmet kar­

ttl•tl•nda, fakat, malc.imamun mevcu-liy~tini onceden lcab1il etme len 

elde etmio bulunuyoruz. 

lim x,. = Um y,. = lim :,. 
n-t OO X-t OO X-+ )O 

oldutluno iepa t ediotz. 

25. K11mi de/i1im modelinin di/er bir deli1ilc 1elcli: Bir 

eonlu i1lem. MleAI 24 tekl problemle bllA met1tiU olrnakta de­

vam ediyoruz; fakat tlmdi paragraf I) tekl metodon daba kar111k 

blr tAdll edtlmit 1eklini kollanacatl1z. 

I= SA oleun; bOylece A, x, g, z nin arltmetlk ortalamas1 
olor ve 

(x-A)+(y-A) + (z-A) = O 

bolonur. Olabilir kl, x = g = z dlr. E~er bu hAI vlkl dejtilsP, 

yukar1ki denklemln 1101 taraf1ndaki farklarJan hie; olmazea blrl 

negatlf ve blri pozltlf olmahdir. Yaz11 tarz1m1z1 Oyle eec;elim kl, 

oleon. ~imdl 

x'=x, y'=A, :z' =y + (s-A) 

vaz'etmek euretlyle (x, g, s) eieteminden (x', g', c') slstemlne 

gec;ellm; burada ilk bllyl1klt1k eablt tutulmu1tur. Bu takdlrde 

x + g + :z = x' + g' + :z' 
ve 

' 

. 
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g' z' - gz = A (g + z - A) - gz 

=(A - g) (z - A)> 0, 

xgr. < x'g'z' 

211> 

OlabllJr kl, x' = g' = z ' dtlr. E~c r bu hal 'Aki de~ilse, 

g• =g' , 
,, 11 z' + x' 

"=x = 2 

vaz'etmek 11urttiyle (.1'.'', g', z') den (x', g", z') ye gec;erlz kl, 

bu da bize 

Sek. 8.8. Oc;gen koordinatlar Sek. 8.9. Merkeze yaklapn 
mllteak1p ad1mlar 

x'=g'=z'= A 

verlr ve (paragraf 5 ten blldl~lmlz glbi) c;arp1m1 gene arttmr. 

BOylece 
xgz < .T'g'z' < x'g'z' =A' 

elde edillr. 
Bu suretle, lstenllen neticeyl maklimumun meflcadigetini 

onceden kabril etmeden ispat etmlt oldu~umuz gibi, bu iepat es­

nas1nda hi~bir limit mul4haza•1 da yaptlmam11tir. 
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Bu usQlll uyguo blr oekllde genloleterek n lane bllyllkllljte 

dalr genel ortalama teoremlol (paragraf 6) lepat edlniz. 

26. Grafilc golugla mulcague. P, yllkeeklllti I olan blr eo· 

kenar lli;genlo li;lnde ahnan bir nokta, ve x, g, z de P oln tlt; 

kenar1na olao uzakhklar1 olaun ; ~ek. 8.8 e bak1n1z. Bu takdlrde 

x + g+z=l 

dlr. (!'{eden ?) x, g, z 1ayilar1 P noktaa1010 iirgen lcaordinatlarr 

dar. Toplam1 l olao berbaogl Qi; pozitlf x, g, z aaymo10 teokll 

ettljtl alatem, lli;gen lt;lode bu say1larla tek olarak bellrleoeo blr 

noktao1n tti;iren koordlnatlari olarak tefelr edlleblllr. 

Ml1Al 24 te nazar1 itlbara ahnan 

(x, g, z), (x., g 1 , s,), ... 

dlzlal ~ell:. 8.9 da blr nokta dizisl He temall edilir. Mllteak1p 

noktalari blrleotlren dojtru pari;alart Qi;genln mubtellf kenarla­

r1na, evvell blrloclye, eoora lklociye, aonra Ot;llncQye, tekrar 

gene blrloclye, illb . . . olmak 11zere 11raa1yla paraleldlr; her dojt­

ru paroa11 Oi;genlo blr yQkaeklijtl llzerlnde eon bulur. (Neden ?) 

Ml1ll 25 tekl 01QI lee, llt; nokta ve lkl dojtru pari;aa1 lie temall 

edillr. (Naill?) 

27. Paragraf 4 (2) dekl mubakemeyl tekrar ele ahn11 ve 

evvell MllAl 24, aonra Mlell 25 i model alarak ooo tldll edlnlz. 

28. Bir f (x, g, s) fonksiyonunuo (a, b, c) noktaa1nda blr 

mak1lmum veya blr mlnlmumo baiz olabllmeel ii;ln blr gerek 

1art, 
'df _, 
og 

tQrevlerinln x =a, g = b, z = c ii;Jo 1tf1r olma11du. 
Bu teoremlo mQtad l1pat1 ynkar1kl modellerlmisden 

blr mllll teokil eder. Hangialne? 

blrlne 
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29. f {:r, g) fooksiyonuoun .~ ve g nln g(x, g) = 0 denkle­
miyle birblrioe bajth olmalar1 yan (yahut !Ali) 1arh albndaki 

blr maksimum veya minlmumuna dair bildijtlmlz gerek 1arb ifa­

de edlnlz. Bunun te!let tevalye c;izglel modell Ue alAkaa1n1 izah 
edlniz. 

30. MieAI 12 nln c;tlzOmllnde babeedilen hallerf, MieAI 29 da 

bab1edilen 1art1n 111f1nda yeniden gtlzden gec;lrfnlz. Burada blr 
tenaknz var m1d1r ? 

31. Bir f(x, g, z) fonkaiyonuouo g(x , g, z:) = O yan 1arh 

alhnda bir makeimum veya mlnlmumuoa dalr blldiflmlz gerek 

1art1 lfade edlniz. Bunun tetet tesvlye yilzeyl mo:lell Ile allka­

s1n1 izah edlniz. 

52. Bir f (x, g, z) fonkeiyonunun ayn1 zamanda earl lkl 

g(x, g, z) = 0 ve h(x, g, z) = O yan tarb alhnda blr makalmom 
veya mlnlmumuna dalr blldljtlmlz gerek 1arh lfade edlnlz. Bunun 

tejtet teaviye yilzeyl modell lie allkas1n1 lzah edlnlz. 

IKINCI KISIM 

A1af1ria kullaollan terimler ve yaz11 tar11 Miall 88 te lzah 

edllmlt oldujtundan, Ilk Once o mlaAl okunmahdir. 

33. <;okgen/e, fJe ~olcgiizliiler. Alan cie ~etJ,e, Hac1m ae gii· 

ng alani. Qokgenlerle ujtra11rken ekseriya a1ajt1kl yaz11 tar1101 

kollanaeajt1z: 

Alan lc;in A, 

c;evre uzuolujtu lc;in l. 

Cokyllzlillerle ufra11rken de 

hae1m lc;ln V, 
yllzey alant lc;ln S 

harflerlnl kullaoaeaf1z. 
A1ajt1da A ve l, yahut V ve S ye dalr makelmum ve 
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minimum problemlerini ioceleyecejtiz. Bu tnrlQ problemler E1kl 

Yunanhlarca bllinmekte idl. (4) Burada batltca, Simon Lbullier ve 

.Jacob Steiner'in ugratt1klar1 problemleri lnceleyecejtlz. (~) Baz1 

elemanter ceblrscl e!Jit,;lzlikler, bllhassa ortalamalar teoreml 

(puagraf 6), a11alt1kl problcmlerin ekacrlaloln c;Ozl\mQnde ite ya­

rayacakhr. 

Bu problemlerin bl1yUk k1am1, en baait c;okgenler (Qc;genler 

ve d6rtgeoler) ve en baeit c;okyllzlQlere (prizmalar ve plramitler) 

dairdir. ~imdi az aht1lm1t baz1 lerlmler Ojtrenmemlz IAz1m­

geliyor : 

Ortak blr taban1 halz va bu taban1n dejti11lk taraflar1nda 

bulunan lki plramlt bir arada blr rifle piramit tetkll eder. Ejter 

ortak labaom n kenari varea, c;ifle piramldln 2n yDztl, n + 2 

kU@eBi ve 3n kenar1 vard1r. Ortak ta ban c;ifte plramldlo blr yUzQ 
degildir. 

Ejter bir prlzmanrn yan yllzlerl o prlzman10 taban1na dikee, 

o prlzmaya bir dik prizma denlr. 

Ejter bir piramidin tabam blr dalrenin lc;lne c;izllmlt lse ve 

piraroiclln ylikaeklljti tabam o dalrenln merkezlnde delerse, o pl­

ramlde blr dik piramit denlr. 

Ejter blr c;ifte piramlt te11kil eden ikl plramlt dlk plram1tler 

lae ve ortak tabana gore aimetrlk leeler, bu c;lfte plramlde blr 

dik rifle piramit denir. 

«Olk• olm1yan bir prlzma, plramit, veya c;lfte plramlde 

«ejtlk» e1fah tak1hr. Bet dUzgQn c;okyOzlQ araemda tam blr tane 

prlzma, tam bir tane plramlt ve lam blr tane c;Ute plramlt nrd1r: 

( ') Pappus, Col/#<lion• •· Kltap \'. 

( i ) Simon I,bullle r. Polg1onomilri1 t i Abr•t• d'/6opbim41ri• elernM• 

t a ire. Oeneve. li81! • 

. I. Steiner, Gosamm1lt1 Work•. vol. 2. S. 17i·308. 
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S1rayla kttp, dttzgun dOrtyllzlll ve d llzgnn eekizyDzlU. Bu DQ 

ciemln herbiri kendi cin11lnde diktlr. 

Bunlardan ba9ka blr tak1m ellindlrler, koniler ve i;lfte ko­
nller ele alacat1z; aksi aOylenmediki;e buolann tabanlar1 dalre 

olarak ahnacaktir. 

34. Kare tabanli prizma. Verilml9 blr hacm1 haiz blltfin 
kare tabanh dik prizmalar li;lnde en kDt;llk yllzey alan1n1 baiz 

olan1 kl1ptl1r. 

Ev\•elce lspat edilmi9 olan bir teoremio (paragraf d, Mltill 

15) bu Ozel hallni ortalamalar teoremlnl kullanmak aurctlyle 

dotrudan dotruya iapat edinlz. 

Aeal•ki gibi bareket etmekten kendlnlzl alam1yablllralnlz: 

V, S, x ve g prizmamn stras1yla bacm101, yOzey alaom1, taba-

01010 kenar101 ve yflkaeklltlnl g(Sjterain. Bu takdirde 

v = )('g, S=2 . .-'+4xg 

olur. lldnci eeitllfe ortalamalar teoremlnl uygularaak, 

( ~ )'= [(2x• + hy)/2r~ 2."' ·4xg= s.t"•g 

elde ederiz. l•'akat bunun V = x 2g lie faydah bir mllnasebeti 

yoktur. Ortalamalar teoreml problemimlze uygulanablllr gibl gO· 

rOnmllyor. 
Fakat bu yapm1e oldujtumuz 9ey, ortalamalar teoremlnln 

acele, dil!J'lnccelz ve acemice blr uyguian1e1 idl. Ayn1 teoreml 

ba11ka bir eekllde olmak llzere tekrar uygularnaya i;ah11n. (lste­

nllen netice nedir ?] 

35. D:k •ilint!irler. MleAI 3-l te ele ahnan bntno prizmalar 

lc;lnde aadece kttptln bir kllre d1i1na lilzllebildil'tlne dlkkat edlniz 

ve 11000 iapat ediniz: Yerllml1 bir heel m haiz bltlln dik allindir­

ler lt;inde blr kllre d1e1na c;lzllmli olana en kllQDk yllzey aian1n1 

h•izdir. [l1teollen netice nedlr ?) 
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36. Gene! dik prizma. Bir dik prlzmantn hacm1 ve tabani­

nm blciml verllml1, fakat tabaD1n bUytlkHljt!l verllmemlttir. Bu 

prizman10 ytlzey alanmin minimum olmas1 hallnde ta ban alanrnm 

bilUln yllzey alao10a orao1 oedlr? [Bununla llglll blr problem 

blliyor musunuz ?) 

37. Kare tabanl1 dilc ~ifte pira'11it. ~uou lspat edioiz: Veril­

mit bir hacm1 balz olan biltQo kare tabanh dlk cifte plramitler 

icinde, dUzg!ln sekizyUzl!l en k!lc!lk yllzey alan101 balzdir. 

38. Dik ~ifte koni. D!lzgQn seklzytlzlQnUo lclne c;lzilmio olan 

kUrenln eekizyllzlUnUn her yUzUoe o yllzUn, yilkeekliflni 1: 2 

oran1nda btllen, ajtirhk merkeziode dejtdlP,lne diklrat ediniz ve 

fUDU ispat ediniz: Verllmio bir haem• haiz blltlln dlk cifte koni­
ler ic;lnde yllzey alanm10 mlnimumuna, do{turaylartnm kendlelnin 

icine cizllml1 kOreye dejtdifl noktalar vb1taa1yla I : 2 oran1nda 

MltlodOgll cifte konl ballnde eritilir. 

39. Gemtl dilc ~ifte piramit. Bir dik clfte plramldin hacm1 

ve taban1nm blciml verilml1, fakat taban1n bllyllklUgn verllme­

mi1tir. Bu cifte piramidln yUzey alanmm minimum olmaa1 ba­

liode, taban alan1n10 bu yUzey alan1na oran1 nedlr? 

40. Bir tti:genln ala01 verildljti takdlrde, onun ~eneeinln 

mioimumunu bulonuz. [Netlceyi Ooeeden eOyleyeblllr mlalniz? 

Ejter ortalamalar teoremini kollanmak ietereeolz, llcgen alao1D1 

kenarlar cinalnden vereo ifadeye (Heron formQIOoe) lbtiyae101z 

olabillr]. 

41. Bir dOrtgenln alao1 verildijtine gore, onun c;evreslnln 

miolmumaou bulunuz. [Netieeyl evvelden eOyleyeblllr mlslnlz? 

DOrtgenln kenarlar1na a, b, c, d, lkl kar11hkh ac111n10 toplam1-
na s deyinlz ve dOrtgeoin A alaom1 a, b, c, d ve s closlnden 

lfade edlnlz. Bu, Heron formttli1 vA11ta11yla yUrQtQlen blr ev­

velkl cOzUmOn bir genelle1tlrmesidir.J 
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42. Bir dlk prlzma lie bir eflk prlzma ayn1 bac1m ve ayn1 

taban1 balzdlr. Bu takdirde dlk prlzman1n yOzey alan1 dlgerln· 

kind en daha kttcttkUlr. 

Bir dik piramit ile blr egik plramit ayn1 bac1m ve ayn1 ta­

ban1 haizdlr. Bn takdirde dik plramldln yttzey alan1 dlgerlnln· 

klnden daba kOQOktl1r. 

Bir dlk cute plramit Ile blr ejtlk c;lfte piramlt ayn1 bac1m 

ve ayn1 taban1 haizdlr. Bu takdlrdd dlk cifte plramldio yQzey 

alam dlferlnlnklnden daba kttc;Uktllr. 
Yukankl her ttc lfadede de lki1er ikl1er cislmlerin tabanlar1 

hem biclm, hem de bttyttklttk bak1m10dan ayo1d1r. (Hac1mlar 

lee, tablahyle, sadece biiyUklOk bak1m10dan ayn1du.) 

Yukar1kl tt9 ifadeden eize en kolay gelenlnl eecerek l1pat 

edlnlz. 

43. Geometrigi cebire uggulamalc. u" u,. ... , u,., tiu o., · ··• ti,. 
reel Hy1lar olduklart takdlrde 

~ V(u, + u, + • • •+Un)' -T (fl1 +tit+ •· •+ v,.)' 

olt.lufunu ve burada e1ltllgln ancak ve ancak 

u 1 : v 1 = u,: "• = • • • =Un: Ctn 

hallnde vlki oldn~unn lapat edlnlz. (Bir dik koordinat alatemln­

de n + 1 tane P
0

, P,, P,, •. ., P,. nokta11 ve Po P. P, ··• P,. kmk 

ctzglelnln uzunlutuou dl11t10QnQz.J 

44. MitAl 48 tekl e1lt1lzllll geometrlk ml11Ahazalardan mO•· 

takll olarak lepat ediniz. (E1lt1lzlilln geometrik i1pat1nda bat 

Ozel hal, n = 2 halldir]. 

4S . Cebiri geometrige uggulamalc. bpat edinlz kl, tabao1 ve 

alan1 verilmlt bOtQn ocgenler tclnde lklzkenar olan1 en k1aa 

cevreyl balzdlr. (Midi 48.) 
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46. V, S, A ve l, bir P piramidloio s1rae1yla hacm1, bii­

tiin yilzeyinin alau1, tobaomm slam ve tabanrn1n Qevre uzun­

loi?unu g6stersln. V0 , S0 , Au ve Lu ba,ka blr P0 piramidine ait 

6ncekilere lekablll eden bUyilklilkler olsun. 

ve P0 JD bir dik plramlt oldu~unu farzederek, 

oh1calhn1 !spat edlniz. Burada e1itli~e ancak ve ancak l = l 0 ve 

P nin de blr dik plramit olmas1 halinde eri1lllr. [MlsAl 48.) 

47. V, S, A ve l, bir D Qifle piremldinln s1ree1yla hacm1, 

yUzeyinin alan1, tabao1nm alao1 ve tabaom1n cevre uzuolui?unu 

gOetersin. V0 , S0 , A0 ve L0 da dl~er bir D0 <;ift·J plramidine ait 

Oncekilere tekablll eden bllyllkltikler olsun. 

V = V0 , 

. 
ve Du 1 bir dlk Qirte piramit farzederek 

s :::,,. s. 

oldujtunu ispat edlnlz. Burada e1ltli[te ancak ve ancak l = L0 ve 

D nln de dlk Qifte piramlt olmas1 halinde erl,ilir. [MisAI 45, 46.) 

48. Verilmit blr hacm1 haiz bUt!ln d6rtgen tabanh prizma­

lar ic;inde, en kllc;Uk yllzey alan1n1 haiz olam kl1ptt1r. [Bnnu 

Mhll 34 Ile kar91la9tmo1z; hangi ifade daha kuvvellidir ?] 

49. lepat edlolz kl, verilmit bir hacm1 halz blUUn dOrtgen 

tabaoh Qilte plramltler i9inde, en kfic;llk yllzey alao101 haiz olam 
diizgiio seklzyllzllldllr. [Hunu MisAI 37 tie kar91la1tmo1z; hangi 

ifade daha kuvvetlldlr? 

50. lspat edlolz kl, verilmit bir hacm1 halz bllttin ll9gen 



MAKSIMUMLAR \'P. MINIMUMLAR 228 

tabanh piramitler i9inde en kll9Uk yllzey alantDJ balz olan1 dllz­
tiln dOrtyilzlUdtlr. 

51. Kare tabanlz dik piramit. ldpat ediniz ki, verilmlo bir 

haem1 balz blltlln kare tabanh dik plramltler i9inde, taban alan1 

biltlln yllzey alan1nm 1/4 Une eolt olan plramit en kl!9ilk ytlzey 
alan1n1 baizdlr. 

52. Dik koni. Verilmio blr baem1 haiz blltilo dik konller 

l9lnde, taban 11lanm10 blltQn yilzey ala01na orao1 1/4 olao kool 

en kil<;ilk yllzey alaom1 balzdlr. 

53. Genel dik koni. Bir dik konlde, bu koolnin bacm1 lie 

tabanmm blcimi verilmit olup, taban1n bDyilklUjttl verilmeml1· 

tlr. Bu plramidin yiizey alam minimum oldujtu takdirde, tabao 

alanmm bu yilzey alan1oa oran1 nedlr? [Bir Ozel bal blllyor 
mueunuz •?J 

54. Yukar1da prizmalar, piramltler ve cifte piramlllere dalr 

vermlt oldujtumuz tllrlll problemleri tekrar ele alarak, bunlar 

arae1ndakl kart•hkh milnaeebetlere dlkkat edinlz ve o mlsAllerl 

neticelerin benzerlijtini ortaya 91karaeak blr eedvel ballnde dO· 

zeoleylolz. Bu cedveldeki, daha ba1ka oetlcelerle doldurmay1 

tl.mlt edeeejtinlz, bo1luklara l1aret edlnlz. 

55. Kapa/r at;rk kuta: Bir kutunuo be1 yllzllnilo S, alaolar 

toplam1 verilmi1tir. Kotunun V baem101n makeimomoou bulo­
nuz. ( Uuouola ilgili bir problem blllyor musuouz? 0 problemln 

netlce veya metoduoo burada kullaoabillr mlsiniz ?) 

56. Su galaJr. '01:gen tabanh blr dlk prizmamn dGrtyllzQ­

otl.n S, alaolar toplam1 verilmlttlr; burada nokssn olao yOz gan 

giJ&ltrden blrldir. Prlzmao10 V bacmmtn maksimomunu bulonuz. 

57. Bir part;a. 'Ocgeo tabanh blr bir dik prlzmada U9 bltl· 

1ik yllziln (yaol, iki yao yQz lie blr tabao1n) alanlar1010 S, 
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toplam1 verllmlttlr. Prlzmao10 V haem1 makslmum oldufu za. 
man, bu tlc yQzttn alanlar101n etlt ve durumlarmm blrblrlerlne 
dlk oldutunu gGeterlniz. [Bu bir parcad1r - aeaba neyin par­

cas1 ?J 

58 . Bir daire 1ektGrttn1ln ala01 verllmJ1 olsun. Bu sektGrttn 
cevresl minimum oldujtu zaman, sektGre ait merkez ac1s101n de­
jterl nedlr? 

59. Bir Ucgenin alan1 Ile blr ac;1s1 verllmlotlr. 

(1) Aralar1nda verilen ac1y1 lhtlva eden ikl kenar10 topla-
m101n, 

(2) Verllen acmm kar11S1ndakl kenarin, 
(8) Btltlln c;evrenin 

mlnimumunn buluonz. 

60. Bir dtlzlemde mevkli lie verUmlo blr ac;1 ve ayn1 dQz. 
lemde verllen ac;101n lc;inde buluoan bir nokta alahm. 0 nokta­
dao gec;en deitlten blr dojtru ac;1dan blr Qc;gen aymr. Bu ilc;genlo 
alan1010 mlnlmumunu bulunuz. 

61. Bir kutonuo 12 kenar1010 E uzunluklar toplam1 verll­
dljtlne gore 

(1) kutnnon V baemm1n, 

(2) kutunun S yllzey alanmm, 
makslmnmunu bulunuz. 

62. Bir po.talion• problemi. Uznnlujtu lie knoak genlflitinln 
(yani uzunlujta dlk kesltln c;evresinln) toplam1 l inc;'I gec;meyen 
blr kutunun baem101n makslmumunu bulunuz. 

63. Keplerin bir p,.oblemi. (lid taraftan s101rh) bir dlk silln­
dlrln merkezl lie o 111Lndlrln merkeze en uzak noktas1 araa1ndakl 
d uzakhit• verllmlo olaun. Bu sillndlrln haemm1n makelmumunu 
bulunu1. 
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