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BU YAYINLAR HAKKINDA

Matematigin kendi degeri yaninda, fizik, kimya ve dolay-
siyle miihendislik ve askerlik gibi pratik sahalara ve bilhassa son
»amanlarda biyoloji, ekonomi ve hattd sosyal bilimlere yardimi
hizla arttigindan, bu bilim her millet igin hayati bir tnem ka-
zanmigtir,

Ote yandan, matematik de bu bilimlerin problemlerini ¢tze-
bilmek igin gerek metod, gerek fikir bakimindan geligmek zo-
rundadir,

Bunian dolay: birgok memleketlerde bu sahaya daha fazla
sayida yeni istidatlar1 gekmek ve bunlar1 erkenden kegfetmek,

en nihayet bunlarin egitimi i¢in her tiirlii fedakérha katlanmak

en tnemli bir milli efitim siyaseti olmugtur.

Yeni istidatlar erkenden kegfetmek icin diigiiniilen tedbir-
lerin baginda matematik killtiiriinii genig kitlelere yaymalk gelir.

Ikinei Diinya Savagindan sonra bir ¢gok memleketlerde, geng-
lerin tecessiislerini tahrik etmek ve bunlarin matematik bilim-
lerine karg: ilgilerini artfirmak igin yeni bir tip matematik lite-
ratlirti meydana getirilmigtir, Bu cesit literatiirde aranilan 8ze-
likler kisaca gunlar olmalidir: a) Problem vaz’i suni olmamali,
b) Bunlar1 anlamak igin fazla Onbilgiye ihtiya¢ bulunmamali,
¢) Okuyucuyun aktif igbirlifine ve bir seyler kesfetmepe sevket-
meli. X

Iste Tiirk Matematik Dernegi bu cereyani memleketimize de
getirmek maksadiyle bu yayinlara baglamig bulunmaktadir. Bu
yayinlar, resmi miifredata bagh ders veya yardimel kitaplar ol-
mayip, konular1 yukariki prehsiplera uygun olarak secilmig eser-
lerdir. Bunlarin anlagilmas: igin lise matematiginin bir kism
ile okuyucunun sagduyusu ve iyi niyeti kafidir.

Tamamen hizmet olan bu iegebbiisiimiiziin mali kaynagi,
Milli Egitim Bakanligimizin ve Ford Foundation’un bagiglaridir.

Tiirk Matematik Dernegi
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FIZIKSEL MATEMATIK

Fizik ilmi bize |matematikgilere] sadece problemler ¢Gzmek
igin firsat vermekle kalmaz, fakat onlart ¢ézmenin yollarint kegfet-
mek hususunda da bize yardim eder ve bu yardim: iki gekilde
yapar : birinde bizi ¢éziimii Gnce len girmefe sevke ler, Gtekinle bize
uygun ispat yollar:t ilham eder.— HENR1 Poincarf (')

1. Optik tefsir. Matematik problemler ekseriya tabiat,
daha do@rusu bizim tabiat tefsirimiz olan fiziki ilimler, tarafin-
dan ilham edilirler. Ayni gekilde, bir matematik probleminin
¢bzlimii de tabiat tarafindan ilham edilebilicr; Fizik ilmi, bize
kendi bagimiza bulmamiz ihtimali pek az olan bir takim ip ug-
lar1 verir. Fizik aragtirmalarmnin telkin ettigi ve Fiziki tefsir
yardimi ile ¢oziilen matematik problemlerini miinakaga etmesey-
dik, gbriigtimilz ¢ok dar kalirdi. Agaffida bu cinsten ¢ok basit bir
ilk problem verilmektedir.

(1) Tabiatin telkin ettigi bir problem. Dogiru, verilen iki nokta
arasindaki en kisa yoldur. Isik, bir noktadan digerine giderken,
bu en kisa yolu seger - hi¢ olmazea giinltik tecrilbelerimize gore
bu byle gbriinmektedir. Fakat g1k bir noktadan digerine dog-
raodan dofiruya degilde, bir aynada yansiyarak giderse ne olur ?
Igtk acaba bu haldede en kisa yolumu scgecektir ? Bu gartlar
altinda en kisa yol nedir? Igiffin yayilmasina dair miildhazalarla
agafiki salt geometrik probleme s.vkedilmig oluyoruz:

(") La Valear de la Science (llmin Kiymeti adli eser), 5. 152.
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2 FIZIKSEL MATEMATIK

Agm diizlemde iki nokta ve bir dogru verilmis olup, noktalar
dogrunan aym tarafindadw. Verilen dogru \iizerinde dyle bir nokta
balunuz ki, o noktamin werilen iki noktaya olan uzakliklar: toplamt
minimum olsan.

A ve B verilen iki nokta, : i
I verilen dogiru, ‘
|

X, | doggrusu tzerinde deftigen bir nokta olsun (Sek. 9.1 e
bakiniz). Biz iki uzakhffiin AX 4 XB toplamini, yahut, ayn gey
demek olan, A dan X e oradan da B ye giden yolun uzunlu- |
gunu nazar itibara ahiyoruz. Bizden istenen gey, verilen [ doft-

rusu f{izerinde bu yol vzunlugunu minimum yapan bir X noktasi
bulmaktir.

Evvelce buna gok benzer bir problem gérmiigtilk (Paragraf 8.2, |
Sek. 8.1, 8.2, 8.8). Hakikaten, her iki problemde de aym: geyler
verilmig olup, bilinmiyenler bile aymi tabiattadir; orada olduffu I
gibi buradada bir dofru f{izerinde belirli bir ekstremumu veren
bir noktanin yeri aranmaktadir. lki problem arasindaki tek fark \
bu ekstremumun tabiatindadir: Burada iki dofru parcasimin top- i
lamini minimum yapmak istiyoruz; orada ise bu iki dofru par-
cas1 arasindaki agiyr maksimum yapmak istiyorduk. ~|
|
|

Buna raggmen bu iki problem birbirine Oyle sik: sikiya bag-
hdir ki, her ikisinde de aymi metodun kullanilmas: tabiidir. Pa-

ragraf 8.2 nin problemini ¢8zmek igin tesviye gizgilerini kullan-
migtik ; burada da onlar kullanalim. I

Evvelden verilmig yola bagh olmayip ta, biitiin diizlem fize-
rinde serbestce hareket edebilen bir X noktasi nazar: itibara
alalim, Eger (minimum Ikilmak istediimiz) AX + XB biiyilk- I
lipt sabit bir defferi muhafaza ederse, X nasil hareket edebi-
lecektir? Odaklari A ve B olan bir elips lizerinde. Su halde
tesviye gizgileri «eg-odakli», yani aymi odaklar1 (verilmig A ve l
B noktalarn) haiz, elipslerdir. Istenen minimuma verilmig | dog-
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rasunun, wverilmis A ve B noktalarint olak olarak kabiil eden bir
elipse teget bulundagu noktada erisilir ($ek. 9.2 ye bakiniz).

A A

\ 8 p
/ ]
X M

$ek. 9.1. Hangi yol en Sek. 9.2. Te@et bir tesviye
kisadir ? ¢izgisi

(2) Tabiatin telkin ett i bir ¢éziim yolu. Coziimil hakikaten
bulmug olmakla berabrr, elipsin bazi geometrik zeliklerini bil-
medikge bu ¢zlimiimiiz fazla ise yaramaz. Su halde ise yeniden
baghyarak bize daha fazla bilgi veren bir ¢dzlim arayalim.

Problemimizin telkin etmis olan fiziki durumu gbz Sniine
getirelim. 4 noktas: bir 11k kayna@i, B noktas: bir gbzlemeinin
gozii olup, ! de diizlem geklinde bir yansitic: ylizeyin mevkiini
‘gbstermektedir; bdyle bir ytizey olarak durgun bir havuzun ya-
tay yilizeyini tasavvur edebiliriz (Bu yiizey Sek. 9.1 in dizle-
mine dik olup, onu [ dogrusu boyunca keser). Effer X noktas
dogru segilmigse, AXB kirik ¢izgisi 1918m  yolunu gdsterir. Bu
yolu tecriibe ile olduk¢a iyi bilmekteyiz ve AXB yolunun yan-
siyan 1gifin  hakiki yolonu gosterdigi takdirde minimum uzun-
lukta olmasindan giiphelenmekteyiz.

Gozlinfiz B mevkiinde bulunmakta olup, aga@i dofru
A nimm havuzdaki hayaline bakmaktasiniz. Gdziintize gelen 1gin
size dogrudan dogruya A dan degil, fakat bavuz yliz-yinin
altinda bulunan bir noktadan geliyor gibi gériinmektedir. Hangi
noktadan ? A egyasinin aynadaki hayali olan, yani 4 nin [ ye
gore simetrigi bulunan A* noktasmndan.

L
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4. AMN =< BMN

olduffunu gbriiriiz. Bu iki agimin egitligi en kisa yolu karakte-
rize eder. Halbuki tam da aym egitlik, yani

gelig ag¢is1 = yansima agisi

tecriibe ile bildigimize gore 1giffin hakiki yolunu karakterize
eder. $u halde, yansiyan igik egya ile gdz arasinda hakikaten
miimklin olan en kisa yolu takip eder. Bu kegit lskenderiyeli
Heron tarafindan yapilmigtir.

(8) ki ¢éziimiin mukagesesi. Bir ¢bzlim tamamlandiktan
sonra, geriye donerek kendisine tekrar bukmak ekseriya fayda-
hdir. Iginde bulundugnmuz halde bu fayda iki kat olacsktir,
¢llnkil elimizde birbiri ile mukayese edebilecegimiz iki tane ¢b-
zlim ((1) ve (2) deki) vardir. Problemi ¢tzmeye yarayan iki
metod da (Sek. 9.2 ve 9.8) aymi neticeyl vermelidir (iki gekli
ist fiste konulmug tasavvur ediniz). Minimuom problemimizin
¢izlimil olan M noktasimi, [ ye teffet bir elips veya [ ile egit
agilar tegkil eden iki 1in parcasi vasitas: ile elde edebiliriz.
Fakat verilen geylerin (A4 ve B noktalar: ile [ dogrusu) birbir-
lerine gdre durumlar1 ne olursa olsun, bu iki ¢dziim daima ayni.
neticeyi vermelidir. Bu iki ¢dzfimfin birbiriyle intibak: elipsin
gu geometrik Ozelifini ortaya ¢ikarir: Bir elipsin iki odagim
kendi gevresi iizerindeki bir noktaya birlestiren iki dojrua, o noktada
elipse cizilen tegetle egit agilar teskil eder.

Elipsi bir ayna olarak dilgiiniir ve (biraz evvel milnakaga
etmig oldufumuz) yansima kanununu hesaba katarsak, yukariki
geometrik Ozeligin gu milgahhas optik tefsirini ifade edebiliriz:
Elips geklindeki bir aynamin bir odagindan ¢tkan bir win, elips
iizerinde yansidiktan sonra éteki odaktan geger.

(4) Bir uygulama. Ne kadar basitte olsa, Heron’un kegfi
ilim tarihinde yer almaya layiktir. Bu kegif, fiziki olaylarin tas-
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virinde bir minimum prensibinin kullamhigina dair ilk misdldir.

0, bundan bagka matematik ve fizik teorileri arasindaki kargi- |

likhh miinasebetler ig¢inde ilham wverici bir misdldir. Heron’dan
sonra ok daha genel minimum prensipleri kegfedilmig ve mate-
matik ve fizik teorileri arasinda ¢ok daha biliyiik dlglide karg:-

lhikh ilgiler kurulmugtur ; fakat bazi bakimlardan ilk ve en basit
misdller en tesirli olanlardir.

Uzerimizde kuvvetli bir tesir birakacak kadar bagarih ol-
mug olan (2) deki g¢dziime ddnerek kendimize gunlar: sormaliyiz:
Bu ¢dzlimit bagka yerde kullanabilirmiyiz? Onun neticesini kul-
lanabilir miyiz? Onun metodunu kullanabilir miyiz ? Hakikaten
bu hususlarda bir ¢ok imkénlar vardir. Meself 1g1ffin egri ylizeyli
bir aynadan yansimasini veya bir seri diizlem aynalardan ard

arda yansimasimi inceleyebilir, veya neticeyi tnceden dgrendigi-
miz metodlarla terkip edebiliriz, ve s.

Burada sadece bir misdli; «trafik merkezi» problemini mii-
nakaga edelim : ¢ kasaba kurulacak ortak bir trafik merkezine
giden fi¢ yol inga etmek istiyor. Trafik merkezinin yerini Oyle
seginiz ki, bu yollarin toplam ingaat masrafi minimum olsun. Bu
problemi son derece basitlegtirirsek, gu salt geometrik probleme

varinz: Ug nokta verildigine gire, &yle bir dérdiincii nokta balu-

nuz ki, onun ilk ii¢ noktadan uzakliklar: toplam: minimam o'sun.

Verilen lig nokta (kasaba) A, B, C ile gbsterilsin ve X te
A, B, C nin belirttigi diizleme ait degiigsen bir nokta olsun. Biz,
AX 4+ BX 4+ CX nin minimumunu ariyoruz.

Bu problem Heron'un problemi ile ilgili gdriinmektedir. Bu
ylizden iki problemi yan yana getirip, aralarinda miimkiin ol-
dugu kadar siki1 bir miinasebet kurmaya caligmahyiz. Eger, bir
an icin, CX uzakhgini sabit tutarsak (meseld =r dersek), bu
miinasebet hakikaten ¢ok siki goriiniir: Her iki problemde de,
degigen bir noktanin iki sabit noktaya olan uzakliklar: topla-
mindan ibaret A4X -+ BX in minimumunu bulmamiz istenmek-
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tedir. Aradaki fark, X in burada (C merkezli ve r yarigaph bir
daire fizerinde, tnceki problemde ise bir dofiru ftizerinde hare-
kete mecbur olmasidir. Onceki problem bir diizlem aynada, gim-
diki ise daire geklindeki bir aynada yansimaya dairdir.

Biz 1g1pa glivenelim: O, A dan daire geklindeki aynaya ve
oradan da B ye olan en kisa yolu kendi kendine bulabilecek ka-
dar akilhdir. Igifin ¢izdigi bu yol ise, gelig a¢is1 yansima agisina
egit olacak gekildedir. Su halde istenen minimum durumunda
< AXB, C ve X ten gegen dogru tarafindan iki esit parcaya ay-
riltr (Sek. 9.4 ’e bakiniz). Kismi degigim prensibi ve durumun aym
olugu sebebiyle << AXC ve < BXC de aym gekilde iki egit par-
caya ayrilir. X i A4, B ve C ye birlegtiren iig dofru, diizlemi

B

Bl

(%

Sek. 9.4. Trafik merkezi ve §ek. 9.5. Trafik merkezi
daire geklindeki ayna

ortak tepeleri X te olan alti agiya ayinr. Dikkatimizi Sek. 9.5 tcki
ortak tepeli aqi giftleri tizerinde toplarsak, biittin bu alti agmnin
birbirine ve neticede ber birinin 60° ye egit oldugunu kolayca
gbririiz. Trafik merkezinden gikan iig yol birbirlerigle esit apilar
tegkil eder ; bunlarin her hangi ikisi arasindaki a1 120° dir.

(Eger yukarda kullanmig oldugumuz kismi degigimler meto-
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dunun bazi kayitlara tabi oldufunu hatirlarsak, qbznﬁ:umﬂzun
kritik gtzle yeniden incelenmesini l0zumlu bulabiliriz.) 1

8 FIZIKSEL MATEMATIK

2. Mekanik tefsir. Matematik problemler ve onlarin ¢i-
zlimleri mekanik, optik veya difer hddiseler gibi tecriibemizin
her hangi bir sektdril tarafindan telkin edilebilirler. $imdi, basit
mekanik prensiplerinin bir problemin ¢dztimlinii bulmakta bize
nasil yardim edebilecefini anlatacafiz.

(1) Her iki ucuda sabit olan bir sicim bu iki uw¢ arasinla
agirligh haiz bir halkaya gecirilmistir. Sicimin denge durumunu
balunuz.

Sicimin tamamen bilk{ilebilir ve uzatilamaz oldugunu, afir-
ligmin ihmal edilebilecegtini, halkanin sicim boyunca siirtiinme-
siz kayabildigini, ve halkanin eb’adinin kendisine bir matematik
nokta goziiyle bakilabilecek kadar kiiglik oldugunu kabul ediyoruz.

A ve B sicimin sabit olan uglarini, X te halkanin her hangi
bir durumunu gdstersin. Sicim bu takdirde Sek. 9.6 da gosteri-
len AXB kirik gizgisi halindedir.

Sek. 9.6. lki denge garta

Sorulmug olan problem iki farkli metodla ¢ozilllir.

Evveld, halka miimkiin oldufu kadar agaffida durmahdir.
(Hakikaten halka afirhfn haiz oldugundan, yere yahut arzin
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merkezine miimkiin olduffu kadar yakin olmaya ¢ahgir.) Uzatila-
miyan sicimin her iki pargasi, AX ve BX, gerilmig durumda iken
sicim boyunca kayan halka, odaklari 4 ve B olan bir elips gizer.
Agikir olarak, halka denge durumunda elipsin, tefeti yatay olan,
en alcak noktasindadir,

Ikinei olarak, sicimin M noktasinda tesir eden kuvvetler
dengede olmalidir. Bu kuyvetler halkanin agiehif ile sicimin o
noktadaki iki gerilme kuvvetidir, Sicimin her iki M4 ve MB
parcalarindaki gerilme kuvvetleri birbirine esit olup, sicim bo-
yunca sirasiyla 4 ve B ye yGnelmigtir. Bu iki kuvvetin bileg-
kesi <~ AMB agisim1 iki egit pargaya boler ve halkanin afirhi
ile ayn1 dogrultuda ve aksi yonde oldugundan diisey dogrul-
tudadir.

Bu iki ¢Szlimiin intibak etmesi gerekir. $u halde elipsin
dligey normali ile egit agilar tegkil eden MA ve MB dogrular:
elipsin yatay tegeti ile de esit ailar tegkil eder: Bir elipsin
iki odagint cevresi iizerindeki herhangi bir M noktasina birlestiren
iki dogru, M noktastnin tegeti ile esit agilar tegkil eder. (AB
doffru par¢asinin uzunlugunu sabit tutmak, fakat onun yatay
dofrultuyla tegkil ettigi agiyr degtigtirmek suretiyle, M noktasini
elipsin bir yaris1 Gizerinde istenilen berhangi bir M noktasina
gitlirebiliriz.) :

Boylece (Paragraf 1 (8) teki) eski bir neticeyi bagka tatbikat:
da bulunmasi milmkiin olan yeni bir metodla elde etmig olduk.

(2) Burada bir bilgi fazlahgina malik oldugumuz gdrillfiyor.
Mekanikte gok fazla ilerlemig olmadan bile, sorulmug olan bir
Mekanik probleminin sadece bir degil, fakat iki farkh pren-
sibe dayanan iki tane ¢tztimlinti bulacak kadar mekanik bil-
gisine sahip oldugumuz anlagihyor. Bu iki ¢dziimiin birbiriyle
mukayesesi bizi enteresan bir geometrik hakikate sevketmigtir.
Mekanik bilgimizin bu tagan kisminin daha biiylik bir parcasini
diger kanallara ¢evirebilir miyiz ?
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Talibhin biraz yardim: ile, yukarda nazan itibara alinmig
olan (paragraf 1 (4)) trafik merkezi problemini ¢ézmek fizere bir
mekanik model tasavvur edebiliriz: (g tane makara diigey bir
duvarduki 4, B, C noktalarina g¢akilmig ¢iviler (eksenler) etra-
finda donmektedir (§ek. 9.7 ye bakiniz). Sek. 9.7 de XAP, XBQ
XCR ile gosterilen ¢ sicim sirasiyla 4, B ve C noktalarindaki
makaralardan ge¢mektedir. Bu fig sicim X ortak noktalarinda
birbirine baglanmig olup, diger uglarinda swrasiyla P, Q, ve R
gibi birer agirlik tagimaktadir. Problemimiz, bu sistemin denge
durumunu bulmaktir. '

A

Sek. 9.7, Teafik merkezi probleminin mekanik tefsiri

Tabiatiyle bu problemde mitad basitlegtirmelerin cari ol-
dufu farzedilmelidir: yani sicimler tamamen bilkillebilir ve uza-
tilamaz kabill edilmeli, stirtiinme ile sicimlerin afirh1 ve maka-
ralarin eb’ad: ihmal edilebilir teldkki edilmelidir (makaralar nok-
talar gibi muamele gtirecektir). (1) de yapilmigs oldugu gibi, bu-
rada da problemi iki farklh metodla ¢dzebiliriz.

Evveld, tig afirhk bir arada olarak miimkiin oldufu kadar
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algak durumda bulunmalidir, Yani, onlarin verilen bir yatay diiz-
lem (yer) den olan yiiksekliklerinin toplami minimum olmaldir.
(Yani, sistemin potansiyel enerjisi minimum olmahdir; tig agir-
Iifin birbirine egit oldugunu hatirlayimz,) Su halde AP4-BQ+CR
maksimum olmalidir. Su halde, her sicimin uzunlugu sabit ol-
dugundan, AX -+ BX -+ CX minimum olmaldir; bSylece prob-
lemimizin paragrat 1 (4), Sek. 9.4, 9.5 teki trafik merkezi prob-
lemi ile ayni oldugu ortaya gikar.

Ikinci olarak, X noktasinda tesir eden kuvvetler demgode
olmalidirlar. Ug egit agirh@in herbiri kendi sicimini egit kuv-
vetle ¢eker ve bu kuvvetler silirtiinmesiz makaralar tarafindan hig
azaltilmadan nakledilirler. Su halde X noktasinda sirasyla XA,
XB ve XC dogrular: boyunca tesir eden i¢ esgit kuvvet dengede
olmalidir. Agikdr olarak, simmetri dolayisi ile bu kuvvetlerin
birbiriyle egit agilar tegkil etmesi icabeder; X te birlegen iig
sicimin herhangi ikisi arasindaki agi 120° dir (Bu iig kuvvetin
tegkil ettigi tiggen egkenar olup, dig agilar 120° dir).

Bu, paragraf 1 (4) teki ¢dziimii teyit eder. (Diger taraftan,
mekanik tefsir 4, B ve C noktalarinin birbirine nazaran durumu
lizerinde de bir kayit koymak ltzumunu belirtebilir).

3. Yeniden tefsir. Yari yariya suya batirilmig bir sopa
keskin bir gekilde biikiilmiig gibi goriiniir. Buradan, havada ol-
dugu gibi “sudada bir dogru boyunca ilerleyen 1gigin sudan
havaya gegerken keskin bir ydn degigtirmesine maruz kaldifn
neticesini ¢ikaririz. Bu, kirilma olayi olup, bu olayin yansimaya
nazaran daha karigik ve daha gilg anlamlabilir oldufu besbel-
lidir. Kimlmaya dair kanun Kepler ve digerlerinin basarisiz
gayretlerinden sonra, nihayet Snelliug tarafindan (1621 civarinda)
kegfedilmiy ve Descartes tarafindan yaymlanmigtir, Heron’un bag-
latmig oldugu fikirleri ele alarak devam ettiren Fermat (1601-1665),
ise onlardan daha da sonra gelmigtir. ;

Suyun altinda A gibi bir esyadan ¢ikan ve suyun fistiin-
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de B gibi bir gbze giden 1§51k, tepesi havayr sudan ayiran yllzey
tizerinde olan bir ag1 taﬁkll etmek suretiyle, bir kirik gizgi ¢izer
(Sek. 9.8 e bakiniz). Halbuki A4 ile B arasindakien kisa yol A8 dog-
ru pargasi oldufundan, 11k bir ortamdan 8tekine gegerken Heron
prensibine itaat etmez. Bu durum haydl kimeidir; basit bir
kaidenin iki halde (direkt yayilma ve yansima) cari olup, figlincil
bir halde (kirilma) ecari olmamasin1 kabill etmek istemeyiz. Bu
hususta Fermat'nmin aklina bir care geldi. Kendisi i@ bir
noktadan dierine gitmek i¢in zamana muhtag oldufunu, yani
1g13in belirli bir (sonlu) hizla hareket ettiini biliyordu; haki-
katen, Galileo igifhn hizinmi Slgmek i¢in bir metod teklif etmigti.
Belki havada belirli bir hizla hareket eden 1g1k, suda bagka bir
hiz1 haizdir; belki bdyle bir hiz fark: kirilma olaymm izah ede-
bilir. Igik sabit bir hizla gittifi miiddet¢e en kisa yolu sec-
mek suretiyle, ayni1 zamanda en gabuk (yani en kisa zamanda
kat'edebilecegi) yolu se¢mig oluyor. Eger 1k hizi iginden gegi-
len ortama bagl ise, uzunluk bakimindan en kisa olan yolun
mutlaka zaman bakimindan da en kisa olmas: gerekmez. Belkide
1§tk daima, neticede sudan havaya gegerkende, zaman bakimin-
dan en kisa yolu seger,

Bu diiglince silsilesi bizi berrak bir minimum problemine
gotiirtir (§ek. 9.8 e bakiniz):

A ve B gibi iki nokta ile A yr B den ayiran bir | dofrusu ve
u, v gibi iki hiz verildigine gére A dan B ye gitmek igin sarfede-
cefiniz minimam zamant bulunuz; A dan | ye kadar u ve | den
B ye kadar da v hizt ile seyahat edecefiniz farzolunmaktadir.

AgikAr olarak, en kisa zamanda seyahat edebilmek igin
A dan [ nin bir X noktasina kadar bir, X tende B ye kadarda
difger bir doggru fizerinde hareket etmelidir. Problemimiz esas
itibariyle bu X noktasinin yerini bulmaktan ibarettir. Diizgfin bir
harekette zamanin, uzaklifin hiza bSliimiine egit oldugunu bil-
digimizden, A dan X e ve oradan B ye kadar seyahat igin
sarfedilen zaman
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ye egittir. Bu biiyiikliik X i | fizerinde nygun se¢mek suretiyle
minimum yapilmaldir. Bizden A4, B, u, v ve [ verildifine gbre
X i bulmamiz istenmektedir.

Bu problemi Diferansiyel Hesabin yardimi olmaksizin ¢bz-
mek kolay degildir. Fermat onu, neticede Diferansiyel Hesaba
gotiiren bir metod icadetmek suretiyle ¢ozmiigtlir. Biz daha
ziyade Onceki paragraftaki drneklerin rehberligini tikip edecefiz.
Talihin biraz yardimi ile, sorulan minimum problemini bizim

igin ¢bzecek bir mekanik model tasarlamay1 bagarabiliriz (Sek.
9.9 a bakiniz).

A’/Bz X %

/4
Q@
A A
P
Sek. 9.8. Kirilma Sek. 9.9 Kirilmanin mekanik

modeli

Bir X halkas: kendi iginden gegen sabit bir ! yatay ¢ubufu
boyunca hareket etmektedir. X halkasina iki X AP ve XBQ sicimi
baglanmigtir. /Bu sicimlerin herbiri (sirasiyla 4 ve B deki) bir
makaranin fizerinden ge¢mekte ve Steki ncunda (sirasiyla P ve
Q) bir agirlik tagimaktadir. Burada esas nokta bu afirhklar:
segmektir. Bu agirliklar birbirine egit olmamalidir ; clinkil aksi
takdirde AXB ¢izgisi denge halinde tek bir dogru parcasindan
ibaret olurdu (son husus hig degilse akla yakindir) ve neticede
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AXB kinlan gifin yolunu gostermek igin uygun olamazdi, Sim-
dilik agirhklarin se¢imini ileriye birakalim, fakat uygun bir
yazig tarzi ithdl edelim. Birineci sicimin P ug¢ noktasindaki afir-
hfina p, ikinei sicimin Q ug¢ noktasindaki agirhifina ¢ diyelim.
Simdi denge durumunu arayacafiz. (Bu ig igin mitat basitleg-
tirmeleri kabfil ediyoruz: Cubuk tamamiyle bfikfilemez, sicimler
tamamiyle biikiilebilir, fakat uzatilamaz olup, sicimlerin siirtiin-
me, afirhk ve sertlifi, makaralarin ve halkanin eb’adi ihmal
edilebilir.) Paragraf 2 de oldufu gibi, problemimizi iki farkh
metodla ¢dzecefiz.

Evveld, iki afirhk bir arada miimkiin oldufu kadar al¢ak
bir durumda bulunmalidir. (Yani, sistemin potansiyel enerjisi
minimom olmalidir.) Bu,

AP-p+ BQ-q
nfin maksimom olmasini icabettirir. $u halde, her bir sicimin
uzunlugu sabit oldugundan,

AX-p+ XB-g

minimum olmaldir.

Bu, Fermat'nin problemine ¢ok yakin olmakla beraber,
onun tamamiyle aym degildir. Fakat, biri optige, tteki meka-
nigge dair olan bu iki problem,
ybs 1

L} q‘:——

a o

p=

olarak sectifimiz takdirde matematik bakimindan birbiriyle inti-
bak eder. O takdirde denge problemi ($ek. 9.9) tipki Fermat’-
nmin en ¢abuk seyahat probleminde oldugu gibi

AX , XB

= T

nin minimum olmasini istemektedir. Bunu $ek. 9.9 daki meka-
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nik sistemin denge durumuna bir ilk noktainazardan bakmak
suretiyle bulmusg olduk.

Ikinci olarak, X noktasinda tesir eden kuvvetler dengede
olmahdir. Agirhiklarin g¢ekig kuvvetleri stirtlinmesiz makaralar
tarafindan hi¢ eksiltilmeden nakledilir. Halka tizerine biiyiikliik-

leri sirasmiyla —1- ve % olan ve herbiri kendilerine tekabiil

eden sicimler boyunea iki kuvvet tesir eder. Bu kuvvetler halkay:
diigey dogrultuda hareket ettiremez. ¢linkii halkadan gegen [
c¢ubugu tamamen katidir (Cubuk simirsiz miktarda bir diigey
reaksiyon hdsil eder). Fakat bu iki ¢ekigin aksi ydnlerde olan
yatay bilegenleri birbirini yok etmelidir, yani bunlarin bi-
yiikliikleri birbirine egit olmalidir. Bu miinasebeti ifade etmek
igin X noktasindaki diigey dogru ile iki sicim arasindaki  ve f
acilarini ithal edelim.

i
~

LS. !

Sek. 9.10. Kirilma Kanunu

Yatay bilegenlerin egitligi

Ju_ gin @ = —:— sin #
yahut

3

in
gin f

u
v

ile ifade edilir. Igte minimum igin sart budur.
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Simdi optik tefsire donelim. Gelen 1gik ile kinlma yiizeyi-
nin normali arasindaki =z agisina gelig agisi, giden 1k ile nor-
mal arasindaki f agisina da kinilma agis: denir. Hizlarin a/o oram
iki ortama, su ve havaya tabidir, fakat 4 ve B noktalarinin
yerleri gibi geometrik gartlara tabi degildir. §u halde, minimum
olma gart1 gelis ve kirilma agilarinin siniisleri oraninin galmiz iki
ortama bagh bir sabit olmasim icabettirir (Bu sabite bugiin kiril-
ma indeksi denilmektedir). Fermat'nin «en kisa zaman prensibi»
bizi sayisiz miigahedelerle teyit edilmig olan Snellius kirilma ka-
nununa sevkeder,

Bu suretle nemli bir kegfin dogugunu elimizden geldigi
kadar yeniden canlandirmaya galigtik. (Fermat’ninkinin yerine
kollanmig olduffumuz) ¢dziim metodu da dikkate deger. Proble-
mimiz daha bagtan fiziki (optik) bir tefsire sahiptir. Fakat onu
¢bzebilmek igin diger bir fiziki (mekanik) tefsir icadettik. Su
halde bizim ¢bzlimlimiiz bir yeniden tefsir yolugla ¢éziim'diir. Bu
gibi ¢tziimler birbirinden farklh fiziki olaylar arasinda yeni ben-
zerlikler meydana gikarabilir ve kendilerine has bir san’at eseri
bzeliffini baizdirler.

4. Brakistokron (en kisa zamanda inig) egrisinin Johann
Bernoulli tarafindan kesfi. Afirhf haiz bir maddi nokta A
noktasinda sitk(inetten harekete baghyarak, bir diigey diizlem bo-
yunca daha agaffidaki bir B noktasina siirtiinmesiz olarak kayiyor.
Stkanetten harekete gecen maddi nokta, bir sarkacin ueunun
yaptif: gibi, A dan B ye bir daire yay! boyunca da gidebilirdi.
Bu hareketlerden hangisi, dogru boyunca olamimi, yoksa daire
yay1 boyunca olani mi, daha az zaman alir? Galileo, daire yay
boyunca inigin daha ¢abuk olacagini diiglinmiigtii. Johann Ber-
noulli, 4 ve B den gecen dilgey diizlem iginde bu iki noktay1 bir-
legtiren keyfi bir ejri tasavvuretti. Biyle sonsuz sayida egri var-
dir. Johann Bernoulli igte bu egriler iginde inig zamanini minimum
yapan efriyi bulmak istedi; bu effiriye «en cabuk inig egrisi»
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veya «brakistokron» denir. Biz burada Johann Bernoulli’nin bu
problem igin vermis oldufu harikildde hay&l zenginlifi ihtiva
eden ¢bziimli anlamaya caligacaghz.

A

= = ——— o —— ——

Jy

Sek. 9.11. Bir maddi noktanmin yolu

A dan B ye inen keyfi bir egriyi bir koordinat sistemine
sokalim (Sek. 9.11 e bakimz). 4 y1 koordinatlarin baglangi¢ nok-
tas, x eksenini yatay ve y eksenini diigey ve agag dogru sege-
lim. Egri boyunea agag: dogru kayan maddi noktamizin bir (r, g)
geometrik noktasini bir v-hmyla gectifi am gdzbniine getirelim.
Bunlar arasinda Bernoulli’nin milkemmelen bildigi

“!

T
bagintis1 vardir; biz bugiin bu bagmtiyr enerjinin sakinimi
prensibinden gikariyoruz. Bu bafintiya gtre, inig yolu ne olursa

olsun, sonunda erigilen o hizi sadece inilen y derinlifine
tabidir : -

(1) v=(2g9)}
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Bu ne demektir? Bu temel hakikatin man2sim sezgi yoluyla
anlamaya ¢aligalim.

Maddi noktanmn iginde hereket ettigi diizlemi ince yatay
tabakalara ayiran yatay dogrular gizelim (Sek. 9.11 e bakimz).
Maddi nokta agafi inerken bu tabakalardan birbiri ard: sira
gecer. Bu noktamin herhangi bir andaki iz &neeki yoluna
tabi olmayip, sadece o anda i¢inden ge¢gmekte olduffu tabakaya
baghidir; yani poktamin hizi tabakadan tabakaya degigiyor.
Bbyle bir durumu bagka nerede girmiigtiilk ? Gilnegin 15181 bize
gelirken farkh yogunlukta birgok hava tabakas: iginden geger; gu
halde 1g1%in hizida tabakadan tabakaya degigir. Sorulmug olan
mi kanik problemi bbylece bir optik yeniden tefsir kabil ediyor.

§imdl $ek. 9.11 i bu yeni mandida ele alahm. Bu gekle
optik bakimdan homogen olmayan bir ortam goziiyle bakalim.
Bu ortam tabakalanmig olup, bu tabakalar farkli Ozelliktedir;
g derioliinde bulunan bir tabakada 1gifin hizi (2 gg)! dir. Bu
ortami1 4 dan B ye (verilmig noktalarin birinden Stekine) dogru
kat'eden 1:1k cegitli efiriler boyunca gidebilirdi. Fakat o, en
cabuk gidebilecegi yolu se¢mektedir ; yani hakikatte gidig zama-
ninl minimum yapan yol boynnca hareket etmektedir. $u halde
isifin yakarda anlatilmis olan (homogen bulunmayan, tabakali) or-
tamda A dan B ye giderken tdkip ettigi hakiki yol brakistokrondur.

Igigin hakiki yolu ise, Snellins kirilma kanununa tabi
olduffundan, problemin ¢dziim{l bir ¢irpida imkan dahiline girer.
Johann Bernoulli’nin zengin hayal kuvvetli yeniden tefsiri, ta-
mamiyle yeni ve erigilemez gériinen bir problemi erigilebilir hale
getirmig oluyor,

Yapilacak daha bazi igler kalmig olmakla beraber, bunlar
yukaridakiyle mukayese edilemiyecek kadar az orijinallige ihtiyag
gosterir. Spellius kanununu (yukarmki paragraf 8 te milnakaga
edilen) aligik oldugumuz gekliyle uygulayabilmek i¢in Sek. 9.11 e
dair tefsirimizi tekrar biraz degigtirecefliz: o hiz1 y ile birlikte
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1 sonsuz kiigitk adimlarla siirekli olarak deg geceffi yerde, siireksiz

. olarak (sonlu) kiigiik adimlarla degigsin. Isi1 gegiren bir maddeden

i yapilmig birgok ince levha (birgok cam levha) tasavvur edelim,

I byle ki bunlarin herbiri komsularindan optik bakimindan farkh

' olsun. Ig;ifin ardarda gelen tabakalardaki hizlarina », o', o, o", ... ,
diyelim ve bu tabakalar1 birbiri ardi sira gecen 151k diigey dog-
rultu ile sirasiyla o, o, 2”, &, ... acilarin1 tegkil etsin ($ek.9.12
ye bakiniz). Spellius kanununa gbére (paragraf 3 e bakiniz)

gin« sina’ _ sina” gina"

v o’ o” o

s

dir. §imdi ince levhalardan ibaret olan ortamdan ¢ nin derin-
likle siirekli olarak degistifi tabakali ortama gegelim (Levhalan
. sonsuz derecede ince kabil edelim). Bu takdirde 1gifin gizdigi
~ yol boyunca

(2) Eh: % — sabit

oldugunu goriiriiz.

— e € g e —

V(f

Sek. 9.12. Isifin yolu
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Bu egrinin tefetinin yatay dogrultu ile tegkil ettigi aciya ]
f diyelim. O takdirde

d 3
% 4 f = 90°, tgﬁ=37{=g

ve bu suretle

(3) sina=cos f=(1-43%) 3
olur.

Simdi (sirasiyla Mekanik, Optik ve Diferansiyel Hesaptan
¢ikarilan (1), (2) ve (3) denklemlerini takip eder ve (2) de zuhir
eden sabit i¢in uygun bir sembol kullamirsak, ¢ bir pozitif sa-
biti gtistermek iizere

g+ =c¢

elde ederiz. Boylelikle brakistokron i¢in birinei mertebeden bir
diferansiyel denklem elde etmig olduk. Biyle bir denklemi ger-
cekleyen egrileri bulmak ise Bernoulli’nin bildigi bir problemdir.
Burada ayrntilara girmemize lizum yolktur (bununla beraber
Misil 31 e bakiniz): Yukaridaki diferansiyel denklemin belirttigi
brakistokron’un bir sikloit oldufu ortaya ¢ikar. (Sikloit efrisi,
bir dogru {izerinde yuvarlanan bir dairenin gevresi {izerindeki
bir nokta tarafindan ¢izilir; icinde bulundufumuz halde bu
dogru x ekseni olup, yuvarlanma igi bag agafi cereyan eder:
daire x ekseninin altinda yuvarlanir.)

Bununla beraber, formiillere bagvurmadan da Snellius kanu-
nunun bir diferansiyel denklemi icabettirecefini sezgi ile gire~
bilecegimize igaret edelim. Hakikaten, bu kanun $ek. 9.12 de
giisterilen yolun miiteakip elemanlarinin dogrultularini belirler ki,
bu da bir diferansiyel denklemin yaptigi geyin aymdir.

Johann Bernoulli’nin brakistokron problemi igin vermig
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oldufu ve burada miinakaga ettigimiz ¢dzlim tarzi kendisine has
artistik bir niteligi haizdir. Sek. 9.11 veya 9.12 ye bakarak ¢U-
ziimlin apahtarim tegkil eden fikri sezgl ile gorebiliriz. Eger bu
fikri kendimizi zorlamadan berrak olarak girebilirsek ve getire-
ceffi geyl Onceden kestirebilirsek, Onfimiizde hakiki bir san’at
eseri bulundugunu farketmis oluruz.

Johann Bernoulli'nin ¢8zlimiiniin anahtar fikri, tabii, ye-
niden tefsirdir. Bu esnada geometrik gekil $ek. 9.11 veya 9.12)
arka arkaya iki farkh tarzda diiglinttimekte, iki farkli «gergeve»
i¢inde gorlilmektedir: evveld bir mekanik ¢erceve, sonra bir
optik ¢ergeve iginde. Acaba her kegif iki ayr: bilgeye ait fikrin
beklenilmiyen bir temas: ve gonra onlarin birbiri igine niifu-
zundan m1 ibarettir ?

5. Integral Hesabin Arsimet tarafindan kesfediligi. Bii-
tiin zamanlarin en bilyitk matematik kegiflerinden birine Fiziki
sezgi rehberlik etmigtir. Bununla, bugiin Integral Hesap dedigi-
miz bilim dalinin Argimet tarafindan kesfediligini kastediyorum.
Argimet, parabol kesitinin alanm ile kiirenin hacmini ve bunlara
benzer differ bir diizine kadar neticeyi iginde denge kavraminin
6nemli bir rol oynadifn tek ve aym bir metodla bulmugtur.
Argimet, kendi stzleriyle, «matematikteki bazi problemleri me-
kanik vasitas: ile aragbirmig» (*) tir.

Argimetin yapmig oldugu igi anlayabilmek i¢in kendisinin

hareket etmig oldugu bilgi seviyesi hakkinda biraz bilgi sahibi
olmamiz ldzimdir,

{') The Method of Archimedes, edited by Thomas L. Heath, Com-
bridge, 1912 (Argimetin T. L. Heath tarafindan yayinlanan Metod adli
kitapgig1). S. 1. Bundan sonraki dip notlarinda bu kitapgik Metod
adiyla zikredilecektir. Bundan bagka Ovcuvres complétes d'Archiméde, tra-
duites par P. Ver Eecke (P. Ver Eecke tarafindan fransizcaya terctime
edlimly olan Arglmetin toplu eserleri), S. 474 — 519 a bakimiz.
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Eski Yunanhlarin geometrisi Argimetin zamaninda zirvesine
ulngmigti. FEudoxus ve Oklid kendisinden hemen dnce idiler,
Alpo'lonius ise onun caffdagi idi. Burada, Argimetin kegli i{ize-
rinde tesir yapmig olmasi muhtemel bulunan birkag belirli nok-
tadan bahsedecegiz.

Bizzat Argimetin anlattifi gibi, Demokritus koninin hacmim
bulmugtu; Demokritus’un ifadesine gtire bu hacim, ayni taban
ve aym yilksekligi haiz bir silindirin hacminin figte biri idi.
Demokritus’un kullandis metod hakkinda higbir bilgimiz yok-
tur, fakat onun, koninin tabanina paralel deffigen bir diizlemle
elde edilen (bugiinkii dille de@igken kesit diyebilecegimiz) bir
kesitini nazar1 itibara almig oldufundan giiphelenmek igin baz
sehepler meveut goriintiyor. (*)

Eudoxus, Demokritus’un iddiasini ilk ispat eden kimse ol-
mugtur, Eudoxus onu ve differ benzer neticeleri ispat etmek
fizere kendisinin «tiiketme metodu» nu fcadetmig ve bu suretle
Eski Yunan matematifi igin bir kesinlik standardi koymugtar.

Eski Yunanhlarin bir menida «Koordinatlar Geometrisi» ni
bildikleri kabill edilmelidir. Bu koordinatlar, dtizlemdeki geomet-
rik yerleri hareket eden bir noktanin sabit iki mukayese ekse-
ninden olan uzakliklarini nazari itibara almak suretiyle ineele-
mekte kullaniiyordu. Effer bu uzakbklarin kareleri toplami
sabit ve mukayese eksenleri de birbirine dik ise, geometrik yer
bir dairedir- bu teorem koordinatlar geometrisine aittir, fakat
hentiz analitik geometriye ait degfildir. Analitik geometri, yukarda
bahsedilen milnasebetin

x! +y'=ﬂ'

gibi cebir sembolleriyle ifade edildifi anda baglar.

Eski Yunanhlarin Mekaniffi, Geometrilerinin miltkemmelli-
gine hicbir zaman uvlagmamig oldufu gibi, ondan ¢ok da sonra
(*) Metod, 8. 10-11 e bakimiz.
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baglamigtir. Effer Aristo ve digerlerinin miiphem miinakagalarina
hakkettiklerinden fazla bir deffier vermezsek, Mekanifin bir ilim
olarak ancak Argimetle bagladigini styleyebiliriz. Arg'met,
herkesin bildigi gibi, ytzen cisimler kenununu kegf tmigti. O,
bundan bagka Kaldirag Prensibi ile Afirlia Merkezinin, biraz
sonra ihtiya¢ duyacegimiz, esas Ozelliklerinide kegfetmigti.

Simdi Argimetin eserleri iginde en gtz alic: Srnegi incele-
yebilmek i¢in hazirlanmig bulunuyoruz; gimdi onun metodu ile
kiirenin hacmim bulacathz. Argimet kfireye bir dairenin dondli-
rillmesi ile elde edilmig, daireye de degfisen bir noktanin birbirine
dik iki sabit mukayese eksenine olan uzakhiklari arasmndaki bir
bagint: ile karakterize edilen bir geometrik yer gdziiyle bakmak-
tadir. Bugilinkil yazig tarziyla bu baginh

x4 g?'=2ax,

yani gy eksenine baglangic noktasinda teffet olan a yaricaph
dairenin denklemidir. Argimetin kendi geklinden pek az farkeden
Sek. 9.13 e bakiniz; buradaki daire x ekseni etrafinda dondil-
riiliince bir kiire dogurur. Buglinkli yazig tarsimin kullanilma-
simin Argimet’in diiglincelerini bozmadifh fikrindeyim, Bil’dkis
bu yazig tarzi bana daha ilham veriel goriintiyor. Bu yazig tarzi,
bizi bugiin Argimet’in fikrine gttiirmesi muhtemel ve belki de
bizzat Argimeti kendi kegfine gotiirmil olanlardan pek farkh
olmayan saikler telkin etmektedir.

Yukaridaki daire denkleminde y*® terimi bulunmaktadir.
7y nin kiirenin degigken kesiti’nin alani olduguna dikkat ediniz.
Demokritus koninin hacmimi onun defigken kesitini incelemek
suretiyle bulmugtu. Bu, bizi dairenin denklemini agafiki gekilde
yeniden yazmaya sevkeder :

ax+ag'=na2ax.

-

$imdi 7x® yi y=x dogrusunun xr ekseni etrafinda dondariilme-
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siyle elde edilen koninin deffigken kesiti olarak tefsir edebiliriz
(Sek. 9.18 e bakimiz). Bu durum geri kalan = 2ax terimi i¢in de
benzer bir tefsir aramayi ilham eder. Effer bdyle bir tefsir go-
remiyorsak, denklemi daha bagka gekillerde yazmay: deneyebilir
ve gu gekle tesadiif etmek hususunda bir gansa sahip olabiliriz:

(A4) 2a (ng® + ax?) = xn (2a)* .

Bu (A) denkleminde g¢ok gey teksif edilmigtir. (4) denklemine
bakarak ve onun igine giren tiirlii uvzunluk ve alanlarin farkina
varip, onlar: gekilde uygan bir tarzda diizenligerek bilyilk bir
fikrin doffuguna gahit olabiliriz; bu fikir (4) formiiltiniin $ek. 9.13
ile sik1 birlegmesinden dogacaktir.

Formiilde {i¢ dairesel diskin ay®, nx® ve x(2q)" alanlarini
giriiyoruz. Bu ii¢ daire, fi¢ ddnel cismin ayni bir dilzlemle olan
kesitleridir. Ba diizlem x eksenine dik olup, O baglangi¢ nokta-
sindan x uzakbfmdadir, Ug donel cisim ise, bir kiire, bir koni
ve bir silindirdir. Bu cisimler §ek. 9.18 {in sa# tarafi x ekseni
etrafinda dondilriildiigil zaman denklemleri sirasiyla (4), y==x
ve y==2a olan li¢ egri tarafindan gizilir. Koni ve silindir aym
taban1 ve aym yiiksekligi haizdir. Ortak tabanin yarigapr ve

ortak yilkseklik ayn1 2a uzunlufundadir., Koninin tepesi O bag-
langi¢ noktasindadir.

Argimet, alanlari (4) denkleminin farkli taraflarinda bulu-
nan diskleri farkli muameleye tabi tutmaktadir.

Yaricap: 2aolan diski, yani silindirin kegitini baglangigtaki
durumunda, yani baglangi¢ noktasindan x vzakhfninda birakmak-
tadir. Fakat yarigaplar1 y ve x olan diskleri, yani sirasiyla kiire
ve koninin kesitlerini baglangigtaki yerinden kaldirarak x ekse-
ninin absisi —2a olan H noktasina tagimaktadir. Biz yaricaplar
sirasiyla y ve x olan bu diskleri, merkezleri // dan gegen diigey
dogru tizerinde ve / nin altinda olmak {izere, agtirhii ihmal edilebi-
lir bir sicim vasitasiyla A noktasindan asalim. (Sek. 9.13 e bakiniz.
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Bu sicim Argimetin kendi gekline yaptigimiz, agirhf ihmal edi-
lebilir, bir ilavedir.)

x eksenine bir keldira; — agirhifs ihmal edilebilir bir kati
¢ubuk—ve O noktasinada bu kaldiragin destek veya asilma nok-
tas1 goziiyle bakalim. (4) denklemi momentlere dair (Bir mo-
ment, agirlikla kaldirag kolunun g¢arpimidir) olup, sol taraftaki

y‘k 2a >

Sek. 9.13. Integral Hesabin dofusu

iki diskin momentleri toplammnin sag taraftaki tek diskin mo-
mentine egit oldugunu ifade eder ve bu suretle Argimet tara-
findan kegfedilmig olan mekanik kanunu dolayisiyla kaldirac
denge durumunda bulunur. 'y

¥, 0 dan 2a ya kadar degigtikce silindirin biitiin kesitlerini
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elde ederiz; bu kesitler silindiri doldurur. Silindirin her kesitine
H noktasindan asilmig iki kesit tekabiil eder ve bu son kesitler
sirasiyla kitireyi ve koniyi doldururlar. Birbirlerine tekabiil eden
kesitlerinde oldugu gibi, H da asil: kiire ile koni de silindir ile denge
halindedir. $u halde Argimetin mekanik kanununa gre bunlarin
momentleri birbirine egit olmalidir. Kiirenin hacmina V diyelim
ve koninin hacmina dair (Demokritus’un vermisg oldugu) ifade
ile silindirin haeminin ifadesini ve afirhk merkezinin agikdr
olan mevkiini hatirliyalim. Kesitlerin momentlerinden ait ol-
duklar: cisimlerin momentlerine gecersek, (A4) denkleminden

2
(B) %a (V+-’-'—(2—5'§}~35) = an (24)* 2a
denklemine sevkedilmig oluruz ki, buda bize derhal (*)

__4=n a®

ViR
verir.

Geriye dofru bakarsak, hayati adimin (4) dan (B) ye, yani
dolduran kesitlerden dolu cisimlere gegig oldugu gbriirfiz. Bu
adim ise sadece bulmaya yarayan bir adim olup, mantik baki-
. mindan noksansiz degildir. O, akla yakin, hatti ¢ok yakindir; fa-
kat ispat edici karakterde olmayip, bir ispattan ziyade bir tahmin-
dir. Eski Yunanllardaki matematik kesinlik gelenefinin temsilcisi
olarak Argimet te bu hususu iyice bilmektedir: «Varmig oldugu-

(‘) Bu ¢ikariligi birgok defalar derslerimde anlattim ve bir defa-
sinda bana gurur veren bir komplimana miaruz kaldim. Cikarihgin so=
nunda mtad <Bir sorunuz var mi 7» stztim Qzerine bir 8grenel «Bu
araghirmas1 i¢ln Argimete kim para verdi ?» diye sordu. §oyle bir cevap
verecek kadar stir’ati intikal sahibi olamadifimi itiraf etmellyim : «O
zamanlarda bu t4rld arastirmalar Bilim Tanrigass Urania tarafindan
desteklentirdl.»
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muz hakikat kullanilan muhakeme vasitasiyla sahiden ispat edil-
mig degildir ; fakat bu muhakeme neticenin dogrulufuna dair bir
nevi igaret vermigtir.» (°) Bununla birlikte bu tahmin, istikbali
olan bir tahmindir. Ondaki fikir, elimizdeki problemin ihtiyagla-
rindan ¢ok daha Oteye gitmekte olup, ondan ¢ok daha genig bir
uygulama alanina sahiptir. (4) dan (B) ye, kesitten biitlin cisme
gecig, 0 zamana nazaran daha yeni matematik dilinde sonsuz kiigltk
pargasindan biitéin biyfikliife, diferansiyelden integrale gegigtir.
Bu gagig biiyiik bir baglangigtir, ve kendisini tarihi perspektif
iginde gorebilecek kadar biiyiik bir adam olan Argimet te bunu
¢ok iyi biliyordu: «Bu metodun matematikgilere higte az hizmet
etmiyecegine eminim. Zira, bir kere anlagihirsa, bu metodun, bu-
glin  hayatta bulunan veya henilz dofmamig, difer matema-
tikgiler tarafindan gimdiye kadar benim aklima gelmemig olan
bagka teoremleri kegfetmekte kullanilacafini Onceden gbriiyo-
ram.» (%)

IX. BOLUME DAIR ORNEKLER VE TAMAMLAYICI
BILGILER

1. Bir dizlemde bir P noktasi ile birbirini kesen ve hig-
biri P den gecmeyen iki I, m dogrusu veriliyor. Y, ! fizerinde
ve Z de m fizerinde deffigen birer nokta olsun. Y ve Z yi byle
seginizki, 4PYZ nin gevresi minimum olsun.

Biri fiziksel mildhazalarla, differi geometri vasitamiyla iki
¢bzllm veriniz.

2. Bir diizlemde birbirinin diginda bulunan fi¢ daire veri-
liyor. Bu dairelerin herbiri tizerinde birer tepesi bulunan fi¢-
genler iginde cevresi minimum olanmmi bulunuz.

Lki farkl fiziksel tefsir veriniz.

(°) Metod, 8. 17
(*) Metod, S. 14
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3. Verilen bir iiggenin igine ¢izilmis minimum gevreli iiggen.
Bir 1ABC verilmig olsun. Bu figgenin BC, CA ve AB kenarlar:
{izerinde sirasiyla X, ¥, Z gibi 6yle ti¢ nokta bulunuz ki, AXYZ
nin gevresi minimum olsun,

1ki farkl fiziksel tefsir veriniz.

4. Misdl 3 i genellegtiriniz.

5. Misdl 1 in c¢Ozlimiinliniin kritigini yapimiz. O ¢bziim
biitlin hallere uygualanabilir mi?

6. Misdl 3 tin c¢oziimiinlin kritigini yapimiz. O ¢6ziim bii-
tiin hallere nygulanabilir mi?

7. Misal 38 iin dar acili figgenler halinde kegin bir ¢dzii-
miinii veriniz. [Kismi degigim, Misal 1, Misal 5.]

8. Trafik merkezi probleminin paragraf 1 (4) ve paragraf
2 (2) de verilmig olan ¢dziimlerinin kritigini yapiniz. Bu ¢tziimler
biitiin hallere nygulanabilir mi?

9. Uzayda alinan dirt noktanin trafik merkezi. Tepeleri 4,
B, C, D noktalarinda bulunan bir dortytizli verilmig olsun.
Dortylizliinlin iginde dirt tane tepeye olan uzakhiklarimin

AX + BX + CX+ DX

toplam1 minimum olan bir X noktasinin meveut oldugunu kabil
edelim. Bu takdirde = AXB ve <= CXD acilarinin birbirine egit
bulunduklarini ve her birinin ayn1 bir dogru tarafindan iki egit
parcaya ayrildifini gosteriniz. Birbirine gbére buna benzer du-
rumda bulunan diger ag: ¢iftlerini bildiriniz. [Bununla ilgili bir
problem biliyor musunuz ? Buna benzer bir problem biliyor mu-
sunuz ? O problemin neticesini veya ¢dziim metodunu burada
kullanabilir misiniz ?]




FiZIKSEL MATEMATIK 20

10. Diizlemdeki dért noktamin trafik merkezi. Miedil 9 "un
A, B, C, D noktalarinin aym diizlemde bulundugu ve bir ABCD
konveks dortgeninin tepelerini tegkil ettigl sinir halini gdzintine
alalim. Misdil 9 daki ifadeler bu simir halinde de gegerli kalmakta
devam eder mi?

11. Dért noktamin trafik gebekesi. Bir diizlemde A4, B, C, D
gibi dort sabit nokta ve X, Y gibi iki defigsen nokta dilgfinelim.
Eger bunlar arasindaki beg uzakhfin AX-}BX-+XY+YC+YD
toplaminin  minimumuna erigildii zaman A, B,C, D, X ve ¥
noktalarinin altissda birbirinden farkh ise, iic X4, XB ve XY
dofgrular1 aralarinda egit agilar tegkil ettikleri gibi, YC, YD ve
YX dogrularida birbirine gire gene aym durumdadirlar.

12. Katt agmak ve dogrultmak. Sek. 9.3 iin faydah bir
tefsiri daha vardir. I, A* X ve XB yli geffaf bir tabaka kagt
lizerine ¢izerek, tabakay: [ boyunca katlarsamz, Sek. 9.1 i elde
edersiniz (Burada A4 yerine 4* gelmigtir). Sek. 9.1 i ilk baglan-
gigta kath bir geffat kajit tabakas: {izerine bu kiilfetli tarzda
¢izilmig tasavvur ediniz. X in AX+ X8 yi minimum yapan
mevkiini bulmak igin kath kagt tabakasini agimiz, 4 dan (ya-
hut daha dogrusn Sek. 9.3 teki A* dan) B ye bir dogru ¢iziniz
ve sonra tabakay: tekrar katlayiniz.

13. ‘Bilardo. Dik dortgen geklindeki bir bilardo masas:
lizerinde P noktasinda bir bilirdo topn durmaktadir. Topa &Gyle
bir dogrultuda vurmak isteniyor ki, top dikddrtgenin dort kena-
rina carpip dondiikten sonra ilk bulundugu P noktasindan geg-
sin [Jek. 9.14].

14. Jeofizik istikgaf. Diinyanmn yatay yiiziintin E nokta-
sinda bir infilak vukuobuluyor. Bu infildkin sesi arzin iginde
intigar ediyor ve arzin yizii ile 2 agis tegkil eden efiik bir OR
diizlemi tarafindan yansitiliyor. £ den gelen ses, arz ‘-ytlztlnﬁn
diger bir noktasindaki bir L dinleme merkezine birbirinden



30 FiZIKSEL MATEMAMIK

farkhh n gekilde erigebilir (Bu n yoldan birisi Sek. 9.16 te Misdl
12 nin metodu ile c¢izilmigtir). (Uygun bir dletle gdzlenen) n
verildigine gbre, = nin arasinda bulundugu iki sinir veriniz.

P Q

Sek. 9.14. Yansitilmig bilirdo masas:

15. Uzayda bir [ dogrusuyla [ fizerinde bulunmayan 4, B
gibi iki nokta verilmig olsun. [ dogrusu f{izerinde 6yle bir X
noktas1 bulunuz ki, verilen noktalara olan uzakliklarinin AX-}+B8X
toplam1 minimum olsun.

Bununla ilgili bir problem biliyor musunuz ? Daha ozel bir

problem biliyor musunuz? Onun neticesini, veya ¢dziim meto-
dunu burada kullanabilir misiniz ?

16. Misil 15 i bir teget tesviye yiizeyinden faydalanarak
¢Oziiniiz,

17. Misdl 15 i kd@it katlama metoduyla ¢dziiniiz.

18. Misal 15 i mekanik tefsir yoluyla g¢bziiniiz. Bu ¢bziim
Misal 16 ve 17 ile uygunluk halinde midir ?

19. Uzayda a, b, ¢ gibi ii¢ aykir1 dogru verilmigtir. Bu
dogrularin herbiri fizerinde bir tepesi bulunan fi¢genler iginde
¢evre uzunlufu minimum olaninin agagiki ®zeligi haiz oldugunu
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gosteriniz : a fizerindeki tepeyi iicgenin ig¢ine g¢izilmig dairenin
merkezine birlegtiren dogru a ya diktir.

20. Misdl 19 daki ii¢g aykira dogrunun bir kiipfin fi¢ kena~-
rin1 tegkil ettifi tzel hali gtz odniine alahm. Bu halde istenilen
dggenin kigeleri nerededir ? Bu figgenin igine ¢izilen dairenin
merkezi nerededir ? Kiiptin haecmi 8a° ise, bu figgenin gevre
uzunlugo nedir ?

Sek. 9.15, Yer altindaki yansimalar

21. Uzayda a, b, ¢ gibi ii¢ aykir1 dogru verilmigtir. X
noktas: a boyunea, Y noktas: b boyunca, Z noktasi ¢ boyunca,

T de uzayda serbest olarak degigsin. X7 + YT -+ ZT nin mini-
mumunu bulunuz.

22. Misdl 20 pasil Misdil 19 un bir 8zel halini tegkil edi-
yorsa, Misal 21 inde buna tekabiil eden &zel halini veriniz.

23. Bir cokyiizlii iizerinde en kisa gizgiler. Dikddrtgen gek-
lindeki bir odanin iki kargilikh ug duvar1 kare geklindedir ; oda-
nm uzunlufu 20 ayak, genigligi 8 ayak, ytksekligide 8 ayakhr.
Ug duvarlarindan birinin tizerinde tabandan itibaren 7 aynk yiik-
seklikte ve iki yan duvardan ayni uzakhkta bir driimcek dur-
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maktadir. Bu Sriimcek kargi duvarda yerden bir ayak yiiksek-
likte ve gene iki yan duvardan ayni uzaklhikta bir sinek gOril-
yor. Oriimcefiin sineffe yetigmek i¢in duvarlar, yahut tavan,
yahut taban f{izerinde kat’edecegfi yolun 28 ayaktan daha kisa
oldugunu gosteriniz. [Misal 17.]

24. Epri bir yiizey iizerinde en kisa cizgiler ( Jeodezikler). Efri
bir yiizeye bir ¢okyiizlliniin limiti gbziiyle bakacafhz. Cokyfizlii eg-
ri ylizeye yaklagtik¢a yiizlerinin sayis: ~’a, herhangi bir yiiziiniin
en uzun kigegeni 0'a gider ve yiizler ylizeye teffet hale g:lirler.

Bir gokyfizlit f{izerinde iki nokta arasinda en kisa yol bir
kink ¢izgidir. Bu kirik g¢izgi biitiin noktalari ayni bir diizlem
fizerinde bulunan bir diizlem kirik ¢izgi, veya biitiin noktalar1
bir diizlem {izerinde bulunmayan bir aykir: kink gizgi olabilir.
(Misal 23 {in ¢Ozlimiinde her iki hale de birer rnek bulunabilir:
birinei hale (1) de, ikinciye (2) ve (3) te.)

Egri bir ylizey {izerinde bir en kisa ¢izgiye bir «Jeodezik»
denir, ¢iinkil bu en kisa gizgiler arzin yiizeyini inceleyrn Jeodezi
ilminde bir rol oynarlar. Bir jeodezik, tamam bir dilzlem {ize-
rinde bulupan bir diizlem efiri, veya biitiin noktalar1 ayn:i diiz-
lemde bulunmayan bir «uzay egrisi» («biikiilmfig» egfri) olabilir.
Her ne olursa olsun, bir jeodeziffin fizerinde en kisa bir egrisi
bulundugu yiizeyle bir i¢ bag bulunmahdir. Bu bag nedir ?

(1) ABC... L gibi bir kink ¢izgiyi gz 6niine alalim. ABC...L
bir aykir1 kirik ¢izgi bile olsa, onun HI ve ] gibi iki bitigik
kenar1 aym dilizlemde bulunur. Eger ABC...L bir c¢okyiizli
fizerinde A ve L ug noktalarn arasindaki en kisa yol ise, bu
kmmk ¢izginin B, C, D, ..., H, I, J,..., K ara kogelerinin her
biri ¢okyfizliinfin birer kenar: fizerindedir. HI ve [] dofru par-
calarint ihtiva eden diizlem <ZFH/J .in aglortayin1 da ihtiva
eder; bu aglortay ¢okyiizliintin / den gecen kenarina diktir.
(Misdl 16 veya Misadl 18 e bakimiz.)
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Simdi bir egriyi gbz dnline alalim. Bu efri «blikiilmlig» bile
olsa, onun sonsuz kiigiik (gok kisa) bir yaymna bir diizlem (he-
men hemen diizlem) yay gdzliyle bakilabilir. Bu sonsuz kilgiik
yaym diizlemi, onun orta noktasindaki oskilatsr diizlem’dir. Os-
killats dizlem, bir aykir:i gokgenin iki bitigik kenarinin tegkil
ettii diizleme tekabiil eder. Eger egri bir jeodezik, yani bir egri
lizerinde en kisa ¢izgi ise, bu benzerlik bize bir jeodezigin her-
hangi bir noktasindaki oskiilatsr diizleninin ygiizeyin o nokta laki
normalinden gectigini telkin eder.

(2) Fiziksel olarak, bir jeodezik cilal (sfirtinmesiz) bir yii-
zey lizerinde gerilmig bir JAstik geritle temsil edilebilir, Lastik
geridin ufak bir pargasinin denge durumunu inceleyelim, Bu par-
¢aya tesir eden kuvvetler, kiiglik yayin iki ucunda tesir eden egit
biytikliikte iki teget gerilme kuvveti ile sirtiinmesiz yilzeyin,
kendisine normal olan, reaksiyon kuvvetleridir. Yiizeyio bu reak-
siyon kuvvetlerinin bilegkesi ile egrinin iki ucundaki gerilme
kuvvetleri denge halindedir, Su halde bu ¢ kuvvet aymi bir
diizleme paraleldir. lki «komgu teget»> ise oskillatdr diizlemi be-
lirttiginden, bu dlzlem ylizeyin normalini ihtiva etmelidir.

(8) Bir jrodezifin her yayr da bir jsodeziktir. Hakikaten,
efier bir egride kendi uglar: arasinda en kisa yol olmayan bir
par¢a meveutsa ve neticede o parcanin yerine ayni uclar arasinda
daha kisa bir yay konulabilirse, biitlin efri de bir en kisa cizgi
olamaz. §u halde, bir jeodezifin her noktasinda kendine has bir
zeligi haiz olmasini beklemek tabiidir. Matematik kesinligi ol-
mayan, fakat buluga yardime: (1) ve (2) gibi iki farkh mila-
hazanin ilham ettigi ozelik, bdyle bir dzeliktir.

(4) Buluga yardimer miilabazalarla elde ettiimiz neticenin
dogrulugfunu kontrol etmek fizere misiller arayiniz. Bir kfire tize-
rindeki en kisa ¢izgiler hangileridir? Bunlar yukarki ozeligi

haiz midirler ? Ktire tizerindeki dig r gizgiler de ayn1 Ozeligi
haiz midir ?
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25. Bir maddi nokta cilali bir kat1 ylizey fizerinde siirtiin-
mesiz olarak hareket etmektedir. (Meseld yercekimi gibi) higbir
dig kuvvet nokta iizerine tesir etmemektedir. (Tabii, yflizeyin re-
aksiyonu bundan miistesnadir.) Noktanin neden dolay: bir jeo-
dezik ¢izmesinin beklenmesi gerekir ?

26. Kdgit katlama vdsitasiyla gizim. Bir daire igine kenar-
laripin biiyilkliikleri ve sirasi verilmig bir ¢okgen c¢iziniz.

@y, @y, ..., an verilmig kenar uzunluklarin1 gostersin. Uzun-
Jugu a, olan kenardan sonra uzunlufu a, olan, ondan sonra da
unzunlufn a, olan kenar gelsin, ildh...; vzunlufu @, olan kenar-
dan sonra ise, uzunlugu a, olan kenar gelsin. a,, ay, ..., a, ke-
narlarinindan herbirinin vzunlugu geri kalan n—1 kenar uzun-
lugunun toplamindan daha kiiglik farzedilecektir.

Bu problemin k@it katlama yoluyla giizel bir ¢zilmil var-
dir. Bir karton fizerinde a,, a4, ..., a, uzunluklarin1 yeter dere-
cede bilyiik bir dairenin miiteakip kirigleri olarak ciziniz, Uyle
ki iki miiteakip kirig ortak bir u¢ noktasini haiz olsun. Bu ug
noktalarini dairenin merkezine birlegtiren yarigaplar ¢iziniz. Bu
n tane kirig ile iki sinir yaricapinin gevrelediffi cokgeni kesip
ayiriniz, sonra kartonu diger (n—1) tane yaricap boyunca kat-
ladiktan sonra ¢okgenin simirindaki iki yaricap: birbiri fizerine
yapistiriniz. Boylece agik bir gokylizlli ylizeyi elde etmig oluyor-
sunuz; bu aqk yiizey n tane degigmez ikizkenar {iggenden lbaretﬂ
olup, uzunluklar sirasiyla a,, ay, ..., a, olan n tane serbest ke-
narla cevirilmigtir ve bilyiikllikleri degigtirilebilen n tane iki-
yilzlti agiy1 haizdir. (Burada n >3 farzediyoruz.)

Sorulmug olan problemi gtzmek icin bu agik ¢okytizlil yii-
zeyi ile ne yapabilirsiniz ?

27. Zar atilmigtirr. Agfirhin haiz kati bir konveks c¢okyfiz-
liinilin igindeki kitlenin her yerde aynmi yogunlukta olmas: icab-
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etmez, Hakikaten, &yle bir heterogen kitle da@ilim1 tasavvur
edebiliriz ki, bunun agirhk merkezi gokyiizliniin Unceden veri-
len herhangi bir i¢g noktas: ile gakigsin. Bu cokydzld yatay ta
ban Ozerine atildif1 zaman yiizlerinden biri fizerinde duracaktir.
Bu, bize agafiki geometrik ifadenin dogrulufuna dair bir meka-
nik delil verir,

Herhangi bir P konveks gokylizlisi ve P nin herhangi bir
C i¢ noktas: verildigine gtre, P nin gu Ozelifi haiz bir F
ylziin@t bulabilirizz: C den F nin diizlemine indirilen dikin ayag
F nin bir i¢ noktasidir,

Bu ifadenin bir geometrik ispatim1 bulunuz., (F yfiziiniin
yukanki tzelik vasitasiyla tek alarak belirlenebilecepine, fakat
bunun mutlaka bsyle olmas: icabetmedifiine dikkat ediniz.)

28. Tufan. Bir topofirafya haritas: tizerinde fig tirld ga-
yan: dikkat nokta vardir: tepeler, gegitler (yahut yatay teget
dizlemli semer noktalar1) ve «gukurlar». (Sek. 8.7 de P bir te-
pe, § bir gegittir.) Bir «gukur» bir vadinin dibindeki en algak
nokta olup, sular oradan digar1 akmak imk@nini bulamaz. Bir
cukur «tersine gevrilmig» bir tepedir: topografya haritas: fize-
rindeki yiiksekligi h olan herhangi bir tesviye gizgisine yliksek-
ligl —h imig goziiyle bakalim, Bu takdirde harita <tersine gev-
rilir», ve deniz altindaki bir btigenin haritas olur. Bu sirada
tepeler gukur, cukurlar tepe olur, fakat gegitler gecit olarak ka-
Iir. Bu {i¢ cins nokta arasinda gayani dikkat bir bag vardir,

Bir adada P tane tepe, D tane ;ukur ve S tane gecit balun-
dugunu farzedelim. Bu takdirde

P+D=S5S+1
dir. =

Bu teoremi sezgiyle gikarmak igin, devamli bir yagmurun
adanin etrafindaki golin sularim yiikselterek nihayet aday: ta-
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mamen sulara gObmdfifiinQl tasavvur edelim. Biitiin P tepenin
ayni yiikseklikte oldugunu ve biitiin D gukurun gdl seviyesinde
veya bu seviyenin altinda bulundugunu kabil edebiliriz. Haki-
katen, sayilarinda hicbir degigiklik olmadan tepelerin yiikseldi-
gini ve ¢ukurlarin algaldifin: tasavvur edebiliriz. Yagmur yag-
maya bagladiffi zaman, ¢ukurlarda su toplanir; baglangigta, gb-
lii de saymak gartiyla,

D+ 1 tane su tabakasi ve 1 ada

meveuttur. Ada sulara gdmiilmeden hemen Once sadece tepeler
suyun fizerinde boy gosterir ve bu suretle bu sonuncu durumda

1 su tabakasi ve P tane ada

meveut olur. Bu gegig nasil vukua gelmigtir ?

Herbangi bir anda bircok su tabakasimin aym yiikseklikte
buluniugunu tasavvur edelim. Efer tam o yfikseklikte higbir
gecit yoksa, ne su tabakalarinin ne de adalarin sayisin1  degig-
tirmeksizin su biraz ylikselebilir. Fakat ytikselmekte olan su
tam bir gegide erigince, suyun o durumdan sonraki en ufak bir
yiiks ligi ya ondan evvel birbirinden ayr olan iki su tabakasini
birl gtirecek veya bir toprak parcasini diferlerinden ayiracaktir.
$u halde su her bir gegitten gegerek yiikseldikce ya su tabaka-
larinin sayisi bir tane eksilecek, yahut adalarin sayis: bir tane
artacaktir. Bu defigiklerin toplamina bakarak

D+1=1)4(P—-1)=S5§
elde ederiz ki, bu da istenilen teoremdir.

(a) $imdi biitin bir kiire (meseld dlinya) tizerinde (bir kis-
_ m1 suyun altinda olabilen) P tane tepe, D tane ¢ukur ve P ta-
ne gegit bulundugunu farzedelim. Bu takdirde

; P+D=8-+12
olacaginmi gisteriniz.
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(b) Bu son bagint1 bize Euler Teoremini hatirlatir (Paragraf
(8.1—8.7 ve Misal 3.1—38.9 a bakiniz). Biraz Snce sezgiye daya-
nan bir muhakeme ile elde etmig oldufumuz neticenin bir geo-
metrik ispatini meydana getirmekte Euler Teoremini kullanabilir
misiniz ? [Sek. 9.16 ve 9.17 sadece baz1 tesviye cizgilerini defil,
fakat tesviye ¢izgilerine dik olan «en cabuk inig egrileri» nin
bazilarini da ihtiva eden daha komple bir haritanin Snemli par-
calarim1 gdstermektedir. Bu iki cins egriler kiirenin ylizeyini eg-
risel figgen ve dortgenlere bolmektedir. Misal 3. 2 ye bakiniz.]

(¢) Bu metod fizerinde stylenecek bir gey var midir?

Pek. 9.16. Bir tepenin civar1  Sek. 9.17. Bir gecidin civan

29. Bir kuyu kadar derin degil. Bir kuyunun d derinligini
bulmak igin kuyunun agzinda elinizden bir tag birakirsiniz ve
tagi biraktifiniz an ile tagin suya carphimi igittifiniz an ara-
sinda gecen ¢{ zamanin1 lgersiniz. -

(a) Yercekiminin g ivmesi ile sesin ¢ hizi verildigine gbre,
d yi g, ¢ ve ¢ cinsinden ifade ediniz. (Hava mukavemeti ihmal
edilecektir.)




38 FIZIKSEL MATEMAMIK

(b) Eger kuyu c¢ok derin degilse, tagin en son hiz1 bile ses
hizimin gok kiigiik bir kesri olacafindan, &lgiilecek ¢ zamaninin
gok blyiik kisminin tagin diigmesi tarafindan iggil edilmesini
bekleyebiliriz. Su halde

d = gt'/2 — diizeltme

olmasin1 bekleyebiliriz, tyle ki ¢ kilglik oldugu zaman diizeltme
de nispeten kiigiik olsun.

Bu tabmini incelemek i¢in (a) ya cevap olarak elde edilen
ifadeyi ¢ nin kuvvetlerini gtre agimiz ve sifirdan farkh ilk iki
terimi muhafaza ediniz.

(¢) Bu misalde tipik olan gey sizce nedir ?

30. Fagdal: bir simir hali. Bliyllk ekseni etrafinda d&nen
bir elips, uzun sferoit denilen yumurta geklinde bir ddnel elipsoit
ylzeyi gizer. Elipsin odaklar1 ddnme ekseni {izerinde olduklarin-
dan bu ddomeye katilmazlar. Bu odaklara uzun elipsoidin
odaklar1 da denir. Bu yilzeyin i¢, konkav tarafimi cilali bir ma-
den tabakasiyla kaphiyarak bir eliptik ayna meydana getirebili-
riz; odaklarin birinden gelen biitiin 1ginlar bbyle bir eliptik ay-
na tarafindan yansitilinca dier odaktan gecerler (paragraf1(8)e
bakiniz). Eliptik aynalar pratikte pek az kullanilirlar, fakat bun-
larin bir limit hali Astronomide pek Snemlidir. Elipsoidin odak-
larindan birisi sabit tutulup, diferi sonsuza gttiiiiliirse ne mey-
dana gelir ?

31. Brakistokronun Paragraf 4 te bulunmug olan diferan.
siyel denklemini ¢dziintiz.

32. Varigasyonlar Hesabi, degtigken bir egrinin biiyiikliik ve
bigimine bagh biiyiikliklerin maksimum ve minimumlarina dair
problemlerle ugragir. Paragraf 4 te optik tefsir yardimiyla ¢dz-
milg oldufumuz Brakistokron probtemi bu tip bir problemdir.
Misal 24 te incelemig oldugumuz jeodezikler, yahut bir egri yti-
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zey lizerindeki en kisa yollar, problemi de Variyasyonlar Hesa-
bina ait oldugu gibi, dniimfizdeki bolimde ele alacafimiz «lzo
perimetri problemi» de oraya aittir. Buraya kadar gdrmilg oldu-
gumuz gibi, maksimum ve minimumlara dair bircok problemleri
¢bzebilen fiziksel miildhazalar Variyasyonlar Hesabina ait bazm
problemleri de ¢bzebilir. Buna dair bir misdli kisaca veriyoruz.

Uzuanlugu ve ug noktalar: verilmis olan dyle bir maddi egri
bulunuz ki, agirlik merkezinin yiiksekligi minimam olsun. Homo-
gen bir ip veya zincic gozliyle baktifimiz bu egri boyunca mad-
denin yogunlufu sabit farzediliyor. Bu zincirin agirhk merkezi
miimki{in olan en algak durumunu aldiy zaman zineir dengele
olur. §imdi zincirin denge durumunu onun fzerine tesir eden
kuvvetleri, yani agirliff1 ile gerilmesini gbzden gegirerek aragti-
rabiliriz, Bu aragtirma bizi, istenen efiriyi (zincir egrisi) belirle.
yen bir diferansiyel denkleme gdtiiriir.

Burada ayrintilara girmiyerek, sadece verdifimiz ¢bziim
taslafh ile paragraf 2 de ele alinmig olan mekanik ¢dzlimlerin
ayni esas fikri haiz oldufjuna igaret edecefiz.

33. Kesitlerin dengesinden cisimlerin dengesine gecis. Argimet
kendi metodunun genel prensibini agikca ifade etmemis, fakat
onu hacimlar, alanlar ve agirlik merkezleri hesaplamak suretiyle
birgok misale tatbik etmigti. Bu misdllerin gegitliligi genel pren-
sibi tamamen acifa qikarmaya yeter. Argimetin metodunun pa-
ragraf 5 te sunmug oldugumuz hafifce defigik geklini onun ver-
mig oldufu bazi misillere tatbik edelim.

Metodun gu 7. Teoremini ispat ediniz : Her hangi bir kiire
par¢asinin ayni taban ve aym yiikseklikteki koniye on;:. kfire-
nin yarigap: ile tamamlayier parcanin yiiksekligi toplammin bu
tamamlayier parganin yiiksekligine olan oranina egittir.

34, Metodun 6. Teoremini ispat ediniz: Bir yarimkiirenin
agirhik merkezi onun ekseni fizerinde olup, bu ekseni yarimkii-
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renin ta;;eninda son bulan par¢amin difer pargaya olan oranmi
5 in 8 e oranina egit olacak grkilde iki parcaya boler.

35. Metodun 9. Teoremini ispat ediniz: Her hangi bir kiire
par¢asinin afirhk merkezi onun ekseni {izerinde olup, bu ekseni
o suretle iki pargaya ayimrki, kiire pargasinin tepesinde son
bulan parganin digerine orani kfire pargasinin ekseni ile tamam- *
layic: parcanin ekseninin dort kati toplaminin kiire pargasinin

ekseni ile tamamlayici parcanin ekseninin iki kat: toplamina ]
olan oranina egit olsun.

36. Metodun 4. Teoremini ispat ediniz: Bir donel parabo-
loitten eksenine dik bir diizlemle kesilerek ayrilmig olan her
hangi bir ddnel paraboloit par¢asinin parcayla aym taban ve aynl
yiiksekliffi haiz olan koniye orani 8 fin 2 ye oranina egittir.

37. Metodun 5. Teoremini ispat ediniz: Bir donel parabo-
loitten eksenine dik bir dilzlemle kegilerek ayrilmig olan her-
hangi bir dtnel paraboloit par¢asinin agirhik merkezi eksen fize-
rinde olup, bu ekseni tepede son bulan parca geri kalan parca-
min iki katina egit olacak gekilde iki pargaya ayirir.

38. Arsimetin Metoduna geri bakis. Metodunu kesfettifti
zaman Argimetin kafasinda pe bulundufunu higbir zaman bile-
miyeceffiz. Onu ancak milpbem bir gekilde tahmin edebiliriz.
Fakat Argimetin kendi metoduyla c¢ozmilg oldugu problemleri
bugiinkii metodlarla ¢tzmek istersek, bu hususta kullanmak
fizere muhtag oldugumuz (buglin iyi bilinen, fakat Argimet za-
maninda formille edilmemig olan) agik ve olduke¢a kisa bir ma-
tematik kaideler listesi diizenliyebiliriz. Bu kaideler gunlardir:

(1) Integral Hesabin iki genel kaidesi:

[ 0 d=e [ 100 e, [1 10 +0) = [ 0t [ o) e

burada c herhangi bir sabit, f(x) ve g(x) herhangi iki fonksi-
yondur,
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(2) Asagiki dort integralin degeri:

n — xn+l —
fx dx-—n_’_t G =001 2,118)

(8) Agamki iki integralin grometrik tefsiri:
fQ(x) & fo(x] e

Burada Q (x) diizlem geometride bir uzunlugu ve uzay geo-
metride bir alami gosterir; Q (x) her iki haldede bir geklin x
eksenine dik bir diizlemle kesmek suretiyle elde edilen degigen
kesitini gsterir. Bir diizlem veya uzay geometri problemi diigfin-
digtimiize gdre, ilk integral bir alan veya bir hacmi, ikinei in-
tegral ise madde ile homogen olarak doldurulmug bir alan veya
hacmin momentini gdsterir.

Argimet bu kaideleri formiile etmig olmamakla beraber,
onun bunlara gu -veya. bu gekilde sahip olmug bulundugunu
dilgiinmekten kendimizi alamiyoruz. Hattd Argimet metoduna
temel tegkil eden iglemi, yani degigken kesitten alan veya hac-
me (bugiinkii dille: integrali alinacak fonksiyondan integrale)
gegisi genel bir gekilde ifade etmekten bile gekinmigti. O, bu
iglemi 8zel haller i¢in anlatmig olup, onu hayran olunacak bir
tarzda pek degigik hallere uygulamigti. Fakat Argimet, pek ya-
kindan bildigine giiphe olmayan bu igleme sadece bir kegif vasi
tas: olarak bakmalkta idi ve bu keyfiyetin islemi genel olarak
ifade etmekten gekinmeye yeter bir sebep oldugu fikrindeydi.

(2) de verilmig olan dort integralin degerlerini sezgi yoluyla
verebilecek basit geometrik hakikatler zikrediniz. (")

[7) ‘Argimetin kegfi hakkinda difer mitaldalar igin B.L. van der
Waerden, Elemente der Mathematik, Bd 8, 1953, S. 121-120 ve Bd 9,
1954, 8. 1-9 a bakiniz.
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geyl fiilen yapalim ve daireyi ticgenler, dik dortgenler ve daire
sektdrleri gibi diger birkag sgekil ile mukayese edelim. Uggen
olarak (agilari sirasiyla 60°, 60°, 60° ve 90°, 45° 45°) olan bir
egkenar, birde dik ikizkepar ficgen alalm. Bir dik dortgenin
bigimi genigliginin yitiksekligine olan oram: ile karakterize edilir;
biz bu oran icin 1:1 (kare), 2:1, 3:1 ve 3:2 degerlerini sege-
ceffiz. Bir daire sektdrilofin bigimi merkezdeki ag: ile belirir; bu
a¢inin  degerleri olarak 180° 90° ve 60° (yarim daire, geyrek
daire, altida bir daire) degerlerini alacehz. Biitdn bu gekillerin
ayni alani, meseld 1 ing’, haiz oldufunu farzediyoruz. Bu tak-
dirde bu gekillerden herbirinin ¢evresinin uzunlugunu ing cin-
sinden hesapliyalim. Bu tarzda elde edilen neticeler agagiki
cedvelde toplanmig olup, cedvelde gekillerin siras1 agaffiya inil-
dikee ¢evre uzunlufu artacak gekilde segilmigtir.

Cedvel 1. Egit alanh $ekillerin Cevre Uzunluklari,

Daire - 3,65
Kare 4,00
Ceyrek Daire 4,03
Dik Dbrtgen (3:2) 4,08
Yarim Daire 4,10
Altida bir Daire 4,21
Dik Dortgen (2:1) 4,24
Egkenar (¢gen 4,56
Dik Dortgen (8:1) 4,64
Dik Ikizkenar Uggen 4,84

Listede bulunan hepsi de ayn1 alan: haiz on tane gekil iginde
bagteki gekil olan Daire en kisa cevreyi baizdir. Acsba Descar-
tes'm telkin cder gorindgh gibi, buradan evdfiksiyonla dairenin
sadece listedeki on gekil arasinda degil, fakat miimkiin olan bi-
tin gekiller iginde en kisa gevreyi haiz oldufuna hitkmedebilir-
Miyiz? Higbir suretle. Fakat nispeten kisa olan listemizin genel
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ledir. Bu ctimleye Dante (1265 - 1321), Proclus (410 - 485) ve daha
da eski yazarlarin yazilarinda rastlamaktayiz. Bu ciimlenin ma-
naer agik degildir, fakat onun arkasinda sadece gelenekten daha
fazla birgey bulunabilir.

3. Fiziksel sebepler. «Egit bacimdaki biitiin cisimler i¢in-
de, kiire en kii¢lik yiizey alanini haizdir». Bu ifadeye «Uzaydaki
izoperimetri teoremi» denir.

Uzaydaki izoperimetri teoremine, ftipki diizlemde oldugu
gibi, herhangi bir matematik ispat verilmeden inanmak egilimin-
deyiz. Kiire lehinde, belki daire lehinde oldugundan da blytk,
bir pegin hitkme sabibiz. Hakikaten, tabiatin kendisi bile kiire
lehinde bir pegin hilkme sahip imig gibi gorliniyor, Yagmur
tanecikleri, sabun kdpiikleri, glineg, ay, diinyamiz ve gezegenler
hep kiire geklinde veya kiireye yakin bir gekildedir. Biraz ylizey
gerilim fizigi bilgisiyle izoperimetri teoremini bir sabun kopii-
glinden dfrenmek mimkdndtic.

Fakat ciddi bir fizik bilgisinden mahrum bile olsak, iyice
iptidai bazi millahazalar bizi gene izoperimetri teoremine sevke-
debilir. Bu teoremi meseld bir kediden dgrenebiliriz.

Soguk bir gecede nyumaga hazirlanan bir kedinin ne yap-
i herhalde gdrmiigstintizdiir. Kedi evveld ayaklarin1 igeri
do@ru geker, sonra biizillir ve kisaca viicudunu mfimkiin oldugu
kadar kiireye yakin bir gekle sokar. Kedinin bdyle yapigimmin
sebebi, agikdr olarak viicudunu sicak tutmak fizere, viicut yiize-
yinden kacan 1siy: minimum kilmaktir. Bunun igin de, viicu-
dunun haemim azaltmak niyetinde olmadifindan, onun yfizeyini
azaltmaga ¢ahgir. Kedi bu igi yaparken, haemi verilmig bir cismin
ylizeyini minimum yapmak problemini, kendisini miimkiin oldu-
#u kadar kiireye yakin gekle sokmak suretiyle gdzmektedir. Buna
gbre, kedinin izoperimetri teoremi hakkinda bir bilgiye sahip
oldugu anlagiliyor.

7
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Bu milahazanin dayandifn fizik bilgisi son derece kabadir.(’)
Buna ragmen, bu miilihaza inandirieidir ve hattd jzoperimetri -
teoreminin bir nevi muvakkat destegi olarak degerlidir. Kire
veya daire lehinde yukarda (paragraf 2) zikredilmig olan yaka-

lanmas1 gilig sebepler burada belirmefie baghyor. Acaba onlar
fiziksel benzerlik sebepleri midir ?

4. Lord Rayleigh’in endiiktif sebepleri. Descartes’in 0li-
minden iki yiiz seneden biraz fazla bir zaman sonra, fizikei
Lord Rayleigh gigalarin verdigi ses tonlarimi inceledi. Her ye-
rinde aym kalinhk ve kalitede olmak fizere dikkatle tabak-
lanmig bir deri parcasi bir davul fizerine her tarafinda egit bir
gekilde gerilince bir «zar» (yahut, daha dogrusu matematik
zar kavramina makdl bir yaklagim) olur. Davullar ekseriya daire
geklindedir, fakat elips, cokgen veya herhangi bir bagka gekilde
davullar da yapilabilir. Herhangi bir gekildeki bir dayul birgok
farkl ses tonlar: verir, umumiyetle bunlarin ig¢inde en derini
olan ve esas ton denileni differlerine nazaran pek kuvvetlidir.
Lord Rayleigh farkh gekillerde olan, fakat aym: alani haiz ve
ayn1 fiziksel gartlara tdbi bir¢ok zarn esas tonlarim1 mukayese
etti ve onlara dair paragraf 1 deki Cedvel | ¢ pek benzeyen
agagiki cedveli (Cedvel II) diizlenledi. Bu Cedvel 1I, Cedvel I
deki gekillerin aynini, fakat biraz farkli sirada, ihtiva etmekte

olup, her gekil i¢in esas tonun yilksekligini (frekansini) vermek-
tedir. (°)

(°) Daba bilglt bir ked! vicudunun yozeyini degil, fakat onun 181
gegirgenligini, yahut ayni kapiya gikan elektrostatik kapasitesinl mini-
mum yapmahdir. Fakat, Poincaré’nin bir teoremine gire, evvelkinden
farkh olan bu minlmum problemi de aymi gz@mt haizdir (yani bu gb-

stim de ktiredlr) G. Polya, American Mathematical Monthly, v. 64, 1047,
8. 201208 ya bakimiz.

(*) Lord Raylelgh, The Theory of Sound, 2nd ed., vol, 1, S. 846.
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Cedvel II. Egit Alanh Zarlarin Esas Frekanslarn

Daire 4,261
Kare 4,443
Ceyrek Daire 4,661
Altida bir Daire 4,616
Dik Dortgen (3:2) 4,624
Egkenar (I¢gen 4,774
Yarim Daire 4,808
Dik Dértgen (2:1) 4,967
Dik lkizkenar Uggen 4,967
Dik Dortgen (3:1) 5,736

Listede bulunan, hepsi de ayni alani haiz, on tane zar
iginde bagtaki daire geklindeki zar en derin esas tonu haizdir.
Acaba buradan enditksiyonla, dairenin biitiin zar gekilleri igin-
de en algak esas tonu verdiffl neticesini ¢ikarabilir miyiz ?

Tabiatiyla hayir; c¢iinkQl endilksiyon higbir zaman kesin
degildir, Fakat listenin bu yoldaki telkini gok kuvvetli, hatta
Onceki haldekinden de daha kuvvetlidir. Biliyoruz ki (Lord
Rayleigh ve cagdaglari da biliyorlard: ki) aym alani haiz biitiin
gekiller iginde, daire en kisa cevreyi haiz olamidir, ve bu teorem
matematik olarak ispat edilebilir. Aklimizda bulunan dairenin bu
geometrik minimum &zeligi dolayisiyla, dairenin Cedvel II nin
telkin ettifi fiziksel minimum Ozelifini de haiz olduguna inan-
mak effilimindeyiz. Muhakememiz benzerlifin tesiri altinda kal-
mig oluyor ki, benzerlik hakikaten derin bir tesir kudretini
haizdir.

Cedvel I ve II nin kamhgtmlmu; son derece Ofreticidir.
Bu kargilagtirma gimdi milnakagasina girismiyecegimiz diger bir-
¢ok telkinleri daha ortaya koyar. l

5. Netice gitkarmak. Yukarda izoperimetri teoremi lehinde,
onu ispata yetmeyen, fakat makdl bir faraziye haline geti-
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ren tirll sebepleri gdzden gegirdik. Kendi ilmindeki bir farazi-
yeyi inceleyen bir fizikgi, ondan neticeler g¢ikarir. Bu neticeler
hakikatlere uyabilir veya uymiyabilir; fizik¢i bu iki halden
hangisinin vaki olduuna bakmak igin tecriibeler diizenler. Ken-
di ilmindeki bir faraziyeyi inceleyen bir matematikei de buna
benzer bir yol tutabilir ve faraziyesinden neticeler gikarabilir.
Bu neticeler dofru veya yanhg olabilir; matematikei de bu iki
halden hangisinin cari oldugunu bulmaga galigabilir.

Simdi agafiki gekilde ifade edeceffimiz izoperimetri teore-
mini incelerken biz de bu yola tutalim: Esit ceore uzanlukla bii-
tiin diizlem gekiller iginde, daire maksimam alant haizdir. Bu ifa-
de yukardakinden (paragraf 2) farkhdir ve aradaki fark sadece
ifade tarzinda degildir. Fakat bu iki ifadenin birbirine denk ol-
duffu gosterilebilir. Biz ispati ileriye birakarak '(parag-at 8e
bakiniz), hemen neticelerin incelenmesine gegiyoruz.

(1) Sur krallarindan birinin Dido isimli kizi vatanindan ka-
garak birgok maceralardan sonra Kuzey Afrika kiyilarina varir
Efsaneye gbre sonradan orada Kartaca gehrini kurarak onun ilk
kraligesi olmug olan Dido, ige evveld yerlilerden deniz kiyisinda
«bir Okiiz postunun gevreliyecegi kadar» bir yer satin almakla
bagladi. Dido bu yeri gevrelemek f{izere &kiiz postunu g¢ok
ince dar geritlere boldli ve onlar birbirine ekliyerek ¢ok uzun
bir ip meydana getirdi. Bundan sonra Dido bir geometri prob
lemi ile kargilagh: Maksimum alani elde etmek igin, belli uzun-
luktaki ipiyle hangi bigimde bir arazi simirlamahyd: ?

Egger Dido kit’anin iginde bulunsaydi, bunun cevabi1 ta-
biatiyla bir daire olacakti, fakat deniz kenarinda gbziim bagka-
dir. Problemi, deniz kiyismnin bir dofiru geklinde oldugunu kabil
ederek ¢bzelim. $ek. 10.1 de XYZ yayr verilmig bir unzun-
logu haizdir. Bu yay ile XZ dogru pargas: (bu dofiru parcas:
verilmig bir sonsuz dogru lizerinde bulunmaktadir, fakat parga-
nin uzonlogu istediiimiz gibi arttirihip, eksiltilebilir) msm'llki
alant maksimum yapmaklifimiz isteniyor,

S w— S
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Bu problemi ¢dzebilmek igin sonsuz dogruya (deniz kiyisi)
bir ayna gozilyle bakalim (Sck. 10.2 ye bakimz). XYZ egrisi
aynadaki X Y’Z hayali ile birlikte uzunlugu verilmis bir X YZY”

Sek. 10.1. Dido’nun Sek. 10.2. Problemin yansitma
problemi ile ¢ozlimi

kapal: egrisi tegkil eder, 8yle ki bu kapali egrinin alani maksi-
mum yapmak istedigimiz alanin tam iki katidir. XYZY’ nfin
alam ise, bu kapali egrinin verilmig sonsuz dofruyu (yani deniz
k1yigin1) simetri ekseni olarak kabfll eden bir daire olmast ha-
linde maksimum olur. Su halde Dido probleminin ¢bz'im{i mer-
kezi deniz kiyisinda olan bir yarim dairedir.

(2) Jakob Steiner izoperimetri teoreminden bir stirti ente-
fesan neticeler gikarmigtir. Onun muhakemelerinden bilhassa
g8ze garpan birini miinakaga edelim. Verilmig bir dairenin igine
bir ¢okgen cizerek (Sek. 10.8) bu cokgenin kenarlarinin daireden
ayirdigs (Sek. 10.3 te taranmig) daire parcalarina kati (meseld mu-
kavvadan kesilmig) goztiyle bakimiz. Bu kati daire parcalarinin
eokgenip kigelerinde birbirlerine mafsallanmisg olduklarini tasavvur
ediniz. Bu mafsall sistemi mafsallardaki agilar1 degigtirmek su-
retiyle deforme ediniz. Deformasyondan sonra (Sek. 10.4) artik
bir daireden farkli olan bir yeni egri elde ederiz ki, bu efri bir
takim daire yaylarindan meydana gelmig olup, gevresi dairenin-
kinin aymdur, $u halde, izoperimetri teoremine gdre yeni egrinin
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alam verilmig dairenin alamindan daba kiigik olmahdir. Fakat
daire parcalan kati (mukavvadan) oldufundan alanlari degig-

mez, gu halde alanin azahg defurme edilmig gokgenin sirtindan |
gikar :

Daire igine pizi!n';i; bir gokgenin alani, agnt kenarlart haiz
olan baska herhangi bir cokgenin alanindan daha biiyiiktiir. (Burada
kenarlar hem ayni uzunlukta, hem de aym sirada alinmaktadir.)

Bu giizel bir neticedir, fakat izoperimetri teoreminin ken-
disi ispat edilmedigii milddetge heniiz ispat edilmemiy durumdadir.

Sek. 10.3 Daire igine gizilmig $ek. 10.4. Oynak mafsallar ve
bir ¢okgen mukavvadan daire pargalari

(%) Dido’'nun problemini Steiner'in metodu ile terkip edelim.
Verilmig bir yarim dairenin igine bir kink ¢izgi (agik gokgen)
gizelim ($ek. 10.5 e bakimiz). Bu kirik ¢izginin kenarlar: tarafin-
dan yarim daireden ayrilan ($ek. 10.5 te taranmig) daire pargala-
rina kati (mukavvadan yapilmig) gdziiyle bakalim. Kink ¢izginin
kigelerine oynak mafsallar yerlegtirir, acilar: degigtirir ve iki ug
noktasina verilmig giziiyle bakacaginiz ¢ap dogrusu tizerinde yer
deffigtirirseniz, toplam uzunlufu yarim dairenin uzunluguna egit
olan bir takim daire yaylarindan miirekkep yeni bir egri elde
edersiniz (§ek. 10.6). Bu egri ile verilmig sonsuz dogru arasinda
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kalan alan, yukarda (1) de miinakaga ettigimiz tcorem dolay:-
siyla yarim dairenin alanindan daha kfigiktdr. (Mukavvadan ya-
prlmig olan) daire pargalar: kati olduklarindan, bu alan eksiligi

Sek. 10.5. Dido ve Steiner

deformasyondan sonraki g¢okgenin sirtindan ¢ikar. Bdylece gu
teoremi elde etmig oluyoruz: Bir gokgenin kenarlar:i, bir tanesi
miistesna, uzanluk ve sira baktmindan verilmig olsun. Ba gokgen
evvelce verilmemis olan kenart cap olarak kabil eden bir yarim
daire icine cizebildigi zaman maksimaum alamt haiz olar.

6. Neticeleri gergeklemek. Bir fizikgi ele aldifn bir fara-
ziyeden bir takim peticeler gikardiktan sonra, bunlarin iginde

Sek. 10.6. Mukavvadan daire pargalar

tecriibe ile kolayca incelencbilen bir tanesini arar. Efer tecriibe-
ler bir faraziyeden elde edilen bir neticeyi yalanlarsa, o faraziye
suya dlger. Efer tecrlibeler faraziyenin neticelerini gergeklerse,
o faraziyenin itibar: artar ve faraziye daha inanilabilir hale gi-
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rer. Matematik¢i de buna benzer bir yol tutabilir. O da farazi-
yesinin ispati veya cerhi kolay olan neticelerini arar. Bir neti-
cesinin cerhediligi faraziyenin kendisini de cerheder. Bir netice~
nin ispat ediligi faraziyeyi daha inanilabilir hale sokar ve fara-
zigenin kendisinin ispstr hususunda bir yol gtsterebilir.

1¢inde bulundufumuz halde durum nasildir? lzoperimetri
teoreminden yukarda birgok neticeler ¢ikardik. Bunlarin iginde
jspat veya cerhi en kolay olan hangisidir ?

(1) lzoperimetri teoreminden yukarda gikarilan neticelerden
bazilari aslinda bir takim elemanter maksimum problemlerine da-
irdir. Bunlarin iginde gergekleyebilecegimiz bir netice var midir 2
Sek. 10.3—10.6 da gosterilmig olan degigik halleri gdzden gecirelim.
Bunlarin iginde en basiti hangisidir? Bir gokgenin kangikhif kenar-
larimin sayist ile birlikte artar. $u halde, en basit olan gokgen g~
gendir ; tabiatiyla figgeni en gok sevmemizin sebebi, en gok bilgiye
onun hakkinda sahip olugumuzdur, $imdi, Fek. 10.3 ve 10.4 fn
probleminin tieg-nler igin bir manas: yoktur, yani o problemin
ifadesi bir tiggen halinde bogtur: kenarlar1 verilmig olan bir fg-
gen tamamen belirlidir, katidir. Bir figgende 10.3 tekine benzer
durnmdan 10.4 tekine benzer bir duruma gegiy yoktur. Fakat
Sek. 10.5 tekine benzer durumdan 10.6 dakine benzer duruma
gecig bir figgen igin pek Ald miimkiindlir, Belki bu, izoperimetri

teoreminden elde ettifimiz en basit neticedir. §imdi bu neticeyi
inceleyelim :

Paragraf 5 (3) te qikartilan neticenin en basit 8zel hali gu
probleme cevap verir: Bir iiggenin iki kenart verilligine gére, bu
iicgenin alanintn maksimumunu bulmak ($ek. 10.7 ye bakimz).
Paragraf 5 (3) buna gu cevabi verir: Bu alan, f#iggenin baglan-
gwgta verilmemig olan kenar: ¢ap olarak kabil eden bir yarim
dairenin igine ¢izilmig olmas: halinde maksimuma ulagir. Bu ise,
alanin verilen iki kenarin birbirine dik olmas halinde maksi-
mum olmas1 demektir ki, bu da agikdrdir (Misal 8.7)
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Bbylece izoperimetri teoreminin bir ilk neticesini gergekle.
meyi bagarmig olduk. Boyle bir basar tabiatiyla maneviyatimiz:
kuvyetlendirir. Biraz Once gerceklenmig olan hakikatin arka-
sinda ne vardir? Bu hakikat1 genellegtirebilir miyiz? Bagka bir
neticeyi daha gergekleyebilir miyiz ?

(2) Yukarda (1) de incelenen problemi genellegtirirken gu
probleme variniz: Bir gokgenin biitin kenarlart biri miistesna ol-
mak iizere biigiklik ve sira bakimindan verilmistir. Bu gokgenin
ne zaman maksimam alamt haiz olacagini bulunuz.

Sek. 10.7. Tek mafsalh Sek. 10.8. Stiper-parmak
parmak

Evveld uygun bir yazig tarz: ithdl ederek $ek. 10.8 i ¢ize-
lim. AB, BC, ..., KL uzunluklan verilmis, fakat LA uzunlugu
verilmemigtir. ABC ... F ... KL kink cizgisini bir nevi siiper-
parmak olarak tasavvur edebiliriz; bu parma@n kemikleri olan
4B, BC, ..., KL degigmez uzunluktadir, B, C, ..., F, ..., K maf-
sallarindaki agilar degigkendir. Bizden istenen gey, ABC... KLA
alanim1 maksimum yapmaktir.

Bir mfiddet evvel gtz tnfine uhmg' oldogumuz (paragraf 8.4,
8.5) baz1 problemlerde olduffu gibi, burada da karakteristik gfig-
Ik birden fazla degigkenin (B, C, ..., F, ... ve K daki aqlar)
varhiidir, Bununla birlikte yukarda (1) de problemin sadece tek
bir degigken ag¢1 (tek bir mafsal; Sek. 10.7) ihtiva ettiffi agir
Gzel halini incelemigtik. Simdi bu zel hali genel problemin gd-

zlmfinde bir atlama tag olarak kullanabilmeyi Umit etmemiz
tabiidir.
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Hakikaten, problemi hemen hemen ¢bzlilmiig kabill edelim
ve bir tanesi milstesna biitin agilarin aranan degerlerini bulmug
oldugumuzu tasavvur edelim. Jek. 10.9 da F aciena defjigken,
fakat B, C, ..., K da olan biitin diger aglara sabit goziiyle
bakalm; B, C, ..., K mafsallan sikigtinlmigtir, fakat sadece F
oynaktir. A ve L yi F ye birlegtirelim. AF ve LF uzunluklar:
sabittir. Biitin ABC ... F ... KLA gokgeni simdi, ikisi kat1 (mu-

Sek. 10.9. Tek bir biikiilebilir mafsal hali

kavvadan) olan ve sadece biri degigebilen fic kisma ayrilmig
oluyor, AFL ticgeni FA ve FL gibi iki sabit kenara ve F deé.
degtigken bir agiya miliktir. Bu licgenin ve onunla birlikte biitiin
ABC... F... KLA cokgeninin alani, biraz tnee (1) de Sek. 10.7

yi incelerken stylemig oldugumuz gibi, << AFL nin bir dik agt
olmas1 halinde maksimum olur.

Bu muhakeme agikdir olarak dteki mafsallar icin de, yanl
B, C,... ve K daki agilar i¢inde ($ek. 10.8) dogrudur. Bu su-

retle gunu elde etmig oluyoruz: Baglangicta verilmemis olan AL
kenar: kendisinin digindaki biitiin kégelerden, gani B, C,... F, ...y

K dan birer dik agr altinda gériilmedikee, ABC... KLA gokgenintn
alant maksimum olamaz. Eger alanin maksimumu varsa, bu mak-
simuma yukariki dorumda erigilmelidir, Burada maksimum alanio
varhffin1 kabill ederek, biraz elemanter geometri bilgimizi hatir
lamak suretiyle durumu bagka kelimelerle giyle ifade edebiliriz?
Alanin maksimumuna yalmz ve ancak gokgenin baslangigta veril




1zoPERIMETR! PROBLEMI 56

megen kenar: gap olarak kabil eden bir yarum daire igine cizilmig
olmas: halinde erigilir.

Burada paragraf 5 (8) teki neticenin aynini elde ettik. Fa-
kat bu esnada orada kullanmig oldufumuz izoperimetri teoremini
kullanmadik.

(8) Evveld (1) de izoperimetri teoreminin ¢ok Ozel bir neti-
cesini gergekledikten sonra, (2) de onun cok daha genig bir ne-
ticesini gergekledik. Belki gimdi, yukarda paragraf 5 (2) de gika-
rilmig olan diger bir genig neticeye hiicum edebilmek igin yeter
derecede hamle glicli toplamig bulunuyoruz.

ABC... KL ve A’B’C’... K’L’ gibi iki ¢okgeni birbiriyle
kargilagtiracagnz (Sek. 10.10 a bakimiz). Bunlarin kargihkh ke-
narlar: egit, yani

AB=A'B’, BC=BC’,..., KL=K'L", LA=L"A"

olsun, fakat kargilikli a¢ilarin bazilar: birbirinden farkh bulun-
sun, Bunlardan bagka, ABC... KL bir dairenin igine ¢izilmig
olsun, A’B°C’.,. K’L’ ise bir daire igine ¢izilemesin.

ABC... KL nin” bir J kbgesini kendisinin igine ¢izilmig ol-
dugu dairenin merkezine birlegtirerek JM capini gizelim. Efer
tesadiifen M noktasi ABC... KL nin bir tepesiyle cakigirsa, igi-
miz ¢ok basitlegir (bu takdirde (2) deki neticeyi derhal girebi-
liriz.) Eger bu olmazsa, M noktas: gokgenimizin meseld A ve B
gibi iki komgu kogesini birlegtiren daire yay! lizerinde bir ara
noktas olur. MA ve MB yi birlegtirerek (§ek. 10.10 da taran-
mig) A AMB yi nazan itibara alalm ve A’B° tabani fizerine
&6 AMB ye egit olan A A’M’B” gizelim (Bu sonuncu figgen de
gekilde taranmigtir). Nihayet /’M’ y@ birlegtirelim.

AMBC... KL ¢okgeni /M dogrusu vasitasiyla iki kisma
ayrilmigtir (Sek. 10.10 a bakimiz; A’M’B’C’... K’L’ g¢okgeni de
buna tekabiil eder tarzda J'M’ tarafindan iki kisma ayrilir).
Her iki kisma da (2) de ispat edilmig olan teoremi uygulayalm,
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Burada paragraf 5(2) deki neticenin tam aynini elde ettik,
fakat orada kullanmig oldujumuz izoperimetri teoremini burada
kullanmadik.

(Genigletilmig gokgenlere ait olan
Alan AMBC... KL > Alan A’M’B’C’... K'L’

egitsizligindeki > igareti, orada daha ziyade > igaretini bekleyen
titiz bir okuyucunun itirazina ugirayabilir. Biraz daha nazik olan
bu noktanin miinakagasimi buraya ilive edelim :

Ben A’M’B’C’... K’L’ ntin bir daire igine gizilemiyecegini
lddia ediyorum. Qiinkl aksi takdirde A’B’C’... K’L’ de bir daire
Igine cizilebilirdi ki, bunun aksini farzetmigtik. Bundan bagka,
M'B'C'... ]’ ve M'A’L’K"... ]’ cokgenlerinin ikisinin birden ca-
Pt M'J” olan bir yarim daire igine gizilemiyecegini iddia ediyo-
rum. Aksi halde A’M’B’C’... K’L’ biitin c¢okgeni bir daire igi-

- D@ gizilebilirdi ki, bu dogru degildir. Su halde stz konusu egit-
- Sizlifin gikarihginda iki kere kullamilmig olan "’daha kitik de-

Bildir"’ kelimeleri yerine hi¢ olmazsa bir defa "’biiyliktiir’’ ke-
limegj konabilir.) (")

7. Coziime ¢ok yakin. Gergeklemeye muvaffak oldugumuz
neticeler izoperimetri teoremini gok akla yakin kilmaktadir. Fa-
kat dahas var, Bu neticelerin '’bir¢ok gey’’ ihtiva ettigi ve ni-

~ hat ¢dzlime, yani tam ispata '’¢ok yakin’’ bulundugumuz hissi-

ni duyabiliriz,

(1) Verilmis bir kenar saysint ve gevre uzunluguna haiz gok-
genler icinde maksimam alam: haiz olanim: bulunuz.

Eger bsyle bir cokgen varsa, o gokgen bir daire igine gizil-
Mig olmahdir. Bu kadarim derhal paragraf 6 (8) teki ifademiz-
den gikarabiliriz,

(") Bu paragratin tooremtert ve tspatiars Lhuflller’ye aittir; Bo-
9m VIII deki § No. Iy dip notuna bakimiz.
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Ote yandan, problemi hemen hemen ¢dziilmilg farzederek,
meseld X gibi bir tanesi mistesna, biitiin kdgelerin maksimumu
veren haldeki yerlerini bildifimizi kabil edelim. Bu n—1 tane
U,.., W, Y ve Z kbgesini sabit tutahm. U... WXYZ bittin
cokgeni iki pargadan ibarettir: n—1 tane kigesi tamamen tespit
edilmig olan U... WYZ cokgeni (ki bu ¢okgen X e bagh degil-
dir) ve X e bagh olan A WXY. Bu A WXY de WY taban: ile
steki iki kenarim WX -+ XY toplamimi bilmekteyiz; hakikaten,
cokgenin bu ikisinden gayri olan n—2 kenarini biliniyor kabil
ettigimiz gibi, biitiin n kensrin toplaminida bilmekteyiz. §imdi
A WXY npin alanimm maksimum olmas: ldizimdir. Bunun igin ise,
hemen derhal gorildtigi tizere, tabani ve ¢evresi bilinen A WXY
maksimum alana ikizkenar olmasi halinde erigir (Misal 8.8). Yani
WX = XY olur, gu halde aranan cokgenin bu iki bitigik kenar:
birbirine egittir. $u halde (sartlarm simetrik olugu ve kismi de-
g#gigim modeli dolayisiyla) her hangi iki bitigik kenar birbirine

egittir. Neticede biltlin kenarlar egittir: aranan gokgen eske-
nardr.

Bir daire igine ¢izilmig ve egkenar olmak zorunda olan ara-
difimiz gokgen ister istemez dlizglin olur: Verilmis bir kenar

sayst ve gevre uzunlufunu haiz olan biitiin gokgenler icinde, diiz-
giin gokgen en biiyiik alant haizdir.

(2) Biri n, dteki n+1 kenarli olan iki tfﬁsgﬁn gokgen aynt
gevre uzunlufunu haizdir. Bunlardan hangisinin alan: daha bii yiiktir?

Biraz evvel (1) gbrmily olduumuz gibi n+1 kenarh dtizgin
cokgen, n-+1 kenarh ve ayni gevreyi haiz, fakat diizglin olma-
yan bagka herhangi bir ¢okgenden daha biiylik alani haizdir.
Fakat, meseld blitlin kenarlar1 a ya egit olan, n kenarh diizglin
gokgene n-1 kenarh dlizglin olmayan bir cokgen gbziiyle baki-
labilir. Bu son gokgenin n—1 kenari a ya, geri kalan iki kenarl
a/2 ye ve bunlar arasindaki agisi 180° ye egittir. (Bu gokgenin
mitad manadaki kenarlarindan birinin orta noktasma bir koge
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gbziiyle bakarsaniz, yukarki az aligilmig kavrama varrsimz.)
Su halde, n+1 kenarlt diizgiin ¢okgen aym gevreyi haiz n kenarlt
diizgiin ¢okgenden daha biiyiik bir alant haizdir.

(8) Bir daire ve bir diizgiin ¢okgen ayni ¢evre uzunlugunu
haizdir. Bunlardan hangisinin alam: daha biiyiiktiir ?

Yukarda (2) de elde edilen neticenin ménasini iyice anlamaga
cahigalim. n=3, 4, ... alarak bu neticeyi herbir &zel hal i¢in ye-

niden ifade edelim. Bir eskenar figgenden aym cevreyi haiz bir
kareye gecerken alanin arttifini gorliyoruz. Bir kareden ayni

¢evreyi haiz bir besgene gecerken, gene alanin arttifini goriiyo-
ruz. Boylece, beggenden altigene, altigenden yedigene,..., n
kenarlidan n-+1 kenarhya, ilah... olmak fizere bir diizgiin
¢okgenden bir sonrakine g¢evre sabit kalmak gartiyla gegerken
alanin arttifinl gdriiyoruz. Nihayet limit halinde daireye variriz.
Dairenin cgevresi de aynidir, fakat alami, agikdr olarak, limiti
oldugu sonsuz diziye ait her diizgiin cokgenin alanindan biiylik-
tlir. Dairenin alant, kendisigle aynt ¢evre uzunlufunu haiz her-
hangi bir diizgiin gokgenin alanindan daha biigiiktiir.

(4) Bir daire ve bir keyfi ¢okgen aymi.cevre uzunlugunu ha-
izdir. Bunlardan hangisinin alant daha biiyiiktiir ?

Dairenin. Bu derhal yukarda (1) ve (3) ten g¢ikar.

(5) Bir daire ile kegfi bir efri aynt gevre uzunlugunu haizdir.
Bunlardan hangisinin alant daha biiyiiktir ?

Dairenin. Her egri bir gokgenler limiti oldufundan, bu ne-
tice yukarda (4) ten elde edilir. Bbylece izoperimetri teoremini
ispat etmig olduk !

8. lzoperimetri teoreminin ii¢ gekli. Yukarda (paragraf 6
Ve 7) izoperimetri teoreminin agafiki geklini ispat ettik :

I. Agm cevre uzunlugunu haiz biitin diizlem gekiller iginde,
daire en biigiik alant haizdir.
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Fakat paragraf 2 de bagka bir ifadeyi incelemigtik.

II. Agn: alant haiz biitin diizlem gekiller iginde, daire en
kisa cevreyi haizdir.

Bu iki ifade birbirinden farkli olup, bu fark sadece keli-
melerde degildir. Bu husus biraz daha agiklanmaga muhtagtir.

(1) Eger iki egrinin g¢evre uzunluklar1 birbirine egitse, bu
effrilere «izoperimetrik» (egcevreli) egriler denir. «Biitfin izoperi-
metrik diizlem egriler iginde daire en biiyilk alam1 haizdir.»
bu, I. ifadenin geleneksel gekli olup, kendisine takilan «izoperi-
metri teoremi» adini izah eder.

(2) Teoremin yukarki I ve II ifadelerine «eglenik ifadeler»
denir (paragraf 8.6 ya bakiniz). Bu iki eglenik ifadenin aym bir
figlinell ifadeye denk oldugunu gdstermek suretiyle birbirine denk
oldugunu gosterecegiz.

(8) Verifen bir egrinin alan1 4 ve ¢evre uzunlugu L olsun.
Bu egri ile yarigapr » olan bir daire izoperimetrik olsunlar, yani
L=2=ar olsun. Bu takdirde izoperimetri teoreminin birinei
gekli (I. ifade)

A=ZLar

oldugunu ifade eder. Burada r yerine onun L cinsinden ifadesi
olan r=—-2'-Lu— koyarsak, bu egitsizligi kolayea

gekline sokariz. Bu egitsizlife izoperimetrik esitsizlik ve onun sol
tarafindaki bdllime izoperimetrik bélim denir. Bu bdltim egrinin

gekline tabi olup, onun bfiyiiklii#inden miistakildir. Hakikaten,
geklini defigtirmeden egrinin lineer eb’adim1 1:2 oraninda biiyii-
tiirsek, ¢evre uzunlugu 2 L ve alanm 4 4 olur, fakat A4/L® bolit-
mil deffigmez, ayn1 gey 4= A/L? igin ve herhangi bir orandaki
bir bilyfitme igin de dogrudur. Baz1 yazarlar A/L® ye izoperimet-
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rik boliim derler, biz bu b&limii daire halinde 1 e egit kilmak
igin 47 g¢arpamim ithal ettik. Bu terimlerle gu ifadeyi ileri
siirebiliriz :

IIl. Biitin diizlem gekiller iginde, daire en yiiksek izoperi-
metrik béliimii haizdir. (°)

Bu da izoperimetri teoreminin figlinell geklidir.

(4) Teoremin figiineli gekline egit cevre uzunluklu gekiller-
den hareket ederek vardik. $imdi III. ifadeden hareket ederek
egit alanl gekillere gecelim. Alam1 A ve ¢evre uzunlugu L olan
bir egrinin r yarigaph bir daire ile ayn: alami haiz oldugupu
farzedelim. Yani 4==,* olsun. A yerine bu ifadeyi yazarsak
izoperimetrik esitsizlii kolayca L =2z r gekline sokariz. Yani
geklin cevre uzunlugu ayni alan:i haiz bir daireninkinden daha
fazladir. Boylece teoremin eglenik ikinei gekline, yani II. ifa-
deye varmig oluyoruz.

(5) Tabiatiyla ayn1 mubakeme silsilesini aksi ydnde tek-
rarhiyabilir ve III fizerinden gegerek I dem II yi cikarabiliriz.
Boylece fig geklin de birbirine denk olduguna kanaat getirebiliriz.

9. Uygulamalar ve sorular. Eger Dido bir burun civa-
rinda pazarhik etmigse, uffragmak zorunda kaldifi problem, belki
paragraf 5 (1) de incelenmig olandan ziyade asafikine daha
yakind: :

Bir agr (aym baglangi¢ noktasindan ¢ikan iki 1g1n arasinda
kalan bir sonsuz dtizlem pargasi) verilmis olduguna gére bu agi-
dan verilen uzunlukta bir efri tarafindan agrilan pargalar iginde
maksimum alanlsint balunuz.

$ek. 10.11 de verilmig olan aginin tepesine (buruna) C de-
nilmigtir. X ve Y noktalarimi birlegtiren keyfi efrinin verilmig

(*) «lzoperimetrik bdlom» 0 I. Q. (izZoperimetrik bolumun Ingi-
lzcest olan Isoperimetric Quotient’in bag harfierl) ile Ilnsaltirsak.
dalrenin en yuksek I. Q. yi halz oldugunu sdyleyebilirlz.
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olan ! uzunluunda bulundufu farzediliyor. Bizden istenen, bu
efri ile deniz kenarindaki fi¢ kogeli alan1 maksimum yapmak-
tir. Egrinin X ve ) uclarina yer degigtirebilir ve geklini degig-
tirebiliriz, fakat ! uzunlugunu degigtiremeyiz.

-,
>

=
ek

c ¥

Sek. 10.11. Bir buruna dair $ek. 10.12. Problem bazan yan-
daha giig Dido problemi suma visitasiyla cdziilebilir

Bu problem genel halde pek kolay degildir, fakat verilerin
baz1 bzel defierleri igin ¢Ozlimii kolaylagan problemlere dahildir.
Eger C deki aq dik ise, gekli aginin evveld bir kenarina, sonra
tbiir kenarina gdre yansitiriz, Bu suretle yeni bir gekil, Sek. 10.12
ve yeni bir problem elde ederiz. Yansimalar neticesinde dort
kat: alinan XY egrisi uzunlugu 4 [ gibi verilmig olan yeni bir
kapal: egri meydana gelir. Maksimum yapilacak alan da yansi-
malar neticesinde dort kat olarak maksimumu aranacak ve
verilmig yeni efri tarafindan famamiyle gevrelenen yeni bir alan
verir. lzoperimetri teoremine gire yeni problemin ¢dziimii de bir
dairedir. Bu daire XX" ve Y'Y’ yii simetri eksenleri olarak ka-
bl ettifinden, merkezi bu eksenlerin kesigme noktas1 olan C
dedir. $u halde baglangigtaki problemin ¢dzlimii (Dido’nun prob-
lemi) bir geyrek dairedir : merkezi verilen aginin tepesinde olan
oir geyrek daire.
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Burada tabiatiyla paragraf 5 (1) in Sek. 10.2 ye dayanan
¢dziimiinti hatirlar ve o ¢oziimiin gimdiki ¢bzlime yakindan ben-
zedifine dikkat ederiz. Bu ¢dziim tarzinin igleyecegi daha sonsuz
sayida tzel halin meveut oldugunu gérmek kolaydir. Eger C deki

=
acl 326 A ise, ard arda yansimalar vésitasiyla verilen [
T n

uzunluklu XV egrisini 2 nl uzunlugunda yeni bir kapali egriye
ve sorulan problemi de, izoperimetri teoremi dolaysiyla, ¢oziimii
daire olan yeni bir probleme geviririz. Paragraf 5 (1) de ve bu
paragrafta gdrdiiglimiiz haller, bir sonsuz O&zel haller dizisinin
n=1 ve n=2 ye tekabiil eden ilk iki halidir,

Yani, eger C deki ag1 tzel bir degeri (» tam olmak tizere
180°/n) haiz ise, problemimizin (Sek. 10.11) ¢Bzlim@ merkezi
C de olan bir daire yayidir. (6zlimiin bu geklinin aginin biiyiik-
ligtinden (hi¢ olmazsa 180° yi gegmedigi mfiddetge) miistakil
olmasin1 beklemek tabiidir. Yani Sek. 10.11 deki problemin ¢b-
zlimlintin C deki ag1 ister 180°/n 0zel geklinde olsun, ister bu
gekilde olmasin merkezi C de olan bir daire yay1 oldufu farazi-
yesini ileri sfirebiliriz. Bu faraziye n=1, 2, 3, ... e tekabiil eden
sonsuz sayida dzel hal tarafindan desteklenen bir endiiktif fara-
ziyedir. Acaba bu faraziye dogru mudur ?

lzoperimetri teoreminin yukariki uygulamasi ve ona bagla-
digim1z soru bizi buna benzer diger birgok uygulama ve soru-
lar: dnceden gormege sevkedebilir. Teoremi cikarma yolumuz
daha bagka sorular: ortaya ¢ikarir; teoremin uzay geometri ve
matematik fizikteki benzerleri daha da bagka sorular telkin eder.
Tecriibe ve sezgimizde iyice koklegmig olan ve faraziye olarak
ileri slirtilmesi o kadar kolay, fakat ispati o derece kolay olma-
yan izoperimetri teoremi tlikenmez bir ilham kayna@idir,
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x. BOLUME DAIR ORNEKLER VE TAMAMLAYICI BILGILER
BIRINCI KISIM

1. Geriye bakis. Onceki paragraflarda (paragraf 6-8) izo-
perimetri teoremini ispat ettik—acaba hakikaten ispat ettikmi? -
Oradaki muhakemeyi adim adim kontrol edelim.

Paragraf 6 (1) deki basit neticeye kargi bir itiraz bulunmaz
goriinliyor. Fakat, paragraf 6 (2) deki problemi ¢bzerken maksi-
mumun varhifin: ispatsiz kabil ettik ; aymi geyi paragraf 7 (1) de de

yaptik. Acaba bu ispat edilmemig kabiller neticenin dog-uluffunu
ihlal ediyor mu ?

2. Neticenin bir kismim bagka tiirlii ¢tkarabilir misiniz ? Pa-
ragraf 5 (2) de bulunmug olan neticenin trival olmayan en basit
tzel halini dofrudan dofiruya gergekleyiniz. Yani bir daire igine
gizilmig olan bir dortgenin alaninin aym kenarlar: haiz herhangi
bir dortgeninkinden daha bliylik oldufunu paragraf 6 (3) ten
miistakil olarak ispat ediniz [Misdl 8.41].

P A

3. Paragraf 7 (2) deki muohakemeyi daha tafsilatl: olarak
yeniden ifade ediniz : n kenarhi dlizgiin gokgenle ayn: gevre uzun

"3
lugunu haiz, fakat alam onunkinden daha bilyak olan bir n+1 g
kenarh gokgen giziniz.

4. Bir dairenin kendisiyle aym gcevre uzunlugunu haiz
herhangi bir diizglin ¢okgeninkinden daha biiyiik bir alana sa-
hip olduffunu paragraf 7 (3) ten miistakil olarak hesap ediniz

—— pa

5. Daha grnel olarak, bir dairenin kendisiyle aym1 c¢evre
uzunlofunu haiz ve bir daire digina gizilebilen herhangi bir

gcokgeninkinden daha biliylik bir alana sahip oldufgunu ispat
ediniz.

J i
6. Paragraf 7(5) teki muhakemeyi daha fazla tafsilatla

yeniden ifade ediniz. Bu, paragraf 8 deki I. ifadeyi ispatlar ml? i
Buna bir itiraziniz var mi?
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7. Verilen metodu baska bir problem igin kallanabilir misiniz ?
Paragraf 8 deki metodu agagiki iki ifadenin birbirine denk ol-
dugunu ispatlamakta kullanimz:

«Verilmig bir yiizey alanim1 haiz biittin kutular iginde, kiip
en biiyiik hacme sahip olandir.»

«Verilmig bir hacmi haiz biitin kutular iginde, kiip en kii-
¢lik ylizey alamina sahip olandir.»

8. lzoperimetri Teoreminin keskinlestirilmis sekli. Paragraf
8 deki I, II, III ifadelerini gunlarla kargilagtiriniz:

I'.  Bir dairenin alant kendisigle ayn gevre uzu.lagunu haiz
diger herhangi bir diizlem egrininkinden daha biiyiiktir.

II”.  Bir dairenin gevre uzunlugu kendisiyle agnt alan: haiz
diger herhangi bir diizlem egrininkinden daha kiigiiktiir.

II".  Bir diizlem egrinin alam A ve gevresinin uzanlugu L ise

44
7

olup, esitlige yalmz ve ancak bu egrinin daire olmast halinde erisilir.

I’y II” ve 111’ niin birbirine denk oldugunu gbsteriniz. 1’ yii
ispat ettik mi ?

9. Cevre uzunlugu L ve alam A4 olan bir C egrisi verilmig
olsun; C bir daire olmasin. Aym L gevre uzunlugunu, fakat
A dan daha buytik bir A° alapmi haiz bir C” egrisi ¢iziniz.

Bu problem &nemlidir (neden ?), fakat pek kolay degildir:
Onu en genel gekliyle gdzemezseniz, Snemli Bzel hallerde ¢d-
zlinlz; sizi problemin g¢bziimiine yaklagtirabilecek uygun so-
ralar sorunuz ; problemi yeniden ifade etmeye caligimiz; ¢bzlime
¥ veya bu yolla yaklagmaya ugraginiz.

10. 180° den biiyiik bir agis: olan bir C dortgeni verilmig
olsun. Bu dortgenin evre uzunlufu L ve alan: A olsun. Aym L
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gevre uzunlugunu, fakat A dan biiyiik bir A" alanim1 haiz bir
C’ ligg ni giziniz.

11. Mi.A 10 u genellegtiriniz,

12. «C bir daire degildir» geklinde bir bilgi <tamamen
menfi bir bilgi» dir. C yi Misal 8 la baga gikacak bir tutamak

verecek tarzda daha «milspet» bir gekilde karakterize edebilir-
misiniz ?

[Herhangi bir egrinin herhangi fi¢ noktas: ya bir daire fize-

rinde, yabut aym bir dogra fizerindedir. D&rt nokta igin durum
nasildir ?]

13. Qevre uzunlufu L ve alam A olan bir C egrisi veril-
migtir; C fizerinde ne ayni bir daireye ne de aym bir dogruya
ait dort P, Q, R, S noktas: vardir. Aym: L gevre uzunlugunu,

fakat A dan daha bliyiik bir A" alamimi baiz bir C’ egrisi cizi-
piz [Misal 2.]

14. Asgafiki iki soruyu kargilagtiriniz:

Verilmig bir c¢evre uzunlufunu haiz egrileri nazan itibara
alahm. Eger C bdyle bir efri ise, fakat bir daire defilse daha
biiylk bir alana sahip difer bir C” efrisi gizebiliriz. (Hakikaten,
bu ig Misdl 10-13 te yapilmigtir. Burada C nin bir daire olmamasi
garti muhakkak ldzimdir; gizimimiz dairenin alanini arttiramaz.)

Buradan dairenin en bilylik ala .a sahip oldufu neticesini cika-
rabilir miyiz ?

Pozitif tam sayilar nazari itibara alabm. Eger n biyle bir
tam say! ise, fakat 1 den farkli ise, n den blyfik diger bir n’

sayis1 bulabiliriz. (Hakikaten n"=n" alabiliriz. Burada n>1

garti mutlika ldzimdir; verdifimiz kaide n=1 igin suya diger

¢linkd 1" =1 dir.) Buradan 1 in en bl
yik pozitif
dugu neticesini gikarabilir miyiz ? SEEEN: o
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Eger varsa, iki soru arasindaki fark: gdsteriniz.

15. MisAl 8 deki 1" ifadesini ispat ediniz.

IKINCI KISIM

16. Sopa ve lp. Bir sopa ile herbir ucu sopamin uglario-
dan birine baglanmig olan (tabil sopadan daha uzun) bir ip ve-
rilmigtir. Bu tertibatla miimkin olan en blylk alani gevreleyiniz.

B A

Sek. 10.13. Sopa ve Ip

: Sopay: yere yatinn. A ve B uglar onun mevkiiol tama-
men belirtir, Fakat ip, A da baglayip 8 de bitmek ve verilmig
bir uzunlugu haiz olmak gartiyle sonsuz sayida egitli gekiller
alabilir (Sek. 10.13 e bakiniz). Ip i¢in mimkin olan gekillerden
biri, yopanin tegkil ettigi dogru parcasiyla birlikte bir daire par-
881 tegkil eden bir daire yayidir. Buna (§ek. 10.14, I de taran-
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mig) diger bir daire parcasiilave etmek suretiyle daireyi tamam-
layimiz ve bu sonuncu daire pargasinin aynini sopa ile ipin keyfi
bir durumunun tegkil ettii gekle de (Sek. 10.14, II) ilave ediniz.
Sek. 10.14 teki I dairesi aym cevreyi haiz dier herhangi bir
egriden daha biylk bir alana sahiptir, ve $ek. 10.14 teki I
egrisi bayle bir egridir. Aym (taranmig) daire parcasmi 1 ve II den
¢ikarirsak, gu neticeyi elde ederiz: Sopa ile ipin gevreledigi alan,
ipin bir daire yayt seklini almas: halinde maksimum olur.

Bu netice, Sek. 10.18 teki deffigsen gekle sinirindaki degis-
mez dofiru par¢asi boyunca herhangi bir deffigmez gekil ilave
edilmesi halinde de dofru kalir, Bu ihtar ekseriya faydali olur.

Yukarikinin eglenigi olan neticeyi ifade ediniz. Yani, tyle
bir ifade veriniz ki, yukardaki neticenin paragraf 8 deki I. Teo-

remle miinasebeti ne ise, onun da paragraf 8 deki II. Teoremle
miinas: beti o olsun.

17. Bir aq (aym baglangig noktasindan ¢ikan iki 1§mn ara-
sinda kalan sonsuz diizlem par¢asi) ve bu aginin her kenarinda
birer tane olmak fizere iki nokta verilmigtir. Verilmig noktalar:
birlegtiren ve verilmlg uzunlukta bir egrinin bu agidan ayirdifit

alanin maksimumunu bulunuz. (Sek. 10.11 deki X ve Y nokta-
lar1 burada verilmig, yani sabittir.)

18. 180° den daha kifigik bir ag1 ve kenarlarindan biri
iizerinde bir nokta verilmigtir. Verilmig noktadan qikarak agi-
nin differ kenar fizerinde son bulan ve verilmig bir uzunlufu
haiz bir e@rinin bu agidan ayirdifi alanin maksimumunu bulu-

nuz. (§ek. 10.11 deki X noktas: burada verilmig, yani sabit, fa-
kat Y noktasi defigkendir.)

19 180° den daha kiiglk bir ag1 verilmigtir. Bu aqmmf

bir kenarindan Sbfirfine uzanan ve uzunlufiu verilmig bir egrinin
bu agidan ayirdift alamin maksimumunu bulunuz. (Sek. 10.11

deki X' ve Y noktalar1 burada degigkendir. Buna dair bir fara-
ziye paragraf 9 da ifade edilmigti.)
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20. 180° den daha kilicilk bir ag@ verilmigtir. Bu agidan
uzunlufu verilmig bir dogru parcasinin ayirdif1 alanimn maksi-
mumunu bulunuz.

21. ki sopa ve iki ip. AB ve CD gibi iki sopamiz var.
Birineinin B ueu bir ip vAsitasiyla ikincinin C ucuna baglamyor.
Ikinei bir ipte D ile A y1 birbirine baghiyor. Bu tertibatla miim-
kfin olan en biiyiik alam gevreleyiniz. 7

22. Bir dnceki problemi genellegtiriniz.

23. Ayni problemi dzellegtiriniz ve metinde Snemli bir rol
oynamig olan bir elemanter teoremi bu yolla elde ediniz.

I II

Sek. 10.14. Daire yay: prensibi

24, Uzayda bir daire verilmig olsun. Bu dairenin gevresi
ile sinirlanmig ve alani evvelden verilmig dyle bir ylizey paras:
" bulunuz ki, bu yiizey par¢asinin verilmig dairenin yfizeyi ile
birlikte smu-lndxp hacim maksimum olsun., [Buna benzer bir
problem biliyor musunuz ?]
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25. Uzay geometride Dilo Problemi. Bir iigytizlii ag1 (bir
noktada kesigen {i¢g diizlemin uzay: boldiigti sekiz tane sonsuz
pargadan biri) verilmig olsun. Bu fig¢ yiizlii acidan alan1 verilmig
bir ylizey pargasinin ayirdifis hacmin maksimumunu bulunuz.

Bu problem pek zordur. Sizden istenen gey sadece, bu prob-
lemin yanmma daha kolay yanagilabilir bir zel halini s cerek
onunla ugragmanizdir. :

26. Misidl 256 e benzer, fakat neticesini evvelden kestirebi-
leceginiz bir problem bulunuz. [Genellegtiriniz, 8zellegtiriniz,
limite geginiz, ...] ;

27. Bir diizlem bélgenin alanortaglar:. Bir egri ile c¢evrili
bir dlizlem bdlgeyi gboz tniine alalim. Efer gcevre efrisinin iki
noktasin1 birlegtiren (ve tamamen bdlgeye ait) bir efiri yay: bsl-
geyi alanlart egit olan iki pargaya ayiriyorsa, ona bdlgenin bir
alan ortay: denir. ;

Aym bir bolgenin herhangi iki alanortayinin en az bir
ortak noktasi bulundugunu gtsteriniz.

28. Bir karenin gu iki alanortayini birbiriyle kargilagti-
riniz: karenin merkezinden gegen ve kenarlardan birine paralel
olan bir dofru parcas: ile merkezi karenin kogelerinden biri olan
uygun bir ¢eyrek daire. Bunlardan hangisi daha kisadir ?

29. Bir egkenar ficgenin defru parcas1 geklindeki alanor-
taylar: iginde en kisasini bulunuz.

30. Bir egkenar {iggenin en kisa alanortayimi bulunuz.

31. Bir dairenin en kisa alanortaylarimin o dairenin g¢ap-
lar1 oldugunu gosteriniz.

32. Bir elipsin en kisa alanortayini bulunuz.

33. Misal 28.32 yi ihtiva eden genel teoremleri ifade et .!
meye ¢aliginiz,
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34. Kapali bir yiizeyin alanortaylar: (). Eger kapali bir yii-
zey fizerinde alinan kapal ve kendi kendini kesmeyen bir ¢f#ri o
yilizeyi alanlari birbirine esit iki pargaya (agik yiizeye) ayiri-
yorsa, o effriye ytizeyin alanortay: denir.

Ayni yiizeyin iki alanortayinin en az bir ortak noktas: bu-
lundugunu gosteriniz.

35. Bir ¢okyfizli yfizeyinin en kisa alanortaylari, herbiri
ya bir dofru parcasi veya bir daire yay: olan parcalardan tegek-
kill eder.

36. Diizgiin ¢okytizlll ylizeylerinin en kisa alanortaylar: birer
diizgtin gokgendir. Bu diizglin ¢okgenlerin beg diizglin gokyfzlii-
nfin herbiri igin bi¢im, yer ve sayilarin: bulunuz. (Bu cisimlerin
birer modeli ve bir lastik geritle teertibe yapabilirsiniz )

37. Bir kilre yfizeyinin en kisa alanortaylarimin biiyik
daireler oldufunu ispat ediniz.

38. Misal 37 nin Syle bir genellegtirmesini bulunuz ki, Mi-
8l 86 nin Bnemli bir kisminida kaplasin. [Misdl 9.23, 9.24.]

39. Yaricaprt a olan bir § kiiresi verilmigtir. S yi kesen
bir kiire yiizeyinin S iginde kalan kismina S nin bir digafram:
diyelim. Ispat edinizki:

(1) S nin merkezinden gegen biltiin diyaframlar ayn alam
haizdir.

(2) S nin bacmim iki egit kisma bolen higbir diyaframm
alam na den daha kitgiik degildir.

Bu son ifade ve incelenmig olan benzer haller aklimiza bir
faraziye getirir. Bu faraziyeyi ifade ediniz. [Misal 81,37.)

(®) Burada yalmz kiire “topolojik tipinde* olan kapali ytzeyleri
g3z bnfne aliyor ve meseld (slmit geklindekl) halka yozeyinl bir
tarafa birakiyoruz.
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40. Birgok miikemmellikleri olan bir sekil. Bir efiri tarafin-
dan cevrelenen bir diizlem bé&lge dilglinelim. Verilmig bir a'ani
haiz biitlin bd'!geler iginde, dairenin en kisa ¢evreyi haiz oldu-
gonu ifade eden izoperimetri teoremine benzer bir¢gok teoremler-
den bazilarin1 gbzden gegirmek Istiyoruz.

Bu cinsten bir teoreme daba bundan Unce rastlamig bulu-
nuyoruz. Hakikaten paragraf 4 te gu ifadeye dair baz endiiktif
delilleri gbzden gecirmigtik: Verilmig bir alani haiz biitiin zar-
lar iginde, daire geklinde olani en derin esas tonu verir.

Simdi bdlgeye her yerde aymi kalinhkta olan homogen bir
levha godziiyle bakalim ve bu levhanin diizlemine dik ve kendi
agirhk merkezinden gegen bir eksen etrafindaki atalet momen-
tini goz dnilne alalim. <Kutupsal atalet momenti» dedifimiz bn
atalet momenti, differ geyler egit oldugu takdirde, levhanin bii-
yiikligiine ve bi¢gimine tabidir. Aynt alan:i haiz biitlin levhalar

icinde, daire geklinde olam en kiigfik kutupsal atalet momentini
haizdir.

Bu levha, eger elektrik gecirgeni ise, kendi elektrostatik
kapasitesiyle orantili bir elektrik yiik{i alabilir. Bu kapasite de
levhanin bilyfikliik ve bigimine tabidir. Ayni alani haiz biitiin
levhalar i¢inde, daire geklinde olam: en kiigiik elektrostatik ka-
pasiteyi baizdir.

Bolgemizi gimdi de homogen bir eldstik kirigin kesiti olarak
diiglinelim. Eger bdyle bir kirigi ekseni etrafinda burarsak, onun
bu buruluga karg: direndifini gbriirtiz. Kirigin bu direnci, yahut
bagka deyimle «barulma rijidite» si, diger geyler egit oldugu tak-
dirde kesitin bilyfiklik ve bi¢imine tabidir. Aymi alani haiz
biitiin kesitler iginde, daire geklinde olani en biiylik burulma
rijiditesini haizdir, (*%)

("') Burada isaret edilmls olan teoremler ve benzerlerinin ispat-
lar igin G. Polya ve G. Szegd, [Isoperimetric Inequalities in Mathematical
Physies, Princeton University Press, 1951 adli kitaba bakimiz,
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Neden daire bu kadar g¢ok sayida ve bu kadar gesitli mak-
simum ve minimum probleminin ¢dzlimiidiir ? Bunun <sebebis
nedir ? Acaba hakiki sebep dairenin «tam simetri» si midir? Bu
tirlii miiphem sorular, sadece miiphem likird: ve spekiilisyon-
lara dalmak yerine, daha sarih ve daha miigahhas geylere inmeye
ciddi surette gayret sarfetmek gartiyla diigiinceyi tenbih edici
ve semereli olabilirler.

41. Benzer bir hal. lzoperimetri teoremi ile ortalamalar
teoremi arasindaki benzerligi giriiyor musunuz ? (Paragraf 8.6 ya
bakiniz.)

Kapali bir egrinin ¢evre uznnlugu, o egrinin her noktasina,
yahut her elemanima ayni tarzda tabidir. O egrinin cevreledigi
btlgenin alanida egrinin her noktasina, yahut her elemanina
ayn1 tarzda tabidir. Cevre uzumlufun verildigine gore alanin
maksimumunu ariyoruz. S6z konusu her iki biiyiikliigiin tari-
findede egrinin hicbir mnoktasi digerlerinden ayr1 bir rol oyna-
madifindan dolay: ¢oziimitn, biitlin noktalarini aym tarzda ihtiva
eden ve herhimgi iki elemam fist iiste getirilebilen biricik kapah
efri, yani daire olarak ortaya ¢ikmasi bizi gagirtmamalidir.

X3+t xyF oo x, toplami x,, xp, ..., %,

deffigkenlerinin simetrik bir foksiyonudur; yani her degigkene
ayn: tarzda tabidir. x, x, -+ x, carpimida her degiskene ayn1.
tarzda tabidir. $imdi bu degigkenlerin toplami verildigine gbre,
carpiminin maksimumunu arayalim. Stz konusu biiyiikliiklerin
her ikiside n degiskene gore simetrik oldugundan, quzhmﬂu
Xy =Xy = +++ =x, olmasini1 gerektirmesi bizi gagirtmamalidir.
Alan ve uzunlugun yamni sira, kapali bir egrinin biiyiikliik
ve bigimine tadbi oyle bagka bir takim bilyiikler daha vardir ki,
gene «efrinin her elemanina ayni tarzda tabi» olsunlar. Bu tiirlii
birgok biiytikliigi Misal 40 ta siralamistik. Bu cinsten bir bii-
ylklik verildigi takdirde, aym cinsten bagka bir biiyiikligiin
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maksimumunu arayalim. Eger bdyle bir problemin bir ¢fzlimil
varsa, onun muhakkak bir daire olmasi m1 gerekmektedir ?

Akla yakin bir cevap i¢in, daha basit bir benzer hale do-
nelim ve f(x,, x3,..., xn) ve g(x;, 3, ..., x,) gibi n degig-
kenli iki simetrik fonksiyon alarak, g(x,, xy,..., x,) =1 ola-
rak verildigi takdirde f(x,, x4,..., x;) nin ekstremumlarim
arayalim. Bazi hallerde hi¢bir maksimum meveut degildir, bazi-
larindada higbir mipnimum yoktur, fakat ®yle baz haller de
vardir ki, onlarda ne bir makeimum, nede bir minimum mev-
cuttur. x,=x,=...=uxn garti Snemli bir rol oynamakla be-
raber (''), bir maksimum veya bir minimuma erigildiginde bu
gartin mutlidka gerceklegmesi gerekmez. Bununla beraber, gu ba-
sit hakikat mevecuttur: Eger

Xy =01y Xg= g, Xg=dgy sy Xp=ay,

problemin bir ¢dzlimil ise,
X1 =0y, X3=0y, Xg=0g; sy Xp=ap

de f ve g fonksiyonlarinin simetrik oluglar1 dolayisiyla bir 1;6-'-
ziimdiir. Su halde, efer a, + a, ise en az iki farkli ¢6ziilm vardir.
Eger tek bir ¢éziim wvarsa (yani ekstremuma x;, xg,..., x, nin
bir ve yalmiz bir defer takimi igin erigilirse) bu ¢éziimde x, = x,;

= s+ =x, olmas: gereklidir.

Fransizlar «Comparaigson n’est pas raison» (Mukayese delil
degildir) derler. Tabiatiyle, yukanki gibi bir mukayese ispatla-
yier bir delil tegkil edemez, sadece buluga yardimer bir yol gts-
terir. Gene de biyle bir yol gtsterigten bazan ¢ok memnun kaliriz

Bir misél olarak
Flxs, 2gy iy )y =10esF s+ 22t 2a) 5

g(xl' Xy erey -\'n)=(xn'+x:'+ i +xnt)f"

(*' @. H. Hardy, J, E. Littlewood, and G. Polys, Inequalities adll
kitapta S. 109-110 ve orada zikredilen misfillere bakiniz. 1
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alarak, f nin g=1 gart: altinda (1) x,, x,,..., x5 nin biitdn
reel degierleri, (2) bu degigkenlerin sadece negatif olmayan reel
degferleri igin ekstremumlarini bulunuz,

42. Diizgiin cisimler. Yiizlerinin n sayisi ve ylizey alam
verilmig bir ¢okyiizlintin maksimum hacmim bulunuz.

Bu gok gilg problem paragraf 7 (1) deki benzer problem
tarafindan ilham edilmig olup, bu sonuncu problemin ¢ozlimi de
gu faraziyeyi ilham eder: Eger n yiizlll bir diizglin gokyiizltl
varsa, bu ¢okylizlii maksimum hacm: verir. Bu faraziye ne kadar
akla yakin goriiniirse goriinslin, dizgiin ¢okyfizlilerin meveut
oldugu beg halden ikisinde yanhghffi meydana gikmigtir. Haki-
katen faraziye

n—4, 6,12 igin dogru,
n=3_8, 20 fcin yanhgtir,

Bu iki grup arasinda ne fark vardir? Bu iki eins ¢okylizliiyil
birbirinden ayirdeden basit bir geometrik ozelik bulmaya ¢a-

hgimz.

43. Endiiktif deliller. V, bir cismin hacmini, S de onun
yiizey alanim gostersin. Paragraf 8 (3), benzerlik dolayisiyla

86 = V?
S50

i uzay geometride izoperimetrik bdlim olarak tarif etmeyi bize
telkin eder. Gene benzerlik dolayisiyla, kiirenin en yiiksek. izo-
perimetrik bGlimit haiz oldugu faraziyesini ileri siirebiliriz.
Cedvel III bun faraziyeyi endiiktif olarak desteklemektedir.

Cedvel III te verilen rakamlarin bazilarini kontrol ediniz
ve cedvele, yeni malzeme ildve ediniz. Ozellikle, izoperimetrik
biltimil diizgiin yirmiyilzliniinkinden daha biiyiik olan bir cisim
bulmaga gabigimiz,
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DAHA BASKA AKLA YAKIN DELIL NEVILERI

En basit miinasebetler en gok rastlanilan miinasebetler olup,
endiiksiyonun dagandifi temel de budur., — LAPLACE (')

1. Faraziyeden faraziyeye fark. Buraya kadar anlatmig
olduklarimiz hep faraziyelerin matematik aragtirmalarindaki ro-
line dairdir. Verdifimiz misdller teklif edilmig olan bir farazi-
yenin lehinde veya aleyhinde iki nevi akla yakin muhakemeye
bizi alighirmak igin bir firsat tegkil etmigti: biz orada faraziye-
den ¢ikarilan neticelerin gergeklesmesinden meydana gelen en-
diiktif deliller ile, benzerlikten dogan delilleri mfinakaga etmig-
tik. Acaba bir faraziyenin lehinde veya aleyhinde olmak {izere
bagka nevi akla yakin deliller de var midir? Bu bdliimde veri-
lecek misdllerin amac: bu noktayi berraklifa kavugturmaktir.

Faraziyelerin de muhtelif nevileri bulundufunu kabal etme-
miz gerekir: bilyiltk ve kiigiik, orijinal ve giindelik faraziyeler.
llim tarihinde parlak bir rol oynamig olan faraziyeler mevout
oldugu gibi, en miitevazi bir matematik problemi bile kendi ca-
pinda miitevazi bir faraziye veya tahmine ihtiya¢ gbsterebilir.
Biz burada sinifta gegen misallerden baghyarak tarihi Onemi
haiz diger faraziyelere yiikselecegiz.

(') Essal philosophique sur les probabilitiés ; Ouevres complétes de
Laplace, vol. 7, 8. CXXXIX a bakimz.
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2. Bir ilgili hale gbre hiikiim vermek. Bir problem fize-
rinde galigirken ekseriya bir tahmin yapmaya ¢ahiginiz. Tabil,
mfiimkiinse biitlin ¢6ziimil tahmin etmek isteriz. Fakat bunu ba-
garamazsak, ¢Ozlimiln gu veya bu yoniinfl tahmin edebilmek bizi
pek dld tatmin eder. Hig olmazsa, problemimizin «mantiki» bir
problem olup olmadifin1 bilmek isteriz ve kendi kendimize gbyle
gorariz: Problemimiz mantiki midir? Verilen gsart: gerceklemek
miimkiin miidiir ? Bu sart bilinmigeni bulmaya yeter mi? Yoksa
yetmez mi? Yahut o gart lizumdan fazla gey ihtiva ediyor mu?
Yahat bir tenakuz ihtiva edigor ma ? (*)

Boyle sorular tabii olarak aklimiza gelir ve, kendilerinin
nihai degil de sadece gegici veya tahmini birer cevabinin igi-
mizi gbrmege yettigi, ¢caligmalarimizin baglangi; safhasinda fay-
dah olurlar. Oyle haller vardir ki, onlarda bu gorularin cevap-
larin1 gayet akla yakin bir gekilde ve pek az giigliikle tahmin
edebiliriz.

Bir misdl olarak, uzay geometriye ait bir elemanter prob-
lem ele alacafiz. Bir silindirin ekseni bir kiirenin merkezinden
geemektedir, Silindirin ylizeyi kiirenin yiizeyini keserek som kil-
reyl, «oyulmug kiire» ve «tikag» olmak izere iki kisma ayirmak-
tadir. Birinei kieim silindirin dwginda, ikineisi icindedir. (4B
ditgey dofrusu etrafinda ddndiirilmiig olmas: gereken) Sek. 11.1e
bakiniz. Kiirenin r garigapt ve silindir seklindeki oyugun h yiik-
sekligi verildigine gbre, oyulmugs kiirenin hacmin: bulunuz.

Sorulmug olan problemi tanimaga ¢ahigirken tamamen tabii
bir gekilde mitad sorulara geliriz: Veriler bilinmeyeni belirtmeje
geterli midir ? Yoksa yetersiz midir ? Yahut, verilerde bir fazlalz
wvar midir ? v ve h verileri problemi ¢dzmeffe tamami tamami
yeter goriinmektedir. Hakikaten, r kiirenin bilylikldgintt ve A
da silindrik oyufun biyiikligint belirler. r ve h y1 bilin

(*) How to Solve It, 8. 111
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oyulmug kiirenin bigim ve biiyiikliigiinti belirleyebildigimiz gibi,
onlar1 belirlemek igin de » ve h nin bilinmesine lzum vardir,

Fakat, istenen hacmi hesaplarsak = h°/6 buluruz (Misil 5 e
bakiniz). Bu netice son derece paradoksal goriinmektedir. Ciinkii

Sek. 11.1, Oyulmug kfire

t

biraz tnce oyulmug kilrenin bigim ve biiyiikliigiinii balirlen‘mk

igin hem r hemde h ya muhtag oldufumuza kanaat getirmistik,

halbuki gimdi bu cismin hacmini belirlemek igin » ye ihtiyaci-
+ miz olmadigi ortaya gikiyor. Inanilmas: giig bir gey !

Bununla birlikte, burada bir tenakuz yoktur. Eger h sabit
kalir ve » artarsa, oyulmug kiire adam akilh gekil degistirir,
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daha agik olarak, gittikge genigler (buda hacmi arttirmaga
meyleder), fakat dig yiizeyl gittikge basiklagir (ki buda bhacmi
azaltmaga meyleder). Yukarda nceden grmemig oldugumuz (ve
snceden goriilmesi zaten pek muhtemel olmayan) tek gey bu iki
effilimin birbirini tamami tamamina yok ederek, hacmin sabit
kalacafidir.

Hem iginde bulundufumuz dzel hali, hem de onun altindaki
genel fikri anlamak igin bir ayirim yapmaga ihtiyag vardir.
Burada birbirine bagli, fakat birbirinden farkli iki problemi

agikea birbirinden ayirmahyiz: r ve h verildigine gore bizden
oyulmug kiirenin

(a) hacmini
(b) bigim ve biylkligini l

bulmamiz istenebilir. Bizim baglangictaki problemimiz (a) idi.
Ote taraftan sezgi yoluyla r ve h verilerinin (b) yi ¢bzmek igin
gerek ve yeter oldugunu gdrmiigtiik. Buradan, bu verilerin (a) y!

gbzmek igin yeter oldufu gikar, fakat gerek oldugu ¢ikmaz; ha-
kikaten onlarin gerek olmadiklari ortaya gikmigtir.

«Veriler gerekli midir ?» gorusuna cevap verirken, ilgili bir
hale gére hiikiim verdik, yani (a) yerine (b) yi aldik ve baslangic”
taki (a) problemi ile tadil edilmis (b) problemi arasindaki farkt
ihmal ettik. Kegfi hedef alan bir noktai nazardan, boyle bir ihmal
savunulabilir. Bizim sadece gegici, fakat gabuk bir cevaba ihti-
yacimiz vardi. Bundan bagka bbyle bir fark genellikle ihmal
edilebilir : bigim ve biiyiikliigii belirlemek igin gerekli olan ve‘1
riler genellikle hacmi belirlemek igin de gereklidir. Yukarda,
neticemizin sadece kegfi amag tutan karakterini unuttugumu'-‘;
yahut miitad olmayan bir durumun higbir zaman vukubulmaya+
cafina miiphem bir gekilde inandifimizdan bir paradoksun ith..

digtik. Hakikaten de misalimizde matad olmayan durum vuk®
buldu.
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Sorulmug bir problem hakkinda onun tadil edilmiy bir gekli
lizerinde hiikiim vermek savunulabilir, akla yakin ve kegfe yara-
yan bir igtir. Bununla beraber, bdyle bir yoldan varilan netice
sadece gecici olup, nihai degildir; bu netice sadece akla yakin-
dir, fakat onun dogrulugu hig te muhakkak degildir.

3. Genel hale gdre hiikiim vermek. Agagiki problemin
miinakagas: bir Cebire Baglangi¢ dersinde pek ald yer alabilir:

Ug gocuklu bir babanin vasiyeti agagiki hitkimleri ihtiva
etmektedir: «Mirasindan en biiyllk ofluna diigecek hisse
diger iki oglunun hisseleri ortalamasindan g bin dolar fazla,
Ikinei oglunun hissesi diger ikisinin hisselerinin tam ortalama-
Bina egit, en kilglik oglunun hissesi ise ilk ikisinin hisseleri
ortalamasindan fig bin dolar eksik olacaktir.» Herbir gcocugun
hissesi ne kadardir ?

lleri siiriilen gart bilinmegenleri belirlemeye geterli midir ? Bu-
Na evet cevabim vermek igin elimizde iyi bir sebep vardir.
Hakikaten burada x, g, z gibi srasiyla en bilytk, ortanca ve
en kiigllk ogullarin hisselerine tekabiil eden li¢ bilinmeyen var-
dir. Vasiyetnameden alman yukariki fig ciimleden her biri bir
denkleme terciime edilebilir. Biliyoruzki, genel olarak ii¢ denk-
lemli ve i bilinmegenli bir sistem bilinmeyenleri tamamiyle be-
lirler. Boylece, sorulmug olan problemdeki gartin bilinmeyenleri
belirlemeye yeter oldugunu zannetmefe gayet akla yakin bir
tarzda sevkedilmig oluyoruz.

Fakat s6z konusu fig denklemi yazarsak agafnki sistemi
elde ederiz:

g ’1" + 3000

R
o 2

e= =12 3000
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Bu denklemleri taraf tarafa toplarsak

xt+yte=x+yg+tz,
yahut 0=0

elde ederiz. Su halde sistemin herhangi bir denklemi difer iki
denklemin bir neiicesidir. $u halde sistemimiz yalmz iki miistakil

denklem ihtiva etmekte olup, hakikatte bilinmeyenleri belirle-
mezn yefmez.

Efier vasiyetname birde gu climleyide ihtiva ederse, prob-
lem esash bir degigikliffte ugrar: «15,000 dolarhk biitlin servetimi
tig offlum arasinda taksim ediyorum.» Bu cfimle yukariki sisteme

x + g+ z=15,000

denklemini ekler. $imdi dort denklemli daha genig bir sistem
elde etmis oluyoruz. Fakat genel olarak, dért denklemli wve iig
bilinmeyenli bir sistemin higbir ¢6ziimii olamaz. Bununla birlikte,
elimizdeki sistem hicbir ¢dztimil bulunmayan bir sistem olmayip,

bilinmeyenleri belirlemeye tam yetecek bir sistemdir ve haki-
katen stz konusu bilinmeyenler igin

x=17000, 3=5000, z=3000

degerlerini verir.

!
i

Cok derin olmayan bu misildeki zahiri tenakuzlar: bertaraf

etmek ¢ok giig deffildir, fakat bu hususta dikkatli bir izah fay- ’
dali olabilir.

«n denklem ve n bilinmeyenli bir sistemin bilinmeyenleri.
tamamiyle belirttigi» dogru degildir. Hakikaten biraz Snce n=3
igin bu iddiay: yalanlayan bir misal gordik. Bununla beraber

bu hususta tnemli olan gey, bir matematik teoremi degil, fakat
buluga yardimer olan bir ifade, daha doffrusu gu ifadedir: «n

denklemli ve n bilinmeyenli bir sistem, genel olarak, bilinme-
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yenleri tamamiyle belirtir.» «Genel olarak» terimi tiirlil gekillerde
tefsir edilebilir. Burada dnemli olan gekil, biraz miiphem ve kaba
bir «pratik» tefsirdir: Efer bir ifade «tabii olarak vukubulan

hallerin bilytk bir ¢ofunlugunda» dogru olursa, o ifade <genel
olarak» dogrudur.

Bir geometri veya fizik problemini cebir ile ¢dzerken sezgi
ile verilen bir gart: denklemlerle ifade etmeffe cahgiriz. Sartin
Ayr: ayr1 pargalarimi birer denklemle ifade etmeye ve bu denk-
lemlerle biitin gart: kaplamaga ugraginz. Efer elimizdeki bilin-
Mmeyenlerin sayis1 kadar denklemi bir araya getirmeyi bagarir-
sak, bilinmiyenleri belirleyebilecegimizi imit ederiz. Bu timit
akla yakindir. Denklemlerimiz «tabii olarak vukubulduklarin-
dan», «genel halde» bulundugumuzu bekleyebiliriz. Halbuki bu
Paragrafin baginda vermig oldufumuz misdl tabii olarak vukubul-
Mamig, bulmaya yardime: karakterde olan yukariki ifadenin
mutlak kesinlikten mahrum oldugunu gistermek igin yazar tara-
findan sun'i olarak imal edilmigti. §u halde bu misal temeldeki
buluga yardimer prensibi higbir zaman bozmaz.

Glinliik hayatta da buna benzer bir geye gliveniriz; gok ma-
kI olarak, pek seyrek vokubulan geylerden o kadar korkmayiz.
Mesela, mektuplar postada kaybolabilir ve trenler kaza yapabi-
lir; fakat buna ragmen postayla mektup yollar ve gekinmeden
trene bineriz. Clinkii, nede olsa bir mektubun kaybolmas: veya
bir trenin kazaya ufframas: son derece nddir vukubulan olaylar-
dir; mektuplarin veya trenlerin ancak pek kiigiik bir kisminin
bagina boyle bir kaza gelebilir. Bu kaza neden tamda bize rast-
fann 2 Aymi gekilde, gayet tabit bir yoldan elde edilen n bilin-
Miyenli » tane denklem bu bilinmiyenleri belirlemeye yetmeye-
bilir, Fakat, genel olarak bu hal vukubulmaz; o halde neden
tam da bigim ugraghigimz problemde vukubulsun ?

Azda olsa, bir par¢a eyimser olmadan ne yagayabiliriz,
fede problem goaebiliriz,
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4. Daha basit faraziyeyi tercih etmek. Skolastikler,
«Simplex sigillam veri» , yani «basitlik dofrunun damgasidir»
demiglerdi. Bugfin ise, insanlk daha yaglandifi1 ve araya giren
yiizyillarin ilimdeki bilyfik tecrlibesiyle zenginlegtii igin, ifade-
lerimizde daha ihtiyath olmaliyiz; biliyoruz ki hakikat bazan
son derece muglik olabilir. Belkide skolAstikler, basitlifin haki-
katin zarurl bir vasfi oldufuon kastetmemigler, sadece gu bul-
maya yardime1 prensibi ifade etmek istemiglerdi: «Basit olan
gey, dofiru olmak hususunda oldukga biliyiik bir gansa sahiptir.»
Bundan daha az bir iddiada buluomak ve kendimizi sadece gu
nasihata hasrctmek belki daha da iyidir: «Basit olan geyi daha
Once dene.»

Bu safduyn nasihati (biraz miiphem bir gekilde de olsa)
yukarda miinakaga etmig oldufumuz bulmaya yardime: adim-
larda da uygulanmigtir. Bigim defigince hacmin da defigmesi yal-
niz mitad hal degil, fakat aym1 zamanda en basit haldir. n
bilinmiyenli n denklemden tegekkill eden bir sistemin bilinme-~
yenleri belirlemesi yalniz genel hal degil, fakat aym zamanda
en basit haldir. En basit hali ilk Snce denemek akla yakin bir
igtir. Hattd sonunda daha karigik imkinlar1 yakindan incelemek
zorunda kalsak bile, daha ®nce en basit hali incelememiz buna
faydali bir hazirhk tegkil edebilir.

En basit geyi ilk dnce denemek, kiiglik veya biiylik prob-
lemlerin kargisinda faydali olan bir davranig tarzimin bir parca-
sin1 teskil eder. Meseld (son derecede basitlegtirilmig ve, giiphe-
giz, biraz tahrif edilmig bir gekilde) Galileo’nun cisimlerin diig-
me kanununu aragtirdiffi esnadaki davranigmni tasavvur etmeye
¢atigalm. Eger modern ilmin baglangicini belirli bir tarihe
lamak istersek, Galileo’'nun bu aragtirmasim yaptiffi tarih bun
igin en uygun tarih sayilmalidir.

Galileo’nun durumunu iyice anlamamiz lAzimdir. Galileo'n
kendi gorliglerini paylagan birkag miljdecisi ve birkag arkad:
vard:, fakat kendisine o zamanki hikim felsefl okul olan Aris
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okulunun mensuplar: tarafindan giddetle muhalefet edilmekteydi.
Aristo okulupun bu mensuplar1 «Cisimler ni¢in digiiyor ?» soru-
sunu goruyorlar, ve sif ve hemen tamamen lifzi bir izahla
kanaat ediyorlardi. Galileo ise, «Cisimler nasil diigliyor ?» diye
sormug ve tecriibe vasitasiyla buna, sayilar ve matematik kav-
ramlarla ifade edilebilen, sarih bir cevap bulmaya cahigmigti.
«Nigin ?» yerine «Nasil?» sorusunun konulmasi, buna tecriibe
visitasiyla bir cevap aranmasi, ve fecriibi hakikatleri kendisinde
teksif eden bir matematik kanunun aranmas: buginkii ilimde
bize ok tabii gelen ve ok algik oldugumuz geylerdir, fakat
Galileo’nun zamaminda bunlar ihtildl mahiyetinde yeniliklerdi.

Daha yilksek bir yerden diigen bir tag, yere daha bilyfik
bir giddetle carpar. Daha yilksek bir noktadan inen bir gekig,
bir kazin yerde daha derine ¢akar. Dilgen bir cisim hareket
noktasindan ne kadar c¢ok uzsklagirsa, o kadar hizhh hareket
eder — bu kadarinin basit bir miigahededen Ogrenilebilecegi agik-
tir. Burada en basit farazige nedir? Siikinetten harekete gegen
bir dfigen cismin hizinin kat’edilen uzaklik ile orantili oldufunu
farzetmek yeter derecede basit gdrlinmektedir. Galileo, «Bu
prensip gok tabii gtriinmekte ve darbe ile igleyen makinelerde
kazandighmiz tecriibeye uygun diigmektedir» demektedir. Bununla
beraber, Galileo sonunda hizin uzakhkla orantihi olugu faraziye-
sini «sadece yanhig degil, fakat imkdnsiz» olmasi gerekgesiyle
reddetmigtir. (*)

Galileo’nun, baglangigta kendisine o derece tabii gelmig
olan, bu faraziyeye karg: itirazlari Diferansiyel ve Integral He-
sap diliyle daha agik ve daha gbze carpar bir gekilde ifade edi-
lebilir. Bu tabiatiyla tarihi hakikatlere uymamaktadir; glinkd
Diferansiyel ve lotegral Hesap Galileo’nun zamanindan sonra,
ve hig olmazsa kismen, Galileo’nun kegiflerinin sadmesi tesiriyle

(") Le Opere di Galileo Galilei (Galileo’nun Eserleri), edizione nazl-
Onale, Cilt 8, S. 208, 378, 888 ¢ bakimiz,
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kesfedilmigti, Buna ragmen, gene Diferansiyel ve Integral Hesab1
kullanalim. Diigliglin bagindan itibaren gecen zamani ¢, kat’edi-

len uzakhigh x ile gtsterelim. Bu takdirde hiz, -3—:— dir (Galileo’-

nun bagarmig oldugu iglerden biride berrak bir hiz kavrami
ifade etmig olmasidir). g uygun bir pozitif sabit olsun. Bu tak-
dirde, hizin kat’edilen uzaklikla orantihi olduguna dair yukariki
«en basit faraziye» gu diferansiyel denklemle ifade edilir:

d%
(1) o Ll
Buna, i
(2) t=0 icin x=0

baglangic gartin1 ilive etmemiz lazimdir. (1) ve (2) denklemle-
rinden

’ e )
(3) t=0 igin ?—0
neticesi ¢ikar ki, buda diigen cismin siikiinetten harekete gegti-
gini ifade eder.

Bununla beraber, (1) diferansiyel denklemini integre ederek

[ = faa

ve ¢ uygun bir pozitif sabiti gtstermek lizere

log x=gt+loge

elde ederiz. Bu bize
d
x=iceft , —J:—=gce“

verir. Buradan ise

t=0 ig¢in x=c>0,%=g¢>0



DAHA BASKA AKLA YAKIN DELIL NEVILERI 87

elde ederiz ki, bu (2) ve (3) ile tenakuz halindedir. Su halde (1)
diferansiyel denklemini gergekleyen bir hareket sikinetten itiba-
ren baglagamaz. Boylece o kadar «tabii» ve tam da «en basit gey»
olarak gdriinen faraziyenin aslinda tenakuz ihtiva ettifi, bizzat
Galileo’nun sbzleriyle «sadece yanhg degil, fakat imkdnsiz» ol-
dugu anlagilmig oluyor.

Fukat acaba «ondan sonra gelen en basit gey» nedi ? O
gey, slikiinetten harekete gegen bir dilgen cismin hizinin gegen
zaman ile orantili bulundugu faraziyesi olabilir. Bu, Galileo’nun
sonunda ulagmig oldugu ¢ok iyi bildigimiz kanundan bagka
birgey degildir. Bu kanun bugiinkfi yazig tarzimizla

dx

bt

denklemi ile ifade edilir ve bu denklemi gergekleyen bir hareket
pekald siikiinetten baghyabilir,

5. Arka plandaki muhit. Galileo’'nun fikri cesaretine,
felsef! pegin hitkiimlerden ve mistisizmden kendini kurtarabilmig
olmasina kargi hayranhk duoymaktan geri kalamayiz. Fakat
Kepler’in bagarilar1 da bizde hayranhk uyandirmahdir; halbuki
Galileo’nun gagdagi olan Kepler, zamanmin mistisizm ve pegin
hitktimlerinin derin tesiri altinda kalmigti,

Kepler’in davranigin1 anlamak bizim i¢in gligtiir. Modern
okuyueu, «KAINATIN SIRRI’m ihtiva eden, kozmografik miina-
kagalara dair bir hazirhik kitabi. Gok cisimlerinin yilringelerinin
hayranhk uyandiriei orantisinin ve bu cisimlerin say:, biiyiiklik ve
periodik hareketlerinin hakiki sebeplerinin beg dilzglin geometrik
cisim visitas: ile ispati.» gibi bir kitap adi, kargisinda hayrete dii-
ger. Kepler’in bu kitabinin muhtevas! daha da hayret verieidir: lia-
hiyat ile karigitk Astronomi, miineccimlik ile kanigtirilmig geo-

" metri, Fakat, muhtevasinin bir kisma ne kadar acaip giriiniirse
grilnsiin, Kepler’in bu ilk eseri, onun Astronomi alanindaki
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bliytik kegiflerinin bhglnngwma igaret etmekte ve bunun yanin-
da gahsiyetinin canli ve c¢ekici bir tablosunu vermektedir.
Onun bilgiye susamighifi, esrarengiz geylere susamighfi da hemen
hemen ayni giddetle olmakla beraber, hayranlik uyandiracak
derecede biiyiiktii.

Eserin adinin gayet dofiru bir gekilde belirttigi gibi, Kepler
gezegenlerin sayisi, gilinegten wuzakliklar: ve giineg etrafindaki
dénme peryotlar1 hakkinda bir sebep aramaya girigmigti. Haki-
katen, o gunlar: soruyordu; Neden tam alt: tane gezegen vardir?
Bu gezegenlerin yiiriingeleri neden tabiatta rastladifimiz gekilde
siralanmigtir ? Bu sorular bize garip gbriinebilir, fakat onlar
Kepler’in bazi ¢agdaglarina btyle gériinmemekte idi. (*)

Kepler bir giin bunun sirrm1 buldugunu zannetti ve not
defterine gunu kaydetti: «Dilnyapin yliriingesi, yahut kiiresi
hepeinin b8leiisiidiir. Bu kiirenin digina bir diizgiin onikiyiizld
gizerseniz, bu onikiyiizliiyli ¢evreleyen kiire Mars’in kiiresidir.
Mars’in  kiiresi digina bir diizgtin ddrtyiizlil ¢izerseniz, bu dort-
yiizlliyli gevreleyen kiire Jiipiterin kiiresidir. Jiipiterin kiiresinin
digina bir kiip ¢izerseniz, bu kiipli cevreleyen kiire Satflirniin-
kidir, $imdi Diinyanin kiiresi icine bir diizglin yirmiyfizlii gizer-
seniz, bu yirmiy{izlintin ihtiva ettigi kiire Venfisiinkidir. Ventl-
siin kiiresi igine bir dilzgiin sekizyiizld gizerseniz, bu sekizyiiz-
liiniin ihtiva ettigi kiire Merkfirtinkidir. Iste gezegenlerin sayisinin.
sebebi.>

Yani Kepler, ayni merkezi haiz 11 tane ylizey tasavvur
etmekte olup, bunlar bir kiire, bir diizgiin cisim olmak {izere
ig ice girmig 6 kiire ile 5 diizgiin cisimden ibarettir. En digtaki
ylizey bir kiire olup, her yiizey bir dnceki tarafindan gevrelen-
migtir, Kiirelerden herbiri gezegenlerden biri ile gu gekilde ilgi-
lidir: Kiirenin yarigapt o gezegenin giinesten olan uzaklifina

(*) Kepler, 6 nin ilk mukemmel say: oldufundan delayr tam alts
gezegen bulundufu yolundakl Rhaeticus’tin izahiar reddetmektedir.
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(ortalama uzaklik) egittir. Her diizgiin cisim kendinden bir Snce
gelen ve kendini ¢evreleyen kiirenin igine ¢izilmig olup, kendin-
den bir sonra gelen ve kendinin gevreledigi kiirenin digina
¢izilmigtir. J

Kepler notuna gunlan ilive ediyor: «Bu kegfin bende uyan-
dirmig oldufu hazzi hakkiyle ifade edebilecek kelimeleri higbir
zaman bulamiyacagim.»

Kepler, faraziyesini vdkialarla dikkatle mukayese etmig
(ki bu bakimdan modern bir ilim adami gibi hareket etmig olu-
yor) ve agafida biraz modernlegtirilmig geklini Cedvel I ad1 al-
tinda vereceffimiz bir cedvel hesaplamigtir.

Cedvel [. Kepler’in teorisinin gizlemlerle kargilagtiriimas:

1) (2) (8) (4)
Copernicus’iin Kepler’in Diizglin

Gezegenler gbzlem neticeleri teorisi cisimler
Satiirn

0,685 0,677 Kip
Jipiter

0,333 0,333 Dortyiizlt
Mars

0,757 0,795 Onikiytizlt
Diinya

0,794 0,795 Yirmiytizlt
Ventis

0,723 0,577 Sekizytizll
Merkiir

" (1) sfitunu gezegenlerin glinege olan vzakliklarinin azalig
sirasina gore bir listesini vermekte olup, alti tane, yani oteki
slitunlardan bir fazla sayida, girig ihtiva etmektedir. (2) siitunu
» iki m'iteakip gezegenin glinegten olan uzakhklar1 oramimi Coper-
nicus’e gre vermektedir; bdyle her oran ait oldugu iki gezege-

—
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nin adlarim ihtiva eden satirlarin arasina yazilmig olup, digtaki
gezegenin uzakhfi bu oramin paydasimi tegkil etmektedir. (4)
slitunu beg diizgfin ¢ok yiizliyli Kepler tarafindan se¢ilmig olan
sirada vermektedir. (8) siitunu ise, bu diizglin cisimlere tekabiil
eden ige ve diga ¢izilmig kiirelerin yaricaplarinin oramim ver-
mektedir. Ayni satirda bulunan rakamlarin birbirine egit veya
¢ok yakin olmasi ldzimdir. Hakikaten Copernicus’iin gbzlem ne-
ticeleri ile Kepler teorisinin neticelerinin birbirine uygunlugun
satirlarin ikisinde iyidir, fakat geri kalan ii¢ satirda ¢ok kdtiidiir,

Kepler bundan sonra (modern bir ilim adamina daha az
yaragacak bir gekilde) bakig noktasimi degigtirmeye ve baglan-
gigtaki faraziyesini tddil etmeye baglamaktadir. (Keplerin yap-
tif1 esas degigiklik, Merkiiriin gfinegten vzakhgini dilzglin sekiz
ylzliniin igine ¢izilen kiirenin yarigap1 ile kargilagtiracaff1 yerde,
bu uzakhif belirli bir simetri diizleminin sekiz yiizliiyli kestifi
karenin igine ¢izilen dairenin yar: ¢cap: ile kiyaslamasidir.) Buna
ragmen faraziye ile miigahede arasinda gbze carpacak higbir
uygunlufa varamamaktadir. Fakat fikrine genede siki sikiya
sarilmakta devam etmektedir. Ciinktl, kiire «en milkemmel gekil»
ve ondan sonrada, Platon’unda bildigi, bes milkemmel cisim
«en asil gekiller» dir. Kepler bir an igin, sayisiz sabit yildizlarin
tegkil ettigi kalabalifin bir 8zelligi bulunmayan diizgiin olmayan
cisimlerin ¢oklugu ile bir ilgisi bulunduffunu diiginmektedir. Bu
ylizden, en milkemmel yaratilmig geyler olan giineg ve gezegen-
lerin Oklid’in en miikemmel gekilleriyle herhangi bir tarzda ilgili
bulunmas: ona «tabii» gériinmektedir. Yaratiligin sirr1, «Kdinatin
sirri» , bu olabilirdi,

Kepler’in faraziyesi bugiinkil insana giiling gelebilir. Biz
bugiln miigahede edilebilen vikialar ve matematik kavramlar
arasinda birgok miinasebetler biliyoruz, fakat bu mfinasebetler
bambagka karakterde olup, Kepler’in faraziyesine uzaktan bile
benziyen higbir faydali miinasebet bilmemekteyiz.

Kepler'in gezegenlerin sayisi arkasinda derin bir sirrin
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sakh olduguna inanabilmesi ve «Neden tam alti gezegen vardir 2
diye bir soru sormasi bugiln bize son derece garip gelmektedir.

Kepler'in faraziyesini acaip bir sapikhk telikki etmek he-
vesine kapilabiliriz. Fakat, bugiin sayg: ile miinakaga etmekte
oldufumuz baz teorilerin de pek te uzak olmayan bir gelecekte,
effer tamamen unutulmazlarsa, acaip sapiklar sayilabilecekleri
ihtimalini gdzden uzak tutmamaliyiz. Bence Kepler'in faraziyesi
8on derece dfreticidir. Bu faraziye akilda tutulmaga layik bir
noktay: @zel bir berraklikla ortaya koymaktadir: bir faraziyeye
karg: besleyecegimiz giiven derecesi ister istemez bizim biitiin
yetigme tarzimiza, zamanimzin biitlin ilmi afmosferine bagh
olacaktir,

6. Tiilkenmez sebepler. Yukanki misil akla yakin mu-
hakemenin Snemli bir 5zelligini 6n plina getirmektedir. Bu tzel-
ligi oldukga genel bir tarzda belirtmeye ¢aligalm.

Elimizde meseld A gibi bir faraziye bulunsun. Yani 4, agik
bir gekilde formile edilmig, fakat ispatlanmamig bir faraziye
olsun. 4 nin dogru oldugunu zannetmekteyiz, fakat haki-
katen dogru olup olmadifim1 biimemekteyiz. Bununla birlikte A4
faraziyesine kargi oldukca giiven beslemekteyiz. Boyle bir gilven
karigik bir temele dayanabilir, fakat bunun mutlika bdyle ol-
mas) icabetmez. Meseld bir problem ile uzun bir siire ve girii-
nilge gore bagarisiz ugragtiktan sonra, hatirimiza birdenbire bir
A faraziyesi gelebilir. Bu 4 faraziyesi karigik bir durumdan siy-
rilabilmek i¢in birieik yol olarak gdrtinebilir; bu faraziyenin
dogrulugn, her nekadar sebebini syleyemesek te, bize hemen
hemen muhakkak gériinebilir.

Bir miiddet sonra, A faraziyesini ispata yetmemekle bera-
ber, onun agikea lehinde olan daha derin sebepler aklimiza ge-
lebilir: benzerlik, endiiksiyon, ilgili hallerden veya genel tecrii-
beden yahut A min kendi sadelifinden dogan sebepler. Boyle



92 DAHA BASEA AKLA YAKIN DELiL NEVILER

sebepler, A nin kesin bir ispatin1 tegkil etmemekle beraber, onu
gok akla yakin kilabilir.

Bununla beraber, daha acik formiile etmig oldugumuz bu
deliller olmadan bir faraziyeye inanmak hususunda miiteyakkiz
olmaliyiz.,

Biz bu sonuncu delilleri arka arkaya farkettik. Evveld ka-
ranlik bir fondan kendimizi ayirmaga muvaffak oldufumuz agik
bir ilk noktaya vardik. Fakat bu noktanin arkasindaki fonda bir
gey daha olmaliydi ki, oradan diger bir agik delil daha ¢ikarmaya
muvaffak olduk. Ve bdylece aciklanan her noktanin arkasinda
bir gey daha bulunabilir ve bu fon tiiketilemez. Bir farazigeye
olan giivenimiz belki hi¢hir zaman yalmiz aciklanmis sebeplere
dayandirilamaz ; btyle bir giivenin temeli olarak herhangi bir
gekilde biitlin yetigme tarzimiza ihtiyag hisil olabilir. '

Buna ragmen akla yakin sebepler Onemlidir, aciklanmig
olan akla yakin sebepler ise bilhassa Snemlidir. Miigahede edi-
lebilir realite ile meggul olurken, higbir zaman (dediiktif olarak) .
ispat edilebilen hakikatlere varamadigimizdan daima akla yakm
delillere dayanmak zorundayiz. Sirf matematik problemleriyle
ufiragirken kesin ispatlara varmamiz miimkiin olabilir. Fakat bu ig
¢ok zor olabilir. Bu yiizden akla yakin sebeplerin gecici olarak
gdz Oniine alinig1 bize gegici bir destek saglayabilir ve bizi so-
nunda kesin dediiktif ispatin kegfine gbtiirebilir.

Buluga yardime:r sebepler, higbir gey ispat etmemekle bera-
ber, ¢ok tnemlidir. Bu tiirlii sebepleri agiklamak (izah etmek) ta,
aciklanan her sebebin arkasinda bagka birgey - belki daha ka-
ranlik ve daha &nemli bir sebep - bulunsa bile, ¢cok tnemlidir (%).

Bu, gu soruyu akla getiriyor: Eger herbir miigahhas halde
akla yakin sebeplerimizden ancak bir kagini izah edebiliyor ve
bi¢bir miigahhas halde onlar1 tiiketemiyorsak, akla yakin sebep

(°*) How to Solve It, S. 224,
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nevilerini milcerret olarak tam mandsiyla anlatabilmeyi nasl
Umit edebiliriz ?

7. Buluga yardimer mitad kabiller. Vermig oldugumuz
misillerden ikisi (paragraf 2 ve 3) bagka bir noktay: ortaya
¢itkarmaktadir. Onlardan birindeki durumu kisaca hatirlatarak,
benzer bir duruma dokunalim.

Bir problem fizerinde ¢aligirken, farkl: kaynaklardan bilin-
miyen sayisi kadar denklem elde ediyorsunuz. na denklemin n
tane bilinmiyeni belirtmeye her zaman yetmiyecegini bilmeniz
lazimdir : bu denklemler birbirinden mistakil olmiyabilir veya
birbiriyle tenakuz halinde bulunabilirler. Buna ragmen bdyle bir
hal istisnai olup, denklemlerinizin bilinmeyenleri belirtecegini
Umit etmek akla yakin olabilir. Su halde ige devam ederek denk-
lemlerinizle bir takim iglemler yapiyor ve bu iglemlerin netice-
sine bakiyorsunuz. Eger sistemde bir tenakuz veya belirsizlik
varsa, nasil olsa kendisini bir yerde gbsterecektir. Diger taraf-
tan temiz bir neticeye varirsamiz, kesin bir ispat yolunda daha
fazla zaman ve gayret sarfetmek hususunda kendinizi daha is-
tekli hissedebilirsiniz. -

Bagka bir problemi ¢dzerken, bir sonsuz serinin terim teri-
me integrasyonuna sevkedilmig oldugunuzu tasavvur edin. Bdyle
bir iglemin her zaman ecaiz olmadifim1 ve bazan yanhg netice
verdigini bilmelisiniz. Fahat bdyle bir hal istisnal olup, sizin
serinizin uslu hareket edecegini iimit etmek akla yakin gelebilir.
§u halde ige devam ederek, tamamen ispat edilmemig formuli-
ntizden ne gibi bir netice gikacagini aragtirmak ve tam bir ispa-
tin yoklugunun verdigi rahatsizhfin teldfisini ileriye birakmak
pratik olur. i

Burada iki tane baluga gardimecr kabile rastladik; bunlar-
dan biri denklem sistemlerine, Oteki sonsuz serilere dair idi.
Matematigin her dalinda bdyle kabiller meveut olup, bir dahn
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ustasinin belli bagh {istiinliiklerinden biri, o dalda cari kabiller
ile onlar1 nasil kullanacagini ve onlara ne kadar giivenebilece-
gini bilmesidir. !

Tabiatiyle, herhangi bir tahmine pek fazla giivenmemeli-
giniz. Bu gerek buluga yardime: mitad kabiller, gerekse kendi
faraziyeleriniz igin dogrudur. Tahmininizin dofruluguna ispatsiz
inanmak aptalhk olur. Fakat, tahmininizin dogru olabilecegi
fimidiyle ige girigmek makil olabilir. Temkinli eyimserlik bu
hususta en akla yakin davranigtir.

XI. BOLUME DAIR ORNEKLER VE TAMAMLAYICI BILGILER

1. Bir ticgende, a tabani, a ya dik olan h yiiksekligi ve
a nin kargisindaki = acis1 veriliyor. (a) ficgéni ¢izmemiz, (b) fig-
genin alanim hesaplamamiz isteniyor. Biitiin bu veriler ldzumlu
mudur ?

2. Bir yamukta, iki paralel kepnara dik olan h yiiksekligi,
iki paralel kenara paralel ve onlardan egit uzaklikta olan m orta
¢izgisi, ve paralel kenarlardan biri ile geri kalan iki (egik) ke-
nar arasindaki « ve § acilar1 veriliyor. (a) yamugu c¢izmemiz,
(b) yamugun alanmini hesaplamamiz isteniyor. Biitiin bu veriler ld-
zumlu mudur ?

3. Bir kiire kugag1 diye, kiire yiizeyinin iki paralel diiz-
lem arasinda kalan parcasina denir. Kugagin yitksekligi bu iki
diizlem arasindaki uzakhiktir. Kiirenin » yaricapi, kugagin h yiik-
seklifi ve kuga@ sinirlayan diizlemlerden kiirenin merkezine
daha yakm olanmin bu merkezden d uzakhf verildiine gore

kugagin alanmi bulunuz. Bu hususta sSylenecek bir gey var mi1 %
i

4. Bir kiire a yarigapim haizdir. b yaricapini haiz ikinel
bir kiire birineiyi kesmekte ve onun merkezinden ge¢mektedir.
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Ikinei kiire yilizeyinin birincinin iginde kalan par¢asinin alanim
hesaplayiniz. Bu hususta sbylenecek bir ey varmi? Simir hal-
lerini kontrol ediniz.

5. Paragraf 2 deki misdli tekrar ele alarak ¢dziimil ispat
ediniz,

6. Bir kiire tabakasi, bir (dolu) kiirenin iki paralel ditzlem
arasinda kalan parcasidir. Bu tabakanin ylizeyi gu fi¢ par¢adan
ibarettir: bir kiire kugag: ile, tabakanin alt ve st tabanlar:
denen iki daire. Burada agagiki yazig tarzim kullamyoruz :

alt tabanin yaricap: a,
Ust tabanin yaricap: b,
tabakanin yiiksekligi (tabanlar arasindaki uzakhk) A,

orta kesitin (alt ve fist tabanlara paralel ve onlardan egit
uzaklhikta olan kesit) alan1 M,

tabakanin hacmi V olsun.
a, b, ve h verildigine gore Mh— V yi bulunuz,
Bu hususta sdylenecek bir gey varmi?

Baz1 sinir hallerini kontrol ediniz.

7. Bir koninin ekseni bir kilrenin merkezinden gegmelkte-
dir. Koninin ytizeyi kiirenin yiizeyini iki daire boyunca kesmekte
Ve dolu kitreyi iki kisma ayirmaktadir: «konik gekilde oyulmug
kiires ve «tikage (48 dogrusu etrafinda dondiriilmesi lizimgelen
Sek. 11.2 ye bakiniz). Trkag koninin igindedir.  kiirenin yarica-
Pini, ¢ dénme neticesinde konik oyngu doguran kirigin _uzunlu-
Bunu ve h (oyulmug kiirenin yiiksekligi) ¢ nin koninin ekseni
lzerindeki izdllgiimiinii gOstersin. r, ¢ ve h verildifine gtre,
konik gekilde oyulmug kiirenin hacmini bulunuz. Bu hususta
S8bylenecek birgey varmi?



96 DAHA BASKA AKLA YAKIN DELIL NEviLeri

~
’ -.\\
-
I

i

B

Sek. 11.2. Konik gekilde oyulmug kfire.

8. Bir donel paraboloitin ekseni bir kiirenin merkezinde
gecmekte ve iki ylizey iki daire boyunca kesigmektedir. Bu
ylzey arasinda (kiirenin iginde ve paraboloitin diginda) 1
halka geklindeki cismin hacmini hesaplayimiz. Burada kilrenin
yarigapi, halka geklindeki cismin paraboloitin ekseni {izerindek
h izdfigimi ve kilrenin merkezinin paraboloitin tepesinden
uzakh: verilmigtir. (Sek. 11.8 1 OX etrafinda ddndiiriiniiz.)
hususta sSylenecek bir gey varmi?
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oo

d.
11, a/ _(ir-i—T')j("l_wi-_.t"'T integralini hesaplaymmiz. Bu

hususta sdylenecek bir gey varm? «=0, x>, a-»—
hallerini kontrol ediniz.

12. Misal 11 i genellestiriniz. [En basit geyi ilk Snce de-
neyiniz.]

13. Bir bilinmiyenli 8yle bir denklem yazimiz ki, bilinmi-
yeni belirtmeye yetmesin.

14. Eger bilinmeyenlerin tabiat: uygun bir ildve gart yar-
dimiyla simirlanirsa, tek bir denklem birgok bilinmeyeni belir-
leyebilir. Meseld, r, y, z reel sayilar olmak gartiyla

Sty tet=
denklemi tamamen belirli bir ¢bzlimii haizdir.

x* 4 y* =128 denklemini gergekleyen biitlin x, y pozitif
tam say1 takimlarini bulunuz.

15. »*+g*+ 2"+ ' =64 denklemini gergekleyen biitiin
x, y, z, w pozitif tam say1 takimlarin1 bulunuz. -

16. Genel hal. Ug bilinmeyenli fi¢ denklemden ibaret

ax + by +ez=4d,,
ax + by + iz = d,,
ay¥ + byy + cyz = d,

sistemini ele alalm. Verilmig 12 tane a;; b,, ¢, di, ag.eey dy
sayisinin reel oldufunu farzediyoruz. Effer bu sistem tek bir
¢bzlimli (yani onu gergekliyen {ig sayidan ibaret tek bir x, g, =
takimini) haiz ise ona belirli, efier sonsuz sayida ¢izlimil haiz ise
ona belirsiz, efer hicbir ¢bzlimfl haiz deffilse ona futarsiz bir
sistem denir. Tiirlli bakig noktalarindan bakildig: zaman siste-
min belirli oldugu hal, genel, mutdd, normal, regiiler hal ve
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diger haller istisnai, matad olmayan, anormal, irregliler haller
olarak goriingr.

(a) Geometri rak, x, g, z gibi fig sayidan t-gekkil eden
bir takim bir dik koordinat sisteminde bir nokta ve yukariki her
denklemi de ony grreekleyen noktslarin climlesi, yani bir diizlem
Olarak tefsir edebiliriz. (Hakikatte bu tefsir igin her denklemin
Sol tarafinda en agagr bir katsayimn sfirdan farkh oldugunu
farzetmemi, lazimdur, fakat bunun boyle olduffunu kabil edelim.)
Ug denklemli bir sistem yalniz ve ancak o denklemlere tekabiil
eden fig diizlemin tek bir ortak noktay: haiz olmasi halinde be-
lirlidir. Eger bu diizlemlerin iki ortak noktas: varsa, bir ortak
dogrularyda meveut olup, sistem belirsiz olur. Eger fi¢ dizlem
4¥n1 bir dogruya paralel, fakat hicbir ortak noktay: haiz dcgil
Ise, sistem tutarsizdir. Eger iig diizlem «genel durumda» ise,
¢ffer bu diizlemler «keyfi olarak seilmig» iseler, tek bir ortak
noktay: haiz olurlar ve sistem belirli olur.

(b) Cebirsel olarak, fig denklemli bir sistem yalniz ve an-
cak sol taraftaki 9 tane katsayinin determinatinin sifirdan farkh
Olmas: halinde belirli olur. Su halde bu sayilar fizerinde denklem
geklinde bir-gart veya sinrrlama konulmadikea sistem belirlidir.

(¢) 9 tane reel katsayiin tegkil ettiffi (a,, @y, auy biy .oy
€) takimini dokuz boyutlu uzayda bir nokta olarak tefsir ede-
biliriz. Beliry olmayan (yani belirsiz veya tutarsiz) sistemlere
tekabill eden noktslar bir denklem (sistemin determinanti=0)
8erceklerler ve bundan dolayr daha kiigik boyatla bir gokluk
(sekiz boyutly «hiperyilzey») tegkil ederler.

(d) Geligigiizel verilmig Q¢ bilinmeyenli ve fig lineer denk-
lemli pir sistemin belirsiz olmas1 sonsuz derecede ihtimal disidir.
Misal 14.98 ¢ bakiniz.

17. Beg diizglin cismin herbirinin igine ve digina g!i:ﬂan
klireleri dugtinelim. Bu cisimlerin her biri i¢in bbyle iki kiirenin

yarigaplar oranini hesaplayimz.
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18, Eger kilp ile diizgiin sekizyiizliiyli yahut diizgiin on
ikiytizlt ile diizglin yirmiylzliyi aralarinda degigtirseydik, Ced-
vel I deki Stttin (3) te bir degisiklik olmazdi. Buds Kepler'in
teorisini miigkiil duruma sokacak bir belirsizlik yaratirdi. Fakat
Kepler, tipki protokolda bir baropun bir baronetten daha Once
geldigi gibi bu beg asil cisimden birinin Otekine nazaran neden
daha asil olmas: gerektigine dair sebepler bulmakta milstesna
bir meharet gostermektedir. '

Kepler’in diinyamin yiiriingesi digina yerlesgtirdigi ii¢ diizgiin
cismi, bu yilriinge igine yerlestirdigi iki diizgiin cisimden ayird-
eden basit bir geometrik 6zelik bulunuz. '

19. Hichir fikir aslhinda ktd degildir. «Birgok tahminlerin
yanlg, fakat bupa ragmen bizi daha iyi bir tahmine sevketmek
suretiyle faydali oldu@u sonradan ortaya ¢ikmigtir.» «Kritik dav-
ranig1 elden birakmadikea, higbir fikir ashnda kdtil degildir. Asil
kot olan gey, hicbir fikre sahip olmamaktir.» (*) Ben bu sbz-
leri iyl niyetli fakat gocuksuo fikirlerle bana gelen bir veya dige
dggrencimi teselli etmek fizere hemen hergiin kullanirim. Bu ciim
leler hem trivial glinlilk durumlara, hemde ilmi aragtirmals
uygulanabilir. Kepler'in misdline ise onlar en parlak bir gekild®
uygulanabilir. Kafas1 ortacag zihniyetinden modern diiglinceye
gegigin tegkil ettifi benzeri olmayan durum iginde bulunan Kep-
ler’e, kendisinin alti gezegeni beg dfizgiin cisimle terkip etme
fikri parlak goriinmiigtil. Fakat Kepler’in ¢agdag: olan Galileo’nus
bdyle bir fikri tasavvur edebilecegini dfiglilnemiyorum. Tabiat
hakkindaki geri kalan bilgilerimizle pek az ilgisi olan bu fikir
modern bir kafaya daha bagtan iyice kotil gelebilir. Hattd mils
gahedeler tarafindan daha kuvvetle desteklenmiy olsaydi bile;
Kepler'in faraziyesi bilinen bagka geylerle benzerlik desteffinden
mahrum oldufiu i¢in gene de kuvvetli temellere dayanmig sayil*
miyacakti.

(*) How to Solve It, 8. 207-8.
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Bununla birlikte Kepler'in, yanhglig sonradan ortaya gikan
m‘ﬂyesinln daba iyi bir faraziyeye yol agmak suretiyle son
derece faydal: olmug oldugu muhakkaktir. Bu faraziye Kepler'i, ge-
Zegenlerin benzer tarzda «izah» etmeyi imit ettigi ortalama uzak-
biklarin, yiiriingelerini, ddnme milddetlerini daha yakindan in-
Celemege sevketmig ve bdylece onu sonunda gezegenlerin hare-

€ dair meghur «Kepler Kapunlari» pa gotlirmigtir. Bu
kanunlarda Newton’a ve dolayisiyla biitiin modern ilim anlayi-
$imiza yol agmigtir.

20. Buluga pardim etmek iizere yapilan bazi mitad kabiller.
Bu, kendisinden gok daha etrafh bahsedilmeye degier bir konu
Olmakla beraber, biz ok kisa bir liste ve kroki tarzinda kisa
bilgiler vermekle yetinecegiz. «Genel olarak» sdziinii «pratik»,
Deticede ister istemez biraz milphem, bir manada tefsire dikkat
etmeliyiz,

“Eger bir denklem sisteminde bilinmiyenlerin sayis1 kadar
denklem varga, bilinmeyenler bu sistem visitasiyla genel olarak
belirlenir,»

Eger bir. problemde elimizdeki parametrelerin sayis1 kadar
“88rt» varsa, bir deneme mahiyetinde olmak fizere, problemin bir
¢02Umt haiz oldugunu farzederek ige baglamak akla yakin bir
davranigtir, Mesela n degigkenli bir kuadratik form n(n+1)/2
tane katsayiy: haizdir ve n degigkenli bir ortogonal siibstitiis-
yonda n(n-—1)/2 tane parametreye baghdir. $u halde » degis-
kenlj herhangi bir kuadratik formun uygun bir ortogonal sitbs-
titlsyonla, y,, ,, ..., g, bu stbstitisyonla ithal edilen yeni de-
Rigkenler, 2,, 2, ..., 1, uygun parametreler olmak {izere,

LR B
3

A g4 gt e +dn ga'

sekline sokulabilecegi daha bagta pek 4ld akla yakin gbriintir,
Hakikaten by sonuncu ifade n tane parametreye bagh olup,
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aln+1D/2=n(n—1)[2+n

dir. Iidianin n=2 ve n=3 0zel hallerindeki ispatlarindan ve
bu hallerin geometrik manalarinin izahindan sonra yapilacak
yukarki gibi bir ihtar genel halin lehinde iyice kuvvetli bir
hava yaratabilir.

«Genel olarak, iki limit operasyonunun sirasi: deg gtirilebilir.» '

Bu limit operusyonlarmﬂan birinin bir sonsuz serinin top-
lanmasi, Otekinin integrasyon olmasi halinde paragraf 7 de
bahsedilmig olan hali (") elde ederiz.

«Genel olarak, limite kadar doffru olan gey, limitte de dog-
radur,» (%)

a, >0 ve llti e
S

oldugu verilmigse, buradan a >0 neticesini cikaramay:z ; dc_igr_

olan gey ancak a =0 dir. Bir egriyi kendi igine g¢izilmig bir

gokgenin ve bir yiizeyide kendi igine gizilmig bir ¢okyiizliiniin

limiti olarak diisfinelim. Egrinin vzunlugunu kendi igine ¢izilm
gokgenin uzunlugunun limiti olarak hesaplamak dogru netic
verir, fakat yfizeyin alanim1 kendi i¢ine ¢izilmig bir ¢okyfizliiniin

limiti olarak hesaplamak yanhg bir netice verebilir. (") Yukarda

zikretmig oldugumuz buluga yardime: prensip bizi kolayeca yanlig
yola sevkedebilmekle beraber, bize fikirler ilham etmekte son
derece verimlidir. Meseld, Misdl 9.2¢ e bakiniz.

«Bilinmeyen bir fonksiyona, ilk baslangicta monoton goziiyle

bakmiz.»

(1) G. H. Hardy, A Course of Pure Mathematies, 7 th ed., 8. 493~

408 ya bakiniz.
{s) Willlam Whewell, The Philosophy of the Inductive Sciences, neW
ed., vol. I, 5. 1468 ya bakimiz.

(") H. A Schwarz. G Ite Mathematische Abhandl . Bd %
S. 309 - 311 e bakimiz.
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Paragraf 2 de, bir cismin gekli degfigince hacminin da degi-
gecedini kabil ettigimizde bu tavsiyedekine benzer bir yol tut-
mug ve yanhg bir neticeye varmgtik. Bununla beraber, yukarda

ifade edilen prensip ekseriya faydalidir. a >b olmak {izere

fﬂx} d’x<fg(x) tfx

seklinde bir egitsizligi ispat etmemiz lazimgelebilir. Ige bundan

daba fazlasini, yani
flx) < g(x)

i ispata galigmakla baglayabiliriz. Bu da tiirevi g(x) —f(x) olan
fonksiyonun monoton olduguna dair yukariki tipten bir baglan-
langig faraziyesine dokiiliir. (Problem bu fonksiyonun x=a ve
*=b igin degerlerinin kargilagtirlmasindan ibarettir.) Yukariki
Prensip, «en basit geyi ilk dnce deneyiniz» geklindeki daha genel
buluga yardimer prensibin bir dzel balidir.

«Genel olarak, bir fonksiyon bir kuvvet serisine agilabilir, ki
bu serinin daha ilk terimi fonksiyonun kabil edilebilir bir yak-
lagimini verir ve serinin bagtan itibaren ne kadar gok sayida
terimini alirsak, yaklagim o kadar iyi olur.»

lyice anlagiimas: laizimgelen «genel olarak> kaydi gikarilirsa
bu ifade muazzam bir hatd olur. Buaunla birlikte, fizikeiler,
milhendisler ve Diferansiyel ve Integral Hesabi kendi branglarina
uygulayan diger Fenciler bu ifadeyi pek sever giriinmektedirler.
Bu ifade bundan Once vermig oldugumuz prensipten ¢ok daha
genig tesir sahali diger bir prensip ihtiva etmektedir: «Bilinme-
ven bir fonksiyona, ilk baslangicia lineer gdziiyle bakimiz.» Ha-
kikaten efer

f(x¥) =a, + a,x+ ax” +agx® + -+
Ise, yaklagik olarak
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f(x) ~ ay + ax tir.

(Zamaninda Diferansiyel ve Integral Hesab: tanimamig olan Ga-
lileo'nun lineer fonksiyona kuvvetli bir meyli vardir; paragraf
4 e bakiniz.) Buo prensip, izafi hatdmin ilk terimine ekseriya
atfedilen bilyflk tnemin dayanafidir (Paragraf 5.2 ye bakimz.)
Hakikate yakin fikirler ilham etmekte bir ¢gok hallerde faydal
olmug olan bu prensip, kolayhkla hakikatten cok uzak geyler de
telkin edebilir. Hakikaten, bir fizik¢i (veya bir mftihendis, veya
bir biyolog) g gibl fiziki bir biiyfikliglin x gibi diger bir fiziki
bfiyiikliife aralarinda

a9
it

geklinde bir diferansiyel denklem cari olacak tarzda bagh bulun-
dugn kanaatina varmig olabilir ve bu diferansiyel denklemin
integrasyonu ¢ok gfig olabilir, yahut f(y) fonksiyonunun gekli
bilinmeyebilir. Fizik¢i her iki haldede f(y) fonksiyonunu g nin
kuvvetlerine gire acarak asafiki diferansiyel denklemlere yu-
karda verilmig olanlarin ard arda yaklagimlar gbziiyle bakabilir:

d

e =

di
?"i_=ﬂe+dtyv
dy

-a;—=¢.+my+a.y'.

Bununla beraber, bu fi¢ diferansiyel denklemi gergekleyen
egriler birbirinden ¢ok farkh tabiatta olup, tegebbiis ettigimiz
yaklagim bizi tamamen hatdya siirikleyebilir. Bereket versin ki,
fizikgiler dikkatli matematik iglemlerinden daha ¢ok dikkatli
muhakemeye gilvendiklerinden, matematik bakimindan yanhgh-
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#1n verdigimiz misdldekinden daha az agikdr ve dolayisiyla daha
fazla tehlikeli oldugu hallerde bile iyi neticeler elde etmiglerdir.

21.  Mikfatlandirdan egimserlik. a, b, ¢, d, e, f, g ve h
bilytiklukleri verilmig olsun. Drt tane x, y, u ve o bilinmeye-

Bine gdre dort denklemden ibaret

ax+by+co+du=0,
ex + fy+ got+ha=0,
hx+gy+ fo+ ea=0,
dx+ey+bo+ au=0

(S)

sisteminin x =gy — 4= =0 trivial ¢dzliminden bagka bir ¢o-
#mi haiz olup olmadign: aragtiralim. Bu (5) sisteminin yalniz
Ve ancak determinant: sifir oldugu zaman trivial olmayan bir
¢0zlml haiz oldugunu biliyoruz, fakat bu ddrdiinetl mertebeden
dﬂt&mmnh dogrudan dogruya hesaplamak istemiyoruz. (S5) sis-
teminin kendine has simetrisi

- a=x, v=Yy

Vaz'etmeyi aklimiza getirebilir. O zaman (S) sisteminin ilk denk-
lemi dsrduinen ile, ikinei denklemide figlineil ile intibak ederek
dort denklemli gistem sadece iki milstakil denklem ihtiva eden

bir sisteme iner:
(a+d)x+(b+e)g=0,
(e+hx+(f+g)g=0.

Bu son sigtem yalmiz ve ancak determinant: sifir oldugu zaman
trivial olmayan bir goztim kabdl eder.
Fakat (5) sistemini

a=—x, Ov=—Y
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vaz’etmek suretiylede daha basit bir sisteme indirebiliriz. Bu

halde de
(@a—d)x+(b—ec)g=0,

e—h)x+(f—g2)g=0

dan ibaret gene iki farkl: denklem elde ederiz.

iki denklemli sistemlerden herbirinin determinantinin sifir
olugu, (.5) sisteminin determinantinin da sifir olmasini icabettirir.
Buradan (eger yeter derecede eyimser isek) ddrdiincii mertebeden
olan bu son determinantin, her biri ikinci mertebeden olan &n-
ceki iki determinantin carpimina egit olmasindan giiphelenebiliriz.

(a) Bunu ispat ediniz, ~ve neticeyi n. mertebeden determi
nantlara genellegtiriniz.

(6) Burada hangi bakimdan eyimserlik gisterdik ?

22. Paragraf 9.4 teki gibi bir koordinat sistemi ahmaz
x-ekseni yatay ve y-ekseni agafi dofru olmak lizere diigeydir.
Koordinatlarin baglungic noktasini (a, b) noktasina

(1) bir dogru ile,

(2) merkezi x-ekseni fizerinde bulunan bir daire yay: ile
birlegtiriniz.

Koordinatlarin baglangi¢ noktasinda sitktinetten harekete ge-
¢en bir maddi nokta (1) yahut (2) yolunu takip ederek (a, b) nok-
tasina kadar sirasiyla 7', yahut 7', zamaninda (siirtiinmesiz) ola
kayiyor. Galileo (paragraf 9.4 te stylenmig oldugu gibi) 7', > Te¢
oldugunu ileri sirmiigtii. Biraz ugragmadan sonra bu esitsizligin,

a’(a®*+ 8 '=nh

vaz'edilmek gartiyla,

h
f [ —x)]"% de<ah @—n—t
0
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Sek. 11.6. Absis 1/n* dir: Bagan!

matematik visitalarla niimerik neticeler elde etmeye caligirlar.
Buna dair tipik bir misali agagida veriyoruz. (Burada verilme-
yecek olan teknik teferruat bagka bir yerde yayinlanacaktir.)

Bir miihendis, kenar1 1 olan bir kareye iligik Q gibi bir
fiziki bilyiikliglt hesaplamak istemektedir. (Hakikatte Q, kare

kesitli bir kirigsin burulma rijiditesidir, fakat okuyucunun bunu-

hattd burulma rijiditesinin ne olduffunu bile - bilmesine Illizum
yoktur.) Tam dogru bir ¢bziim bir takim matematik giiglliklerle
ugragmay:1 icabettireceffinden miihendisimiz, miihendislerin ek-
seriya yaptiklar1 gibi, yaklagimlara bagvurur. Bilinen bir yak-
lagim metodunu takip ederek verilen kareyi egit «eleman» lara,
yani herbirinin alani 1/a® olan a® tane kiigilk kareye boler. (Bir
gifte integralin deferini yaklagik olarak hesaplarkende verilen
alan1 aym tarzda elemanlarina boleriz.) n sonsuza gittigi zaman,
yvaklagik defierin de hakiki deffere gideceffini beklemek akla ya-
kindir. Bununla beraber, n arttik¢a hesabin yiiriitiilmesindeki

glglik te artar ve bu artig o kadar hizli olur ki, hesabin yiirti-
tiilmesi ¢abucak fiilen imkineiz hale girer. Milhendisimiz yalniz

n=2, 3, 4, 5 hallerini ele alarak Q ig¢in asafiki yaklagik de-
gerleri elde ediyor:
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0,0937 0,1185 0,1279  0,1324 .

Bu sayilarin, onlar hesaplarken kullandifimiz kiigiik karelerin
alanlarinin sirasiyla -

1/4 1/9 1/16 1/25

degerlerine tekabiil ettiklerini unutmayalm.

Miihendisimiz bu neticeleri bir grafik halinde gosterecektir,
Q igin elde ettigi yukanki yaklagik degerleri ordinatlar olarak
Almaya karar veriyor, fakat absislerin segiminde tereddiit etmelk-
tedir. Absis olarak evveld n, sonra 1/n ve nibayet 1/a* (bu so-
Duncusu yaklagik deger hesabinda kullamilan kiigik karenin
alaninin niimerik degeridir) yl deniyor: Sirasiyla Sek. 11.4, 11.5
¥e 11.6 ya bakiniz. Son segim iglerinde en iyisidir; $ek. 11.6 daki
ddrt nokta hemen hemen agnt dogru iizerindedir. Milhendisimiz
DU hususa dikkat ettikten sonra, o dogruyu ordinatlar eksenini
kesinceye kadar uzatiyor ve kesim noktasinm ordinatina Q niin
“lyl» bir yaklagik degeri goziiyle baknyor.

(a) Neden ? Bunun dayandig fikir nedir ?

(8) Sek. 11.6 y1 niimerik olarak kontrol ediniz: herbir nok-
t8¥1 yanindakine bir dogru ile birlegtirip, bu fig dogrunun egim-
lerinj hesaplayiniz.

(¢) Sek. 11.6 da en ok giivenilebilir iki nokta secerek mil-
hendigin ¢iziminde onlardan gegen dofruyu kullanimiz, Q niin

bunun neticesinde elde edilen yaklagik degerini hesaplayiniz ve
bu degeri Q uiin hakiki degeri olan 0,1408 ile hrplqtmm‘s.




OKUYUCUYA SON SOZ

Buraya kadar olan boltimleri dikkatle okumug ve oradaki
problemlerin bir kismini ¢8zmiig olan bir okuyucu akla yakin
muhakeme tarzinin bazi yonlerini tanimak hususunda iyi bir
firsat bulmus olmaktadir. Akla yakin muhakemenin tabiat: hak-
kinda genel bir fikir hésil etmek, bu eserin II. cildinde toplan-
mig olan, geri kalan beg boliimiin amac:dir. Bu amag¢ kapaatimea
biiyiik bir teorik ilgiye layiktir, fakat onun pratik bir degeri de
olabilir: Dayandifn miicerret fikri daha fazla anladiffimiz tak-
dirde, milgahhas bir giirevi daha iyi yapabiliriz.

Bir takim akla yakin muhakeme modellerini formfle etmek, "
II. cildin esas gayesi olacaktir. Fakat bu modeller miigahhas
misillerden gikarilacak ve onlarla yakin temas halinde incelene-
cektir. $u halde II. cilt, I. ciltte incelenen matematik misalle-
rine daha birgoklarini katacak ve onlari ayni tarzda inceleye-
cektir.







COZUMLER

1. BOLUOMDEKI SORULARIN COZUMLERI
1. 1 ile biten asal sayilar.
2. [Stanford 1948]

R+ 1)+ +2)+ -+ (a+D'=a"+(r+1).
Sol taraftaki terimler bir aritmetik dizi tegkil eder.
8. 148+ 4 (2n—1=n".

4. 1, 9, 36, 100, ... kare geklinde sayilardir.
How to Solve It, S. 104 e bakimz.

at1\?
5. [Stanford 1949] n tek veya gift olduguna gore, ( 2 )

yahut (2“_2*1)'_% Her iki haldede aym gekilde cari olan

bir kanun : (n+1)*/4'e en yakin tam sayl.
6. Birinci sorunun cevabi: Evet. Ikincinin cevabi: Hayir;
33 bir asal say: degildir.
7. Bu soru asal sayilarla biraz tecrilbesi olanlar [Mfeal
1, 6, 9 a bakiniz] i¢in degildir. Hakikaten, (1) ispatlapabilir (bu,
Kaluza'nin bir teoreminin bir &zel halidir: Mathematische Zeit
_ schrift, Bd. 28 (1928), S. 160-170 e bakiniz) ve (2) de cerhedile-

bilir : goruda yazilmig olanlardan sonra gelen ilk katsay: (x' nin
katsayis)) — 8447 — — 8.8.383 tdr. Burada «formel hesaplama»

agik bir mandy: haizdir.
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(E nl x" )_l=§ u, x"
0 0

vaz’edersek, u,=1 olur ve a,, u,, ay,... katsayilan
0l E"+1I un_l+2t ﬂ._..l—l--o- +‘!l-'1)l ﬂ1+ﬂ! ﬂ'¢=0
rekiirrans formilinden sirasiyla n=1, 2, 3, ... igin hesaplanir.

8. Migahede edilen deferlerine dayanarak A, nin pozitif
oldufunu ve n ile birlikte arttifini tahmin etmek pek 414 akla
yakin gelebilir. Fakat bu faraziye tamamiyle yanhgtir. Daha
ileri vasitalar (Integral Hesap, veya bir kompleks degfigkenin
Analitik Fonksiyonlar Teorisi) kullanmak suretiyle, biiylik n ler
igin A4, in deferinin yaklask olarak (—1)"' (n—1)! (log n)—*
oldugunu ispat edebiliriz.

10. 2n =060 halinde birinci veya ikinci ustlii sectifimize
gbre 9 veya 7 tane deneme

(p=3,5,7,11, 11, 17, 19, 23, 29 yahut p’=31, 87, 41, 48, 47, 53, 59)

yapmamiz gerekir., n nin daha biiyiik degerleri i¢in deneme sa-
yilar1 arasinda, ikinei usiliin lehinde olmak {izere, dahada
biiyiik bir farkin bulunmasi beklenebilir.

Cevaplandirilmayan No. lar: 9, 11, 12, 13, 14.

11. BOLOMDEK! SORULARIN COZUMLERI

1. Cveya D nin «tam dogru genellegtirme» oldufu ve B nin
«hedefi agtiffi» fikrindeyim. Siz C veya D yi tercih edebilirsiniz;
bu tercih sizio yetigmenize baghdir. Bununla birlikte C ve D nin
her ikiside lineer denklemlerle ige baglamay: telkin etmekte ve
sonunda bizi gu plana gotiirmektedir: Ilk iki (lineer!) denklem-
den iki bilinmeyeni figlinclisti cinsinden ifade ediniz ve bu ifa-
deleri son denklemde yerine koyarak figlincii bilinmeyen ig¢in bir
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ikinci derece denklemi elde ediniz. (Iginde bulunduffumuz 4 ha-
linde, ilk iki denklemden herhangi iki bilinmeyenin ifadesini
¢ikarabilir misiniz ?) 4 nin iki ¢dzlimil vardir:

(-VI , ’) = (1: - 2: 2) ] (29“3' =2 2)’1852.’-

2. Ekseni etrafinda 180° dondiirtildigll takdirde, piramit
kendisi ile cakigir. Bu piramidin dogru genellegtirilmesi bu tiirlii
bir simetri eksenini haiz olan bir cisimdir ve en basit ¢Bzlim de
verilen nokta ile eksenden gegen bir diizlemdir. (Sonsuz sayida
bagka ¢oziimler de meveuttur; stireklilik dolayisiyla, hacmi ikiye
bilen diizlemin verilmig bir dofirudan gegmesini gart kogabiliriz.)
Beggen tabanh bir diizglin piramidin iki egit parcaya bolinme-
sine dair benzer problemin bunun kadar basit bir ¢dzlim kabal
etmedigine dikkat ediniz. How to Solve It, S. 98-99 a bakmz:

3. A, B nin bir dzel hali olup, B de P nin O ile cakigmas:
lle elde edilir ; fakat bu iki problem birbirine denktir: A ve B de
istenen dtizlemler birbirine paralel olup, bu problemlerden birinin
¢0ztimil, dtekininkinide birlikte getirir.

Daha genel olan B probleminin ¢bzlimil, P <+ O oldugu tak-
dirde daha kolaydir: Oteki iki dogru tizerinde OP=0Q=OR
olacak gekilde Q ve R gibi birer nokta alimz. P, Q ve R den
gegen diizlem problemin gartin1 gergekler. $u halde A problemi
sorulursa, daha genel olan B problemine gecmekte avantaj vardir.

4. A, B nin (p=1 igin) bir 6zel hali olmakla beraber, bu
Iki problem birbirine denktir: x=yp'/* degigken ddntigtirtmt
B yi A ya irca eder.
Daha genel olan B probleminin ¢dzlimii daha kolaydir: Ko-
}‘Y hesaplanabilen
+a0

f (p+ =" dx

—0



116 GOZUMLER {11, 6

integralinin p parametresine gore iki kere tiirevinl aliniz. $u
halde A sorulursa, daha genel olan B ye ge¢mekte avantaj
vardir.

Misdl 3 t.ki durumla olan paralellige dikkat ediniz.

6. Dairelerden birinin bir noktaya dejenere oldugu agr1
tzel halin ¢zlilmesi daha kolaydir ve genel hal de bu agir1 8zel
hale irca edilebilir. Hakikaten, her iki dairenin yarigaplar1 aym
miktarda azalirsa bunlarmn bir ortak dig tefeti kendisine paralel
kalir ; ve yarigaplardan biri bir miktar azalir, differi ayn1 mik-
tar goflalirsa bir ortak ig tefet kendisine paralel kalir. Her iki
halde de, ortak teffetin dogrultusunu defigtirmeksizin dairelerden
birini bir noktaya irca edebiliriz.

8. C(evre agisinin kenarlarindan birinin dairenin merkezin-
den gectiffi 6zel hal, «bag tzel hal» dir. Genel gevre agisin1 biyle
iki 6zel halden toplama veya ¢ikarma ile meydana getirebiliriz.
(Klasik ispatin (Oklid III 20) ruhu budur.) «Bag dzel hal» e dair
gayani dikkat bir misal igin How fo Solve [¢S. 166—170 e bakiniz.

12. Eger bir diizlemde bulunan iki dofiru tig paralel dofiru
ile kesilirse, meydana gelen kargihkh dogru pargalar: birbiriyle
orantilidir. Bu, uzay geometrideki benzer, fakat daha gilg, teore-
min ispatina yardim eder (Oklid XI 17 ye bakiniz.)

13. Bir paralelkenarin kgegenleri birbirini iki egit pargaya
boler.

14. Bir liggenin herhangi iki kenarmmin toplam: #gtineil
kenardan bityiiktiir. Iki benzer teoremden daha basit olan1 (Oklid
I 20) daha giig olaninin (Oklid XI 20) ispatinda kullanilmaktadir.

15. Paralelytiz, dikddrtgenler prizmast (kutu), kiip, bir
ikiylizll acioin agiortay dfizlemi. Bir dértgiizliinin alf: tane iki
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25. Onceden s8yleme : Effer k bir pozitif tam say: ise

k—1 oo
k* ( B kx?® sin x
ol ey STl
E(l n') 1 n’) M- p oy e

n=k+1

= (1/2) (—ecos kn) = (—1)k—'/2 dir.
Gergekleme: N>k -+ 1 igin

H (n—-k) (n+k) ﬁ (n—k) (n-+k)

n n
n=k+1
e (—1)%—" (k—1) L (N—FK) 1« (N+K) | [ (k! 2k)
(N[ k)"

=1k (N—R) L (N ) !
= 2 N1 N1

— (=1)kt (N41) (N4-2) - -« (V1K)
AR N(N—1) - (N—k+1)

oldugundan, N - « igin bu ifade limitine gider.

(=17
2

26. =/4, yani cap1 1 olan bir dairenin alam. £ den x==/2

- (1_'1_)( 16)( )(1_6'12)(1"1%)"'

-3
2

icin

-

|

. —_—

w
o
B
|
@
-
—

oo
-
(=]
=}
e =]
oL
—
=
ey
(=}

'. elde ederiz. Wallis (1616—1703) ’e ait olan bu formiil Euler ta-
' rafindan iyi bilinmekteydi. Wallis formiilii gu degigik gekilde de
| ifade edilebilir :

| £ 1:8:5-++ (2n—1)\*
' T AN )"













|
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vaz'edelim. Bu takdirde, x™ ' in iki taraftaki katsayisim1 egit
kilarak n=1, 2, 38, ... igin

m
Sm=1+ g+ + gt g+ oo =— 2

f

buluruz. a,, ay, as, ... katsayilarini bulmak igin y=cotx in ‘

gercekledigi 1 }
¥y+y=—1

\

1

diferansiyel denklemini kullaniriz.

Burada y ve y” yerine onlarin agilimlarini koyar ve her
iki taraftaki x in aym kuvvetlerinin katsayilarini egit kilarsak
ay, @y, as,... katsayilar1 arasinda milnasebetler elde ederiz. Bu
milnasebetleri agagiki tabloda uygun bir gekilde ifade edebiliriz:

i 1 3 g x* pee
¥ —1 a; 8a, Basy Ta,
1 2a, 2a, 2a, 2a,
v’ a? Qaa,  2a,a, s
ai
0 —1 0 0 0

Migdl 5.1 e bakmiz. Bu suretle
33.:—1‘ 5¢‘+¢§=0' 7ﬂ'+%|¢|=0, wen

ve buradan n =1, 2, 3, 4, ... igin sirayla

S ___1““‘“_1'. i nﬂ “s
o =6’ %’ 05’ 950

2 6

FRr
elde ederiz.

39. Misdl 37 ve 38 in metodunu Misdl 86 nin neticesine
tatbik edelim. Burada













T
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P, (x) (n—1)/2 4
nl\X) e [T T e e
Fagge e H (1 n' tan® (k 2/n) )
=1

olur. k sabit oldufu takdirde
lim ntan (ka/n)=k=

n—so0

olduguna dikkat ediniz.

Burada varmig oldufumuz noktadan, modern standartlara
gore kabill edilebilir bir ispata ge¢mek igin nispeten kiiglik tek
bir adima ihtiya¢ vardir. Euler’in muhakemesinin Cauchy tara-
findan verilen biraz bagka tiirlti dlizenlenmig bir gekli, eliptik
fonksiyonlarin sonsuz ¢arpimlarla gtsteriligini benzerlik yardi-
miyla kegfeden Abel’e modellik etmigtir. A. Cauchy, Oeuavres
complétes, ser, 2, vol. 3, S. 462—465 ve N. H. Abel, Oeuvres
compleétes, vol. 1, S. 335—343 e bakimz.

46. So.lu bir sayida terimlerin toplami, bu terimler hangi
sirada alinirsa alinsip, daima aymidir. Yapilan hata bu ifadeyi
diiginmeden sonsuz sayida terime uygulamak, yani bir sonsuz
serinin toplaminin, terimler hangi sirada alinirsa alinsin, aymi
kalacagini kabl etmektir. Bu ifade yanhghir; verdifimiz misal
onun yanlig oldugunu ispat eder. Biyle bir yanhgtan korunma-
nin caresi, kullanilan terimlerin tariflerine dnerek sadece bu ta-
riflere dayanan kesin ispatlara glivenmektir. Bbylece, bir sonsuz
serinin toplami, tarif olarak, belirli bir dizinin («kismi toplam-
lar» diziginin) limitidir ve, misdlde yaptifimiz gibi, sonsuz sa-
yida terimin sirasini defigtirirsek, bu diziyi esas itibariyle de-
gigtirmig oluruz. (Belirli bir kwsitlagzct sart altinda, bir sonsuz
serinin terimlerinin sirasim1 defigtirmek bu serinin toplamim
degistirmez (Hardy, Pure Mathematies S. 346 —847, 874, 378—379a
bakiniz), Fakat bu gart i¢inde bulunduffumuz halde gerceklegme-
mektedir.)

Cevaplandirilmayan No. lar: 5. 7, 9, 10, 11, 18, 19, 20, 21.
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m. BOLUMDEKI SORULARIN COZUMLER!

1. Evet: F=2n, V=n-+2, E=38n.

2. (1) Evet: F=m(p+1), V=pm+2, E=m(p+1)+pm,
(2) p=1, m=4.

3. (1) Bir an igin diizgiin dortyiizliyli bir kenara biraka-
Iim. Bu takdirde geri kalan alti gokyfizliiyll li¢ ¢ifte ayirabili-
riz, dyle ki, meseld kiip ve diizgiin sekizylizlli gibi, aym ¢iftte
bulunan iki ¢ok yiizld ayn: £ yi haiz olsun, fakat birinin F si
Gtekinin V sine egit olsun. Diizglin dortyiizlii bu esnada yalniz
kalir, fakat o da kendi kendisiyle yukarda tarif edilen gekilde
ilgilidir, (2) Kiipti alimiz. Kiipiin herhangi iki komgu yiiziiniin
merkezlerini bir dogru ile birlegtiriniz. Bu suretle elde edilen 12
dogru bir diizgiin sekizyfizliintin kenarlarin1 tegkil eder. Bu se.
kizyiizlii kiiplin icine, ¢izilmig olup, opun 6 ktgesi kiiptin 6 yii-
zlinlin merkezlerinde bulunur. Kargit olarak, dilzgiin sekizyfizlii-
niin 8 yiiziinfin merkezleri sekizyiizliiniin i¢ine ¢izilmig bir kii-
piin 8 kigesini tegkil eder. Diger hallerde de aym cifte dahil iki
¢okytlizlii arasinda bu tiirlii bir kargihklh milnasebet vardir.
(Diizgiin onikiytizli ve diizgiin yirmiyiizld igin mukavvadan mo-
deller kullaniniz.) Diizgiin dortyiizli ise kendi kendisiyle gu
kendine has miinasebeti haizdir : Bir diizgiin diirtyfizlinlin 4 tane
ylizliniin merkezleri, o ddrtyfizliniin i¢ine ¢izilen diger bir diiz-
glin ddrtytizlintin kogeleridir. (3) Aym ¢ifte dahil bir gokylizli-
den digerine gegig Euler formillinli muhafaza eder.

4. Kire, £ tane kirmuzt siur gizgisi vilsitasiyla *F tane
memlekete ayrilir; ikiden fazla memleketin swmirina ait V tane
nokta vardir. Her memlekette bir nokta (memleketin «merkezi»)
seginiz. Herhangi iki komgu memleketin merkezini bir «yol»
ile birbirine baglaymmz, dyle ki her yol tek bir smr gizgisini
kessin ve farkl yollar birbirini kesmesin ; bu yollart mavi renkte
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¢iziniz. Biylece tam £ tane mavi ¢izgi (yol) meydana gelir ve
bunlar ktireyi F* memlekete ayirirlar ve ¥ nokta bu memle-
ketlerden #i¢ veya daha fazlasmmin ortak smr poktas: olur.
V'=F ve F'=V olduguna kanaat getiriniz. Kilrenin kirmz
ve mavi gizgiler vasitasiyla elde edilen ayriliglar1 arasindaki
milnasebet kargihkhidir, bunlardan birinden diferine gegig Euler
formilliin@i muhafaza eder.

5. Ealer formiilinfin <catilama» (paragraf 4) dan sonra
cari olabilmesi igin gerek ve yeter gart, ayn1 formiiliin c¢atila-
madan evvel de cari olmasidir. Verilen bir ¢okyiizllinfin fi¢gen
geklinde olmayan biitiin yiizlerini ¢atilamak suretiyle ise yalmz
tiggen geklinde ylizleri haiz bir gokylizl1 elde ederiz.

6. Misdl 5’e benzer: tipk: ¢atilamanin figgen geklinde yiiz-
ler ithil etmesi gibi, «kesme» de {i¢ kenarlh kdgeler ithal eder.
Bu bali Misal 4 it kullanmak suretiyle Misdl 5 e irca edebiliriz.

7. ) N,=V, N,=E, N,=F—1. 0,1, 2 indeksleri
boyutlar: gdstermektedir (parageat 7 ye bakiniz).

(2, N.—Nl +N’=1o

8. l4+m=¢,, Im=g¢, vaz’edin. Bu takdirde

Noy=(1+1(m+1) =1+4e+4¢6,
NL=“+1)M+(M+I)’=01+2%.
Ngzhﬂ =0y

(2) Evet, bir dikddrigenin bu basit ayriligi her nekadar
tam Misdl 7 de anlatilan tarzda meydana getirilmezse de, bu ay-
rilig igin de N, — N+ N,=1 dir.

9. N, 180°= (N, — 8) 360°+ 180°. Hedefimiz olan Misal 7

.
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deki (2) denklemine yaklagmaga caligirken yukariki egitligi g1
rasiyla ~
2 N. gy i N’ e 5 =°'

ON,—8N,+2N,—8=2
haline getiririz. Kenarlar: iki farkh gekilde saymak suretiyle
3N,=2N,—3 :
elde ederiz. Son iki denklem
Ny—N,+N,=1

verir ki, bu da Misal 7 (2) dolayisiyla Euler formilliint ispat
eder.

10. |4+ m+n=c¢, Im-+in+ mn=c, ve Imn= ¢, olsun.
Bu takdirde

N.=(I+I1)(m+1](u+1)=14:ﬂz+¢:+¢:s

N,=l(m+Dn+1)+ml+1)r+1)+al+1)m + 1)
=c!+2e.+h8c,, I.

Ny=(+1)ma+(m+1)In+(r+1)Im=c.+Bey,

Ny=lmn=¢, tiir. .

(2) Evet, N,—N,+N,—N, =1.

11. n=3 halini paragraf 16 da gormitgtitk. O hal ile meg-
g0l olurken n=3 haline has higbir basitlegtirici keyfiyet kul-
lanmadigimizdan, bu ozel hal paragraf 17 de ima edilmiy oldugu
gibi pek ala (Misal 2.10 daki manada) genel hali <temsil» edebi-
lir. Okuyueu 3 yerine n, 4 yerine n+1, 7 yerine P, ve 11 ye-
rine P,+, koymak suretiyle ve biraz ihtiyatla paragraf 16 daki
miinakagay: tekrar etmelidir. Misdl 12 ye de bakimz.
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12. Paragraf 17 nin telkinlerini ve Misal 11 ile olan ben-
zerlifi tdkip ediniz. Genel durumda n tane diizlem verilmig ol-
sun. Bu dilzlemler uzayr S, parcaya ayirirlar. Bunlara bir diiz-
lem daha ildve ediniz; bu diizlem Onceki n dilzlem taralindan
n tane dofru fzerinde kesilirler., Bu dofrular genel durumda
oldugundan diizlem iizerinde P, tane bdlge belirtirler. Bu tirlid
her diizlem bolge bir «diafram» vazifesini goriir: bdyle bir bdlge
uzayin eski bir bélmesini (S, tane bblmeden birini) iki yeni bdl-
meye ayirarak bir eski b8lmenin ortadan kalkmasina ve iki yeni
b6lmenin meydana c¢ikmasina sebep olur ve bdylece neticede
btlmelerin eski S, sayisin1 bir birim fazlalagtirir. Buradan da
ispat etmek istedifimiz miinasebet gikar.

13. Paragraf 14 teki cedvelin figlinell sfitununa bakiniz.
14. Paragraf 14 teki cedvelin ikinei siitunu

e n(n—1) ., n(n—1)(n—2)
Se=track St

Sy n n n

=(¢ J+{13H(3)+(8)
degerleri ile ¢akigir; burada binom katsayilarina ait mutid ya-
z1g tarzioi kullandik.

15. Sonlu parcalarin sayisi: 3, sonsuzlarinki: 8.

16. P;, Misal 11 de tarif edilen P, tane parganin iginde
sonsuz olanlarm sayisini gbstersin. Miigahede ile

n =172;"8 igin

¥ ol — R

buluruz. Tahmin: P =2n. lspat: Sonlu parcalardan birinin
icinde bir nokta alarak bu nokta merkez olmak fizere gittikge
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artan yarigaph bir daire tasavvur ediniz. Bu daire ¢ok biyik
oldugu zaman P, — PZ tane sonlu parca pratik bakimdan bu dai-
renin merkeziyle ¢akigir. Bir dairenin merkezinden gegcen n tane
farkl dogru ise dairenin gevresini 2 n noktada keser ve ba cev-
reyi 2n parcaya ayirir. Buradan, bakikaten P;=2n oldugu

goriiliir,

n(n—1) X

Py—=Pi=1—n} 2

Meseld, Misal 15 in cevab
1—4+6=38 tir.

17. Misal 16 nin ¢dzlimiine olan benzerlik dolayisiyla, bu
¢ziim Misdl 18 inkinin aymidir.

18. Misal 19 unkinin ayni.

19. Misal 20 ye baliniz.

20. Diizlemde herhangi ikisi genel durumda kesigen n tane
daire nazar: itibara alahm. Misdl 17, 18 ve 19 u gizdniinde ﬂ’}-
tarak bu dairelerin diizlemi ayirdifi parcalarin .sayisina S7 di-
yelim. Paragraf 16 ile olan banzerlik dolayisiyla, bir dairenin
kendisini kesen n tane daire tarafindan bolindiigd pargalarm
sayisinin 2n (burada genel durum kabdl edilmektedir) olduguna

dikkat ediniz.

= 2 3 4 igin
ve

[ -]

a

Il

[ ]
>
=1
(- -1

A

oldugunu miigahede ediniz (S un her fig tefsirini de dilgiintinlz).
Tahmin : S§3,,= S5+ 2n. lspat: Misdl 11, 12 de oldugu
gibi. Mesela
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S2=87+8=144+8=22 dir.

Misal 17, 18 ve 19 un ¢dziim{l igte budur. Diger baz1 tah-
minler :
n n
S:-—2( 0 )+2( 9 ):

smsi==(3)+(1)-(3)+(3)

21. Misdi 22—30 'a bakinz.

22. Yaolhy: F=1, V=E=0,1+0+0+2,

23. Yanhg: F=12, V=0, E=1; 2404142,

24. Yanlhg: F=S8, V=0, E=2, 84+0+2-+42.

25. Doggru: F=38, V=2, E=38,3+2=8-+2,

2. Yanhg: F=p+1, V=0, E=p, (p+1)+0+ p+2.

(p=0, 1, 2 halleri igin sirasiyla Misal 22, 28, 24 e baki-
mz.) Iginde bulundufumuz halde Misal 2(1) in ¢bzlimiiniin uy-
gulanamiyacafina dikkat ediniz.

27. m=38, p=0 hali dogrudur (Misdl 25 e bakiniz), daha
genel olarak m > 3 halleri de doffrudur: F=m, V=2, E=m,
m+2=m+2 m=0, p=0 hali yanhgtir (Misdl 22 ye baki-
miz). Gerikalan iki hal do@iru goriinebilecek hir tarzda tefsir edi-
lebilir. (1) m=1, p=0: iki u¢ noktalh bir i¢ minisay1 haiz
bir memleket, F=1, V=2, E=1,142=1+4+2. (2 m=2,
p=0: iki egri yayr ve iki kbgeyle ayrilmig iki memleket,
F=2, V=2, E=2, 2+2=2+2. Misil 23 te verilen daha
agiklir tefsir «yanhg» tir. Bu tefsirle Misidl 2 (1) in ¢dziimil
m >0, p=0 haline de uygulanabilmekte devam eder.

-

28. m=8, p=1, lspat her konveks gokytizltide her yi-

!




kil
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zlin en agagh ¢ kenar tarafindan gevrelendigi ve her kigeden rn
agaf1 lic kenarin qiktifs keyfiyetini kullanmaktadir,

29, Misdl 22—28 iki gart telkin etmektedir: F iginde, bir
konveks ¢okylizliiniin bir yiizl olarak, sayilun bir memleket bir
«dairesel bolge» tipinde olmalidir ; ne bir kilrenin biltiin yiizeyi,
ne de bir halka bu tiptedir. (2) £ iginde, bir konveks g¢okyilzlii-
nfin bir kenar: olarak, sayilan bir ¢izgi kdgelerde son bulmal-
dir; bir dairenin biitiin gevresi boyle son bulmaz (ashnda hig te
son bulmaz). Misal 22, (1) i gergeklememekte, Misal 23, (2) yi
gergeklememekte, Misal 24 ise hicbirini gerceklememektedir. Mi-
sdl 25 veya, daha genel olarak Misdl 27 pnin ¢bziimiindeki gibi
tefsir edilen m >0, p=0 hali, hem (1), hem de (2) yi gercekle-
mektedir.

30. (1) Misal 2(1) in (3, 2) halini ahniz (Misal 26 ya ba-
kimiz), fakat her meridyen iizerinde iki paralel daire arasinda
kalan yay: siliniz: Bu halde F=17, V=8, E=12, 74841242,
memleketler arasin da bir kiire kuga@: kalir ve bu suretle Misal 29
un (1) gart: ihlal edilmig, fakat (2) garts iblal edilmemig olur.

() F=1,
Sokte' miistosns clmek 'tiuses DREAS dUynys CRDRPRN SO e
memleket) : Dogru, 1-+1=0- 2, Misal 29 un (1) ve (2_) gartlar:
ile catigma yok, v.s.

32. 8F,+4F +5F;++=8V,+4V,A45V+...=2E,
33. Sirasiyla 47, 127, 8=, 367, 207,

34. Ya==aF,+2aF +8aF;+-- .
35. Misal 34, 32, 81 dolayisiyla
3‘::32(5—2}F,=28(E“ F).

36. n kenarlh bir konveks kiiresel gokgen n—2 tane kiire-
sel gokgene bolinebilir. $u halde

V=1, E=0 (Kuzey kutbunda bir matematik



134 GOZUMLER [III. 87

A= 2+ a4 et an— (=)=
=2a—(7—a)—(m—a,) —+er — (72— 2,)
=0t et
=2ax— P,

37. Bir ¢okyiizliiniin bir kbgesinden gegen yiizleri arala-
rinda bir i¢ uzay acis: ihtiva ederler; Descartes bu agimin bii-
tlinleyicisine g¢okyiizliiniin bir dig uzay agisr adimi vermisti.
Gozbnline alinan k8ge merkez olmak iizere 1 yarigaph bir kiire
¢iziniz, fakat kiirenin sadece dig uzay a¢is1 iginde kalan sektd-
riinli muhafaza ediniz. Cokytizliiniin biitlin kogelerinde bu sgu-
retle meydana gelen sektdrler kaydirilmak suretiyle bir araya
getirilerek tam bir kiire tegkil ederler — tipk1 benzer diizlem
gekildeki (Sek. 3.7) daire sekttrlerinin kaydirilarak bir araya
getirildiginde bir tam daire meydana getirdikleri gibi. Bir uzay
agisimin Slgiisii olarak kendisine birim kiire {izerinde tekabiil
eden kiiresel gokgenin alanini aliriz, bu suretle bir cokyfizliintin
biitiin dig uzay agilarinin toplam: hakikatén 4 = dir.

38. P, P,, .., Py, gokyiizlliiniin V' tane i¢ uzay agisina

tekabiil eden kiiresel gokgenlerin gevrelerini gostersin. Bu tak-
dirde Misdl 36 ve 37 dolayisiyla

Ze=P,+ P+ + Py
=2:¢—A,'+2u—Ag'+"'+2u—A’V

=%2a lV—4d=x
olur.

39. Misdl 85 ve 38 dolayisiyla

2a(E—F)=Za=2a(V—2).
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40. Miedl 31, 32 dolayisiyla
8F=8F,+8F +8F;+ «-

Z38F,+4F,+5F++=2E

olup, buda sorulmus olan alt1 egitsizlikten ilkini verir. Burada
egitlife F =F,, yani bittiin yiizlerin figgen olmas1 halinde eri-
gilir. Euler teoremi ile biraz Snce ispat edilmig esitsizlik arasinda
evveld £ yi, sonra F yi yok edersek, ilk siradaki difer iki egit-
esitsizlifi elde ederiz; bu esitsizlikler yalmiz ve ancak biitiin
yiizlerin iiggenlerden ibaret olmas: halinde egitliklere donilglirler.
Misdl 3 ve 4 te telkin edildigi gibi, F ile V nin rollerini arala-
rinda degigtirirsek ikinci sirada sorulan {i¢ esitsizligi elde ede-
riz; ba egitsizlikler yalniz ve ancak gokylizlintin her kogesin-
den ficer kenar gikmasi halinde egitliklere donfigiirler. Yukarda
ispat edilen egitsizliklerin bazilar1 Descartes’in notlarinda veril-

migtir,
41. Euler Teoreminden
6F—2E=12+2(2E—8V),
ve buradan da, Misal 31, 32 ve 40 dolayisiyla
8F,+2F +F,=124+2QE—8WV)+F;+2F;+ -,

BF.+2F,+F=12

ve bu suretle her konveks gokyiisliniin 6 dan daha az kenarl: bir
takim giizleri haiz olmas: gerektigi keyfiyeti elde edilir.

-y

Cevaplandiriimayan No.: 31.
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Iv. BOLUMDEKI SORULARIN ¢OzZUMLERI

1. R,(25)=12, paragraf 2 ye bakimz; S, (11) =3

2. R,(n), bir diizlemin merkezi koordinatlarin baglangic
noktasinda ve yaricapt \» olan bir dairenin g¢evresi {izerinde
bulunan kafes noktalarinin sayisini gistermektedir (n—= 25,
Misal 1, halini alarak buna ait daireyi ciziniz.) R, (n) merkezi
koordinatlarin baglangi¢c noktasinda ve yarigapt Vn olan bir kii-
renin ylizeyi {izerinde bulunan kafes noktalarinin sayisidir.

3. p bir tek asal say1 ise, P nin 4 ile boliindiiglinde 1
veya 3 kalanini biraktiffina gdre R, (p®) =12 veya 4 tiir.

4. Cedvellerin kargilagtirilmas: bize su faraziyeyi telkin
eder: p bir tek asal say:1 ise, ya hem p, hem de p* iki kare
toplam:i olarak gisterilebilir, yahut ta ne p, ne de p* biyle
gosterilebilir, Daha agik olan gu faraziye de miigahedelerimiz ta-
rafindan bir parga desteklenir: p bir tek asal say1 ise, p nin 4
ile blindligiinde 1 veya 3 kalanimi biraktifina gire, R, (p) = 8
veya 0 dir.

5. p==z'4+g'

ise, buradan

p?=x*+2x% gt = (x* — g*) + (2 xp)*

¢ikar, Yani, effer R,(p) >0 ise R, (p’) de > 0dir. Bu bizim daha
az agik olan ilk faraziyemizin ancak yarisi, ve daha agik ikinci
faraziyemizin ancak ufak bir kismidir. (Efer R,(p?) >0 oldugu
bilinirse, R, (p) ye dair ondan bir hiikiim ¢ikarmak muhakkak
ki daha az agikdrdir.) Bununla birlikte, bdyle bir kismi gergek-
lemenin daha az agik faraziyeye olan gilvenimizi biiylik 8lglide
arttirmasi ve daha acik faraziyeye olan giivenimizi de bir parca
arttirmael akla yakin gelmektedir.




—
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6. n=17, 15, 23 ve 28 i¢in R,(p)=0 ve 30 a kadarki =
ler iginde biitiin gerikalanlar igin R, (p) = 0 dir (S. 74—75 teki
Cedvel Il ye bakiniz.)

7. (1), (2), (3), (4), (5) in S,(n) e yaptifh katkilar sirasiy-
la 24, 12, 6, 4, 1 dir.

8. Evvela, Misil 7 de ayirdedilea hallere mflracaat ediniz.
Eger S, (4 u) tek ise, (5) hali ister ister istemez zohdr eder ve
béylece

da=a*+a'+a'+a*,
u=a" f
olur. Sonra, u nun her d bdlenine difer bir u/{ boleni tekabiil
eder, ve u= d° olmadikga bu iki bdlen birbirinden farkhdir. Su
balde, « nun bir kare olup olmadigina gre a nun bjlenler sa-
¥is1 tek veya cifttir; ayp1 sey o nun bolenlerinin toplami igin
de dogrudur, ¢linki « nun ber bdleni, « nun kendisi gibi tektir.
Paragraf 6 da S, (4 a) nun ve u nun bdlenler toplaminin birbiri-
ne egit oldugu hrnlyesﬁfi ileri siirmiigtiik ; gimdi bu iki sayinin
2 ile bbltiniince ayn1 kalam biraktigini ispat ettik. Faraziyemi-
Zin bir pargasimi ispat edince, tabil ona olan giivenimiz de faz-

lalagt:,

9. (1) 4x2=8X48 (6 AUXL=8X2

(2 12x2'=8X2 @0 RXP=8 X1
(8) 68x2=8X12 (8) 4X2°=8X 4
(49) 4x2*=8X 8 0) 1XP=8X 6
() 1x2'=8X 2 (10) 6X2'=8X 8

(11) i 3=81
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10, S. 74 teki Cedvel II ye bakimiz. En agaf: birkag satin
kontrol ediniz. Misiil 9 dan R, (n) nin 8 ile bdliinebildigi ¢ikar.

11. (Paragraf 6 da yapmig oldufumuz gibi) hi¢ olmazsa
bazi kismi kaideler kegfetmek igin ufragicken bazi gize garpan
halleri gbyle gruplandirmaya sevkedilmig olabiliriz:

(1) 3 T ¥ A8 W .98 0
3 4 8 120488 18490028 . 3D
(2) 2 4 8 16
3 3 3
(3) 8 12 16 20 2 28
8 3 12 &% 16 1B %

Burada (1), (2) ve (38)iin ilk satin n nin, ikinei satir
R, (n) nin degerlerini vermektedir.

12. Misdl 11 in c¢Ozlimiinde yapilmigtir: (1) asal sayilar,
(2) 2 nin kuvvetleri, (3) 4 ile bbliinebilen sayilar.

13. n, 4 ile bolilnemedigi takdirde, paragraf 6 ya olan
benzerlik ve biraz milgahede yardimiyla kanunun kesfi nispeten
kolaydir. Su halde dikkatimizi Misal 11 in ¢dzlimiindeki (8) hali
fizerinde toplayalim.

n=4 8 12 16 20 24 28
n/t =1 2 3 4 b 6 7
R.,(n)/8=3 3 12 3 18 12 24

Uglinell satirda kalin puntoyla basilmig olan sayilar ikinel
satirda kendilerine tekabfil eden sayilarin bélenleri toplam: ve
neticede birinei satirda onlara tekabill eden ve asil ilgi konumuz
olan sayilarin baz: bolenlerinin toplamidir. Bu mfigahede bizi
diger bir denemeye sevkeder :
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n - 4 8 12 18
R(m/8 = 142 142 1424846 142

n =t 20 I 24 28
Ri(n)/8 =1+4245+10 1+243+6 14247414

Burada hangi bolenler toplanmigtir 7 Hangileri toplama ka-
tilmamigtir ? . :

14. n nin dort kare toplam: olarak gdsteriliglerinin sayis:
olan R,(n), n nin 4 ile bdlilnemiyen bblenleri tophmmF 8 ka-
tina egittir. (Eger » nin kendisi'4 ile bdlinemiyorsa, bélenle-
rinin higbiride 4 ile boliinemez, ve daha sik olan bu halde kaide
daha basit bir gekil alir.)

15. Cedvel II pin sdtunlarina tekabiil etmek tzere :

81 25+4+1+41 12X 16 82=31+41
9-+9+44+4 416

32 16416 84 8=2+41

33 95444 12 X 8 48 =33-+1143+1
16 4+16+1 12X 8 .
181+0+4+4¢ 12X16 _ r

16. 5=1+1+1+1F1=4+41
R, (5)=(3)2° +8.7.2"=2016 =16 X 126
0=2+9+1+1+1+1+1+41
0= 9+9+9+9+1+1+1+1
S, (40) =8.7+ (§) = 126.

17. Misal 16. Cedvel III aslinda Hllﬂ 16 dakinden daha az
zahmetli bir metodla diizenlenmigtir (Misal 6.17 ve 6.23 e bakiniz).
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18, Cedvel III in sinirlar: iginde hem R (n), hem de S, (8r),
n ile devaml gekilde artmakta, halbuki R, (n) ve S, (4 (2rn—1))
intizamsiz bir gekilde raksetmektedirler.

19. R, (n) ile S, (£ (2n—1)) arasindaki benzerlik bslenlere
igaret etmektedir. $u kismi kaide kolayca miisahede edilebilir:
Eger n tek ise R, (n) /16 ile S, (8n) birbirine tamamen egittir ;

effer n cift ise, aradaki fark bir¢ok hallerde nispeten kiigiik ol- !

makla beraber, bunlar birbirinden farkhdir.

20. Tek ve cift sayilar daha Misal 19 da ele alinmigtir,
2 nin kuvvetleri:

n 1 2 4 8 16
S (8n) 1 v 8 64 512 4096 .
Burada ikinci satirda 2 nin kuvvetlerinden miirekkeptir:
n 2 2: i 2t 2¢
S (8n) 2 2! 2> 2* i

Buradaki 2 nin iisleri hangi kanuna uyar?

21. Eger n, 2nin bir kuvveti ise, S(8n) =n® tiir. Bu (ve
R; (n) ile S4 (8n) nin diizgiin artigi) bizi agafiki cedveli diizenle-
meye sevkeder:

n R;(n) /16 —n* + 8, (8r) —n®
1 0 0
2 —1 0
3 1 1
4 7 0
5 1 1
6 — 20 8
7 1 p o
8 7 0
9 28 28
10 —118 8
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23. (1) (—=1)"'R,(n) /16, n nin biitin tek bolenlerinin
kiipleri toplamindan gene n nin biitiin ¢ift bolenlerinin kiipleri
toplaminin gikarilmasiyla elde edilen sayiya esittir. (2) S;(8n),
n nin bélenleri i¢inde tamamlayict btlenleri tek olanlarinin kiip-
leri toplamimna egittir (Eger d, n nin bir bbleni ise, n/{ ye d nin
tamamlayier boleni denir). Bu teoremlerin tarihg¢esi ve bunlara
dair referanslar i¢in Misdl 6.24 e bakiniz.

24. Safia ve agaff1 doffru sonsuz olarak uzanmig tasavvur

edilecek
3 6 9 12
8 11 14 '
10 18 :

cedvelini inga ediniz. Bu cedvel bize, sorulan gekilde ifade edi-
lemiyen yegine sayilarin 1, 2, 4, 7 olduffunu gdsterir.

25. a=3, b=> hali Misal 24 te yapilmigtr. Burada a ile b
aralarinda asaldir. ax -t by geklinde gbUsterilemiyen son say:
ab—a—b = (a—1) (b—1) — 1 dir. Bunun ispati, kare toplamlarina f
dair teoremlerin jgpatlarins nazaran onlarla mukayese edilemiyecek
kadar kolaydir.

26. (1) genel olarak dogrudur. (2) genel olarak dogru de-
gildir. fakat onun ilk istisnasi » =841 i¢in vukubulur. (G. H.
Hardy and E. M. Wright, An introduction to the theory of numbers,
Oxford, 1938, S. 69,72 ye bakiniz.)

v. BOLUMDEKI SORULARIN COZUMLERI
I 1. [Putnam 1948 e bakimiz]
2 2 2 4 6 2
. (a) x+-73—x‘+-§- -g—x"‘-l-“'-i-'g*-s“'?“'z—"—%x""*‘-t'"'

(6) Diferansiyel denklemi gergekledikten sonra




Lk GOZURLER
y=¢°x+“"x'+c"z‘+".+ﬂ.x’“+loo.

vaz'ediniz. Egit kuvvetlerin katsayilarm karsilagtirmak igin gu
tabloyu kullanabilirsiniz :

1 x’ x“

§ 3a, (Cndla,  or-

g @y
—x'y a s Ly iy
— @p-1 e

—
e

1 0 va ol
Bu tablo bize a;, =1 ve n=1 i¢in (2n+1) a, = 2na,., verir.

2. [Putnam 1950 ye bakiniz]
x'l-—l

- * : &
@) ’='a1r‘+1‘.'§+1_.";".‘is'+"'+1.a'.5.:.,(2»_.—1)+

(6) Bu agihm igin

: ] x‘ 'x. )
y=1+T+istrgst "

/
olup, neticede onun y’ =1 xy diferansiyel denklemini gergek-
ledigi goriilar. Verilmig olan y arpimida ayn: diferansiyel denk-
lemi gergekler ve hem yukariki agiim, hem de ¢arpim x =0 igin .
sifira egit olurlar. $u halde ikisi birbirine egittir.

3. a, katsayilar arasinda

1 4a, x 16 a, x* I
1+x+ 1+ x° + (1+x)F bl

=14artarto=fG)

ten elde edilen miinasebetler agagiki cedvelde ortaya serilmigtir
(Misal 1 e bakimiz):
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1 e | 1 -1 1
4a, —4a,-3 4a,-6 —4a,10
16 a. —16 a*-5 16 a,- 16
64 a, —B4a,-7
256 a,
1 0 a; 0 ag
Buradan
4 1\ o 18\ 185\ . (1857)
r=1+(3) =+ (3] =+ (335 =+ (188 =+
elde edilir. Bu misal tarihi bir Snemi haizdir. Gauss, Werke,

Bd 3, S. 369 a bakimz.

4. Asgagiki tablonun diizenlenig tarzini inceleyiniz (Misal 1,3 e

bakiniz) :
al 8 a,a} 3 a'ﬂs 3 ﬂ.ﬂ% 3 a,a}
£y S ala, 6 aza,a, 6 aza,a,
ﬂ% 3 ﬂzﬂ'o
\ 8 a.ai
8al 8a,a, 3 aja 3 a4a, 8 a,a,
8f(x) f(x 3 aya, 8a,a, 8aya,
3 aga,
-
2 f(x") 2a, 2a,
6 a, 6 a, 6 a, 6a, Ba;

a, =1 den hareket ederek, arka arkaya a,, a,, a,, a,, ve a, =8 1

hesapliyabiliriz.

G. Pblya, Zeitschrift fiir

Kristallographie,

Bd. (A) 93 (1986), S. 415—443 ve Acta Mathematica Vol. 68 (1937),
S. 145—252 ye bakiniz.

5. Paragraf 1 deki agthmlar kargilagtirmak suretiyle elde

.dulr‘




V. 11] GOZUMLER 145

6. (a) £7/15. (b) + co. Her iki smr halinde hatd pozitif,
yani yaklagik deger hakiki deferden daha bilyiiktiir.

7. (a) €*/15. (b) 1/8. Her iki sinir halinde yaklagik deger
hakiki degerden bilyiiktiir.
8. 4a(a®+ b+ c") /8. Bu yaklagik formiiliin hakiki de-

gerden daha biiytik deferler verdifinden giiphelenmek igin baz
sebepler vardir. G. Polya, Publicaciones del Institute di Matema-

tica, Rosario, vol. 5 (1943) e bakimiz.

9. lategrallerden seriye gegerken binom agihimimni  ve
Misal 2.42 deki integral formiillerini kullaniniz.

vaz'ediniz. O takdirde n > 2 i¢in g, >ga olur ve £>0 igin

E—P=2aa Z (Iﬂ;!_:-l.’}!"f(s“ —1)>0
2

elde edilir.
11. P’ niin izafi hatasinin baglangig terimi
—[a+80—a) B4+ e

¥

e

" . -
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olup, ==238/2 ve neticede P* = P(P—P’)/2 olmadikga bu terim

4. mertebedendir.

12. Kigiik & ’lar igin (P*—E)JE=8-2""2"+ ++-,
igin (P"—E)JE = (3= —8)/8=0,1781,

s==1

e=4/5 igin (P"—E)/E =0,00019 dur.

Buradan P’ > E faraziyesi elde edilir. G. Peano, Applicazioni
geometriche del calcolo infinitesimale, S. 231—236 ya bakimiz.

18. ¢ = lim (1 +—E)no

Su halde istenilen netice

na, + ‘n+y) ) =1
lh:..::lp ( (n + p)an
e denktir.
Aksi faraziye,

nla, +a,.,)

<1
(n+p)an
olmasini icabettirir ki, bu da

o i L
ntp n n+p

ile aym geydir. n= (m—1) p degerlerini diiglinelim :

N uygun bir sabit olmak lzere, n > N igin

| Tp  Um—1)P - _ L
lf - mp _ (m—1)p mp
b | ! Um—1) P -1 Am—2) P o= a
Al [} (m—1)p (m—2)p (m—1) p
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Buradan, paragraf 5 teki gibi, C uygun bir sabit olmak
iizere

= cC—g (1 +%+ +-:;)
neticesini gikaririz ki, bu da m - ~ igin bizi a, >0 ftrniyul
ile bir tenakuza gotiirir.
14. Paragraf 4 {in a, = ° misali
a=1, ve n=2, 8, 4,.-. igin
apa=nlogn
dizisini ilham eder. Bu segimle

a,+a..+,) 1+ (n+p)[logn+log(1+(a/n))] |"
a, nlogn

2 n
!{n+p}lﬁﬂu+1+(l+ p)[f—g’i—ﬁr---]?
=[ nlogn )

=iyt
=41+ : o”
elde edilir. (Clinkll n > ~ igin x> 0 dir.)

15. Sbz konusu mantisler, yavag yiikselen y=logx—2 -
egrisinin x = 100, 101, ..., 999 absislerine tekabiil eden 900 tane
ordinattir; burada log igareti 4di logaritmeyi gdstermektedir.
Cedvel I, egri tizerindeki bu 900 noktanin kagar tanesinin 1/10
kalinhiginda baz: yatay geritler igine digtigintl belirtmektedir.
Egrinin bdyle bir geride girdigi ve onu terkettigi noktalar: goz-
Sniine alalim. Ef r x,, n=0, 1, 2, ..., 10 icin bdyle bir nokta-

nin absisi ise,
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log x, — 2=n/10,
x, = 100-107/10

dir. Herhangi bir aralikta bulunan tam sayiarin sayis1 yaklagik
olarak aralifin uzunlufuna egittir. Aradaki fark bir birimden az-
dir. Su halde stz konusu mantisler i¢inde ilk rakam: n olanla-
rin sayis1 1 den kiiglik bir hatd ile x,+, — xa dir. :

Xp+1 — xp =100(10'/1* — 1) 10™/*°

ise ortak oranmi 10'/'° = 1.25893 olan bir geometrik dizinin n. te-
rimidir.

Alt: ondahk basamaklh bir ddi logaritime cedvelinde buna
tekabiil eden badiseyi Onceden sbyleyiniz ve onu bizzat miiga-
hede ediniz.

16. Peryodik tekerrfire bir nevi simetri gozliyle bakilabilir
ve byle yapilmahdir; fakat bu durum biitiin hallerde bulundu-
gundan ondan tekrar bahsetmiyecefiz. Tasnifimizde agaghki si-
metri tipleri rol oynayacaktir:

(1) Simetri merkezi. Yazhg tarzi: ¢, ¢’

(2) Simetri dogrusu. Yazihig tarzi: dogru yatay ise h, di-
gey ise v yahut o’.

(8) Kayma simetrisi: yatay olarak kaydirilan ve agn: za- -
manda merkezl yatay dogruya gire yansitilan tezyinat geridi
kendi kendisi ile ¢akigir (5, 7, a, b) geritlerinde oldugu gibi).
Yazihg tarzi: g.

Agagiki simetri tipleri Sek. 5.2 de temsil edilmigtir. (* iga-
reti gekildeki durumlar: birbirinden esash olarak farkli olan aynl
cinsten iki simetriyi birbirinden ayirdetmek i¢in kullamilmigtir:
< ve ¢’ veya v ve v’ gibi).
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1, d: Higbir simetri (peryodilikten bagka)
B g3 soy 0l oeloune
8, f: v, 0, v, ¢, .

4, e: h

6, c: h; (v, ¢), (9': e), (v, ¢), (v, €¢),..e

7 b: gi0,¢, 9, ¢ ...
Kendi kendinize endiiktif olarak kanaat getirebileceginiz
gibi, miimkiin olan bitdin simetri nevileri Sek. 5.2 de temsil

edilmigtir,

17. Sek. 5.3 te tig farkh simetri nev’i temsil edllniietlr:
1ile 2 aym tipten oldugu gibi, 8 ile 4 te aym tiptendir.
Biitlin tipleri bulmaya gahgimz. G. Polya, Zeitschrift fir Kristal-
lographie, Vol. 60(1924), S.278—282, P. Niggli, aynt mecmuanin
ayn: sagist, S, 283—208 ve H. Weyl, Symmeiry, Princeton,

1952 ye bakiniz.

18. Bask: stiline dair bazi ayrintilar1 nazar: itibara almaz-
sak, 1. kfimedeki harfler bir diigey simetri dogrusunu, 2. kiime-
dekiler bir yatay simetri dogrusunu, 3. kiimedekiler bir simetri
merkezini, 4. kfimedekiler yukariki simetrilerin hepsini haizdir-
ler, b. ktimedekiler higbir simetriyl haiz degildirler. Ayni geyler
dik koordinatlarda verilen denklemlerle ifade edilen beg egri igin
sirasiyla caridir. Bu problem veya onun defigik bir gekli anali-
tik geometri dersinde tgrencilerin aldkasini canlandirmak igin

kullanilabilir,

h =% =

b &

i -

= e — e =
et i &

e

e
= =
—h— g
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V1. BOLUMDEK! SORULARIN GCOZUMLERI

2. x(1—=x)"" Bu, f(x)=(1 —x)~"' olmak fizere Misdl 3
fin 8zel halidir. Ayn1 neticeyi Misdll 4 ve 5 in terkibi ile de elde

ediniz.
3. xf()=) naa".
n=0
& B (H) =Y age,®®,
n=1

5. (1—x)"'fx)= Z (ap+ a,+ +++ +a,) x"; bu, Misal 6
=0
nin bir dzel halidir.

6. f() gx) = (aobntaibpst e+ anb)x".

n=0

7. Dy=1, D=2 D;=5, Ds=14. D, i¢in $ek. 6.1 e
miiracaat ediniz; bu halde I tipinde 2 tane, II tipinde 6 tane,
III tipinde 6 tane farkl ayrilig vardir.

8. Rekiirrans formiilii n =6 igin gergeklegmektedir :
14=1X5+1xXx24+2X1+4+56X1.

'If Cokgenin bir kenarini (Sek. 6.2 deki yatay kenar:) gokge-
i nin tabani olarak seginiz, ve gokgeni ayirmaya ilk kenari taban
i 1 olan 4 {i¢geninin ikinci ve figlinell kenarlarini ¢izmek suretiyle
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baglaymmiz. 4 y1 segtikten sonra, geriye daha ayrilacak iki ok-
gen kalir: biri 4 nin solunda k kenﬁll, digeri 4 min sainda
n+1—k kenarh iki gokgen; bu iki ¢okgen bir arada Dy Dns,—z
tane farkhh ayrihg verir. k=2, 8, 4, ..., n—1 olarak seginiz;
tabii k=2 halini uygun bir tarzda tefsir etmelisiniz.

9. Misal 4 ve 6 dolayisiyla D, ’e dair rekfirrans formiilii

x g(x) =D, x* + [g (D))

.

verir. g (x) ’e gre 2. dereceden olan bu denklemin agilimi x*
ile baglayan ¢dziimfinil seginiz:

2 (x)=(x/2) [1 — (1 — 4x)'/"].

Sag tarafi acarak ve binom katsayilarina dair igaretleri
kullanarak

i (13

bulursunuz,

10. En iyisi denklemin sa} tarafini gbyle tefsir etmektir:

oo’ oo 400 <00 <400

I = 3 - e

U=—00 w=—00 —oc —00 —oo

Burada u, v, w (— ~ da + o a kadar) biitlin tam say: de-
gerlerini birbirinden miistakil olarak almaktadirlar, yani sagdaki
liglt toplam uzaydaki bitiin kafes noktalar (Misal 4.2 ye baki-
niz) iizerinde alinacaktir. Bunun R, (n) nin doguray fonksiyonu
oldugunu gormek icin, a®+ o' + o' Gsstinln ayni a degerini al-

digr bitiin terimleri birlegtirmek kafidir,
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11. Y Remar=| Y R x"]k-
n=0 =0

1. Z Sk!(n) Ky [ 2 x(an—1* :lk.

R=‘1 n=1

13. I, J, K ve L biitiin katsayilari tam sayilar olan be-
lirli bir takim kuvvet serilerini gostersin. Bu 'takdirde R, (n),
R,(n), R,(n) ve R;(n) nin doguray fonksiyonlar1 sirasiyla

14217,
(142n'=1+4],

(1+4))=1+8K,

(14+8K)yY=1+4+16L
geklindedir.

14. x+x°-{—x"+x“+x“—]—-u
=-\’(1+rs+x“+x“—|—x“+---):xp’

burada P ile gbsterilen kuvvet serisinde n {issii 8 ile bdliinme-
digi takdirde x" nin katsayis: 0 dir.

Si(n), S, (R)! S, (n), Ss(n)
nin dofuray fonksiyonlar:1 sirasiyla

Py S o LR ] ch o e
dir.

15. G, R,(n) nin dofuray fonksiyonunu gtstermek lizere,

| Misal 6 ve ve 11 den

f Gk+l= Gk Gl
elde edilir.
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16. Misal 15 e benzer tarzda, Misdl 6 ve 12 den.

17. k=1[=4 i¢in Misdl 15 ve 16 y1 kullanimiz. O cedvelin
hesaplanmasi aslinda da bu metodla yapilmig, fakat arada sirada
Misal 4.16 ve Misal 23 gibi bagka kaynaklardan kontrol edil-
migtir.

18. (1) Misal 14 ve Misdl 16 dan

S.(4) 5,(8n—4) + 5,(12) S, (8n—12)++- -+, (8n—4) 5.(4)=5(8n).

Paragraf 4.6 da S, (4 (2n—1) ) =0 (2n—1) oldufiu ve Misil 4.23 te,
a bir tek say1 oldugu takdirde, S (8a)= o, (u) olduffu birer fa-
raziye olarak ileri siiriilmigtil.

(2) o(1)a(9)+0(8)s(7)+ B a(B) +o(7)a(8) +a(9)a(1)
=2(1X18+4X8) +6X6
=126 =5"+1'=0,(5).

(3) Boyle bir gerceklemenin her iki faraziyeye olan gilve-
nimizi bir dereceye kadar arttirmas: akla yakin goriinmektedir.

19. a=1,8, S, lgn

E[E!-EM]S-~I=&+:)=°

dir. Burada toplam 0 < k (k + 1) < u egitsizligine uyan ve nega-
tif olmayan batlin & tam sayilar: iizerinde alinacaktir. |

2. @ =40(1)
26 (5)=380(3)
8s(7)=20(5)+124(1)
45(9) =0 (7)+110(3).
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Sonuncu egitligin dogrulugn
4X13=8-411X 4
ten gikar.
21. S,(4(2n—1)) e dair rekiirrans formiilii Misil 19 da is-
pat edilmigti. Hakikatten bu rekiirrans formiilii, S, (4) verildigi

takdirde biitiin S, (4 (2n—1)) degerlerini tamamen belirleyen bir
sonsuz milnasebet sistemi demektir. §imdi biliyoruz ki

SW=a(1)=1

dir. Efer o (2n—1) de S,(4(2n—1)) in gergekledifi rekiirrans
bagintilarin gerceklerse, n=1, 2, 8, ... igin
S. (4 (2n—1) ) =10 (2n—1)
dir, ¢iinkil bu rekiirrans bafintilarinin 8yn1 baglangig degerine
tekabiil eden ¢0zlimil tektir. Eger kargit olarak, son egitlik cari
ise, o(2n—1) de S, (4(2n—1)) in gergeklediffi rekiirrans baginti-
larin1 gergekler.
22.

G=ﬂa+¢;x+¢lx'+ctx.+ e

H=u,+ a,x + asx* + ayx* + +--,

Gk=H

oldugunu farzedelim. Buradan evveld Misdl 19 da olduggu gibi
GxH —kxG" H=0
elde edilir. x" pin katsayisimi 0 a egit knlimiz:

2, [n—(k+ 1) m) am tp—m =0
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@, @y, @,... katsayilarin1 verilmig kabidl edelim. a,<+ 0 ise
son denklemden u, yi up—,, p—s, +-+, 4y, 4, cinsinden hesaph-
yabilirsiniz. u,=a,* olduguna dikkat ediniz.

23. Misal 22 yl k=8 ve

G=1-+2¢+26 + 26"+ 26"+ oo

hiline uygulayiniz. Misal 22 nin neticesi, Misdl 11 dolayis: ile

n R, (n) =2 (9—n) Ry (n—1) + 2 (86—n) Ry (n—4)
+ 2 (81—n) Ry (n—9) -+~

verir. R, (n)/16=r, diyelim. Bu takdirde r,=1/16 olur, ve

1
Fiy Fgy Pgyeesy Pyp U siFayla

7y =167
2ry =14r,
8r, =127,
4r, =107, + 647,
bri = 8r,+62r
Bro = 6r;+ 607,
Tr; = 4rs 15814
8rg = 2r;+ 561,
Br, = 54r;+ 1447y
107, =—2r;+ 527+ 1427,
den buluruz.

Bu formiilleri nimerik hesapta kullanirken aﬂmi:{}g tnemli
bir saglama kaidesi vardir: 7, yi veren denklemin sag tarafi n ile

ile bsltnebilmelidir.
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Aynm1 metod, k=2 verilmig herhangi bir tam say: ol-
duguna gdre Ry (n) yi hesaplamak igin de bir rekiirrans formilil
verir. Kezd Si (n) igin de ayni1 yolla bir rekiirrans formilt bu-
labiliriz.

25. Sonsuz c¢arpima s deyin. —x—d%.m i hesaplar ve

Euler’in muhtirasindaki No. 10 u kullanirsaniz,

n
X nap x

¥ ==
g S AL 1— 2 ags™

elde edersiniz. Burada her fi¢ toplam da 1 den o a kadar alina-
caktir. Bu egitlifi saf tarafin paydas: ile carparak dikkatinizi
x" in katsayis1 lizerinde toplayimz.

Euler k=1 halini ele almigt1. k=23 hali de olduk¢a basit
bir netice verir (Misdl 24 te zikredilen Hardy and Wright'in
eserinde S. 282 ve 283 de teorem 353 ve 857 ye bakimiz). Diger
hallerde a, nin tdbpi oldugu kanun hakkinda yeter bilgimiz
yoktur,

Cenphndmlmayan No. lar: 1, 24.

vii. BOLOMDEK! SORULARIN COZUOMLERI

1. ([Stanford 1950]
1—449—16+4 cosF(—=1)""n*=(—1)"" ”(HTH ;
n den n+ 1 gegmek igin

(—=1)*"(n+1)=(—1)" _{fﬂéﬁ_—t_zl — (—1)n—1 n (n;+ 1)

egitligini gerceklemelidir,
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egitlifini gergeklemeyi gerektirir. Misdl 2.23 e bakiniz.

3 5 7 9 2n 41
5. o Es K .i.' oReany Gy

n den n+ 1 e gegig

e a1
(n +17" 2n+1 2241

egitligini gergeklemeyi gerektirir. Misél 2.31 e bakimaz.
6. Genel hal hakikatte |

x
1—=x

Lol 2x* il i S
b g e ST e e e
limit haline denk olup, sorudaki 8zel hal bu limit halinden gbyle
elde edilir: Burada x yerine x'* koyup, 16 ile carparak

162“ = lﬂx“ sgxt!
1—x% 142" + x.+xl"i_+'"

elde ettikten sonra bunu ilk denklemden gikariniz. Genel halde
2"+! = m dersek, n den n-1 e gecig

7. 1484 5+7+ - +@a—1)=n'
oldugunu ispat etmek Igin » den n -1 geclg
2n+1=(n+1)?*—n?
oldugfunu gergeklemeyi gerektirir, .
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8. Cedvelin dordiinctl satirindaki n. terim

(1+2)+ @+5)+ -+ +@Bn—5+38n—4) +8n —2
=849+ e +[6(n—1)—8] +8n—2

=51‘£'_2:_1_)_3(,_1)+3,,_2=&.'—8“+1 dir.

Hakikaten n — 1 den n ye gecig *

n*—(n—1)'=38n'—38n+1

olmasini gerektirir.

9. ' n' ve n* ten sonra n¥ ya ait genel hdl agikdrdir,
Iglerinde en basiti olan a* hali eski ¢aglardan beri bilinmektey-
di; digerleri yakin zamanda Alfred Moessner tarafindan ampirik
endilksiyonla kegfedilmig ve Oskar Perron tarafindan matematik

endiiksiyonla ispat edilmigtir. Sitzangsberichte der Bayrischen
Akademie der W issenschaften, Math.—naturwissenschaftliche

Klasse, 1951, S. 29—43 e bakimiz.

10. k=1 igin teorem gu agikdr dzdeglife iner :

1--n=-—-(ll""1)-

kdan k41 e gecig gu egitlifin gerceklenmesini gerektirir :
(3, J=carn () S CIEEE

ki bu da, daha Snce de (Misal 2 de) rastlamig oldugumusz, Pascal
liggenindeki esas miinasebettir.

11. [Stanford 1946]. 2n oyuncunun aranan eglegtirme sa-
yisina P, deyiniz. n. oyuncu geri kalan 2a—1 tane oyuncunun
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herhangi biriyle eglegtirilebilir. Bu oyuncunun hasmi segildik-
ten sonra, geriye

2n—2=2(n—1)

tane oyuncu kalir ki, banlar da P._, tlirlil eglegtirilebilirler.

Buradan
Pp=2n—1)P,,

bualunur.

12. f,(x) e dair ispat: istenen ifadeye A, diyelim. Biz 4,
yerine agaghki 4,” ifadesini ispat edece@iz:
A’p. fo(x) fonksiyonu bir bollim olup, pagdast (1—x)"+"

ve payl, sabit terimi 0 ve differ katsayilar: pozitif tam sayilar :
olan, n. dereceden bir polinomdur.

A’, nin A, den daha fazla gey ifade ettiffine dikkat ediniz:
A’y nin A, yi aghit hususlar italiklerle belirtilmigtir. A°, yi
doggru kabil ederek a,, ay, ..., 0, pozitif tam sayilar olmak fizere

(1—x)™*' f()=Pp(x)=arx+asx’+ +++ 4 a, 2"

’

vaz’edelim. Sorudaki rekfirrans tarifinden su rekiirrans formi-
linil elde ederiz:

Pray () =x[(1 —x) Pa(x)+(n41) P (x)].

Bu formiil ise, P,+, (x)te x, x*, x’ ..., x" ve x"+' in katsayi-
larmmin sirasiyla

ay, nay+2ay, (n—1)a.+8a5,..., 2an_,+ a,, an
olduffunu gosterir ki, bu da iddiay: agikir kilar.

. 13. (1) Pa(x) in biitiin katsayilarinin toplami n! dir. Ha-
| kikaten, bn toplam P, (1) olup, rekiirrans formiila
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keme 1 den 2 ye gegerken suya diiger ki, bunun da zaten bdyle
olmas: 13zimdur,

18.
n=3 ten n+1=4e gegig: a, b, ¢, d

gibi Jddrt dofru diigiinfiniiz. Evveld bu dort dogru iginde birbi-
rinden farkhh en az iki dogru, meseld b ve ¢, bulunan hali ele
alalim. Bu takdirde b ve c nin kesigme noktasi tek olarak belirli
oldugundan bu nokta a fizerinde de bulunmak zorundadir (¢finkil
iddia n=238 igin dogru farzedilmigti), aym gekilde kesigme nok-
tas1 d tizerinde de bulunmak zorundadir (ayn: sebepten). Su halde,
bu hal vaki olduffu takdirde iddia n-1=4 ic¢inde dogrudur.
Eger verilen dort dogru iginde birbirinden farkh iki dogru bu-
lunmazsa, iddia bu halde agikdrdir. Bu muhakeme tek bir istisna
ile n den n-1 e gecige uygulanabilir. O istisnada 2 den 8 e ge-
¢igtir. Bu halde muhakeme suya diiger ki, bununda zaten boyle
olmas: lazimdir,

Cevaplandinilmayan No. lar: 14, 15.

vii. BOLUMDEK! SORULARIN COzZUMLERL

1. Sorulan en kisa ve en uzun yollar sunlardir: (1) o nokta-
lar: birlegtiren dofru pargasi, (2) noktadan dogruya indirilen dik-
me, (8) ortak dikme, (4) verilen nokta ve dairenin merkezinden
gecen dogru fizerinde birer doggru pargasi (Oklid I1T 7, 8), (5) dai-

I renin merkezinden verilen dofiruya dik dogru tizerinde bir dogru
pargasi, maksimum yok (6) merkezleri birlegtiren doggru {izerinde
dog-u pargalari. Minimum uzakh@in 0 oldugu haller, Snemli ola-
bilmekle beraber, agiklr oldufundan devamli surette bir kenara

birakilmigtir.
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2. Sorulan en kisa ve en uzun yollar gunlardir: (1) Nok- {1
talar: birlegtiren dogrn pargasi, (2) noktadan diizleme indirilen ‘
dikme, (3) ortak dikme, (4) noktadan dogruya indirilen dikme,
(5) ortak dikme, (6) paragraf 4 e bakimz, (7) Verilen noktay:

kiirenin merkezine birlegtiren dogru (izerinde birer dogru par-
¢asi, (8) kiirenin merkezinden diizleme indirilen dik dofiru fize- I

Finde bir dogru parcas:, maksimum yok, (9) kiirenin merkezinden
dogruya indirilen dik dogru fizerinde bir dogru par¢asi, maksimum

Yok, (10) merkezleri birlegtiren dogru fizerinde birer dogru par-
tasi, Minimum uzakhiin 0 oldugu haller bir kenara birakilmigtir.

3. (1) Aym merkezli daireler, (2) paralel dogrular, (3) aym:
merkezli daireler.

4. (1) Ayni merkezli kiireler, (2) paralel dilzlemler, (3) ayn1
eksenli silindirler, (4) ayn: merkezli kilreler.

5. (2) paragraf 8 e bakimiz. Digerleri benzer gekilde.

6. (6) Birinei dogruyu eksen, ikineiyi tegfet olarak kabal
eden tam bir tane silindir vardir. Tegetin defme noktas: mini-
Mum uzaklir veren dofru parcasinin bir u¢ noktasidir. Diger-

leri de buna benzer,

7. Verilen kenarlardan birine taban diyelim. Tabanin mev-

kilni sabit tutarak diger verilmig kenar: sabit ucunun etrafmda
d8ndirelim ve bu kenarin degigen ucuna X diyelim. X bir daire
tizmek zorundadir, tesviye gizgileri tabana paraleldir, alani

Maksimum alan tiggen diktir (ki buda agikdrdir).

8. Verilen kenara taban deyin, tabammn mevkiini sabit
tutun ve, adina X diyeceginiz, tabamn kargisindaki kogeyl de-
Bigken olarak alin. X in evvelden verilen yolu bir elips olup,
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tesviye gizgileri tabana paraleldir ve neticede maksimum alanh
figgen ikizkenardir.

9. Tesviye cizgileri x4 y=sabit dofrularidir, evvelden
verilen yol, A verilmig alan: gbstirmek {izere, denklemi xy=A
olan egkenar hiperboliin bir koludur. Simetri dolayis: ile x =g
gartina uyan bir defme noktas: meveunttur.

10. Ortak merkezleri verilen nokta olan ve gittik¢e genig-
leyen daireler diiglinelim. Bunlar arasinda verilen doffruya daya-
nan bir ilk dairenin meveut olacaf: sezgi ile besbellidir; bu
dairenin yaricap: aranan en kisa uzakhiktir, Migal 1 (2) ve (4) hal-
lerinde durum muhakkak ki bﬁyledlr:

11. Burada yolun tesviye g¢izgisini kesmesinden maksat,
o yolun tesviye g¢izgisinin bir tarafindan 8biir tarafina ge¢mesi
ve fonksiyonun bu taraflardan birinde kesigme noktasindakinden
daha biiyiik ve Stekinde kesigme noktasindakinden daha kigilk
degerler almasidir.

12. Hayir; bu olabilir, fakat muhakkak gart degildir. Ge-
zintinizde vardifiniz en yiiksek nokta (etrafin manzarasini gr-
mek istediginiz takdirde) P tepesi, yahut (bir vadiden Stekine
giderken gecebileceginiz) S gecit noktasi, yahut yolunuzun bag-
langig noktasi, yahut yolunuzun bitim noktasi, yahutta onun
bir kdge noktas1 (yani saffdan ve soldan tefetlerin ayn dogrul-
tuda bulunmadi: bir nokta) elabilir.

13. (1) 180° ye tekabill eden tesviye gizgisi AB dogru par-
casi, 0° ye tekabill eden tesviye gizgisi, A4 ile B yi birlegtiren
dofirunun AB dofiru pargasi ¢iktiktan sonra kalan kismidir. Di-
ger herhangi bir tesviye cizgisi her ikisinin de uclam A4, B olan
ve A ve B den gecen doffruya gbre simetrik bulunan iki daire
yayindan ibarettir. (2) Effer iki tesviye gizgisi birbirinden farkll

i
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ise, bunlardan birisi 8tekinin tamamiyle i¢inde bulunur; < AXB
igteki tesviye gizgisi lizerinde daha bilyiik digtaki lizerinde daha
kiigtik deger alir. Uygun bir surette tefsir edilmek gartiyla, bu

0° ye tekabiil eden tesviye gizgisi i¢in de dogrudur.

14. Minimuma, [ dogrusunun A ve B den gecen dogruyu,
Yani bir tesviye ¢izgisini, kestifi noktada erigilir. Bu, Misal
11 de konmug olan prensibi bozmaz; < AXB bu bzel tesviye
¢izgisinin her iki tarafinda da onun fizerindekinden daha biiyiik

degerler alir.

15. Yazig tarzini paragraf 6 daki gibi secelim. ¢ yi bir an
igin sabit tutalim. Bu takdirde, V = abc /3 verilmig oldugundan,
ab de sabit kalir ve

S=2ab+2(a+b)c ' .
|

Hadesi 2(a+ 5), yani verilmig ab alamn1 haiz bir dik ddrtgenin
tevresi, minimum oldugu zaman kendi minimumuna ulagir. Buda !
9=} oldufu zaman vaki olur. Simdi hareket ettifiniz noktay: 4

degigtirerek, bagka bir kenar: sabit tutunuz.

16. Kenarlardan birini sabit tutunuz. Bu takdirde Misal
8 deki hal ile kars: kargiya bulunursunuz, ki bu halde geri ka-
lan iki kenar birbirine egit olmahdir (licgen ikizkenardir). Bu N
Muhakeme herhangi iki kenara uygulanabileceginden, maksimu- ' 1

Mu veren ticgen egkenar olmaldir.

17. Taban dizlemini ve onun kargisindaki kbgeyi sabit 7
tutunuz, fakat bu takdirde verilen bir daire igine cizilmig Dbir |
U¢gen olan, tabami degtigken olarak diiglinfindiz. Dortytizlintn |
Yiiksekligi sabittir ; paragraf 4 (2) ye gore taban alani (ve oounia o
birlikte dbrtylizlinin hacmi) tabanin egkenar olmasi halinde ]
Waksimum olur. Dortyiizltintin herhangi bir yliziindl taban olarak i
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secebileceffimizden, her yiiz egkenar oimalidir. §u halde hacmin
maksimum olmag: igin dortylizli diizglin olmalidir.

18. Kenarlarindan ikisi a ve b olan {iggene taban gtzilyle
bakiniz. Bunun kargisindaki yiiksekliffi deffigtirmeden tabani bir
dik ficgen gekline sokunuz. Bu degigiklik tabanin alimim arttirir
(Misal 7) ve neticede hacmida arttirir. §imdi difer bir kenar
ciftine aynm1 geyi uygulayabilirsiniz, fakat dofrudan dogruya
¢ yi hem a, hemde b ye dik yapmak daha iyidir.

19. En kisa uzakhig: veren dofru parcasinin silindir fize-
rindeki ucunu sabit tutarak, Misdl 2 (7) dolayisiyla bu dojru .
parcasinin kilreye dik oldufunu bulursunuz. Bu dofru pargasinin
kiire fizerindeki ucunu sabit tutarak, onun silindire de dik ol-
dufunu goriirsfin{iz. $u halde en kisa uzakhifi veren dogru par-
casl her ikisinede dik olmahdir. Bu dogrudan dogruya da gis-
terilebilir.

20. ‘Misal 19 daki metod, en kiiglik uzaklifi veren dofru
parcasinin her iki silindirede dik olduffunu gdsterir. Hakikaten,
bu dogru pargas: silindirlerin eksenleri arasindaki en kiigiik uzak-
hin veren dofgru pargas: ile ayni1 dogru Uzerinde bulunur (parag:
raf 4 (1) e bakiniz).

21. Misal 10 un uzaydaki bir benzeri olup, Misal 19 us
metodu uygulanir.

22. Faraziyeye gbre, X, Y, Z, ... nin biittin kabil edile-
bilir degerleri igin

X, X5 B oY E S A, By i)

dir. Su halde dzellikle
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f(X, 8,C,...) < f(4, 8, C,...)
fix,Y,¢C..)<f4B8C,...)

ilah...; X, Y, Z, ... degigken sayilar, uzunluklar, agilar, nokta-
lar, ... olabilir.

24. Ya x,=g,=z, dir (istisnal hal), yahut » =1 i¢in tg
Xn, Yn, 2z, degerinden tam ikisi farkhdir. Bu farkin mutiak de-
gerine d, diyelim ; meseld

dx=l-\’x—l'1]’ Jl"""lll"‘*!l

olsun. Tarife gore

e d,
tdy=x,—pg =-—‘f_:x‘-—§,=!gg-ﬂ—si =£‘—§—fl=i—§59

yahut c‘,=%-‘- dir. Aym gekilde

dn=dy |2 =dp—y|b="++=d,[2*",
ve neticede

I""“l ’ _mtite MLAS 528

Z2d,/8 >~ 0 olur,
25. Aritmetik ortalamas: verilen A sayisina egit olan n
tane x;, x4,..., % pultﬂnymumitihnuahlm:
-\'1+‘s+"'+3n=ll’4'

Eg‘r Xy Xy yseay Xp h.p bhm.#t m’ w‘d‘ Mﬂ'
meseld x, en kiigik ve diger birl, meseld x, en bilylktir. (In-
dekslerin bu segimi sirf yazig tarzinda kolaylik igin yapilmig
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olan zararsiz bir basitlegtirmedir. Yoksa yelniz x, in en kiiglik
degeri aldifina dair, caiz olmayan bir kabd!de bulunmug degiliz.)
Bu takdirde

<A< x] @i,
Simdi
2/ =A, xS =x,Fxy— A, 2 =%y 00y X =2,

diyelim, Bu takdirde

Bttt tan=x"4tx 2
ve
"l’ x"_-"j, x,=Ax;+Axg—A‘—¥| x!-._-(a_xl) (A_x!)>o

olur. Su halde

Xy Xy Xo vor Ba s xy gl o

dir. Eger x,”, x,"..., x,” hep birbirine egit degilse, bu iglemi
tekrar ederek

EAE & i IR F REE R = NS R o
A P et T R R
olacak gekilde n tane x,”, x,”,..., x," sayisindan ibaret difer
bir takim elde ederiz.

%y X9y 100y Xy takimi A ya egit en az bir terim,
x1%y X3" 4 ey Xn" takimi A ya egit en az iki terim ihtiva eder.
En geg x(n—1), x(n—1), .., x(r—1 takimi n—1, ve neticede n,
tane 4 ya egit terim ihtiva eder ve biylece

XiX5"" X " - x(ln'.'—'l) x“n'-!.) e x&ﬂ—l)

2 2yt oo +xu)".

e




=
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26. =x, y, z dikmelerinin ortak baglangic noktalarim {igge-
nin lig kdgesi ile birlegtirirsek, bu ficgeni daha kii¢ilk fig ficgene
ayirmig oluruz. Bu ilg par¢anin alanlar: toplammnin biltiin {igge-
nin alanina egit oldufunu yazarak, x-4-g-z=1[0 elde ederiz.
* = Sabit denklemi egkenar ficgenin tabanina paralel bir dogru gts-
terir, y =z denklemi figgenin yliksekligini gosterir. Sek. 8.9 daki
kirik ¢izginin ilk kenar: tabana paralel olup, yiikseklik {izerinde
son bulmaktadir. Misal 25 teki ilk adim tabana paralel bir dogru
Pargas: ile gdsterilmekte ve denklemi y=1/3 olan dofiru fizerin-
de son bulmaktadir ki, bu dogru diger bir kenara paralel olup,
merkezden geqmektedir, Ikinei adim y=1[/3 doffrusu {zerindeki
bir dogru pargas: ile gosterilmekte ve merkezde son bulmak-
tadrr,

27.

Misdl 25 modeline gére yapilan ¢bz'im igin Rademacher-Toeplitz
S. 11—14, 114—117 ye bakmniz. (*)

28. Kiismi degigim modeli.

29. Ekstremuma ulagilan noktada
af  dg

of  dg
e tAmT0 P g

denklemleri 2 nin uygun bir defferi i¢in cari olurlar. Bu gart,
9g/9x ve dg/dy nin ikisinin birden sifira esit olmamas: fara-
Zyesi altinda elde edilmigtir. 9f/dx, 3//% nin de ikisinin
birden gifira egit olmamas: faraziyesini buna ildve edersek, 1 I
denklemler g =0 (verilmig yol) egrisinin ekstremumdan gecen
f= Sabit (tesviye gizgisi) egrisine o noktada teget oldugunu ifa-

de ederler.

(') Bu son eserin Tarkge ¢evirisinde (Tark Matematik Dernegl
Yayinlar), Say:: 25) S. 1624, 180185 e bakimsz. [Qevirenin notal.
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30. Bir tepede, veya bir gecit noktasinda,

d af

F o= i
dir. Verilmig yolun bir kbge noktasinda, (efer mevecut iseler)
dg/dx ve dg/dy nin her ikisi de sifira egit olur. Verilmis yo-
lun baglangig (veya bitim) noktasinda vukubulan bir ekstremum,
Misdl 29 da zikredilen ve g(x, y) =0 1 gergekleyen bir nokta-
nmin bir eivarindaki ayn:1 denklemi gergekleyen bitiin (x, y) nok-
talarina gére izafi bir ekstremum olmasina dair analitik gartin

uygulama alanina hig te girmez.
31. Sorulan gart

Ay o8 3f dg of
x Bx + g 3s+ 3

dir. Bu gart, g nin il¢ kismi tlirevinin hep birden sifir olmamasi
faraziyesi altinda caridir. Bundan bagka, bir de f nin fi¢ kismi
tarevinin hep birden sifir olmadig: farzedilirse, bu i1 denklem-
ler ekstremum noktasindan gegen g=0 ve f= Sabit yfizeyleri-
nin o noktada birbirlerine teget oldufunu gtsterir.

32. Sorulan gart {ig denklemden ibaret olup, bunlardan
x-eksenine dair olan birinciel

af dg ah
xtinten=o
dir. Bu gart ilki
9g3h_dgdh
dgdz 0Ozdyg

olan fi¢ determinantin hep birden sifir olmamasi faraziyesine
dayanir. Bundan bagka bir de f nin fi¢ kismi tiirevi hep birden

)
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sifira egit degilse, yukariki tig denklem g=0 ve A=0 yiizeyle-
rinin  arakesiti olan e@rinin, ekstremum noktasindan gegen

f= Sabit ylizeyine o noktada teget oldufunu ifade eder.

34. Istenilen netice gudur: Ancak kilp maksimuma erigir.
$u halde esgitsizlik egitlife dondiigll zaman kilplin ortaya cik-
mas1 gerekir; yani, maksimum i¢in r=y, yahut (alanlara ba-
karak) x?= xy olmalidir. Halbuki, (bagarisiz olarak) kullandifh-
miz egitsizlik 2 x* = 4 xy oldufu zaman egitlife dSniiyor. Buradan,
onun olumlu sonug vermiyecefini dnceden kestirebilirdik.

Paragraf 6 ya bir gtz atarak, veya atmadan, Syi fi¢ kar-
guikl yiiz ¢iftine ayiralim :

S=2x"+2xy+ 2xyp,
ve buna ortalamalar teoremini uygulayahm :
(58" >2x"2xp-2xg=8x'y'=8V",

Burada egitlife ancak ve ancak 2 x* = 2xy, yahut x =y halinde,

yani yalmz kilp igin ulagilir.
Buradan gu ders gikar: egitlik halini Snceden gdrmek, size

tutacaginiz yolda rehberlik edebilir, size bir ip ucu verebilir.
35. V, S, x ve g silindirin siramyla bhacmini. ylizey ala-
nini, yarigapim: ve yiiksekligini gostersin. Boylece
V=naxty , S=2ax"+27xy
olur. Burada istenilen netice olan g = 2x bize rehberlik eder:
S=%1x*}nxy+axy

geklinde yazilirsa, ortalamalar teoremi
(S/8)! =2 axtnyg-nxg=2a"x'yg' =27 Ve

verirki, burada egitlik ancak y = 2x i¢in cari olur.

T T

g
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36. Misdl 34 bunun bir 8zel hali, Misal 35 te bir sinir ha-
lidir. V, S, y ve x prizmanin sirasiyla hacmimi, yfizey alanini, '
yiiksekligini ve tabanimin kenarlarindan birini gtstersin. a ve ‘
I de, tabana benzer ve tabanin x uzunlufundaki kenarina teka- !
biil eden kenaripin uzunlugu 1 olan bir ¢okgenin sirasiyla alan
ve gevresini gdstersin. Bu takdirde

V=axy , S=20ax"-}Ixy

olur. Miedl 34 ve 85 te S nin maksimum taban alanina (burada
ax®) 5/6 oldufu zaman erigilmigti. Bunun elimizdeki genel halde
de bdyle olacagini beklemek bize bir ip uen verir; bu yilzden

S=2ax"+ lxg/2 + lxg/2
yazareak, ortalamalar teoremini kullanmak suretiyle
(S/8)" = 2 ax*+(Ixy)*/4 = [I"/(2a)] V*
elde ederiz ki, burada egitlik
ax®=Ixy/4=S/6
oldugu zaman vukubulur.

87. V, S, x ve g cifte piramidin sirasiyla hacmini, yiizey
alanmi, tabaminin bir kenarini ve kendisini tegkil eden piramit-
lerden birinin yiiksekligini gbstersin. Bu takdirde

V=2x"/8, S=8x[(x/2)"+ 21?2

olur. Diisglin sekizyiizlii halinde, kendisini tegkil eden piramit-
lerden birinin ytiksekliginin iki kat: tabanin ¢apina egittir, yahut

2p=2'* %, yabut 2gt=x'







!
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seklifini gbstersin, x, a, ve ! yi gifte piramidin tabanina tipk:
Misdl 36 nin ¢ziimlindeki ayn: harfleri tagiyan biiyiiklerin ora-
daki prizmanin tabanina bagh olduklar: gekilde baglayalim. p,
tabanin igine gizilen dairenin yarigapini gostersin. Bu takdirde

V=2ax'y3,
ax* =l x p/2,
S=21x(p"+ g/ 2=(4a’ x* + I' x*p*)'/*

olur. S, Misal 37 ve 38 de S=238""2ax" olduffu zaman mini-
mum olur ki, bu

I'xg"=8a"x*
verir, Bu ip ucunu gbzdniine alarak
St=da'x*+Dx'p" 2+ 1x"p" |2
yazariz ve buradan
(S7/8)' = 4o x*- (I x* )" [4 = (1| &) (B V/2)*

elde ederiz. Burada egitlik, ancak ve ancak ax’tabani= §/(3'/*2)
olmas: halinde vukubulur.

40. Burada akla yakin bir faraziye vardir: Egkenar figgen,
verilmig bir alan1 haiz {iggenler icinde en kii¢lik gevreyi haizdir,
yahut verilmig bir ¢evreyi haiz figgenler i¢inde en biiyiik alam
haizdir. a, b, ¢, A ve L =2p licgenin sirasiyla fi¢ kenar: ile,
alanim1 ve ¢evre uzunlufunu gbstersin. Heron’un formfiliine gore

A'=plp—a)(p—b)(p—¢)

dir. Burada ortalamalar teoreminin kullanilmasi bize kuvvetle
telkin edilmektedir: p verildigi takdirde A fazla biiyiik olmama-




~—
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hdir; sag taraf bir garpimdir. Teoremi nasil uygulamaliyiz?

Iste bir ip ucu: efer figgen egkenar ise, a=b=c, yahut
P—a=p—b=p—¢ dir. $u halde gdyle hareket ederiz:

A'/p = (p—a) (p—b) (p—¢)

& (ki iy

=(pf3)*
yani A* < L*](2*8%) olup, egitlik yalniz egkenar {iggen halinde
vukubulur. Misdl 16 ya bakmniz.

41. Burada akla yakin bir faraziye vardir: Kare.
a ile b nin arasindaki ag1 @, c ile d nin arasindaki aq ¥
olsun. ¢ + ¥ =-¢ olur ve
2 A =qabsin ¢ + cdsin ¥

elde ederiz. & ile ¥ yi ayiran kdgegenin karesini iki tiirld ifade
ederek
o'+ b'—2abcosp=c'+d" —2ecdcos ¥
elde ederiz. Simdi aralarinda & ve ¥ yi yok etmek lizere elimiz-
de tig miinasebet vardir.
(a* o+ b'—c'—d?)? = 4a%" cos’ & + 4¢%d® c0g? W —8ab cd cos @ cos v
16 A? = 4a%" 8in? & + 4c*d? gin® ¥ + 8ab cd sin & sin ¥

¥i toplayarak
16 A + (a* 4 5* — o* — d%)" = 4a’" + 4c’d” —Babed cos
— 4 (ab+ od)* — 16 ab od (cos ¢/2)°

elde ederiz.
Nihayet, kare farklarini gozdniine alarak ve

b w4

S e N -

=

et g =
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at+b+etd=2p=L
diyerek
A' = (p—a) (p—b) (p—c) (p—d)—ab cd (cos &/2)*
buluruz.

Muhtemel minimum (kare) halinde kenarlar egit oldugu gibi
p—a, p—b, p—e¢, p—d de egittir. Bu ip ucu ile (yukariki egit-
likten ve ortalamalar teoreminden) |

A* < (p—a) (p—b) (p—c) (p—d)
4( p—a-+p—b+ p—c+ p-—d')‘
s 4

=(p/2)* = (L/2)*

elde ederiz. Rastladifimiz her iki egitsizlifin de egitlife diniig-
mesi i¢in £ = 180° ve a=b= ¢ =d olmahdir.

42. Prizma, iyice hazirlandiktan sonra Misil 46 ve 47 de
ele alacaghmiz, dier iki cisimden ¢ok daha kolay ele alinabilir.
L, prizmanin tabanimin ¢evre uzunlugunu, h da yliksekligini gos-
tersin. Prizmanin her yan yiizii bir paralelkenardir ; bu paralelkena-
rin tabani prizma tabaninin bir kenar1 ve yiiksekligi > h dir. §u
halde prizmanin yan yiizey alan1 = L h olup, egitlik yalmz ve
ancak biitiin yan yfizlerinin tabana dik olmas: ve neticede veri-
len prizmanin bir dik prizma olmas: halinde vukubulur.

8. x;,y9;, j=0,1,2,..., nigin P; nin koordinatlar ol-
son. =1, 2, ..., n licin

o Epch®yy L RE Ty

vaz’ediniz. Bu takdirde istenilen esgitsizlifin sol tarafi '
P, P, Py -+« P, kinik ¢izgisinin nzunlugu, sag tarafi da bu kink

cizginin u¢ noktalar: arasindaki en kisa yol olan P, P, dofri
pargasinin uzunlugudur.
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44. n=2 halinde (hafifge degigik bir yazig tarziyla)
(@®+o?)'* 4 (U4 V' > [(a + U)* + (o + V)2

Iddiasin1 incelemek igin, bu egitsizligin her iki tarafinin karesini
almak ve diger bazi cebirsel iglemler yapmak suretiyle kendisine
denk olan gu ifadeleri elde ederiz:

@+ WU+ VY =2alU+toV,
a' Vo' U= 2a0 UV,
(aV—oU)=0.

Bu son gekliyle iddia agikdr olarak dogrudur. Egitlige yal-
mz ve ancak :
aro=0:V
halinde erigilir.

n=3 halini ispat i¢in, » =2 halini fist {iste birkag kere
uygulariz :

! (ﬂl' 4= vlt}u: e (u'! -+ 0”)"""" (n'! + 0.')1”
> [(ay + a,)" + (o) + 0)'1/* +(@s" + 0,7
> [+ ay + a0)? + o0+ 00+ 017

n=4, 5,... i¢in de benzer gekilde hareket edilir. Hakikatte,
burada matematik enditksiyon kullamimaktadir.

45. Uggenin yiksekligi h olsun, tabam da yiikeekligin
aya tarafindan p ve ¢ nzunlugunda iki parcaya ayrilsmn. Bu-
Tada gu egitsizligi ispat etmeliyiz:

T . e
&+ iy 4 (g w2 [ (B0 + ]
= o+ 9+ G+ RYI7,

Bt sl . o

L e I S

A e i S =N DY

%
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ki bu da Misdl 48 @in bir bzel halidir. Burada Egitlik igin
pih=gq:h,

yahut p =g olmali, yani figgen ikizkenar olmalidir.

46. h, P nin ylksekligi, a,, a5, ..., @y, P nin tabaninin
kenarlar1 ve p,, py, .... po de yliksekliin ayagindan sirasiyla
yukariki kenarlara indirilen dikmelerin vzunluklan olsun. X, j
fizerinde ve j =1 den j=n ye kadar yapilan toplamay: goster-
digi takdirde

A=Za jPj f 2
S=A4+Za;(p}+r)'" |2
olur. Bu ifadeler bir P, dik piramidi i¢in basitlegirler, ¢linkdl bu
halde ylkseklifin ayagindan biitlin kenarlara indirilen dikmele-
rin uzunluklar1 aym bir p, defferini haizdir. $u halde biiyle bir
piramit igin
‘40 _— Lﬂ Po /2,
So =A,+ Ly (p" +h%)'7* ]2
=A4,+ (4 A +A L")V 2

olur; P ve P, aym 8V/A=38V,/A,=h ylksekligini haizdir.
Misdl 43 @ ve faraziyelerimizi kullanarak

2(S—A)= 3 [(a; p)* + (a; WY1
>[(z ﬂ;Pﬂ' C (Ea; h)He
=[4 A4+ ALY
>[4 AT+RLYT
=2(S;—4)

elde ederiz. Su halde S= 5, dir. Burada egitlik igin, yukards

y




rastlamig oldugumuz her iki esitsizlik te egitlife donmeli, ve
bylece iki gart gerceklegmelidir. Birincisi:

Prih=pythy=+r=p,th,,

yani P bir dik piramit olmahdir. Ikineisi: L = L, olmaldar.

47. Cozlimil iki adimda yapacafz: (1) D nin tabanmmi D,
nkine ve D yi tegkil eden iki piramidi dik piramitlere dontigtiirece-
giz, fakat bu piramitlerin yiiksekliklerini sabit birakacafiz. Boyle-
ce, mutlaka bir dik ¢ifte piramit olmas: icabetmeyen, bir D" ¢ifte
piramidi elde ederiz. (D" yii tegkil eden iki piramidin her ikisi de
diktir, fakat bunlarin ytkseklikleri farkh olabilir.) (2) D’ yii D, a
ddniigtiriirtiz, Misdl 46 ya gore (1) adimi yiizey alanimi ancak kii-
¢lltilr. D" yii tegkil eden iki piramidin, A, ve Ay uzunluklarin-
daki, ytikseklikleri ayn1 dogru fizerindedir. D, 1n tabaninmn i¢ince
¢izilen dairenin yarigapt p, olsun. Bu takdirde Misdl 45 dolayi-
Siyle D’ niin yiizey alani

S = [(po* + b)) + (o + hs")' 1] Lof2

dir,

48. V hacmini hep sabit birakaiak, ¢bzlimi ¢ adimda

Yapacagiz: (1) Tabam gerek bigim, gerek bilyiiklak bakimin-
da  sabit tutarak verilen prizmay: bir dik prizmaya dbutigtire-
cegiz. (2) Tabam, A alanini sabit tutarak, bir kareye cevirece-

Cegfiz. (8) Bu kare tabanli dik prizmay: bir kilpe donfigtirecegiz.
(1) ve (8) adimlar, sirasiyla Misil 42 ve 84 dolayisiyla, prizma-
Bin S yiizey alamm ancak Kkiigiltdr. (2) adimi prizmanin
h=V|A ytksekligini sabit birakir ve, Misal 41 dolayisiyla,
tabanin L cevre uzunlugu ancak kiighltlr; diger taraftan
§$=2A4+ Lk oldugundan bu admm da S yi sancak kiigiltir. $u
balde verilen prizma daha baglangigta bir kilp olmadikca, yuka-

B e SR

=

i

N

-
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niki fic adimdan en agafh biri § yi kilgiiltir. Daha zayif olan
Misdl 34 teki teorem burada bir atlama tag vazifesini gdrmiigtiir.

49. Bu problemin ¢dziimii, tipkn Misal 48 in Misal 42, 41
ve 34 ten quktifr gibi, Misdl 47, 41, ve 37 den elde edilir. Fakat
burada, Misdl 47 nin keskin ifadesi sayesinde, Misdl 48 deki (1)
ve (2) adimlarim tek bir adim halinde birlegtirebiliriz.

50. Herhangi bir figg-n tabanh piramitten (dilzgiin olmas:
icabctmeyen herhangi bir ddrtyiizliiden) hareket ederiz. Bu dort-
ylizliiyd, V hacmin1 ve tabaninin A alanini sabit tutarak, fakat
igerekirse) tabanin: bir egkenar ficgen haline sokarak, bir dik
piramide ddnfigtiiriirtiz. Bu, Misdl 40 dolayisiyla, tabanin c¢evre
uzunlufunu azaltir ve neticede, Misdl 46 dolayisiyla, S yilizey
alanini azaltir. Yeni piramidin yan yiizleri ikizkenar figcgenler-
dir. Bunlar egkenar olmadikca, iglerinden birini taban olarak
seger ve yukariki iglemi tekrarhyarak S yi daha da azaltinz.
Kismi de@igim prensibi (Misdl 22) dolayisiyla, efer verilen V
hacmini haiz ddrtyiizliler iginde S yfizey alani minimum olan
biri varsa, bu dértytizlil diizglin olmahdir.

51. Mi:dl 53 e bakimaz.
52. Mi.al 53 e bakiniz.

§3. V, S ve y piramidin sirasiyla hacmini, yiizey alanim
ve yliksekligini gostersin ve x, a ve [ piramidin tabanina Mi-
sdl 36 nin ¢dzlimiindeki gibi baglanmig olsun. p, tabanin igine
¢izilim dairenin yarigepimi gtstersin. Bu takdirde
V =ax"y/3
ax® = lxp[2
! S=ax"+Le (p* + 597 2
! =ax'+ (@ a2t p") /2,
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Tabanmn bigimine tabi, fakat blytkltgine tdbi olmayan !'j{
ifadeler ithal etmeye cahgirken w
§
s 5 Iy \* r;l_ ]
;;-,_1+[1+(—2;)] =1+@1+97 A

(burada [lg/(2 ax)]* = ¢ vaz’etmek suretiyle bir kisaltma ithal et- ;..
tik) ve UI
S _ P a0 3

(BV) 4a t

yi nazar itibara almaya sevkediliriz. ¥ nin verildigine ve §
nin de minimum olmas: gerektigine gdre, sonuncu egitligin sol
tarafi minimum olmalidir. §u halde sag taraf ta minimum ol

mahdir. Fakat tabanmn bigimi ve bdylece /*/a verilmigtir. $a
halde, geriye kalan gey ¢ nin sag tarafi minimum yapan defe-

rini bulmaktir: bu deger tabantn biciminden miistakildir. $u halde
bu deger battn tzel bigimler, meseld Misdl 51 ve 52 de bahse-
dilen bigimler, i¢in ayn: hizmeti gorlir. Fakat neticesini bildigi-
miz bir 5zel bigim vardir: taban bir egkenar figgen ise, en iyi
§:ax’, yani ylzey alanimin tabana en iyi orani, Misal 50 dola-
Yisiyla, 4 : 1 dir. S/(ax’) yalmz ¢ ye tibi oldugundan, bu netice
biitlin bigimler igin dogru olup

1+ (1 +0'r0=4, t=38

verir,

54. Okuyucu agafiki cedveli, her Misdl numaras: yerine
Uygun bir gekil koyarak kopye etmelidir.

(1) (2) (3) 4) (5) (6) (7
(a) 34 35 36 42 a 48 x
e o) 51 52 53 46 50 o v
(c) 37 38 39 47 w 49 =
i — 40 41 n

(@) - -
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Burada satirlar gunlar: gosterir: (a) prizmalar, (b) piramit-
ler, (c) gifte piramitler, (d) ¢okgenler (ancak son fi¢g siitunda
manas1 vardir).

Stitunlar da gu sifatlari gdsterir: (1) kare tabanh dik,
(2) daire tabanli dik, (3) tabani verilmig bir bigimde dik,
(4) egikten dike gegig, (5) keyfi ficgen tabanli, (8) keyfi dort-
gen tabanli, (7) n kenar sayisi verilmig keyfi bir gokgen tabanl.

Benzerlik, u, v, w, x, g, z, ve n ile igaretlenmig olan bog-
luklar1 doldurmak fizere teoremler ilham edebilir. Igte bunlardan
bazilar: :

(z) Verilmig bir hacmi haiz biitiin ticgen tabanh prizma-
lar i¢inde en kiigilk yiizey alanimi haiz olan prizma gu b&zelik-
lere sahiptir: bu prizmanm tabani bir egkenar ({i¢gendir, ta-
ban alani bfitfin ylizey alaninin 1/6 sidir, bu prizma berbir yii-
ziine o ylizlin merkezinde teget olan bir kiirenin digina gizilmigtir.

(y) Hacm1 verilmig ve tabani n kenarh birer gokgen olan
biitlin piramitler icinde en kfigiik yiizey alanini haiz olan1 su
tzeliklere sahiptir: bu piramidin tabami diizglin bir ¢okgendir,
tabanin alani biitiin yiizey alaninin 1/4 @iddlr, bu piramit herbir
yiiziine o yiizlin afirhk merkezinde tefet olan bir kiirenin digina
clzilmisgtir,

Yukarikilere dayanarak (a), (v) ve (w) yi kolayca ispat
edebiliriz, fakat (x), (y) ve (z), (n) ye dayanmakta olup, bu so-
nuncusu daha sonra ele alinacaktir (paragraf 10.7 (1) e bakimz).

55. (1) Paragraf 6 nin mefodunu ve yazig tarzim kulla-
narak :
i V = abe, S:=ab+ 2ac -} 2 be,

ve neticede
(S:/8)* >ab-2ac-2bc =4 V?

elde ederiz. Burada egitlik yalniz ve ancak
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ab=2ac=2bc,
yahut @ =5 =2 halinde vukubulur : kutu bir yarim koptar,

(2) Paragraf 68 nin neficesini kullanarak S, te sayilmayan
ylziin diizlemine bir ayna goziiyle bakeriz. Kutunvn kendisi
aynadaki hayali ile birlikte, biitdn yiizey alam verilmig (=2 .5;)
olan 2 V hacimh yeni bir kutu tegkil eder. Paragraf 6 ya gore
bu yeni (gifte) kntu, hacmi maksimum oldugu zamas bir kilp

olmahidir,

$6. Misal 55 e uyarak, noksan olan ylize bir ayna gdziiyle
bakiniz. Maksimum hacim, bir kilplin kdgegen diizleml ile ikiye

ayrilmasi neticesinde elde edilen bir figgen tabanh prizma igin
vukubulur, Misil 48 i bir ildive millihaza ile birlikte nygulayin:iz.

57. [Putnam 1950] Misdl 55 ve 56 ya uyarak, noksan olan
her iki ylize birer ayna gozliyle bakiniz. Maksimum haeim bir
kliplin dbrtte biri olan ficgen tabanh prizma igin vukubulur.
Bu kiip, biri bir kdgegen dizlemi, digeri bu diizleme dik ve iki
ylize paralel olan, iki simetri diizlemi vidsitasiyla dort egit par-

caya ayrilmig olarak dilgiiniimektedir.
58. A, L, r ve s daire sektSrlinlin sirasiyla alan, gevre
uzunlugu, yarigap ve yay uzunlugunu gostersin. Bu takdirde
A=rsf2, E=2r+=
(L2 =2rs=44
olur. Burada ortalamalar teoremini kullamyoruz. Egitlige ancak
#=2r ve neticede sektdriin agis1 iki radysn oldugu zaman
erigilir, '
5. @, v ve w ficgenin kenarlarini, A alammi, 7 da wnin
kargisindaki verilmig agiy:r gostersin. Bu takdirde

S e e Shakd” .
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2A=agvsiny

olur. Ortalamalar teoremi dolayisiyla

(1) [(z + ©)/2]* > uo =2 A[sin y

olur. Burada egitlife « = o, yani liggenin ikizkenar olmas1 ha-
linde erigilir.

(2) w'=ua'+ o' —2uavecosy
=u'+4 o' —4 Acoty,
(a® 4+ 07)/2 = uo =2 Afsin 7.

Burada egitlife ve neticede w nin minimumuna o*=¢* ve ne-
ticede figgenin ikizkenar olmas: halinde erigilir.

(3) Hem u -+ v, hem de w igin oldufu gibi, u+ o+ w de
ticgenin ikizkenar olmas: halinde minimum olur.

60. Misal 59 un yazig tarzimi kullanimz. Verilen nokta w
kenar: {izerinde bulunmaktadir. Bn noktadan, o ve u {izerinde
son bulan ve sirasiyla u ve v ye paralel olan iki dofru pargas:
gizerek, uzunluklarina sirasiyla a ve b deyiniz. a ve b sabittir
(hakikaten bunlar verilen noktanin egik koordinatlaridir). Ben-
zer figgenlerden

o—b

’ yahut +%=l

elde edilir. Buradan
Y LIfe o5 i. a&liny
T_([ :Ifg) ae 24
A>=2absiny

cikar. Burada egitlife, yalniz ve ancak
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£=i=-1— a=2a, ve=25

almas: halinde erigilir ki, bu takdirde verilen nokta w nin orta
noktas: olur.

61. Paragraf 6 nin yazig tarzini ve ortalamalar teoremini
kullaniniz,

) V=abe < [(a + b+ c)8] =[EN2)*
(2) S=2ab+2ac+2be
Za'+b'+a+ '+ b+
yani
35 < 2(E/4).

Her iki halde de egitlie ancak a=b=¢, yani ktip, ha-
linde erigilir,

62. Paragraf 6 nin yazig tarzimi ve ortalamalar teoremini
kullanmiz. Kutanun vzunlugu ¢, kugak genigligi 2 (a + ) dir ve

V=(2a-2b-c)/4 <[(2a+25)/3)/s < I’/108
dir. Egitlife ancak 2a = 2b=c¢=1/3 halinde erigilir.
63. Misal 85 in ¢Oziimiindeki yazig tarzim1 kullanmiz. Bu

takdirde
d'=(2x)* + (g/2)'=2("+ =+ 5"I8),

ve gu halde ortalamalar teoremi dolayisiyla
V!=n? x-ly!__..a ot x!,,!.,']&éSl' (Pﬂr

olur. Burada egitlige ancak
= 'cfs =d*6
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halinde erigilir. Bu problemin tarihi i¢in O. Toeplitz, Die
Entwicklang der Infinitesimalrechnung adh kitapta S. 78—79 a
bakinz.

Cevaplandirilmayan No. lar: 23, 33.

IX. BOLUMDEK! SORULARIN CEVAPLARI

1. (1) Bir ! den, differi m den ge¢mek {izere, resim diizle-
mine dik iki ayna diiglintintiz. P deki bir gahis m ye baksin ve
kendisini kenardan seyretsin: P den gelen 1:ik, evveld [ de, sonra
m de olmak iizere iki defa yansidiktan sonra tekrar m ye do-
ner. Igik burada en kisa yolu secerek, aranan en kisa cevreli A PYZ
yi gizer ; & PYZ nin kenarlari/ ve m ile sirasiyla Y ve Z nokta-
larinda esit agilar tegkil ederler. (2) P* ve P", P nin sirasiyla
I ve m aynalarindaki hayalleri olsun. P’ ile P’ yti birlegtiren
dogiru ! ve m yi sirasiyla istenilen Y ve Z noktalarinda keser,
ve P* P’ dogru parcasmmin uzunlugu istenilen en kisa cevre
uzunlugunu verir (Sek. 9.3 teki fikrin iki kere uygulanmasi
sonucu olarak). '

2. (1) Isik ii¢ dairesel aynada arka arkaya ii¢ defa yansi-
diktan sonra, aksi yonden kaynagina déner, (2) Ug kat1 halka
kapali bir lastik geritle baglanmigtir. Her iki tefsir tarzi da, ara-
nan figgenin verilen bir daire fizerinde birlegen iki kenarimin
dairenin o noktadan gecen yaricap: ile egit agilar tegkil ettifini -
bize telkin eder.

3. Misal 2 deki gibi, 1:1fin dénitip dolagarak ayni noktaya
donmesi veya kapal lastik gerit; XY ve XZ, BC ile egit acilar
tegkil ederler, ve s.

4, Verilmig olan n kenarh bir ¢okgenin i¢ine ¢izilen n ke-
narli ve minimum ¢evreli bir gokgen gu ozeligi haizdir: Bu mi-
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nimum gevreli gokgenin, ortak kogesi verilmig ¢okgenin s gibi
berhangi bir kenar: fizerinde bulunan iki kenan s ile egit agilar
tegkil eder. Bununla beraber, Misdl 6 ve 13 e bakiniz.

5. I ve m nin kesigme noktasina A diyerek, m fizerinde
bir B ve ! tizerinde bir C noktas: seciniz, Oyleki P noktas:
(180° den kilcik olan) << BAC nin iginde bulansun. Bu takdirde

Yansima neticesinde

< P'AB= << BAP, ¥« PAC=CAF

ve buradan

L P'AP =2 BAC

olur. Bu ¢oztim <= P*AP" > 180°, yahut ayn: gey olan, <€ BAC=00°
oldugu zaman suya diger.

6. Verilmig bir figgenin 90° ye egit veya 90° den bilyfik bir
agist varsa, o ¢bzflm nygulanamaz (Misdl 5 e bakiniz) Misal 4
Un ¢dztimil ise, tabif daha kuvvetle bu istisnays miruzdur.

7. Bir an igin Xi BC kenar: fizerinde P mevkiinde sabit
tutalim. Bu takdirde Misal 1 in (2) ¢dzimfi uygulanabilir (< BAC
dar oldufundan, Misdl 5 e bakiniz); minimum gevre uzunlugu
P'P" ye egittir. §imdi, P’P’ uzunlugu P ye bagh oldugundan,
geriye P'P* niin minimumunu bulmak kahyor. (P°P” niin ken-
diside bir minimum olarak elde edildiginden, burada bir mini-
mumlario minimumunu, yahatta bir <minimum minimorum» u
ariyoruz.) Yansima dolayis: ile P*A= PA=P'A dir. $u halde
A P"AP’ ikizkenar olup, onun A daki agie: P den milstakildir
(Misdl 5 e bakiniz), ve boylelikle bu ficgenin bigimi P ge bagls
degildir. $u halde P’P’, P’A= PA minimum oldugu zaman mi-
Rimum olur ki, bu halde agikir olarak P4 L BC oldugu zaman

vukubulor (paragraf 8.3 e bakinuz).
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Verilmis bir dar agilt iiggenin igine g¢izilen minimum gevreli
tiggenin kogeleri, verilmig iicgenin ii¢ yiiksekliginin ayaklarigla ca-
kisir. Bunu Misil 3 tin ¢0zlimii ile kargilagtirarak, dar agcile bir
iiggenin yiiksekliklerinin, ilk iiggen igine ¢izilmig olan ve ayaklar:-
nin kégelerini teskil ettikleri iiggenin kendilerine tekabiil eden ké-
selerindeki agilarimt iki esit parcaga bsldiiklerini gbriirtiz. Bu son
netice, tabiatiyla, tamamen elemanterdir. Vermig oldufumuz bu
¢dziim L. Fejér’e aittir. Courant - Robbins, S. 846 - 858 e bakinz.

8. Hayir, Efer 4 ABC nin 120° ye egit veya ondan bilyiik
bir agis1 varsa, bu a¢inin tepesi aranan trafik merkezidir. Bn,
paragraf 2 (2) deki mekanik ¢dztim tarafindan kuvvetle telkin
edilmektedir.

9. [Putnam 1949] Bu, paragraf 1 (4), paragraf 2 (2) ve
Misil 8 de ele alinmig olan daha basit diizlem probleme yakin-
dan benzer. Burada hangi metodu kullanmaliyiz ?

(1) Sek. 9.7 modeline gbre Mekanik tefsir : Burada, herbiri
verilen dért 4, B, C, D noktasindan birinde olmak {izere, dort
tane makara vardir. Dort tane sicim X noktasinda birbirine
baglanmig olup, her sicim makaralardan biri lzerinden gectik-
ten sonra Oteki ucunda bir librelik bir agirhk tagimaktadir. Pa-
ragraf 2 (2) de oldufu gibi, (potansiyel enerjiye dair) bir ilk
miillAhaza bu mekanik sistemin denge durumunun sorulmug olan
minimum problemine tekabiil ettigini gdsterir. lkinei bir miilahaza
X noktas: fizerine tesir eden kuvvetlere dairdir. Burada bdyle
dort tane kuvvet vardir. Bu kuvvetler bilyilikliik balknmindan egit
olup, 4, B, C ve D ye giden dort ipin gergin durumdaki yon-
lerindedir. Bu kuvvetlerden ilk ikisinin bilegkesi, son ikisinin
bilegkesine biiylikllik¢e egit, ydnce onunkinin aksi ytnde olma-
lidir. Su halde, bu bilegkeler, hem <= AXB ve hem de << CXD
yi iki egit kisma btlen ayni dogru fizerinde bulunmahdir. Bu
acilarin esitliffi (her ikisi de egkenar ddrtgen olan) iki kuvvetler
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paralelkenarinin egitliginden ¢ikar. Birbiriyle ayni miinasebeti haiz
diger giftler gunlardir: << AXC ile << BXD, < AXD ile <« BXC.

(2) Sek. 9.4 modeli fizerine kismi degisim ve optik tefsir.

(Bir an igin) iki uzakligm toplam: olan CX + DX i sabit tuo-
tunuz, Bu takdirde X noktas: odaklar1 C ve D noktalarinda

olan uzun (ddnel) elipsoit fizerinde dolagmak zorunda kahr. Bu
ylizeyi bir ayna olarak diiglinelim. 4 dan gikan ve elipsoit ay-
namizda yansidiktan sonra B ye donen 1§tk AX+X58 yi minimum
yapar; igifin bu yolu boyunca <€ AXB agist aypamin X' nokta-
sindaki normali tarafindan iki egit kisma ayrilir. Ayn: normal
paragraf 1 (8) veya paragraf 2 (1) dolayisiyla < CXD yi de iki
egit parcaya boler. Fakat <~ AXB ve < CXD nin egitligi bu
metodla o kadar kolay elde edilemez: her ne kadar daha basit
benzer halde her iki metod da kolayhkla nygulanabiliyorsa da,
bunlar iginde bulundugumuz teoreme aym kolaylikla uygulana-

mamaktadiriar,

10. Evet. X noktas: nerede olursa olsun, iki nokta arasin-
daki en kisa yol onlar birlegtiren dogru pargas: oldugundan

AX +XC>AC, BX+XD>=BD

olup, bu egitsizlikler yalmz ve ancak X noktasi AC ve BD k-
§-genlerinin kesigme noktasinda bulundugu zaman egitlige doner-
ler: igte trafik merkezi bu noktadir. Misdl 9 un ifadesi, dorigen
diizleminin normali her ikisi de diiz (180° lik) ag: olan << AXC
ve < BXD nin bir ortak aciortayr oldugu vidkiasi dolayisiyla,
tamamen dofru kalmakta devam eder.

11. Paragraf 1 (4) in neticesinden kismi degigimle cikari-

lir, Courant - Robbins, S. 354—361 e bakiniz.

13. Topu masanin bir kdgegenine paralel olarak siirfiniiz.

Sek. 9.14, Misal 12 yi dort kere arka arkaya uygulamaktadir.

=
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Sek. 9.14 ii geffaf kit lizerine ¢izilmig olarak tasavvur ediniz
ve bu kdgidi1 yansima dof@rular1 boyunca katlaymiz; bu takdirde
PP dogrusunun yansimig dikdorigenler iginde kalan pargalar:
bilardo topunun ¢izdigi yolun pargalarina tekabiil eder. Bu ara-
da, bu Misal bize Misil 4 in sonsuz sayida ¢bziim{i haiz olan
bir halini de vermig oluyor.

14. (Seffat ki@t lizerine gizilmesi gereken) Sek. 9.15 do-
lays1yla
n22<180°<(n+1)22,

90°/(n+1)< a<90°/n

dir., n=1, 2, 8, hallerini gisteren gekilleri ¢iziniz. n=o ha-
lini ele aliniz.

15. Paragraf 1 ve Misdl 12 de ele alinmig olan Ozel hal
bize bircok fikirler verir (Misal 16, 17 ve 18 e bakiniz),

16. A, B ile AX 4 X B verildigi takdirde X in geometrik
yeri odak noktalar1 4 ve B olan bir uzun sferoit (donel elipsoid)
tir; yani bu tiirlii elipsoitler problemimizin tesviye yflizeyleri-
dir. Verilen ! dogrusunun X noktasinda teget bulundugu elipsoit
bize ¢bzlimii verir. Bu elipsoidin X noktasindaki normali, elipsin
paragraf 1 (8) ve 2 (1) de ispatlanmig olan bir bzeligine gbtre [
ye dik olup, << AXB yi iki egit parcaya ayirir.

17. lkiye katlanmig bir kdgidi gekil tizerine o suretle ko-
yunuz ki, kat yeri! ile ¢akigsin ve kdfit tabakasinin bir yars:
(yani bir yar1 dlizlem) A dan, difer yaris1 B den geg¢sin. Aranan
en kisa yolu bu katlanmig kafit tizerine gizdikten sonra kati
acarsak, bu yol bir dofru pargas1 olur. Buna gére XA ve XB
dogrularn gerek katlanmig, gerek katlanmamig kagit {izerinde

I ile egit agilmug teskil ederler.




IX. 21] bzOMLER 191

18. Uygun uzunlukta bir lastik geridin bir ueunu A4 ya
baglayin ve geridi X noktasinda ! kat: ¢ubugunun fizerinden ge-
girdikten sonra diger ucunu gerit gergin olacak surette B ye
baglayin : (stirtiinme ihmal edildigi takdirde) gerit bu haliyle
Mieal 15 te istenilen en kisa yolu tegkil eder. X moktasinda iig
kuvvet tesir eder: biri 4 ya, dteki B ye dogru ydnelmig ve bil-
yiklikee egit iki gerilme kuvveti ile (stirtinme ihmal edildigin-
den dolayi) [ ye dik olan gubugun reaksiyon kuvveti. Burada
kuvvetler paralelkenar: bir egkenar dértgen olup, bundan dolay:
! nin bir normali <= AXB yi iki egit parcaya biler. Bu netice,
Misal 16 nin neticesi ile uygunluk halindedir. Cubugun reaksi-
yonunun gubuga paralel bilegeni olmadifindan, gerilme kuvvetle-
rinin [ ye paralel birlegenleri birbirine egit bilyiikliikte (ve aksi
ytnde) olmalidir. Su halde XA ve XB, Misdl 17 nin neticesiyle
uygunluk halinde olarak, [ ile egit agilar tegkil eder. Bu arada,
Misal 16 ile 17 nin neticelerinin birbirine denk olugunun bir
parca uzay geometri ile gosterilebilecegine igaret edelim. (Eger
iki igytizli agida ficer tane uygun veri birbirine egitse, bu
G¢yfizli agilar birbirine egittir.)

19. Sabit tutulan fig i etrafina bir lastik gerit gegirildi-

gini diiglinfindz. Kismi defigim ve Misal 16, yahut Misdl 18 i
uygulayimz; bir ficgenin fig ag1 ortayl o figgenin igine gizilen

dairenin merkezinde birlegirler. Misdl 3 ba problemin bir simr
halidir,

20. Aranan figgenin her kigesi kiipiin bir kenarinin orta
noktasidir. Bu figgen egkenar olup, merkezi kilp’iin merkezin-

dedir ve gevre uzunlugu 3 V8 a dur.

21. Kismi defigim prensibi, paragraf 8.3, ve mur 1(4)
yahut 2 (2) dolayisigla 7X, TY ve 7Z sirasigla a, b, ¢ ye dik
olup. aralarinda (120° lik) esit agilar tegkil ederler.

T ye «ii¢ aykir1 dogrunun trafik merkezi» adimi verebilir-
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dik. Paragraf 1 (4) teki problem bunun bir agir:1 8zel halidir: Bu
halde a, b, ¢ dogrular: birbirine paraleldir. Bu problemin agikdr
bir genellegtirilmesi ve baz agikir benzer halleri mevcuttur:
i¢ kfirenin trafik merkezi; bir nokta, bir dogru ve bir diizlemin
trafik merkezi, v. s.

22. Bir kiip’tin tig aykir1 kenarinin trafik merkezi, tabii
bu kiip’tin merkezindedir. Kiip’tin verilen iic aykir1 kenar: bir-
birine donfigttiren 120° lik donmesini ve Misdl 20 de bulunan
iiggenin durumunu agik bir gekilde gisteriniz.

23. Bir gokylizliinlin ylizeyi {izerinde alinan A ve B gibi
iki nokta arasindaki en kisa yolu bulmak igin, gokyiizlii ylize-
yini mukavvadan kesilmig bir takim diizlem g¢okgenlerin uygun
surette birbirine eklenmesiyle meydana getirilmig tasavvur ede-
lim. Cokyiizli ylizeyini bir diizlem {izerine agalim (mukavvadan
cokylizliyfi masa {izerine serelim): Bu esnada g¢okyiizlii tizerin-
deki aranan en kisa gizgi A g1 B e birlestiren dogru pargasina
dénfilgiir. Bununla beraber, ¢okyfizlii yiizeyini dfizlem fizerine
a¢madan evvel, onu Oyle kenarlar boyunca kesmeliyiz ki, bu ke-
narlar en kisa yol ile kesigmesin. En kisa yolun hangi yilzler
izerinde bulundugunu ve hangi kenarlarla kesigtifini Onceden
bilmedigimizden, bu yiiz ve kenarlarin miimk{in olan blitiin
kombinezonlarin1 elden gegirmeliyiz. §imdi sorulmug olan prob-
leme ddnerek, stz konusu olabilecek bfitlin yfiz dizilerinin bir
listesini ve her diziden sonra o yiiz dizisi fizerinde 8riimcek ile
sinek arasindaki dofru parcasinin karesini veriyoruz:

(1). Ug duvar, tavan, ug duvar:
(14204 7)" =1784;
(2) Uc¢ duvar, tavan, yan duvar, ug duvar:

(1+20+4)"+ (44 7)"="746;
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(8) Ug duvar, tavan, yan duvar, taban, ug duvar:
(1+20+1)"+ (4 +8+44)"' =140,

24. Kire iizerinde bir bilyilk daire yay: kilrenin bir jeo-
dezifidir. Bir biiyitk daire bir diizlem egri olup, bu dairenin
dlizlemi dairenin biitlin noktalarinda onun oskildtér dfizlemidir.
Bu diizlem kiirenin merkezinden geger, ve bu yiizden kiirenin
bilylik daireye ait noktalardan gegen biitiin normallerini (yani
bu noktalardan gecen biitlin yarigaplar1) ihtiva eder. Bir kilglik
daire bir jeodezik degildir; hakikaten, bir kiigiik dairemin dfiz-
lemi kiirenin kii¢iik daire izerindeki noktalardan gegen higbir

normalini ihtiva etmez.

25. Enerjinin sakinimi prensibine gdre, her nekadar nokta-
nin hizinin dogrultusu tabiatiyle deffigse bile, bu hizin bilytklaga
sabit kalir. Noktanin yliriingesine ait kisa bir yayin iki u¢ nok-
tasindaki hiz vektdrleri arasindaki fark ylizeyin normal reaksi-
yonlarindan dogar, ve bu yiizden bu fark: gisteren vekidr ylizeye
hemen hemen diktir. Bu ise, bir jeodeziffin karakteristik &zeli-
gidir (Misal 24 (2) ye bakimiz). Aym muhakemenin bagka bir
ifade gekli: Mieal 24 (2) deki lastik gerit boyunca gerilme kuvvet-
lerini yliringe boyunea hizlar olarak yeniden tefsir ediniz. Biitiin
bu vektdrler aym bilyiikltikte olup, dogrultularindaki degigiklik
her iki halde de normal reaksiyonlardan dogmaktadir.

26. Cokyfizlti ylizeyinin » tane serbest kenarini hafifge
bastirmak suretiyle bu ¢okytzltiyti bir diizlem (masamzin diiz-
lemi) fizerine oturtunuz. Bu gekilde n tane ikizkenar yan yiizld
ve tabani istedigimiz ¢okgen olan bir piramit elde edilmig olur.
Hakikaten bu taban, merkezi piramidin yiikseklifinin ayaginda
bulunan bir daire igine gizilmigtir. Bu dairenin yarigapy, hipote-
nlisfi mukavva fizerine ¢izilmig bilyilk dairenin yarigapi ve
dik kenarlarindan biri piramidin yUksekliginden ibaret olan bir
dik tiggenin Steki kenarindan ibarettir.

L
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27. Eger konveks gokyiizliiniin afirlilk merkezi tabana
miimkin olan en ¢ok yakinhkta ise, cokyiizli dengededir. Bu
kadar az bir Mekanik bilgisi bize istenen ¢dziimil ilham etmeye
yeter: P nin ylizeyi fizerinde dyle bir D noktasi alimiz ki, CD
uzaklifi minimum olsun. Kolay bir inceleme D noktasinin P nin
bir kdgesi olamiyacs§ gibi, P nin bir kenar: {izerinde de buluna-
miyacagini ve CD nin, P nin D yi ihtiva eden F yiizline dik
olacaffin1 gdsterir. Polya - Szegd, Analysis, vol. 2, 8. 162,
problem 1 e bakiniz.

28. (u) Kiirenin (dlinyanin) tamamiyle kuruyurak, biitiin
tepe, g ¢it ve ¢ukurlarin a¢iffa ¢iktifin1 tasavvur edelim. Simdi
tek bir gukuru su ile kapatalim. Kilrenin gerikalan kisminda P
tepe, § gecit ve D —1 cukur bulunur ve bu kisma bir ada gb-
ziiyle bakilabilir. Metinde ispat edilen netice dolayisiyla

P+(D—1)=85+1
dir.

(b) Tesviye gizgileri ve en c¢abuk inig egrileri kiireyi
(Misdl 3.2 de kullanilan terimlere gire) F tane «memleket» e
ayirir. O kadar sayida nokta aliniz ki, tepe, ¢ukur veya gegit
gibi her gayam dikkat nokta bir kige olsun (Sek. 9.16 ve 9.17)
ve hicbir memleketin sinir1 {izerinde birden fazla gayan: dikkat
nokta bulunmasin. '

Simdi her kenari, yahutsimir ¢izgsini, kendisinin ayirdifn
iki memleket arasinda herbirine 1/2 kenar vermek suretiyle egit
olarak btligtiirelim. Ayni surette her kigeyi de ait oldugu
memleketler arasinda egit olarak boliigtlirelim. Buna kargihk
olarak ta her memleket

V—E+F=2

egitliginin sol tarafina katkida bulunacaktir; bu katk: F ye bir
birim ve V ile — E ye de birimin uygun birer kesrinden iba-
rettir. Tirld memleket nevileri igin bu katkiyr hesaphyalim :

o
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I. Eger bir memleketin sinir1 {izerinde hicbir gayam1 dik-
kat nokta yoksa, bu memleket iki tesviye ¢izgisi ile iki en ¢a-
buk inig egrisi arasinda kalan bir ddrtgen geklindedir. Bu mem-

leketin V' — E + F ye katkis:

K i
45(-4-—4><2+1-0
dir.

1. Eger bir memleketin smir1 {izerinde bir tepe yahut bir

¢ukur bulunursa, memleket bir figgen geklindedir ($ek, 9.16 ya
bakiniz). Eger bu tepe yahut ¢ukur n tane memleketin ortak
kdgesi ise bu memleketlerden herbirinin V —E+ F ye katkisi

T P T
(2x3+3)-sxg+1=3
olup, biittin » memleketin toplam katkisi a-1/n=1 olur.

ITI. Eger bir memleketin sinir: iizerinde bir gegit varsa,
o memleket bir dértgen geklindedir (Sek. 8.17 ye bakiniz). Bu

memleketin ¥V — E - F ye katkisi
sx E4l)—axtt1=—73
X+ts 2 8

olup, o gegidin ortak kogesi bulundugu 8 tane memleketin top-

lam katkis
1
8- (_ _) |

Euler teoremine gbre, biitin bu yukariki katkilarm toplam:

P+D—S=2

dir.

dir.

=

h
«ﬂz
4l
2 -
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(¢) «Tufan» fikrini kullanmak suretiyle yapilan ispat, ha-
kiki manasiyle bir «fiziksel matematik» misdli tegkil etmez: bu
ispat sadece giinliik tecriibelere dayanan, fakat higbir belirli fi-
zik teorisine ihtiyag gtstermeyen fikirler kullanmaktadir. Soru-
nun (b) kisminda bize yapilan teklif, bizi yanlhg yola sevkeden bir
teklifti: bu teklif P, D ve S nin herhangibir gekilde F, V ve
E ye benzer oldufunu telkin eder gbriiniiyordu, halbuki bu
asli dofru defildir. Buna ragmen, bu faydal bir telkin olmug-
tur, ¢linkil dikkatimizi Euler Teoremine gevirmemize sebep ol-
mugtur. Bu ise tamamiyle tabii bir durumdur: problemlerin ¢d-
ziilminde bize rehberlik eden fikirler ekseriya yanlig, fakat ona
raff uen faydalidirlar.

29. (a) Tagin agafh dilglig zamam ¢, ve sesin yukar qikig
zamanm f, olsun. Bu takdirde

t=t +1, =t 2 d=ct,

. 1
dir. ¢; ve #, yi yoketm-k ve 2. derectden bir denklem ¢bzmek
sur tiyle

d'* = — o (2)"/ £ [ (2g)~" + ot] /*

buluruz. #=0 1n d=0 vermesi gerektiginden, burada - igare-
tini segmeliyiz. O halde

d=e'g '+t —ctg ' [1 + 2201 1)'2, yani
® ' d=gr2—g )20 + -
olur Burada yazilmamig olan terimleri ihm#l ederek, ac¢ilimin
ilk terimini uygun bir yaklagik formill olarak kullanabiliriz,

(¢) Agiimin ilk terimin! ve hattd diizeltme teriminin iga-
retini f.zikl milldhazslar'a 8nceden gb:rebilmemiz bu cegit prob-
lemlerin tipik bir dzelligitir. Uygun bir yaklagik formiil elde
etmek i¢in kullandiffimiz matematik metod da tipiktir: d yi ve-
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ren ifadeyi kipiik bir biigikligin (¢ zamam) Favvetlerine gé-» ag-
tik. Paragraf 5.2 ye bakiniz.

30. Eliptik ayna bir parabolik aynaya ddner ki, bdyl. bir
ayna eksenine paralel olarak iizerine dilgen biitiin 1ginlar1 kendi
odak noktasinda toplar. Bbyle bir parabolik ayna bir yansitan
(aynali) teleskopun en esasli parcasidir.

Verilen diferansiyel denklem d @'gkenleri ay-ilabilir

3,
tipten olup, baz agikar degigiklerle

g e Iﬂd
dx—(cw_y) 'y

elde ederiz,
e
(-—i—- = tan ¢
c—y

vaz’etmek suretiyle bir ¢ yardime: drgigkeni ithdl edersck,
1
g=csin®g, x=c (gv-- 5 sin 29‘)

elde ederiz. Burada v yukanki ilk denklemden integrasyonla bu-
lunmug olup, integrasyon sabiti Syle segilmigtir ki, e¥rimiz koor-
dinatlarin baglangig noktasindan ge¢sin, yani ¢ =0 dan x=0,
=0 ciksin. Bu denklemlerde 2 ¢ =1, ¢ = 2a vaz'ederek sikloit
denklemlerini ahgik oldufumuz gekilleriyle elde ederiz:

x=a (t—sint), y=a (1 —cosi).

Bu sikloit, koordinatlarmn baglangici olan 4 noktasmndan geger.
@ nin ancak tek bir degeri sikloidin (0 < ¢ < 27 ye tekabiil eden)
ilk kolunun B noktasindan gegmesini saglar. Bunu gorebilmek
Igin, @ y1 0dan ~’a kadar degistirelim ; bu esnada sikloit giger,
ve bir geyrek daire tararken tam gereken miktarda gigtigi za-

man B noktasina catar.
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33. a (paragraf 5 te oldugu gibi) kiirenin yarigapi, h kiire
par¢asinin yiiksekligi, |/ bu par¢canin hacmi, C de kiire pargasi
ile ayn: tabani ve ayni h yiiksekligini haiz koninin hacmi olsun.
Koordinatlarin baglangig noktas: ($ek. 9.13 teki O noktasi) kiire
pargasinin ve koninin ortak tepesidir. Elemanter geometri ve
paragraf 5 te verilen dairenin denkleminden

n(2ah— k%) h

C= 3

gikar.

Sek. 9.13 ii kullanmn, fakat gimdi sadece Odan 0 < x<h
gartina uyan x uzakhffindaki kesitleri gbz Sniine alin. (4) denk-
lemi ile ifade edilen kesitler dengesinden cisimler (kiire pargasi,
koni — fakat hacmi C olmayani — ve silindir) dengesine gecerek

(B) 2a (V + = h* « h/8) = (h/2) = (2a)* h

buluruz. Buradan

_7h* Ba—h) _a+(2a—h) .

i 3 . 2a—h

cikar, 2a— h tamamlayic: kiire par¢asinin yliksekligidir.
34. Paragraf 5 te ele alinmig olan dairenin denklemini
(4) Qanx'=xnag't xax®

geklinde yaziniz. Simdi Sek. 9.13 fin H noktasinda sadece wx®,
koninin kesiti, asilidir. Kiirenin =y*® kesiti ile birinciye egit di-
ger bir koninin 7x? kesiti (absisi x olan) baglangictaki yerlerinde
kalirlar. 0 < x < a oldufunu diigiinerek, bu fi¢ cismin dengesine
geciniz, yarim kiirenin afirlik merkezinin ¥ absisini ithal ediniz
ve bir koninin agirhk merkezinin yerini (bu noktanin koninin
tepesinden uzaklifh yiiksekligin 3/4 fine egittir) hatirlayimz.

(B) 2a + 7@’ « a3 =i + 27a*[3 4 (3a/4) 7a’ « af8,
% = ba/8.
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35. Misal 33 fin yazig tarzim muhafaza ediniz, fakat Misal
34 finkini bir hususta degigtiriniz: Burada &, yiiksekligi h olan
bir kiire pargasinmn agirhk merkezinin absisini gistersin.

0 < x < h oldugunu diiglinerek, Misdl 34 iin (4) fo-miiliinden
(8) 2a - =h® - Af3 =% V + (8h/4) =h* - h[3
e geginiz. Bu son formillden, V nin Misal 33 te bulunmug olan

degerini kullanarak

_ h+4(2a—h)
¥ h+2(2a—h)

x
b ——
elde edilir,

36. h, donel paraboloit par¢asinin yiiksekliffini, V' de haec-
mim gostersin, Ahgik oldugumuz parabol denklemini
(A 2p-ag*=x - = (2p)*

geklinde yaziniz. Burada s’ min paraboloitin kesitini, = (2p)*

ninde bir silindirin kesitini gosterdigine dikkat ediniz. 0< x<h
oldugunu gbz 5nilne alarak ve bu cisimlerin kesitlerinin denge-

sinden cisimlerin kendilerinin dengesine gegmek suretiyle
(B)  2p- V=(h/2) = (2p)" h, V=aph’=(8/2) =2ph (h/3)

elde ederiz. Paraboliin denklemi dolaysiyla, = 2ph nin paraboloit
parcasinin taban: oldufuna dikkat ediniz.

37. Misdl 36 daki yazig tarzim muhafaza ediniz ve para-
boloit parcasimmin agirhk merkezini # ile gosteriniz. $imdi para-

boliin denklemini
(4) x+ag'=2p- ax’

geklinde yaziniz. Burada =+°nin bir koninin kesiti olduguna
dikkat ediniz. 0< x<h oldugunu dilglinerek ve kesitlerden

cisimlere gegerek

-_ 5

ai

-

‘:.‘= 2 o,

oAt i S

4
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& V=2p - ah* (h/8),
ve buradan da Misil 36 dolayisiyla

X =2h[3

buluruz.

38. n=0: bir prizmanin hacmi, bir paralelkenarin alani;
n=1: bir figgenin alam, bir paralelkenarin veya bir prizmanin
afirhk merkezi; n=2: bir koni veya bir piramidin hacmi, bir
figgenin affirhk merkezi. n=3: bir koni veya bir piramidin
agirhk merkezi.

Paragraf 5 ve MisAl 88-88 de verilen gekliyle, Argimetin
metodunun Analitik Geometri derslerinde pekdld yer alabilece-
gine ve mitad sunus tarziyla ¢abuecak kurn ve sikie:r olabilen
bu disiplini canlandirabileceine dikkat ediniz. «Metod» un bu-
rada ele almadifimiz teoremleride benzer gekilde ispatlanarak
ayni tarzda kullanilabilir. !

(Cozlimil verilmeyen No. lar: 12, 32,

X. BOLUMDEK! SORULARIN CEVAPLARI

1. Haywr. Bu kabillerin ispatta biraktign bogluk gok koti
degildir : maksimumun varhii, VIII. B6liimfin 8 No. I dip no-
tunda zikredilen genel teoremin yardim ile ispat edilebilir.

2. Misal 8.41 in ¢tzlimiinde verilmig olan agik formill,
A*=Z(p—a) (p—b) (p—¢) (p—d)

olduffuou ve egitlige ancak ve ancak &= 180" oldugu zaman eri-
gildigini gosterirki, bu son halde dikddrigen bir daire igine
¢izilmig olur.
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3. A, B ve C, n kenarli bir dilzglin gokgenin lig milteakip
kiigesi ve M de BC nin orta noktasi olsun. A 48M yerine
(AB" = B’M olmak fizere) aynm1 AM tabanini ve ayni cevre uzun-
lugunu, neticede daha biiyilk bir alani haiz A 48°M tiggenini

koyunuz (Misdl 8.8 e bakimz).

4. Heriki alanida dairenin r yarigap: ve gokgenin n kenar
sayisi cinsinden ifade edersek, geriye

”I' r!‘ e
n tan (7/n) St
egitsizligini ispat etmek kalir. Bir diizgiln ¢okgenin bir daire
digina gizilebilecefinden hareket ederek daha giize’ bir ¢Szlime
varabiliriz : istenilen netice Misdl 5 in bir 6zel halidir.

5. Alam A4 ve gevresi L olan bir cokgen yaricapr r olan
bir dairenin digna gizilmig olsun. Bu takdirde agikdr olarak
#r*< A dir. Dairenin merkezinden gokgenin kigelerine gizilen
dogrular, ¢okgeni yitkseklikleri hep r uzunlugunda olan birtakim
Uggenlere ayirir. Buradan A =Lr/2 gikar. Elde ettigimiz iki
neticeyi birlegtirerek

. LI rl' L!
A

bulurvz. Buradaki L?/(47) ise gevresi L olan dairenin alanindan
bagka birgey degildir.

6. A verilen egrinin alamni, L de ¢evre uzunlugunu gos-
tersin. Ayni ceyre uzunlogunu haiz dairenin yarigapina r diye-
lim, bu suretle L=2=r olur. n—> ~ igin verilen egriye yakla-
gan bir P, gcokgeninin alanina A,, ¢evre uzunlufunada L, diye-
lim. Bu takdirde A4,, A ya ve L,, L ye yaklagir. §imdi P,
cokgenine benzer ve gevre uzunlugu L olan P,’ gokgenini dii-
stnelim; P,’ nin alant A, (L/L,)* dir. P, yarigapt r olan bir

=P —1

B N = s

e LT

ST Syt oy I
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daire ile ayni gevre nzunlugunu haiz oldufundan, paragraf 7 (4) ten
A (LILy)* < =r?
neticesini ¢ikaririz. Limite gegersek

lim A, (L/La)*=A<ZLar®
n-+c0

buluruz. Buda paragraf 8 deki I ifadesini hakh ¢ikarir. Bununla
birlikte paragraf 7 (5) in metni itiraz gotiirlir: O metnin verdigi
intibain aksine, biz orada A< sr' oldufunu aslé ispat etmig
deffiliz. Hakikaten, «<  » ile ifade edilen bir miinasebet limite
gegildiginde « < » gekline girebilir.

7. Her iki ifade de

216 V* _ 1
e
egitsizl'gine denktir. Burada V kutunun hacmini, § de yiizey
alanin1 gdsterir. Paragraf 8.6 da bu egitsizlifi dogrudan dogruya
ispat etmigtik.

8. 1’, 1", III" niin birbirine denkligi, I, II, Il in birbi-
rine denkligini ispat igin paragraf 8 de kullanilan metodla gts-
terilebilir. Bununla beraber [’, I e denk degildir. Hakikaten I,
daireden bagka bir efrinin daire ile aym1 cevre ve aym alam
haiz olup olamiyacaffi sorusunu cevapsiz birakmakta, fakat I’
btyle bir imkiinin meveut olamiyacagfini agik¢a ifade etmektedir.
Misal 6 daki genigletilmig sekliyle paragraf 7 (5) teki muhakeme
Ii ispat eder, fakat I” yii ispat etmeye yetmez: Bu muhakeme
I i¢in yeten «-==» milnasebetini ispat etmektedir, fakat I’ igin
« < » milnasebetini ispatlamak gerekir.

9. Bu problemin ¢Bzlimil, Misdl 8 deki I” yil elde etmek igin
paragraf 8 deki I e ildve etmemiz gereken geyi bize saghyacak-
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tir. Bu problemin 8nemi buradan geliyor; sorunun differ nokta-
lar1 igin Migdl 10-13 e bakmniz,

10. C yi .ihtiva eden en kiiglik dicgene C*, bu figgenin
cevre uzunluguna L' ve alanina A” diyelim. Bu takdirde agikdr
olarak L" < L ve A" > A dir. C’ olarak C' ye benzer ve gevre

uzunlugu L olan iiggeni alniz. C’ niin

A’ alam=A" (LIL")* > A" > A olur.

11. C konveks olmayan herhangi bir e@ri olduguna gire,
evveld C yi ihtiva eden en kiigitkk C” konveks egrigini, sonra C”
ye benzer ve C ninkine egit bir cevre uvzunlufunu haiz olan C*
efrisini gz oniine alimz. Misdl 10 un nihai egitsizlige kadar

biitiin muhakemesi bu daha genel durumda tekrarlanabilir.

! 12. C kapah efrisi {izerinde P ve Q gibi farkli iki nokta
alalim. C nin tamam: bir dogiru {izerinde bulunamiyacagindan,
C fizerinde R gibi Syle bir tigfineil nokta bulunmahdirki, P ve
Q den gegen dogrunun diginda olsun. P, Q ve R den gegen
daireyi ele alahm. Eger bu daire C ile cakigmazsa, C f{izerinde
Oyle bir .§ dérdiineil noktas: vardir ki, bu dairenin diginda olsun:
Misdl 9 un problemi Misal 13 finkine denktir.

13. Eger C konveks degilse, Misdl 11 istenilen ¢izimi ve-
rir. Eger C konveks ise, P, Q, R ve S uygun bir sirada bir kon-
veks dirtgenin miiteakip kdgeleri olurlar, C nin gevreledigi bdl-
gede bu dortgenle dirt =egri segmani» ndan ibaret olur. Herbir
effiri segmani, yukanki dortgenin bir kenan ile P, Q, R, S nin
C yi boldiigh dort yaydan o kenar ile ayni uglar haiz olanimin
arasinda kalan diizlem parcasidir. Steiner’in fikrine uyarak (pa-
ragral 5(2), Sek. 10.83 ve 10.4 e bakimiz) bu dort segman: kat1
(mnkavvadan), ve mafsalli (dort kogesinde mentegeli) olarak di-
glinecegimiz dortgenin kendilerine tekabiil eden kenarlarina kat:
olarak baglanmig tasavvur edecegiz. Burada Misil 8.41 in yazig

[
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tarzin1 kabul ediyoruz. Bu takdirde esas gartimiza gire & <+ 180°
dir. Mafsall: dbrtgenin hafif bir hareketi ¢ u ¢" ye ¢evirsin. & yii
s a o kadar yakin segeriz ki, dértgenin kenarlarima kati olarak
baglanmig dért yay bu son durumda da kendi kendini kesmeyen
bir egri tegkil etmekte devam etsin. Bundan Oteye ¢ u Oyle
secebiliriz ki

| & —180° | < | e—180° |

olsun. Bu ise, A" ye dair Misdl 8.41 in ¢8zfimiinde verilmig olan
formiil dolayisiyla C’ niin alammin C ninkinden daha biiyik
oldugu neticesini verir. Bununla beraber, C’ niin g¢evresi, aym
dort yaydan meydana gelen C nin g¢evresiyle aym uzunlugu
haizdir. . '

14. Her iki muhakeme de aym mantik yapiemni haizdir.
Yanhgh$ agikdr bir neticeye gttiiren ikinel muhakemenin dogru
olmamas: gerekir. $u halde, her nekadar dogru olabilecek bir
neticeyi kendisine hedef alsada, birinci mubakemede dogru
olamaz. Birineinin ince bir benzeri olan ikinei mohakeme aslinda
0. Perron tarafindan verilmigtir.

Bu iki hal arasindaki fark, verdifimiz metinde bahsedilen-
lerin diginda olan bir sebepten meydana gelmig olmalidir. Bir en
biiyfik tam say1 yoktur. Fakat ayni ¢evre uzunlufunun haiz bii-
tiin kapah effriler ig¢inde en biiyfik alan: haiz bir efiri vardir.
Ama bu hususu Misil 10.13 ten dgrenmig degiliz.

15. C egrisi bir daire degildir, fakat belirli bir daire ile
ayn: ¢evre uzunlugunu haizdir. Misdl 6 ya gbre, C nin alam bu
dairenin alanindan daba biiyiik olamaz. Ben C nin alanmnin
daireninkine egitte olamiyacafini iddia ediyorum. Ciinkil aksi
halde, Misdl 10-13 ten bildigimize gire gene daire ile aym gevre
nzunlugunu, fakat dahada biiyiik bir alami haiz diger bir C’
effrisi bulunurdu, ki buda Misil 6 da verdiffimiz ispat dolayisiyle
mitmkiin degildir.
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16. $ek. 10.13 teki A, B gibi bir kere bir dofiru pargas
ve bir kerede degigen bir egri ile birbirine baglanmig iki nokta
verilmiy olsun, Syleki bu dogru parcas: ile degfigen egri arala-
rinda bir diizlem bolge gevrelesinler. Egrinin uzunlugu ile bsl-
genin alanini ele aliyoruz. Metinde egrinin uzunlufuna verilmig
gbzilyle bakarak bolgenin alaninin maksimumunu aramigtik.
Burada alana verilmig gozilyle bakarak egrinin uzunlugunun
minimumunu anyoruz. Her iki halde de ¢dziim aynidir: Bir daire
yay:., Hattd ispat ta her iki halde esas itibariyle aymidir. Orada
oldufu gibi buradada Sek. 10.14 @ kullanabiliriz. Tabii arada
agikir bazi degigiklikler de vardir: $ek. 10.14, I deki (taranma-
mig) daire parcasi burada verilmig bir e@fci uzunlugundan degil de,
verilmig bir alandan hareket ederek ¢izilir ve burada Teorem 1”

yerine, Misdl 8 deki Teorem II” yii kullaniriz.

17. Misdl 16 y1 kullanmmiz: $ek. 10.11 deki X ve V nok-
talarina Sek. 10.13 teki 4 ve B noktalarmin roliinll veriniz ve
Sek. 10.13 e sabit A XYC yi ildve ediniz. Maksimuma verilmig

uzunlugn haiz egrinin bir daire yay: olmas: halinde erigilir.

18. Sek. 10.11 de CY dogrusuna bir ayna gozilyle bakinmz.
X’, X in bu aynadaki bayili olsun. Misal 17 yi << XCX” ve bn
aginin iki kenar tizerinde verilmis X ve X’ noktalarmna uygu-
layiniz. Maksimuma uzanlufu verilmig egrinin CY ye Y nokta-

_sinda dik bir daire yay: olmas: halinde erigillr.

19. Kismi degigimler metodunu kullanimiz. X e sabit gb-
ziiyle bakiniz: Misdl 18 e gore, ¢dziim CY ye dik bir daire ya-
yidir. ¥ ye sabit gbziiyle bakimz: bu daire yay1 CX e de diktir.
Netice olarak, ¢oztim hem CX, hem de C Y ye dik ve bu yfizden,
paragraf 9 da faraziye olarak ileri siirillmily oldugu gibi, mer-
kezi C de olan bir daire yayidir. N

20. Sbzil gegen dogru, aginin ortayina dik olduffu zaman
bir maksimum vardir. Eger ¢ozitmiin tek oldugunu evvelden bil-

e —
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seydik, bunu simetrinin bir neticesi olarak elde ederdik. Bununla
beraber, yukariki netice Misdl 8.59 (2) den blyle bir bilgiye
ldzum kalmadan gikar.

21. Sek. 10.14 fin verdigi fikir dolayisiyla, BC ve DA
iplerinin AB ve CD sopalarin kirig olarak kab(l eden aym: bir
dairenin yaylar1 olmalar: halinde bir maksimum vardir.

22. Daima bir sopa ve bir ipin yan yana gelmesi gartiyla,
n sopa ve n ipten tegekkill eden 2n pargali bir kapah egri bii-
tiin sopalarin aym bir dairenin kirigleri ve bitiin iplerin de
dnceki dairenin yaylari olmasi halinde bir maksimum alan
gevreler,

23. Misal 22 nin biitiin ipleri 0 uzonlugunda oldufu zaman
paragraf 5 (2) deki netice ile Sek. 10.3 ve 10.4 @i elde ederiz.

24. Misal 16 ya benzer: Verilmig dairenin (sabit olan) yii-
zeyi, alan1 verilmig olan degigken yfizey ve her ikisinin sinirimi
tegkil eden daire, sirasiyla oradaki sopa, ip ve A4, B nokta ¢iftine
tekabiil eder. Burada Misdl 16 nin metodu uygulanabilir. (Sek. 10.14
te I dairesini diigey capr etrafinda dondiirlinliz ve aym geyi
Sek. II nin tabanmindaki dofru pargas: iginde yapimz, fakat bu
son geklin fist tarafin1 daha keyfi bir tarzda defigtiriniz.) Uzay-
daki izoperimetri teoremini kabiil edersek gunu elde ederiz: Yu-
karki iki yfizey arasindaki alan, alam1 verilmig olan yiizeyin bir.
kiirenin parcasi (tek tabanli bir kiire kugaffi) olmas: halinde
maksimum olur.

25. Ugylizld agiyr tegkil eden fig diizlemi birbirine dik
alimz ve uzaydaki izoperimetri teoremini dogru kabfl ediniz.
Bu takdirde figyiizldl a¢1 uzayimn sekiz egit kismindan birini teg-
kil eder ve $ek. 10.12 nin uzaydaki benzeri kullanilabilir. Ag-
nin fi¢ ylizline gire yapilacak miiteakip yansimalarla aqiyr ke-
sen yilizey bir kapal: yiizey haline getirilir; bu son ylizeyin alam
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ve hacm sirasiyla verilen alanin ve baglangigtaki yiizey parga-
smin {igyiizlit agidan ayirdift hacmin sekizer katidir. Alan:
verilmig ve maksimum hacim gevreleyen kapali yiizey kilre
oldugundan, sorulan problemin yukarida goz dniine aldifimiz
tzel halinde, alam _verilen ylizey par¢ast, merkezi lgyfizldi aginin
tepesinde olan, bir kiire yiizeyinin bir par¢as: (1/8 i) oldugu za-

man maksimum hacme erigilir.

26. Misal 25 te gdz Sniine alinmig olan gekil agagiki genel
durumun n =2 igin bir Uzel halini tegkil eder: n -} 1 tane diiz-
lem mevcut olsun; bunlarin n tanesi aym dogrudan gegerek
uzay! 2n tane egit ikiyiizli agiya ayirsinlar ve sonuncu dilzlem de
ilk n diizleme dik olsun. Bu n-+1 diizlem uzay1 4n tane egit
tigyiizlii agiya ayur ki, bu agiarin herhangi birine Misal 25 te
kullaniimig olan tekrarlanan yansimalar metodu uygulanabilir
ve btylece oradakinin ayni olan gu netice elde edilir: Alan: ve-
rilmis yiizey par¢asinin ligyiizli agidan agrrhift hacim, ba yiizegin
merkezi figyiizli agimin tepesinde olan bir kire yiizeyi parcas: ol-

mast halinde maksimam olar.

(Ugyiizli agilara dair ayn: metodun uygulanabilecegi ve
ayn: neticeyi veren g gekil daha vardir. Bu gekiller diizgiin
cisimlerle ilgili olup, ilki dortyiizld, ikincisi kiip ve sekizyizli,
figlinciisii de oniki ve yirmiytizltl ile ilgilidir. Bunlarmn incelen-
mesi daha fazla emek veya daha fazla 8n bilgiye ihtiya¢ gbs-
terdiginden, onlar1 sadece (yukariki basit gekil ile baglayan)

agagiki cedvelde zikretmekle yetinece@iz:

Diizlemler =~ Uzay pargalarinin Agilar
sayist
n+1 4n 90° 90° 180°/n
6 24 90° 60° 60° ,
9 48 w\) 600 §5°
120 90° 60° 86°

15
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Bu cedveldeki «diizlemler» simetri dlizlemleri, «uzay par¢alari»
figylizlii agilar ve «agilar» da bu figytizlii agilar:1 tegkil eden {iiger
diizlemin ikiger ikiger tegkil ettikleri agilar anlamindadir.)

Bu neticenin herhangi bir figyfizlil iginde dogru kalacaf
faraziyesi tabii olarak akla gelir. Bu faraziye listede verilen
hallerle endiiktif olarak desteklendigi gibi, benzerlikle de des-
teklenmektedir. Hakikaten, bir diizlemdeki aglara dair benzer
gekilde elde edilmig olan faraziye (paragraf 9) Misil 19 da ispat-
lanmighir.

Bu faraziyeyl hattd g¢ok yilzld agilara genigletmek tabil
olup, hi¢ olmazsa orada kolay gergeklenebilen bir limit hali bu-
labiliriz, Burada bir dar (diizlem) aginin kenarlarindan biri etra-
finda ddnmesiyle taranan sonsuz uzay parcasina bir «koni» diye-
cegtiz. Alani verilmig ve koniden maksimum hacmi aymn' ylizeyi
ariyoruz, Bu yiizeyin (1) bir dduel ylizey, (2) bir kiire ylizeyinin
parcasi, (3) bu kiirenin merkezinin koninin tepesi ile gakigik
oldugu ispat edilebilir. Burada ayrintilara girigmemekle beraber,
ispatin (2) numarali kisminin Misal 24 cen, tipkn Misdl 17 nin
¢bziimiinlin Misdl 16 dan elde edildigi gibi, ¢ikarlabilecegine
igaret edelim. Steiner tarafindan ortaya atilmig olan Misal 25 in
problemi tam bir ¢ziimiinii hdld beklemektedir.

27. Eger alan1 A olan bir bdlge higbir ortak noktas: bu-
lunmayan iki alanortay kabil etseydi, bu bdlge stz konusu
alanortaylar tarafindan ¢ parcaya (alt bdlgeye) ayrilird:ki,
bunlardan ikisinin alam1 A4/2, ii¢ciinciisiinki de sifirdan farkl bir
say! olurdu. Bu ise agikdr olarak miimkin degildir.

28. Dogru pargasi daha kisadir: 1< (=/2)'/?,
29. Misdl 30 a bakimiz.

30. Verilen alaportayin u¢ noktalarnin {iggenin O tepe-
ginde birlegen iki farkli kenar fizerinde bulundufunu, fakat
bu ug¢ noktalarindan higbirinin O ile ¢akigmadigimi  kabal

P
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ediniz, Uygun yansiimalarla (yani Sek. 10.12 nin fikrini kulla-
narak) iclerinden biri baglangictaki liggen olan alt: egit figgen
elde ederiz. Aym zamanda, biri verilmig alanortaydan ibaret
olan alt:1 egit efri yay1 elde ederiz. Bu alti licgen O merkezli
bir dilzgiin altigen tegkil eder. Alt1 yay ise bu altigenin alaninin
yarisini gevreleyen bir kapali effri tegkil eder ki, bu egri
kendisinin {i¢ simetri ekseninin O kesigme moktasini da ¢evreler.
Alanortaymn uzunlugu minimum oldugu takdirde kapah egri, (bu
Migdl 30 da oldugu gibi) biitiin alanortaylarin veya (Misal 29 da
olduggu gibi) sadece do@rn parcasi sgeklindeki alanortaylarin
kabill edildigine gbre, sirasiyla bir daire veya bir diizgiin alti-
gen olmahdir. Buradas srasiyla Misdl 8 deki Teorem II’, ya-
hut paragraf 7 (1) deki teoremin eglenifini kullanmamiz gerek-
lidir. Misal 80 un ¢Bziimii, merkezi {iggenin kogelerinden birinde
olan bir dairenin altida biridir; Misdl 29 un ¢ozilmii kenarlardan
birine paralel bir dogrudur. Her iki haldede fi¢ tane ¢bzfim
vardir. Verilen alanortay baska bir durom da alabilir, mesela
her iki ueu ayn: kenar veya ayn kbge {izerinde, v. s, olabilirdi.
Fakat bu hallerin incelenmesi yukarda elde ettifimiz neticeyi

sadece kuvvetlendirir,

31. [Putnam 1949]. Dairenin merkezine O diyelim. Eger
PP’ dogru parcasi O noktasinda iki egit kisma ayriliyorsa P,
P’ ye birbirinin karsisindadir denir. Eger iki egriden biri, dteki-
nin noktalarmin kargismdaki noktalar tarafindan meydana geti-
rilmigse, bu egrilere birbirinin karsisindadir denir. $imdi 4 ve B,
adina kisaca AB diyecefimiz alayortaymn ug¢ noktalar: olsun.
A’, B’ noktalar1 ve A’ B’ yay: sirasiyla 4, B ve AB nin kargi-
sinda olsunlar. Bu takdirde 4’8’ de bir alanortaydir. P, AB ile
A’B’ nfin bir ortak noktas: (Misal 27) ve P’ de P nin k‘awnn-
daki nokta olsun. Bu takdirde P’ de AB ile A’8’ nin bir ortak
noktamdir. A4, P, P’ ve B noktalar1 AB fizerinde bu yazdifimiz
sirada birbirini izlesin ve PB’, PA ve PB’ yaylarinin i¢inde kisa
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olam (yani uzunu degil) olsun. (Bdyle bir se¢im mitimkiin olup,
aslinda bir yazig tarzi meselesidir.) §u iki pargadan ibaret olan
efriyi dilgiinfiniiz: (4B’ niin) B’P yay: ile (4B nin) PB yay.
Bu egri (1) AB den daha kisadir (daha uzun degil), (2) B den
B’ ye dofiru yol olan BB’ ¢apindan daha uzundur (daha kisa
degil). (1) ve (2) den AB nin BB’ ¢apindan daha uzun (daha
kisa defil) oldufu neticesi ¢ikar, ki buda sorulan teoremdir.

32. Elipsin kiiglik ekseni. Misal 83 e bakiniz.

33. Herhangi bir bélgenin en kisa alanortay: ya bir dogru
parcast veya bir daire gagidir. Misdl 16 ya bakimiz. Eger bilgenin
(kare, daire, elipste oldugn, fakat egkenar ficgende olmadiff1 gibi)
bir simetri merkezi varsa en kisa alanortay bir dofru pargasidir.
Ispat, daire igin verilenin hemen hemen aymdir (Misal 31).

34. Pratik olarak Misil 27 nin ayn1.
35. Misal 16,

36. Bes halin hepsindede en kisa alanortayin diizlemi
diizglin cismin digina c¢izilmig olan kiirenin merkezinden gecer.
Bu hallerin herbirindeki en kisa alanortaylar gunlardir:

Diizgiin ddrtyfizlii: Iki kargihkll kenara paralel uygun bir
diizlem igindeki kare; 3 tane g¢dziim.

Kiip: kenarlarin birine paralel kare; 3 tane gdziim.

Ditzgiin sekizylizlii: Yiizlerden birine paralel uyguan bir
diizlem igindeki diizgiin altigen; 4 tane ¢bziim.

Diizgiin onikiylizlii: Ylizlerin birine paralel uygun bir diiz-
lem igindeki diizglln ongen; 6 tane ¢bzlim.

Diizglin yirmiytizld: Kargihklh iki kbgeyl birlegtiren bir
eksene dik uygun bir diizlem i¢indeki ongen; 6 tane ¢bzlim.

Son doért halde ispat, genmel bir ihtarla biiylik 8lglide ko-
laylagir (Misdl 38 e bakiniz).
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37. Kiirenin merkezi O olsun. Birbirinin kargisindaki nokta
ve efrileri Misal 31 deki gibi tarif ediniz. b bir alanortay olsun.
Bu takdirde & nin kargisindaki 5" egrisi de bir alanortay olur ve
b ve b’ bir P ortak noktasini baiz olurlar (Misdl 34). P nin kar-
gisindaki P’ noktasida bir ortak nokta olur. P ve P’ noktalar
b yi tyle iki yaya aywirki, bunlarin higbiri P ile P’ yii bir-
legtiren en kisa yoldan — bir bliyiik dairenin yaris1 — daha kisa

olamaz.

38. Beg diizgiin ¢okyiizlliden dordii (dfizgiin dortytizliiden
bagka hepsi) bir simetri merkezini haizdir. Bir simetri merkezini
haiz bir kapalt yiizeyin aymt zamanda jeodeszik olan bir alanortay:
vardir. Ispat, kilre i¢in yapilanin bemen hemen aynidir (Misal 87).

39. (Elemente der Mathematik, Bd. 4 (1948), S. 98 ve
Bd 5 (1950), S. 65, problem 65 e bakiniz,) Diyaframin kenarinin
tepesine olan uzakhfina d deyiniz. Bu takdirde diyaframin alan:
7 d* olur (Bu teorem Argimet tarafindan verilmigtir. Misdl 11.4 e

bakiniz).

(1) Eger S nin merkezi diyaframin tepesi ise, d=a, = d*=an 4?
dir.

(2) § kiiresinin C merkezini diyaframm bir parcasini tegkil
ettigi diger kiirenin C” merkezine birlegtiren dogruya ! diyelim.
{ nin § yi C ye gore C’ niin bulundogu tarafta kestigi nokta
A, | nin diyaframi ve diyaframin kenarindan gegen diizlemi kestigi
noktalar sirasivla D ve B olsun, Effer diyafram § hacmin: iki
egit kisma bolerse, 4, B, C ve D noktalar: [ ilzerinde bu yazd:-
$hmiz sirada birbirini izlerler. ! nin diyaframin kenarina en yakin
noktast B’ dir ve D nin bu kenara olan uzakh@fi C ninkinden
daha bllyktiir. §u halde d >a, #d* >=a’.

(8) Faraziye: Yarigapt a olan bir kilrenin hacmini ki egit
kisma bolen higbir ylizeyin alam 7a’ den kilgllk olamaz. Bunun

ispat1 giig olabilir.
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41. f=n" maksimumuna
Xy =x3=+:-=x,=1 yahut —1

igin erigilir. f=0 minimumuna n =38 halinde birbirinden farkli
sonsuz sayida x,,... , ¥, sistemi i¢in erigilir.
(2) Maksimum Oncekinin ayni olup, tektir. f=n mini-

mumuna A

xx:n"f" Xg== se —x,.=0
halinde ve buna benzer difer n — 1 halde erigilir.

42. Faraziye kogeleri lickenarlh olan diizgiin cisimler igin
dogrudur, fakat ficten fazla kenarh kogeleri haiz olanlar igin
yanhsgtir. M. Goldberg, Tohoku Mathematical Journal, vol. 40
(1985), S. 226—236 ya bakimz. ;

Cevaplandirilmayan No. lar: 40, 43.

X1. BOLUMDEKI SORULARIN COZUMLER!

1. (a) evet (b) hayir: = ldzumsuzdur, alan ahf2 dir.
2. (a) evet (b) hayir: 2 ve § lizumsuzdur, alan mh dir.
3. 2xrh. Bu alan d ge tabi degildir.

(bziim Argimet metodu veya Integral Hesap vasitasiyla
yapilir: x*+ ' =r" den

d+h
212
7 chi_)'_{_ys._-;r!’/ 259[1-{-(%) dx =2 rh
gikar. i

4. h, alam hesaplanacak olan kugafin ylikseklifi olsun.
Benzer iicgenlerden h: a=a:2b bulunarak, istenilen alan igin

it s
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olur ki, bu netice r ve d den miistakildir ; integralde x — x, =1
vaz’'ediniz. Burada iki kkii ve x® nin katsayisi bilinen bir
ikinci derece polinomunun ¢arpanlara ayriligini kullandik,

9. (a) evet; hacim = h®(a -+ 25) /3 tiir.
() hayir.

10. Evet. u, ve u, keyfi olarak verilebileceginden

Uy = 8p—y + p—y

rekiirrans miinasebetini gercekleyen sonsuz sayida u,, uy, ..., u,
sistemi meveuttur. Biz su iki 8zel sistemi inceleyecegiz:

u,/ =0, u" =1 olmak ﬁz:}are T oy LRy ey iy s
a," =1, u,"=1 olmak iizere u,", w,", ", ..., u,"
sistemleri. Bu sistemler igin'
a' =8, u,’ +uy + <+ u, =88,
a" =18, a4 a,” + et =18

buluruz.

Talihin biraz yardimiyla
M o ey v ta =He, et e e e =11 8"
oldugunun farkina varabilir ve sonra |
) uytayt et up=11u,

oldugu faraziyesini ileri siirebilir ve nihayet bu faraziyeyi ispat
edebiliriz. Bu ispat gdyledir:

o) u, = (u,— uy) ux" + o, u,”

milnasebetinin n=1 ve n=2 igin dogru oldufunu dogrudan
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00

Flr—)==F(z) fse fF(x)x-‘dx=0
0

oldugu elde edilir. Bu, agagiki genellestirmeyi akla getirir: Eger
glx ) =g(), h(x"")=—h(x) ise

oo (==

fg(x)fl-{—h(x)]x" a’x=f gl(x)x ' dx tir.
0 0

Misdl 11 bunun

x __1—af
E(x)zm' r h(x)= 1+ °

igin bir ozel halidir.

13.

14.

1

17.

0x =0, yahut x* —4=(x—2) (x+2), v.s.

x=y=28; x=8,9,10,11 degerlerini denemek yeter.

Deneme ile ¥ =y = z=w =4 bulunur.

[Stanford 1948 e bakiniz]. Bir diizglin cismin simetri

diizlemleri o cismin merkezinden geger ve ayni merkezi haiz bir
kiireyi bir takium kiiresel tiicgenlere ayirir. Boyle bir kiiresel

figgenin

ti¢ kgesinden gecen fi¢ yarigap, cokyiizliiniin sirasiyla

bir kdgesinden, bir yliziiniin merkezinden ve bir kenarinin orta-
sindan gecer. Kiiresel figgenin bu gaplara tekabiil eden agilar:

v, n|f ve =/2 dir. Kiiresel iggenin -g—- acisinin kargisindaki

kenarina (hipotentisiine) ¢ diyelim. Cokyiizliinlin igine g¢izilen

kiirenin

gcapinin dlguia gizilen kiirenin ¢apina olan orani1 cosc

‘olup, kiiresel trigonometri yardimiyla

cosc =cot (= / f) cot (= /v)
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Ispat: n gift veya tek oldufuna gbre n = 2m veya
n=2m-+1 vaz'ediniz. Determinantin son gilitununu birineiye,
sonra sondan bir evvelkini ikinciye, ildh... ildve ediniz, ta ki
ilk m tane siitun de@igmis olsun. Bundan sonra birinei satir1
sonuncudan, ikinel satir1 sondan bir evvelkinden, ilah... ¢ika-
riniz, ti ki son m tane satir degigmig olsun. Bu iglemler sonunda
determinantin alt sol kigesinde elemanlar: tamamen 0 lardan
ibaret bir m X} (m -+ 1) dikddrtgeni veya bir m X m karesi mey-
dana gelir.

(b) Dordtinell mertebeden determinant ikinei mertebeden
her iki determinantla, bunlarin ¢arpimiyla bélinmeden de, bolii-
nebilirdi. Bu son hal bu iki ikinci mertebe determinantinin bir
ortak carpani haiz olmasi balinde vukubulurdu. Biz burada iyim-
serlik gdstererek, bbyle bir ortak garpanin meveut olmadifimi
kabil ettik, yani en basit faraziyeyi denedik ve bagariya ulagtik.

22. En eyimser imkdn: h min herhangi bir kuvvetinin sol
taraftaki katsayisi, h nin aym kuvvetinin say taraftaki katsayi-
sindan kiigiik veya ona egittir. Bu faraziye hakikaten dogrudur:
4 h'/* ile btldiikten sonra her iki taraftaki sabit terim 1 e egit
olur, ve n =1 i¢in A" nin iki taraftaki katsayilari sirasiyla

3711  4n—1 1 P I T L
48 12 an ForgrTE L T an

olur. Agikér olarak

3711+ (4n—1)<5.9-+-(4n—38) (4a+1)

dir.

23. (a) Verilen karenin n? tane kii¢lik kareye boliiniigii
ile ve sorudaki metodla elde edilen yaklagik deffere P, diyelim.
P, nin n~! in kuvvetlerine gbre bir seriye agilabilecegini kabiil
ediniz :













m
|
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