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BU YAYINLAR llAKKINDA 

Matematigin kendi degeri yanmda, fizik, klmya ve dolay1-

siyle mflhendislik ve askerlik gibl pratik sahalara ve bilhasea son 

7.&manlarda biyoloji, ekonomi ve hattA sosyal bilimlere yard1m1 

hizla arthgindan, bu bilim her millet icin hayati bir 6nem ka
zanm1otir. 

Ote yandan, matematik de bu bilimlerin problemlerini i;6ze

bilmek li;in gerek metod, gerek fikir bak1mmdan gelitmek zo
rundadu. 

Bun lan dolay1 biri;ok memleketlerde bu eahaya daha fazla 

say1da yeni letidatlart <;ekmek ve bunlari erkenden ketfetmek, 

en nihaytlt bunlar1n ej!itimi i<;in her tflrlil fedakllrl1ga katlanmak 

en 6nemli bir milli' e~itim siyaeeti olmuetur. 

Yenl ietidatlari erkenden keofetmek i<:in dilfJ!lnUlen tedbir
lerin ba1mda matematik kflltilrllnfl geni' kitlelere yaymak gellr. 

lkinci Dl1oya SavalJmdan sonra bir cok memleketlerde, gene· 
lerin teceesflslerinl tahrlk etmek ve bunlarm matematik bilim

lerine kart• ilgllerini arttirmak i<;in yeni bir tip matematik lite 

rattlrll meydana getirilmittir. Bu <;etit literatftrde aramlan 6ze

likler k1saca IJUnlar olmahd1r: a) Problem vaz'1 sunl olmamah, 

b) Bunlar1 anlamak lcin fazla 6nbilgiye lhtlyai; bulunmamah, 

c) Okuyucuyu aktif itbirlitlne ve bir teyler ketfetmege eevket
mell. 

ftte TUrk Matematik Derne~i bu cereya01 memleketimize de 

getlrmek makeadiyle bu yay1nlara batlamtlJ bulunmaktadu. Bu 

yay1nlar, resmi mtlfredata ba~lt ders vey1t yard1mc1 kitaplar ol

may1p, konulari yukar1ki prensiplere uygun olarak se<;ilmit eeer

lerdir. Bunlarm anla1tlmae1 i<;in liee matematijtinin bir k1em1 

lle okuyucuouo sajtduyusu ve iyi niyeti kAfidir. 

Tamamen hlzmet olan bu te,ebbilatlml1zt1n mali kaynajt1, 

Milli Ejtitim Bakanhg1mmo ve Ford Foundation'un bag1~lar1d1r. 

Turk Matematik Dernegi 



Sahife 79 Jaki $ek. 11 .1 il11 Saltlfe 96 Jaki $ek. 11 .2 nin 

alt gasrlar1 Jofra olmakla beraber, 1ekilleri ganl11l1kla birbirigle 

g11r d11fl1tirmiflir. Okagacanan lat/en ba haea•a dikkat etmulni 

rlca 11deris. 



IX 

FIZIKSEL MATEMA TIK 

Fizilc ilmi bise lmatematilcc:ilere) .adece problemler c:osme/c 

ii;in frraat vermelcle Jcalmas, falcat onlarr c:osmenin gollarrnr lce1f•t· 

me/c hruu•unda da bise gardrm eder ve bu gardrmr ilci 1elcilde 

gopar: birinde bisi c:osiimii once /en zormele uvlce /er, otelcin le bin 

uggun i•pat gollarr ilham eder.- HENRI PoJNCAJlt ( ) 

1. Optlk tefalr . Matematlk problemler ekeerlya tablat, 

daha dojtru1u blzim tablat tefelrlmlz olao f1zlkt lllmler, taraf1n

dao llham edlllrler. Ayo1 1ekllde, blr matematlk problemlnln 

oOzOmQ de tabiat tarahodao ii ham edilebillr; Fizlk ilml, blze 

kendl ba11m1za bulmam1z ihtimall pek az olao blr tak1m Ip uo

lar1 verlr. 1"lzlk ara1tirmalar1010 telkln etlijtl ve Flzikt tef1l.r 

yard1m1 lie oOzOlen matematlk problemlerlnl mOoakap etme1ey

dlk, gOrQ1GmQz QOk dar kahrd1. A1,jt1da bu elo1ten ook ba1lt blr 

Ilk problem verllmekteJlr. 

(1) Tabiatrn tellcin ettlli bir problem. Dotru, verUen lkl nokta 

ara11odakl en kHa yoldur. I11k, bir noktadan dljterlne giderken, 

bu en k1ea yolu eeoer - blQ olmazea g11nltlk teertlbelerlmlze gore 

bu bOyle gOrOnmektedlr. Fakat 111k blr noktadao dljterine dolt· 

rudan dotruya delll de, blr aynada yan11yarak glder1e oe olur ? 

I11k aeaba bu balde de en k1ea yolu mu aroecektir? Bu tartlar 
altJoda en k11a yol nt dlr? I11jt1n yay1lma11oa dalr mllllbazalarla 

•1ajt1ki 1&lt geometrlk probleme Bl vkedilmlt oluyoroz: 

(') La Val•ar d• la Sei•nt• (llmlo K1ymell adh eaer), S. 152. 
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Agni dii:lemd11 /kl nokta Cle bir dolru t111rilml1 olup, noktalar 

dolrunun agni torafrndad1r. Verll11n dofru iizerinde ogle blr nokta 

bulunus lei, o nolctanin cierilen ikl noktaga olan usakl1klar1 toplam1 

minimum ol1un. 

A ve B verllen lkl nokta, 

l verllen dojtru, 

X, I dottrueu Qzerlnde drjtifen blr nokta oleuo ($ek. 9.1 e 

b11k1n1z). Biz lkl uzakhjt1n AX + X B toplam1n11 yahut, ayn1 1ey 
demek olan, A dan X e oradan da B ye glden yolun uzunlu· 

jtunu nazar1 ltlbara ahyoruz. Bizden letenen 1ey, verllen l dolt· 
rueu llzerlnde bu yol uzunlotunu minimum yapan blr X noklall 

bolmakbr. 

Evvelce buna c;ok benzer blr problem gOrmil1tllk (Paragraf 8.2, 
$ek. 8.1, 8.2, 8.S). Haklkaten, her ikl problemde de ayn1 1eyler 

verllml1 olup, blllnmlyenler bile ayn1 lablalladtr; orada oldutu 

g bl burada da blr dojtru Qzerlnde bellrll blr eketremumu veren 
blr noktan1n yerl aranmaktadir. lkl problem araa1ndakl tek fark 

bu ekatremumun tablaltndad1r: Burada lkl dotru par~e1010 top· 

lam1n1 minimum yapmak l1tlyoruz; orada l1e bu lkl dojtru par

c;a11 arae1ndakl ac;1y1 makllmum yapmak l1tlyorduk. 

Bona r1tmen bu lkl problem blrblrlne Oyle 11k1 11k1ya b•I· 
hd1r kl, her lklelnde de ayn1 melodun kullan1lma11 tabltdlr. Pa· 

ragraf 8.2 nln problemlnl c;Ozmek lc;ln le1Vlye c;lzgUerlnl kullan· 
m11t1k; burada da onlar1 kullanahm. 

Evvelden verllml1 yola bath olmay1p ta, bllllln dllzlem llze· 
rlnde eerbe.tc;e bareket edebllen blr X nokta11 nazar1 ltlbara 

alahm. Ejter (minimum k1lmak l1tedlltlmlz) AX+ X B bllyllk· 

lllltll eablt blr deff'rl muhataza ederee, X na11l harekel edebl· 
lecektlr? Odaklar1 A ve B olan blr ellp1 llzerlnde. ~u balde 

teevlye c;lzgilerl •e1-odakh» , yanl ayn1 odaklar1 ( verllml1 A ve 

B noktalar1) hala, ellpelerdlr. letenen mlnimuma '1erilmi1 l dol· 



FIZIKSEL MATl!MATIK s 

rusunun, fJerilmi, A "e 8 noktalarrni o lak olarak kabul eden bir 

elipse t11/11t bulunduju nokta:la erJ,ilir (Sek. 9.2 ye baktntz). 

A 

~ 8 
-~'~--l 

x 
SP-k. 9.1. Hang! yo! en 

k1sadtr? 
Sek. 9.2. Tetet bir t >?&vlye 

c;lzglsl 

(2) Tabiatm telkin ett Ii bir ~oziim golu . QOzttmfl haklkaten 
bulmue olmakla berabr• r, elipslu baz1 geometrlk OzeJJklerlni bll

medllrc;e bu cOzQmQmllz fazla lee yaramaz. Su halde lee yenlden 

baeltyarak bize daha fazla bllgl ver1:0 bir cOzttm arayahm. 

Problemlmizin telkln etmle olan flzlkt durumu gOz Onllne 
getirelim. A nokta111 bir 111k kaynajt1, B noktast bir g07.lemclnln 

gOzll olup, I de dOzlem oelrllnde blr yaos1tic1 yllzeyln mevkllni 

gOetermektedir; bOyle bir yllzey olarak durgun blr bavuzun ya

tay yilzeyinl tasavvur edebiliriz (Bu yflzey S•·k. 9.1 in dl1zle· 

mine dlk olup, onu I dofruau boyunca keaer). Eter X nokta11 

dojlru aec;ilmloae, AXB kmk c;izgiel 111tm yoluou gOaterir. Bu 

yolu tecrllbe Ile oldukca iyl bilmekteylz ve AX B yolunun yan

e1yan 111t1n baklki yoloou gOeterdlfl takdlrde minimum uzun· 

lukta olmaa1ndan 1ttpbelenmekteylz. 

GUiOnQz B mevkllnde bulunmakta olup, a1at1 dojlru 
A 010 bavuzdakl bayallne bakmaktaa1011. Gozttn1lze gelen 1110 

1ize dotrudao dojlruya A dan dttll, fakat bavuz yllz ·ylnln 

alt1nda bulunan blr noktadan g"liyor glbl g0r1lnmektedlr. Hangl 
noktadan? A e1yaa101n aynadaki hayall olan, yanl A 010 I ye 

gore almetrlfl bulunan A• ooktaa1ndan. 
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e1mdl flzlkt tecrtlbenlzln telkln ettlltl A• nokta11n1 1ekle 
lthll edlnlr. l liu A• noktaa1 problemln c;ehrealnl defltllrerek, bemen 

dUzt>nleylp derhal faydalanmaya gr-.ecejtlmlz blr atlrtl )'enl mtlna

eebet gOrmemlze aebep olur (~ek. 9.3). AtlkAr olarak 

AX= A•X Ur. 

(A•X, AX In aynadakl hayalldlr. Bunu t ACX, I A•CX lo 

e1itllflnden de c;tkarablllrsinlz; l dofrusu AA• dotru parc;um1n 

orta dlkmeaidlr.) 

~u balde 
AX+XB=A•X + XB 

dlr. 

A 

eek. 9.8. Daba fazla bllgl veren blr c;Oztlm. 

Bu denklemln her lid tarah da X In ayn1 mevkll lc;ln minimum 

olur. Fakat •al taro/ •tlklr olarak A•, X w B agrt1 dofra iise
,.1ntle balandalclar1 saman minimum ola,., <;11okQ dofru, en k11& 

yoldur. 

Arad1t1m1r. c;Or.tlm budur <eek. 9.8 e balno1s). X lo ml
olmumdakl M mevkll, l dotruau Ue A• ve B yl blrletllren 

dotruoon ke1lm nokta11 olarak bulunur. Atlklr olarak AM ve 
MB, l Ue ayn1 ac;1y1 tEtkU ederler. l ye dlk (A•A ya paralel) 

olan MN dotruaunu lthll ederek 
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<f:. AMN= <f:. BMN 

oldultunu gOrlirilz. Bu ikl &QJDID eoitliltl en k1aa yolu karakte· 

rize eder. Halbuki lam da ayn1 e~itlik, yanI 

gello a<;t&t = yane1ma ac;1e1 

tecd1be lie bildiitlmlze gore 1111l1D haklki yolunu karakterlze 
eder. $u balde, yana1yan 111k coya Ile gOz araatnda hakikaten 

mQmkQo olan en k1aa yolu tAkip eder. Bu ketlf lekenderlyell 

Heron tarafmdan yap1lm11hr. 

(3) lki roziimiin mukagesesi. Bir c;Oz!lm tamamlan•hklan 

eonra, gerlye dOnerek kendielne tekrar bukmak ekeeriya fayda
hdir. li:tnde buluodu!lumuz balde bu fayda lki kat olacakttr, 

c;QokQ ellmlzde blrblrl lie mukayese edebllece!llmiz lki tane c;O· 
zQm ((I) ve (2) dekl) vardir. Problem! c;Ozmeye yarayao ikl 

melod da ($ek. 9.2 ve 9.3) ayo1 netlceyl vermelldir (ikl tekll 

Ost Uate kooulmut taaavvur ediniz). Minimum problemimlzln 

<;OztlmQ olan M noktae1n1, l ye tejtet blr ellpe veya l Ile eolt 

ac;1lar tetklJ eden ikl 1110 parcae1 vaa1tas1 Ile elde edebillriz. 
Fakat verilen eeylerin (A ve B noktalart Ile l do!lrueu) birbtr

lerioe gore dorumlar1 ne olursa olaun, bu lkl c;ozom dalma aynt 

netlceyl vermelidlr. Bo ikl ~OzOmQn blrblrlyle lntibak1 ellpsln 

eu geometrlk Ozellj:tlnl ortaya c;1kar1r: Bir elipsin iki o-lalrn1 

ken<fi re<11reai iizerindeki bir noktaga birle,tiren iki do§ru, o noktada 

elipse rizilen tejetle e1it ar1lar te1kil eder. 

Ellpsl bir ayna olarak dOollnilr ve (biraz evvel mllnakata 

etmlt oldufumuz) yane1ma kanununu hPeaba katarsak, yokar1kl 

geomelrlk Ozeligin tu mDoahhaa optik tefalrlni !fade edPblllrlz: 

Elip1 1eklindeki bir agnamn bir oda/indan rrkan bir 11m, elips 

iizerinde gan11d1ktan •onra oteki odaktan Jll!t;.er. 

(•) Bir uggulama. Ne kadar baslt te olaa, Heron'un ketfl 
lUm tarlhlnde yer almaya lly1khr. Bu kttlf, flzlki olaylar1n ta1-
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vlrlnde blr minimum preoelblnlo kullan1h110a dalr Ilk ml1Aldlr. 

0, buodan ba1ka matematik ve flzlk teorllerl araa1Ddakl kart•· 

hkh mllnaeebetler lcln de llbam verlel bir mleAldlr. Heron'dao 
aonra cok daba genel minimum prenelplerl ketfedllmlt ve mate

matlk ve flzlk teorllerl ara11nda c;ok daba bllyllk Olc;O.de kar11-

hkh llgller kurulmuetur ; fakat baz1 bak1mlardan ilk ve en baalt 

mllAller en teelrll olanlard1r. 

Ozerlmlzde kuvvetll blr tulr b1rakaeak kadar ba1ar1h ol

mu1 olao (2) dekl c;Ozllme dOoerek keodlmize 1uolar1 eormahy1z: 

Bu c;Ozllml1 ba1ka yerde kullanablllr mlylz? Onun netleealnl kul

lanablll.r mlylz '? Onuo metodunu kullanablllr mlylz? Haklkaten 

bu buaualarda blr cok lmkAolar vardir. Meeell •••it•D ejtrl yOzeyll 

blr ayoadan yane1maa1n1 veya blr eerl dllzlcm aynalardan ard 

arda yao11maa1n1 loceleyeblllr, veya netleeyl Oncedeo otrendljtl· 
mlz mrtodlarla terklp edeblllrlz, ve a. 

Burada aadece blr mleAli, •traflk merkezl• problemlol m11-
nakaoa rdellm : Oc kaaaba kurulaeak ortak blr traflk merkezlne 

1rtden 11Q yol Iota etmek letlyor. Traflk merkezlnln yerlnl Oyle 

aei;lnlz kl, bu yollar10 toplam to1aat maaraf1 minimum oleuo. Ru 

problem! son dereee basltle1tlrlr1ek, 9u salt grometrlk probleme 

varmz: Ot; nokta verilrliflne g6re, 6gl11 bir cl6rdiincii nokta balu

nus kl, onun illc iit; noktadan usalcl1klar1 toplam1 minimum o'•un. 

Verllen 11c; nokta (kaaaba) A, B, e lie gosterllalo ve X te 

A, B, e nlo bellrttljtl dllzleme alt dejtl1en blr nokta olaun. Biz, 

AX+ BX+ ex DID mlolmnmuou ariyoruz. 

Bu problem Heroo'un problem! lie llglll gOrOomektedlr. Ru 

yOzdeo lkl probleml yan yaoa getlrlp, aralar1oda mOmkOn ol

dojtu kadar 11k1 blr mOnaaebet kurmaya cal•1mahy1z. Ejter, blr 

an icln, ex uzakht101 aablt tutaraak (meaelA = r dereek), bu 

ml1naaebet baklkaten ~ok 11k1 l?OrUnOr: Her lkl problemde de, 

dellteo blr ooktaom lkl aablt noktaya olan uzakhklar1 topla

m1odan lbaret AX +BX in mlolmumuou bulmam1z latenmek· 



PIZIKSEL MATEMATIK 7 

tedir. Aradakl fark, X in burada (C merkezll ve ,. yaru;aph bir 

dalre Qzerlnde, Uncekl problemde lee blr do{tru ttzerlode bare

kete mecbor olmaa1dtr. Once kl problem blr dtlzlem aynada, tlm· 

dlkl lee dalre 11ekllodckl blr ayoada yan81maya dairdlr. 

Biz 111ta gllvenellm: 0, A dan dalre oekllodekl aynaya ve 

oradan da B ye olao en k1sa yolu kendl keodlne bolabiltcek ka· 

dar alulhdir. It•jtm c;lzd1[ti bu yol lee, gellt ac;1s1 )ans1ma ac;11rna 

eott olacak oeklldedlr. Su balde h1tenen minimum durumuoda 

~ AX B, C ve X ten gec;en dojtru taraf1ndao ilci e,;t part;aga ag· 

r1l1r (~ek. 9.~ 'e bak101z). KJBml de{tlolm preoslbl ve durumun ayn1 

olu1u sebebiyle ~ AXC ve -}' BXC de ayn1 11ekilde tkl e,1t par

c;aya ayr1hr. X l A, 8 ve C ye blrleotiren Uc; dojtru, dllzlemi 

c 

~ek. 9.4. Trafik merkezi ve 
dalre oeklindekl ayna 

c 
Sek. 9.5. Trafik merkezl 

ortak tepeleri X te olan alb ac;1ya aymr. Dlkkatlmlzl Sek. 9.6 tt kl 

ortak tepell ac;1 c;iftlerl ttzerlnde toplaraak, bQtQn bu alb ac;1n1n 

blrblrlne ve netlcede her blrlnln 60° ye eoit oldutunu kolayca 

gOrllrftz. Trafilc merlcednden r1/can iit; gol birbirlerigle e,it ar1lar 

te,lcil eJer; bunlar1n her haogl lkl1i aras1ndakl ac;t 120° dlr. 

(Elter yukarda kullanmtt oldutumuz k1smt detltlmler meto-
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dunun baz1 kay1tlara t.Abl oldujtunu bat1rlarsak, c;OzQmQmQzQn 

kritik gOzle yenlden lneeleomeelnl IQzumlu bulabillrlz.) 

2. Mekanlk tefalr. Matematik problemler ve onlar1n QO· 

zQmlerl mekanlk, optlk veya dljter hAdlaeler glbl tecrllbeml1in 

her bangl blr aektOril taraf1ndan telkln edllebtllrler. e1mdl, baeit 
mekanlk pren1lplerlnln bir problemio QOzOmQnQ bulmakta blze 

na11l yard1m edebllecejtlol anlatacaj_t1z. 

(1) He,. iki acu da •abit olan bir- •icim bu ilci a~ ar'a•rn la 

aJ1,./1/r haiz bir' hallcaga ge~ir'ilmi,ti,., Sicimin denp du,.umunu 

bulunuz. 

Sicimln tamamen bQkOleblllr ve uzat1lamaz oldujtunu, a{t1r

hit101n ibmal edllebllecejtlnl, balkan1n elclm boyunca .Ortllnme-

1lz kayablldlitinl, ve halkan1n eb'adm1n kendlelne blr matematlk 

nokta gOzOyle bak1lablleeek kadar kOcOk olduttunu kabul edlyoruz. 

A ve B elclmln 1ablt olan uclar1n1, X le balkan1n her bangl 

bir durumunu g01ter1ln. Slcim bu takdirde eek. 9.6 da gOaterl· 

lea AX B kmk clzgl1l hallndedlr. 

ljek. 9.6. lkl denge 11rt1 

Sorulmu1 olan problem lkl farkh metodla c;OzillQr. 

EvvelA, halka mOmkOn oldujtu kadar a1aAida durmahdir. 

(Haklkaten balka att1rhtt1 halz olduttundan, yere yabut arz1n 
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merkezlne mUmkUn olduRu kadar yak1n olmaya Q&hfir.) Uzat1la· 

m1yan aiclmln her ikl parcaa1, AX ve BX, gerilmlt durumda lken 

1lclm boyunca kayan halka, odaklar1 A ve B Olan blr eUpa olzer. 

AtlkAr olarak, balka denge durumunda elipsln, tetetl gatag olan, 
en ali;ak noktaemdadir. 

lkinci olarak, alclmln M noktaamda tealr eden kuvvetler 
dengede olmalld1r. Bu kuvvetler balkanm a1t1rhjt1 lie alclmln o 

noktadaki ikl gerilme kuvvetldlr. Slclmin her lkl MA ve MB 
pari;alar1ndakl gerilme kuvvetlerl blrblrine e11t olup, alelm bo

yunca a1raa1yla A ve B ye yOnelmlttlr. Bu lkl kuvvetln blle1-

keel ·J:. AMB ai;1e101 lkl e1lt paroaya Mier ve balkamn ajt1rhlt1 

lie ayn1 dojtrultuda ve akal yOode oldutundan Jii1eg dofrul· 
tudad1r. 

Ru iki <;OzUmlln lntlbak etmeal gerekir. Su halde ellpeln 

d01ey normall lie e1lt ac1lar te1kll eden MA ve MB dofrular1 

ellpeln yatay teteti ilP de t'flt ac1lar te1kll eder: Bir elipain 

ilti oaalm1 fH1rui iiurindelci herhangi bir M nolcta11na birlepiren 

ilci Jolru, M nolcta11nin t'/eti ile e1it ar;ilar te1/cil eder. (AB 

dojtru pari;aa101n uzunlujtunu sablt tutmak, fakat onun yatay 

dojtrultuyla te1kll ettlfl a1;1y1 deltlttlrmek suretlyle, M noktaa101 

elipain hlr yar111 Qzerinde latr nllen ber~angi blr M nokta11na 
lfMUrebiliriz.) 

AOylece (Paragraf t (3) tekl) eskl blr netlceyl ba1ka tatblkalt 

da buluomaa1 mDmkUo olan yenl blr metodla elde etmlt olduk. 

(2) Burada blr bilgl fazlalt1t1na mlllk oldujtumuz gOrQJQyor. 

Mekanlkte ook fazla llerlemlt olmadan bile, 1orulmu1 olan blr 

Mekanik probleminln aadece blr defll, fakat lkl farkh pren
albe dayanan lkl lane <;OzQmQnD bulacak kadar mekanlk bll

glalne sablp oldutumuz anla11hyor. Bu ikl i;OzQmQn blrblrlyle 

mukayeeeal blzl entereaan blr geometrlk baklkate sevketmJ1tlr. 

Mekanlk bllglmlzln bu ta1an k1sm101n daha bQyftk blr parca11n1 
dlfer kanallara cevlreblllr mlyl1? 
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Tallhln blraz yardama Ile, yukarda nazara ltlbara ahoma1 
olan (paragraf 1 (4)) traflk merkezl problemlol c;Ozmek 11zere blr 

mekaolk model ta1avvur edeblllrlz: 09 taoe makara dl11ey blr 

duvard•kl A, 8, C noktalar1na c;akdm11 c;lvller (ek1enler) etra

f1nda dOomektedlr <eek. 9.7 ye bak1niz). eek. 9.7 de XAP, XBQ 
XCR Ile g01terllen Ile; 1lclm 1ara11yla A, 8 ve C noktalarandakl 
makaralardan gec;mektedlr. Bu Ile; 1lclm X ortak ooktalaranda 

blrblrlne batlanm11 olup, dljter uc;laranda 1arauyla P, Q, ve R 
tlbl blrer afarhk ta1amaktad1r. Problemlmlz, bu 1l1temln denge 
durumuou bulmaktir. 

8 
p 

Q 

c 

R 

eek. 9.7. Trallk merkezl problemlnln mekanlk tefslrl 

Tablatayle bu problemde mQlad baaltle1llrmelerln earl ol

dujtu farzedllmelldir: yanl 1lclmler tamamen b0k11lebillr ve uza

tilamaz kabQl edllmell, 1l1rtl1nme Ile 1lclmlerlo ajtirhjta ve maka

ralaran eb'ada lhmal edlleblllr tellkkl edllmelldlr (makaralar ook· 

talar glbl muamele gOrecektlr). (l) de yap1lma1 oldujtu glbl, bu

rada da problem! lki farkla metodla c;Ozeblllrlz. 

Evvell, lie; afarhk blr arada olarak ml1mkl1n oldutu kadar 
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alQak durumda bulunmalldir. Yani, onlar10 verilen bir yatay dttz

lem (yer) den olan yllksekliklerinin toplam1 minimum olmahdir. 

(Yani, slstemin potaneiyel enerjisi minimum olmahd1r; Ill) a#ir

hjt1n blrbirine eolt oldu#unu hat1rlay1n1z,) $0 halde AP+BQ+CR 
maksimum olmahdir. $u balde, her elclmin uzunlu#u eabit ol
du#undan, AX + BX+ CX minimum olmahd1r; Mylece prob

lemlmizin paragraf 1 (4), $ek. 9.4, 9.5 teki trafik merkezi prob

Jeml He ayn1 oldu#u ortaya Qlkar. 

lkinci olarak, X noktae1nda teeir eden kuvvetler dengr-de 

olmaltd1rlar. O'Q eelt •#trh#tn herbiri kendl eiclmlni eott kuv

vetle Qeker ve bu kuvvetler eUrtflnm£ eiz makaralar taraf1ndan hii; 

azaJblmadan nakledilirler. §u balde X noktae1nda 11ras1yla XA, 
XB ve XC dogrular1 boyunca teelr eden flQ eolt kuvvet dengede 

olmahdir. AoikAr olarak, simmetri dolay1e1 ile bu kuvvetlerln 
blrbirlyle eoit 8Qtlar teekil etmesi icabeder j x te blrle1en fti; 

elcimin berhaogi iklet arae1ndaki &QI 120° dir (Bu Ill) kuvvetin 

teekll ettigi UQgen POkenar olup, die aQllar1 120? dir). 

Bu, para5'raf 1 (4) tekl Q6zUmU teyit eder. (Dl#er taraftan, 
mekanik tefelr A, B ve C noktalartoJD blrbirine nazaran durumu 

Uzerinde de blr kay1t koymak lUzumuou belirteblllr). 

3. Yeniden tefsir. Yart yar1ya suya batmlm11 bir eopa 

keekin bir eekllde bUklHmllo gibi gOrUnflr. Baradan, havada ol

du#u glbi soda da blr do#ru boyunca ilerleyen 101#1n eudan 

bavaya geQerken keekln blr yon de#ietlrmeelne maruz kald1jt1 

neticeeini Qlkarmz. Bu, ku1lma olay1 olup, bu olay1n yane1maya 

nazaran deha kar101k ve daha gUi; anlaollabilir oldu#u besbel

lldlr. Kmlmaya dair kanun Kepler ve dijterlerinin baear111z 

gayretlerinden eonra, nlhayet Sn11llius tarafmdan (1621 clvar1nda) 

ke11fedilmie ve Descartes taraf1ndan yaymlanm1ehr. Heron'un ba1-

latm1e oldugu fikirleri eie alarak devam ettlren Fermat (1601-1665). 

lee onlardan daha da eonra geimletlr. 

Suyun alhnda A gibi bir eeyadan ~1kan ve euyun ftetlln-
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de B 1tbl blr gOze glden 111k, tepeel bavay1 eudan ayiraa yllzey 
Gzertnde olan blr ac;1 te~kll etmek euretlyle, blr kmk c;izgl c;lzer 

(~k. 9.8 e bak1n1z). Halbukl A lie B ara11odakl en k1aa yol AB dolt· 
ru parc;a11 oldnjtundaa, 111k blr ortamdan Oteklne gec;erken Heron 

prenelblne ltaat etmez. Bu durum bayll kmc1d1r; baalt blr 

kaldenln lkl halde (dlrekt yay1lma ve yan11m1) earl olup, Gc;ftocft 

blr halde (kmlma) earl olmamae101 kabdl etmek l1temeyl1. Bu 

hu1u1ta Fermat'o10 akhna blr c;are geldl. Kendlel 111l1n blr 

ooktadan dlterloe gltmek lc;lo zamana muhlac; oldutuou, yaal 

111tt1n belirll blr (aonlu) h11la hareket ettljtlol bUlyordu ; hakl

lraten, Galileo 111AJn h111n1 Olc;mek lc;ln blr metod tekllf etmlttl. 

Belkl havada bellrll blr b11la hareket eden 111k, suda batka blr 

h111 halzdlr; belki bOyle blr biz fark1 llmlma olay101 lzah ede

blllr. I11k aablt blr h1zla g1ttlltl mQddetc;e en l11aa yoln eec;· 

mek enrellyle, ayn1 zamanda en cabalc (yaol en k11a zamanda 

kat'edebllecetl) yolu sec;mlt oluyor. Ejter 191k b1z1 lc;lnden g~l

len ortama bajth lee, uzunluk bak1m1ndao en k11a olan yolun 

mutlaka zaman bak1m1ndan da en k1aa olmaa1 gerekmez. Belk! de 

111k daima, netleede eudan havaya gec;erken de, zaman bak1m1n· 
dan en k1aa yolu aec;er. 

Bu dlltftnee ailelleal blzl berrak blr minimum problemlne 
gOtllrftr (~k. 9.8 e bak1oiz): 

A ve B Ribi ilci no/eta Ile A gr B dut agrran bir I dojrasa ve 

a, v gibi ilci hrs wrildiline pre A dan B ge gitmek icin sarfede

eelinis mlnimam samanr balanas; A dan I ge lca:lar a ve l den 

B ge lcatlar da v hrsr ile stgahat erlecelinis farsolunmalctadrr. 

Atllrlr olarak, en k11a zamanda eeyahat edebllmek lc;ln 

A dan I nln blr X nokta11na !radar blr, X ten de B ye kadar da 

dlter blr dotru Qzerlnde haieket etmelldlr. Problemlmlz eaae 
ltlbarlyle bu X nokta11n1n yerlol bulmaktan ibarettlr. Da~n blr 

harekette zamamo, uzakhlan baza bOIQmftoe qlt oldujtnnu bll

dltlmlzdeo, A dan X e ve oradan B ye kadar eeyabet lc;ln 
aarfedlleo zaman 
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AX+ XB 
u () 

ye e1lttlr. Bu bf1y11k1Uk X i l il.zerlnde uygun eecmek auretiyle 
minimum yap1lmaltd1r. Bizden A, B, u, v ve l verildifine gore 
X I bulmam1z ietenmektedlr. 

Bu problemi Dlferanelyel Heeab1n yard1m1 olmake1zm cOz
mek kolay defildir. Fermat onu, neticede Diferanelyel Heeaba 
gottlren blr metod lcadetmek euretlyle cOzml11tf1r. Biz daha 
zlyade Oncekl paragraftakl Orneklerin reh berllitlnl tAklp edeceglz. 
Talibln blraz yard1m1 Ile, eornlan minimum problemlnl blzlm 
ii;in cOzecek bir mekanlk model taearlamay1 ba1arablllrlz (Sek. 
9.9 a bakm1z). 

8 8 
x x 

l 
Q 

A 

p 

Sek. 9.s. Kmlma Sek. 9.9 Kir1lman1n mekanik 
mod ell 

Bir X halkae1 kendi icinden ge1ien aablt blr I yatay i;ubufu 
boyunca hareket etmektedir. X balka11na lki X AP ve XBQ aiclml 
batlanm11llr. Bu alcimlerin herblrl (e1raa1yla A ve B deki) bir 
makaranm f1zerlnden gei;mekte ve Otekl ucunda (s1raa1yla P ve 
Q) blr afirhk ta11maktadlr. Burada esas nokta bu at1rbklar1 
aei;mektlr. Bu atirltklar blrbirine e1it olmamahd1r; i;11n,kf1 akal 
takdirde AX B i;izgisi denge halinde tek bir dofru pari;aa1ndan 
ibaret olurdu (eon buaua hie defilae akla yak1nd1r) ve neticede 
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AXB kmlan 1111t1n yolunu gGatermek ic;ln uygun olamazd1. Slm
dlllk •l•rhklar1n aec;lmlnl Uerlye b1rakahm, fakat uygun blr 
ya111 tar11 ltbll edelim. Blrincl 1lclmln P uc; nokta11ndaki a1t1r
ht1na p, lklocl alclmln Q uc; nokta11ndakl •t1rhjt1na q dlyellm. 
Slmdl denge durumunu arayacaf11. (Bu It lc;ln mQtat bultlet
tlrmelerl kabQI ediyorus: Qubuk tamamlyle btlkl1leme1, alclmler 
tamamlyle bftkftlebillr, fakat uzat1lamaz olup, 1iclmlerln aftrtQn 
me, af1rbk ve aerllltl, makaralarm ve balkan10 eb'ad1 lbmAI 
edlleblllr.) Paragraf 2 de oldutu glbl, problemlmlzl lki farkh 
metodla c;Gzecetlz. 

EvvelA, lkl aftrhk blr arada mftmktln oldutu kadar alc;ak 
blr durumda bulunmahd1r. (Yaol, alatemln potanalyel enerjlal 
minimum olmahdir.) Bu, 

nlln makalmum olma11n1 lcabettlrlr. Su balde, her blr alclmln 
uzunluitu aablt oldutundao, 

minimum olmahdtr. 

Bu, Fermat'nln problemlne c;ok yak1n olmakla beraber, 
onun tamamlyle ayn1 deflldir. Fakat, blrl optlte, Gteki meka
nlle dalr olan bu lkl problem, 

1 p= - . 
a 

1 
q=-

" 
olarak 1ec;tlllmls takdlrde matematik bak1m1ndan blrblrlyle Intl· 
bak eder. 0 tak11rde deoge problem! (Sek. 9.9) ttpk1 Fermat'
n1n en c;abuk aeyahat problemlnde oldufu gtbl 

Din minimum olmu1n1 l1temektedlr. Bunu ee1r. 9.9 dakl meka-
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nlk aletemin denge durumuna bir llk noktainazardan bakmak 

euretlyle bulmu1 olduk. 

lkinci olarak, X noktas1nda tesir eden kuvvetler dengede 

olmahdir. Agirhklar1D c;eklt kuvvetleri stlrtttnmeeiz makaralar 

taraf1ndan hie; ekailtilmeden nakledilir. Halka ttzerine btlyttklttk-

1 1 
leri sira8Jyla - ve - olan ve herblri kendilerine tekabtll 

u " 
eden eicimler boyunca iki kuvvet teeir eder. Bu kuvvetler halkay1 

dt11ey dogrultuda hareket ettiremez. c;flnkQ balkadan gec;en l 
c;ubugu tamamen kattdir (Qubuk e1nira1z miktarda bir dtt1ey 

reakeiyon hlall eder). Fakat bu iki c;ekltin aksi yOnlerde olan 

yatay blle1enlerl birbirinl yok etmelldir, yani bunlar1D bii· 

giikliikleri birbirine e1it olmahd1r. Bu m!lnaaebeti ifade etmek 

ic;ln X noktae1ndaki dtloey dojtro Ile lki aieim aras1ndaki at ve {J 

ac;1lar1ni itbll edelim. 

eek. 9.10. KirJlma Kanunu 

Yatay bile1enlerln e1itlljti 

ya hut 

1 1 
- sin at = - sin {J 

u " 

.. 
ile ifade edillr. lite minimum i(:in 1art budor. 
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e1mdi optlk tef1lre dOoelim. Gelen lflk Ile kmlma yQzeyi
oin normali ara11ndakl :z ac;1s1na gell1 ac;111, giden 111k lie nor
mal ara11ndakl P ac;111na da kirdma ac;1s1 deolr. H1zlar10 u/o orao1 
lit! ortama, su ve bavaya tlbidlr, fakat A ve B ooktalar1010 
yerleri glbl geometrik 1artlara tAbi dejtlldlr. Su halde, minimum 
olma 1arti geli1 ve k1r1lma a~rlarrnrn 1inii1leri oran1n1n galnrs iki 

ortama ball1 bir 1abit olma11n1 lcabPttlrlr (Bu eablte bugQo kml
ma lodeksi deoUmektedir). Fermat'n10 •eo k1sa zaman preoelbi» 
bbl aaymz mO .. bedelerle teylt edllml1 olao Snelllus kmlma ka
oununa sevkeder. 

Bu euretle Onemll blr ke1fio dojtu1uou elimlzden geldijti 
kadar yenlden canlandirmaya c;ah1ttk. (Fermat'n1okloio yerine 
kullanm11 oldulumuz) c;OzQm metodu da dikkate dejter. Proble
mimiz daba ba1tan fblkt (optik) blr tef1lre eahlptlr. Fakat onu 
c;Ozebllmek ic;in diler bir fizikt (mekanik) tefeir lcadettlk. Su 
halde blzim c;OzQmQmQz bir geni:l~n tef•lr golugla ~osiim'dQr. Bu 
gibi c;Oztlmler blrblrinden farkh flzlkt olaylar aras1oda yenl ben
zerllkler meydana c;1karabllir ve kendllerlne bas blr BBn'at eeerl 
ozelllini baizdirler. 

4. Brakiatokron (en luu zamanda lnft) etrfalnln Johann 
Berno11lll taraf1ndan kqfl. Alirhl• balz blr maddt nokta A 

nokta11nda etlkQnetten harekete ba1hyarak, bir dtlfPY dQziem bo
yunca daba a1ajt1dakl blr B noktae1na etlrtQnmeelz olarak kay1yor. 
SOkQnetten barekete gec;en maddt nokta, bir sarkac1n ucunun 
yapt•I• glbl, A dan B ye bir dalre yay1 boyunca da gideblllrdl. 
Bu hareketlerden bangiel, dolru boyunca olao1 m1, yokaa dalre 
yay1 boyunca olan1 m1, daha az zaman ahr? Galileo, daire ya)'l 

boyunca lnifin daha c;abuk olacat1n1 do1nnmtlflO. Johann Ber
noulli, A ve B den ge~eo d01ey dOzlem lc;lnde bu iki noktay1 blr
le1llren keyfl bir ejtrl taeavvur ettl. Boyle eoneuz aay1da etrl var
d1r. Johann Bernoulll l1te bu ejtrller ic;inde lnl1 zaman1n1 minimum 
yapan eltrfyi bulmak btt:dl; bu etriye •en c;abuk lnlt elrlsi» 
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veya «brakietokron• denir. Biz burada Johann Bernoulll'oin bu 

problem i<;in vermlt oldugu barlkullde hayll zenginllgl lbtlva 

eden <;Ozllmtt anlamaya <;ah~acag1z. 

A x 

y 

Sek. 9.11. Bir maddt noklanm yolu 

A dan B ye lnen keyfi blr eltriyi blr koordlnat alatemlne 

aokahm <Sek. 9.11 e bak1mz). A y1 koordlnatlar1n ba1lang1c nok

tas1, x eksenlnl yatay ve g eksenlnl dtteey ve aeag1 dojtru aece

Jlm. Egri boyunca aeag1 dojtru kayan maddi noktam1z10 blr (x, g) 

geometrik nokta11n1 blr " bmyla gec;tigi am gozonnne getlrellm. 

Bunlar ara11nda Bernoulli'nln mOkemmden blldlgl 

"' T=gg 

bajt1nh11 vardir; biz bugQn bu bag1ntJy1 enerjinln 1ak1n1m1 

pren11binden c1kar1yoruz. Bu bajt1nhya gore, lnlt yolu ne olursa 

olsun, sonunda erlellen " h1z1 aadeee lnllen g derlnlljtlne 
tlbldlr : 

(1) "= (2 gg)~ 
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Bu ne demektlr? Bu temel haklkaho manle1n1 Btzgi yoluyla 

anlamaya c;ah1ahm. 

Maddi noktan1n li;lode bareket etllitl dllzleml Ince yatay 

tabakalara ayiran yatay doltrular i;izelim (Sek. 9.11 e bak1n1z). 

Maddt nokta a1ajt1 loerken bu tabakalardan blrblrl ardt 1ira 

gecer. Bu noktantD berhaogl blr andakl b1z1 Oncekl yoluna 

tlbl olmay1p, 1adece o anda li;lnden gei;mekte olduitu tabakaya 

bajtl1•hr; yanl noktan1n hlZl tabakadan tabakaya deitl1lyor. 

Boyle blr •1urumu ba1ka nerede gOrmil1tilk? Gllne1ln 1111t1 blze 

gPllrken farkh yojtunlukta biri;ok bava tabakae1 iclnden geC(er; 1u 

hal!le 111g1n hlZI da tabakadan tabakaya dejti1ir. Sorulmu1 olan 
m• kanlk problem! bOylece blr optilc g,.niden tf'f•ir kabQI edlyor. 

Simdl Sek. 9.11 l bu yen! manlda ele alahm. Bo 1ekle 
optlk baktm•lan bomogf'n olmayan blr ortam gOzllyle bakahm. 

Bu ortam tabakalanm11 olup, bu tabakalar farkh Ozelllkledlr; 
g derlolijtlndo bulunan blr tabakada 1111t1n bm (2 gg)l dlr. Bu 

ortam1 4 dan B ye (verllmit noktalar1n blrlnden oteklne) doltru 

kat'eden 111k c;e1itli ejtrller boyunca aldebllirdl. Fakat o, en 

c•buk gidt-bilecl'itf yolu 1ecmektedlr; yanl bakikatte gldit zama· 
0101 mioimum yapan yol boynoea bareket etmektedlr. Su balde 

r11lm gu/ca,.Ja anlatrlmr1 olan (homogen bulunmagan, tabalcal1) 01'" 

tam la A clan B ge giJe,./i.en tdlcip ettili halcilci gol b,.a/ci•lokrondu,.. 

I111t1n baklkt yolu lee, Snelllua kmlma kanununa tlbl 

oldujtundan, problemln c;OzllmQ blr c1rp1da lmkln dahlllne glrer. 

Johann Bernoulll'nin zeogin bayll kuvvetll yenlden tefalrl, ta

mamlyle yeol ve erl1llemez g0rl1nen blr problem! erltlleblllr hale 
getlrmlt oluyor. 

Yapllacak daha baz1 ltler kalm11 ohnakla beraber, bunlar 

yukar1daklyle mukaye1e edllemlyecek kadar az orljlnalllte lhtlyai; 

g01terlr. Soelllu1 kanununu (yukar1kl paragraf 8 te mllnakat• 

edllen) ah11k oldntumuz 1ekllyle uygnlayabllmek li;ln Sek. 9.11 e 

dalr tefsirimlzl tekrar blraz deitl1tlrecejtls: v b1z1 g Ue birllkte 
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sooeuz kUcUk ad1mlarla eiirekli olarak delt•oecejtl yerde, etireksiz 
olarak (eonlu) kU<;Uk ad1mlarla deltiosin. Io11t1 ge<;iren bir maddeden 

yap1lm11 bir<;ok ioce levha (biri;ok cam levha) taeavvur edeJim, 
Uyle ki buolar1n herbiri kom!Julartndan optlk bak1mmdan farkh 

olsun. Io1jt10 ardarda gelen tabakalardaki h1zlarrna v, v' , ""• 11•, .. . 
diyelim ve bu tabakalar1 blrblri ard1 e1ra gei;en 101k dU1ey dog· 

rultu ile e1rae1yla ix, ix', '16
, a."', .. • a<(tlarrn1 teokil ets1n (Sek. 9.12 

ye bak101z). Snelliue kanunuoa gUre (paragraf 3 e bakm1z) 

sin a. sin rx.' --=--
(/ v' 

sin rx.n sin rx.1111 

T =---;;;;;- = ... 

d1r. Simdi ince levhalardan ibaiet olan ortamdan v nin derin

likle eUrekli olaiak deitiotiiti tabakah ortaroa ge<(elim (Levhalar1 

BODBUZ derecede Ince kabQI ede11m). Bu takdirde 1011t1n vizdijti 
yol boyunca 

(2) 

oldugunu gOrurUz. 

v 

v' 

V" 

v'" 

sin 0t _ bit ---Ba 
v 

Sek. 9.12. I111trn yolo 
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Bu egri11in tegetinin yatay dogrultu Ile te11kil ettigi ac1ya 
ft cliyelim. 0 takdirde 

ve bu euretle 

(3) 

olur. 

~ + f1=900, tg ft = "g = g' 
d~ 

_, 
sin~= COB p = (1 + y'') 2 

i;Jimdi (1urae1yla Mekaoik, Optik ve Diferaneiyel Hesaptan 
c1karilan (1), (2) ve (3) denklemlerioi taklp eder ve (2) de zubilr 

eden eablt iiviu uygun bir aembol kulJamraak, c bir pozitif ea

biti gOstermek Uzere 

y (1 + y'2
) = c 

elde ederiz. BOylelikle brakiatokron lcin birioci mertebeden bir 

diferanaiyel denklem elde etmit olduk. Boyle bir denklemi ger

cekleyen egrlleri bulmak ise Bernoulli'nin bildigi blr problemdir. 

Burada ayrmhlara girmemize lilzum yoktur (bununla beraber 

Miaill 31 'e bak101z): Yukartdaki diferaneiyl"l denklemin belirttijti 

braki11tokron'un bir sikloit oldugu ortaya c1kar. (Sikloit egrial, 

bir dPgra Uzerinde yuvarlanan blr dairenin c;evreai i1zerindeki 

bir nokta tarafmdan c;izlllr; icinde bulundugumuz balde bu 

dogru x ekseni olup, yuvarlaoma lti ba11 a1a(t1 cereyan eder: 

daire x ekaeninin altmda yuvarlamr.) 

Bununla beraber, formUllere ba1vurmadan da Snelliua kanu
nuoun blr diferaneiyel deokleml icabettirecejtini sezgi ile gOre

blleceglmize ioaret edelim . Hakikaten, bu kanun i;lek. 9.12 de 

gOeterileo yolun mUteakip elemanlar101n do~rultular101 bellrler kl, 

bu da bir diferanaiyel denklemin yapt1g1 1eyin ayn1d1r . 

Johann Bernoulli'nin brakistokron problemi icin verml1 
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oldul'tu ve burada mt1naka1a etlijtimiz 1,;0zllm tarz1 kendieioe has 

artletlk blr nltelljti h&izdir. $ek. 9.11 veya 9.12 ye bakarak i;o

zllmUn aoabtar1ni te9kil eden flkrl eezgi ilt> gorebiliriz. Elter bu 
fikrl kendlmizl zorlamadan berrak olar11k gUrebilireek ve gctire

celti 9eyl Onceden keetirebilireek, Oollmllzde hakiki bir san'at 

eeeri bulundu~unu farketmit oluruz. 

Johann Herooulli'nin c;OzQmUoClo aoabtar fikri, tabii, ye

nideo tefelrdir. Bu eenada geometrik 9ekil $ek. 9.11 veya 9.12) 

arka arkaya iki farkh tarzda dl19llnQ1mekte, lkl farkh •cerc;eve• 

ic;iode gOrUlmektedir: ev\•ell bir mekaolk 1,;erc;eve, sonra bir 

optik cerceve ic;lodc. Acaba hn ketlf lki ayr1 Mlgeye alt flkrlo 

beklenihuiyen bir temas1 ve eonra onlarin birbirl lc;ine oUfu· 
zundan nu ibarettlr? 

S. Integral Hesabm Artlmet taraf1ndan ketfediliti. BQ
tUn zamanlano en bilyilk matematik ketlflerlnden birine Fizlki 

sezgi rehberllk elmittir. Bunnnla, huglln Integral Hesap dedil'tl

miz bllim dahn1n Ar1imet tarafmd11n ke1fedilltini kaetediyorum. 

Ar1imet, parabol keeitinin alan1 Ile kllrenin hacm101 ve bunlara 

benzer dll'ter blr dttzioe kadar oeticeyi lc;lnde denge ka1rram1nin 

Onemll blr rol oynad1jt1 tek ve ayn1 bir metodla bulmu9tur. 

Ar1lmet, kendi eOzlerlyle, •matematiktekl b11z1 problemlerl me
kanlk Vll81tu1 ile ara1hrm1p (') t1r. 

Artlmetin yapm11 oldujtu itl aolayabllmek ic;ln kendielnin 

hareket etml1 oldujtu bilgi eeviyeei bakk1oda biraz bilgi sahib! 
olmam1z llz1md1r. 

(') The M•thod of Archimedes, edited by Thomas L. Heath, Com. 

bridge, ll•lll (Arflmetln T. L. Huth taraf1ndan yay&nlanan Metod adh 

kltap91jt1), S. 18. Bundan sonrakl dip nollar111da bu kltap91k M•t<>d 

ad1yla alkredlleoekllr. Bundan batka Oru"'" cumplitos d' Archimi,,., tra

dultea par P. Ver Eecke (P. Ver Eecke tarafandan rran&1zcaya tercQme 

edllmlt otan Artlmetln toplu eaerlert). s. 47' -- SUI a bal11n1z. 
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Eeki Yunanhlarin geometrl1l Artlmetln zaman1nda zlrveeloe 

uh•1m11t1. Eudoxus ve Oklld keodlalnden hemen Once idiler, 
Alpolloniua lee onuo c;a1tcta11 ldl. Burada, Ar1lmetlo ke1fi ttze

rlode tealr yapm11 olmae1 muhtemel bulunan blrkac; bellr ll ook

tadan bahaedecejtlz. 

Blzzat Ar1lmetln aolatt1jt1 glbl, Demokrltua konlnlo bacm101 

bulmu1tu; Demokrltua'on ifadealne gore bu bac1m, ayo1 taban 

ve ayo1 yUkaekllfi balz bir alllodlrlo bacm1010 ttc;te blrl idl. 

Demokrltoa'uo kullaod1jt1 metod hakk1oda hlc;blr bllgimlz yok

tur, fakat oouo, konloin tabaoma paralel dejtl1eo bir dttzlemle 

elde edilen (bugttnktt dllle dejtl1keo kealt dlyebilec~lmlz) blr 

kealtlol nazar1 ltlbara alm11 oldojlundan 1ttpheleomek lc;io baz1 
aehepler mevcut gOrQnQyor. (') 

Eudoxua, Demokrltua' un lr!dlaam1 ilk ispat eden kimae ol· 

mu1t11r. Eudoxna oou ve dlfer benzer netlcelerl lspat etmek 

Qzere botflalnln «U1ketme metodu• nu lcadetm't ve bu suretle 

Eakl Yunan matematljtl lc;ln blr kealnllk ataodard1 koymn1tur. 

Eakl Yunanl1lar10 blr maoAda •Koordlnatlar Geometrlal• nl 
blldlklerl kabtll edllmelidlr. Bu koordloatlar, dtlzlemttekl geomet

rlk yerlerl hareket eden bir noktan10 aablt lkl mukayeae ekae

oloden olao uzakhklar101 nazar1 itibara almak auretlyle lncele

mekte kuUanihyorctu. Elter bu uzakhklarm karelerl toplam1 

sabit ve mukayeae ekaeolerl de blrblrlne dlk lee, geometrlk yer 

blr dairf'dir - bu teorem koordloatlar geometrialne alttlr, fakat 

heottz aoalltlk geometrlye alt dejtildlr. Analitlk grometrl, yukarda 

bahaedileo mOoaaebetln 

x' + g'= a' 

gibi ceblr aembolleriyle ifade edlldljti aoda ba1lar. 

Eekl Yuoaohlar1n Mekanljtl, Geometrllerioln mDkf'mmelli

ltloe hl~blr zaman nla1mam11 oldujtu gibl, ondan c;ok da sonra 

(
1

) Mtlod, S. 10 • 11 e balun1z. 
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batlamitlir. Elter Aristo ve dljterlerlnln m11phem m1loaka9alarioa 

hakkettlklerlnden fazla blr dejter vermezstk, Mekanl(tln blr illm 

olarak aorak Artimetle ba9lac111t101 sOyleye-bilirlz. Ar9•met, 

herkt>aln blldijtl glbl, yOzen clalmler kenununu ke9f tml1tl. 0, 
bundan batka Kald1rac; Preoalbl ile Ait1rh .. ~lerkezlnln, blraz 

1onra lhtlyac; duyac1t1m1z, eeae ozelliklerloi de ke1f~tmi1tl. 

~lmdl Arelmettn eaerleri lc;lnde en goz ahc1 Orneli locele

yebilmek lc;ln haz1rlanm11 bulunuyoruz; elmdl onun metodu Ile 

kiirenin hacrn1n1 bulacasl1z. Ar9lmet kl1reye bir dalrenin d0nd11-

r11lmeal ile elde edllml1, dalreye de deitlten bir noktanm blrbirfne 

dlk !kl aablt mukayese ekeenloe olan uzakhklari arae1ndakl blr 

bajtmh ile karakterlze edllen blr geometrlk yer goznylt' bakmak

tad1r. Bug11nkll yaz1e tarz1yla bu bajtmh 

x 1 + g 1 = 2a:r , 

yanl g eklenloe b111lang1c; ooktas1nda tetet olan a yar1c;aph 

dalrenln denklemldlr. Ar9lmetin keodl 1eklloden pek az farkeden 
$ek. 9.13 e bak101z; boradakl dalre :c eksenl etraf1oda dOnd11-

rl1111oce blr kflre doiturur. BugQokl1 yaz11 tarz101n kollanllma-

11010 Ar1lmet'in dt11l1nceleriol bozmad11t1 flkrlndeylm. Bll'Akl1 

bu YHlf tarz1 baoa daba llham verlcl gorQnQyor. Bu yaz11 tarz1, 

blzl bogl1n Arelmet'ln flkrloe gOtl1rmeei muhtemel ve belkl de 

blzzat Ar1h11etl kendl ke1flne gOUlrml19 olanlardan pek farkh 

olmayan salkler telkln etmektedlr. 

Yukar1dakl dalre denklemlnde g ' terlml bulunmaktadir. 

ng' nln lciirenin de/11/cen /ceeiti'oln alan1 oldutona dlkkat edlnlz. 

Demokrltu1 konlnln hacm101 onun dejtl9ken ke1ltJnl iocelemek 

eoretlyle bulmu9tu. Bu, biz! dalrenln denklemlol •fait•ki 1ekllde 
yenlden yasmaya eevkeder : 

n:c' + .-rg1 = n 2 ax • 

~lmdi nx' yl g = x dotruaunun x ekeenl etraf1nda dOndQrOlme· 
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elyle elde edlleo konlolo detl1keo keeltl olarak tefelr edeblllriz 

($ek. 9. 18 e bak101z). Hu durum gerl kalan :r 2ax terlml lc;ln de 

benzer blr tefelr aramay1 llham eder. Eter bOyle blr tefelr gO
remlyornk, deokleml daha ba1ka rkillerde yazmay1 deoeyeblllr 

ve 1u 1ekle tesadllf etmek bu1u11uoda blr 1aoea eablp olablllrlz: 

(A\ 2a (ng' + nx 2) = _ _.,,. (2a) 2 • 

Bu (A) denklemlnde c;ok 1ey tekllf edllmlttlr. (A) deoklemlne 

bakarak ve onuo lc;loe glreo l11rll:l uzunluk ve alaolarm farkina 

var1p, onlar1 1elcil le uggun bfr tar:r.cla dii:r.enligerelc bl1y11k blr 

flkrln dolu1una 1ahlt olablllrlz; bu fikir (Al formUlnnftn $ek. 9.18 

lie 11k1 blrletme1lodeo dotacakhr. 

Formttlde Uc; dalresel dlakln :rg', nx' ve :r (2a)' alanlarm1 

gOrllyoruz. Bu Uc; dalre, Uc; dOnel clamln ayn1 blr dUzlemle olan 

kealtlerldlr. Bu dQzlem x ek1enlne dik olup, 0 batlang1c; nokta-

11odao x uzakht10dadir. Oc; dOoel claim lee, bir kllre, blr konl 

ve blr elllndlrdlr. Bu elalmler $ek. 9.18 Qn ut taraf1 x ekeeol 

etraf1nda dOndQrOld0jtl1 zaman denklemlerl 11raa1yla (A), g = x 

ve g = 2a olan 11c; efrl taraf1ndan c;lzlllr. Kool ve alllodir ayn1 

tabao1 ve ayo1 yQkeeklljtl halzdlr . Ortak tabanm yar1c;ap1 ve 

ortak ynklekllk ayn1 2a uzuolugundadir. Konlnlo tepe1i 0 b•t

Jang1c; ooktaamdad1r. 

Artlmet, alanlari (A) denklemlnln farkh taraflar1nda bulu· 
nan dlaklerl farkh muameleye tAbi tutmaktad1r. 

Yar1c;ap1 2a olan dleki, yaoi aillodirln ke1ltlnl baelaogu;taki 

durumunda, yaol ba1lang1c; ooktaamdao x uzakhjt1oda b1rakmak

tadir. Fakat yar11;aplar1 g ve x olan dlaklerl, yaol 11ra11yla kOre 

ve koninln kealtlerinl baelangu;takl yerloden kald1rarak x ekee

nlnlo abaiel - 2a olan H noklaa1na ta11maktad1r. Biz yar1c;aplar1 

11ra11yla g ve x olan bu diakleri, merkezlerl H dan gec;en dllteY 

dotru Qzerlnde ve H nm alhnda olmak Qzere, •l•rhl• lbmAI edilebl· 
Ur blr elelm va11tae1yla H noktaamdan aaahm. (~ek. 9.18 e bak1n1z. 
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Bu sicim Aroimetin kendi oekline yapt11}1m1z, ag1rl1(t1 ihmAI edi

lebilir, bir ilAvedir.) 

x eksenlne bir kaldzra~ - ag1rh1l1 ihmAl edilebilir bir katl 

c;ubuk-ve 0 noktas1na da bu kald1rai;rn destek veya astlma ook

tas1 g6zilyle bakahm. (A) denklemi moment/ere dair (Bir mo

ment, ag1rhkla kald1rac; kolunuo c;arp1m1d1r) olup, sol taraftaki 

~ek. 9.13. Integral Hesab10 dottu11u 

lki diekln momentleri toplam1n10 sag taraftaki tek diskin mo

mentine eott oldu~unu ifade eder ve bu suretle Aroimet tara

f1ndan ke1tfedilmio olan mekanik kanunu d0Jay1e1yla kald1rac; 
denge durumunda bulunur. 

x, 0 dan 2a ya kadar del}iotikce silindlrin bUtiln kesitlerini 
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elde ederiz ; bu kesltler sllindirt Joldurur. Silindirin her kesltine 

H noktaemdan as1lm11 ikl keeit tekabtU eder ve bu son kesitler 

S1ras1yla kttreyl ve koniyi doldururlar. Birbirlerine tekabiil eden 

ke.itlerinde olduAu gibi, H da a11lr kiire ile koni de •ilin1ir ile denge 

halincledir. ~u balde Arolmetln mekanik kanununa gore bunla rm 

momentleri birbirlne eoit olmahdtr. K11renin hacm1na V dlyelim 
ve koninin hacmma dair (Damokritue'un vermit oldu!tn) lfade 

lie elllodlrin hacmmm ifadeeini ve a1t1rhk merkezinin atikAr 

olao mevklini hallrhyahm. Keaitlerin momentlerlnden alt ol

duklar1 clstmlerln momentlerine gecereek, (A) denklemlnden 

(8) 2a ( V + 11 < 2a~ ' 20
) =an (2a)' 2a 

denklemine sevkedllmit oluruz ki, bu da bize derhal (') 

verlr. 

V = 4na
8 

8 

Gerlye dojtru bakareak, hayatl ad1min (A) dan (8) ye, yaol 

dolduran keeltierden dolu cisimlere geclt oldujtu gOrllrllz. Bu 

ad1m iae sadece bulmaya yarayan b ir ad1m olup, manhk bak1-

m10da11 noksane1z dl' jtildir. 0, akla yak1n, hatta. cok yak1nd1r ; fa

kat !spat edici karakterde olmay1p, bir lspattan ziyade bir tshmin

dir. Eskl Yunanhlardaki matematik kesinlik gelenetinin temeilcisl 

olarak Aroimet te bu hususu iyice bilmektedir: •Varm11 oldutu-

(') Bu 91karlht1 blro;ok dera lar deralerlmde anlath m ve blr defa

a1nda bana gnrnr vere n blr kompllmana mllr uz kald1m. Q1kar1h11n 10-

n o nda motad «Bir aor onnz var m1 ?» s oza m aserlne blr ntren ol •Ba 

arathrma11 lc;ln Artlmete ll lm para verdl ?• d lye aorda. IJllyle blr oevap 

ver eoek kadar ear ' all lntlkal aablbl olamadJt1m1 l tlraf etmellylm: «0 

zamanlarda bu lllr lll araohrmalar Blllm Tanr1o;ae1 Urania larahn dan 

deateklent rdJ.» 
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muz bakikat kullantlan muhakeme vae1tae1yla sahlden !spat edll· 

mlt detlldlr; fakat bu muhakeme netleenln dotrulutuna dalr blr 

nevi Iearet vermletlr.• (' ) Bununla birllkte bu tahmin, letikball 

olan blr tahmindlr. Ondakl fikir, ellmizdekl problemin ihtlyactla· 

r1ndan cok daha !lteye gltmekte olup, ondan cok daba genie blr 

uygulama alan1na eahlptir. (A) dan (B) ye, keeltten blltttn cleme 

geci1, o zamana nazaran daba yeni matematlk dilinde eoosuz kllcllk 

pari;aemdan blltlln bllyttldOge, diferanelyelden lntegrale gecietlr. 

Bu g~cie bnyOk blr baelang1ct1r, ve kendlelnl tarihi perepektlf 

lclnde g!lrebllecek kadar bllyllk blr adam olan Areimet te bunu 

cok iyl blllyordu: •Bu metoduo matematlkcllere hlct te az hlzmet 

etmlyecetlne emlnlm. Zlra, bir kere anla111hrea, bu metodun, bu

glln bayatta bulunan veya benUz dofmamit, dijter matema
tikcller tarafmdan elmdiye karlar benlm akllma geimemlt olan 

baeka teoremlerl keefetmekte kullan1laca1trn1 Oncedeon gOrllyo
r um.• (~) 

IX. B0L0ME DAIR 0RNEKLER VE TAMAMLAYICI 

BILGILER 

1. Bir dllzlemde blr P nokta11 ile birblrinl keeen ve hie· 
blrl P den gecmeyen lkl /, m dojtrueu verlllyor. Y, I 11zerinde 

ve Z de m Uzerinde deltieen hirer nokta olsuo. Y ve Z yl Oyle 

eec;lolz ki, If PY Z nfo cevresl minimum olaun. 

Blrl flzlksel ml11Ahazalarla, difl'ri geometrl \'b1ta11yla lkl 
c;Ozllm verlniz. 

2. Bir dllzlemde blrbirinln d111nda bulunan tic dalre verl
llyor. Bu dairelerlo herblrl llzerlnde hirer tepeef buiunan 11ct· 

genler lctlnde cevreei minimum olan1n1 bulunuz. 

lkl farkh fizlkael tef1ir verlnlz. 

(•) Mtlod, 8. 17 

(") Mrtod, S. lt 
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3. Verilen bir ii~genin i~ine ~izilmi1 minimum ~evreli ii(:gen. 

Bir IABC verdmi11 oleun. Bu O.cgenin BC, CA ve AB kenarlari 

ttzerinde e1rae1yla X, Y, Z gibi Oyle Ile nokta bulunuz ki, 1X YZ 
nin cevreei minimum oleun. 

lki farkh fizikeel tefeir veriniz. 

4. Mieal 3 U genelle11tiriniz. 

5. MieAI 1 in cOzttmilnttniln krititini yap101z. 0 cnzttm 

blltttn hallere uygulanabllir ml? 

6. Mlei\1 3 ttn cnzf1 mttnttn kritijtini yap1n1z. 0 cnzttm bll

tlln hallere uygulaoabilir ml? 

7. Miei\l 3 ttn dar ac1h ttcgenler halinde keeln bir cOzii

mttnll verinlz. {K1emi de(ti11im, Mlei!.l 1, MieAI 5.) 

8. Trafik merkezi probleminin paragraf 1 (4) ve paragraf 

2 (2) de verilmi11 olan cOzUmlerinin kriti/tinl yap101z. Bu cOzilmler 

btttilo ballere uygulanabllir mi? 

9. Uzagda alrnan dort noktanm trofik merkezi. Tepeleri A, 

B, C, D ooktalar1nda bulunan bir dOrtyllzlil verilmi!J oleuo. 

DOrtyllzlllnllo icinoe dOrt tane tepeye olan uzakhklar1010 

AX+ Bx +cx+nx 

toplam1 minimum o:an bir X noklaeinin mevcut oldutunu kabt11 

edellm. Bu takdirde 4: AX B ve •\" CXD ac1larrnrn birbirine e11it 
bulunduklar1n1 ve her birioio ayn1 bir do{tru tarafrndan lki e$it 

parcaya ayrdrl1gm1 gOeteriniz. Birbirine gore buna beozer du

rumda bulunao dilter ac1 ciftlerini bildiriniz. [Buounla ilgili bir 

problem biliyor mueunuz '? lluna beozer bir problem biliyor mu

eunuz? 0 problemin oetlcesioi veya cnzihn metodunu burada 
kullanabilir mieiniz ?] 
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10. Duzlemdelci dort nolctanm frafilc merlcezi. MMU 9 'un 

A, B, C, D noktalar101n ayn1 dttzlemde bulundujtu ve blr ABCD 

konveks dtlrtgenlnin tepelerini teokll etllitl 111nir halini gtlztlnl1ne 

alahm. MiPll 9 daki lfadeler bu srn1r halinde de gecerli kalmakta 
devam eder ml·? 

11. Dort nolctamn trafilc 1eb1'/ce.i. Bir dUzlemde A, B, C, D 

gibl dOrt sablt nokta ve X, Y gibi lkl dP.jtl~en nokta dQottnellm. 

Elter bunlar arasmdaki bet uzakh{t10 AX + BX..!... X Y + YC+ YD 
toplam1nm mlnlmumuna eritildllti zaman A, B, C, D, X ve Y 
noktalarin1n alt1s1 da birbirlnden farkh lee, Uc X A, X B ve X Y 

dojtrulari aralannda eoit ac;1lar teokll ettiklerl glbi, YC, YD ve 

Y X do{trular1 da blrbirine gtlre gene ayn1 durumdad1rlar. 

12. Katr a~malc "e dojrultmalc. ~k. 9.3 Un faydah blr 

lefsiri daha vard1r. I, A• X ve XB yl oeffaf bir tabaka kljt1t 

tlzerlne clzerek, tabakay1 I boyunca katlaraan1z, ~ek. 9.1 l elde 
ederalnlz (Burada A yerlne A• gelmlotir). ~ek. 9.1 I Ilk ba1lan

g1cla kath blr oeffaf kllt1t labakas1 Qzerlne bu kQlfetll tarzda 

cizllmlt tasavvur ediniz. X In AX+ XB yl minimum yapao 
mevkllol bulmak lc;in kath kllt1t tabakasm1 ac;1n1z, A dan (ya

hut daha dol'trueu ~ek. 9.3 tekl A• dan) B ye blr doltru cizlnlz 

ve sonra tabakay1 tekrar katlaym1z. 

13. 8i/4rdo. Dik dOrtgeo oekllndekl blr billrdo maeae1 

flzerlnde P noklae1oda blr blllrdo topu durmaktad1r. Topa Oyle 

blr dojtrultuda vurmak latenlyor kl, top dlkdtlrtgenln dOrt keoa

r1oa carp1p dOndQkten sonra Ilk bulundujtu P noktae1ndan gec;
sln l~ek. 9.14). 

14. Jeofizilc i.tilc1af. DUoyamo yatay yf1zUoQo E nokta
emda blr ioflllk vukubuluyor. Bu lnflllk1n eeel arz1n lclnde 

lntloar edlyor ve arz1n yf1zl1 He ~ ac;1s1 teokll eden eltik blr OR 
dQzleml taraf1ndan yan11bllyor. E den gelen eee, arz yUzQnlln 

dllter blr nokta11odaki blr L dloleme merkezlne blrblrlnden 
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farkh n tekilde eri~ebillr <Bu n yoldan biriai eek. 9.15 te MiaAI 
12 nin metodu Ile c;lzilmlttlr). (Uygun bir !letle gOzlenen) n 

verlldigine gore, rx mn aras1nda bulundugu ikl smir verlni1 . 

. . 
d \) 

e1:k. 9.14. Yans1tilmtt bilArdo maea11 

l S. Uzayda bir l dogruauyla l 1lzerinde bulunmayan A, B 

gibi ikl nokta verllmit olsun. l dogrusu 1lzerinde Oyle bir X 
noktas1 bulunuz ki, verilen noktalara olan uzakhklarmm AX+BX 
toplam1 minimum olsun. 

Bununla llgili bir problem billy or musunu1? Daha Ozel bir 

problem biliyor musunuz? Onun neticesini, veya c;Ozllm meto. 

dunu burada kullanabilir mlsiniz? 

16. MisAl 15 i bir tei?et tesviye yfizeylnden faydalanarak 

c;Oz1lollz. 

17. MlsAI 15 i kAg1t katlama metodoyla c;Ozlln1lz. 

18. Mid.l 15 I mekanlk tefslr yoluyla c;Ozllnttz. Bu c;Ozttm 

MisAl 16 ve 17 lie uygunlok halinde midir? 

19. Uzayda a, b, c gibi De; aykm dogru verilmittlr. Bu 

dotrular1n herbiri tlzerinde bir tepeai bulunan 1lc;geuler lc;lnde 

c;evre uzunlugu minimum olan1n1n apg1ki Ozelljtl haiz oldugunu 
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gOeterloiz : a ttzerindekl tepeyi fl<;geoio ic;ioe c;izilmio dalrenln 
merkezine birleotiren dojtru a ya dlktlr. 

20. MleAI 19 dakl Uc; aykm dojtrunun bir kl1pl1o t\c; kena
r101 teokil ettijti Ozel hali gOz Online alahm. Bu halde latenllen 

flc;genin kOoelerl nerededir? Bu il<;genlo ic;ine c;izilen dairenin 

merkezl nerededir? Kilplln hacml 8 a1 lee, bu ttc;genin c;evre 
uzuolujtu nedlr ? 

0 l £ 

~ek. 9.15. Yer alllndakl yaoe1malar 

21. Uzayda a, b, c gibl ttc; aykm dojtru verllmlotlr. X 
noktae1 a boyunca, Y ookta11 b boyunca, Z nokta11 c boynnca, 

T de uzayda aerbeat olarak dejtloaln. XT + YT+ ZT nln mlni
mumunu bulunuz. 

22. MleU 20 naad MlaAl 19 un blr Ozel hallnl teokll edl
yoraa, Mlall 21 lo de buna tekablll eden Ozel hallni verlniz. 

23. Bi,. ~olcgiizlii jjze,.inde en lei.a ~izgi/e,.. DlkdOrtgen 1ek

lindeki blr odan1n ikl kar11hkl1 uc; duvar1 kare 1ekllndedlr; oda

nm uzunlultu 20 ayak, geni1liitl 8 ayak, yttkaekllitl de 8 ayakbr. 
Uc; duvarlar1ndan birlnln t\zeriode tabandan itlbaren 7 ayak yttk

eekllk'8 ve lki yan duvardan ayn1 ·ozakbkta blr Grt\mcek dor-
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maktad1r. Bu OrUmcek karo1 dnvarda yerden bir ayak yllksek· 

llkte ve gene lkl yan duvardan ayn1 uzakhkta blr 1inek gOrll· 
yor. Ornmeejtin slnejte yt-tiomek lc;ln duvarlar, yabut tavan, 

yahut taban Qzerlnde kat'edeeejtl yolun 28 ayaktan daha kr•a 

oldujtunu gOsterlnlz. [MlsAI 17.] 

24. El,.; bi,. g1izt!g iizt!1'inde t!n k1•a ~izgile,. ( Jeoluikle,.). Ejtrl 

blr yllzeye blr c;okyllzlllnQn limit! gOzQyle bakaeajt1z . <;okyllzlfl et· 

rl yllzeye yaklaellk~a ytlzlerlnln say111 "''a, herhangi bir yllzllnlln 

en uzun kOoegenl O'a glder ve yllzler yUzeye tetet bale g ·lirler. 

Bir c;okyttzlU llzerlnde lkl nokta araamda en ktsa yol bir 
kmk c;izgldir. Bu kmk c;izgl bUtUn noktalan ayn1 blr dllzh:m 

ttzerlnde bulunan bir dllzlem kmk c;izgl, veya blltlln noktalar1 

blr dllzlem Qzerlnde bulunmayan bir aykm kmk c;lzgl olabilir. 

(Ml1ll 23 lln c;OzllmUnde her ikl bale de hirer Ornek bulunabilir: 
blrlnei hale (1) de, lkinciye (2) ve (8) le.) 

Ei?ri blr yllzey ilzerlnde blr en k1sa c;lzgiye blr «,Jeodezlk• 

denir, 1tllnkll bu en ktsa 1tlzgller arz1n yilzeyinl ineeley1·0 Jeodezi 

ilminde blr rol oynarlar. ·Bir jeodezlk, tamam1 blr dllzlem llze· 

rlnde bulunan blr dllzlem etri, veya bllllln nolrtalar1 ayn1 dllz

lemde bulunmayan bir •uzay etrlal• (• bl1klllmllp etrl) olabilir. 

Her ne olurea olaun, blr jeodezljtln llzerinde en k11a bir efri1i 

bulundutu yllzeyle blr le; bajt1 bulunmal1d1r. Bu bat nedlr? 

(1) ABC ... l gibi bir kmk clzgiyl gOz Onllne alahm. ABC ... L 
blr aykm lur1k c;izgi bile olea, onun HI ve If glbl lkl bititlk 

kenar1 aym dllzlemde bulunnr. Eter ABC ... l blr c;okyllzlll 

llzerinde A ve l uc noktalari araemdaki en k11a yol lie, bu 

krr1k c;lzglnln B, C, D, ... , H, I, ], .. . , Kara k01elerlnln her 

blrl c;okyUzlllnlln hirer kenart llzerlndedlr. HJ ve If dojtru par

c;alar1n1 lbtlva eden dllzlem ~.J: HI] .. in ac;1ortay1n1 da lhtlva 

eder; bu ac;1ortay c;okyll.zl11nlln I den gec;en kenarina diktlr. 

(Mlsll 16 veya Mlall 18 e bak1n1Z.) 
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e1mdl bir ejtrlyi gOz Online alahm. Bu ejtrl •bl1k11lm0p bile 
ol1a, onun aoneuz kUc;llk (c;ok k1aa) blr yay1na b1r d11zlem (he

men bemen dOzlem) yay gOz11yle bak1labillr. Bu aonauz kl1c;t1k 

yay1n dOzleml, onun orla ookta11ndakl oalciil4tor diislem'dlr. Ot

kOlatO dOzlem, blr aykm c;okgenln !kl bltltlk keoar1n1n tetkil 

ett1ll dOzleme tekabOI eder. E~er ejtrl blr jeodezlk, yaol blr ejtrl 

Ozerlnde en kin c;lzgl lee, bu benzerllk blze bir jeodesilin laf!r

laangi bir nolctas1ndalci oalciildtor diisluainin g1isegln o no/eta lalci 

normalinJen ge~tilini telkln eder. 

(2) Fizlkael olarak, bir jeodezlk clllh (atlrtGnmealz) blr y11-

zey ttzerlnde gerllmlt blr ll&tlk 1erltle temell edlleblllr. Llltik 

terldin ufak blr parc;a11n1n deoge durumunu lnceleyellm. Bu par

c;aya tealr eden ku .. vetler, kl1c;Gk yay1n lkl ucunda tealr eden etlt 

bOyttklOkte lki trjtet gerilme kuvvetl Ile &OrtOnmeelz yttzeyln, 

kendlaine normal olan, reakalyon kuvvetlerldlr. Yaseyln bu reak-
1iyon kovvetlerinln blle1keel lie ejtrlnln lkl ucondaki g~rllme 

kuvvetlerl denge hallndedlr. eu halde bu ac; kovvet ayna blr 

dOzleme paraleldlr. lkl •kom1u tetet» i1e oakGlltOr d1l1leml be

llrttilfnden, bu dl11lem yazeyln normallnl lhtlva etmelldlr. 

(S) Bir j ·o1ezljtln her yaya da blr J 'odezlktlr. Hakllraten, 

eter blr ejtrlde kendl oc;lara ara11nda en k1aa yol olmayan blr 

pare;• mevcutaa ve neticede o par~n1n yerloe ayn1 uc;lar ara11nda 

daha k11a blr yay konulabUlrae, bttttln ejtrl de blr en k1aa c;lzgt 
olamaz. eu halde, blr jeodezllfn her nokta1mda keadlne hat blr 

Oselljtl halz olma1101 beklemek tablldlr. Matematlk kealalitl ol

mayan, fakat bolo1a yard1mc1 (1) ve (2) gibl lkl farkh ml1ll

hazan1n llham etllll Ozellk, bOyle blr Ozellktlr. 

(4) Bulu1a yard1mc1 ml1llbazalarla elde ettltlmlz netlcnla 
dojtr nlujtuou kontrol etmek Qzere mldller aray1a1z. Bir kl1re 11ze

rlndeki en k1aa c;lzgller hanglluldlr ? Bunlar yukanki Gzelltl 

halz mldlrler? K11re Gzerlndekl dll r c;lzgtler de ayn1 Gzelltl 
halz mldlr? 
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25. Bir maddl ookta cilAh blr kah y1lzey f1zerlode 1Urtf10-
me1lz olarak hareket etmtkledlr. (MeeelA yerc;eklml gibl) hlc;bir 
d11 kuvvet ookta f1zerlne teeir etmemektedlr. (Tabii, yf1zeyln re
akalyonu buodao mt11teaoad1r.) Noktao10 oedeo dolay1 bir jeo
dezlk c;lzmealoio bekleomeai gereklr? 

26. Kat1t katlama "c2•1ta11gla (:i:i:im. Bir dalre lc;lne kenar
larunn bf1yQklllklerl ve 1iraa1 verllml1 blr c;okgen c;lzlnlz. 

a., a,, .. . , a,. verllml1 keoar uzuoluklarm1 gOatereln. U1un

lujtu a, olao keoardao eoora uzuolu{tu a, olao, ondan aonra da 
uzunlultu a1 olan keoar gelaln, lllh ... ; ozunlu{tu a,. olan kenar
dao aoora lae, uzunlujtu a, olan kenar gelain. a., au ... , a,. ke
oarlar101odan herblrloln uzoolujtu gerl kalao n- 1 keoar uzoo
lu{tuoun toplammdao daba kQc;llk farzedilecektlr. 

Bu problemlo kljt1t katlama yoluyla gf1zel blr c;Ozf1mf1 var
dir. Bir kartoo Ozerlnde a., a,, ... , a,. uzonluklarm1 yeter dere
cede bQyQk blr dalreoio mf1teak1p klrl1lerl olarak c;lzlnlz, Oyle 
kl iki mQteak1p klrlt ortak blr uc; ooktaa101 halz olauo. Bo oc; 

noktalar1n1 daireoin merkezlne blrle1llreo yar1c;aplar1 c;izlniz. Bu 
n lane klr i1 Ile lki 1101r yar1~ap1010 c;evl'eledijtl c;okgPol kealp 
aymo1z, aonra kartoou dller (n- 1) tane yar1c;ap boynnca kat
lad1ktain aonra c;okgenlo a1nmndakl lkl yar1c;ap1 blrblrl llzerlne 
yap11tmn1z. BOylece ac;1k bir c;okybJQ yGzeyl elde etml1 oluyor· 

aonuz; bu ac;1k yf1zey n tane de{tl1mez lklzkenar Gc;genden lbaret 
olup, uzunluldar1 a1ra11yla au a,, ••• , a,. olan n lane aerbeel ke
oarla c;evirilmi1tlr ve bQyQkJQklerl dt>ll1tlrllebilen n tane lkl· 
yQzlf1 ac;1y1 baizdlr. (Barada n > 8 farzediyoro1.) 

Sorulmu1 olan problemi c;Ozmek l~ln bu ac;1k c;okyllzlll yf1· 
zeyl ile ne yapabillralnlz? 

27. Zar at1lm1,tir. A{ttrlllt hail katt bl.r konvekt c;okyf1s
l11ol1o lc;mdeki kltleolo her yerde ayo1 yo{tunlukta olma11 lcab-
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etmez. Haklkaten, Oyle blr hetero1en kltle dat1hm1 taeavvur 
edeb1Jlrl1 kl, bunun at1rhk merkul c;okyQzlf1oQo Onceden verl

leo herhaogl bir le nokta11 Ile c:ak1111n. Bu eokyOzl11 yalay ta 

ban Qzerloe at1ld1t1 zamaa yllzlerlndea blrl Qzerlode duracakbr. 

Bu, blze •t•l•kl geometrlk lfadenia dotrulujluna dalr blr meka· 

Dlk delil verlr. 

HerhaDgl bir p konveka cokyl1zlll1Q ve p DID herhaogl blr 

C le noktaa1 verlldlllDe 1ore, P aio 1u ozelltl halz blr F 
yl1z11nl1 bulabillriz: C den F Din dllzlemine lDdlrilen diklD ayat1 

F niD bir I~ noktas1d1r. 

Bu lfadeDlD blr geometrik l1pabn1 buluDuz. (F yl1zl1nl1n 

yukar1kl Ozellk vAs1ta11yla tek alarak belirlenebilecet.ne, fakat 

buDun mutlaka bOyle olma11 lcabetmedljllne dlkkat ed .nlz.) 

28. Tu/an. Bir topojlrafya harltae1 11zerlode 11e tQrl11 t•· 
yaDJ dikkat nokta vardir: tepeler, gec;ltler (yahut yatay tetct 

dtlzlemli aemer noktalar1) ve ceukurlar•. <Sek. 8. 7 de P bir te
p0, S blr 1eelttlr.) Bir cc;ukur• blr vadlDlD dlblndekl en alc:ak 

Dokta olup, 1ular oradan d11ar1 akmak imklD1n1 bulamH. Bir 

oukur cteralne eevrllml .. blr tepedlr: topotrafya ha1 ita11 11ze

rlodekl yl1k1eklltl la olaD herhaDgl bir tesvlye elzgiaJDe yl1klek

llll -la imlt gOzllyle bakal1m, Bu takdlrde har1ta ctenloe oev

rlllr•, ve deolz alttndakl blr bolgealo harlta11 olur. Bo 11rada 

tepeler cukur, cukurlar tepe olur, fakat gec;ltler gec;lt olarak ka

hr. Bu 11e clo1 nokta ara11nda pyan1 dtkkat blr bat vardir. 

Bir arlada P tone tepe, D tan• ,-ulcur "• S tone ge~lt balun· 
dulunu /arselelim. Bu talcdirtle 

P+D=S + t 
dlr. 

Bu teoreml 1ezglyle 01karmak lc;lo, devamh bit yatmurun 
adan1n etraf1ndakl g0111n 1ular1n1 yQkaelterek nlhayet aday1 ta-
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mamen sulara g0mdt1Qt1n11 taaavvur edellm. B1ltt1n P tepenln 
ayn1 ydkaekllkte oldufunu ve btltQn D QUkurun gOl 1evlyealnde 
veya bu aevlyenln alt1nda bulundufuou kabill edebillrlz. Hakl· 
katen, uy1lar1nda hlcblr dejtl1lkllk olmadan tepelerln ytlkaeldl· 

jtinl ve cukurlartn alctald1f1n1 taaavvur edeb!llrlz. Yajtmur yait· 
maya ba1lad1~1 zaman, cukurlarda su loplamr; ba1lang1Qla, 10-
IQ de aaymak 1arllyla, 

D + 1 lane 1u tabaka11 ve 1 ada 

mevcuttur. Ada sulara gOmlllmeden bemen Once aadece tepeler 

auyun. llzerlnde boy gOaterlr ve l.iu 1uretle bu aonuncu durumda 

1 an labakas1 ve P lane ada 

mevcut olor. Bu ge9l1 na1d vukua gelml1tlr? 

Berbangl blr ancia blrc;ok 1u labaka11n1n ayn1 yllklekllkte 
bulun.tutunu taaavvur edellm. Eter tam o ytlkaekllkte hlctblr 
geclt yokaa, oe au tabakalar1n1n ne de adalar1n uy111n1 dellt· 
tlrmekalzln 1u blraz yt1k1eleblllr. Fakat ytlkaelmekte olan 1u 
tam bir geclde erl1ince, auyun o durumdan .onrakl en ufak blr 
ytlkl 1111 ya oodan evvel blrblrlnden ayr1 olan lkl au labaka1101 
blrl. 1Urecek veya blr toprak p&rQ&1101 dllerlerlnden ay1racakllr. 
~u halde 1u her blr gec;ltten gec;erek yllkaeldikc;e ya 1u labak•· 
lar1nm uy111 blr lane ekallecek, Jabot adalann 1ay111 blr lane 
arlacakhr. Bu deltl1lklerln toplam1na bakarak 

<D+ 1- t)+ (P-1) =S 

elde ederlz kl, bu da latenllen teoremdlr. 

(a) ~lmdl bCltlln blr kllre (meaell dtlnya) Gzerlnde (blr k11-
m1 1uyun alllnda olabllen) P lane tepe, D lane c;okur ve P ta· 
ne 1ec;lt bulundujtanu farzedellm. Bu lakdlrde 

olaca11n1 g01terlni1. 
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(b) Bu eon baltmh blze Euler Teoremini hat1rlatir (Paragraf 

(3. t-3.7 ve Miell 3.1- 3.9 a bak101z). Biraz Once eezgiye daya

nan blr muhakeme ile elde etmlt oldujtumuz neticenin blr geo

me~rlk iepat1m meydana getirmekte Euler Teoremini kullan11bilir 

mielniz? (Sek. 9.16 ve 9.17 eadece baz1 teeviye <(izgilerinl deltll, 

fakat teevlye <(izgilerine dik olan •en c;abuk init eltrileri» nin 

bazllar1n1 da ibtiva eden daba komple bir baritanin Onemli par

<(alar1n1 gl\etermektedir. Bu iki cine ejtriler kO.renin yllzeyinl elt

riael ttc;gen ve dOrtgenlere bOlmektedir. Miall S. 2 ye bak1n1z.] 

(c) Bu metod f1zerinde sOylenecek blr tey var m1d1r? 

eek. 9.16. Bir tepenln clvam Sek. 9.17. Bir gei;idln clvar1 

29. B;,. kugu kada,. d11,.in d11jil. Bir kuyunun d derinliltini 

bulmak l<(ln knyunun aitzmda elinlzden blr tat b1rakuem1z ve 

ta11 b1rakti1t1n1z an ile tatin euya carpbltm1 i1itt11tlniz an ara
e1nda gec;en t zama01n1 Olc;eniniz. 

(a) Yerc;eklminin /1 ivmesi Ue eeeln c bm verildiltlne gore, 

d yi g, c ve t cinainden ifade ediniz. (Hava mukavemeti ihmAl 
edilecektlr.) 
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(b) Eger kuyu c;ok derln degll8e, ta110 en 80D bm bile 8el 

hmo10 c;ok kQc;llk blr keari olacag1odao, Olc;Qlecek t zaman1010 

Qllk b0yl1k k11m1010 ta110 dll1meal taraf1odao t1gAI edllmealnl 

bekl<>yebllirlz. eu balde 

J = !P'/2 - d01eltme 

olmas101 bekleyeblllrl1, Oyle kl t ktli;Qk oldugu zaman dQzeltme 

de olap .. ten knc;llk olsun. 

Bu tabmlol lncelemek lc;ln (a) ya cevap olarak elde edllen 

lfadeyl t oln kuvvetlerlnl gore ac;1011 ve edirdan farkh Ilk ikl 

terlml muhafaza edloiz. 

(c) Bu mlallde tlplk olao 1ey 1l1ce nedlr ? 

30. FagJalr blr •rnr,. hall. BQyQk ekeenl etraf1nda dOnen 

blr ellpa, uzuo aferolt denllen yumurta 1ekllnde bir dOnel ellpeolt 

yQ1eyl c;i1er. Ellpaln odaklar1 dOnme ekeeol Ozerlnde olduklarlD· 

dao bu dOomeye katJlmular. Bu odaklara u1uo ellpaoldln 
odaklar1 da denir. Bu ytlzeyln le, konkav taraf1n1 clllh blr ma· 

den tabakae1yla kaphyarak blr ellptlk ayna meydana getlreblll

rlz; odaklar10 blrloden gelen bl1tQo 191olar bOyle blr eliptlk ay

na taraf1odan yao11tihoca diter odaktao gecerler (paragraf 1 (8) e 

bak1n1z). Ellptlk ayoalar pratlkte pek as kullao1hrlar, fakat bun

lano blr limit hall Aetrooomlde pek Onemlldlr. Ellpaoldln odak

lanodao blrlal aablt totulup, dlgerl eon1uu gOtQr111Qne ne mey· 
dana gellr? 

Sl. Brakletoll:ronun Paragraf 4 te bulunmu1 olan dlferan· 
alyel denklemlnl c;OzQnQz, 

32. Varlga•gonlar Hesabr, delltken blr etrloln bQyflklllk ve 
blc;lmlne bath bQyQklllklerlo mak1lmum ve mlolmumlar1oa dalr 

problemlerle ujtra11r. Paragraf 4 te optlk tefelr yard1m1yla c;01· 

mn1 oldutumuz Brakiatokroo probtemJ bu tip bir problemdlr. 

Mllll 2i te lncelemlf oldugumuz jeodezlkler, yahut blr ejtrl yQ. 
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zey 11zerlndeki en k1aa yollar, problem! de V11rlyaeyonlar Heea· 

bma alt oldotu g1bi, OnQml1zdeki b0111mde ele alacat1m1z •ho 

perlmetri problem!• de oraya alttir. Buraya kadar gOrml11 oldu 

ltomoz glbi, makelmum ve mlnlmumlara dalr blrc;ok problemlerl 

c;Ozebllen fizikeel millAhazalar Variyasyonlar Huabma alt baz1 

problemlerl de 90zebillr. Buna dalr blr mleAll k1eaea veriyoruz. 

U11Unluju "e u~ noktalar1 (Jerilmi1 olan 6gle bir madli ejri 

bulanuz ki, afrrlrlt mtrkuinin giik•"klifi minimum olaun. Homo

gen blr Ip veya zlnelr gozQyle bakttf1m1z bu efrl boyunea m11d

denln yotunlotu eablt farzedlllyor. Bu zlnelrln afuhk merkezl 
m11mkQn olan en al9ak dorumunu ald1jt1 zaman zinelr rienge le 

olur. $1mdl zlnelrln denge durumunu onun Qzerine teelr eden 

kuvvetlerl, yani af1rlijt1 lie gerllmeelnl gOzden gec;irerek ara1h· 

rablllrlz. Bu araetirma blzl, tetf'nen ejtrlyl (zincir efri•i) bellrle· 

yen blr diferaneiyel denkleme gotllrQr. 

Burada ayr1nhlara glrmlyerek, eadfce verdlflmiz 901nm 

ta1lati Ile paragraf 2 de ele ahnm11 olan mekanlk 90zllmlerln 

ay01 eeae fikri halz oldujtuna l1aret edeeeflz. 

33. Ke•itlerin rlengesin-len ci•imlerin dengesine 11e~1,. Ar1fmet 

kendl metodunun genel prenelblni a91kc;a lfade etmem11, fakat 

ona hae1mlar, alanlar ve ajt1rhk merkezlerl hesaplamak euretlyle 

blr9ok mldle tatblk etmt1t1 . Bu mi11Allerln 9e1itllllitl genel pren

elbl tamamen a91fa c;1karmaya yeter. Ar1tmetln metodunun pa

ragraf 5 te eunmu1 oldujtomuz baflfc;e defl1tk eekllnl onuo ver

ml1 oldutu baz1 mleAllere tatblk edelim. 

Metodun 10 7. Teoremlol !spat edlnlz : Her baogi blr kl1re 

parc;a11n1n ayol tabao ve ayo1 yttkeekllktekl konlye oran1, k11re
nln yar19ap1 lie tamamlay1e1 parc;a010 y11kaekllitl toplam101n bu 

tamamlay1e1 par9an1n yl1kleklllfne olan orao1na eeittlr. 

34. Metodan 6. Teoremlnl lepat edlnlz : Bir yar1mkilreoln 

af1rhk merkezl onun ek1enl 11zerlnde olup, bu ekeeni yar1mkl1· 
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renln tepeafnde aon bulan parc;antn dllter par~aya olaD orani 

5 In S e oraDtna etil olacak 1· kllde lli:l parc;aya bOler. 

SS. Meto:IDn 9. Teoremlnl lapat edlnlz: Her bangt bir kl1re 

parQa11n1n a1t1rhk merkezl onun ekaeni llzerlnde olup, bu ekaenl 
o auretle lkl parc;aya aymr kl, ktlre parQ&llDID tepealnde aon 
bulan parc;&DID dlterlne oraD1 kllre parc;a11n1n ekaenl He tamam
lay1c1 parc;an1n ekaenlDln dGrt kab toplam1D1D kllre parQaamtn 
ekaenl Ile tamamlayJCJ parc;an1n ekaenlnln ikl kat1 toplam1na 

olan oran1na .. , 1t olaun. 

56. Metodun • . Teoremlnl lapat edinlz : Bir dGDel parabo· 
loitten ekaenlne dlk blr dll'&lemle keailerek ayrdm11 olan ber 
bangl blr dGnel parabololt parQa&IDID pa•Qayla ayD1 ta ban ve eyo1 
yllkaeklllti balz olan konlye orao1 S llD 2 ye oran1na e1ittir. 

57. M etodun 5. Teoremlnl lapat edlnlz: Bir dGoel parabo
loltten ekaeDloe dlk blr dl1zlemle keallerek aynlm11 olan ber
bangl blr dnnel parabololt parc;a11n1n alttrhk merkezl ekaeD llze· 
rlDde olnp. bu ekeenl tepedP aon bulan parQa gerl kalaD parQ•· 
DID lkl kat1oa e1lt olacak 1ekllde lkl parc;aya aymr. 

SS. Ar1lmetin Mttoduna gerl bak11. MetodnDu ketfettllti 
zaman Ar1lmetln kafaa1Dda ne buluDdultnDu blQbir zaman bile· 
mlyf'celtlz. Onu ancak mllpbem blr 1ekllde tabmln edeblllrlz. 
Fakat Artimetln keDdl meloduyla QOzmllt oldu{tu problemlerl 
bugllDkll metodlarla QOzmek lateraek, bu buanata kullanmak 
tlsere mnbta-; oldutnmnz (bugllD lyl blllneD, fakat Artlmet za
man1nda formtlle edllmemlt olan) &Qlk ve oldukc;a kiaa blr ma
tematlk kaideler llateal dllzeDllyeblllrlz. Bu kaldeler eunlardir : 

(1) Integral Heaab1n lkl genel kaldeal: 

J o /(x) dx = c J /(x) dx, J ( /(x)tg(x)] dx= J /(x)dx+ J g(x) Jx; 

bnrada c berbangl blr aablt, /(x) ve g(x) berhangl lkl fonkal
yondnr. 
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(2) A1a~1kl dort lntegralin de~erl: 

(n =O, 1, 2, 3) 

(3) A1a~1ki iki integralln gnometrik tefsiri: 

JQ(x)dx, JxQ(x)dx. 

Burada Q (x) dttzlem geometride bir uzunlu~u ve uzay geo· 
metrlde bir alant gOsterir; Q (~) her iki balde de bir 1eklin x 

eksenine dlk bir dllzlemle kesmek snretiyle elde edilen dl'~i1en 

kesitini gOsterJr. Bir dtlzlem veya uzay geometrl problemi di11ttn

dtl~llmllze gore, Uk integral bir alan veya bir bacm1, iklnci in

tegral lse madde ile homogen olarak doldurulmut bir alan veya 

bacm1n momentinl gOsterir. 

Ar1imet bu kaldeleri formttle etml1 olmamakla beraber, 

ooun bunlara 1u veya bu 1ekilde sahip olmu1 bulundu~unu 

dtt1!1nmekten kendimizi alam1yoruz. Hattl Artimet metoduna 

temel te1kil eden i1lemi, yanl de~ltken kesitten alan veya hac

me (bugllnkll dille: integrall ahnacak fonkslyondan integrate) 

geciti genel bir tekilde Hade etmekten bile cekinmi1ti. 0, bu 

ltlemi Ozel baller iciu anlatm11 olup, onu hayran olunacak bir 

tarzda pek de~itik ballere uygulam11t1. Fakat Ar1imet, pek ya

kmdan bildljllne 1ttphe olmayan bu i1leme sadece blr ke1if vAs1-
tas1 olarak bakmakta ldl ve bu keyfiyetln l1lemi gene! olarak 

ifade etmekten ceklnmeye yeter bir sebep oldu~u flkrindeydl. 

(2) de verilmi1 olan dOrt integralln de~erlerinl seZgl yoluyla 

verebilecek basit geometrik haklkatler zlkrediniz. (') 

(') Artlmetln keftl baklnnda dtter mlllallalar lotn B.L. van der 
Waerden, E/emenle dor Mathematik, Bd 8, 1968, S. 121 • 129 Ye Bd 9, 

196,, S. 1 - 9 a b•k1n111. 



x 

IZOPERIMETRI PROBLEMI 

Daire ilk, en ba•it, ve en miilcemmel 1elcildir. - Proklue ( ') 

Daire en miikemmel 1elcildir. - DANTIL (' ) 

t. Descartes'an end6ktlf aebeplert. Deecartes' m Regalae 

ad Directionem lngenii (yanl Alclan Sevlc ve /dare.I i~in Kaideler) 

adh tamamlanmam11 eserinde (kl buna ketfln mantt1t1na dair 

kllslk eserlerden birl gOzUyle baktlmahdir) a1ajt1kl dlkkati c;eken 

pasaja rasllamaklayu: (' ) 

Bir dalre c;evreslnln ayn1 alan1 balz herbangi blr dllter oek

lln c;evreelnden daba kl1c;llk oldulunu ayr1 ayr1 ballerl gOzden 

gec;l~mek euretlyle 101termek leleraek, ml1mk11n olan bl1tftn 1e

kllleri ekslk1l1 ele almaya 10.Znm yoklnr ; bu bususu blrkac; Ozel 

tekil lc;ln lepal elmek klfl Olup, endlikslyon vae1lu1yla ayn1 

ozellltln blllOn dilter oeklller lc;in de dolru olacal1 netlcealoe va

rablllrlz.• 

Bu paeaj1n manl11n1 anlamak lc;in Deecarle1'1n telkln eltlll 

(
1
) Olllldln El•manlar'an1D blrlncl llltabJDlD terbl; xv .•• xvi. 

tarlfler. 

(') Convlvlo II, Xlll, IG. 

(
1

) Ooaw., de D~1cor1 ... JaJ1nlaJanlar Adam ve Tanner,., vol . 10, 

1808. 8. 89(). Sliz llonu1u P .. •l barada llnemala blr tekllde detltllrllmlt 

olap, datrenln 1«111 llnllne almit oldatamas llselltl burada blraa farllh 
blr eell:llde !fade edllmltllr. 
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l('yl fillen yapahm ve dalreyi 11~genler, dlk dOrtgenler ve daire 

sektOrleri gibi dijter blrkac lf'kil ile mukayeee edeli.m. Oc;gen 

olarak (actlara e1rae1yla 60', 60°, 60° ve 90°, 45°, 45°) olan blr 

e1kenar, bir de dik lklzkenar licgen alahm. Bir dik dOrtgenln 

blclmi geni1Iijtinin yllkeeklijtine olan orana lie karakterize edlllr; 

biz bu orao icio 1 : 1 (kare), 2: 1, 3: 1 ve 3: 2 dejterleriol eec;e

cejtiz. Bir daire sektOrlluttn blc;iml merkezdekl ac;t ile bellrir; bu 

acanan d('jterleri olarak 180°, 90° ve 60° (yanm daire, c;eyrek 

dalre, nlhda bir daire) d1 jtr rlerinl alacejf1z. Baton bu 1ekillerln 

ayn1 alana, meselA 1 Inc;' , haiz oldujtonu farzecliyoruz. Ba tak

dirde bu 1ekillerden herblrloln c;evreeinin uznnlugunu Inc cln

slnden h('saphyahm. Bu tarzda elde edllen D('tlceler a11jt1kl 

cedvelde toplanm11 olup, cedvelde 1eklllerin a1rae1 a1a1t1ya lnll· 

dikc;e cevre uzunlnjta artacak 11ekilde secllml11tlr. 

Cedvel I. E1it alanh Seklllerin QeVl'e Uzunluklar1. 

Daire 3,55 

Kare 4,00 

Qeyrek Daire 4,03 

Dik DOrtgen (3 : 2) 4,08 

Yaram Daire 4,10 

AJtada bir Daire 4,21 

Dlk Dortgen (2: 1) 4,24 

E1kenar Ocgen 4,56 

Dik Dortgen (8: 1) 4,64 

Dik lkizkenar Ocgen 4,84 

Listed(' bnlunan hf'pal de ayna alant balz on tane 1ekll lclnde 

ba1t .. k1 !lf'kil olan Daire en kasa ~e\'reyl hab.dlr. Aceba Deacar

tea'tn telkin cder gOrUndogu gibl, buradan endOkaiyonla dalrenln 

eadece lletedekl on eekll araa10da de jtil, fakat milmkUn olan bil

ttln 11ek11Ier Ic;lnde en k1an cevreyi halz oldujtuna hilkmedebillr· 

mlylz? Hlcblr suretle. Fakat nlapeten kaaa olan liatemizln gene! 

• 
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teoreml kuvvetll blr 1ekllde telkln etllll de lnklr edllemez. 
Hatt! bu telkln o kadar kuvvetlldlr kl, bu llateye bir veya lkl 

19klin daha lllveal bu kuvvete pek fula blrteJ katmaz. 

Ben Dncarte1'1n yukar1kl paaaj1 yazarken daha Ince olan 

bu eon noktay1 d11tt1ndGll1ne lnanmak temayt11t1ndeylm. 7..anne
dlyorum Id o, bu liateyl ozatman1n lnan111m11 t\zerlnde pek fula 

blr tealr yapm1yacat1n1 aGylemek l1teml1ttr. 

2. Sakb aebepler. • Ayn1 alan1 halz bt1tt1n dt1zlem 1ekU
ler lc;lnde dalre en k1aa c;evreyl halzdlr.• Cednl I vaa1ta11yla 
deateklenen bu lfadeye boperl metrl feoremf dlyellm ('). Deacar
te1'1a telklalne gGre yap1lm11 olan Cedvel I lzopetrlmetri teoreml 
lehlnde oldokc;a lnandmc1 blr end11ktll delil te1kU elmektedlr. 
Fakat bu lnandmc1hk nereden gellyor ? 

Buna benzer b•tka blr durum taaavvur edellm. Tan1d1t1m1s 
on farkh clnaten on tane atac; aec;ellm . Bonlardan herblrlnln 
tahlaa1n1u Gzgt11 atirb1tn1 Glc;ellm ve bunlar lc;lnde azgt1l atubt1 
en kt1c;t1k olan1a1 alabm. Sadeee bu mt1tahedelere dayanarak, 
muayene etmlt oldujtumus on tane •tac; lc;lnde tahta11 en baflt 
olan1n1n mevcut bt1tan •l•o clnalerl lc;lnde de en baflf tabtah11 
bolundutona loan mak makQl blr teY olnr mo ? Bona lnanmak 
makdl olmamakla kalmaz, battl aptalhk olor. 

Bunon dalre hallnden fark1 nedlr? Daire ballade, dalre le
hlode blr pe1ln laillcme aablblz. Daire en ml1kemmel 1ekll oldo
tundan dlter mt1kemmelllk1erl araa1nda verllen blr alana karti
hk en k1aa c;evreye aablptlr. Deacarte1'10 telkln ettlll eodt1k
tlf delllln o kadar loandm olma11, daha batlan akla yalnn olan 
blr farazlyeyl takvlye etmealndendlr. 

•Daire en mt1kemmel 1eklldlr• ct1mlesl 1elenebel blr ct1m-

(' ) Ba ad1a taab1 ve Jakardrl lfade1• deak olaa bafka Uadeler 
dabe eoara verllecektlr (pare1rat 8). 
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ledlr. Bu ctlmleye Dante (1265 -1321), Proclus (.no -•86) ve daha 
da eskl yazarlarm yaz1lar1nda raetlamaktay1z. Bu cQmlenio ma· 
nla1 ac1k defildir, fakat onun arkas1nda sadece gelenekten daha 
fazla blroey bulunablllr. 

3. Flzlkael aebepler. •Eelt bac1mdakl blltQn elatmler l~in
de, kttre en kQc;llk yOzey alan1n1 haizdir•. Bo lfadeye •Uzaydakt 
tzoperlmetrl teoreml• denlr. 

Uzaydakl lzoperJmetrl teoremlne, t1pk1 dllr.lemde oldo~ 

glbl, herhangl bir matematik lapat veriJmeden lnanmak etlllmin· 
deylz. Kllre lehlnde, belkl daire Jehlnde oldujtundan da bllyllk, 

bir peeln hllkme aablbiz. Hakikaten, tablahn kendial bile kllre 
lehlnde blr pefln bQkme aabip lmie gibl gOrllnllyor. Yatmur 
taneciklert, aabun kOpllklerl, gllnee, ay, dllnyamaz ve gezegenler 
hep kllre eeklinde veya kllreye yakan bir eekildedlr. Blraz yQzey 
gerllim flzill bllgialyle iaoperlmetrl teoremlnl blr aabun kOpll
lllnden Ofrenmek mllmkllndQr. 

Fakat clddt blr flzlk bilglalnden mahrum bile oink, lyiee 
lptldat baz1 mQJAhaular blzl gene lzopedmetrl teoremtoe aevke

deblllr. Bu teoreml meaelA blr kedlden Ofreneblllrlz. 

Sofuk blr geeede uyumata ha11rlaoao blr kedlnln ne yap. 
tit101 herhalde gOrmlleallnOzdllr. Kedl evvell ayaklar101 tcerl 

dofru c;eker, eonra bllzlllllr ve k1aaca vlleudunu mllmkllo oldufu 
kadar kOreye yak10 blr 1ekle aokar. Kedloln Myle yap111n1n 

aebebi, •tlklr olarak vtleudnnu 11cak tutmak azere, vaeut yllze
yinden kac;an 111y1 minimum kllmakhr. Bunun lc;ln de, vtleu

dunun haem1n1 azaltmak nlyetinde olmad11Indan, ooun yazeyinl 
•zaltmata c;ah11r. Kedl bu J1l yaparken, bacm1 verllml1 blr elamln 
ytlleylnl minimum yapmak problemlol, kendlalnl mQmkQo oldu

tu kadar kQreye yak10 tekle aokmak auretlyle c;Ozmektedlr. Buna 
gore, kedlolo laoperlmetrl teoreml baklnnda blr bllglye 1ablp 
oldu~ anla11hyor. 

, 
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Bu mtlllbazan10 dayaod1t1 flzlk bllgtat son dereee kabadir.(') 

Buoa ratmeo, bu mllllbau loaodmc1d1r ve hattl lzoperlmelri 
teoremlolo blr nevi muvakkat dealetl olarak deterlldlr. KOre 
veya dalre leblnde yukarda (paragraf 2) zlkredllml1 olan yaka
laomaa1 gt1c; aebepler borada bellrmete bathyor. Acaba onlar 

flzlklel beozerllk aebeplerl mldlr? 

4. Lord Raylelgh'ln endllktlf aebeplerl. Deaearlea'1n !Ull· 
mt1ndeo lkl yllz aeneden blraz fazla blr zamao aoora, fizlkc;l 
Lord Rayleigh g1plar1n verdlll sea tonlar101 loeeledl. Her ye
rlnde ayn1 kahnhk ve kalltede olmak tlzere dlkkatle tabak· 
lanm11 blr derl par~a1 blr davul llzerlne her taraf1oda e1lt blr 

1ekllde gerlllnce blr •zar• (yahut, daba dotruau matematlk 
zar kavramma mak1\.l blr yakla11m) olur. Davullar ekaeriya dalre 

1ekllodedlr, fakat ellpt, c;okgeo veya herbaogl blr ba1ka 1ekllde 
davullar da yap1lablllr. Herhaogl blr 1eklldekl blr davul blrc;ok 
farkh aea toolar1 verlr, umumlyetle boolario lc;lode en derlol 

olao ve eaaa ton denlleol dlterlerloe nazarao pek kuvvetlldlr. 
Lord Rayleigh farkh 1eklllerde olao, fakat ayo1 alao1 haiz ve 
ayn1 flzikael prtlara tlbl blrc;ok zano eaaa toolar101 mukayeae 
ettl ve oolara dalr paragraf 1 dtkl Cedvel I e pek bf'Dzeyen 
apt1kl eedvell (Cedvel 11) dtlz.lenledl. Bu Cedvel 11, Cedvel I 
dekl 1eklllerlo ayo101, fakat blraz farkh aarada, lhtiva etmekle 

olup, her 1ekll lc;ln eaaa tonuo ytlkaekllllnl (frekana101) vermek· 
tedlr. (6 ) 

(') Dab• bll1lll blr lr•dl v&clldllD1lD JllMJl•I d•tll, f•lr•l OD1lD. Hl 

1•9lr1ealltlal, J•but •1a1 lrap11• 01lraa •l•lrtroatatlll lrapultealal mini· 

.... 1•pmahd1r. Pallat, Polacar6'ala blr taoramla• 111ra. evvellrladea 

farkh olaa b• mlalm•m probl••l de •71l• ollstma h•ISdlr C1aal ba 011-
sl• de lrtlredlr) O. Pol1a, A1nori•on Molla•1notlcol Monllalg, v. M, 19'7, 
s. 101-toe 1• balr1a1s. 

(") Lord Ba1lel1h, Tia• Tla.org of Soand, I ad ed., vol. 1, 8. 146. 
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Cedvel II. Etit Alanh Zarlar10 Esas Frekan1lar1 

Daire 4,261 

Kare 4,443 

Qeyrek Daire 4,551 

Albda bir Daire 4,616 

Olk Dortgen (3 : 2) 4,624 

Etkenar Oogen 4,774 

Yarim Daire 4,803 

Olk Dortgen (2: 1) 4,967 

Dlk lkizkenar 0 ogen 4,967 

Dlk Dortgen (S : 1) 5,786 

Llatede bulanan, bepal de ayn1 alan1 balz, on tane ur 

lolnde batlaki dalre 1eklindeki zar en derin eaaa tonu balzdir. 

Acaba buradan endQksiyonla, dalrenln bQtQn zar 1eklllerl loin

de en alcak eaas tonu verdlll neticealni o•karabllir mlylz? 

Tablabyla bayir; oUnkQ endllkalyon hloblr zaman kealn 

de~ldlr. Fakat llatenln bu yoldakl telklni ook kovvetll, battA 

Oncekl baldekinden de daba kuvvetlldlr. Blliyoruz kl (Lord 

Rayleigh ve catda1lar1 da blllyorlard1 ki) ayn1 alan1 halz blitQn 

1ekiller lolnde, dalre en k1aa oevreyl balz olan1dir, ve bu teorem 

matematlk olarak lapat edlleblllr. Akhm1zda bulunan dalrenln bu 

geometrlk minimum Ozelljli dolaymyla, dairenln Cedvel II nin 

telkin ettitl fi&lkael minimum Ozelljtlnl de halz oldotuoa inan

mak etlllmlndeylz. Mubakememlz benzerlltln tealrl albnda kal

m11 oluyor kl, benzerlik baklkaten derin blr tealr kudretlnl 
halzdir. 

Cedvel I ve II nln kart1Ia1tirllmaa1 eon derece Ofrellcidlr. 

Bo kar1dqt1rma tlmdi mQnaka1a11na glritmlyecetlmlz dlter blr
ook telklnleri daba ortaya koyar. 

5. Netice ~karmak. Yukarda lzoperlmetrl teoreml lehlnde, 

ono lapata yetmeyen, fakat makQl blr farazlye baUne getl-
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ren tllrlll aebeplerl gGzden gec;lrdlk. Kendi llmlndekl blr farazl
yeyl lnceleyen blr flzlkc;i, ondan neticeler c;1karir. Bu netlceler 
haklkatlere uyablllr veya uym1yablllr; flzikc;l bu lkl halden 
haoglalnln vakl oldutuna bakmak ic;in tecrllbeler dllsenler. Ken
di Umlndekl blr farazlyeyl lnceleyen bir matematikc;l de buna 
benzer blr yol tutabllir ve farazlyeainden oetlceler c;1karablllr. 
Bu netlceler dofro veya yanht olablllr; matematlkc;l de bu lki 

balden baogl1loln earl oldutunu bulmata c;abpblllr. 

etmdi apt1kl tekllde Hade edecetimlz lzoperlmetri teore
mlnl incelerkeo bll de bu yolu tutabm : E1it ~"r• aHnlalcla bU

tiin diislem 1elclller i~inrle, daire mabimam alanr hatsrlir. Bu !fa
de yukardaklnden (par1grat 2) farkhdir ve aradakl lark udece 
Hade tan1nda detlldir. Fakat bu lkl lfadenln blrblrine denk ol· 
dutu g1>1terllebillr. Biz l1patl llerlye birakarak (parag•af 8 e 
balun1z), hemen netlcelerio lncelenme1lne gec;lyoruz. 

(t) Sur krallar1odan blrlnlo Dido lalmll ktz1 vatan1ndao ka· 
c;arak blrc;ok maceralardao eoora Kuzey Afrlka k1ydar1oa vanr. 
Efuneye gore 1ooradan orada Kartaca tehrlnl kurarak ooun llk 
krall~I olmu1 olao Dido, lte evvell yerlllerden deolz k1y111nda 
•blr Gkllz po1tunuo c;evrellyecetl kadar• blr yer 1atto almakla 
ba1lad1. Dido bu yerl c;evrelemek 1lzere Oktlz poatuou ~k 
Ince dar prlllere bOldll ve onlan blrblrlne eldlyerek ~k uzun 
blr Ip meydana 1etlrdl. Bundao eonra Dido bir ReQmetrl prob 

leml lle kar11la1tt: Makalmum alao1 elde etmek lc;lo, belll uzun· 
luktakl lplyle baoli blc;1mde blr arazl 11n1rlamahyd1? 

Bier Dido k1t'an1n lc;lnde bulunuyd1, bunun cevab1 ta· 

blat1yla blr dalre olacakt1, fakat denlz kenanoda c;Gzllm batk•· 
d1r. Probleml, denlz k1y111n1n blr dotru pkllnde oldutunu kabdl 
ederek c;Gzellm. eet. 10.1 de XYZ 1•11 verllmlt blr UZUD

lutu haizdlr. Bu yay lle X Z dotru par~11 (bu dotru parc;a•• 
verllmlt blr eonaoz dotru llzerlnde buluomaktad1r, takat parc;a· 
n1n munlutu i1tedltlmlz gibl arttmbp, ekalltlleblllr) ara11niakl 
alan1 makalmum yapmakhtuniz latenlyor. 
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Bu problemi cOzebilmek icin BODBOZ doj}ruya (deolz k1y1B1) 
blr ayoa gOzQyle bakahm (Sr:k. 10.2 ye bak1n1z). X YZ ej}rlai 

ayoadaki X Y' Z hayali ile birlikte uzonluj}u verilmit bir X YZY' 

z 

y 

Sek. 10.1. Dhlo'nuo 
problemi 

y 

)(--.. 

y 

Sek. 10.2. Problemin yan11tma 
lie c;Ozdmd 

kapalr ej}rlai te1kll eder, Oyle ki ba kapah ej}rinin alan1 makal
mum yapmak letedlj}imiz alan10 tam ikl kahd1r. X YZY' nan 
alan1 lse, bu kapah ej}rinin verllmlt 1001uz doj}ruyu (yani dents 

kiy1e101) almetri ekeenl olarak kabQI eden blr dalre olma11 ha· 
linde makaimum olur. Su balde Dido probleminin c;Oz '1mlt mer· 
ke1i denlz k1y1s10da olan bir yar1m dairedir. 

(2) Jakob Steiner izoperimetri teoremloden bir aOrd ente
resan netleeler c;1karm11tir. Ooun muhakemelerlnden bllbaaea 

gOze carpao blriol mllnaka1a edelim. Verllmlt blr dainnln lc;!ne 
bir c;okgen cizen-k <Sek. 10.3) bu cokgenin kenarlar101n dalreden 
ayird1j}1 (§~k. 10.3 te taranm11) dalre parcalar1na kall (meaell mu
kavvadan kesllmlt) gOlllyle bak1n1z. Bu kall dalre parcalar1n1n 
cokgenln kOtelerlode blrblrlerlne maf1allanm11 olduklar101 taaavvur 

edfnlz. Bu mafsalh alsteml mafaaJJardakl acllar1 delittlrmek BU· 

retlyle deforme edlolz. Deformaayondao aonra (!jek. 10.4) arllk 

bir daireden farkh olan blr yeoi etri elde ed~rlz kl, bu efrl blr 
lakim daire yaylar1ndan meydana gelmlt olup, c;evrul dalrenin

kioln •yo1d1r. Su halde, fzoperlmetrl teoremlne gOre yenl etrlnln 
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alan1 verllmlt dairenln alan1ndan daba kQc;Ok olmahd1r. Fakat 

dalre parc;alart katt (mukavvadan) oldutundan alanlan delit· 
mez, 1u halde alan1n a1abe1 defurme edllmlt c;okgenin atrbndan 

c;1kar: 

Daire i'ine ,isilmi1 bir ,olcgenin alam, agnr lcenarlari hais 

olan ba1lca herhangi bi,. ,olcgenin alanrndan claha biigiilctiir. (Burada 
kenarlar hem ayn1 uzunlukta, hem de ayn1 airada ahnmaktadtr.) 

Bu gQzel blr neticedlr, fakat lzoperlmetrl teoremlnln ken· 
dial lapat edilmedljti mQddetc;e henllz iapat edllmemit durumdadlr. 

eek. 10.8 Daire lc;lne c;izllmlt 
blr c;okgen 

eek. 10.4.. Oynak mafaallar ve 
mukavvadan dalre parc;alar1 

(!i) D.do'nun problemlnl Stelner'ln metodu Ile terklp edellm. 
Vdllmlt blr yar1m dalrenln lc;lne blr kmk c;lzgl (1c;1k QOkgen) 
c;iz~llm ($ek. 10.1> e bak101z). Bn kmk c;ltglnln kenarlar1 taraflD· 

dan yar1m dalreden ayrtlan ($ek. 10.1> te taraom19) dalre parc;ala· 
rina kab (mukavvadan yaptlm11) gGzQyle bakahm. Kmk c;lzglnln 

kj)felerlne oynak mafaaallar yerle9tlrlr, ac;tlar1 detlttlrlr ve lid uc; 
nokta11na ver1lmlt gGzQyle bakaca1tn1z c;ap dotruau Qzerinde yer 
dellttlrlreenlz, toplam uzunlutu yar1m dalrenln uzunlutuna etll 
olan blr talnm dalre yaylarindan mQrekkep yenl blr etrt elde 

ederelnlz <eek. 10.6). Bu l'lrl lie verllmlt aonauz dotru ara11nda 
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kalan alao, yukarda (l) de mQoakaoa ettl~lmlz korem dolay1· 
a1yla yaram dalrenln alao1n 1ao daha kQ~Qktllr. (Mukavvadao ya
p1lm19 olao) daire par~lar1 kah olduklariodan, bu alao elrellltl 

~ek. 10.5. Dido ve Steiner 

deformaayoodao aoorakl ~okgeolo atrhodao ~1kar. BGylece 1u 
teoreml elde etmlo oluyoruz: Bir ~okgenin kenarlan, bir tan .. 1 

mu.tuna, azanlalc t1e ••ra balcrmrndan t1erilmi1 ol•an. Bu ~olcpn 

•Vtle/ce t1erilmemi1 olan ltenarr ~ap olaralc kabfil eden blr garrm 

daire l~ine ~iubildili saman malc•imam alanr hais olar. 

6. Netlcelerl ger~eklemek. Bir flzlk~I ele ald1ta blr fara
zlyeden blr talnm netlceler ~1kard1ktao eoora, bunlano l~lode 

~ek. 10.6. Mukavvadao dalre pa~lan 

tecrQbe Ue kolayca lnceleot:bllen blr tanealol arar. Eler tecrllbe
ler blr faraziyeden elde edlleo blr oeticeyl yalaolaraa, o farulye 

auya dOoer. Eler tecrllbeler farazlyeolo oetlcelerinl ger~kleree, 
o farazlyeolo ltibar1 artar ve faruiye daba laaa1labllir bale 11· 
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rer. Matematlkc;l de buna benzer blr yol tutablllr. 0 da farazl· 
yealoin l1pat1 veya cerhl kolay olan netlcelerlnl arar. Bir netl· 
ceelnln cerhedllitl farulyenln kendlalni de cerbeder. Bir netlce· 
nln lepat edllitl farazlyeyl daba lnaodabllir bale 1okar ve fara· 

zlyeoln kendlalnln lepati hu1u1unda blr yol gOeterebllir. 

l.;lnde bulunduAumuz balde durum aaa1ldir? lzoperimetrl 
teoremloden yukarda birc;ok netlceler c;1kard1k. Bunlar1n ic;lnde 
lepat veya cerbi en kolay olao bangialdlr? 

(1) lz lperlmetrl teoremlnden yukarda c;1kardan neticelerden 

bazilar1 aabnda bir tak1m elemanler makalmum problemlerlne da· 
irdlr. Bunlarin lc;lnde gerc;ekleyebllecetimlz blr nellce var m1dir 'l 
eek. 10.8-10.6 da g01terllmlt olan detltlk ballerl gOzden gec;lrellm. 
Buolar1n lc;lnde en baeltl ha11gieldir? Bir c;okgenln kan11khA• kenar• 

lar101n .. 7111 Ile blrllkte artar. ~u halde, en baelt olan c;okgen tlc;· 
gendlr; tablat1yla tlc;genl en c;ok aevmemlzlo eebebl, en c;ok bllgiye 
onuo bakk1oda sablp olu1umuzdur. ~lmdl, i,et. 10.8 ve 10.i tln 
problemlnlo tltg ·nler lc;ln blr mana11 yoktur, )aDI o problemln 
lfadt'el blr 11c;geo ballnde bottur : kenarlan verllmlt olan blr llo· 
gen tamamPn bellrlldlr, kattdir. Bir 11c;gende 10.8 tekine benzer 
durumdao 10.' tekine beozer blr duruma 1ec;11 yoktur. Fakat 
eek. 10.1> teklne benzer dnrumdan 10.6 clakine benzer durum• 
gec;lt blr llc;gen lc;ln pek llA mt1mkllndllr. Belkl bu, lzoperlmetrl 
teoremlnden eMe ettttlmlz en baall netlcedlr. etmdl bu netlceyi 
lnceleyellm: 

Par11graf 5 (8) te c;1kartilan netlcenln en baelt Ozel hall 111 

probleme cevap verlr : Bir ii'zenin ilcl l:enaM wril llflne z8re, ha 
iirgenin alanrnrn mabimumanu bulmal: (ljt-k. 10.7 ye bak1n1z). 

Paragraf I> (8) buna fU cevab1 verlr : Bu alan, llc;genln batlan· 
g1c;ta verilmemlt olan kenar1 c;ap olarak kablll eden blr yarun 
dalrenln lc;lne olzllmlt olmaaa hallnde mablmuma nla1u. Bu lee, 
alan1n verllen lkl kenar1n blrblrlne dlk olmu1 ballnde mabl• 

mum olma11 demektlr kl, bu da •tlklrchr Olllll 8. 7) 
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BOylece izoperimetrl teoremioin bir ilk neticeeini gercekle· 

meyl ba1arm11 oldok. Boyle bir ba1ar1 tabiahyia maoeviyatim1z1 

kuvvetleodlrir. Biraz Unce gerceklenm11 olao hak1katm arka-

11nda ne vardir? Bo haklkab genelleetireblllr miyiz? Baeka bir 

netlceyl daha gercekleyeblllr miyiz? 

(2) Yokarda (1) de Jncelenen problem! genelleetirirken 1u 

probleme varu1z: Bir {:olc1enin biitiin kenarlarr biri miiateana ol

mak iia:ere biigiilcliik cie arra bakrmrndan cierilmi,tir. Bu {:okgenin 

ne •aman makaimum alan1 haiz olacalrnr bulunuz. 

B 

____ L _ 
A C 

Sek. 10.7. Tek mafsalh 
parmak 

B 

Sek. 10.8. SQper-parmak 

Evvell uyirun blr yaz11 tarz1 itbll ederek S .. k. 10.8 I clze

llm. AB, BC, ... , KL ozunluklan verllmif, fakat LA ozunlutu 

verllmemletir. ABC ... F ... KL kmk clzgleinl bir nevi stlper -

parmak olarak tasavvur edebillriz; bu parmatin kemlklerl olan 

AB, BC, ... , KL dellemez uzunluktadu, B, C, ... , F, ..• , K maf· 

aallarindakl &Qtlar deltltkendlr. Blzden letenen 1ey, ABC ... KLA 
alamn1 makaimum yapmaktir. 

Bir mQddet evvel gOz OnQne alm11 oldutumuz (paragraf 8.4, 

8.5) baz1 problemlerde oldutu glbi, burada da karakteristlk gOo-

11lk blrden fazla delltkenln (B, C, ... , F, ... ve K daki acdar) 
varht1dir. Bununla blrlikte yukarda (1) de problemin eadece tek 

bir delltken &QI (tek blr mafsal; Sek. 10.7) lbtiva ettili aim 
Ozel halinl lncelemltUk. Simdi bu Uzel hall g •mel problPmfn QO· 

zQm1lnde blr atlama ta11 olarak kullanabllmeyl tlmit etmemlz 
tabltdir. 
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Haklkaten, probleml bemen hemen c;GztUmllt kabQ.l edellm 

ve blr tane1l mt11te1na btlttln ac;1lann aranan dejterlerlnl bulmut 

oldotumuzu taaavvur edellm. !;ek. 10.9 da F ac;111na detloken, 

fakat B, C, ... , K da olan bQtOn dlter a«;tlara ubtt gOzt1yle 

bakahm; B. C, . . • , K mafullan 11k11tmlm11tir, fakat ndece F 
oynaktir. A ve l yl F ye blrletllrellm. AF ve LF ozunluklar1 

ubittlr. 811ttln ABC . •. F •.. KLA .,okgeni timdl, lki1i kat1 (mu· 

....... 
I /' ....... 

/___./ ........ 
. ..... I .,. 

8 I '....._ 

--------------------------A L 

eek. 10.9. Tt:k bir bl1kt1lebillr mafaal hall 

kavvadan) olan ve aadece blrl delltl'.bllen tl«; k11ma ayrtlm1t 

oluyor, AFL 11c;genl FA ve Fl gibl lki aablt kenara ve F de 

delitken blr a«;1ya mlllktlr. Bu tl«;genln ve onunla blrllkle bllltlD 

ABC .•• F . .. KLA «;okgeninln alan1, biraz Once (1) de eek. 10.7 

yl lncelerken eOylemlt oldutumuz glbl, ~ AFL nln blr dik ac;t 

olma11 ballade 1DJ1kalmum olur. 

Bu mubakeme •tlklr olarak otekl mafaallar l«;ln de, yanl 

B, C, . .. ve K dakl ac;1lar l«;tn de <eek. 10.8) dotrudur. Bu 10• 

reUe 1unu elde etmlt oluyoruz: Ba1lana1,ta oerilm•mi1 olan A L 
lcenarr lc•nclialnln cl11rnclald biitiin lco1elerden, ganl B, C, ... F, ••• ' 

K dan bir•r dilc a~1 altznda goriilmedilc,e, ABC ... KLA (:olcgenintll 

alani malcaimum olamas. Eter alan1n makalmumu varaa, bu mak• 

eimuma yukar1kl dorumda erltllmelldir. Burada mak1imum alaol1l 

varht101 kabtll ederek, blraz elemanter geometrl bllglmlzl bat1r

lamak 1urellyle durumu batka kelimelerle 10yle lfade edeblliriz: 

Alan1n mabimumuna galn1s ve ancalc (:olcgenln ba1langr,ta veril• 
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me gen lcenarr t;ap olaralc lcabUl eden bir garrm daire it;ine t;isil rni1 

olmau laalinde eri1ilir. 

Burada paragraf 5 (S) teb.i oetlcenin aynm1 elde ettik. Fa

kat bu esnada orada kullanm11 oldujJumuz lzoperimetrl teoreminl 

kullanmad1k. 

(8) EvvelA (1) de lzoperlmetrl teoremlnln cok Ozel blr netl· 

ce1lni gercekledikten sonra, (2) de onun ~ok daha genlf blr ne

tice1inl gercekledlk. Belkl tlmdl, yukarda paragraf 5 (2) de c1ka

r1lm11 olan dljJer blr genlt neticeye hllcum edt-bllmek lc;ln yeter 
derecede hamle gttcll toplam11 bulunuyoruz. 

ABC ... Kl ve A' B'C' ... K' L' gibl ikl c;okgenl blrbiriyle 

kar11Ia1tiracajt1z <eek. 10.10 a bak1n1z). Bunlartn karo11tkh ke

narlar1 e11t, yanl 

AB = A' B' , BC = B'C' , ..• , KL = K' l' , LA = L' A' 

olsun, fakat kar11hkh acllar1n baz1lar1 blrblrinden farkh bulun

IUU. Bunlardan batka, ABC .. . Kl bir dalrenln lc;lne cl11lml1 

olsun, A' B'C' ... K' L' ise bir dalre lclne cizllemeain. 

ABC ... Kl nln blr J kOteslni kendlsinln lclne c;izllmlt ol· 

dutu dairenin merkezlne blrlettlrerek JM c;ap101 c;lzellm. Ejter 

teeadttfen M noktast ABC ... KL nin bir tepeaiyle c;ak111rsa, itl· 

miz c;ok basltletlr (bu takdirde (2) deki netlceyl derhal gOrebl

lirlz.) Ejter bu olmazsa, M nokta11 c;okgenimlzln mesell A ve B 
gibl lkl kom1u kOteslni blrletliren dalre yay1 llzerlnde bir ara 

nokta11 olur. MA ve MB yl birlettlrerek <eek. 10.10 da taran

m11) 6. AMB yl nazart ltlbara alahm ve A'B' tabant llzerine 

6. AMB ye etlt olan 6. A'M'B' ctzellm (Bu sonuncu llc;gen de 

tekllde taranm11br). Nlhayet j' M' yll blrle1tirellm. 

AMBC ••. Kl c;okgenl JM dojtruau vAa1tas1yla ikl k11ma 
ayrdm11br <eek. 10.10 a balnn1z; A'M'B'C' ... K'l' cokgenlde 

buna tekablll eder tarzda j' M' taraf1ndan lkl k1sma ayrthr). 

Her lki k11ma da (2) de l1pat edllmlt olan teoremi uygulayahm. 
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6' 

B 

,.. 

L 

ee11:. 10.10. Blrl blr dalre lc;lne c;izllml1, Gtt kl blr dalre lc;loe 
c;lzllemeyen lkl c;okgen 

Bir yar1m dalre lc;lne c;lzllml1 olan MBC ... j c;okgenlnlo alan1 
M' B'C' ••• ]' c;okgenlnlnkloden daba kQc;tlk dellldlr; baklkaten, 
kaf11hkh kenarlar, hirer taoeel mt11teaaa, blrblrioe hep e1lttlr, 
aadece yar1mdalrenln c;ap1n1 te1kll eden M j kenar1 M' ]' den 
farkh olablllr. Ayn1 aebepten MALK ... j c;okgenlnln alan1 
M' A' l' K' .•. ]' ntlnklnden daba kllc;llk detlldlr. Bu e1ttslzliklerl 
toplayarak 

Alan AMBC .. . Kl > Alan A'M'B'C' ... K'l' 

elde ederlz. Halbokl 

t:::. AMB Qi t:::. A'M'B' 

ldl. Bunn evvelkl e1lt1b.llkten c;1kararak 

Alan ABC .• . Kl> Alan A'B'C' ... K'l' 

elde ederlz: Bir dalre 1¢n• psllmi1 olan bir ~olcgenin alanr agnr 

/cenarlarr lra#s lifer lrerlrangl bir ~lcgenln alanrndan dalra bagilctiir. 
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Barada paragraf 5 (2) deki oeticeoin tam ayn101 elde ettlk, 

fakat orada kulJanm11 oldu~omuz lzoperimetri teoremioi borada 
kullaomadtk. 

(Genitletilmlt c;okgeolere alt olan 

Alan AMBC ... Kl > Alan A'M'B'C' ... K'l' 

e1it1izllfiodeki > lpretl, orada daha ziyade ~ l1aretlni bekleyen 

titiz blr okuyacuouo itlraz1oa ufrayabllir. Blraz daha nazik olan 
bu noktan10 mQnaka9aa101 buraya ilAve edelim: 

Bea A' M' B'C' ... K' l' nun blr dalre lc;ine c;lzUemiyeeetlol 
iddla edlyorum. QllokU aksl takdlrde A'B'C' ... K'l' de bir dalre 

lc;lne c;lzllebllirdi ki, bunun aksinl farzetmlttlk. Bundan batka, 

M' B'C' ... }' ve M' A' l' K' ... ]' c;okgenlerlnln lklainin blrden c;a

P• M' }' oian bir yar1m daire lc;ioe c;izilemlyece(tlnl lddla edlyo

rom. Akal halde A' M' B'C' ... K' L' blltGn c;okgeol blr dalre lc;l

ne c;lzlleblllrdl kl, bu dofru detlldlr. ~u balde aoz konuau e,lt

alzlljtln c;1kar1h1mda lkl kere kullao1lm11 olan "daha kGc;Gk de

flldir" kellmeleri yerlne hl9 olmazaa blr defa "b11yQktltr" ke
llmeal kooabillr.) (1) 

7 · c;azGme ~ok yalun. Gerc;eklemeye muvaffa~ oldutumuz 
netlceler lzoperlmetrl teoremiol c;ok akla yak1n kllmaktadu. Fa

kat dahaa1 var. Hu netlcelerln "blr9ok 1ey" lbtlva ettlitl ve nl

hat QOzQme, yan1 tam iapata "c;ok yak1n" bulundutumuz hi11l
al duyabllirlz. 

(1) Verilmi1 bir lcenar •agr•rnr '1fl ,f!'1rfl asunla/ana luUs ,olc· 

genler i,inde malcaimam alanr liais olanrnr bala11as. 

Ejter boyle bir c;okgea varaa, o c;okgen blr dalre i9lne 91111-

mlt olmahd1r. Bu kadar101 derhal paragraf 6 (8) tekl lfademlz
den Q•karablllrlz. 

(7) Bu P•H(l'af1a teoremlerl H lspatlar1 Lhullller'1• alttlr; Bo
lam VIII detl Ii No. h dip aotuaa balna1s. 
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Ole yaodao, probleml hemeo hemeo c;Oztllmt11 farzederek, 

meaell X glbl blr laoeal ml11te1oa, blltlln kOtelerlo makalmumu 
vereo haldekl yerlerlnl blldijtlmlzi kablll edelim. Bu n-1 lane 
U, •. . , W, Y ve Z k01e1lnl aablt tutahm. U ... W X YZ btltlln 
c;okgenl lkl parc;adan lbarettir: n-1 lane k01e1l tamamen tesplt 
edllmlt olan U .•• WYZ c;okgPnl (kl bu c;okgen X e baith deitll
dlr) ve X e baith olan ~ WX Y. Bu A W XY de WY taban1 Ile 
otekl iki keoarm W X + X Y toplam101 bllmekleylz; haklkaten, 
c;okgeoln bu iklalnden gayr1 olan n- 2 kenar101 blllolyor kablll 
ettljtlmlz glbl, btlltln n keoar\D toplam1n1 da bllmekteylz. e1mdl 
6 WXY DID alaD101n makslmum olmas1 IA11mdir. Bunun lc;lo lee, 
bemen derbal gOrllldllitll llzere, taban1 ve c;evreal billnen t:. W X Y 
makalmum alana lklzkenar olma11 hallnde eri1lr (Mi&Al 8.8). Yanl 
WX = X Y olur, 1u balde aranan c;okgeDln bu lkl billtlk keDar1 
birblrlne etlltlr. eu halde (1arllar1n elmetrlk olu1u ve k11mt de· 
ltltlm modeli dolaymyla) her hang! lkl bltltlk kenar birblrlne 

e1lttlr. Neticede btitlln kenarlar e11ttir : aranan c;okgen e11ce· 
na,.d1,.. 

Bir dalre lc;lne c;lzllmlt ve e9kenar olmak :a.orunda olan ara· 
d1jl1m1z c;okgen later latemez dl\:a.gl1o olnr : v.,.1lmi1 b;,. lcenar' 

aag .. 1 ve cw,.• 11z11nl11f11n11 haiz olan biitiin colcgenle,. lclnde, diis· 
giin colcgen en biigiilc alani haisdi,.. 

(2) B;,.1 n, otelcl n + 1 lcena,.11 olan ilci diizgiin colcgen agn1 

cw,.• azanlufanu haizdlr'. Banla,.dan hangieinin alani daha biigiilctii,.? 

Blraz evvel (1) g0rmt1t oldujtumuz glbl n+ l keoarh dQzglln 
c;okgen, n+ l kenarh ve ayn1 ~vreyl balz, fakat dt1zgl1o olma· 
yan batk• herhangl blr c;okgenden daha bQyQk alani balzdlr. 
Fakat, me11ell baton kenarlar1 a ya etlt olan, n kenarh dllzgQn 

c;okgene n+ l kenarh dll:a.glln olmayan blr c;okgen g0z11yle bak•· 
labillr. Bu 100 c;okgenln n- 1 kenar1 a ya, gerl kalan lkl kenar1 

a/2 ye ve bunlar araa1ndakl &«;181 180° ye etlltir. (Bu c;okgenln 
mlltad mlnadakl kenarlar1ndan blrlnln orta noktaaina blr kO .. 

• 
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gOzilyle bakarsan1z, yukariki az alu~1lm10 kavrama varus1mz.) 

~u balde, n+l kenarl1 diizgiin (:okgen agnz (:e'1r,gi haiz n kenarl1 

diizgiin c;okgenden daha biigiik bir alanz haizdir. 

(3) Bir daire '1e bir diizgiin (:okgen ogr11 (:e'1re azanlajuna 

haizdir. Banlardan hangisinin alanz daha biigiiktiir? 

Yukarda (2) de elde edilen neticenin mAoasm1 iyice anlamajta 

cahoahm. n=3, 4, ... alarak bu neticeyi herblr Ozel hal ii;in ye

nlden ifade edelim. Bir eokenar tti;genden ayn1 cevreyi haiz blr 
kareye gei;erken alanm arttigm1 gOrQyoruz. Bir kareden ayn1 

cevreyi haiz bir beegene gei;erken, gene alanm arthjt101 gOrttyo

ruz. BOylece, beogenden altlgene, albgenden yedigene, ... , n 

kenarhdan n+ l kenarhya, ilAh ... olmak ttzere bir dQzgQn 

cokgenden bir sonrakine cevre sabit kalmak oart1yla gei;erken 

alan1n artt1g1m gOrttyoruz. Nihayet limit halinde daireye varmz. 

Dairenin c;evresi de aynid1r, fakat alan1. aolkAr olarak, limiti 

oldujtu sonsuz diziye ait her dilzgftn <;okgenin ala01ndan bttyttk

Ulr. Dairenin alanz, kendisigle agn1 ~eflre uzanlajuna haiz her

hangi bir diizgiin (:okgenin alanzndan daha biigiiktiir. 

(4) Bir daire fie bir kegfi (:okgen agnz c;efJre azunlafanu ha· 

izdir. Bunlardan hangisinin alam daha biigiiktiir ? 

Dairenin. Bu derhal yukarda (1) ve (3) ten c•kar. 

(5) Bir daire ile kegfi bir ejri agnz (:e'1re azanlu/ana haizdir. 

Bunlardan hangi•inin alan1 daha biigiiktiir ? 

Dalrenln. Her ejtri bir cokgenler limlti oldujtundan, bu ne

tice yukarda (4) ten elde edillr. BOylece izoperimetri teoremlnl 

ispat etmit olduk I 

8. lzoperlmetri teoreminin Ii~ teldi. Yukarda (paragraf 6 

Ve 7) izoperimetri teoremioin a1ajt1ki teklini ispat ettik: 

I. Agni (:efJre uzar.lujana haiz biitiin diiz.lem oekiller i(:inde, 

daire en biigiik alanz haizdir. 
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Fakat paragraf 2 de ba1ka blr ifadeyl lnceleml1tlk. 

II. Agni alani laais bi.itiin tlilslem 1elciller i~inde, tlaire en 

/naa ~evregi laaisrlir. 

Bu lkl !fade blrbtrlodeo farkh olnp, bu fark aadece keli
melerde delildir. Bu hu1u1 blraz daha ac;1klaumal• muhtac;ttr. 

U) Eler lkl elriolo c;evre uzuoluklari blrblrloe e1it1e, bu 
etrllere •lzoperlmetrlk• (91c;evrell) etriler deoir. • Bt1tt1o lzoperl
metrik dllzlem ejtrller lc;lode daire en bllyftk alao1 halzdlr.• 

bu, I. lfadeolo gelenekael 1ekll olup, kendlsloe talulao •l1operl· 
metrl teoreml• ad101 lzah eder. 

(2) Teoremln yukarakl I· ve II ifadelerlne •etl~nik lfadeler• 
denir (paragraf 8.6 ya bak101z). Bu lkl e1Jenik lfadenln ayot blr 
t1c;t1ncll lfadeye deok oldutuou gOatermek 1uretlyle blrblrlne denk 
oldutunu gOsterecetlz. 

(8) Verlleo blr elrlolo alan1 A ve c;evre uzuolutu l olsun. 
Bu etrl Ile yar1c;ap1 ,. olao blr dalre lzoperlmetrlk oleunlar, yanl 
l = 211,. oleun. Bu takdlrde lzoperlmetrl teoremloln blrlncl 
1ekll (I. lfade) 

A~ 11 r' 

oldu~ou lfade eder. Burada ,. yertoe onun l ctnslnden lfadeal 
l 

olan ,. = h koyaraak, bu e1lt1illlll kola yea 

"""A ~ 1 
l' -

1ekllne 1okar1z. Bu etlt1lzllle isoperim.trilc e1it•islilc ve onuo 101 
taraf1odakl b0111me isoperimetrilc b6liim denlr. Bu Mlt1m elrlnln 
1ekline tlbl olup, onun bt1yt1kllllllndeo mllstaklldlr. Haklkaten, 
tekllnl delf1tlrmedeo etrlnlo lloeer eb'ad1n1 1 : 2 oran1oda bQyQ
tQraek, c;evre uzunlujt'u 2 l ve alao1 4 A olur, fakat All' MID
mt1 delltmez, ayn1 1ey 4.n All' lc;ln ve herhanl(l blr orandakl 
blr bl1ylltme lc;ln de dotrudur. Basa yazarlar All' ye lzopertmet-
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rlk b0111m derler, biz bu Ml11ml1 dalre ballnde t e etlt kllmak 

loin '"' c;arpan1n1 itbll ettlk. Bo terlmlerle fU lfadeyl Herl 
allreblllrlz : 

III. Biitiin Jiislem J11lcill11r i~inJe, Jaire en giilcaelc iso~ri

metrilc 60liimii halsJir. (8) 

Buda lzoperlmetrl teoremlnlo 11c;l1oell 1eklldlr. 

(') Teoremin 11c;l1nel1 tekllne e11t oevre uznnluklu 19klller

den hareket ederek vard1k. e1mdi III. lfadedeo hareket ederek 

e11t alanh teklllere gec;ellm. Alani A ve oevre uzunlujto l olan 

blr ejtrlnln r yar1c;aph bir dalre Ue ayn1 alan1 halz oldutuou 

farzedellm. Yanl A = .11 r 2 oleun. A yerlne bu lfadeyi yazareak 
izoperimetrlk eelttlzlljti kolayea l ~ 2 .11 r eekllne 1okar1z. Yani 

1eklin c;evre uzunlujtu ayn1 alan1 haiz bir dalrenlnlrlndeo daha 

fazladir. BGylece teoremin e1lenik lklnei 1eklloe, yani II. ifa
deye varm11 oluyoruz. 

(I>) Tablabyla ayn1 mubakeme 1llllleaini ak:el yGnde tek

rarhyabllir ve Ill tlzerlnden gec;erek I den II yl 01karablllrlz. 

BGyleee 110 1ekUn de blrblrlne deok oldujtuna kanaat getlreblllrlz. 

9. UyruJamalar ve aorular. Bjter Dido bir buron clva

r1nda pazarhk etml11e, utra1mak zorunda kald1t1 problem, belkl 

par1graf I> (I) de lncelenmlt olandan ziyade qat1ktne daha 
yakind1: 

Bir a~1 (aynt ba1lao110 nokta11odan 01kan lki 1110 ara11nda 
kalao bir IODIOZ dllalem parc;a11) verllml1 olJalana air• ba a~i
dan 011ril11n asanlalcta bir efrl tara/1ndan agnlan par~alar lpnJ11 

mahimum alanlia1n1 balanas. 

§ek. 10.11 de verllmlt olan ao1n1n tepealne (boruna) C de· 

nllmlftlr. X ve Y noktalar1n1 birlettlren keyn etrlnln verllmft 

(') «l110perlmetrllr bOllm• a I. Q. (llOperlmetrlk bOlbtlD lnst

llaoHI olaa hoperlmetrlo Qaotteat'ta bat huflerl) Ile k1Mlt1nak. 
datreala en 7Daek I. Q. 7& hats oldataaa ll07lo7obllll'IL 
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olan l uzunlutunda bulundutu farzedUlyor. Blzden istenen, bu 

etrl He denlz kenarmdakl fll) kOtell alant makelmum yapmak
tir. Ellrinln X ve Y uc;lar1na yer delllotlrebllir ve oekllnl delllt· 
tireblllrlz, fakat l uzunlutunu delllttlremeylz. 

eek. 10.11. Bir burune dair 
daba gl!c; Dido problt ml 

y 

x 
c 

y' 

eek. 10.12. Problem bazan yan-
11ma vA11tas1yla c;Oztllebilir 

Bu problem genel halde pek kolay dtlllldlr, fakat verilerln 

baz1 Ozel deterlerl ll)ID l)Ozflmll kolayla1an problemlere dahildlr. 
Eller C dekl al)t dlk lee, oekll ac;1n1n evvelA blr kenar1oa, sonra 
Obflr kenartna gore yan11tmz. Bu suretle yen! blr 1ekil, eek. 10. 12 

ve yenl blr problem elde ederls. Yan11malar oettceslnde dort 
kati ahnao XY etrlal uzunlutu 4 l glbl verllml1 olan yenl blr 
lcapal1 etrl meydana gelir . Makelmum yaprlacak alan da yan11• 
malar netlceslnde dOrt kat olarak makalmumu aranacak ve 
verllmlt yenl etrl taraf1ndan tamamfgle ~nirelenen yenl blr alan 
verir. lzoperlmetrl teoremlne gore yenl problemln l)Oztlmtl de blr 
dalredlr. Bu dalre XX' ve YY' yfl almetrl eksenlerl olarak ka· 
btll ettllllnden, merkezl bu ekeenlerln kesl1me noktas1 olan C 
dedlr. eu halde ba1lang1e;takJ problemln c;Ozflmtl (D1do'nun prob· 
leml) bfr ~egrelc dairedir: merkezf verllen ac;1n1n tepealnde olan 

crlr l)eyrek dalre. 
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Burada tabiabyla paragraf 6 (1) lo Sek. 10.2 ye dayaoao 

cozllmlloil habrlar ve o <;Oztlmllo olmdiki cOzO.me yak10dao ben

zedijtioe dikkat ederiz. Bu cOzllm tarZIDID ioleyecejti daha BODBUZ 

say1da Ozel halio mevcut olduguou gOrmek kolaydir. Elter C deki 
860° 180° 

a<;1 - 2- = -- lee, ard arda yans1malar vls1tas1yla verilen l 
n n 

uzunluklu XY ejtrlsini 2 nl uzuolujtunda yeoi bir kapah ejtrlye 

ve sorolan problemi de, lzoperimetri teoremi dolayllllyla, <;Ozt1mf1 

daire olao yeni bir probleme cevirirlz. Paragraf 5 (1) de ve bu 

paragrafta gOrdQjtllmllz haller, blr soosuz Ozel haller dlzlainin 

n = 1 ve n = 2 ye tekablll eden ilk iki halidlr. 

Yaoi, ejter C deki ai;1 Ozel bir dejteri (n tam olmak ttzere 

180°/n) haiz iae, problemimizio (Sek. 10.11) c;Ozttmll merkezl 

C de olan bir dalre yay1d1r. QOzttmtlo bu 11eklinin •<;1010 bt1yllk

lttjtQoden (hie; olmazaa 180° yi ge<;med1jti mtlddetc;e) mllatakil 

olmaa101 beklemek tabitd1r. Yani Sek. 10.11 deki problemln <;O· 

zllmtlntto C deki ai;1 later 180°/n Ozel 11eklinde olsun, later bu 

11ekilde olmaain merkezi C de olan bir dalre yay1 oldnltn farazl

yesioi ileri st1reblliriz. Bu farazlye n = 1, 2, 3, .. . e tekabQl eden 

sonsuz eay1da Ozel hal tarafmdan desteklenen blr endftktif fara

ziyedir. Acaba bu faraziye dogru mudur? 

lzoperimetrl teoreminin yukar1ki uygulamas1 ve ona bagla

d11t1m1z eoru bizi buna benzer dilter bir<;ok uygolama ve eoru

lar1 6nceden gOrmeite sevkedebillr. Tt!oremi c;1karma yolumuz 

daha ba1ka aorular1 ortaya <;1kar1r; teoremlo uzay geometri ve 

matematik fizlkteki beozerlerl daha da batka aorular telkiu eder. 

Tecrflbe ve aezgimizde lyice kOkleomit olan ve faraziye olarak 

ileri aftrfilmesi o kadar kolay, fakat lapab o derece kolay olma

yao izoperlmetri teoremi tllkenmez bir ilham kayna1t1d1r. 
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X. B0L0ME DAIR 0RNEKLER VE TAMAMLAYICI BlLGILER 

BlRl.'.'ICl KISIM 

· 1. Gerlge baln1. Oncekl par1graflarda (par1graf 6-8) lzo· 

perlmetri teoremlnl iapat ettlk-acaba b1klkaten lapat etUk mi 'l 
Oradald mubakemeyi ad1m ad1m kontrol edellm. 

Paragraf 6 (1) dekl bult netlceye kar11 blr ltlraz buluomaz 

gGrllnllyor. Fakat, par1graf 6 (2) dekl probleml oGzerken makll· 

mumun varb1t1n1 l1pat11z kabO.l ettlk ; 1yn11eyi paragraf 7 (1) de de 

yapt1k. Acaba bu lapat edllmemlt kabo.ller netlcenln dol·ululunu 

lblll edlyor mu? 

2. Neticenin blr kum1nr ba1ka tiirlii r1lcarabilir mi•iniz? Pa· 

ragraf I> (2) de bulunmu1 olau neticenln trlval ohnayan en baelt 

Gzel ballnl doitrudan do1truya ger~kleylnlz. Yaai blr dalre l9lne 

9lzllmlt olao blr dGrtgenln alao1010 ayn1 kenarlar1 balz berbangl 

blr dGrtgenlnkloden daha bllyllk olduitunu paragraf 6 ( ·H ten 
mtlltakll olarak lapat edinlz (Mllll 8.U}. 

S. Paragraf 7 (2) dekl muhakemrgl daha taf•il4tli olarak 

yentden I/a-le ediniz: n kenarh dllzglln ook.genle ayn1 oevre uzun· 

luitunu halz, fakat alao1 onnnklnden daha bllyllk olan blr n+l 
kenarb ookgen 9lzinlz. 

4. Bir dalrenln kendlalyle ayn1 9evre uzunlu1tunu balz 
berba11gl blr dtlzglln ookgenlnklnden daha bllyllk blr 1lana ea• 
hip oldu1tunu paragraf 7 (S) ten mllstakll olarak beaap edlolz. 

5. Daba grnel olarak, blr dalrenln kendlalyle ayn1 9evre 

uzuulutunn balz ve blr dalre d111na 9lzlleblleo herbangl blr 

ookgenlnklnden daha bllytlk blr alaoa aablp oldutunu lapat 
edlnlz. 

6 . Paragraf 7 (6) teki mnhakemeyl daha fazla tafailltla 

yeulden lfade edlolz. 811, paragraf 8 dekl I. lladeyl lapatlar m1? 
Bona blr ltlraz1n1z var m1? 
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7. Verilen metolu ba1/ca bir problem ;,;n kallanabilir miainit:? 

Paragraf 8 deki metodu a1ajt1ki ikl lfadeoin birbirloe denk ol

dujtuou iapatlamakta kuUao101z: 

• Verllmi1 blr yilzey alao101 baiz biltllo kutular ic;lode, kQp 

eo bllyilk baeme aahip olaod1r. • 

• Verilmi1 bir haem1 baiz bQtlln kutular lc;lode, ktip en ktt
c;llk ytizey alao1na sablp olandar.• 

8. l::oper1metri T t'Oreminin lculcinle,tirilmi1 1elcli. Paragraf 

8 dekl I, 11, III lfadelerloi 1unlarla kar1tla1tmo1z: 

I'. Bir dairenin alani lcendi•igle agnr ,eore at:U• luJuna laaiz: 

di/er herlaangi bir diiz:lem e/rininlcinden dalaa biigiilctiir. 

II'. Bir dairenin 'evre az:anlu/u lcendiaigle agm alanr laait: 

di/er laerlaangi bir diiz:lem e/rininlcinden dalaa lcii,iilctiir. 

III'· Bir dii::lem tlrinin alana A ve ''vreain/n U%unluju L Isa 

4 :c A .L 1 
l ' -

olup, e1itli/e galnr:: ve ancalc bu e/rinin daire olma•r laalinde eri1ilir. 

I', II' ve III' nfln blrbirlne deok oldnjtunu gosterlolz. I' yfl 
lspat ettlk ml ? 

9. Qevre uzunlujtu L ve alao1 A olan bir C ejtrlsl verllml1 
olsun ; C blr dalre olmas1n. Ayo1 L c;evre uznnlutunu, fakat 

A dao daba bilyQk bir A' alao1n1 balz bir C' etrlsi c;lzlolz. 

Bu problem Ooemlldlr (nedeo ?), fakat pek kolay detlldlr. 

Oou en genel 1ekliyle c;Ozemezaeniz, Onemll Ozel ballerde c;O

ziloQz; sizl problemlo c;OzQmllne yakla1tirablleeek uygun 10-

rular sorunuz; problem! yenlden tfade etmeye cal·11011; c;Ozllme 

IU veya bu yolla yakla1maya utra11n1z. 

10. 180° den bllyflk blr ac;111 olan blr C dOrtg.:nl verllmlt 
olsun. Bu dOrtgenln c;evre uzuolutu L ve alan1 A ol1un. Ayn1 L 
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fakat A dan blly1lk bir A' alan1n1 balz blr i;evre uzunlujtuou, 

C' ftc;g ·oi i;idoiz. 

11. Micl 10 u geoelleetlrloiz. 

t2. •C blr daire dejtlldlr• eekllnde blr bllgl •tamamen 

menft blr bilgl• dlr. C yl Mid.I 9 la baea 91kacak blr tutamak 
ver~~k tanda daha •mt11pet• bir eckllde karakterize edebllir-

mialniz? 
{Herbaogi blr etrloin herhan111 tli; noktu1 ya blr dalre tlze

rlode, yabut ayo1 blr dotru tlzerlodedlr. Dart nokta ic;in durum 

na11ldtr ?) 

u. <;evre uzunlujtu L ve alao1 A olan blr C elrlal verll

mletlr; C ftzerlode ne ayn1 blr dalreye ne de ayn1 blr dojtruya 

alt dart P, Q, R, S ooktu1 vardu. Ayn1 L i;evre usunlujtunu, 

fakat A dan daba bllytlk blr A' alan101 halz blr C' ejtriAl ~I· 

oiz [M.ii.ll 2.] 

u. Aeait1ki lki aoruyu kare1lqtanniz: 

Verllmit bir i;evre u1.unlu1tunu halz eitrilerl nazan ltibara 

alahm. Elter C bayle blr ejtrl lae, fakat blr dalre delllae daba 

btlyftk blr alana nblp dller blr C' etrfal i;lseblllriz. (Haklkaten, 

bu It M.itll 10-13 le yaptlm11tu. Burada C Din blr dalre olmamaa1 

earb mubakkak lb1mdir; t;lzlmlmlz dalrenlo alan1n1 artluamu.) 

Bnradan dalrenln en bftytlk ala •• aabip olduitu neticeelnl i;1ka· 
rabillr miylz? 

Por.ltlf tam uytlall nazar1 ltiban alalim. Kier n bayle blr 

tam uyi iae, fakat 1 den farkh lee, n den btl~k dil~r blr a' 

aay111 bulabillriz. (Haklkaten n' = n' alablllrls. Barada n > t 
eart1 mntllka llz1mdtr; verdlllmlz kaide 11 = t lc;ln auya dtlfel, 

i;ftnkft t' = 1 dlr.) Buradan 1 ln en bllytlk po&lUf tam •J• ol
dujtu neticealnl c;1karabUlr mlylz? 
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Eaer varea, ikl soru arae1nJaki fa1 k1 goaterinlz. 

15. Mi. at 8 dekl I' ifadealoi lapat edlnl1. 

lKlNCl KISIM 

16. Sopa t1• /p. Bir aopa lie herbir ue11 1opan1n o~Jar1u

dan blrlne baalanm19 olao ltab1t aopadan daha uzun) blr lp ve

rilml9tlr. Bu tertiblltla ml1mkl1n olan en bllyilk alana ~evreleylnlz. 

B A 
§ek. 10.13. Sopa ve lp 

Sopay1 yere yatmo. A ve 8 u~la11 onon mevkilol tama

IDen belirtlr. Fakat Ip, A da ba9lay1p 8 de b1tmek ve verllml1 
blr ozonloau halz olmak 9arhyle aonsuz aay1da ~e1.tll 1eklller 

•lablllr (§ck. l0. 18 e bak1n1z1. lp i~ln ml1mkl1n olan 1eklllerden 

bid, 1opan1n tt-tkll ett1a1 doaru par~aa1y1& blrlikte bir dalre par

t;a11 te1kll eden blr dalre yay1d1r. Bona (~II:. 10.1', I de taran-
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m1,) di{ter bir daire par~e1 ll1ve etmek euretlyle dalreyi tamam· 
Jay1n1z ve bu sonuncu daire parc;ae1ntn ayn1n1 eopa ile lpin keyft 

bir durumunun teekil etti{tl 1ekle de <eek. 10.14, 11) Ulve edlnlz. 
eek. 10. 14 teki I dairesi aynt ~vreyl halz dl{ter herbangl bir 
e{trlden daha bUyllk bir alana eablptir, ve eek. 10.14 teki ll 
e{tri1l bOgle bir ejriclir. Ayn1 (taranm1,) daire parc;asm1 I ve II den 
c;1kameak, 1u netlceyl elde ederiz: Sopa Ile lpln c;evreledi{tl alan, 
/pin bir claire gag1 1eklini alma•1 laalinde mak.lmam olar. 

Bu netice, eek. 10.18 tekl deltl,en ,ekle etnmndakl de{tle· 
mez do{tru parc;aet boyunca herbangi bir de1tl1mez eekll nave 
edllmeel hallnde de dojtru kahr. Bu ihtar ekeerlya faydah olur. 

Yukar1klnin e,leni{ti olan netlceyl lfade edlniz. Yanl, Oyle 
bir !fade verlniz kl, yukardaki netlcenln paragraf 8 dekl I. Teo· 

remle mtinaeebeti ne lae, onun da paragraf 8 dekl 11. Teoremle 
m11nas• beti o oleun. 

17. Bir ac;1 (ayn1 baolang1c; noktaamdan c;1kan iki 11m ara· 
s1nda kalan eoneuz dilzlem parc;aa1) ve bu ac;mm her kenarinda 
hirer lane olmak tlzere lkl nokta verllmietir. Verilmie noktalart 

birltetlren ve verilmlo uzunlukta bir eltrlnln bu ac;1dan ayird11tJ 
alanm makelmumunu bulunuz. (eek. 10.11 deki X ve Y nokta· 
lart burada verllmio, yanl sablttlr.) 

18. 180° den daba k11c;ilk blr ac;1 ve kenarlar1ndan blrl 

tlzerinde blr nokta verllmletlr. Verllmle noktadan c;1karak ac;1· 
010 diter kenari ilzerlnde eon bulan ve verilmle bir uzunlulto 
balz blr ejtrlnin bu ac;1dan ay1rd1{t1 alantn maksimumunu bulu• 
ouz. <eek. 10.11 dekl X noktaet burada verilmle, yanl eablt, fa· 
kat Y nokta11 deltltkendlr.) 

19 180° den daha kl1c;ilk bir ac;1 verllml,tlr. Bu ac;101n 
blr kenanndan Obllrilne uzanan ve uzunlu{tu verilmlt blr ejtrloln 
bu ac;1dan ay1rd11t1 alanm makalmumunu bulunuz. (~k. 10.11 

deki X ve Y noktalar1 burada deltlekendlr. Buna dair bir Iara· 
zlye paragraf 9 da ifade edllmletl.) 
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20. 180° den daha klic;ttk bir act verilmletir. Bu ai;tdan 

uzunlugu verilmio blr do(tru parcasrn1n ay1rd1g1 alanm makei
mumunu bulonru:. 

21. lki aopa tie ikl ip. AB ve CD gibl lki eopam1z var. 
Blrlnclnin B ucu blr Ip vle1tae1yla ikinclnln C ucuna ba(tlan1yor. 
lklncl blr Ip te D ile A y1 blrbirine ba(tl1yor. l3u tertibatla mlim

kQn olan en bttyllk alant cevreleyiniz. 

22. Bir Onceki problem! genelleetiriniz. 

23. Ayn1 probleml Uzelleetiriniz ve metinde Onemli bir rol 

oynam11 olan bir elemanter teoremi bu yolla elde ediniz. 

A 

I II 
eek. t0.14. Daire yay1 prenelbl 

24. Uzayda blr dalre verllmie oleun. Bu dalrenin cevreal 
ile 11n1rlanm11 ve alan1 evvelden verilmle Oyle blr yttzey parc;aat 
bulunuz kl, bu ylizey parcae1n1n verllmle dalrenin yttzeyl ile 
blrllkte 1m1rlad1_A1 hactm maksimum olaun. [Buna benzer blr 

problem blliyor musunuz ?) 
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25. U%og geametricle Di lo Problemi. Bir t1c;yllzll1 ac;1 (bir 
noktada ke1i1en lie; dlizlemin azay1 Mldttlll seklz tane 1on1az 

parcadan blril verilmie olaun. Bu tic; y11zlt1 ac;1dan alan1 verilmit 
bir yttzey parc;as1n10 ay1rd1g1 haem1n makalmumnnu bulunuz. 

Bu problem pek zordur. Sizden iatenen 1ey aadeee, bu prob
lemin yan1na daha kolay yana1tlabilir bir Ozel halinl 1 c;erek 
onunla utra1man1zchr. 

26. MisAI 25 e benzer, fakat netieesini evvelden kestlrebi· 
leeeginiz blr problem buh10uz. [Genellr etirlniz, ozelleetiriniz, 
limlte gec;lnlz, ... ] 

27. Bir diizlem biilgenin alanortaglar1. Bir ejtrl Ile <(PVrill 
blr dllzlem Mlgeyl gOz Online alahm. Ejter c;evre egrisinin ikl 

noktas1n1 birleetlren (ve tamamen Mlgeye alt) bir etri yay1 Ml
geyi alanlar1 eeit olao iki parc;aya aymyoraa, ooa Mlgenln bir 
alan ortagr denlr. 

Ayn1 bi.r Mlgenin herhangi lki alanortay1nm en az bir 
ortak noktas1 bulundugunu gosterinlz. 

28. Bir karenin eu ikl alanortaym1 birblrlyle kar11la1tl· 
r1n1z: karenln merkf'zlnden gf'~en ve kenarlardan blrioe paralel 
olan bir dogru parc;as1 ile merkezi karenln k01elerinden blri olan 
uygun blr c;eyrek daire. Bunlardan hanglsi daha k1sad1r? 

29. Bir eekenar tl~genin dc-tru parc;as1 1ekllndeki alanor• 
taylar1 ic;inde en k1sa1m1 bulunuz. 

SO. Bir eekenar t1c;genln en k1sa alanortay1n1 bulonuz. 

31. Bir dalrenln en k1aa alanortaylarmm o dairenin c;ap· 
lar1 oldugunu gGeterlnlz. 

S2. Bir elipeln en k1sa alanortayrn1 bulunuz. 

SS. MleAI 28.32 yi ihtlva eden gene) teoremleri lfade et· 

meye c;ah11n1z. 
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34. Kapal1 bir gii.segin alanorlaglar1 (8). Ejter kapah blr yll

zey 11zerlnde ahnan kapah ve kendl keodlnl keameyen blr • lrl o 
yllzeyl alanlar1 blrblrloe e1it lkl par99ya (ac1k yQzeye) aym
yoraa, o elrlye yttzeylo alanortay1 deolr. 

Ayn1 yltzt'ylo lkl alanortay1n1n eo az blr ortak nokta11 bo· 
loodujtuou go.terlnlz. 

S5. Bir coky01lO yllzeylnin en k1aa alanortaylar1, herbirl 
ya bir dojtro par~as1 veya blr dalre yay1 olan par~alardan lt'tek· 
k111 eder. 

36. Dllz1llo cokytlzltt yllzeylerlnlo eo k1sa alanortaylar1 blrer 

dOzgOo cokgeodlr. Bu dQzgOo cokgenlerlo bet dOzgtto coky0zl1l· 
oQo herblrl icin biclm, yer ve aay1lann1 bulunu1. (Bu claimlerin 
hirer modell ve bir llstlk 1erlUe tecrQbe yapablllralnlz ) 

37. Bir k11re yllseylnlo en 1n.. alanortaylano1n bQyllk 
dalreler oldujtuou lspat edlnlz. 

38. Ml1Al 87 nlo Oyle bir genelle1tlrme1lnl buluouz kl, Mi
aAI 86 010 Onemll blr k11m101 da kapla11n. [Mi1Al 9.28, 9.24.) 

39. Yaricap1 a olao blr S k1lre1l verllml1tlr. S yl keaen 
blr kQre ytlzeyloln S tclnde kalan k11m1oa S nlo bir digafram1 

dlyellm. lapat edlnls kl: 

(1) S nln merkezlndeo 1ecen btltlln dlyaframlar ayn1 alan1 
halzdlr. 

(2) S nln bacm1n1 lid e1lt k11ma bOlen hlcblr dlyafram1n 
alan1 "a' den daha kllcllk deflldlr. 

Bu eon lfade ve lncelenml1 olan ben1er baller akhm1za blr 
fara1tye 11etlrlr . Bu faraziyeyl lfade edloi1. [Midi 81,87.) 

(') Buada 1ala1a kllre •topolojlk tlplnde• olaa kapab 11tae1lert 

Illa llllbe &hJOI' Ye aenll (1lmll t•klladelll) llalka Jbe1lal blr 
tuata b1nk1JOl'u. 



72 lzOPBRhfETRI PROBUUd 

40 . Bir,olc miilcemmellilcurl olan bir 1elcil. Bir eitJi tarafan

dan c;evrelenen blr dttzlem Mlge d01Dnellm. VeriJmlt blr a•an1 

halz b0.tl1n bOtgeler lc;inde, dalrenln en ktsa c;evreyl haiz oldu

tnno ifade eden i:r.operlmetrl teoremlne benzer blrc;ok teoremler

den baz1lar1n1 gOzden gec;lrmek latlyoruz. 

Bu clnaten blr teoreme daba bondan Once ra1tlam11 bulu

noyoruz. Hakikaten paragraf 4 te 10 ifadeye aair baz1 endttktlf 

delillerl gOzden gec;lrmlttik: Verllmlt bir alam baiz blltQn zar

lar ic;inde, dalre eeklinde olao1 en derin esaa tonu verir. 

~lmdl Mlgeye her yerde ayn1 kahnhkta olan bomogen blr 

levba gOzllyle bakahm ve bu levhantn d11zlemine dlk ve kendl 

•1t1rhk merkezinden gec;en blr ekaen etraf1ndakl atalet momen

tlnl gOz OnO.ne alallm. •Kutupaal atalet moment!• dedltllmiz bu 

atalet momenti, dlter eeyler e11t oldut?n takdirde, levban1n b11-

y11kll1it0.ne ve blc;lmioe tlbldir. Ayn1 alan1 balz bl1tlin levhalar 

lc;lnde, daire 1eklinde olan1 en kllc;11k kutupsal alalet momentlni 
halzdlr. 

Bo levha, ejter elektrlk gec;lrgeni lae, kendl elektroatatik 

kapaslteaiyle or1nt1h blr elektrlk yOkQ alablllr. Bu kapaalte de 

levhanto bOyllkHlk ve bic;lmine tAbldir. Aynt alan1 halz bllttto 

levhalar ic;lode, dalre 1ekllode olam en kttc;nk elektroatatlk ka· 

paalteyl halzdlr. 

BOlgemlzl tlmdl de bomogen bir ellatlk kirltln kealtl olarak 

diltllnellm. Elter bOyle blr klrltl ekaenl etraf1nda buraraak, onun 
bu borolup kar11 dlrendtjtlol gOrilrQz. Kiritin bu dlrencl, yahut 

ba1ka deylmle cborulma rijldlte• al, dljter eeyler e1it oldotu tak

dlrde kealtlo bl1yllkU1k ve blc;lmlne tlbldlr. Aynt alan1 halz 

bl1tlln kealtler lc;lode, daire eekllnde olant en bllyttk burulma 

rijldltealnl halzdlr. (' 0
) 

(
10

) Burada t'aret edllmlt olaD teoremler ve beDHrlerlDlD lapat

lar1 l~lD O. Pol7a ve O. SzeaG, 1-oporimetric /111qqolit••• In Mathemati~ol 

Pligsiu. PrlDcetoD UDlvenltJ Prea1, l9151 adh klteba bak1D1a, 
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Neden daire bu kadar cok eay1da ve bu kadar cetitli mak

simum Ve minimum problt>minin cOzilmOd11r? Bunun •sebebi» 

nedir? Acaba hakiki eebep dairenin •tam eimetri» el mldlr? Bu 

t11r1U mllphem eorular, eadece mttphem JAk1rd1 ve epeklllileyon

lara dalmak yerine, daba earih ve daha m011ahhas 11eylere iomeye 

ciddi surette gayret earfetmek 1arttyla d011Unceyi teobih edicl 

ve semereli olabilirler. 

41. Benzer bir hal. tzoperlmetri teoremi ile ortalamalar 
teoremi arae1ndaki benzerli!li g1lrttyor musunuz? (Paragraf 8.6 ya 
bak101z.) 

Kapah bir ejtrinio cevre uzuoluitu, o e#rinio her ooktas1oa, 
yahut her elemao10a ay01 tarzda tAbldir. 0 ejtrinio cevrelediiti 

Mlgenin ala01 da eltrinin her noktas10a, yahut her elema01oa 

ayn1 tarzda tAbidir. Qevre azunluita verildijtioe g1lre alao1n 

maksimumunu ar1yoruz. S1lz konusu her iki bllyttklttjtQn tari

flnde de ejtrinin hicbir noktas1 diiterleriodeo ayr1 bir rol oyoa

mad1jt1ndan dolayi cOzilmOn, bilttto noktalar101 ay01 tarzda ihtiva 

eden ve herhaogi iki elema01 ttst tiste getirllebilen biricik kapah 

ejtri, yani daire olarak ortaya c1kmas1 bizi 1a11rtmamahd1r. 

x, +x, + ··· + xn toplam1 x1 ,x,, ... ,xn 

de#itkenlerinin simetrlk bir foksiyonudur; yaoi her deitltkene 

aym tarzda tAbidir. x, x , • • • Xn carp1m1 da her dejtitkene ayo1 

tarzda Ubidir. ~imdi bu dejtitkenlerin toplam1 verildijtine gore, 

carp1mmm maksimumunu arayahm. S1lz konusu bttyllkltiklerln 
her ikisi de n de#itkene gore simetrik oldujtuodan, c;OzQmtto 

x, = x 2 = · · · = xn olmas1n1 gerektirmeei bizi 9a91rtmamahdir. 

Alan ve uzaolujfun yam eira, kapah blr ejtrioin bOyOklttk 

ve blcimine tAbl Oyle baeka blr tak1m bilyttkler daha vard1r kl, 
gene •ejtrlolo her elemamna ayn1 tarzda tAbi» oleunlar. Bu tttrlQ 

birc;ok bllyttkltijtll MleAJ 40 ta s1ralam11tik. Bu cinsten bir bil

yUklUk verildljti takdirde, ayn1 closten baoka blr bUyllklllitQn 
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makalmumunu arayahm. EAer Myle blr problemln blr c;!Szllmll 

varaa, onun mubakkak blr dalre olmas1 m1 gerekmektedir? 

Akla yakm blr cevap lc;ln, daha basil bir benzer hale do

nellm ve /(x1 , x,, ... , x,,) ve g(x1 , x, , ... , x,,) glbl n deAlt· 
kenll lki almetrlk fonkelyon alarak, g (x, , x,, .. . , x,,) = 1 ola· 
rak verlldlAl takdirde /(x 1 , x 1 , ... , xn) nln eketremumlar1n1 

arayahm. Bau ballerde hic;blr makelmum mevcnt de~ildlr, bai11-
lar1nda da hlc;blr minimum yoktnr, fakat !Syle baz1 haller de 
vardir ki, onlarda ne bir makalmum, ne de blr minimum mev
cuttur . .r , = x, = ... = xn 1artt Onemll bir rol oynamakla be
raber (11

), bir makaimum veya blr mlnimnma erltlldlAlnde bu 

oarbn mulllka gerc;ekleomeal gerekmez. Bununla beraber, 1u ba· 
sit hakikat mevcuttur: EAer 

x 1 =a1 , x,=a1 , xa=a,, ... , xn=on 

problemln blr c;Ozllmll lae, 

x 1 =a1 , x,=a1 , x1 =a1 , ... , x,.=a,. 

de f ve g fonkelyonlar1n1n almetrlk olu1Iar1 dolaymyla blr c;O· 

zllmdilr. Sn balde, eAer a1 -I= a, iae en az ikl farklt c;OzQm vardir. 
Efer telc bir ~iiziim f!ar•a (yanl ekatremuma x, , x1 , .. . , x,. nln 

bir ve yalntz blr de~er tak1m1 lc;in erl11lllrae) bu ~iiziimde x, = x, 

= • • · = Xn olmau gerelclidir. 

Fran11zlar •Comparalson n'eat pas raison• (Mukayeae delll 
deA!ldir) derler. Tabiatiyle, yukar1ki glbl blr mnkayeae lapatla• 
y1c1 blr delll te1kll edemez, aadece buln1a yard1mc1 blr yol gOe

terlr. Gene de My le bir yoi gOsterl1ten bazan c;ok memnun kalmz. 

Bir miall olarak 

f (x1, x, , ... , xn) = (x1 + x, + • • • + x,.)', 

g (x 1 , x,. .. ., x,,) = (x1
1 + x,' + "• + x11') / n 

(1 1
) O. H. Budy, J, B. Littlewood, and Q. Pol7a. ln•qaalitiu adl' 

kltapta 8. 109-110 ve orada zlluecUlen ml1&llere ball:1n1a. 
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alarak, f nin g = 1 prtl alt1nda (1) x 1 , x,, ... , Xn nln bQtlln 

reel degerleri, (2) bu de~itkenlerln eadece negatif olmayan reel 

degerleri ic;in eketremumlar1n1 bulunuz. 

42. DiiJgiin ciaimler. Yi1zlerloln n eayl81 ve yQzey alan1 

verllmi1 blr c;okyi1z1Qot1n makeimum hacm1n1 bulunuz. 

Bu c;ok gllc; problem paragraf 7 (1) dekl benzer problem 

taraf1ndan Uham edllmlt olup, bu eonuncu problemin c;OzQmQ de 

tu farazlyeyi ilham eder: Eger n yttzlQ bir dU.zgt1n c;okyOzU\ 

varea, bu c;okyQzlll makeimum haem• verlr. Bu farazlye ne kadar 

akla yak1n gOrOnllree gOrQneOo, dllzglln c;okyQzlQlerln mevcut 

oldugu bee halden ikieinde yanh1hg1 meydana c;1km11tir. Haki

katen faraziye 

n =4, 6, 12 ic;in dogru, 

n =8, 20 lc;in yanh1hr. 

Bu lkl grup ara11nda oe fark vard1r? Bu ikl cine c;okyllzlQyQ 

birbirlndeo ay1rdeden baeit blr geometrlk Ozelik bulmaya c;a

httnu1. 

43. Endiilttif Jeliller. V, bir ciemlo bacm101, S de onuo 

yOzey alao1n1 gOetereio. Paragraf 8 (3), benzerllk dolay181yla 

86 :i V' ·-s-
U. uzay geometrlde lzoperimetrik bGIQm olarak tarlf etmeyl blze 

telklo eder. Gene beozerlik dolay1e1yla, kQrenio en ytlkeek lzo

perlmetrik bOIQmU. halz oldugu farazlyeeiui Ueri eQreblllrlz. 

Cedvel III bu faraziyeyl endQktif olarak deeteklemektedlr. 

Cedvel Ill te verileo rakamlarm bazllar101 kontrol edlnlz 

ve cedvele, yeoi malzeme ilAve edlnlz. Ozellikle, lzoperimetrlk 

bOlllmd dQzgQo ylrmiyllzHlotlnkiodeo daba bllyUk olan bir claim 

bulmaga c;al1t1n1z. 

11 

I 
i' 

11 

I• 
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Cedvel HI. 86 n V1/S1 izoperimetrlk Mlllmtt 

Kttre 1.0000 
Dllzglln yirmiyt1zlt1 0.8288 
En iyi c;lfte koni 0.7698 
Dllzglln onikly11zl11 0.764.7 
En iyl prizma 0.6667 
Dllzgl1n aeklzy11zl11 0.6045 
Kttp 0.5236 
En iyl koni 0.5000 
Dttzgl1n d«Srtyllzlll 0.8028 

«En iyl• Qifte koni, prlzma ve koni ic;ln airayla MJsAl 8.38, 
8.35 ve 8.52 ye bak1111z. 



XI 

DAHA BA$KA AKLA Y AKIN DELIL NEVILERI 

En badt miinaubetler en ~ok ra1tlamlan miinaiebetler olap, 

endiik1igonan dagand1/1 temel de badar. - LAPLACE ( 1
) 

1. Farazfyeden farazfyeye fark. Buraya kadar anlatm11 
olduklar1m1z bep farazlyelerln matematlk ara1brmalar1ndakl ro
ltlne dalrdlr. Verdi#lmh: mlelJler tekllf edllml1 olan blr farazl
yenln leblnde veya aleyblnde lkl nevi akla yak1n muhakemeye 

blzi ah1hrmak ii;ln blr f1reat te1kil etml'ti : biz orada faraziye
den i;1kanlan netlcelerin geri;ekletmeainden meydana gelen en
dl1ktlf dellller lie, ben1erllkten dolan dellllerl ml1nakap etmi1-
tlk. Acaba blr farazlyenln lehinde veya aleyhlnde olmak bere 
ba1ka nevi alda yak1n dellller de var m1dir? Bu b0111mde veri
leeek mlalllerln amac1 ba noktay1 berrakhla kavu1turmakbr. 

Faraziyelerln de muhtellf nevlleri bulunduaunu kabQI etme
mlz gereklr: bl1yl1k ve kl1c;:l1k, orijlnal ve gttndellk farazlyeler. 
lllm tarihlnde parlak blr rol oynam11 olan faraalyeler mevcut 
oldujtu gibi, en ml1tevazl blr matemallk problem! bile kendi ~
p1nda ml1tevazi blr farazlye veya tahmlne ihtlyac gOatereblllr. 
Biz burada 11n1fta gei;en mialllerden ba1hyarak tariht Oneml 

halz dtaer faraziyelere yttkaeleceatz. 

( ') Eaaal pbUoaopblque aur lea probabllltl61 ; Oatt1ros comp1'1., de 

l.oplou, vol. 7, S. CXXXIX a balUJus. 
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2. Bir llglll hale g3re hnkllm vermek. Bir problem llze· 

rlode ~h11rkeo ekteriya bir tahmlo yapmaya ~hemz. Tabii, 
mllmklloee biltllo cOztlmll tahmlo etmek leterlz. Fakat bunu ba· 
earamazeak, cOzllmQo eu veya bu y0nllol1 tahmlo edebllmek blzl 
pek llA tatmio eder. Hie olmazea, problemimizio •mant1kl• bir 

problem olup olmad1t1n1 bllmek leteriz ve keodi keodimize 10yle 
eorar1z: Problemlmlz manllki mldir? Verilen 1arti gercelclemelc 

miimlciin miidiir? Ba 1art bilinmlgeni balmaga gf!ler mi ? Yolcaa 

getmez mi ? Yahut o 1art liizumclan fazla 1eg ihtiC1a ecligor mu ? 

Yahat bir tenalcuz ihtfoa eiigor ma ? (') 

Boyle eorular tabil olarak akhm1za gellr ve, kendllerinio 
nthai dejtll de aadece geclci veya tabmiot hirer cevab101n ltl· 
ml1i gOrmejle yettljtl, cahtmalar1m1z1n ba1lang1c aafhaa1oda fay· 

dah olurlar. Oyle haller vardtr kl, onlarda bu 1orular10 cevap· 
lar101 gayet akla yak10 blr 1ekllde ve pek az g11clllkle tahmin 
edeblliriz. 

Bir mls!l olarak, uzay geometrlye alt bir elemanter prob 
lem ele alacaitaz. Bir eillodirln ekeenl bir kQrenio merkeslnden 

gecmektedlr. Sillodlrin yllzeyi kQreolo ytlzeylol keeerek eom ktl· 

reyl, •oyulmu1 ktlre• ve •tlkac• olmak llzere ikl k11ma ay1rmak· 
tadir. Blrloci kunm elllodlrlo d1110d1, lklocial tclndedlr. (AB 

dl11ey dojtrusu etraf1oda d0od11rlllml11J olmaat gereken) eek. t t.1 e 
bak101z. Kiirenin ,. gar1rapr vr 1ilinclir 1elclinclelci ogalan h giilc• 

ulcliJi C1erilcliJine gore, ogalma1 lciirenin hacmrnr bulunaz. 

Sorulmu1 olao problemt tan1mata c;1h11rkeo tamameo tablt 

blr 1ektlde mtltad aorulara gellriz: Veriler bilinmegeni belirlmel• 

geterli midir? Yolc1a geter1iz midir ? Yahut, verilerrle bir faslalrlc 

var mrdrr? ,. ve h verllerl problem! c;Ozmejte tamam1 tamam1oa 
yeter gOrllomektedlr. Haklkaten, ,. kttrenio bllyQklllllloQ ve le 

da eillndrlk oyuituo bl1yl1kl11itttnQ bellrler. r ve h y1 b1linel 

(') HoOJ to Solv. II. S. 111 
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oyulmuo kllrenin bicim ve bllyllkltttUnfl bellrleyebilditimlz glbl, 
onlar1 belirlemek i.;;in de .,. ve h nm biUnmesine lQzum vardir. 

Fakat, lstenen hacm1 heaaplaraak .:i h1/6 buluruz (Miall 5 e 
balna1z). Bo netlce son derece paradokaal gGrllnmektedlr. Qllnk11 

A 

13 
~ek. 11.1. Oyulmut kl1re 

biraz Gnce oyulmuo kllrenln blc;lm ve btly11klfltl1ntt bellrlemek 
lc;in hem .,. hem de h ya mubtac; oldutumuza kanaat getlrmittik, 
halbukl tlmdl bu clamln bacm1n1 bellrlemek ic;in .,. ye ihtiyac1-
m1z olmad11l1 ortaya 91k1yor. loanllmaa1 gtt9 bir oey I 

Bununla blrlikte, burada blr tenakuz yoktur. Eter h aablt 
kahr ve r artaraa, oyulmuo kttre adam ak1Jb oekll detlttlrlr, 
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daba ac;ik olarak, gltllkc;e genioler (bu da baem1 artt1rmala 
meyleder), fakat d11J ytlzeyi gittikc;e baa1klao1r (kl bu da baem1 
azaltmala meyleder). Yukarda !Sneeden g!lrmemllJ oldujtumuz (ve 
!Sneeden g!lrQlmeal zateo pek mubtemel olmayao) tek oey bu iki 

ellllmlo blrbirlol tamam1 tamam1na yok ederek, baem10 eabit 

kalaeat1d1r. 

Hem ic;lode buluodugumuz !lzel hall, hem de onun altrndaki 
genel flkrl anlamak lc;in blr aymm yapmaga lhtlyac; vardir. 
Burada blrblrlne bajth, fakat birblrinden farkh lkl probleml 
ac;lkc;a birblrloden ayirmahy1z: r ve h verlldlline g!lre bizden 

oyulmuo k11renlo 

(a) haem1n1 

(b) blc;lm ve btly11klttgOol1 

bulmamiz latenebiltr. Blzlm baolangu;takl problemlmlz (a) ldl. 
Ote taraftan eezgl yoluyla r ve h verllerinlo (b) yl c;!lzmek lc;ln 

gerek ve yeter oldutunu g!lrml1otl1k. Buradan, bu verilerlo (a) y1 
~!lzmek lc;in yeter oldugu c;1kar, fakat gerek oldutu c;1kmaz; ha· 
klkateo onlar1n gerek olmad1klar1 ortaya c;1km11br. 

cVeriler gerekll mldir ?• aoruauna cevap verlrken, ilgili bir 

hale gore hiilciim '1erdllc, yaol (a) gerine (b) gl aldilc "' ba1langW 

talci (a) problemi ile ttl!il edilmif (b) problemi ara•1ndalci far/cl 

ihmal ettilc. Ketfl bedef alao bir ooktal oazardao, b!lyle blr lbmll 
aavuoulablllr. Blzim aadece gec;lel, fakat c;abuk blr cevaba ibtl· 
yae1m1z vard1. Bnodao batka b!lyle bir fark zenellilcle ibmll 
edlleblllr: blc;lm ve bllytlklQgQ belirlemek lc;in gerekll olao ve· 

riler genellilcle baem1 belirlemek ic;io de gereklidlr. Yukarda, 
oetleemizin aadece ketfl amac; tutan karakterlnl uouttuitumuz, 
yabut mutad olmagan blr durumun hic;bir zaman vukubulmaya• 
eat1na mttpbem blr oekilde loand1t1m1zdan bir paradokaun ic;ln• 
dt1tll1k. Haklkaten de mlallimizde mtltad olmayan durum vulrO 
buldu . 



DAHA BA§ltA AltLA YAKJN DBLIL NBvfL&RI 81 

Soralma1 bir problem laalclcznda onan tctiil edilmi1 bir 1elcli 

iiserinde laiilciim flermelc aav11011labilir, akla yak1n ve ketfe yara

yan blr lotlr. B11011nla beraber, bOyle blr yoldan var1lan netlce 

aadece gec;lcl olup, nlhat detlldir ; bu netlce aadece akla yaktn· 

dir, fakat 00110 dolrululu hli;: te mubakkak dellldir. 

3. Genel bale g8re bWdim nrmek. At•llkl problemln 

ml1naka1a11 blr Ceblre Batlangu; denlnde pek Ill yer alablllr: 

O'c; i;:ocuklu blr babao1n vaaiyetl aoalJkl hl1k11mlerl lhtlva 

etmektedtr : •Mira110dan en bl1y11k otluna dl11eeek hi111e 
dller lkl ofl11oun hlaaelerl ortalama11ndan Ile; bin dolar fazla, 

lklnci otlunun bl11eai dller lklainln hl1aelerlnlo tam ortalama-

11na e1lt, en kl1i;:l1k otlunuo hiaae1l lie ilk lkialnln hl•elerl 

ortalama11ndan Ile bin dolar ekaik olacaktir.• Herbir ~ocalan 
1t1 .. ,.; ne lcadarclir 7 

lleri •iiriilen 1art bilinmegenleri b.lirlemege geterli miclir 7 Bo

na evet cevab1m vermek li;:ln ellmlzde lyi blr aebep varchr. 

Haklkaten burada x, g, s glbi a1raa1yla en bl1yl1k, ortanca ve 

en k11c;Qk otnllar10 hl11elerlne tekabl11 eden Ile; bilinmeyen var· 

d1r. Vaeiyetoamedeo allnan ynkankl Qc; c11mleden her birl bir 

denkleme tercl1me edlleblllr. Blllyoruz kl, genel olarai ii~ cleni· 
lernli ve ii~ bilinmegenli bir •i•tem blllnmeyenlerl tamamlyle be

llrler. BGylece, 10rulmuo olan problemdekl prbn blllnmeyelllerl 

bellrlemeye yeter oldutunu aannetmete gayet akla yak1n blr 

larzda 1evkedllmif oluyorus. 

Fakat M)z konu1u Qc; denkleml yuanak qat1kl mteml 
elde ederlz : 

x= 
g + s + 8000 2 

x+s 
g = 2 

s= 
x+g -8000 

2 
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Bu denklemlerl taraf tarafa toplareak 

x+y+s=x+g+s, 

ya but O=O 

elde ederlz. eu balde el1temln berbangi blr denkleml dlter lki 
denklemln bir DeLiCeeldir. eu balde Bl1temlmlz ya)DIZ lki mii•ta/cil 

denkiem ibtlva etmekte olup, haklkatte bilinmeyenleri bellrle

mrlt,. yetmez. 

Ejter vaelyetname blr de tu ctlmleyl de lbtlva edel'le, prob· 

lem eeash blr deltltlkltlte utrar: •15,000 dolarbk btlttln aervetlml 
llQ ojtlum arasmda takelm edlyorum.• Bu cllmle yukar1ki elsteme 

x + g + % = 15,000 

denklemlnl ekler. e1mdl dGrt denklemll daha genlt bir el1tem 

elde etmlt oluyoruz. Fakat genel olaralc, dort denlclemli "e iii; 

bilinm~genll bir •i•temin hi~bir ~osiimii olamas. Bununla blrllkte, 
ellmizdekl etetem hlc;blr c;Gzllmtl bulunmayan blr sletem olmay1p, 
billnmeyenleri bellrlemeye tam yetecek blr slatemdir ve bakl· 
katen aGz konu1u bllinmeyenler ic;ln 

x = 7000, g = 5000, s = 8000 

dejter lerlnt verir. 

<;ok dertn olmayao bu mltAldeki zablrt teoakuzlar1 bertaraf 
etmek c;ok gUc; dejtildir, fakat bu hu1u1ta dikkaUl blr tzah fay· 
dah olablllr. 

«n denklem Ve n blltomeyenlt blr Biatemln bllinmeyenleri 
tamamtyle belirltlltl• dojtru delildlr. Haklkaten blr az Gnce n=S 
ic;ln bu iddlay1 yalanlayao blr mleAI gGrdtlk. Bununla bt>raber 

bu buauala Gnemll olan tey, blr matematlk teoremt detll, fakat 
buluta yard1mc1 olan btr lfade, daha dojtruau , 0 lfadedlr : en 

denklemll ve n billnmeyenll btr alatem, gene/ olaralc, blllnme-
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yenlerl tamamiyle bellrtir.• •Genel olarak» teriml tOrlQ oeklllerde 

tefalr edlleblllr. Burada Onemll olan tekll, blraz mQpbem ve kaba 
bir •pratik» tefairdlr: Eter blr ifade ctabll olarak vukubulan 

hallerlu bllyOk blr c;otuulutunda• dotru oluraa, o ifade •1enel 
olarak• dojtrudur. 

Bir geometrl veya fizlk problemlnl cebir Ile c;OzerkeD aezgl 
Ile verUen blr oartt deDklemlerle ifade etmete caJ11m1. Sarhn 
•yr1 ayn parc;alartD1 hirer deDklemle ifade etmeye ve bu denk· 
lemlerle baton prh kaplamala utraomz. Eter ellmlzdekl blllD
meyeDlerln eay1s1 kadar denkleml bir araya getlrmeyl batar1r

•ak, blllDmlyeDlerl bellrleyebllecetlmlzl Omit ederlz. Bu tlmlt 
akla yak1Dd1r. DeDklemlerlmiz «tablt olarak vukubulduklar1n
dan• , •geDel halde• buluDdutumuzu bekleyeblllrlz. Halbukl bu 

P•ragraf1n bat1Dda vermlt oldutumuz ml1Al tabit olarak vukubol
mam11, bulmaya yard1mc1 karakterde olaD yokanki lfadenln 
mutlak keainlikten mahrum oldutunu g01termek lc;ln yazar tara
fJDdan 1un'i olarak fmll edllmlttl. Su halde bu misAJ temeldekl 

buluoa yard1mc1 preDslbl blc;blr zaman bozmaz. 

GOnltlk hayatta da buna benzer blr oeye gQvenlriz; ~k ma· 
kQI olarak, pek aeyrek vukubulan oeylerdeD o kadar korkmay11. 
Meaell, mektuplar poatada kaybolablllr \'e trenler kaza yapabl· 

llr; fakat buna ratmen po1tayla mektup yollar ve c;eklDmeden 
trene blnerlz. QOnkn, De de olea blr mektubuD kaybolma11 veya 
blr trenln kazaya utramas1 BOD derece nldlr vukubulan olaylar· 
dtr; mektuplarm veya trenlerln ancak pek kQc;Qk blr k11m1D1D 

battna boyle blr kaza geleblllr. Bu kaza Deden tam da blse ra1t· 
18110 ? Ayn1 oekllde, gayet tabii bir yoldan elde edilen n blllD· 
mlyenU n tane denklem bu blllnmlyenlerl bellrlemeye yetmeye· 

blllr · Fakat, genel olarak bu hal vukubulmu; o halde neden 

tam da bizlm utra1ttt1m11 problemde vukubulaun? 

Az da olaa, blr parc;a eyimaer olmadan ne yqayablllrlz, 
ne de problem c;Ozeblllrlz. 
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4. Daha baait fal'azlyeyi tel'cib etmek. Skolbtlll.ler, 

•Simplex alglllum verJio, yani •baaltllk dofrunun damgaa1dtrio 
demi1lerdl. Bugttn lee, lnaanl1k daba ya1land1t1 ve araya glren 
yttzy1llarrn llimdekl bttyllk tecrQbealyle zenglnle1tlll ic;ln, lfade

lerlmlzde daba lbtiyath olmahy1z; blllyoruz kl haklkat bazan 
aon derece mufllk olabillr. Belk! de akollstlkler, baaltlif1n h&ld
katin zaruri bir vaaf1 oldu~ou ka1tetmeml1ler, aadece 1u bul
maya yard1mc1 prenaibi ifade etmek lateml1lerdl : •Basil olan 

1ey, do~ru olmak huauaunda oldukc;a bQyQk blr 1anaa eahlptlr.• 
Bun<lan daha az blr lddiada buluomak ve kendlmlzl aadece 10 
naaibata haar1·tmek bclkl daha da iyldir: •Baalt olan 1eyi daha 
Once dene.,. 

Bu aatduyu naalhat1 (blraz mttphem blr 1ekilde de olaa) 

ynkarda mQnaka1a etml1 olduitumoz bulmaya yard1mc1 ad1m
larda da uygulanm11ttr. Bic;im deitltlnce hacm1n da dell1meal yal
n11 miltad hll dejtU, fakat ayn1 zamanda en baslt hlldlr. 11 

billnmlyenli n denklemden te1ekkQl eden blr alatemin blllnme
yenlerl belirlemeal yaln1z genel hll defll, fakat aym zamanda 

en baalt hlldlr. En baalt hall Ilk Once denemek akla yak1n blr 

lotir. Hatta aoou11da daha kar111k lmkAnlar1 yakmdan lncelemek 
zorun·la kalaak bile, daha Once en baait hall lncelememlz buna 

fay !ah blr haz1rhk te1kil edeblllr. 

En baalt 1eyl Uk Once denemek, kQc;Qk veya bQyQk prob
lemlerln kar1111nda faydah olan bir davran11 tarz1n1n blr parc;a• 

11n1 te1kll eder. Meaell (aon derecede ba1ltle9tlrilml1 ve, 9l1phe· 
alz, blraz tahrif edilmlt bir 1ekllde) Gallleo'nun cialmlerln dQ .. 
me kanuounu ara1t1rd1jt1 eanadakl davran191n1 taaavvur etmeye 
c;a111ahm. Ejter modern llmln ba1tang1c1n1 belirll bir tarlhe bait• 

lamak l•teraek, Gallleo'nnn bu ara1t1rma1101 yapt1t1 tarih bunuo 
fc;ln en uygun tarlh aaydmahdir. 

Galileo'nnn dorumuou lyice anlamam1z llz1mdtr. Galileo'nuo 

keodi gortt1lt·rlnl payla9an blrkac; mtljdeclal ve blrkac; arkadql 
vard1, fakat kendlalne o zamankl hlklm felaen okul olan Arl1to 
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okulunun meo1uplar1 taraf1odao tlddetle mubalefE't edllmekteydl. 

Arleto okuluoun bu menauplari «Cielmler ol~lo dOfOyor ?• 1oru-

1uou aoruyorlu, ve 11lt ve hemen tamamen llfzl blr •zahla 

kaoaat edlyorlardr. Galileo lee, •Cialmler oaetl dft10.yor ?• dlye 

eormu1 ve tecrftbe vae1ta11yla buoa, aayllar ve matematlk kav

ramlarla lfade edllebllen, aarlb blr cevap bulmaya c;ah1m11t1. 

•Nlc;lo ?• yerioe «Na11l ?• 1oru1unun konulmaa1, bona tecrQbe 

vlt1ta11yla blr cevap araoma11, ve tecrQbt bakikatleri kendialnde 

tekalt eden blr matematlk kaououn araomae1 bug!lnkQ illmde 

blze c;ok tabil gelea ve c;ok ah11k oldujtumuz 1eylerdlr, fakat 
Gallleo'oun zaman1oda buolar lhtilll mahlyetlode yeniilklerdl. 

Daba yflkaek blr yerden do1en blr ta1, yere daba bOyt1k 

blr tiddetle c;arpar. Daha yO.keek blr noktadan loen blr c;eklc;, 

blr kaz1t1 yerde daha derloe c;alrar. Dt1ten blr claim bareket 

noktaarodan oe kadar ~ok uzakla1iraa, o kadar b1sh bareket 

eder - bu kadano1n baalt blr mo1ahededen Gjtreollebll,.cegl ac;1k

tir. Ba,.a./a en ba•it fa,.asig• n•.Ji,.? SO.kQnetten harP-kete gec;eo 

blr dt11en clamln b1z1010 lcat'•clil'n asalcl1/c ii• orant1/1 oldutuou 

farzetmek yeter derecede baalt gGrl1nmektedlr. Galileo, «Bu 

prenalp c;ok tabli g0rt1nmekte ve darbe Ile ltleyen maklnelerde 

kazand1tim11 tecrftbeye uygun d11fmektedlr• demektedlr. Buounla 

beraber, Gallleo aoounda h1110 uzakhkla oraobh olu1u farazlye

tlnl •sadece yanht detll, fakat lmklDBtz• olmaa1 gerekc;ealyle 

reddetml1tlr. (1 ) 

Gallleo'oun, ba1lang1c;ta kendlalne o derece tablt gelmlt 
olan, bu fara&lyeye kart• ltlrazlan Dlferanalyel ve lotf•gral He

aap dillyle daha ac;1k ve daba gGze c;arpar blr 1ekllde lfade edl

leblllr. Bu tablabyla tarlbt baklkatlere uymamaktadir; c;t1nka 
Diferanalyel ve Integral Heaap Gallleo'oun zamao1odan aonra, 

ve blc; olmazaa k11men, Gallleo'ooo i:Ptlflerlnln aadmeai tealrlyle 

(') L• Op•r• di Golll.a Goliloi (Oallleo'uau Baerlerl), edh:loue uast
Oaale, Cllt I, s. IOI, 371, Ill e bal11a1a. 
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ke1fedilmi1tl. Buna ratmen, gene Dlferaneiyel ve Integral Heeabt 

knllanahm . Dll1tt1lln baemdan itibaren ge1;en zaman1 t, kat'edi· 

len uzakhl1 x Ile gOeterelim. Bu takdirde biz, ~; dir (Gallleo'

nnn ba1arm11 oldutu ielerden biri de berrak bir biz kavram1 
ifade etml1 olmae1d1r). g uygun bir pozitif eabit oleun. Bu tak· 

dlrde, hmn kat'edilen uzakhkla oranbh oldutuna dair y11kar1ki 
•en baelt faraziye,. 1u dlferaoeiyel denklemle ifade edilir : 

(t) 

Buoa, 

(2) 

dx 
dt=gx. 

t=O i1;in x=O 

ba1lang11; prhm illve etmemiz l!z1md1r. (1) ve (2) denklemle

rlnden 

(S) 0 . I dx 0 t= ll{n Jt= 

netlceai c;1kar kl, bu da dtt1en ciemin ellkQnetten barekete geotl

llni lfade eder. 

Bnnunla beraber, (1) diferaneiyel denklemlni integre ederek 

ve c uygun bir pozitif eabiti gOatermek tlzere 

101 x =gt + log c 

elde ederiz. Bu bize 

dx 
x = c e8t --= a c eat , dt .. 

verir. Buradao lee 

dx 
t=O lcln x=c >0, Tt=gc >0 
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elde ederl1 kl, bu (2) ve (3) lie tenakuz hallndedlr. ~u halite (1) 

diferanslyel denklemlnl geroekleyen blr hareket •iilcrin11tt11n itiba· 

ren ba1lagamas. BOylece o kadar •tablt• ve tam da •en baslt 1ep 
olarak gOrQnen faraziyenln aahnda tenakuz lhtlva ettlti, blzzat 
Gallleo'oun 10zlerlyle •aadece yanh11 detil, fakat lmkA011z• ol

dutu anla1dm11 oluyor. 

Fakat acaba •ondan aonra gelen en basil l "P nedl ? 0 
1ey, 1tllnlnetten harekete g~en bir dtlten clamln b1z1n1n geoeo 
zaman ile oranbh bulundutu faraziyeal olablllr. Bu, Galileo'oun 
aononda ula1m11 oldutu QOk lyl blldltimlz kanundao ba1ka 
bir1ey detlldlr. Bu kaoan bugQnktl yaz11 tar11m1zla 

Jx y, = at 

denklemi Ile ffade edlllr ve bu denkleml gerQekleyen blr hareket 

pekAIA atlkO.netteo ba1hyablllr. 

5. Arka p llndakl muhlt. Gallleo'nun fikrf cesaretlne, 
felaeft pe1ln bQktl1nlerden ve ml1tlai1mden keodlnl kurtarabllml1 
olmaa1na kar11 bayranhk duymaktan gerl kalamay11. Fakat 
Kepler'ln ba1anlar1 da blzde bayranhk uyand1rmahdir; balbukl 
Gallleo'nan oatda11 olan Kepler, zaman101n mlatlalzm ve pe1tn 
hdkQmlerlnln derln teairl altinda kalm11b. 

Kepler'in davran111n1 anlamak blzim lQln gtlottlr. Modern 
okuyucu, •KAINATIN S/RRl'nr lbtlva eden, kozmograflk mtlna
ka1alara dalr blr ba11rhk kltab1. Gok cl1lmlerlnln yQrQngelerlnln 
hayranbk uyandmc1 orant111n1n ve bu clalmlerlo aay1, bQyQkltlk ve 
perlodik hareketlerlnln haklkt aebeplerlnln be1 dQzgQo i(eometrik 
claim vAa1taa1 lie i1patJ.• lflbl blr kltap ad1, kar1111nda hayrete dtl-
1er. Kepler'ln bu kltab101n mobtevaa1 daha da hayret verlcldlr: llA

hiyat Ile kar111k A1tronoml, mtlnecclmllk lie kar11tmlm11 po

metri. Fakat, mobteva11n1n blr k11m1 ne kadar acalp gOrtlntlrae 
gOrtlnaOn, Kepler'ln bu Ilk eaerl, onun Aatroooml alan1ndakl 

., 

' 
lt 

' 
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~tlyt1k ke11flerinin ba1lang1c1na i1aret etmekte ve bunun yanm· 
da 1ahalyetlnin canlt ve ~ekici bir tabloaunu vermektedlr. 

Onun bllglye auaam11htt1, eararenglz 1eylere anaam11htt1 da hemen 
hemen ayn1 tlddetle olmakla beraber, hayranhk uyandiracak 

dereeede bllytlkttt. 

Eaerin ad10JD gayet doA'ro bir 1ekilde bellrttiA'( gibl, Kepler 
gezegenlerln aay111, gllne1ten nzakhklar1 ve gt1ne1 etrahndaki 
dOnme peryotlari hakk1nda blr aebep aramaya gir1tmi1tl. Baki· 
katen, o 1unlan aoruyordu; Neden tam alb tane gezegen vard1r? 
Bo gezegenlerln yllrflngelerl neden tablatta raatlad1tt1m11 1ekilde 
1ualanm11tir? Bu aorular bize garlp gOrtlnebllir, fakat onlar 

Kepler'in baz1 oattda1lar1na Myle gOrtlnmemekte ldl. (') 

Kepler blr gttn bunun 11rnn1 buldottunu zannettl ve not 
defterlne 1unu kaydettl: •Dflnyan1n ytlrtlngeal, yahut kttreel 
hepeinin Olotlatldtlr. Bu ktlrenin d111na blr dttzgtln onlkiytlzltl 

olzeraeniz, bu onlkiytlzlttytl oevreleyen ktlre Mara'JD kllreaidfr. 
Mara'm ktlreai dJtJDa blr dtlzgtln dOrtyflzltl oizeraenlz, bu dnrt· 

yttzlllytl oevreleyen kllre Jllplterin ktlreaidir. Jl1piterin kttreainin 
d111na bir ktlp oizeraeniz, bu ktlpfl oevreleyen k11re Satllrnt1n· 
kidir. ~lmdi Dl1nyan1n ktlreai lc;lne blr dttzgllo ylrmly11zltt otzer• 

aenlz, bu yirmlyQzltlntln ihtlva ettltti ktlre Ventlatlnkidlr. Ven11· 
atln ktlreai lolne blr dllzglln aeklzyttzlll c;lzeraeniz, bu aeklzyttz• 
ltlntln ibtlva ettltti kttre Merkl1rllnkidlr. ltte gezegenlerln aayi11n1n 

eebebl.• 

Yani Kepler, aym merkezl halz 11 lane y11zey taaavvur 
etmekte olup, bunlar blr ktlre, blr dttzglln claim olmak ttzere 
le; lc;e glrmlt 6 ktlre lie 5 dflzgfln clalmden lbarettlr. En d11takl 
ytlzey bir kttre olup, her ytlzey bir Oncekl tarafmdan c;evrelen· 

mt1tlr. Ktlrelerden herblri gezegenlerden blri ile 10 1ekilde llgl• 
lldlr: Kflrenln yar198p1 o gezegenin g1lne1ten olan usakhtt1n• 

(') Kepler, e a1n Ilk mllkemmel ••:n oldutundan dela11 bm altl 

1•se1e• balaadatu JOlaDdakl Rbaeuc .. 'llD lzab101 reddetmekl•dlr. 
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(ortalama ozakhk) etlttlr. Her dftzgQn cl1lm kendlnden blr Gnce 
gelen ve kendlnl i;;evreleyea kl\renla li;;lne c;lzllmlt olop, kendln
den blr 10nra gelen ve kendlola c;evreledlll kllrenln d1t1na 

olzllml1tlr. 

Kepler notona 1ualan lllve edlyor : •Bu ketfln bende uyan
d1rm11 oldutu hau1 hakktyle lfade edebllecek kellmelert hlc;blr 

zaman bolam1yacat1m.• 

Kepler, farulyetllnl vlk1alarla dlklratle mukayfle etmlt 
(kt bu bak1mdan modern blr lllm adam1 glbi hareket etmlt olo· 
yor) ve a .. t1da biru modernlettlrllmlt tekllni Cedvel I ad1 al· 
t1nda verecelfmlz blr cedvel heuplam11tu. 

Cedvel I. Kepler'in teori1lnilt gGzlemlerle karf11a1tinlma11 

(1) (2) (8) <•> 
Copernica1'l\n Kepler' In Dazeaa 

Gezegeoler gGslem netlceleri teorl1l cl1lmler 

Sattlrn 
0,8815 0,577 Kap 

Jl\plter 
0,883 0,338 DGrtyGzlG 

Man 
0,757 0,7~ OnlklyGzlG 

DGoya 
0,79' 0,791> YlrmlyGzlG 

Ventt1 
0,723 0,577 SeklzyGslG 

Merk Qr 

' (1) 1l\tUDU pzegea)erlD gl\Defe O)aD ozakhkJartDID &Wlf 
11ru1na gGre blr U1te1lal vermekte olop, alb taae, yanl Gtekl 
•lltunlardan blr fazla 18Jtda, glrlo lbttva etmektedlr. (2) 1atuno 

ikl m,teaklp 1ezegenln gtlnetten olan uzakhklar1 oran1n1 Coper· 
nlcu1'e gGre vermektedlr; bOyle her oran alt oldntu Ud gezep· 
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nln adlarmr lbtiva eden sahrlarin arasrna yaztlm11 olup, d11takl 
gezegenln uzakh~1 bu oran1n paydaa1n1 te1kll etmektedlr. (4) 
1Qtunu bet dQzgQn c;ok yQzlllyQ Kepler tarafmdan 1ec;llml1 olan 

sirada vermektedlr. (8) a!ltunu lee, bu dllzgQn cislmlere tekabfll 
eden lc;e ve d11a c;lzllmit kQrelerln yar1c;aplar1n1n oran1n1 ver

mektedlr. Ayn1 eahrda bulunan rakamlartn blrbirlne e1tt veya 
c;ok yak1n olmae1 1Az1md1r. Hakikaten Copernicus'Qn gozlem ne
tlcelerl lie Kepler teorlstnio netlcelerloin blrbirine uygunlultu 
1atlrlarm iktslnde lyldlr, fakat gerl kalan Qc; satirda c;ok kotQdQr. 

Kepler bundan sonra (modern blr Ulm adamma daba az 

yarapcak blr 1ekllde) bsk11 noktasm1 dejtl1tirmeye ve ba1Ian
g1e~takl faraziyesinl tAdll etmeye baelamaktadtr. (KeplMln yap
hlt1 esas de#f1ikllk, MerkQrQn gOnetlen uzakh1t1n1 dQzgtto seklz 
yUzlOnQo lc;ine c;lzllen kllreoio yanc;ap1 lie kart1laetrraca1t1 yerde, 
bu uzakhg1 bellrll bir simetri dllzlemlolo seklz yQzlQyQ ke•lllti 

kareoln ic;ine c;izllen dalrenln yar1 c;ap1 lie k1yaslamas1d1r.) Bona 
ra1tmen farazlye lle mlltahede aras1nda goze c;arpacak blcblr 

uyguntuga varamamaktadtr. Fakat flkrlne gene de s1k1 s1k1ya 
sarllmakta devam etmektedir. QOnktt, kUre «en milkemmel 1ekll• 

ve ondan sonra da, Platon'on da bildlltl, bet mttkemmel clslm 
•en aall 1ekiller• dlr. Kepler bir an lc;ln, ny1e1z sabit y1ld1zlar1n 
te1k1J etti#f kalabah~ID blr Ozelliitl buJunmayan dllzgQo Olmayan 
cl1lmlerin c;oklugu lie blr ilgisl bulundultunu dil1l1nmektedlr. Bu 
yllzden, en mQkemmel yarablm11 1eyler olan gilne1 ve gezegen
lerln Oklid'Jn en mttkemmel 1eklllerJyle herhangi bir tarzda llglli 
bulunmasr ona «tabll» gOrUnmektedlr. YarahhtlD B1rr1, •KAlnat1n 
s1rr1• , bu olabillrdl. 

Kepler'ln farazlyesl bogilnkO lnaana glllllnc; gelebillr. Biz 

bogQn mt11abede edilebllen vAlnalar ve matematlk kavramlar 
aras1nda birc;ok mttnasebetler blllyoruz, fakat bu mQna1ebetler 
bambatka karakterde olup, Kepler'Jn faraziyesine uzaktan bile 

benzlyen hlc;blr faydah milnasebet bllmemekteylz. 

Kepler'ln gezegenlerin say111 arkaernda derln blr 1irr1n 
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••kit oldujtnoa loaoabllmeal ve •Neden tam alh gezegen vardir ?• 

dlye blr aoru 1ormaa1 bugQo blze son derece garip gelmektedlr. 

Kepler'ln faraziyeslnl acalp blr aap1khk tellkkl etmek he

vealne kap1labllirlz. Fakat, bugon aayg1 Ile mOnaka1a etmekte 

oldujtumuz baz1 teorllerln de pek te uzak olmayn blr gelecekte, 

efer tamamen unntulmazlarsa, acalp aap1klar aaydablleceklerl 

ibtlmalinl gOzden uzak tutmamalty11. Bence Kepler'ln farazlyeal 

•on derece Ofreticldlr. Bu farazlye akdda tutolmajta lly1k blr 

noktay1 Ozel bir berrakhkla ortaya koymaktadir: bir farazlyeye 

kar11 bealeyece!limlz gOven dereceal later latemez blzlm bQUln 

yet11me tarz1m1za, zamaa1m1z1n bOtOn tlmi •tmo•f•,.ine bath 
olacakbr. 

6. TGkenmez aebepler. Yukar1kl ml1Al akla yak1n mu

bakemenln Onemli bir Ozellltinl On pl!na getlrmektedlr. Bu Ozel

llfi oldukc;a genel blr tarzda bellrtmeye cah1ahm. 

Ellmlzde meaell A glbl blr farazlye bulunaun . Yanl A, ac;1k 

blr 1ekllde. tormOJe ed1Jml1, fakat l1pallanmam11 blr faraalye 

olaun. A n1n dojtru oldutunu zannelmekteylz, fakat hakl
katen dojtru olup olmad1jt1n1 blimemekteylz. Bununla blrllkte A 
farazlyealne kar11 oldukc;a gOven bealemekteylz. Boyle blr gQven 

kar111k blr temele dayanablllr, fakat bunun mutlllra bOyle ol

ma11 lcabetmez. MeeelA blr problem Ile uzun blr atlre ve gOrQ

n01e gore ba1ar1s1z utra1t1ktan 1onra, babr1m1za blrdenblre blr 
A farazlyeal geleblllr. Bu A farazlye.I kar111k blr durumdan 11y

rllabllmek ic;ln birlclk yol olarak gOrOnebllir; ho farazlyeoln 

dojtrulufu, her nekadar eebeblnl .Oyleyemeaek te, biz~ hemeo 
bemen mubakkak gOrGneblllr. 

Bir mQddet aonra, A tarazlye.lnl lapata yetmemekle bera
ber, onun ac;1kc;a leblnde olan daba derin aebepler akhm1za ge

leblllr: beozerllk, endllkalyon, llgill ballerden veya gene) tecra

beden yabut A n1n kendl eadelljtinden dofan eebepler. Boyle 

,; 

II 

t:I 

Ill 
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eebepler, A ntn kesln blr ispabn1 te1kil etmemekle beraber, onu 

cok akla yak1n kdabilir. 

Bununla beraber, daha ac1k formtlle etmi1 oldujtumuz bu 
delUler olmadan bir faraziyeye inanmak bususunda milteyakktz 
olmahy1z. 

Biz bu sonuocu deIUlerl arka arkaya farkettlk. EvvelA ka· 

ranhk blr fondao keodimizi ayirmajta muvaffak oldujtumuz ac1k 
blr Uk noktaya vard1k. Fakat bu noktan1n arkas1ndakl fooda blr 
1ey daha olmahyd1 ki, oradao dijter blr •c•k delil daha cikarmaya 
muvaffak olduk. Ve bOylece ac1klanao her ookta010 arkas1nda 
bir 1ey daha bulnnabllir ve bu foo tnketilemez. Bir farazigege 

olan gifotnimiz belki hic;bir zaman galnzz a~rklanmr, •tbeplere 

dagandrrrlamaz; bOyle bir gQvenln temeli olarak herbangl blr 
oekllde bQtttn yet11me tarz1m1za lbtiyac bled olablllr. 

Buoa ratmen akla yakm sebE'pler Onemlldlr, ac1klanm11 
olan akla yak10 eebepler lee bilbaeea Onemlidir. Mn1ahede edl
leblllr realite lie me1gul olurken, blcblr zaman (dedllktlf olarak) 
lepat edllebilen haklkatlere varamad1t1m1zdan dalma akla yaktn 

dellllere dayanmak zorunday1z. Strf matematlk problemlerlyle 
utra1irken keeln lepatlara varmam1z mttmktln olabillr. Fakat bu It 

cok zor olabllir. Bu yttzdeo akla yak1n eebeplerin geclcl olarak 
gOz Onilne ahm11 bize geclcl bir deetek sallayablllr ve blzl 10· 

nunda keein dedftktif lepattn ke1flne gOttlrebilir. 

Bnluoa yard1mc1 eebepler, hicblr 1ey ispat etmemekle bera
ber, cok Onemlldlr. Bo tttrlll eebeplerl ac1klamak (lzah etmek) ta, 

ac1klanan her eebebin arkasmda ba1ka bir1ey - belkl daba ka
ranhk ve daha Onemli bir eebep - bulnoea bile, cok Onemlldlr (6). 

Bu, 1u eoruyu akla getlrlyor: Ejter herblr miloahhas halde 
akla yakm eebeplerlmlzden aocak blr kac1n1 lzah edeblllyor ve 
blcbir mi11ahhas halde onlar1 tt1ketemlyoreak, akla yakm eebep 

(
6

) Bow to Soln It , S. SM. 
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ustas1n1n belli b&ijh 11stUnlUklerinden biri, o dalda cari kabllller 
ile onlan naetl kullanacag1m ve onlara ne kadar gUvenebilece
ginl bilmesidir. 

Tabiatiyle, berbangi bir tabmine pek fazla gUvenmemell

siniz. Bu gerek bulu11a yard1mc1 miltad kabftller, gerekee kendi 
faraziyeleriniz iQin dogrudur. Tabmininizin dojtruluguna ispate1z 
inanmak aptalhk olur . Fakat, tabmininizin dojru olabileceji 

Umidiyle ilje giriljmek mak:Ul olabilir. Temkinli eyimeerlik bu 
hueueta en akla yak1n davran1.,ttr. 

XI. B0L0ME DAIR 0RNEKLER VE TAMAMLAYICI BlLGlLER 

1. Bir 11c;gende, a tabant, a ya dik olan h ) Qkeeklili ve 
a Dill kar.,1s10daki « ac;111 veriliyor. (a) ttc;geni c;izmemiz, (b) 11Q· 
genin alan1m beeaplamamiz ieteniyor. BiltUn bu veriler lllzumlu 
mudur? 

2. Bir yamukta, iki paralel kenara dik olan h yilkeekligi, 

ikl paralel kenara paralel ve onlardan eljit uzakbkta olan m orta 
c;izgiei, ve paralel kenarlardan birl He geri kalan iki (egik) ke
nar arae1ndaki « ve fl ao1lar1 veriliyor. (a) yamugu c;lzmemiz, 

(b) yamugun alan1n1 hesaplamam1z lsteniyor. B11tiln bu veriler ltl· 
zumlu mudur? 

3. Bir k11re ku11ajt1 diye, kdre yUzeyinin lkl paralel dilz· 
lem araemda kalan parcae1na denir. Ku1jag10 yttkeekligl bu iki 
dilzlem arae1ndakl uzakhktir. K11renln r yar1c;ap1, ku.,ag10 h yllk· 
sekligi ve ku1jag1 smirlayan dUzlemlerden kUrenin merkezine 

daha yak10 olanlD1n bu merkezden d uzakhg1 verildlgine gore 
ku.,agm alan101 bulunuz. Bu hususta sOylenecek bir 1ey var m1? 

4. Bir kilre a yam;ap1n1 haizdlr. b yar1c;ap1m halz ikincl
bir kUre birlnciyi kesmekte ve onun merkezinden gec;mektedtr. 
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lkincl kilre yQzeyinln blrlncinin iclnde kalan parcas101n alan1n1 
he1aplayin1z. Bo buaoata sOylenecek bir teY var ma? S101r baJ
lerlni kontrol edlnlz. 

5. Paragraf 2 dekl ml1All tekrar ele alarak cOzQmQ lspat 
edlnlz. 

6. BJr kllre tabaka11, bir (dolu) kilrenln lkl paraJel dllzlem 

ara11nda kalan parcas1d1r. Bu tabakan1n yllzeyl 1u nc parcadan 
lharettlr: bir kilre kut•I• lie, tabakan10 alt ve list tabanlar1 
denen lkl daire. Burada aeat1kl yaz11 tarz1n1 kollan1yoruz: 

alt taban1n yar1cap1 a, 

fist taban10 yar1cap1 b, 

tabakan1n yQkseklili (tabanlar araa10dakl uzakhk) la, 

orta kes!Un (alt ve Ost tabanlara paralel ve onlardao e1lt 
nzakhkta olan kesit) aJan1 M, 

tabakan10 hacm1 V 01100. 

a, b, ve la verlldlflne gore Mia - V yl bnlonoz. 

Bu hu1usta sOyJenecek blr teY var m1 ? 

Bazi am1r hallerinl kontroJ edlnlz. 

7 · Bir koninln ebenl blr kilrenln merkezloden gecmekte
dir. Konlnln yttzeyl kQrenln yQzeylni ikl daire boyonca kesmekte 
ve dolo kQreyi lki k1sma ay1rmaktadar: •konlk 1ekllde oyulmut 
kOre• ve • t1kac• (AB dotru1u etraf1nda dOndQrtllmeal lb1mgeJen 
eet. 11.2 ye bak1n1z). Ttkac konlnln lclndedir. ,. kilrenln yar1ea
pin1, c dOnme netlceslnde konlk oyutu doj1uran klrltln uzunJu
ltunu ve la (oyulmot kQrenln yQkaekllll) c nln konlnln • ekaeni 
tlzerlndekl lzd010mOotl g01tenln. r, c ve la verlldllfne gore, 
konfk 1ekllde oyulmut kQrenln hacm1n1 buJunus. Bu huauata 
•Gylenecek bir 1ey var ma ? 
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A 

B 
~k. 11.2. Konlk tekllde oyulmu1 kQre. 

8. Bir dGnel parabololtln ebenl blr kllrenln merkeslnd .. 
ge~mekte ve lkl yllaey lkl dalre boyunea ke1l1mektedlr. Bu lkl 
yllzey ara11nda (kllrenlo l~lnde ve parabololtln d111nda) kald 
balk• oekllndeki cl1mln hacmtDI heaaplay1nu:. Burada kllrenJD , 
yan~p1, halka 1ekllndeki clamln parabololtJn ebenl ll&erlnded 
It bdlltllmll ve kllrenln merkelinln parabololtln tepealnden l 
makltlt verllmltUr. (~k. 11.8 ll OX etraf1nda dGndllrllnlls.) 8' 
bu1u1ta IGylenecek blr teY var mt ? 
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9. Bir yamukta a alt taban1, b 1lst tabant ve bunlara dlk 

h y11keeklitl verilmlftir; a > b. Alt taban1 etrafmda dOnen ya

muk bir dDnel claim (ikl konl eklenml1 bir sillndir) clzmektedlr. 

Bu cismln (a) hacm1n1 ve (b) yQzey alan1n1 besaplayin1z. Verller 

billnmlyenl belirtmeye yeter ml? 

10. u
1

, u,, u
1

, ••• , u10 gibl bellrli blr sirada ahnan on 

1ay1 araa1nda 10yle bir bat vardir: Qi;QncOden itlbaren bu say1-

larin herblrl kendlnden once gelen lkl taneslnin toplam1na 

e1ittir, yani n = s. '· ... , 10 tcln 

Un= Un-1 + ltn-t • 

u1 verlldi{tlne gore, bu on 1ay1n1n u1 + u, + · · · + "•o toplam1n1 

bnlunuz. 

Verller billnmeyeni bellrtmeye yeter ml? 

Sek. 11.8. Parabollk 1ekllde oyulmu1 kttre 
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00 

11. f dx 
in tegralioi besaplay1n1z. Bu 

(1 T x 1) (1 + X Q) 
0 

hususta sBylenecek bir 1ey var m1? 

halJerini kontrol edinlz. 

tt=O, !X.-+oo, ~ ->--oo 

12. Mil.ill 11 i genelleetirlniz. [En baeit eeyi ilk Once de

neyiniz.] 

13. Bir bilinmiyenli Oyle bir denklem yazm1z kl, bilinmi
yeni belirtmeye yetmeein. 

14. Eger bilinrueyenlerin tebiab uygun bir iJAve oart yar

d1m1yla em1rlanusa, tek bir denklem bir<;ok bilinmeyenl belir

leyebilir. MeseJA, x , g, z reel eay1lar olmak oarhyla 

x' + g 2 + z 2 = 0 

denklemi tamamea belirli bir cBzllmU haizdlr. 

x2 + g 2 = 128 denklemini ger<;ekleyen bntfln x, !I pozitif 

tam say1 tak1mlarrn1 bulunnz. 

IS. x 2 + g 2 + z~ + w 2 = 64 denkleminl ger<;ekleyen blltlln 

.r, g, z, w pozitif tam eay1 tak1mlarint bnlunuz. 

16. Genel hal. O<; bilinmeyenli t\<; denklemden lbaret 

Q1X +big + CiZ = di, 

a,x + b,g + c,z = d, 1 

a1 r + b,g + c1z = d, 

eii.temini ele alallm. Verilmlt 12 tane a,, b1 , c1 , d 1 , a1 ••• , d1 

eay1s1n10 reel oldajtunu farzedlyoruz. Ejter bu sistem tek blr 

<;Oztlmft (yani onu gPr<;ekliyen U<; eaytdan ibaret tek bir x, g, s 

tak1m101) halz iee ona belirli, eger eoneuz eay1da <;BztlmU halz lee 

ona beliraiz, eger hl<;blr <;1Szttmtl haiz degllee ona tutara1z blr 

eistem deolr. Tilrlll bak11 ooktalar1odan bak1ld1g1 zaman sisie. 

min belirli oldugu bal, gene!, mutAd, normal, regt\ler bal ve 
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dijter haller ietisnai, mtltad olmayan, anormal, irregiller haller 
olarak gOrUnilr. 

(a) Geometrili oltrak, x, g, z gibi Ui; eay1dan t oekkOl eden 

bir lak1m1 blr dik koordinat sisteminde bir nokta ve yukar1ki b.er 
denklemf de onu g ri;eklryeo nokt11larm cQmlesi, yani bir dilzlem 

olarak tef.,ir edebiliriz. (Hakiklltte bu tefiiir icin her deoklemln 

sol tarafmda en aon#t bir katsay1n1n s1f1rdan farkh oldugunu 

farzetmemiz IAz1md1r, fakat bunun bOyle oldu(tunu kablll edellm.) 

Oc denklemU blr sietem yaln1z vc ancak o denklemlere tekabQJ 

eden Uc duzlemio tek bir ortak noktny1 baiz olmae1 halinde be

lirlldir. E#E> r bu dQzlemlerin ikl ortak noktas1 varea, bir ortak 

do(trulart da me\·cut olup, slstem b l'lireiz olur. E!!n ili; dOzlem 

aym bir dokruya para lei, fakat hicblr ortak noktay1 haiz d1 ~il 
lse, sistem tuturs1zdar. F.#er iii; dDzlem «gene! dnrumda• lee, 

e~er bu dOzlemler «keyfi olarak secilmip iseler, tek blr ortak 

noktay1 haiz olurlar ,.e slstem bclirll olur. 

(b) Ceblrsel olarak, Qi; denklemli bir sistem yalp1z \'e an

cak sot taraftaki 9 tane katsay1nm rletermlnahoto s1f1rdan farkh 

olrnas1 halinde belirJi olur. ~u halde bu say!lar ilterinde denklem 

eekltnde bir eart veya .,,.,,Lama konulmadtki;a 11i1:1tem belirlidlr. 

(c) 9 tane reel katsavrn10 te11kil ettilti (a,, a,, a., b,, ... , 

c,) tak1m1n1 dokuz boyuti"u uzayda bir nokta olarak tef,.fr ede

biliri1. Belirli olmayan (yanl belirsiz veya tutara1z) sistemlere 

tekabQI eden noktaJar bir denklem (sistemio determinant!= 0) 

ger~eklerler ve bundan dolay1 daha kii~iik bogutla bir cokluk 

(sekiz boyutlu «hiperyilzey•) te11kil ederler . 
• 

(d) Gelitiguzel verilmie Oi; bllinmeyenli ve uc lineer denk-
lemll bir sistemin belirsil 0Jmae1 •onauz derecede ihtimal d'lrirr. 

~Hell li.28 e bak101z. 

17. Be11 dllzgf1n clsmin herbirJnln !cine ve dl1JID8 clzilen 
kttreleri dUennelim. Bu clslmlerln her birl li;in bOyle iki kQrenln 

Y• r1caplar oran1m hesaplay1D1z. 
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18. Eter kilp ile dtlzgQn aeklzyQ&lOyU yehut dtbgOn on 
lklyQzltt Ile d0%gl1D ylrmJyQzl11yl1 aralar1nda dellttlneydlk, Ced

vel I dekl Sl1tQn (8) le blr deltltikllk olmazd1. Buda Kepler ' ln 

teorlelni miltklll duruma aokacak blr bellralzlik yarat1rd1. Fakat 
KPpler, t1pk1 protokolda bir baronun blr baronetten daha Once 

geldijtl glbi bu bet asll clalmden blrlnln otekine nazaran neden 
daha aail olmae1 gerektijtlne dalr aebepler bolmakta mllateana 
blr meharet gGalermektedir. 

Kepler'ln dtlnyan1n yllrllngeal d111na yerlettlrdijtl nc dilzglln 
clam!, bu yllrilnge lclne yerlettirdljtl lkl dftzgiln clelmden ayud· 
eden baait bir geometrlk Gzellk bolonm . 

. 
19. Hit;bi,. f;k;,. a•linda kotii Je/ild;,. . •Bircok tahmlnlerln 

yanht, fakat buna ratmen bizl daha lyl bir tahmlne aevketmek 
auretlyle faydah oldulo aonradan ortaya c1km11tar.• •Krltlk dav· 
ran•t• elden b1rakma1hkca, hli;bir flklr aehnda kOtll dejtildlr. A1al 

kOU\ olan ,ey, hleblr fikre aabfp olmemaktir.• (') Ben bu 101· 

lerl lyl nlyetll fakat cocokao flklrlerle bana gelen blr veya dlter 

Glrenclml teaelll etmek ftzere bemen hergQn kullanmm. Bu cllm• 
leler hem trivial gllnlQk duromlara, hem de llmt ara1brmalara 
oygnlanablllr. KPpler'ln mialllne tae onlar en parlak btr 1eklld« 

uygulanablllr. Kafaa1 ortaeal 1ibnlyetlnden modern dt11flnceye 
gecJoln letkil ettlll benzerl olmayan durum fc;lnde bulnnan Kep

ler' e, kendialnlo alb gezegeni bet dllzgQn claimle terklp etm• 
flkrl parlak gOrllnmil9tQ. Fakat Kepler'ln c1tda11 olan Gallleo'nuo 
bGyle blr flkrl teeavvur edebUeePjtlnl dtltllnemlyorum. Tabla& 
bakklndakl gerl kalan bllgllerlmlzle ,ek u llgl1l olan bu flldt 
modern blr kafaya daba baetan lylce kotll geleblllr. Hatta mtl• 

tahedeler taraf1ndan daha kuvvetle de1teklenml1 oleayd1 bile, 
Kepler'ln farazlyeel billnen batka ,eylerle benzerllk de1tetlndel 

mahrum oldutu lcln gene de kuvvetll temellere dayanm11 1ayJI-: 
m1yacaktJ. 

(
1

) H ofll to Solue It, 8. l07.8. 
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Bononla blrlikte Kepler'lo, yanhtht110nradan ortaya 91kan 
faraziyealnin daba iyi blr farazfyeye yol aomak 1uretlyle 100 
derece faydah olmuo olduto mnhakkakt1r. Bu farazlye Kepler'!, ge
zegeDJerln beozer tarzda •izab• etmeyi Qmit ettill ortalama uzak

hklano1, yQrtto1elerioi, dOnme mQddetlerini daha yak1ndan in· 
oelemete aevketmit ve baylece onu eonunda gPzegeolerln hare
ketlerlne dalr meohur •Kepler Kanunlar1• na gOUlrmGttOr. Bu 
kanunlar da Newton'a ve dolay111yla bQtGo modern lllm aolay1. 

t•mtza yol •om11t1r. 

20. Bala1a garJ1m etmJc iiHr• gaprlan bas1 mrJtatl lrabdll•r. 

Bo, keodi1lndeo oak daha etrafh bahaedllmeye deter blr konn 
olmakla beraber, biz ook k1sa blr l11te ve krokl tarzmda k1sa 
bllgfler vermekle yetinecelfz. •Genel olarak» .OlllnQ •pratlb , 
netfcede later latemez blraz mQphem, bir manada tefalre dikkat 
etmellylz. 

•Eter blr denldem 1l1temlnde blllomlyenlerln aay111 kadar 
denklem •area, bllinmeyenler bu 1i1tem vl11ta11yla g•nel olaralr 
bellrlenlr.• 

Eter bi11 problemde ellmlzdekl parametrelerln aay1a1 bdar 
•tart• varaa, bir deneme mablyetlnde olmak Qzere, probleml1 blr 
~zttmQ halz oldnfonn fanederek lte batlamak akla yak1n blr 
davran11tir. Meaell n detl1kenll blr knadratlk form n (n + 1) /2 
lane katsay1y1 halzdlr ve ,. detf1kenll bfr ortogonal attbatltlla

Yon da n (n - 1) /2 tane parametreye bat1Id1r. eu halde n detft· 
kenU herhaogl blr kuadratlk formon aygun blr ortoeonal allb9-
tlt Q1yonla, g1 , 11,, ••• , !I• bu atlbatlttl1yonla lthll edUen yenl de
lltkenler, 41 , 4,, .. . , i. 01100 parametreler olmak 11sere, 

tekUne 10kulabllecefi daha ba1ta pek lJI akla yak1n 1Grtlollr. 
Uakikaten bu 1onuncu ifade n tane perametreye bath olop, 
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n (n + 1) /2 = /1 (n - 1) /2 + n 

dir. lJdianm n = 2 \•e n = i:I Ozel hallerindeki iepatlar1ndan ''e 
bu hallerln geomelrik manalarrnm izabmdan eonra yap1iacak 

yukar1ki gibi bir ihtar genel Ilalio lebinde lylce kuvvetli blr 

hava yaratabilir. 

•Centi olarak, lkl limit op rasyonunun e1ras1 det tlirllebilir.• 

Bu limit operaeyonlarmdan birinin hlr aonsuz serloln top

Janmas1, Otekinin integrasyon olmas1 bR.linde paragraf 7 de 

bahsedilmit olan hall (7) elde ederlz. 

«Centi! ola~ak, Ii mite kadar dojtru olan 1ey, limitte de dolt· 
rudar.» (') 

a,. > 0 ve lim a,. = a 
n • :.<:i 

oldatu verilmi,se, bnradan a> 0 neticeeini pkara'1tagu:; dotru 

olan 1ey ancak a ~ 0 du. Bir Pi'triyi ken di ic;ine c;lzilmlt blr 

c;okgenin ve bir yilzeyl de kendl lcioe i;izilmie bir c;okyilzliinlln 

limiti olarak dlltilnelim. Eltrinln uzuolajtunu kendi ic;lne i:izilmil 

c;okgenio uzunlu{tunun limiti olarak besaplamak dojtru netice 

verir, fakat yllzeyin alan1m kendl ic;lne c;izilmit bir c;okyOzlHntln 

limiti olarak bes!!plamak yanht blr netice verebilir. ( 9
) Yukarda 

zikretmi~ oldu~umuz buluea yard1mc1 prenelp bizi kolayca yanhf 

yola sevkedebilmekle beraber, bize fiklrJer llham etmekte eon 

derece verimlldir. !\leeelA, Mlbll 9.2t e bak101z. 

•Bilinmeyen bir fookeiyona, ilk ba1lanll'~ta monoton gOzllyle 

bakm1z.• 

( ' ) 0. B. Hardy, A Cours• of P11re Mothtmuti•J, 7 th ed., S. 4~ • 

49e ya balun11:. 

\
8

) William Wbewell , The Phil<.sophg of tho Inductive S<itncu. ne" 

ed., vol. t. H. 146 :r• bak1n1z. 

(
9

) H. A, Sch111arr. GHamm.ltt Mathtmoti1<he Abhandfong<n. Bd S, 

S. 309 • 311 e bak1n1z. 
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Paragraf 2 de, bir clemln oekli dejtitlnee baem1n1n da dejti

teee~lni kabQl ettijtimlzde bu ta,•eiyedekine bl·nzer blr yol tut

mu1 ve yanht bir netfeeye varmtthk. Banuola beraber, ynkarda 

ifade edilen prenslp ekeeriya faydahd1r. a> b olmak nzere 

b b f f(x) rfx< f g(x) dx 
a a 

teklinde bir eoitslzlijtl ispat <>tmemlz IAz1mgelebi!lr. lte buntlan 

daba fazlasm1, yanl 
f (x) < g (x) 

i lspata cahomakla baolayabillrlz. Buda tilrevi g (.\") - I (.t") olan 
fonkelyonun monoton oldu~uoa dalr yukar1ki tlpten blr ba9lan

lang1c farazlyesine d6kf11Qr. (Problem bu fonkslyonun x =a ve 

x = b icln dejterlerinin karotlaotmlrnasmdao ibarettlr.) Yukar1kl 

Prenslp, •en basit 1eyi Ilk once deneyioiz• ft>kllndekl daha genel 

buluoa yard1mc1 prenslbin bir Ozel balidlr. 

•Gene/ olaralc, bir fonkslyon blr kuvvet serfslne a,,;1lablllr, kl 

bu serlnin daha ilk terlmi fonksiyonun kabOl edilebllir bir yak

la11m1n1 verir ve eerinln baotan ltibaren ne kadar cok say1da 

terlmlnl ahrsak, yaklao1m o kadar lyi olur.» 

lylce anla11Imas1 )Az1mgelen •genel olarak• kayd1 c1kar1hrsa 

bu ifade muazzam bir hatA ohtr. Bununla blrllkte, flziki;ller, • 

milhendlsler ve Diferanslyel ve Integral Hesab1 kendl branolar1na 
uygulayan diiter Feneiler bu ifadeyl pek sever gOriinmektedirler. 

Bu lfade bundan Once vermit oldutumuz prensiptPn cok daha 

genlt tesir sahah diter bir prensip ihtlva etmektedlr: •Blllnme-

yen blr fonksiyona, ilk ba1lang1yta Uneer gOziiyle bak1n1a.• Ha-
klkaten e~er 

f (x) =a0 +a1x +a,x' + a 1x
1 + · · · 

lee, yakla11k olarak 
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/(x) ,_, a0 + a1x tlr. 

(Zaman1nda Dlferao11iyel ve lotegral He1ab1 tan1mam11 olan Ga
lileo'nun llneer fonkslyona kuvvetll blr meyll vardir; paragraf 
' e bak1n11.) Bu pren1lp, izafl batln1n Ilk terlmlne ekaerlya 
atfedllen bGy11k Onemln dayanat1d1r (Paragraf 5.2 ye balnn1a.) 
Hakikate yak1n flklrler llham etmekte blr c;ok ballerde faydah 

olmut olan bo preo1lp1 kolaybkla halllkatteo cok ozak 19yler de 
telkln edeblllr. Hakikaten, bir fiaikc;i (veya blr mQbendia, veya 

blr blyolog) g glbl flzlkl blr btlyGklGIGo x glbl diler bir fiaikt 
b11yGklllle aralar1nda 

;! = /(!/) 

tekllnde blr dlferao1lyel deoklem earl olacak tarzda balh bulun
dutu kanaabna varm11 olabllir ve bu dlferan1lyel denklemln 
lntegra1yonu c;ok gQc; olablllr, yahut f (g) fonk1lyonunun 1ekll 
bilinmeyebllir. Flalkc;I her lkl haldede /(g) fonktlyononu g nln 
kuvveUerlne gore •9&r•k apt1kl dlferan1lyel denklemlere yo

karda verllmlt olanlar1n ard arda yakla11mlar1 gozGyle bakablllr: 

Jg 
dx = ao, 

Jg 
J;- = a 0 + a1g, 

dg + + t dx = a 0 a1g a1g • 

Bonunla beraber, bu 11c; diferan1lyel denkleml gerc;ekleyen 

efrller blrblrlnden c;ok farkh tablatta olup, te1ebbQ1 ettlllmlz 
yakla11m blzl tamamen hatAya 111rGkleyeblllr. Bereket vereln kl, 
flzikc;Uer dlkkatll matematlk ltlemlerlnden daha c;ok dlkkatll 

muhakemeye gt1vendiklerinden, matematik bak1m1ndan yanh1b· 
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llll verdlllmi& mlelldeklodeo daha as atlklr ve dolay1uyla daha 
fuJa tehllkell olduto hallerde bile lyl oeticeler elde etml1lerdlr. 

21. Malc4/atlana1r1lan •gimHrlilc. a, 6, c, J , •, /, .f ve la 
bUyQkllllderl verllmlt ol1un. Dort taoe x, 11, a ve o blllomeye
nlae gore dOrt deoklemden lbaret 

(S) 

ax + 6g + co + Ja = 0, 

u +Jg+p+laa=O, 

1ax + 1g + fo+ a=O, 

ax + cg + 6o + aa = 0 

•l•temfnln x = g = a = ., = O trivial ~OsQmQndea betka blr ~G
IQIJlQ halz olop olmad11ta1 arqbrahm. Bo (S) 1f1temlnlo yala1& 
ve •ncak determinant• 11fir oldatu amaa trivial olmayan blr 
~OzQma halz oldatuoo blllyoraz, fakat ba dOrdQncQ mertebeden 
determJnanh dolrudao dolraya heeaplamak letemlyoraz. (S) ala

lemfalo kendlne ha• llmetrhl 

vaz'etmeyl akhm1&& ,eUreblllr. O zamaa (S) 1l1temlnln Uk deak

lemf dOrdQncb Ile, lklacl deakleml de tl~QncQ Ile latlbak ederet 
dOrt denklemli 1l1tem aadece fki mt11tatll deaklem lhtlva eden 
blr •l•teme Iner : 

(a + J) x + (6 + c) g = 0 , 

(•+la) x + (/ + .1) g = 0 . 

80 IOD 1f1tem yala1z ve ancak determloaab 11f1r oldatu uman 
trivia) olmayaa blr o6zQm kab41 eder. 

Fatat (S) 1l1temlnl 

11= - x, o=-11 
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vaz'etmek euretiyle de daba basit blr sieteme indirebilirlz. Bu 

halde de 
(a - cl) x + (b-c)g =O 1 

(e - h) x + (/ - g) g = 0 

dan ibaret gene iki farkh denklem elde ederiz. 

lki deoklemli slstemlerden berbirinin determinanttn1n eif1r 
olu1u, (S) eisteminin determinanbn1n da edir olmaem1 icabettlrir. 
Buradan (elter yeter derecede eyimser isek) dOrdl1ncl1 mertebeden 

olan bu eon determioanbn, her biri ikincl mertebedeo olan On• 
cekl iki determinant1n carp1m10a e1it olmasmdan 1ilphelenebiliriZ. 

(a) Bunn iepat ediniz, - ve netlceyl n. mertebeden determi• 

nantlara genelle1tirlniz. 

, (b) Burada baogl bak1mdan eyimserllk gOeterdlk? 

22. Paragraf 9.4 teki gibi bir koordinat eietemi ahn1z. 

x-ekeeni yatay ve g-ekeeoi a1a~1 doitru olmak fizere dl1eeydir0 

Koordioatlar1n batlllng1c; noktaem1 (a, b) noktai1na 

(1) bir doltru He, 

(2) merkezl x-ekseni tlzerinde bulunan bir daire yay1 ue 
bideetlrlniz. 

Koordinatlarm ba1lang1c; noktaemda sllkuoetteo harekete ge
cen blr maddi nokta (1) yabut (2) yoluou tlkip ederek (a, b) nok• 
tasma kadar snae1yla T 1 yahut T 2 zaman1nda (etlrttlnmeeiz) olar_. 
kayiyor. Galileo (paragraf 9.4 te eOyleomi1 oldultu gibi) T 1 > T, 
oldultunu ileri et1rml11tl1. Biraz ujtraemadan eoora bu e1iteizlljtln1 

a2 (a' + b')-1 = h 

\'az ' edilmek 1art1yla, 

h 

[x(l - x)]- • dx < 4h0 (1-h)-• I 
3 1 I 

0 
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e1o1itslzli~ine denk oldojtu ortaya 1,;1kar. Bu son eeltsizli~I, her ikl 

taraf101 h n1n kuvvetlerioe gore a1,;mak suretiyle iBpat etmeye 

1,;aheabiliriz. Bu husueta en baeit (yahat •en eylmeer•) lmkAn ne 
oiabllir? 

23. Niimerik He•aplar "e Miihendi•. Fen adam1 olmayan 
kimseler ~eoellikJe, fen adamlar1nm yapt1klar1 beeaplar1n eae

maz, fakat 11k1c1 oldn~unu zannederler. Haibukl fen adamlar1n1n 

hesaplar1 pek Alil heyecan verici blr macera glbl, fakat gilvenll
mez olabilirler. Eskl astronomlarm yapm11 olduklar1 glbl, modern 

mllheodisler de noksan billnen hAdlseler hakk1nda nokean bilinen 

~ek. 11.4. Bir deneme: Abels n dlr. 

~ek. 11.5. Di~er bir deneme: Abels 1/n dir. 
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Q 

~ek. 11.6. Abele 1/n' dlr: Ba1ar1 I 

matematlk vlle1talarla ntlmerlk netlceler elde etmeye 9al111rlar. 
Buna dalr tipik blr mle9.ll a1at1da verlyoruz. (Burada verllme
yecek olan tekolk teferruat baoka blr yerde yayanlanacaktir.) 

Bir mQhendle, kenar1 1 ola11 blr kareye lllelk Q glbi bir 
flzlkl bllyQk111tll heeaplamak letemektedlr. (Haklkatte Q, kare 
keeltll blr klrl1io burulma rlildlteeidir, fakat okoyucunuo bonu -

hattl burulma rljldlteelolo ne oldutuou blle - bllmeeine Hlzum 
yoktur.) Tam dotru blr c;!lzllm blr tak1m matematlk gl1olllklerle 
utra1may1 lcabettlrecetloden mllhendlalmlz, mllhendialerln ek· 

eerlya yaptiklar1 glbl, yakla11mlara ba1vurur. Blllnen blr yak· 
la11m metoduou tlklp ederek verlleo kareyi eolt •eleman• lara, 
yani herbirloin alan1 1/n' olan n' tane kQotlk kareye bOler. (Bir 
91fte integralln deterinl yakla11k olarak heaaplarken de verllen 
alan1 ayn1 tarzda elemanlar1na Mlerlz.) n aoneuza glttltl zaman, 
yaklatik delerin de haklkt detere gldecetlni beklemek akla ya
k1od1r. Bununla beraber, n artt1kc;a heeab1n ytlrQtrumeelndeki 
g09lQk te artar ve bu art11 o kadar b1zh olur kl, beaab10 ytirll
tOlmeal oabucak filleo imklnBIZ hale girer. Mtthendlelmlz yalo1z 

n = 2, 3, •, 5 hallerlnl ele elarak Q loin apttkl yakla11k de

terlerl elde ediyor : 
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0,0887 0,1 t• ottm Ota9&. 

llha ..,llarua, onJan ...,..._ bUlr ...... , _,...,... 
....... 18 llll'allJla 
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Buraya kadar olan blllUmleri dikkatle oknmu~ ve oradakl 

problemlerin blr k1sm1m c;Ozmllf olan blr okuyucu akla yakin 

mubakeme tarzm1n baz1 yOnlerioi tan1mak hususunda iyi bir 

f1rsat bulmue olmaktadir. Akla ya~tn mubakemenin tabiah bak· 

kmda genel bir flklr hile1l etmek, bu eserin II. clldinde toplan· 

m111 olan, geri kalan be11 bOIUmft.n amac·d1r. Bu amac; kanaat1mca 

bO.yllk bir teorik ilgiye Jly1khr, fakat onnn pratik bir detterl de 

olablllr: Dayand1{t1 miicerret fikri daha fazla anlad1tt1m1z tak

dirde, mtleahbas bir gfirevi daha iyi yapabiliriz. 

Bir tak1m akla yakm muhakeme modellerini formnle etmek, 

II. cildln esas gayesi olacaktir. Fakat bu modeller miiiJahhas 

mislllerdeo c;1kar1Jacak ve onlarla yak10 temae halinde incelene· 

cektir. ~u halde II. cilt, l. ciltte incelenen matematik misllle

rine daha birc;oklann1 katacak ve onlar1 ayn1 tarzda inceleye

cektlr. 
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QOZ0MLER 

I. BOLOMDEKI SORULARIN cOzOMLERI 

1. 1 ile biten asal saydar. 

2. [Stanford 19-iSJ 

(n' + 1) + (n' + 2) + • · · + (n + 1)' = n• + (n + 1)1
• 

Sol taraftaki terfmler bir aritmetik dlzi te1ldl eder. 

3. 1+3 + • • • + (2n -1) = n' . 
4. 1, 9, 36, 100, ... kare teklinde 1ay11ard1r. 

How to Solve It, S. 104 e bak101z. 

S. [Stanford 1949] n tek veya cift oldu!luaa g!Sre, ( n~t )' 

Yah at ( n ~ 1 )' - ! . Her fkl halde de ayn1 1ekilde earl olan 

btr kanun: (n + 1)' /4' e en yakm tam uy1. 

6. Bfrfnci eorunun cevab1: Evet. h:lncinfn cevab1: Hayu; 

88 bir aeal eay1 de!llldfr. 

7. Bu eoru aul uy1larla biras trcrQbeef olanlar f Mllll 
1, 6, 9 a bak1niz] icfn detlldfr. Hakikaten, (I) f1paUaoabilfr (bu, 
Kaluza'n10 bir teoremlnfn bfr iszel halldir: Mathemali•che Z•it· 
•chrift, Bd. 28 (1928), S. 160. 170 e bak101z) ve (2) de cerhedJle. 

blllr: 1oruda yaz1Jm11 olanlardan 1onra gelen Uk kataay1 (x' nln 
kateay111) - 8447 = - S.8.888 tar. Barada •lormel heaaplama• 

•c•k bir manly1 haizdfr. 
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vaz'ederaek, a0 = 1 olur ve a 1 , a, , a1 , ••• kataay1lar1 

rekllrrana formlllllnden 11raa1yla n = 1, 2, 8, ... ic;lD heaaplanll'. 

8. Mlltabede edllen dejterlerlne dayanarak An nln pozltlf 
oldufunn ve n ile blrllkte artb1t1n1 tabmln etmek pek lll akla 
yakm gelebillr. Fakat bu faraziye tamamlyle yanhtbr. Daba 
Herl vla1talar (lntegral Heaap, veya blr kompleka deltlekenln 
Aoalltik Fonkalyonlar Teorlal) kullanmak auretlyle, bl1yl1k n ler 
ic;lD An In dejterlnln yaklaelk olarak (-l)n- • (n-1) I (log n)- 1 

oldujtunu lapat edeblllriz. 

10. 2n = 60 balinde blrincl veya lklncl uaQlll eec;titlmise 
gl)re 9 veya 7 tane deneme 

(p = 3, 5, 7, 11, 11, 17, 19, 28, 29 yahut p'=81, 87, u, •8, •7, 53, 59) 

yapmam1z gereklr. n nln daha bllyllk dejterlerl lc;ln deneme aa· 

yllar1 ara11oda, lklncl uatlltln lehlnde olmak D.zere, daha da 

bttyO.k blr farkan bulunmaaa bekleneblllr. 

Cevaplaodmlmayan No. lar: 9, 11, 12, 13, 14. 

11. B0L0MDEKI SORULARIN c;OzOMLERI 

1. C veya D nln •tam dojtru genelletllrme• oldujtu ve B nin 
•hedefi a1t1jt1• flkrlndeyim. Siz C veya D yl terclh edeblllrainiz; 

bu tercib alzlo yet11meoize bajthdtr. Bununla blrllkte C ve D nin 
her iklai de lloeer deoklemlerle l1e ba1lamay1 telkln etmekte ve 
aonuoda blzl 1u plloa gotllrmektedlr: llk lkl (lloeer I) denklem· 

den lki blllnmeyeal 11c;llncl1al1 clnaloden lfade edlolz ve bo ifa
deleri aoo deaklemde yerlne koyarak 11~0.actt blllomeyen lc;ln blr 
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ikioci derece deoklemi tilde edlnfz. (lclnde bulundufumuz A ba

llade, ilk lki deoklemden herhangi ilci blllnmeyenlo ifadetiaJ 
c1karabilir miainiz ?) A DID iki cOzQmQ vardir: 

(K, !/1 S) = (1, - 21 2) 1 (29/18, - 2/18,2). 

2. Ekaeol etrafanda 180° dOodOrOldOfQ takdlrde, plramit 

keodl1i lie i;ak111r. Bu plramldlo dofru geoellettlrllme.l bu tOrlfl 

bir •imetri elcaenini halz olan blr clalmdlr ve en ba•it t;OzQm de 

verllen ookta Ile ekseoden ge9eo bir dOzlemdlr. (Son1uz aay1da 

baeka QOzOmler de mevcuttur; 1QrekllUk dolay111yla, bacm1 lklye 

bOlen dOzlemio verilmlf blr doarudan gecmealol 1art ko1ablllrl1.) 

Beegen tabaoh blr dOzgOo piramldin lkl etlt pari;aya bOlonme
aine dair beozer problemlo buoun kadar baait blr QOzQm kabQJ 

etmedillne dikkat edinlz. How to Sofoe It, S. 98.99 a bakm1z: 

3. A, 8 nlo bir ozel ball olup, B de P nln 0 lie cak11ma11 
Ue elde edlllr; fakat bu lkl problem birblrine deoktir: A ve B de 

latenen dOzlemler blrblrlne paralel olup, bu problemlerdeo birloln 

COzQmo, Otekininklnl de blrllkte getirir. 

Daba genel olan B problemloln c;OzQmO, P i. 0 oldutu tak

dlrde daha kolayd1r: Otekl ikl dofru Qzerlnde OP= OQ =OR 
olacak eekllde Q ve R gibl hirer ookta aho11. P, Q ve R den 

geceo dOzlem problemln 1art1n1 ger9ekler. ~o balde A probleml 

aoruluna, daba genel olan B problemine recmekte avantaj vardir. 

4. A, B nln (p = 1 lc;ln) blr ozel hall olmakla beraber, bu 

ikJ problem birblrloe deoktir: x =!I p 1l ' detitken dOnfl1tnrama 

B yt A ya lrca eder. 

Daba geoel olan B probleminln Ql)zQmQ daha kolaydu: Ko

lay heaaplaoabilen 
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integrallnin p parametre1lne gore lid kere tQrevlnl aho1z. eu 
halde A sorulurea, daha genel olan B ye gec;mekte avaotaj 
vard1r. 

Mit1ll 3 t . ki durumla olao paralelllge dikkat edlniz. 

6. Dairelerdeo birloio bir ooktaya dejeoere oldugu aem 
ozel hallo c;OzQlmeei daha kolayd1r ve genel bal de bu aim Ozel 
hale lrca ediJeblllr. Haklkateo, her iki daireoio yar1c;aplar1 ayo1 
miktarda azahrea bunlar10 blr ortok d11 tegett kendi1ioe paralel 
kahr; ve yar1c;aplardan blrl bir mlktar azahr, dlgerl ayn1 mlk
tar c;ogahrea blr ortak le; tt>get keodlalne paralel kahr. Her ikl 

halde de, ortak te~etin dojtrultueuou degietlrmekalzlo dalrelerdeo 
biriol blr ooktaya lrca edeblliriz. 

8. <;evre ac;11101n keoarlar1odao blrinln dairenln merkezlo

den gec;tlgi Ozel bal, «bat Ozel bal• dlr. Genel cevre ac;111n1 bOyle 
iki Ozel halden toplama veya c;1karma Ile meydaoa getlreblllrlz. 
(KlAeik l1pat1n (Oklid llI 20) rubu budur.) «Bat Ozal hal• e dalr 
1ayan1 dlkkat blr mlsll lc;ln HoOJ to Solfle It S. 166-170 e bak1n1z. 

12. Egu blr dllzlemde buluoan ikl dogru t1c; paralel dogru 
ile keellirse, meydaoa geleo kar11hkh dogru parc;alar1 blrblrlyle 
oraot1hd1r. Bu, uzay geometridekl beozer, fakat daha gQc;, teore
mln l1pattna yard1m eder (Oklid XI 17 ye bak1011.) 

15. Bir paralelkenar1n ko1egeolerl birblrlnl lki e11t parc;aya 
Mier. 

14. Bir Qc;genln herhaugi lki keoar1n10 toplam1 Qc;t1ocQ 
kenardao bllyllktQr. lkl beozer teoremden daba baalt olao1 (Oklld 
I 20) daba gllc; olan101n (Oklld XI 20) lapahnda kullanllmaktad1r. 

15. ParalelyQz, dlkdGrtgeoler prlzmu1 (kutu), kllp, blr 

lkiyllzlQ ac;101n ac1ortay dllzleml. Bir dorlgiisliiniin alt1 tan• lid 
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giislii ac1•1nzn ac1ortag diislemlt1rl, Jortgiisliiniin icine cisilm/1 lcii

renin merlcui olan, bir noktada kui1irlt1r. 

16. Prizma, dik prizma, kQre. Bir kiirt1nin hacmr, tabanr 

kiirenin giisegi ile agnr alanr hais oe giilc•rkli/i kiirenin garraprgla 

agnr u:r.unlukta olan bir piramidin alattrna •1ittir. 

17. Eger bir piramldln tepeeinden c1kan blltlla kenarlar1 
birblriae eeit fee, o piramlde blr ikiskenar piramit dlyellm . Bir 
iklzkenar piramldln b11tlln yan yQzeylerl iklzkenar llcgenlerdlr. 
Bir ikiskenar piramitlin tabanr bir dairt1 /cine clsilm/1 olup, giilc· 

•ekli/i tie bu daireein merlcuinden gecer. MisAl 9.26 ya bak1n1z. 

22. 
aln x 

Evet. x yerine -x koyareak x' , ve E ff' gore x 

g01teren carp1m degl1mez. 

23. Onceden .Oyleme: Eden 

( x' ) ( x' ) ( x' ) n' 
1- (:i' 1- 911' 1- 1611' . • • = - x (x + 11) 

olup, burada x-+ n fcln, tQrevln tariff dolay111yla, 

sin x-11ln n 
x-11 

(1--
1

) (i- 1
) (1--

1 )···=-~ co111=_!_ ( 9 16 11, 2n 2 

balunur. 

Gercekleme : 

( l- ..!.) (t- ..!.). , ·(I- _1 ) = .!_:_!. 2 , 4 • S . IS .. . (n-1) (n+l) 
' 9 n' 2 , 2 S . 8 i . • n • a 

1 !!..±! -+ t 
= -2 n 2 • 

2• . t/6, MJsAJ 28 tekl glbl, yahut MleAl 2.5 lo le= 2 loin 
Ozel hall. 
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25. Ooceden sOyleme : E~er k bir pozitif tam say1 lee 

k-1 00 

n (l - k' ) n (1- k') = Jim k'x2
_ sin x 

n ' n2 x-+k;c x(x +kn) kn-x 
n=l n= k+l 

= (1/2) (-coa kn)= (-l)k- 1/2 dir. 

Gercekleme : N =:: k + 1 icin 

_ (-l)k- • (k-t) l (N-k) HN+ k) I/ (k I 2k) 
- (NI/ k) .. 

_ (- l)k-1 (N-k) I (N +Jc) l 
- 2 NI Nl 

(- l)k-• (N+ l) (N+2> • · • (N+k) 
2 N (N-1) · · · (N - le+ 1) 

(- l)k-1 
olduguudan, N-+ oo lc;ln bu !fade 

2 
limitlne gider. 

26. n/4, yanl cap1 1 olan blr dairenin alan1. E den x=n/2 

l·S 3·5 5·7 7·\J 9· 11 
=2·2 . 4:4. 6·6. 8·t1 . 10·10 ... 

elde edertz. Wallis (1616-1703) 'e alt olan bu formlll Euler ta

rafmdan lyi bilinmekteydl. Wallis formtUl1 !JU deat1ik 1ekllde de 

!fade edilebllir : 

1 ( 1 ·8 ·5· • -(2n-1))' -=Um , n. 
n n-+00 2·4 •6 00 ·2n 
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27. Ml1ll 21 de x = ns koyunu1 ve 10D1u1 oarp1m tarlflnl 
kullan1n1z. 

28. Evet. Ml1ll 27 den 

1ln :i (• + 1) = Jim s+n+t (z+nl • •• (s+I) s(s-1)-••(s-n) 
(-1)" (n I)' tr n->oo s-n 

elde edlllr. 

29. Midi 27 ve 26 dan 

COi :rs= llD tr (-s + 1/2) 

_ (-•+n+ ~)·· ·(-•+ ;)(-•+ ;)(-•- ~)···(-•+ ~ :_n) 
-·"' Um , 

n-+oo (-1)" (n I) 

= Um (2n-1-2s) • · • (ll-2s)(1-2s)(1 +2s)(8+21) • • • (2n-1 +2sl 
n-+oo (2n-1)- • • 8 • 1 • 8 • • • (2n-1) 

t 
-•+n+ 2 (1 •S·IS· • · (211-l)J' 1 

lim II •" Um 2·f·6·.. 2n II n-+00 n-ooo 

= ( t - ';')( 1 -
4 
;')( t - ~') . .. 

elde edlllr. 

50. Bvet. E ve Midi 29 du 

2 liD trs/2 ( •')( •')( •') 
"• •C08 ns/2 = t - ' 1- le 1 - Se •" 

• ( l - ;')( l - ;')( 1 - ;;) ••• 

= ( 1 - ;')( 1 - :')( 1- ;')(I - 1~)· ·' 
liD llS =--· •• 
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31. Ooceden s!!yleme: Misll 29 da x=.'T konulursa aranan 

dejter lc;in coB n = - 1 elde edilir. 

Gerc;ekleme : ilk n c;arpanin <;arp1m1 

-1·3 1·5 8·7 5•9 (2n-R)(2n+ 1) = _ 2n+t _.. _ 
1 1=t · 3·11 • 5·5 • 7·7 • · • (2n-1)(2n-1) 2n-l 

verir. 

32 . Onceden B!!yleme: Misll 29 da araoan de#er ic;in 
COB 2n = 1 verir. 

Gerc;ekleme: MlsAl 81 dekl gibl, yahut MleAl 31 ve 35 vA
Bitas1yla. 

33. Onceden a!!yleme: x=n n (n = 1, 2, 8, ... ) lc;in MiBl\129 

( 4 n')( 4 n')( 4 n') 1 - -
1

- 1 - -
9

- l -
25 

• • • =COS n n = (-l)n 

de#erinl verir. 

Gerc;ekleme: COB 0 = 1 ve MisAI 35 ten, yahut dojtrudan 
do#rnya MiBAI 81 den. 

34. Evet. Mlsll 22 dekl gibl. 

35. Evet. Ml1ll 28 in neticesi veya metodu lie. 

36. 1 - sin x = 1 - cos ( ; - x) = 2 sin' ( : - ; ) 

= ( sin n (1- 2s)/4)' 
sin n/4 

dlr (Burada x = n: vaz'eltik). MisAl 27 dolay1s1yla 
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sin :r (l - 2.:)/4 
sin :r/ 4 
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- lim n + {l-2:)/-l 1+ (1 - 2:)/4 (1- 2.:)/4' -1+(1-2.:)/4 
1 + 1/4 1/4 - ---=t+l/4 ... 

n-+~ n + 1/4 
-n+ (1 - 2.:)/4 

-n -t- 1/-1 

= Jim 4n+ t-2z ... 6-2s 1-2s s+2:11 . . • 411-1+2.: 
n-+. 4n+l 6 1 S 411-l 

( 
2z)( 2~)( 2.:) ( 2s )( 2i: ) = 1 - - 1 + - 1-- ... t+ - 1---- ... 
1 a 6 4n-1 4n+1 

37. MleAl 21 veya 27 de logarltmelere ge~rek tllrev ahntz. 

Sa~ taraf1n tam aolama 

dir. 

du. 

hm -- + ·· ·+- +-+-+···+---. (1 1 1 1 1) 
n-+ oo x + n :r x + :c x x - :1 x-n 11 

38. MllAI 37 dolay111yla 

1 l:( 1 1 ) cotx = - - +---x x+n:c x-n:i 
n ~t 

00 

1 L 2\' =-+ t , • x x-n:i 
n • l 

g = cot x = _!... + a1x + a,x• + a,x' + · · · 
x 
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vaz' edelim. Bu takdirde, x'n-i in lki taraftakl kataay1s1D1 eolt 

k1larak n = 1, 2, S, ... lc;ln 

1 1 1 1 a 11
24 

S,n = 1 + 2,n + g•n + 4,n + 5,n + · · · = - ~ 

boluruz. a 11 a,, a,, ... katsaydar101 bulmak lc;ID g =col x in 

gerc;ekledill 
g' + g'=-1 

dlferaDsiyel denklemlnl kullanmz. 

Burada g ve g' yeriDe 0Dlar1D ac;d1mlar1D1 koyar ve her 

ikl taraftakl x In ayD1 kuvvelleriDln katsaydartnt eoit k1larsak 

a., a,, a,, ... katsaydar1 arastnda mQnasebetler elde ederlz. Bu 

mODIBebetlerl .,.g1ki tabloda uygun blr oekllde !fade edeb111riz: 

g' -1 

1 

0 - 1 

x' 

Sa, 

2a, 

a~ 

0 

Misll 5.1 e bak1n1z. Bu euretle 

~a 1 =-1, 5a, + a f =O, 

x' Xe 

5a, 7a, 

2a, 2a, 

2a1a1 2a1aa 

ai 

0 0 

7a, + 2a1a, = 0, ... 

ve buradaD n = 1, 2, 8, 4, ... lc;ln s1rayla 

a,.:r tn n:' 
S1n = - --2- = 6 ' 

elde ederlz. 

n' 
90' 

:i' 
9450 , • •• 

39 . Ml1Al 87 ve 38 In metoduDu MisAl 86 DID netlce1lne 

tatblk edellm. Burada 
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g=cot(: - ; )=b1 +b,x+b,x'+b,x'+ ··• 

vaz'edelim. Bu takdirde 

T = _(-1)" ...!_ j-1)" -L ...!_ (-1)~ ... _ _ bn :r" 
ft 

1 + 3" + 6" + 7" I 9" + 11" + - 2n+ I 

olur. g, 

2g' = 1 + g' 

diferanaiyel denklemini gerc;ekler kl, bu da bize (b, = 1 oldu~una 

dikkat edlniz) fU tabloyu verlr: 

1 x x' x' x• 

1 

j 
1 2b, 2b, 2b, 2b. 

g' 
bl 2b,b, 2b,b, 

bf 

\ 

2g' 2b. 4b, 6b, 8b, 10bs 

Buradan evvelA 2b, = 2, 4b, = 2b,, 6b, = 2b, + bl , · ·· mft

naaebetlerlnl ve aonra da 

n = 1, 2, 8, 4, 5, 6, . .. 

ic;in a1rayla 

n' 
8' 

nB 
960 •••• 

de~erlerini elde ederlz. 

40. Gene! olarak 



( 
1) 1 1 1 1 S,,. 1 - 2tn = l + 2"" + S'" + 4tn + 6'" + • • • 

1 
- 4'" 

(II. 41 

= T,,. dlr. Bu netlce Misll SS ve 89 
dakl ntlmerik heeaplar1 kootrol etmekte kollan1lablllr: 

I 

41. J (l- x')-11' arc sin x•Jx 

0 

1 1 

= / (l-x')- ! xdx + ! ! / (1-x')-11' x • Jx + ... 
0 0 

= 1 + .!_ .!_ ..! + .!_ .!!. ..!.. 2·4+.!_1!.. ~ .!_ 2·4·6 +· •. 
2 8 it 2 4 6 S·5 2 4 6 7 3·5·7 

1 1 1 
= 1 + S' + 5' + 7i + • . • . 

Simdl kendlslnden hareket etmlt oldotnmoz lotegrall be
saplay1012; (= (n/2)'/2) ve Misll 40 1 kullan1n1z. Euler, Opera 

Omnia, ser. 1, vol. U, S. 178-181 e balnn1z. 

l 

42. J (l-x')- 11' (arc sin x)' Jx 

1 1 

= J (1-x' )-'1' x ' Jx + : ~ J (l-x')- 1
/

1 x• Jx + ... 
0 0 
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~imdi kendiainden hareket etmlt oldugomnz integrall he
aaplayin1z (= (:r/2)1 / S). (arc sin x)' nln yukarda kullanm10 oldo

tumaz a91hm1 Midi 5.1 de 91kanlacakt1r. Euler, 01Hra Omnia, 

ser. 1, vol. 14, S. 181-184 e bak1n1z. 

0 x 00 x 

43. (a) L xn", -- f L t"- i I - dt = - t-• log (1- t) dt • 
n ' 

n~t 0 n= l 0 

k1amt lntegrasyon metodu ile iotegre ettlkten sonra • = 1 - t 

yeni integrasyon dettokenlni ithlll edintz. 

(b) x = 1/2. Bu deter, x Ue 1-x in makslmumunu en kl1· 

91lk yapan deterdir. 

44. Eter P,. (x) = 0 ise 

( ix)" ( ix)" 1+ -;;- = 1--;;- ' 

ix . ( ix) 1 + -;;- = e'•lt1f " 1 - -;;- • 

n e•lt:lf " - e-•lt:if " /c11 
x- - = n tan -

- i ,•kif" + e •kif " n 

olnr. Burada n tek oldugu takdirde k=O, 1, 2, .•• , n-1 almz. 

45 . n tek lie, kGklerln lfadesinde 

k=O, ± 1, ± 2, •. . , ± (n-1)/2 

alabiliriz (Miall 4' e bak1n1z). 

eu halde 
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(n - 1)/2 

P,.x(x) = TI (i---x'- ) n' tan' (le 11/n) 
k= l 

olu.r. le aabit oldujtu takdlrde 

Um n tan (le 11 /n) =le :r 
n-+ . 

oldojtnna dlkkat edlolz. 

(II. 46 

Barada varm11 oldol}umoz noktadan, modero ataodarllara 

gore kabQI edllebillr blr lapata gectmek Ictln nl1peten kflctllk tek 
bir ad1ma lhtlyaC( vardir. Eoler'ln mnhakemeaioio Cauchy tara

fandan verllen blraz baoka tflrlll dltzeoleomlt blr 1ekll, ellptik 

fookslyonlar10 sooauz ctarp1mlarla gllsterllltlni benzerllk yard1-

m1yla keofeden Abel'e modellik etmlttlr. A. Cauchy, Oeu(lrta 

complete., ser. 2, vol. 3, S. 462-465 ve N. H. Abel, Oeu(lrea 

completea, vol. 1, S. 335-343 e bak1n1z. 

46. So .lu blr say1da terimlerln toplam1, bu terimler hangl 

suada aho1rsa aho110, daima ayo1d1r. Yapllao hata bu ifadeyi 

dlltllnmedeo aoosuz aay1da terime uygulamak, yaol bir aonauz 

aerinin toplam1010, terlmler haogi sirada ahn1rsa ahos1n, ayo1 

kalacajt101 kabQI ctmektlr. Bu ifade yaoh1tir; verdil}lmlz mlell 

oouo yanht oldu1tuou lspat eder. Bllyle blr yanh1tan koruoma· 
010 cares!, kullaotlao terlmlerin tariflerloe dOoerek sadece bu ta

rlflere dayaoan kesin lspatlara gltveomektlr. BOylece, blr sonsuz 

seriDJn toplam1, tarlt olarak, bellrli bir dlzloln (•k11mt toplam

lar• dlzlslnlo) limitidlr ve, misllde yapta1t1m1z gibl, sonsnz sa

y1da terlmlo s1ras101 del}I1tlrirsek, bu dlzlyl eus itibarlyle de

itiftirmlt oluruz. (BelirU blr lnartlag1c1 1art alt1oda, blr sonsuz 

serinin terlmlerlolo 11ra1101 deitl1tirmek bu 1erloln toplam101 

deltittlrmez (Hardy, Pure Mathematica S. 346- 847, 374, 378-379 a 

bak101z). Fakat bu 1art lc;lode buluodnjtumuz balde gercekle1me

mektedlr.) 

Cevaplaodmlmayan No. lar: 5. 7, 9, 10, 11, 18, 19, 20, 21. 
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Ill. B0L0MDEKI SORULARIN c;OzOMLERI 

1. Evet : F = 2n, V = n + 2, E = Sn. 

2. (1) Evet: F = m(p + l), V=pm+ 2, E=m(p+ l}+pm, 

(2) p= 1, m = 4. 

3. (1) Bir an lc;ln dllzglln dOrtyllzlllyll blr kenara b1raka

hm. Bu takdirde gerl kalan alt1 c;okyllzlUyU Uc; c;ifte ay1rabili· 

rlz, Oyle kl, meBell kUp ve dllzglln aekizyUzltt glbi, ayn1 c;iftte 

buJunan ikl c;ok yllzlll ayn1 E yl baiz olBun, fakat blrlnln F Bi 

Otekinin V sine eoit oleun. Dllzglln dOrtyOzJQ bu eBnada yaln1z 

kahr, fakat 0 da kendl kendiBlyle yukarda tarlf edilen oekilde 

ilgilidlr. (2) KUpft ahn1z. Kfiplln berhaogl ilri komou yUzllnlln 

merkezlerlnl blr dofrn lie birleotlriniz. Bu euretle elde edllen 12 

dofru blr dttzglln BekizyQzlllniln keoarlar101 teokll eder. Bu Be· 

klzyttzl11 kllpilo ic;ine, c;lzllmio olup, onun 6 k01eel kOptln 6 yQ. 

zUnUn merkezlerinde bulunor. Kar11t olarak, dUzglln 1eklzyOzlll

nQn 8 yOzOnOn merkezlerl BeklzyllzlOnUo ic;lne c;lzilmlo blr 
0

kll

pUn 8 kOoealnl teokll eder. Difer hallerde de ayn1 c;lfte dahil ikl 

c;okyUzlU araa10da bu tUrltt bir kar11hkh mttoa1ebet vard1r. 

(DOzglln oolklyllzltt ve dQzgttn yirmiyUzlll lc;ln mukavvadan mo

deller kullan1n1z.) DDzgQn dOrtyOzlQ iae kendl kendleiyle 1u 

kendine ha1 mttnaaebetl baizdir: Bir dOzgUn dQrty11zllln0o 4 tane 

yQzftnflo merkezlerl, o dOrtyllzlOollo lc;loe c;lzllen d!ler blr dQz. 

gQn dOrtyllzlllnlln koeelerldir. (3) Ayn1 c;ifte dahll bir c;okyllzIQ. 

den diferloe gec;i1 Euler formlllllnll mubafaza eder. 

4. Kttre, E tane /crrmm 11n1r c;lzgial vb1taa1yla F taoe 

memlekete ayrlltr; iklden fazla memleketin 1101r1na alt V lane 

nokta vard1r. Her memlekette blr ookta (memleketin «merkezl•) 

•ec;loiz. Herbaogl iki kom1u memleketln merkezlol bir «yol• 

Ile birbirlne baflay101z, oyle kl her yol tek blr emu c;lzglalnl 
ke11in ve farkh yollar blrbirlnl keemeein; bu yollar1 mavi renkte 
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Qlzlnlz. BGyleee tam E tane mavi cizgl (yol) meydana gelir ve 

bunlar kttreyl F' memlekete aymrlar ve V' nokta bu memle· 

ketlerden Oc veya daba fazlas1n10 ortak s1nir noktas1 olur. 

V' = F ve F' = V oldu~una kanaat getirinlz. KUrenin k1rm1z1 

ve mavl c;lzgller vAe1tas1yla elde edtlen ayr1h1lar1 aras10daki 

mUnasebet kar11hkhcbr, bunlardan birinden dl~erlne gec;i1 Euler 

formOlttoU mubafaza eder. 

5. Euler formOlltnUo «c;atdama• (paragraf 4) dan eonra 

earl olabllmesl ic;in gerek ve yeter 1art, ayn1 formQIUn c;ahla· 

madan evvel de earl olmas1dtr. Verilen bir cokyUzlllnUn ttcgen 
eekllnde olmayan btltUn yUzlerini cahlamak euretlyle lse yaln1z 

Oc;gen eeklinde yttzlerl baiz bir cokyttzl 1 elde ederlz. 

6. Mlell 5'e benzer: t1pk1 cat1laman10 ilc;gen 1eklinde yQz

ler lthAI etmeel gibl, «keeme• de 1lc kenarh kGeeler ithAl eder. 

Bu hall MleAI 4 11 knllanmak euretlyle MleAl 5 e lrca edeblllriz. 

7. (1) N0 = V, N, = E, N, = F - 1. 0, 1, 2 lndekelerl 
boyutlari gGetermektedlr (paragraf 7 ye bak1n1z). 

(2) N 0 - N, + N,= t. 

8. l + m = c1 , lm = c1 vaz'edln . Bu takdlrde 

N0 = (l + l)(m + 1) = 1+c1 + c,, 

N, = lm =c,. 

(2) Evet, blr dlkdGrlgenln bu baait ayrd111 her nekadar 

tam MieAl 7 de anJahlan tarzda meydana getirtlmezee de, bu ay

r1h1 lc;ln de N0 - N, + N, = 1 dir. 

9. N, t80° =(N0 -8)860° + 180°. Hedeflmiz olan Mlall 7 
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deki (2) denklemlne yaklaomaifa caho1rken yukar1kl eoltliifl a1-
raa1yla 

2 No - N, - 5 = 0, 

2N0 -3 N1 +2 N1 - 3=2 

haline getirlriz. Keoarlar1 ikl farkh oekllde aaymak auretlyle 

3N,= 2N1 -3 

elde ederlz. Son ikl deoklem 

No- N,+ N, =1 

verir kl, bu da MlaAI 7 (2) dolay111yla Euler formQJQnQ iapat 
eder. 

10. l + m + n =c., lm + ln + mn = c, ve lmn = c1 olaon . 
Bo takdirde 

No= (I + l)(m + l)(n + 1) = 1 + c, + c1 + c1 , 

N , = I (m + l )(n + 1) + m (I + l )(n + 1) + n(I + l)(m + 1) 

= c, + 2 c, + 8 Ca, 

N , = (I + 1) mn + (m + 1) In + (n + l) Im= c, + 8 c1 , 

N, = Im n = c, tor. 

(2) Evet, N 0 - N , + N , - N, = 1. 

11. n = 8 ballnl paragraf 16 da gOrmftttOk. 0 bal Ile me,

gQJ olorken n = 8 ballne baa hli;blr baalUeotlrlcl keyflyet kuJ

lanmad1f1m1zdao, bu Ozel hal pararraf 17 de Ima edllmlt oldutu 

glbl pek l!A (Miall 2.10 daki manada) gene! hall •temall• edebl

lir. Okoyucu 8 yerloe n, 4 yerlae n + 1, 7 yerloe Pn ve 11 ye

rlne Pn+ 
1 

koymak auretlyle ve blras lhtlyatla pararraf 16 dakJ 

mtlnakafay1 tekrar etmelldlr. Midi 12 ye de bak1n1s. 
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12. Paragraf 17 nio telkiolerloi ve MisU 11 Ue olao ben

zerlilti llklp edloiz. Gene! durumda n taoe dttzlem verllmle ol

suo. Bu dUzlemler uzay1 S,. parc;aya ay1nrlar. Bunlara bir dttz

lem daha llil\•e edilliz ; bu dttzlem Ooceki n dUzlem tara!1ndan 

n lane do(tru 1lzerinde kesillrler. Bu doltrular genel daramda 

olda/andan dttzlem ilzerlode P,. tane Mlge belirtlrler. Bu tttrlil 

her dtlzlem Mlge bir «dlafram• vazl!esioi gOrllr: bOyle bir bolge 

uzay10 eskl bir bOlmeslni (S,. lane bolmeden blrlni) iki yeni bol

meye ayirarak bir eski bOlmenio ortadan kalkmas1oa ve lkl yeoi 

bOlmenin meydaoa c1kmaa1oa aebep olnr ve bOylece netlcede 

bOlmelerin eski S,. say1em1 blr bi rim fazlalaotmr. Buradao da 

iepat etmek lstedlltlmiz mllnaaebet c1kar. 

13. Paragraf 14 teki cedvelin ilctlncll slltuouna bakm1z. 

14. Paragraf 14 teki cedvelln lkincl siltunu 

S, = 1 + n + n (n- 1) + n ( .. - t)(n- 2) 
fl 1·2 1·2·3 

= (~) + (~) + (;) + (;) 
delterleri lie cak191r; burada binom katsaytlar1na alt mutild ya

Zll tarz101 kullaod1k. 

15. Sonlu parc;alar10 say1a1 : 3, soneuzlar1nki : 8. 

16. P: , Mh1AI 11 de tarlf edllen P,. lane parc;ao1n ic;lode 

aooeuz olanlar1n 1ay1s101 gOsterein. Mlle•hede He 

n = 1, 2, 3 ic;lo 

P: = 1, 4, 6 

buluruz. Tahmln: P: = 2 n. lspat : Sonlu parc;alardan blrloin 

lc;inde bir ookta alarak bu nokta merkez olmak 11zere gittlkc;e 
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artan yancaph bir daire tasavvur edioiz. Bu daire cok bllyUk 

oldu~o zaman P,. - P: tane sonlu parca pratik bak1mdan bu dai

renio merkeziyle cak111r. Bir daireoin merkezinden gecen n tane 

larkh dogru ise dairenin cevresini 2 n ooktada keser ve bu i;ev

reyi 2 n parcaya aymr. Buradan, hakikaten P: = 2 n oldugu 
gOrl1liir. 

P,.-P:=l-n+ n(n-l) • 
2 

Meselll, MisAl 15 in cevab1 

1-4+6=3 tor. 

17. MlsAI 16 n1n cOzllmlloe olan benzerlik dolay111yla, bo 

COzllm MisAI 18 Jnkinlo ayn1dll'. 

18. Mislll 19 unkinlo aym. 

19. MisAl 20 ye bak101z. 

20. Dilzlemde herhangi ikisl genel duromda kesioen n lane 

daire nazar1 ltlbara alahm. Midi 17, 18 ve 19 u gOzOnQode tu

tarak bu dairele~in dQzleml ay1rd1g1 parcalar10 uy1aJDa s: di

yellm. Paragraf 16 ile olan banzerlik dolaylinyla, blr dairenio 

kendisioi kesen n taoe dalre tarafJDdan bOlllodlllll parcalar1n 
1ay1s1010 2 n (burada genel durum kablll edllmektedir) olduguna 

dikkat edinlz. 

n=l 

2n =2 

s: = 2 

2 

4 

4 

3 

6 

8 

4 

8 

14 

li;ln 

ve 

oldoguoo mlliahede edlolz (S:,j an her 11.c tefllrinl de d11.o1lnQoQz). 

Tabmin : s:+i = S': _;.. 2 n. lapat: Misll 11, 12 de oldogu 

gibl. MeselA 
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S'': = s: t· 8 = 14 + 8 = 22 dir. 

MisA.l 17, 18 ve 19 un c;Ozlimtl i1te budur. Dlter baz1 tah

minler: 

s : =2 ( ~ )+2(; )' 

Sn - S: = - ( ~ ) + ( ~ ) - ( ; ) + ( ; ) · 
21. Mialt 22-30 'a bakiniz. 

22. Yanh1: F=l, V=E=O, 1 + 0 + 0 + 2. 

23. Yanhe: F=2, V=O, E=l, 2+0 <12 1+2. 

24. Yanhe: F = 3, V=O, E = 2, 3 + 0 =+- 2 + 2. 

25. Dojtru: F=3, V=2, E=8, s + 2 = s + 2. 

26. Yanhe: F=p + l, V=O, E=p,(p+t) + O* p+2. 

(p = 0, 11 2 hallerl lcln aira11yla Mlall 22, 23, 24 e bakt· 

n1z.) lclnde bulnndutumuz halde MiaAl 2 (1) in <;OzQmQntln uy

gulanam1yacat1na dikkat ediniz. 

27. m = S, p = O hall dojtrudur (Mlall 25 e bak1n1z), daba 

gt nel olarak m ~ S haller! de dotrudur: F = m, V = 2, E = m, 

m + 2 = m + 2. m = O, p = 0 ball yanh1tir (MiaAI 22 ye bakl· 
nu). Gerlkalan lkl hal dojtru goriinebilectlc hir tarzda tefalr edl· 

lebllir. (1) m = 1, p = 0: lkl uc noktah blr ic mlnlay1 balz 

bir memleket, F=1, V=2, E = l, 1 + 2=1+2. (2) m = 2, 
p = 0: lki etrl yay1 ve lkl kOf'lyle ayr1lm11 iki memleket, 

F=2, V=2, £=2, 2 + 2=2 + 2. Midi 28 te verilen dab• 

aeiklr tefslr •yanhp tlr. Bu tefsirle Mlall 2 (1) In c;OzQmtl 

m > 0, p = 0 hallne de uygulanabllmekte devam eder. 

28. m ~ S, p :::..1. l11pat her konveb c;okyQzlQde her ya-
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zOn en a1ag1 OQ keoar tarafmdan c;evrelendlgI ve her k01eden rn 

a1at1 OQ keoar1n c1ktif1 keyfiyetlol kullanmaktad1r. 

29. MiaAl 22-28 iki 1art telkln etmektedir: F l9lode, blr 

koo veka cokyf1zUlnQn blr yllzll olarak, aayllll.D bir memleket bir 

•daireael bOlge• tiplnde olmahdir; ne bir kf1renln biltQo yllzeyl, 

ne de blr halka bu Uptedlr. (2) E I9iode, bir kooveka QokyllzlQ

nQo bir lrenar1 olarak, aay1lan blr Qlzgl k01elerde BOD buJn,ah

d1r; bir dairenln blltO.n cevresl bOyle eon bulmaz (aahnda hlQ te 

son bulmaz). Miall 22, (1) I ger9eklememekte, Midi 23, (2) yl 

gerc;eklememekte, ¥1sAI 24 lse hlc;blrlni ger9eklememektedlr. Mi

aAJ 2!) veya, daha genel olarak MlaAI 27 nln QOZ0ml1ndekl glbl 

tefalr edllen m > O, p = O hall, hem (1), hem de (2) yl gerc;ekle
mektedir. 

30. (1) MlsAl !? (1) in (8, 2) hallnl ahn1z (Midi 26 ya ba

km1z), fakat her meridyen Qzerlnde lki paralel daire ara11nda 

kalan yay1 1illniz: Bu halde F=7, V=8, E= 12, 1+ s + 12+2, 

memleketler araem da bir kllre ku1at1 kahr ve bu 1urelle Mbll 29 

no (1) 1arb iblll edilml1, fakat (2) prb iblAI edllmemi1 olur. 

(2) F = t, V = 1, E = O (Kuzey kutbunda blr matematlk 

nokta m01te1na olmak Qzere b11tl1n dl1nya11 kaplayaa tek bir 

memleket): Dofru, 1 + t = O + 2, Midi 29 un (1) ve (2) 1artlar1 

ile c;at11ma yok, v.s. 

32. 8 F. + 4 F. + 5 F, + ... = 8 v. + 4 v.+5 v,+·. ·=2 E. 
33. S1ra11yla 4:r, 12n, 8.ir, 86:r, 20:r. 

34. ~ « = :r F1 + 2 n F, + 8 n F, + · .. 
35 . MisAI 34, 82, 81 dolay111yla 

~: :i =:rs (n-2) F,. = 2 n (E - F). 

36. 11 kenarh bir konvekl k:Qreeel c;okgea 11-2 tane lrf1r• 

•el c;okgene bOIOneblllr. ~o halde 
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A= (1 1 + «,+ •• • +xn-(n-2) :t 

= 2 :r: - (n - :i: ,) - (n - a: ,) - • • · - {.n - !Xn) 

=2n-a1'-a1 ' - ···-a,.' 

= 2n - P'. 

37. Bir coky11zll1n11n bir kOeeeinden gecen yflzlerl arala
r1nda bir ic; uzay a<;111 ihtiva ederler; Descartes bu ac;1n10 b'i

tflnleylcleine c;okyQzlflnfln blr die uzay ac;m ad101 vermieti. 

GOzOnflne ahoan k09e merkez olmak ilzere 1 yar1c;aph blr kflre 

¢1zlnlz, fakat kQrenin eadece die uzay ac;1e1 ic;inde kalan sektO

rfloQ muhafaza ediniz. Qokyttzlltnfln bfitl1n kOeelerinde bu su
retle meydana gelen eektOrler kaydmlmak euretiyle bir araya 

getirllerek tam blr kilre teekil ederler - hpk1 beozer dilzlem 

eekildeki (~ek. 3.7) daire eektOrlerinin kaydmlarak bir araya 

getirlldijtinde bir tam daire meydana getirdikleri glbi. Bir uzay 

ac;1s1nm Olc;Uett olarak kendieine birlm kllre flzerlnde tekablll 

eden kllreeel c;okgenin alan101 almz, bu eureUe bir cokyllzlttnlln 

btttttn die uza) ac;Jlar101n toplam1 bakikatb 4 :r: dir. 

38. P0 P , , .•. , Pv , c;okyttzlilofin V tane le uzay ac1e1na 

tekabUI eden kl1reeel c;okgenlerln c;evrelerlni gOeterein. Bu tak

dirde MieAI 36 ve 87 dolaymyla 

I a:=P, + P,+ 00 · + Pv 

=2 :r:- A 1' +2 :r:- At' + ·· · + 2n-A~ 

= 2n V - 4 n 
olar. 

39. Miell 85 ve 38 dolay1e1yla 

2 n (E - F) = I ct = 2 :r: ( V - 2). 
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40. Miall 31, 32 dolay1a1yla 

olup, bu da sorulmu1 olan alt1 eoltalzllkteD llkiDI verir. Borada 

e1itli~e F = F,, yanl blltOD ylizleriD ncgen olmaa1 ballade erf· 

1flir. Euler teoreml Ile biraz Once lapat edllmlt eoltalzllk araa1Dda 

evvelA E yl, aonra F yi yok ederaek, Uk BJradakl dlfer lkl e11t

e1itaizll#i elde ederiz; bu e1ftalzllkler yaln1z ve &Deak bUtQn 

yUzlerlo Ucgenlerdeo lbaret olmaa1 haliDde etltliklere dODlltDrler. 

MiaAI 3 ve 4 te telkiD edildi#I glhl, F lie V DID rolleriDI ara)a. 

r1Dda de~iotlrlraek lkiDci 11rada aorulao De eoltalzlljfl elde ede· 

rlz; ba e1italzllkJer yalDIZ ve aDeak cokyQzlllDtto her kOoealo

deo ttcer keoar c1kmaa1 ballade eoltllklere donnoarler. Yukarda 

lapat edllen eoltaizlfkJerin bazllar1 Deaeartea'1n notlar1oda veril

miotir. 

41. Euler Teoremlodeo 

6F-2£=12+2(2£-8 V), 

ve buradan da, MiaAl 81, 32 ve •O dolay111yla 

8 F, + 2 F, + F, = 12 + 2 (2 E - 8 V) + F, + 2 Fs + · · · , 
8F1 +2F.+F,~12 

ve bu auretle her lconflelc• fOlcgusliiniin 6 Jan tlaha as lcenarlr bir 

ta/crm giisleri hais olma•r gerelcti/i keyflyetl elde edlllr. 

CevaplandtrJlmayao No.: 31. 
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IV. B0L0MDEKI SORULARIN <.;OzOMLERI 

1. R, (25) = 12, paragraf 2 ye bak101z; S, (11) = 3 

2. R, (n), blr dlizlemln merkezl koordlnatlar10 ba1lang1c 

noktas1nda ve yar1c;ap1 Vn olan blr dalrenin cevresl tlzerinde 

bulunan kaf1·s noktalar1010 say1s1m gOstermektedir (n = 25, 

MisAI 1, halini alarak buoa alt dalreyi cizlnlz.) R, (n) merkezi 

koordinatlar10 ba1laog1c noktas1oda ve yar1c;ap1 Vn olan bir kli

renin y11zeyl ftzerlnde bulunan kafes noktalarin10 say1s1dir. 

3. p blr tek asal say1 ise, P nln 4 ile b0111ndl1jfl1ode 1 
veya 3 kalao101 b1rakti1t1oa gore R, (p' ) = 12 veya 4 tllr. 

4. Cedvellerin kar11la1lmlmae1 bize 1u farazlyeyl telkln 

eder : p bir tek asal say1 ise, ya hem p, hem de p' lkl kare 

toplam1 olarak gosterilebillr, yahut ta ne p, ne de p' bOyle 

gosterilebilir. Daha ac1k olan 10 faraziye de ml11ahedelerlmlz ta

rafmdan blr parc;a deetekJenlr : p b ir tek asal say1 lse, p nln 4 

Ile b!Ul1odl1jtllode 1 veya 3 kalan1n1 btral!.tijf1na gore, R, (p) = 8 

veya 0 d1r. 

s. p = x'+ g' 

lee, buradan 

p2 = x• + 2 x'g' + g• = (x ' - g ' )' + (2 xg)1 

,.:1kar. Yanl, ejfer R2 (p) > 0 lse R, (p2
) de > 0 d1r. Bu blzim daba 

az ac;1k olan Ilk farazlyemlzln ancak yar1s1, ve daba actk lkinci 

faraziyemlzln ancak ufak blr k1sm1d1r. (Ejter .R, (p' ) > 0 oldujtu 

bilinirse, R, (p) ye dair oodan blr httktlm c;1karmak muhakkak 

kl daha az a1iklrd1r.) Bununla blrlikte, bOyle blr k1sml gerc;ek· 

Jemenin daha az ac;1k faraziyeye olan gnvenimizi bftyllk Olc;ttde 

artt1rmas1 ve daha ac1k farazlyeye olan gttvenimlzl de blr parc;a 

arthrmaet akla yak1n gelmektedir. 
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6. n = 7, 15, 23 ve 28 lclo R, (p) = 0 ve 80 a kadarlrl n 

ler fc;iDde bQtllD gerlkalaolar lc;10 R, (p) * 0 dir (S. 74-76 telrl 
Cedvel II ye balnn1z.) 

7 · (1), (2), (3), (4), (5) lo S, (n) e yapt1ti katlular 11ra11y
Ja 24, 12, 6, 4, 1 dlr. 

8. EvveIA, MlsAI 7 de ayirJedileo ballere mftracaat edlols. 

E#er s. (4 a) tek lse, (5) ball 0 later i1ter lltemez zuhtlr eder ve 
boyJece 

4 a= a'+ a~+ a' + a' , 
• 

u=a' 

olur. Sonra, a nun her rl MleDine dljt"r bir u/ l t>Olenl tt>kabGI 

eder, ve a= d' olmad1lrc;a bu lkl l>Oltn blrbir lodeo farlrlidtr. ~u 

halde, a nun blr kare olup olmad1jt1na gore u ou11 b'Ueoler 1a

Y111 tek veya Qlfttir; ayo1 1ey a nun boleolerlolD toplam1 ic;ID 

J de dojtrudur, c;llDk!l a DUl1 her bOleDI, u DUD lrendlal glbl tPlrtlr. 

Paragraf 6 da S, (4 a) DUO ve a DUO bOleDler toplam1n1D blrbiri

oe e11t oldu~u farazlyeslol Uorl 10rml!1tftlr; tlmdl bu lkl 1ay1n1D 

2 lie Mll!Dl!nce ayD1 kalao1 birakt1jf1D1 lspat ettlk. Farazlyeml

lln blr parc;ae1o1 lipat edlnce, tabi1 ona olao 1t1veolml1 de faz
lalath. 

9. (1) 24 x 2• =8 x 48 (6) 24 X 2'=8X24 

(2) 12 x 2'=8 x 2, (7) 12 x 2• = 8 x 12 

(8) 6 x 2' =8 x 12 (8) 4 x 2• =8 x 4 

(4) 4 X 2'=8X 8 (9) 12 x 21 = 8 x 8 

(I)) 1x2' =8 x 2 (10) 8 x 2'=8 x 8 

( 11) 4 X2= 8 X 1. 
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10. S. 74 teki Cedvel II ye bak1n1z. En a1at1 birkao satm 
kontrol edlotz. MlsAl 9 dan R, (n) nin 8 lle bOlllneblldigl 01kar. 

11. (Paragraf 6 da yapm11 oldutumuz glbi) hio olmazsa 

baz1 k1smi kaldeler ketfetmek loin utra11rken bazt gOze oarpao 

halleri 10yle grnpland1rmaya sevkedilmto olablllriz: 

(1) 2 3 6 7 11 13 17 19 23 29 

3 4 6 8 '2 H 18 20 2i 30 

(2) 2 4 8 16 

3 8 3 3 

(3) 4 8 12 16 20 24 28 

3 3 12 8 18 12 24. 

Barada (1), (2) ve (3) lln Ilk aatm n nin, iklocl sat1r.1 

R,, (n) oln deterlerlol vermektedlr. 

12. Mlsll 11 In oOzllmllo<le yapilm11t1r: (1) asal saytlar, 

(2) 2 nlo kuvvetlerl, (3) 4 lie bOlllnebllen saytlar. 

13. n, 4 Ile bOlllnemedlll takdlrde, paragraf 6 ya olao 

benzerllk ve biraz m01abede yard1m1yla kaounun ke1fi nispeten 

kolaydir. ~u halde dlkkatimizl Mlsll 11 in oOzllmllndeki (8) hall 

Ozeriode toplayahm. 

n=4 

n/4=1 

R, (n) /8 = 3 

8 

2 

12 

8 

12 

16 

4 

3 

20 

5 

18 

24 

6 

12 

28 

7 

24 

Ocllncil sabrda kaho puntoyla basllm11 olan say1lar ikiocl 

aat1rda kendllerlne tekabftl eden say1larm bOlenleri toplamr ve 

netlcede birlncl sahrda onlara tekablll eden ve as1l llgl konumuz 

olan say1lar10 basr bOlenlerinio toplam1dir. Bu mftp.hede blzl 

diler bir denemeye sevkeder: 
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n 4 8 12 16 

R.(nl I 8 - 1 + 2 1 + 2 1+ 2+ 3+6 1 + 2 

n - 20 24 28 

R, (n) / 8 = 1+2t 5+-10 1+ 2+ 3+ 6 1+ 2+ 1+14 

Burada haogl Mlenler toplanm19hr? Hangileri toplama ka
tilmam11br ? 

14. n nin dOrt kare toplamr ohirak gosterlli9lerlnln say181 

olan R, (11), n nlo 4 ile bOllloemiyen bOleolerl toplam1010 8 ka

hna e9lttir. (Elter n oln kendlel 4 ile bOIOoemiyoraa, bOlenle

rinin hicbiri de 4 lie bOl!lnemez, ve daha e1k oleo bu halde kalde 

daba baeit bir oekil ahr.) 

lS. Cedvel II oin alltuolar1oa tekahlll etmek Qzere: 

81 25 + 4 + 1 + 1 12 •'. 16 82=31 + 1 

9 -t- 9+4 + 4 4 •' 16 

82 16 + 16 6 X t 8=2 + t 

83 25 ..i. 4 + 4 12 '-'. R 48 = 33+ 1 t + a+ I 

16 + 16 + 1 12 x 8 

16 ; 9 + 4 + 4 12 x 16 

16. 5=1 + 1 + 1 + 1 + 1=4 + 1 

R. (5) = (:) 2~ + s.7.2' = 2016=16 X 126 

40 = 25 + 9 + 1 + 1 + 1 + 1 t 1 + 1 

40 = 9 + 9 + 9 + 9 + 1 + I + 1 + 1 

s. (40) = s .7 + m=126. 

17. Misll 16. Cedvel Jll ashnda Mlall 16 daklnden daba az 

zabmetll blr metodla dllzenlenml9tlr (Mlall 6. 17 ve 6.23 e bak101z). 
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18. Cedvel IU nn 11n1rlar1 l9lnde hem R8 (n), hem de S 8 (Sn), 

n lie devamh tekilde artmakta, halbuki R, (n) ve S, (4 (2n- l)) 

lntlzameu bir 1ekUde rakeetmektedirler. 

19. R, (n) Ue S, (! (2 n-ll ) arae1ndakl benzerlik Mlenlere 

ltaret etmektedlr. ~u k11mi kaiJe kolayca mtl9ahede edileblllr: 

Eter n tell: lee R8 (n) / 16 ile S8 (Sn) birblrlne tamamen e11ttir ; 

eter n 9lft lee, aradaki fark blrc;ok hallerde nlspeteo kQ9Qk ol

makla beraber, bunlar blrblrlnde n farkhd1r. 

20. Tell: ve 9lft eayllar daha MJell 19 da ele ahnm11tir. 

2 oln kuvvetlerl: 

n 

S (Sn) 

1 

1 

2 

s 
s 

512 

16 

4006. 

Burada iklnci aat1r da 2 Din kuvvetlerinden mftrekkeptir: 

n 

S (Sn) 

20 

20 

2' 2' 
28 

Buradaki 2 oln t11leri hangl kanuoa uyar ? 

2• 

2'' . 

21. Eter n, 2 nio blr kuvvetl lee, S(Sn) = n• Ulr. Bu (ve 

Rs (n) Ue S 8 (Sn) nin d11zgtln arti11) bl1i a1at1kl cedveli dt1zenle· 

meye eevkeder: 

" Rs (n) / 16 - n1 Ss (Sn) - n1 

1 0 0 
2 -1 0 
a 1 1 
4 7 0 
5 1 1 
6 -20 s 
7 1 1 
8 71 0 
9 28 28 

10 -ltS 8 
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• 
11 
12 
18 
u. 
15 
18 
17 
18 
19 
20 

Ra(•)/18-a• 

1 
2illO 

1 
-888 

158 
681 

1 
-188 

1 
9'8 

s.(s..>-•' 
1 

8' 
1 
8 

158 
0 
1 

22f 
1 

8' 

Hl 

Ra (•) e clalr olaD •ltuada + n - ...,.uerl •••tuaa blr 
.. kllde clatdmflardll'. 

n. BOlealerlD ktlplldl 

• R. (a) I 18 == S8 (8a) 

1 1' 
8 .. +1• 
6 1•+1• 
7 1•+ia 
I 11+8'+1' 

11 11•+1• 
18 181'+1• 
16 1fi8+&•+r+ia 
17 1.,.+1• 
19 11'+1' 

• R1 (•)/18 S,(S.) 

2 2'-1' 2' 

' ,.+•-1' 
,. 

8 e•-aa+•-1• e•+za 
8 S-+6'+1'-1' fl' 

10 10'-1•+21-1• 10'+2' 
12 12'+8'+''-1'+2'-1' 1P+.1 

u. H'-7'+2'-11 1''+2' 
18 18'+a'+''+2'-1' ti' 

18 18'-1'+8'-1"+2'-1' l8'+e8+l' 
20 •+10'-1'+''+2'-11 ......... 
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23. (1) (-l)"- 1 R. (n) / 16, n nin btltiln tek Mlenlerinln 

kllpleri toplammdao gene n nin biltila vift b!Ueal~rinlo kllplerl 

toplam1n1n v1kar1lmae1yla elde edileo eay1ya eelttlr. (2) S8 (Sn), 

n nin Mlenlerl lvlnde tamamlay1c1 Mlenleri tek olanlarmm kttp

leri toplam1na eeittlr (Eger d, n nln bir boleni lae, n/ 1 ye d nin 

tamamlay1c1 boleni denir). Bu teoremlerln tarlhvesi ve bunlara 

dair referaoalar ivln Mi&Al 6.24 e bak101z. 

24. Sala ve •t•l1 dofru eoneuz olarak uzanm11 taaavvur 

edilecek 

0 

5 

8 

8 

10 13 

6 

11 

9 

14 

12 

cedvelini iota edinlz. Bu cedvel bize, aorulan oekilde ifade edl

lemiyen yeglne say1lar1n 1, 2, 4, 7 oldofunu g01terlr. 

25. a = 3, b = 5 hall Misll 24 le yap1lm11b. Burada a Ile b 

aralar1nda asald1r. ax+ bg 1ekliode goaterllemiyen son eay1 

ab-a-b = (a-1) (b-1)-1 dir. Bunun lapab, kare toplamlar1oa 

dairteoremlerln i1patlar1na nazaran onlarla mukayeae edllemiyecek 

kadar kolaydir. 

26. (1) genel olarak dotrudur. (2) genel olarak dotru de
lildir. fakat ooon ilk ieti1na11 n = 341 lvin vukubulur. (G. H. 

Hardy and E. M. Wright, An introclaction to the theorg of number•, 

Oxford, 1938, S. 69, 72 ye bakuuz.) 

V. B0L0MDEKl SORULARIN ~0Z0MLERl 

1. [Putnam 1948 e bak1n1z) 

2 2 4 . 2 4 6 2n 
(a) x+3x'+35x"+ ···+357 ·· ·2n+tx'"+'+·· · 

(b) Diferanalyel denkleml gervekledikten 1onra 
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g = ao x + a, x • + a, x 5 + · · · + an x '"+' · · • 

va1'edioiz. Etit knvvetlerin katsaytlarin1 karo1la1brmak ic;ln tn 
tabloyu knllanabilirslniz: 

1 x' x• x'" 

g' ao Sa, 5a2 (2n+1) an 

-x'g' -au -Sa, - (2n-1) an- • 

-xg -ao - a, -an- • 

1 0 0 0 

Bu tablo blze a0 = 1 ve n ~ 1 lc;in (2n+l) an= 2nan-• verlr. 

2. [Putnam 1950 ye bak1n1z] 

(a) 
x x' x ' .t" 2n - 1 g=-+ - +--+···+ . + ... 1 1. 3 1. 8. 5 1. 3. 5 .. .,(2n - 1) 

(b) Bu ac;1hm lc;lo 

x ' x' x 0 

g'=1+- +- +--+ ... 1 1.3 1.8.5 

Olup, netlcede onun g' =1 + xg diferaneiyel denklemlnl gerc;ek
ledi~I gOrfUftr. Verllmlt olan g c;arp1m1 da ayo1 diferaosiyel deok
lemf gerc;ekler ve hem yukar1kl ac;1hm, hem de c;arp1m x = 0 lc;ln • 

Blfll'a etit olurlar. eu halde ikfal bfrbirioe etittfr. 

3. an kataaytlar1 aras1oda 

1 + 4a1 x + _16 a, x~ + ... 
1 + x (1 + x>' (1 + x)' 

= 1 + a,x~ +a,x' + ... = /(x) 

ten elde edllen mflnaaebetler a1a~1kl cedvelde ortaya aerllmittlr 

CM.fall 1 e bak1n1z) : 
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- 1 - t 1 

4 a, - 4a,·S 4 a 1 ·6 - 4a1 •10 

16a, -16 a' ·5 16a1 •15 

64 a, -64a1 •7 

256 a, 

1 0 a1 0 a, 

Buradan 

/() 1+(1)' '+ ('S)' •+ (13fl)' •+(1R57)' '+ x = 2 x 2~ x 246 x 2468 x •• • 

elde edlllr. Bu mllll tarlht blr Oueml haizdir. Gauaa, Werlce, 

Bd 8, S. 869 a bak101z. 

4. Apt1kl tabloouo dftzeoleoie tarz101 inceleylniz {Misll 1, Se 

bakm1z): 

/(x)' j 
a: 

\ 

~ Sal 

S/(x)/(x')? 

2 / (x' ) 

6 a, 60, 

S a1a~ 

6 a1a1a0 

a~ 

6 a, 

8 a,a~ 

6 a.a,a0 

8 a:ao 

8 a,a } 

a0 = 1 deo hareket ederek, arka arkaya a,, au a" a., ve a~= 8 I 
heaaphyabllirl1. G. Pl>lya, Zeit•chrift /iir Kri.tallo1rophie, 

Bd. (A) 98 (1986), S. 415-443 ve Acta Mathematica Vol. 68 (1937), 
S. H5- 252 ye .,ak1n1z. 

S. Paragraf 1 dekl a~1bmlar1 kar91la1t1rmak 1uretlyle elde 

edlUr. 
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6. (a} •'/15. (b) + ""· Her iki 11101r ballade hatl poi:itlf, 

yaol yaklatik deler hakiki delerdeo daha b!iyll.ktllr. 

7. (a} •'/15. (b) 1/8. Her ikl e101r haJinde yaklatik deler 
haklki degerden bl1yUktllr. 

8. 4 :i (a'+ b' + c"} / 8. Bu yaklattk formlll!ln hakikt de

gerden daha bl1yll.k deterler verdlllnden fOphelenmek lcln baz1 

aebepler vard1r. G. Polya, Pablicacionea Jel ln1titate Ji Matema· 

tica, Rosario, vol. 5 (1943) e bak101z. 

9. lotegrallerdeo aeriye gecerken bloom ac1hm1n1 ve 

MleAl 2.42 dekl Integral formllllerinl kullan1n1z. 

[ 
I L 1 ~ 2n - 1 •"' J P=2:,a \-- -- ·· · -- • -- • 2 2 4 2n 2n-1 

1 

00 

3 7 4n -1 •'n ] 
P' = 2 :i a [i - ~ - - .. · - · £J 4 8 4n 4n-1 

l 

10. MisAl 9 un cOzl1mi1n11 kullaoarak 

1 8 5 2n-1 
246 ··· -~=zn 

vaz'edinlz. O takdirde n ~ 2 icln Zs> Zn olur ve 6 > 0 Join 

elde edillr. 

00 

E- P= 2."f a L CzsZ.-z.')•'n/(2n -1) > 0 

I 

11. P' nl1n !&aft hataemin ba1lang1c terimf 

- [:i + 8 (1-:i)] •'/64 + ... 



146 
[V. 12 

olup, at= 8/2 ve neticede P' = P (P-P')/2 olmad1kc;a bu terim 

4.. mertebedendir. 

12. Knc;nk • 'lar lc;ill (P'-£)/£ = 3.2-1
' •' + .. ·, 

•=1 
• = 4./5 

l~o (P'-E)/E = (3 :i - 8)/8 = 0,1781, 

lc;ln (P'-E)/£ = 0,00019 dur . 

Buradan P' > E faraziyesl elde edllir. G. Peano, Applicazioni 

geometriche del calcolo infiniteaimale, S. 281-286 ya bak101z. 

13. e" = llm (1 + L)" · 
n~ n 

eu halde islenileo netice 

(
n(a, + a,.+P> )"::::.. 1 

Um sup ( + ) -
n~ n paa 

e deoktlr. 

Akal farazlye, N uygun bir aabit olmak dzere, n > N tc;in 

olma11n1 leabettlrir ki, bu da 

a,.+P_~<--a_,_ 
n+p n n+p 

Ile ayo1 9eydlr. n = (m-1) p delerlerilli dtl9t1nellm: 

a,.P _ a( .. -i) P < -~, 
mp (m-l)p mp 

a( .. -i> P _ a( .. -t) P < _ a 1 

(m-1) p (m-2) p (m-1) p 

···· ···· ··· ··· ··· ··················· 
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Buradan, paragraf 5 teki glbl, C uygun bir sabit olmak 
1lzere 

--< C-a, 1+-+ ··· +-amp ( 1 1) 
m 2 m 

neticesini c;1kar1r1z kl, bu da m ~ <.'O ic;in bizi a,. > O faraziyesi 
ile bir tenakuza g!Hl1rl1r. 

14. Paragraf 4 ttn (111 = nc mie!U 

a,= 1, ve n = 2, 3, 4, . .. ic;in 

0 11 = n Jogn 

dlzisini ilham eder. Bu eec;imle 

(a,+ an+p)" = { 1 + (n + p) flog n + log ( 1 + (o/n)) J }n 
a,. n Jog n 

= {(n + p) log n + 1 + (n + p)[-;.-6+· · · J( 
n Jog n ~ 

elde edillr. (Qttnktt n - >- <.'O ic;in ex,,->- 0 d1r.) 

15. Soz konueu mantlsler, yava1 yttklelen g =log x- 2 
e~rislnin x = 100, 101, .. . , 999 abslslerlne tekabttl eden 900 tane 
ordlnathr; burada Jog iiareti ldi Jogaritmeyi gostermektedlr. 
Cedvel I, etrl ttzerlndeki bu 900 ooktamn kac;ar tanesinin J/10 
kahnl1~1nda baz1 yatay 1eritler ic;lne dtt1ttt~l1ntt belirtmektedir. 
E~rinln boyle blr 1eride girdlli ve onu terkettili ooktalar1 goz. 
Onttne alahm. Et r x,., n = O, 1, 2, ... , 10 lc;in bOyle blr nokta

Dln abelsi lee, 
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log Xn - 2 = n/10, 

Xn = 1()0•10R/ 10 

dir. H~rhaogi bir arahkta buluoan tam 1ay1lann eaym yakla11k 

olarak arahjtm uzuolualuna e1ittlr. Aradaki fark blr blrlmden H· 

dtr. ~u halde eOz kooueu manUaler ic;lnde Uk rakam1 n olanla

r1n 1ay111 1 den kl1<;11k bir batl ile xn+ 1 - xn dir. 

Xn+i -xn = 100 (10'1'0 -1)1on1io 

lee ortak oran1 10'1'0 = 1.25893 olao blr 1 .:ometrik dlzloin n. te

rtmidlr. 

Alt1 ondahk baeamakh bir A.di logarltme cedvellnde buoa 

t~kablll eden bldlaeyl Onceden eOyleylnis ve onu blzzat m01a

hede edlnlz. 

16. Peryodlk tekerrOre bir nevi eimetrl gOzQyle bak1lablllr 

ve bOyle yap1lmahd1r; fakat bu durum btltQn hallerde bolundu

jtundan ondan tekrar bahaetmlyecetlz. Taenlfimlzde a1ajt1kl ei

metri tlplerl rol oynayacakhr: 

(1) Simetri merkezi. Yaz1h1 tarz1 :l c, c'. 

(2) Simetri dofrueu. Yaz1h1 tarz1: dotru yatay lee h, dQ-

1ey lee v yahut v'. 

(8) K•yma almetrlal : yatey olarak kaydmlan ve agnr ~a

ma,.da merlrezt yatey dofruya gore yan11tdan tezylnat 1erldl 

kendl kendlill Ile c;ak11ir (5. 7, a, 6) 1erltlerlode oldutu gibl). 
Yaz1h1 tarz1 : g. 

Aoall1kl elmetrl tiplerl ~ek. 5.2 de temall edllml1tir. (' 118• 

rdl 1elrlldekl durumlar1 blrblrlnden eaaah olarak farkh olan ayn1 

cineten llri elmetrlyl blrblrlnden ay1rdetmek l<;ln knllaD1lm11hr: 

c ve c' veya v ve "' glbl). 
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1, d: Hiobir 1imetrl (peryodlllkteo ba1ka) 

2, g: c, c', c, c', ... 

B, I: , , 
"• " , "• " ' ... 

5, a: g 

6, c: h; (o, c), ("'• c'), (Cl, c), ("'• c'), ... 

7, b: g; "• c, "• c, ... 

Keodf kendlnlze endaktlf olarak kaoaat gl'tlrebllecetlnlz 

rlbi, mamkftn olan bQtQn 1lmetrf oevflerl ~Ir. 5.2 de tem11J 
edilmf1tlr. 

17. ~ek. 5.8 te Do farkh 1imetri nev'i temall edllml1tlr: 

1 Ue 2 ayn1 tlpten oldutu gibl, 8 lie ' te ayn1 tlptendfr. 
Baton tlpleri bulmaya oah11n1z. G. Polya, Z.it•c/arl/t /iir Kri•tal

lographie, Vol. 60 (1924), S. 278-282, P. Nlgglf, agnr mflcmaanr11 

agnr .ag1•1, S. 283-298 ve H. Weyl, Sgmmfllrg, Princeton, 

1902 ye balnn11. 

18. Baaln 1t1Une dalr ba11 ayr1ntdar1 nazar1 itlbara almaz

aak, 1. kftmedekl harfler bir da19y llmetrl dotru1unu, 2. kame

dekiler blr yatay almetrf dofruaunu, 8. kftmedekller blr almetrl 

merkezini, 4. kamedekUer yaku1kf almetrllerln hepalnl hal1dlr

ler, 5. kOmedeklJer hloblr almetrlyf hais deftldlrler. Ayn1 1eyler 

dlk koordfnatlarda verileo deaklemlerle lfade edllen bet etrf lc;ln 

1ira11yla carldlr. Bu problem veya onun detftlk blr tekll anall

tik geometrl deralnde otrencilerln allka11n1 canlandarmak lc;ln 

knUan1labllJr, 
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VI. B0L0MDEKl SORULARIN f;0Z0MLERl 

2. x (1 - x)-'. Bu, f (x) = (1 - x)-• olmak ttzere MisAl 3 

ttn Gzel halidir. Aynt oetlceyl MisAl 4 ve 5 In terkibl ile de elde 

edlniz. 

00 

3. xf'(x) = L nan xn • 

n=O 

00 

4. xf (x) = L an -1 xn . 
n= 1 

00 

S. (1- x)-• /(x) = L (a0 + a 1 +••·+a.,) xn; bu, MlsAl 6 
n=O 

nm blr Dzel halldir. 

6. /(x) g(x) = L (a0 bn +a, bn- 1 + •••+an bo) x" . 
n-0 

7. D,=l, D~=2, D0 =5, Da =14. D. ii;ln eek. 6.1 e 

mttracaat edinlz ; bu balde I tipinde 2 lane, II tipinde 6 tane, 

m tiplode 6 lane farkh ayr1h1 vard1r. 

8. RekQrrane formQlQ n = 6 li;ln geri;ekle1mektedlr: 

Qokgenin blr kenarm1 <eek. 6.2 dekl yatay kenar1) i;okge

nin labam olarak eei;inlz, ve i;okgeni ay1rmaya ilk keoar1 laban 

olan 1 Qcgenlnln lklncl ve ncttncQ kenarlar1n1 clzmek euretlyle 
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ba1lay1D1z. A y1 sec;tikteD aoora, gerlye daba ayr1lacak ikl c;ok· 

geD kahr: bid tJ DID soluDda le kenarh, diferl 1 Dao aaf1nda 

n + 1 - le keDarh lki c;okgen; bu lid c;okgen blr arada D1c Dn+a-lc 

lane farkh ayrallf verir. le= 2, 8, 4, .. . , n - 1 olarak sei;loiz; 

tabii le= 2 ballnl uygun blr tarzda tefslr etmelislolz. 

9. Mis!l 4 ve 6 dolay181yla D,. 1P dair rekOrraDa formOlfl 

x g(x) = D, x• + [g(x)]1 

verir. g (x) 'e gGre 2. dereceden olao bo denklemfn ac;1hm1 x' 

lle baolayaD c;GzOmOnO sec;lnlz: 

g (x) = (x/2) [1-(1- 4x)11'J. 

Sat taraf1 ac;arak ve blnom Jrat1aydar1na dair lpreUerl 

kollanarak 

D =-~(1/2)(-4)11_, 
" 2 11-l 

bulursunoz. 

10. En lylsi denklemin sat tarafana 1Gyle tefsir etmektlr: 

oo· 00 +oo +oo +oo 

o=-oo I0=>-00 -00 -00 -00 

Barada a, "• "' (- oo da + oo a kadar) b0t1ln tam 1ay1 de
terleriDi birbirlnden m1lstakU olarak almaktadarlar, yanl 1atdakJ 

Uc;IQ toplam uzaydakl bQtQn kafe1 noktalar1 (Mlsll 4.2 ye bakt· 

naz) lizerlnde ahnacakhr. Bonun R, (n) Din dotoray fQnblyonu 

oldufoou gGrmek fi;ln, a'+ v' + •' Q1111Dl10 ayna n deterlnl aJ. 

d1t1 bl1t1ln terimleri blrlettlrmek klfidlr. 
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00 00 

11. L Rk (n) x" = l L Rdn) x"r· 
n=O n=O 

00 00 

12. L sk <n> x" = [ L x<'n-1>' r. 
n=l n=l 

13. /, ], K ve L bl1tttn katsay1lar1 tam sayilar olan be· 

Urli blr tak1m kuvvet serllerlol gGstersln. Bu takdirde R, (n), 

R, (n), R. (n) ve R8 (n) nin doRuray fonkslyonlar1 11ras1yla 

1 +21, 

(1 + 2 /)' = 1 + 4 ], 

(1 + 4 ])' = 1 + 8 K, 

(1 + 8 K)' = 1 + 16 L 
oekliodedir. 

14. x + x 9 + x 16 + x" + x81 + · • · 
= x (1 + x 8 + x" + x44 + x 80 + • • •) = x P 1 

burada P ile gGsterllen kuvvet serislode n 11BB1l 8 Ile Mlttnme· 
diRl takdlrde x" nln katsay181 0 du. 

S, (n)1 S, (n), S4 (n), S8 (n) 

nin do~ray fonk1iyonlar1 siras1yla 

x P, x' P', x•P•, x• P8 
dir. 

15. G, R, (n) nln doRuray fonksiyonunu gOstermek 1lzere, 

MJsll 6 ve ve 11 den 
Glr+l= Git Gt 

elde edillr. 
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16. MiaAl 15 e benzer tarzda, MIBAI 6 ve 12 den. 

17. k = l = 4 icin MlsAI 15 ve 16 y1 kullan1n1z. 0 cedvelln 

hesaplanmas1 ashnda da bu metodJa yap1lm1t 1 fakat arada airada 

MisAI 4.16 ve MiaAI 23 gibi batk• kaynakJardan kontrol edil

ml11tlr. 

18. (1) Misll 14 ve Miell 16 dan 

S,(4) S.(Bn- 4) + S, (12) S, (Sn-12)+ · · · + S, (Sn-4) S,(4)-=S~(Sn). 

Parag raf 4.6 da S.(4 (2n - 1)) = o (2n- 1) oldujtu ve MleAI 4.23 te, 

a bir tek 1ay1 ol fojtu takdirde, S, (Ela) = o, (u) oldugu hirer fa

razlye oJarak lleri ell rflJmU11tl1. 

(2) o (1) o (9) + o (S) o (7) + o (5) o (5) + o (7) o (8) + o (9) o (1) 

= 2 (1 x 18 + 4 x 8) + 6 x 6 

= 126 = 51 + 1' = "• (5). 

(3) Boyle bir gerceklemenin her Jkl farazlyeye olan gl1ve

nlmlzl bir dereceye kadar artt1rmH1 akla yak1n g0rl1nmektedfr. 

19. u = l, 3, 5, ... icin 

" [ u- 1 /c(Jc + l) J - o 
~ - 2- - 5 - 2-- ··- " (k+ 1) -

d1r. Barada toplam o :!f k (k + 1) < u e11it1lzliltloe uyao ve nega

tif olmayan biltlln Jc tam eayllar1 Qzerinde ahnacakt1r. 

20. • (S) = 4 o (1) 

2 a (5) = 3 o (3) 

8. (7) = 2 0 (5) + 12 0 (1) 

4 a (9) = o (7) + 11 o (8). 

It 
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Sonuncu e1itlijtln dotrulu~ 

4 x 13 = 8 + 11 x 4 

ten c;1kar. 

21. s. (4 (2n-1}} e dalr rekUrrans formillll Mtsi\l 19 da 11-

pat edllmi1t1. Haklkatten bu rekllrraos formllHl, S, (4) verildijtl 

takdlrde bQtlln S, (4 'c2n-1)) dejterlerinl ta ma men bellrleyen bir 

soosuz mUoasebet sisteml demekttr. §lmdl blllyoruz kl 

s. (4) = <1 (1) = 1 

dir. Ejter o {2n-1) de S, (4 (2n-1)) in gerc;ekledlltl rekllrrane 

bajt1ot1lar1n1 gerceklerse, n = 1, 2, 8, ... lc;ln 

S, (4 (2n-1)) = o (2n-1) 

dir, c;llnkll bu rekllrrana bajt1nttlar101n lyn1 ba1laog1c; dejterlne 

tekabill eden c;Ozllmll tektlr. Ejter kar11t olarak, eon e1iUik earl 

lse, o (2n- 1) de S, (4 {2n-l)) In gerc;ekledljtl rekttrrane bajt1nt1-

lar1n1 Kerc;ekler. 

22. 

G = a 0 + a1x + a,x' + a,x• + · • · 
H= a 0 + a 1x + a 1x1 + a,x• + • · ·, 
Gk=H 

oldujtoou farzedellm. Buradan evvell Midi 19 da oldujtu glbl 

G x H' - k x G' H = 0 

elde edlllr. x" nln kat1By111n1 0 a e1lt kll1n11: 

" L [n - (k + 1) m] a,,. u,,_,,, = O 

m-o 
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ao , a, , a,,. .. katsay1Jarm1 verilmit kabil"l edelim. a0 ,.., O fee 

aon denklemden u" yl Un-• , Un- t, • • ., u,, uu cioaindeo heaaph· 

yablllreioiz. u0 =a/' oldu~uoa dlkkat edioiz. 

23. MieD.l 22 yi k = 8 ve 

G=1+ 2x + 2x~+ 2x '+ 2x' 8 + ···. 

hAlioe uygulay101z. Mia!! 22 nio netlceel, MleAI 11 dolay181 Ile 

n R, (n) = 2 (9- n) R, (n-1) + 2 (86- n) R8 (n- 4) 

+ 2 (81- n) R, (n-9) + • • • 

verir. R8 (n)/16 = '" dlyellm. Bu takdirde r0 = 1/16 olnr, ve 

' • • ' ' • '•, ... , r ,0 u airayla 

deo buloruz. 

r 1 = 16r0 

2 , , = 14' ,, 

8 '• = 12 , , 

4 '• = 10 '• + 64 ro 

5r• - Br. + 62 r1 

6 r9 = 6 r~ + 60 r, 

9,.. = 54r. + 144 ro 

10 1'10 = - 2 1'9 + 52 '~ + 142 ,, 

Bu formtllleri nQmerik beaapta kullan1rkeo elimlzde Onemll 

hir sa~lama kaldeai vardir : '" yi veren deoklemio aa~ taraf1 n Ile 

lie Mlanebllmelidir. 



156 <;02ihnza (VI. 25 

Ayot metod, k ~ 2 verllmle berbaogl blr tam 1ay1 ol· 
dutaoa gore R,. (n) yi he1aplamak ii;io de bir rekQrrao1 formQlQ 

verlr. KezA S,. (11) li;io de ayo1 yolla blr rekQrrao1 formQIQ bu

labilirlz. 

J (Jog•) 
25. Soosuz i;arp1ma • deylo. -:c J:c I heeaplar ve 

Euler 'io mubhra11odalri No. JO u kullaoiruo1z, 

..., n 
k ,. <1 (l) l = _, no,, :c 

- " 1 - ~: a,. :c"' 

elde ederslnlz. Burada her 11Q toplam da 1 den ~ a kadar alina

calrttr. Bu eoltlljtl eajt larafto payda11 Ile Q•rparak dllrkatinizl 

:c" lo kataay111 Qzerlode loplay101z. 

Euler k = 1 bal!nl ele alm11h. k = 3 hall de oldukea basil 

blr netlce verlr (Midi 24 le 1lkredllen Hardy and Wrigbt'm 

oi.erinde S. 282 ve 283 de leorem 353 ve 857 ye bak1n1z). Dijter 

ballerde a,, nin tlbi oldujtu kanun haklunda yeter btlglmJ1 

yoklur. 

Cevaplaodmlmayan No. lar: 1 , 24. 

VU. B0LOllDEKI SORULARIN c;OzOMLERI 

1. [Stanford 1950) 

1 - 4 + 9 - 16 + · · · + (-1)"- 1 n' = (-1)"- 1 "(n
2
+ 1) 

n den n + 1 gei;mek ii;lo 

(-l)" (n + l)' = (-l)n (n + 1) (n + 2) _ (-l)n- i _!!Jn"+ 1) 
2 2 

e1ltlljtlol geri;eklemelldlr. 
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2. 

~OZUWUR 

Pn = ( ~ ) ~ ( ~ ) + ( ; ) • 

Sn = ( ~ ) + ( ~ ) + ( ; ) - ( ; ) ' 

S:=2 ( ~ )+2(;) 

157 

oldutunu lepat etmek lclo, e1rae1yla Mid.I 3.11, P,. nln lfadeel 
He terkip edilen Mlell 3.12, ve MieAl 3.20 yl kullanmz. 0 halde, 

yukar1ki ifadelerl doRru kabtll ederek 

P,.+1 - Pn = ( ~ ) + ( ~ ) 

S,.+1 -Sn= ( ~ ) + ( ~ ) + ( ; ) 

olduRunu gerc;eklememlz gereklr. Bunlar1n her 1lcil de lyi billnen 

(Pascal llc;genlndek:I eaae mllnaeebet) 

(~t!)-(i~l)=(~) 
mllnaeebetlnden c;1kar. 

3. Hofll fo Solci11 It, s. 1os-110. 

4. 
3 2 4 5 3 6 n+l 
4' 3=5 • 8' 5=10• ... , 2n • 

n den n + 1 e ge~it 

1 n + 2 2n 1- (n+O' =2~+2-~+1 
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e1itlitlnl gerceklemeyl gerektlrlr. Misll 2.28 e bak101z. 

5. 2n + 1 
2n - i • 

n den n + 1 e geclt 

4 2n + 3 2n - 1 
1 

- (2n + 1)1 = 2n + 1 2~ + 1 

e1ltlltlnl gerceklemeyl gerektlrlr. Misll 2.81 e bak1mz. 

6. Genel hal haklkatte 

limit hallne denk olup, eorudakl Ozel hal bu limit hallndeo 10yle 
elde edillr: Burada x yerlne x •• koynp, 16 ile carparak 

16x18 

1-x•& 
16 x•ft 82 x " 

- t+x 18 + t+x'' +··· 

elde ettlkten eonra boon Ilk denklemden c1kann1z. Genel halde 
2n+• = m dereek, n den n + 1 e geclt 

mx"' 2m ~'"' mx• 
1 + x"' = - 1 - x'"' + 1 - x"' 

olmas101 gerektirir. 

7. 1 + 8 + 5 + 7 + • • · + (2n - 1) = n 1 

oldutunu l1pat etmek lcln n den n + 1 gecl1 

2n + 1 = (n + 1)1 
- n 1 

oldutunu gerceklemeyl iierektlrir. 
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8. Cedvelin dOrdflncfl 1atmndaki n. terlm 

(1 + 2) + (4 + 5) + · • • + (8n - 5 + 8n - t) + 8n - 2 

= 3 + 9 + · • • + [6 (n - 1) -8] +Sn - 2 

n (n - 1) 
=6 2 -8 (n - 1) +an -2=3n2 -3n + 1 dir. 

Haklkaten n - 1 den n ye gec;l1 

n 1 - (n - 1)' =Sn' - 8n + 1 

0Jmas1n1 gerektlrlr. 

9. n•, n' ve n• ten sonra nit ya alt geneJ hAI a1iklrdir. 
lc;Jerinde en basltl oJan n• hall eakl c;afJardan berl blllnmektey
dl : dlferJerl yaktn zamanda Alfred Moe11ner taraf1ndan amplrlk 
endilkelyonJa ke1fedilml1 ve Oskar Perron taraf1ndan matematlk 
end!lkslyonJa lspat ediJmlttir. Sit%ang•berichte Jer Bagri•claen 

AleaJemie Jer W iH•n•claa/ten, Matb.-naturwl11enscbaftllche 

Kiasse, 1951, S. 29-4!1 e baktn1z. 

10. le = 1 lc;ln teorem 10 atlklr Ozdetllle luer : 

1 - n = - (n - 1). 

le dau le + 1 e gec;lf 1u etltllfln gerc;eklenmeelnl gerektlrlr: 

kl bu da, daha Once de (Mlsll 2 de) ra1Uam11 oldufumm, Pascal 

t1c;genindekl esa1 mQnaeebettlr. 

• 
11. [Stanford 19~6) . 2n oyuncunon aranan e1Jettirme sa-

y111na P,. deyinlz. n. oyunco gerl kaJan 2n-1 tane oyuncunun 
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herhangi biriyle e1le1tirilebilir. Bu oyuocunun haam1 eecildlk

ten eonra, gerlye 

2n - 2 = 2 (n - 1) 

tane oyuncu kahr kl, bunlar da Pn- 1 tl1rlf1 e1le1tirileblllrler. 

Buradan 
P,. = (2n - 1) P,._1 

baluour. 

12. /,. (x) e dalr lapah iateoen ifadeye A,. diyellm. Biz A,. 

yerlne •talikl A,.' lfadealnl iapat edecetlz: 

A',../,. (x) fonkalyonu blr b0\11m olup, pagtfa•r (1-.r)" + ' 

ve pay1, aablt terlml 0 ve dlter kataay1lar1 pozltlf tam aay1lar 

olan, n. dereceden blr polloomdur. 

A',. nln A,. den daha fazla 1ey lfade ettljtlne dlkkat edlnlz : 

A',. nln A,. yl a1t1t1 hu1ualar ltallklerle bellrtuml1Ur. A',, yl 

dotru kabQI ederek a,, a,, ... , a,. pozitlf tam aaytlar olmak Qzere 

vaz'edelim. Sorudakl rekQrrao1 tarlflndeo 10 rek11rran1 formQ-

111ntl elde ederlz: 

P,.+ 1 (x) = x [ (l - x) P' 11 (x) + (n + 1) P,, (x) ]. 

Bu formtll lie, P,.+, (x) te x, x' , x' , ... , x" ve x"+' in kataay1-

larm1n 11ra11yla 

oldutunu g01terlr kl, bu da lddlay1 •tlklr ktlar. 

15. (1) p,. (.r) lo b11tl1n kataay1lann1n toplam1 n I dlr. Ha

klkaten, bu toplam P,. (1) olup, rektlrran1 formQl11 
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P,.+ 1 (1) = (n + 1) P,. (1) 

verlr. 

(2) P,. (x) Ix blr kar1tt polinom, yanl 

P,. (1 / x) xn+t = P,.(x) 

tir. Haklkaten, a,=a., a,=a.- 1 , • • • oldujtunu kabdl ederaek, 
Pn+1 (x) in kataayllar1 ara11nda bunlara tellabQJ eden mdnaae
betler bu kataay1larm Mid.I 12 nin aonuoda verUeo lfadeleriodeo 
\:lkar. 

16. 

Q,=1, Q,=8, Q,=45, Q,=4725 

Q, IQ,= 8, Q, / Q, = 15, Q, IQ,= 105 

•khmiza ou tahmiol getirir: 

Qn=l" 3n-t 5n-• ... (2n-8)' (2n-1) 1
• 

Haklkaten, Q,. Jerin tarlflodeo 

elde edlllr ve buradan Q. e dalr genel kanunu n-1 den n+l e 

gecmek 1uretiyle iapat ederainlz. 

2n I 1. 2. 8. 4. 5. 6 .. . (2n-1) 2n 
ft I 2" = 2 • 4 • 6... 2n 

olduluna dlkkat edlolz. 

17. Blzl 8 ten 4 e gGtdren muhakeme ft den ft+l e l&cloede 
uygulanabUir, ancak bunun blr tek Iatlanaai vard1r: bu mnha-
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keme 1 den 2 ye gec;erken 1nya dG1er kl, bunun da zateo Myle 
olma11 J!z1mdll'. 

18. 

n = 8 ten n + 1 = 4 e gec;l1 : a, b, c, d 

glbi dOrt dofru dG91lollnllz. Evvell bu dOrt dofru lc;lnde birbl
rloden farkh en as llrl dofrn, me.ell 6 ve c, bulunan hall ele 

alahm. Bu takdlrde 6 ve c nln ke1f9me nokta11 tek olarak bellrll 
oldufundao bu nokta a 11zerlnde de bulunmak zorundadir (c;llnkll 
lddla n = 8 lc;ln dofru tarzedilmlttl), ayn1 1ekllde keel1me nok
ta11 d tlzerlnde de bulunmak zorundadir (ayn1 .ebepten). ~u halde, 
bu hal vlki oldujtu takdlrde lddla n + 1 = • ic;in de dofrudur. 
Efer verilen dOrt dotru ic;inde blrblrinden farkh lkl dofru bu
lu nmazea, lddia bu halde a1tklrd1r. Bu mabakeme tek blr letfena 

Ile n den n + 1 e g~lte uygalaoablllr. 0 ietleoa da 2 den 8 e re· 
c;l1tlr. Ba halde mubakeme 1uya dll1er kf, banun da zaten Myle 
olma11 llz1mdir. 

Cevaplandmlmayan No. lar: 14, 15. 

Vlll. B0L0MDEKI SORULARIN t0Z0MI.ERI 

1. Sorulan en k1aa ve en uzan yollar 1anlardir: (1) o nokta
lar1 birle1tlren dotru parc;a11, (2) noktadan dofruya lndlrflen dlk
me, (8) ortak dlkme, (•) verllen nokta ve dalrenlo merke:r.ioden 
gec;eo dofru Gserlnde hirer dofrn parc;a11 (Oklld III 7, 8), (15) dal
reoln merkezlnden verllen dotruya dik dofru tberlnde blr dotra 
parc;a11, makllmum yok (6) merkezlerf birle9tiren dofru llzerinde 
dof ·a parc;alan. Minimum uzakhlin 0 olduta baller, Gnemll ola
bllmelde beraber, a9lklr oldufandan devamh aurette blr kenara 

b1rakdm11tir. 
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2. Sorulan en ln1a ve en uan JOllar tulanhr: (1) No.t
talar1 blrle,tuen dotro paroa11, (2) noktadaa dtlsleme lncUrtlen 
dilrme, (8) orta.t dlkme, (f) noktadaa dolnJa IDdlrlJea dlbae, 
(6) orta.t clikme, (8) parqrd ' e bakuus, (7) Verllen notta11 
hrenln merkulne blrlettuen dofro Clserlnde blrer dotra pu.. 
oaai, (8) knrenln merbshldeD dtlsleme ladlrllma dlk dofra a.
rlnde blr dotro ~·· mablmam yot, (9) tarealD merbaladen 
dofru1a lndlrUen dlt dofru tlserlnde bir dofra ....-1, mablmam 
Jot, (10) merkesleri blrlettlren dofra berlnde blrer dofra pu.. 
oa-1. Minimum uathful 0 oldofu baller blr bun bll'ablmlfbr. 

I. (1) AJn1 mer.taU dalreler, (2) peraJel dofnalar, (8) apa 
•erte&ll dalreler. 

'· (1) A7n1 mert.U .ttlreler, (2) panJel dlslemler, (8) a1m 
ekaeall 1lllndlrler, (f) •JD• mer.talJ .ttlnler. 

5. (2) parqral 8 e bebnis. Diterlerl beuw f8kllde. 

'· (8) Blrlncl dofru1a ebea, l.tlaolJI tetet oJara.t bbQJ 
eden tam blr taae 1lllndlr vardu. Tefethl dtlm• noktuJ mbd· 
•am ma.tbt1 verea d.otra pe.-uua blr ao aottaudar. DJier
lertde bau beuer. 

7. Vernen tenarlardu blrlae tabea cli,.U.. Tabema .... 
kUnt 1ablt tutarat clJter verllmlt bun 1ablt aeuu etrafuada 
dGndQrellm ve bu .teaarua detlfea aeaaa X dl)'ellm. X blr dalN 
Olame.t sorudadu, telvlJ8 oJqllerl tabeDa pualeldlr, alaaa 

llablmum alaa tl"9JI dlktlr (kl ba da qlllrdlr). 

I. Verllea .teaara tabeD deJfa, tabula mn.trtat •bit 
iutan ve, ad1aa X cliJ80ellnls, tabeaaa brf18Ulda.tl klteJI deo 
llttea olara.t aha. X la en.W. verllla yola blr ellpe olap. 
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teavlye c;izgilerl tabaoa paraleldlr ve nt.tlcede makalmam alaoh 
Qc;geo lkizkeoard1r. 

9. Teavlye cizglleri x + g =ta bit dofralandir, evvelden 

verllen yol, A vrrllmit ala01 goat• rmek Uzere, denklemi xg =A 
olan etkenar blperbolllo bir koludur. Simetrl dolaym lie x =g 

prttoa uyan blr defme nokta11 mevcuttur. 

10. Ortak merkezleri verllen nokta olan ve glttlkc;e genlt· 

leyen daireJer dtttOnelJm. Bunlar ara11nda verllen dotraya daya· 

nan blr Ilk dalrenin mevcat olacaf1 aezgt lle beabellidlr; ba 

dalrenln yar1c;ap1 aranao en k1aa uz•k.hktir. Mlall 1 (2) ve (4) hal· 

Jerlnde durum muhakkak ti bOyledlr. 

11. Barada yolan teaviye c;lzglalnl keamealoden makaat, 

o yolun teavlye c;lzglalnln bir taraf1ndan ObQr taraf1na gec;meal 

ve fonkaiyooan bu taraflardan blrinde ke1l1me nokta11ndaklnden 

daba b0y11k ve Otekinde ke1l1me noktaa1ndaktnden daba kQc;Qk 

deferler alma11d1r. 

12. H1y1r; bu olablllr, fakat mnhakkak tart defildlr. Ge• 

zlntlolzde vard1f1nn en yUkaek nokta (etraf1n manzaras101 gOr· 

mek latedlf iniz takdlrde) P tepeal, yabut (blr vadlden Otektne 

giderkf.n ~ebllecefiniz) S gec;lt ookta11, yahut yolunuzun bat· 

lang1c; nokta11, ya but yolunuzun bltlm nokta11, yahut ta onun 

blr kOte nokta11 (yanl aafdan ve aoldan ttteUerln ayn1 dofrul• 

tuda balanmad1t1 bir nokta) olablUr. 

ts. (1) 180° ye tekabl11 eden teavlye c;i71l1l AB dofru par· 

ca11, 0° ye tekabQI eden teaviye c;lzglal, A lie B yi blrle1tlrell 

dofrunuo AB dofru parc;aat c;1kt1ktan aonra kalan k11m1dir. DI· 

fer herbangl bir teavlye clzglal her lklalnln de aclari A, B olall 

ve A ve B den gec;en dofruya gore almetrlk balnnan Lk1 dalre 

yay1odao lbart:ltir. (2) Efer ikl te1Vlye c;lzglal blrblrlnden farkJI 
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lae, bnnlardan blrlsl Oteklnln tamamlyle lclnde bulnnur; ~ AX B 
lc;tekl tesvlye c;lzglsi flzerlnde daba bllyl1k dittakl Qzerlnde daba 

kt1c;Qk deger ahr. Uygun blr surette tefslr edllmek 9arhyla, bn 
0° ye tekabQl eden teavlye c;lzglai lc;ln de dot•udur. 

14. Mlnimama, l dofrnsunun A ve B den gec;en dotruyo, 
Yanl blr tesvlye c;lzglainl, kestlfi noktada erltlllr. Bo, Misll 
11 de konmut olan prenslbl bozmaz; ~AX B bu Ozel teavlye 
ClzgJslniD her fkl taraf1nda da OD Un ftzerfndekJndeD daba bftyQk 
degerler ahr. 

15. Yas19 tarz1n1 paragraf 6 dakl glbl aec;ellm. c yl blr an 
lc;ln sablt tatahm. Ba takdirde, V = abc / 8 verllmlt oldutundan, 
ab de aabit kahr ve 

S= 2 ab+ 2 (a+ b) c 

lfadesl 2 (a+ b), yanl verllmlt ab alan1n1 balz blr dik dnrtg,.nln 
c;evreal, minimum oldnfu zaman kendl mlnimomuna ula11r. Buda 
0 == b olduto zaman vlki olor. ~lmdl bareket ettlfinlz noktay1 

deffttlrerek, batka blr kenar1 sablt totunoz. 

16. Kenarlardan blrlnl sablt totonoz. Bo takdlrde Mia.ti 

8 deld hal lle kart• kart•Y• bulunoraonu1, kl bo balde gerf ka
lan lkl kenar blrblrlne etlt olmahd1r (ft('gen lkhkenardu). Bo 
IDohakeme herhangl lkl kenara oygulanabllecetlnden, makslmu

IDo veren tlc;gen e9kenar olmahdu. 

17. Taban dftzlemlnl ve onon tar1111ndakl kn1eyl aablt 
hitunoz, fakat bu takdlrde verllen blr dalre lc;lne clzllmit blr 

Gc;gen olan, tabani detltken olarak dOtllnflnftz. Dortyllzlllntln 
1tlkaeklitl aablttlr; parairaf f (2) ye 1ore taban alan1 (v~ onunla 
birllkte dOrtyl1.zltlnl1n hacmi) taban1n e1kenar olma11 ballade 

ltlaktlmum olur. Dnrty111lllnl1n herban&f blr yftzllntl taban olarak 
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secebilece(timlzdeo, her yttz e1kenar olmahdir. Su halde hacm10 

makeimum olmae1 lc;ln dOrtytlzltl dUzgl1n olmahd1r. 

18. Kenarlartndao ikisi a ve b olan ttc;gene tabao gOzttyle 

bak101z. Buoun karo1B1ndaki yttkeekllifi deli9tirmedeo tabant blr 

dlk ll~gPn oekllne eokuouz. Bu de{titlklik tabao10 ahntm artt1r1r 

(Miell 7) ve neticede hacm1 da arttmr. Slmdi diler blr kenar 

c;iftine ayo1 9eyi uygulayabilirelniz, fakat doltrudan dotruya 

c yi hem a, hem de b ye dlk yapmak daha lyidlr. 

19. En k1ea uzakhl1 veren dojtru parc;ae101n eillodir ftze· 

rlodekl ucuou sablt tutarak, MleAl 2 (7) dolaylBlyla bu dotro 

parcas1010 kllreye dik oldu(tuou bulureoouz. Bu dojtru parcas1n1n 

kttre 11zerlodekl ucuou eabit tutarak, ooun elliodire de dlk ol· 

dujlunu gOrllrellottz. Su haJde en k1ea uzakh(t1 vereo dolru par· 

c;ae1 her lkieioe de dik olmahd1r. Bo dolrodan do(truya da g01-

terilebilfr. 

20. Mie!l 19 daki metod, en kllc;llk uzakh(tt vereo do(tru 

parcas1010 her iki elliodlre de dlk oldo(tuou gOeterlr. Haklkaten, 

bo do(tru parc;ae1 elllodirlerin ekeeolerl arae1odakl en kttc;11k uzak· 

b(t1 vereo dojlru parc;ae1 Ile ayo1 do(tru tlzeriode bulunur (parag· 

raf 4 (1) e bak1n1z). 

21. Mlell 10 un uzaydaki bir benzerl olop, Miall 19 un 

metodu uygulantr. 

22. Farazlyeye gore, X, Y, Z, ... olo bllttto kabQ.1 edlle

bilir delerleri lc;ln 

f(X, Y, Z, ... ) ~/(A, B, C, ... ) 

dlr. Su balde Ozelllkle 
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/(X, B, C, ••• ) !!E /(A, B, C, ••• ) 

/(X, Y, C, ••• ) !!E /(A, B, C, ••• ) 

117 

lllh ••• ; X, Y, Z, ••• detlfba _,..., analalslU, afl)u, _... 

Jar, ••• olablllr. 

IC. Ya .r1 =•a=•a cUr (lllt:IMal UJ), .rataat ·~l ft1a a,, 
.r., ••, ._ d.,_...d• tam lklal farkhd1r. Ba fub• matto • 
lwlae tl, dlJellm; ID9l8ll 

tl, =I .ra -•a It '9 = ,,,-.r,f 

olaaa. Tarlfe .-

± 
" 

•a .J. .r- •a ± .ra •a - •a ± ti. 
·-~-h-~-~- t -~- t - ~· 

rabat J, = ~· cUr. Apa flkllde 

"·=~a11-t1.-./&= •·• =t1.1r•, 
't'9 Detlolde 

'

.r _1., ' _.r,+1a+ .. ,_1.r.-1a+•.-.. 1 
I • =- '• I I di.,., • ..., 0 ..... 

.,..._ A..,_tllt .. ., 
lmle .ra, .r,, .•• , "'• ,._.....,..~ 1t111u9 alabas 

•1±.r1± •••+ .. ==a.A • 
• ... ,,., .... , ................................... .... 

...... .... - klttt ft ..... 11111. _. .r, ...... 0.. 
deblerla ba ....... _, ,.. .,..,. .... ,.. .... ,.,..... 
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olan zarara1z blr baeitleetlrmedir. Yokea yalnrz x 1 In en kQc;Qk 

dejterl ald1g1na dalr, calz olmayan blr kabtl.lde bulunmu1 de/iliz.) 

Bu takdlrde 

x, <A< x, dlr. 

Stmdt 

xi'= A, x,' = .t' 1 + x1 - A, x,' = x 1 , ••• 1 xn' = Xn 

dlyellm, Bu takdlrde 

x 1 + x, + • • • + Xn =xi'+ x,' + • • • + Xn' 

ve 

xi' x1'-x 1 x1 =Ax,+ Ax,-A'- x 1 x1 = (A- x 1) (A-x1) > 0 

olur. Su balde 

x 1 x, x 1 ••• x,. < xi' x 1' x.' .,. x,.' 

dir. Eter x,', xt' .. . , x,.' hep blrbirlne e1lt delll~e, bu f9leml 

tekrar ederek 

xi'+ x 1' + • · • + x,.' =xi"+ x 1' + • • • + x,.• 

xi' x,' x1 ' • • • x,.' < x 1' xt' x1 ' • • • x,.' 

olacak 1ekllde 11 tane :c,', x,', ... , x,.' uy111ndan lbaret dljter 

bir tak1m elde ederls. 

x.', x' 1 , ••• , x,.' tak1m1 A ya e9ft en as bir terlm, 
xi', x,', ... , .x,.• tak1m1 A ya etlt en as lkl terlm lhtlva edu. 
En ge9 .x~n-1), .x~n-1), ••• , .xin-J) tak1m1 n-1, ve netlcede 11 , 

tane A ya e1lt terlm lhtlva eder ve bOylece 

x x • • • ,x < x(n-1) x<n-1) • • • x(n-1) 
I t n l I It 

=An = ( x 1 + x, ~ • • • + Xn) n • 
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26. x, g, z dikmelerinin ortak b1tlang1c noktalar1n1 1lcge

nin Uc kntesi ile birle1tirlrsek, bu Qcgeoi daba kQc1lk ftc Qcgene 
•yirm11 oluruz. Bu i1c parcan1n alaolari toplam1n1n bQUlo Qcge

nin alan1na etit oldufuou ya:&arak, x +!I+ z = l elde ederlz. 
x = Sablt denkleml e11kenar Qcgeoin tabaa1oa paralel blr dofrn gOa

terlr, g = z denklemi Qcgeola yQksekUflni gOeterlr. Sek. 8.9 dakl 

kmk cizglnln ilk kenar1 tabana paralel olup, yUksekllk Qzerlnde 

•on bulmaktad1r. MieAI 25 tekl Ilk ad1m tabana paralel blr dofru 

P•rcas1 fie gOsterllmekte ve denkleml g = 1/8 olan dofrn ftserln

de eon bulmaktad1r kl, bu dotru dlfer blr kenara paralel olup, 

merkezden gecmekledlr. Iklnci ad1m g = 1/3 dofrnsu Qzerlndekl 

bir dofru parcas1 Ile gosterilmekte ve merkezde son bnlmak
tad1r. 

27. 

MlsAl 25 modellne gOre yap1lan cOz'\m lcio Rademacher-Toeplltz 

S. 11-14, 114-117 ye bak101z. (') 

28. K1emt defi11lm modeJJ. 

29. Eketremuma ula11lao noktada 

'a/ 'ag 
-+.t~=o 
'ag ag 

denklemlerl .t nin nygun blr deter! lcln cari olurlar. Bu 1art, 

a z I ax ve a 8 /a g ala iklslnla blrden s1f1ra etlt olmamaa1 fara

zJyeel alt1nda elde edllmlttlr. a I I c x, (l I I Clg DID de fkl1fnfn 

birden s1f1ra e1lt olmamas1 farazlyeelnl buna llAve ederaek, .t h 

denklemler 8 = o (verflmlt yol) etrlalnin ekltremumdan gecen 

/:::::. Sabit (teevfye clzglal) etrlsine o noktada tetet oldutunu ifa

de ederler. 

(') Ba 1011 Herla Tirk(!• 9e•lrl•lad• (Tark llal•••tllr Deraell 
1•11alar1, s.11 : u> s. 19_ 14, tl0-181 • bakla11. lCevlrealJl aotal. 
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50. Bir tepede, veya blr gec;lt nokta11nda, 

a f a f 
a x =a g=O 

dtr. Ver1lmi1 yolun bir kOte noktae1nda, (eiter mevcut ieeler) 
a g I a x ve a g I a g nin her iki1i de 11f1ra e1it olur. Verllml1 yo

lun ba1lang1c; (veya bltim) nokta11nda vukubulan blr ekltremum, 
MiaAl 29 da zlkredllen ve g (x, g) = 0 1 gerc;eldeyen blr nokta· 
n1n blr clvar1ndaki ayn1 denkleml gerc;ekleyen biitan (x, g) nok· 
talarina gore izafl blr ekatremum olmaetna dalr analitlk oarhn 

uygulama alan1na hie; te girmez. 

51. Sorulan oart 

d1r. Bu oart, g D1n Uc; k11ml tQrevlnin hep blrden 11hr olmamaa1 
farazlyeal albnda carldir. Bundan ba1ka, blr de f nin Q~ k11ml 
U.revlnln hep blrden a1ftr olmadtit• farzedllirae, bu l h denklem· 
ler ekatremum noktaemdan gec;en g=O ve /= Sablt yQzeylerl· 
nin o noktada blrblrlerine teitet olduitunu g01terlr. 

32. Sorulan .. rt Qc; denklemden lbaret olup, bunlardan 

x-ekaenlne dalr olan birlnclal 

du. Bu tart Uki 

olan DQ determlnant1n hep blrden 11fir olmamae1 faraziye1lne 
dayanir. Bundan batk• bir de f niD ttQ klamt tllrevJ hep bJrdeD 
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11f1ra eolt defilse, yukar1kl OQ denklem g = 0 ve It = O yftzeyle
rinln arakesiti olan efrlnln, ekstremum nokta11ndan g~n 
/= Sabit yUzeylne o noktada tefet oldufunu ifade eder. 

34. latenllen netlce oudur: Ancak kOp makllmuma erltlr. 
~u halde eoltaizllk e11tlljte dOndllfQ zamaa kOpQn ortaya 01k
maa1 gereklr; yanl, makalmum loin x = g, yabut (alanlara ba

karak) x' = xg olmahdir. Halbukl, (ba1ar111z olarak) kulland1f1-
mu e1lt11zllk 2 x' = 4 xg oldutn zaman eoltllfe dOnQyor. Buradan, 
onun olumlu aonuo vermlyecejtlnf Onceden kestireblllrdlk. 

Paragraf 6 ya blr gllz atarak, veya atmadan, S yf Oc kar-
11hkh yQz Qiftlne ayirahm : 

S=2x'+2xg+ 2xg, 

Vt: buna ortalamalar teoremlnl uygulayahm : 

(S/8)1 ~2x'·2xg·2xg=8x'g'=8 V'. 

Barada eoltllfe aocak ve ancak 2 x' = 2 xg, yabut x = g ballade, 

yani yaln11 kQp iclu ula11l1r. 

Buradan ou den 91kar: e1ltllk ballnl Onceden gOrmek, 1lze 
tutacaf1n1z yolda rehberllk edebll!r, alze hlr Ip ucu vereblllr. 

35. V, S, x ve g 11llndlrln 1ua11yla bacm1n1. ytlzey ala

ntn1, yar19ap1n1 ve ydksekllflnl gOatenln. BOylece 

olur. Barada latenilen neUce olan g = 2 x bize rebberllk eder: 

S = 2n x' + n xg +" xg 

tekllnde yaz1hraa, ortalamalar teoreml 

(S/8)1 ~ 2 :r x'·n xg•n xg = 2 ,,.• x'g' = 2" V' 

verlr kl, burada etltllk ancak g = 2x lcln earl olur. 
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36. Miall 34 bunun blr Ozel ball, Mia!l 86 te blr 11n1r ha
lldir. V, S, g ve x prizmanm s1ras1yla hacm1n1, yttzey alanm1, 
y!llrseklijtlni ve taban1nin kenarlar1ndan blrlnl gOsteraln. a ve 
I de, tabana benzer ve tabanm x uzunluitundakl kenar1na teka

bUl eden kenar1n1n uzunlujtu 1 olan blr c;okgenln siras1yla alan 
ve c;evreslnl gOstersln. Bn takdlrde 

V= ax'g , S= 2 ax'+ lxg 

olur. Mlell 34 ve 35 te S nln makslmum taban alan1na (burada 

ax') S/6 olduitn zamao eritilmlttl. Bunun ellmlzdeki genel halde 
de bOyle 0Jaca~1n1 beklemek blze blr Ip ucu verlr; bu yUzden 

S= 2 ax'+ lxg/2 + lxg/2 

yaza rsak, ortalamalar teoremlol kullanmak suretlyle 

(S/3)':::,.. 2 ax'o(lxg)'~<t = (l'/(2a}] V' 

elde ederlz kl, burada etHllk 

ax' = lxg/4 = S/6 

olduitn nman vukubulur. 

37 . V, S, x ve g c;ifte plramldln ur111yla bacm1n1, yttzey 

alan101, tabanm1n blr kenar1n1 ve kendlalnl tetkH eden plramlt
lerden blrinin ytikaekll~nl gOateraln. Bu takdlrde 

V= 2 x' g/8, S= 8 x ((x/2)' + g')'I' / 2 

olur. Dll1gttn aeklzy11zl1l ballnde, kendlalnl tetkll eden plramlt
lerden birlnln yttksekl~lnlo ikl kah tabao1n c;ap1na etlttir, yabut 

2g=2'1' x, yahut 2g'=x' 
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dlr. Bu Ip uconu elde ettlktea 80Dn, 

s• = ' .... (.r1 +2,• + 2,1> 

yazar1z ve 

(S1/8)1 ~ ,, .r• z1 2g1 2g1 = ,, .r' g' = (8 V)' 

elde ederla. Barada qltlft ancat z 1 =2,• Iota valrl olur. Bo 

balde s = 8 111 2 .r1 oldutuaa diktat edfala. 

SI. V, S, .r ve 11 olfte koalala 1aru1yla llacmaa1, JbeJ 
alan101, taben1a yanoap101 ve teadbfaf tetkll eden koallerdea 
blrlnfa yGbekllflaf 10.tenln. Bu takdfrde 

V=2•.r1 g/8, 

olur. Dlt tenarlan .r, 11 ve hfpoteaa1a (z' + g'J'I' olaa dlk Go-
1enl naur1 ltlben alahm. z la blpoteaa. tlaerladekl ladllfGma 

(minimum ballade vakl olacatm1 umdufamu lfbl) bu blpoteaa-

1Gn 1/8 Gae 9f1t oluna 

.r' = (z' + g')/8 

yabat 2 z 1 = g• olur. Ba lpacuau elde ettlkten 80Dn 

s• = 2 •• .r' <2 x' + 11' + 11'> 
Juar1a ve 

elde ederla. Bunda •tlUlk ucak 2.r1 =11' ballade vakl olur. 

Bu halde S= 8 111 2·• .r' oldutuaa dllrlr:at edlafs. 

Sf. V, S, ve 11 oafle pfralllldJD IUUIJla haomia1, JtluJ 
ala01a1, ve keacllllaf tefkll eden olfte ptramltlerda blrlala JD· 
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sekllAinl g01ter1ln. x, a, ve I yi clfte plramldln taban1na bpkt 
Mi1Al 36 DID cOzflmflndekl ayn1 harflerl ta11yan bflyflklerln ora

dakl prizman10 tabanma baAh olduklari 1ekllde baflayahm. p, 

taban10 lcine clzilen dalrenin yauc1pm1 gOsteraln. Bu takdlrde 

V=2ax'g/3, 

ax'= l x p/2, 

S= 21 x (p' + g')'I' / 2 = (4 a' x' + l' x' g')'I' 

olur. S, Misll 87 ve 88 de S = 3'1' 2 ax' oldufo zaman mini

mum olur kl, bu 

l' x' g' = 8 a' x' 

verlr. Bu Ip ucunu gOzOnflne alarak 

S' = 4 a' x' + l' x' g' / 2 + l' x' g' / 2 

yazar1z ve buradan 

(S' / 8)1 :=::: 4 a' x' ·cl' x' g 1
)

1 
/ 4 = (l' / a 1

) (8 V/2)' 

elde ederlz. Hurada eoitllk, ancak ve ancak ax' taban1=S/(8'1'2) 
olmas1 ballnde vukubulur. 

40. Barada akla yak10 blr faraziye vard1r: Etkenar fl~en, 
verllmi1 blr alan1 balz fl~oler lelode en kflcfllr eevreyl halzdlr, 
yahut verllml1 bir eevreyl halz Ocgenler lclnde en bQyO.k alan1 
halzdlr. a, b, c, A ve L = 2 p flegenln 11ra11yla 0.c kenar1 Ile, 
alan1ru ve cevre uzunlufunu gOstersln. Heron'un formfllO.ne gore 

A'= p (p-a) (p-b)(p-c) 

dlr. Burada ortalamalar teoremlnln kullanllmas1 blze kuvvetle 
telkln edllmektedlr: p verildlAl takdlrde A fazla bflyflk olmama-
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hdir; ••t taraf blr c;arp1md1r. Teoreml naall uygalamahy1z? 
!tte blr Ip ucu : e/er tlc;gen e1kenar lae, a= b = c, yabut 
P - a= P - b = p- c dir. Su balde ooyle hareket ederlz: 

A'/p = (p-a) (p-b) (p-c) 

:!f (p-a + p;b + p-c)' 

= (p/3)' 

Yani A' L. £' / (2' 81) olup, eoitUk yaln1z e1kenar tlc;gen ballnde 

vukubulur. Mlsll 16 ya bak1n1z. 

41. Barada akla yak1n blr farazlye vardir : Kare. 

a Ue b nln araa1ndakl ac1 <P, c fie rJ nln araa1ndakl •c• 'I' 

ol1un. <P + 'I!= 1 olur ve 

2 A = ab sin <P + cd aln IJI 

elde ederlz. <P Ile l[1 yl ayiran k01~genln karealni iki ttlrlll lfade 
ederek 

a' + b' - 2 ab cos <P = c1 + d' - 2 cd co& fJT 

elde ederiz. Simdi aralarinda <P ve IJf yl yok etmek tlzere ellml1-

de Uc mQoasebet vardir. 

(a'+ b'-c'-d' )' = 4a'b' cos' <Ji+ 4c1d1 co1• 'l'-Bab cd cos <P COi 'I' 

16 A'= 4a'b' 1ln' <P + 4c'd' aln1 IJT +Bab cd alo <P 1ln tf1 

Yi toplayarak 

16 A'+ (a'+ b' - c' - cf')'= 4a'b' + 4c'J' - 8 ab er! COi' 

= 4 (ab+ cd)' - 16 ab cd (co& •/2)1 

elde ederlz. 

Nlbayet, kare farklar1n1 gOzOntlne alarak ve 
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diyerek 
A 2 = (p- a) (p- b) (p-c) (p- d)- ab cd (cos r/2)' 

buluruz. 

Mubtemel minimum (kare) halinde kenarlar e1it oldutu gibl 
p-a, p- b, p- c, p-d de e1lttlr. Bu Ip ucu lie (yukanki e1lt· 

likten ve ortalamalar teoremlnden) I 

A' L. (p- a) (p-b) (p- c) (p- d) 

~ ( p-a + p- b ; p-c + p-J)' 

= (p/2)' = (L/4)' 

elde ederiz. Raetlad1t1m1z her !kl e11tslzlitln de e1itlite dOntlt· 
mes! lcln 11 = 180° ve a = b = c = d olmal1d1r. 

42. Prlzma, lylce hazirland1ktan sonra Miall 46 ve 47 de 
ele alacat1m11, dlfer lkl cislmden c;ok daha kolay ele ahnablllr. 
L, prlzman1n taban1n1n c;evre uzunlofunu, h da yQkaekllfinl gO•· 
tersin . Prizman1n her yan yQzQ bir paralelkenardir; bu paralelken•· 

nn taban1 prlzma taban1n1n blr kenar1 ve yQksekliti ~ h d1r. eu 
halde prlzman1n yan yi\zey alan1 ~ l h olup, e1ltlik yaln1z ve 
ancak bQtlln yan ylizlerlnin tabana dlk olmaa1 ve netlcede verl• 
len prl1man1n blr dlk prlzma olmas1 hallnde vukubulur. 

45. x1 , 9J j = O, 1, 2, .. . , n lc;ln P1 nln koordlnatlar1ol-
1un. J=l, 2, ... , n lc;ln 

vaz'edlnlz. Bu takdlrde i1tenllen e1itslzlltln 101 taraf1 

P0 P1 P, • • • P,. kmk c;lzglsinln uzunlufu, sal taraf1 da bu ktr1lt 
c;lsglnin oc; noktalar1 ara11ndakl en k11a yol olan Po P,. d<>l1'11 
parc;a1101n uzunlu(tudur. 
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44. n = 2 hallnde (haflfc;e defitik blr yaz10 tarz1yla) 

(a'+ v')'I' + (U' + V')'I' ~[(a+ U)' + (v + V)')'/1 

iddia11n1 incelemek lc;lo, bu eolt1l&lifio her ilrl taraf101n kareeinl 

almak ve dljter baz1 cebfreel ltlemler yapmak aoretlyle keodfalne 

denk olan ou lfadelerl elde ederlz : 

(a'+ v')'I' (U' + V')'I' ~ a U + v V, 

a' V' + v' U' ~ 2 av UV, 

(a V - v U)' ~ 0. 

Bu son oekliyle Iddia atlkAr olarak dolfudur. Etltlife yal
n11 ve ancak 

a:v=U:V 
hallnde erloillr. 

n = 8 hallnl iapat fc;io, n = 2 baUof Oat Q1te blrtac; kere 
uygular1z: 

(a1 ' + v1
1)'1' +(a,'+ v1')'1' +(a,'+ v,')'I' 

~ [(a1 + a,)'+ (v1 + v,)'J 'I'+ (a, 1 +"•')'I' , 
::::.. [(a1 +a,+ a1)' + (v1 + v, + a,)')'I'. 

II='· 5, ••• ic;ln de benzer oekilde hareket edlllr. Hakltatte, 

burada matematfk endllkalyoo Irollandmaktad1r. 

45. Oc;genln yQkaekllfl Ii ol1un, taban1 da yllkaekllffn 

•yaf1 taraf1ndan p ve q ozuolojtunda ikf par~aya ayrd11n. Bo· 

?ada fa 91Jt1izllfl lapat etmelJyis: 

(p' + /i1) 1/ 1 + (q' + ,..,,,, ~ 2 [(pt q)'+ 1i•]''' 
= [(p + q)' +(Ii+ Ii)']''', 
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kl bu da Miell 48 llD blr Ozel halldlr. Bnrada Eoltuk lc;iD 

p: It= q: It, 

yahut p = q olmah, yaDi llc;geD lklzkeDar olmahdu. 

46. It, p DID yQkaeklijtl, a., a, • ... , On' p Din tabaDJDlD 

kenarlart ve p., p 1, ... , p,. de yt1kaeklljtlD ayalindaD a1raa1yla 

ynkar1kl keDarlara lndlrllea dlkmelerla uzualuklar1 ol1un. ~.:, j 

Qzerlode ve j = 1 den j = n ye kadar yaptlan toplamay1 goater

dlli takdlrde 

A=:Sa1P;f2 

S= A+ :S a1(p} + h')'I' /2 

olur. Bu tfadeler bir P0 dlk plramldl lc;ID basltleolrler, c;UDkU bu 

halde yDkaekllliD ayajt1ndaD blltQD kenarlara iDdirileD dlkmele

rlD uzualuklari ayD1 blr Po dejterlai baizdlr. eu balde bOyle blr 

plramtt tc;ln 

Ao= lo Po/2, 

So= Ao+ lo (po1 + h')'I' / 2 

=Ao+ (4 Ao'+ It' l 0 ')
1
/' / 2 

olur; P ve P0 ayDt 8 V/A = 8 Vo/Ao= h ytlksekli{tlnl halzdlr. 

Miall 48 Q ve farazlyelerlmlzl kullaaarak 

2 (S-A) =I ((a J p 1)
1 +(a J h)1) 1

/
1 

=:::[(.!a J p 1)1 +(.Sa J h)')'/1 

= [4 A'+ It' l') 1
/

1 

:::: [4 A'+ It' lo'J'I' 

=2(S0 -A) 

elde ederlz. eu halde S:::: S, dir. Burada e1ltuk lc;ln, yukarda 



VIII. 48) ~ozOMLJUl 179 

rastlam11 oldufumuz her iki eoitelzlik te eeitllfe d!Snmell, ve 
b1lylece ild oart gerc;ekle1melfdir. Blrinciel: 

Pt : h =Pt : ht= · · • = Pn : h,. , 

yani P bir dik piramit olmalldir. lklncisi: l = L 0 olmahdll'. 

47. QISzQmQ iki ad1mda yapacaf1z: (1) D nln taban1n1 Do 
inkine ve D yi te1kil eden iki piramfdl dik plramitlere d1Sn01tUrece· 

fiz, fakat bu piramitlerin yilksekllklerioi sablt birakacejt1z. B!Syle· 

ce, mutlaka bir dik c;ifte piramit olmas1 lcabetmeyen, blr D' c;ifte 

piramidi elde ederiz. (D' yQ te1kll eden iki plramidin her lkisl de 

diktir, fakat bunlarin yl1ksek1Jkleri farkh olabUlr.) (2) D' yQ Do a 

d1Snt11tilrfirfiz. ?ifl&a.J 46 ya g!Sre (1) ad1m1 yQzey alan1n1 ancak kQ. 

c;UltQr. D' ytl teekil eden lki plramidin, h1 ve lat u1unluklann

dakl, yfikseklikleri ayo1 dofru Qzerlndedir. D0 1n taban1n1n lc;ince 

c;izilen dairenin yar1c;ap1 Po olsun. Bu takdirde Misti 415 dolay1· 

s1yJe D' nun yllzey alan1 

d1r. 

S= [(p0
1 + h 1

2)'/t + (p/ +ht')'!'] Lo/2 

::::.. 2 [ , + ( h, +ht)']''' Lo= S. 
- Po 2 t o 

48. V hacm1n1 hep sabit b1raka1ak, c;IS1QmQ Qc; ad1mda 

Yapacajt11: (l) TabaDJ gerek bic;Im, gerek bOyQkltlk bak1mm

da sabit tutarak verilen prizmay1 blr dlk prlzmaya d!SntlftUre

cefiz. (2) Tabani, A alan101 aabit tutarak, bir kareye c;evlrece
Cefiz. (8) Bu kare tabanh dlk prizmay1 bir kQpe d1Snt11tttrecefiz. 

(1) ve (3) ad1mlar1, sirasiyla Mid.I 42 ve 84 dolayHlyla, prism•· 
1110 S yttzey alantnt ancak kilc;ttltllr. (2) ad1m1 prl1man1n 

la== V/A yfikseklijtinl ea bit b1rak1r ve, Misti 41 dolay111yla, 

taban111 L c;evre uzunlufu ancak kQc;IUtilr; dljter taraftan 

S=:: 2 A+ L h oldu~undan bu adJm da S yl ancak kQc;QftQr. ~a 
halde verilen prizma daba batlang1c;ta blr k11p olmad1kc;a, yaka-
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r1ki Qi; ad1mdao en •o•R• b1rl S yi kUc;tlltUr. Daha zay1f olan 

M1sA1 34 teki teorem bu.rada bir atlama tq1 vazifeainl gOrmU1tttr. 

49. Bu problemin c;oztlmQ, bpk1 Miall 48 in MieAl 42, 41 

ve 3~ ten c;1kbR1 gibl, Miall 47, 41, ve 87 den elde edillr. Fakat 

burada, Miall 47 oin keakin ifadeai aayesinde, Misl.l 48 deki (1) 

ve (2) ad1mlarm1 tek bir ad1m halinde birle1tireblliri1. 

50. Herhangi bir Iler• n tabaoh plramltteo (dUzglln olmas1 

ieab· tmeyen herhangl bir dortyllzlo.den) hareket ederiz. Bu dort

yllslllyll, V baem101 ve taban1n10 A alamo1 aabit tutarak, fakat 

1gerekir1e) taban101 bir e1kenar llcg"n hallne sokarak, blr dlk 

p1ramide doo01tttrOrQz. Bu, Mlsl.1 40 dolayl8lyla, tabanm c;evre 

uzunluRuna azaltir ve netieede, Misll 46 dolay111yla, S yllzey 
alan101 azalttr. Yeni piramidin yan ylizlerl ikizkeoar ttc;genler

dir. Banlar t-fkenar olmad1kc;a, ic;lerlndt n birini taban olarak 

sec;er ve yukar1ki i1lemi tekrarhyarak S yi daha da azalbr1z. 

K11mt d<'i! itim preoalbi (Miall 22) dolay111yla, eRer verilen V 
bacm1n1 haiz dOrtyOzltUer ic;iode S yQzey alan1 minimum olan 

blri varaa, bu JOrtyUzlll dllzgt1o olmahd1r. 

51. Mtbll 53 e balun1z. 

52. Ml .. ll 58 e bak1n1z. 

53. V, S ve g piramidin s1ras1yla hacm1n1, yOzey alan1n1 

ve yllkBekllRioi gOsterein ve x, a ve l piramldin taban1oa Mi· 

ell 36 n1n c;OzOmUodeki gibi baRlanm11 olsun. p, taban1n ii;ine 

c;lzUl n dairenin yar1911 p1n1 goatersln. Ba takdirde 

V=ax'g/3 

ax'= lxp/2 

S =ax'+ Ix (p' + g') ' I' / 2 

=ax'+ (4 a'x4 + l' x' g')'I' / 2. 
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Taban10 blclmloe tlbl, fakat bllytUdllfllne Ubl olmayao 
Jfadeler ithll etmeye c•htirlreo 

- = 1 + 1 + _fl._ = 1 + (1 + t) ,,, S [ ( I )']'I' 
ax' 2 ax 

(burada (lg/(2 ax)]'= t vaz'etmek 1uretlyle blr ln1altma ltW et
tik) ve 

S ' I' (1 + (1 + t) 'I')' 
ca v>•= .-; t 

Yi naur1 iUbara almaya aevkedillrlz. V nln verlldlflne ve S 
nin de minimum olma11 1erektiflae gore, eoauncu etltllfla eol 
taraf1 minimum olmahd1r. ~a halde 1af taraf ta minimum oJ. 

mahdu. Falrat taban10 blclml ve bOylece l'/a verllmittlr. ~a 

halde, gerlye lralan 1ey t nln uf taraf1 minimum yapea d• 
rfnl bulm•kbr: bu defer ta6a11r11 bi~lmJ11tle11 mU.tdll lir. ea balde 
bu defer bl1tt1n Ozel blQimt.r, meeell MtdJ 61 ve 62 de t>.hee
dllen bicUnJer, iQln ayn1 hizmeti gOrllr. Falrat netlce.laJ blldlfi
mlz blr Ozel bfclm vardu: tat>.n blr eokenar llcgen lie, en lyl 
S: ax', yanl y111ey alan1n1n tat>.na eo lyl orao1, Midi l50 dola

Y•••yla, ' : 1 dlr. S/(ox'} yalo11 t ye Ubl oldofondaa, bu netfce 
bUtQn bfclmler iclo dofro olap 

1 + (1 + t)'I' = f, t = 8 
verlr. 

54. Okuyucu qaf1kl cedvell, her Mlall namara11 yerine 
ayguo bir 1ekll koyarak kopye etmeJJdir. 

(1) (2) (8) (f) (6) (6) (7) 
(a) 3f 86 38 f2 II f8 z 
(b) 51 52 58 f8 l50 .. , 
(c) 87 88 89 f7 .. f9 • 
(d) 

'° fl " 
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Burada satirlar euolan gOsterir: (a) prlzmalar, (b) piramft. 

ler, (c) 9ifte piramltler, (d) i;okgeoJer (ancak eon l1Q slltuoda 

maoas1 vardir). 

SUtunlar da en a1fatlar1 gOsterir: (1) kare tabanh dik, 

(2) daire tabanh dlk, (3) taban1 verllmit blr bi9imde dik, 

(4) ejtlkten dlke gei;le, (5) keyfi 11<;gen tabanh, (6) ke}fl dOrt· 

gen tabaoh, (7) n keoar saym verllmie keyft blr i;okgen tabanh. 

Benzerlik, u, "• w, x, g, z, ve n ile l1aretlenmi1 olan bot· 

luklar1 doldormak tlzere teoremler llham edebillr. lite bunlardan 

baz1lari: 

(u) Verllmlt blr bacm1 haiz bf1tl1n tt~gen tabanh prlzma
lar l<;lnde en ktt<;fik yttzey alanm1 halz olan prlzma 1u Ozellk

lere sablptir: bu prlzmao1n taban1 blr eekeoar tl<;gendir, ta

ban alan1 btltttn ylh:ey alao1nm 1/6 s1dir, bu prlzma berblr yQ. 

zftne o ytlzftn merkezlnde tejtet olan blr kilrenln d111na 9lzllmi1Ur. 

(g) Hacm1 verilmlt ve taban1 n kenarh hirer c;okgen olan 

btltlln piramitler i<;lnde en kQc;Qk yQzey alao1n1 balz olan1 eu 

OzelikJere sahiptlr: bu plramldin tabao1 dttzgt1n blr <;okgendlr, 

taban1n alaDJ bt1tUn yQzey aJan101n 1/4 ttdl1r, bu plramlt berblr 

yUzttne o yQzUn ajtirhk merkezlnde teitet olan blr kUrenin d11ma 

9lzilmi1t1r. 

Yukar1kllere dayanarak (u), (o) ve (w) yl kolayca iapat 

edebiliriz, fakat (x), (g) ve (z), (n) ye dayanmakta olup, bu ao

nuoc1111u daba aoora ele ahnacakt1r (paragraf 10.7 (1) e bak101z). 

SS. (1) Paragraf 6 nm metodunu ve yaz11 tarzm1 kull•· 

narak 
V = abc, S, =ab + 2 ac + 2 be, 

ve netlcede 
(S, /8)1 ~ ab· 2 ac·2 be= 4 V • 

elde ederlz. Burada e1ltllk yaln1z ve aocak 
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a6=2ae=16o, 

J'•hot a= 6 = 2 c laallDde Y11kobalm : bta blr Jana toptl.r. 

(2) P ........ f I DJa INllCMelal lnalluarak S, te •Jdm•Ja• 
JhllD dblemJne blr apa 1W1Je a.bra. Kataawa badlll 
•Jnadald hayall lle blrllkte, 6ilth JbeJ alHI ..U.lf (=IS,\ 

ola.a 2 V hac1mh Jeal bir lnata t.eldJ eder. Puqraf I fa .... 
ba Jeni (olfte) lnato. hacm1 mabl•QID oldata m lllr U, 
olmabd1r. 

5'. llldl Me a,.,U, aobu olaa Jlse blr apa .... ,.. 
bakm1:1. llablmam haOUD, I* ktlptla kClflpa dl:lleml Be ltlfe 

•Jftlmaaa netioedade elde ed1Jea blr DtPa tabaab ,..._. lfla 
vulnabalar. llldl '8 1 blr Ube • ...._ Be lllrlltte .,..i.,. .. 

57. [Pubwa 19&0] Midi 11 n II fa a,.,U. aolrlu olu 
her lkl Jibe bbw .,.. ..,..,... ...... • ........... .... 

kapaa dGrtte blrl olaa a.- tebaab prtma lfla fthbalu. 

Ba tap, blrl blr ta..- dblealt •1111:1 • dlllmie dlk " at 
Jibe .............................. dm ... ,.. dirt .... ..... 

tafa •1nlm11 olarat dlflatlJa*Wlr. 

51. ~ L, r ve • daln llktDflala .....,.. ._ ..... 
0 :11Ullafa, J'UltaP ve faJ aul.,..• 1111an1D0 Ba tUdlrde 

A =n/t, L=tr+• 

(L/2)' ::!!!: Ir·•=' A 

olar. Barada ortale•a .. • teorealal hlJamJeNL lifltllle .... 
• = 2 r ve aetlolde l8lrtlda •flll al ...,.. ...... -
ertemr. 

B. •••Te .a ..... a.utanm,A1 .... •,7 ...... 
tarw .. mdatl .,.erllmlt .,.,. ,a111ma. a. tmllde 
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2A=ao1ln y 

olur. OrWamalar teoremi dolay111yla 

(1) ((a + o)/2)' ~ ao = 2 A/aln y 

olur. Burada eeltlljte a= o, yani llcgenio iklzkenar olmae1 ha· 

linde erloilir. 

(2) a1' = a' + o 1 
- 2 u o COB y 

=a'+"' - 'A cot y, 

(a' + .,,')/2 ~ ao = 2 A/aln y. 

Burada eoltlijte ve neticede w nin minimumuna a'= o 1 ve ne

tlcede di;genin lkbkenar olmae1 hallnde erltillr. 

(8) Hem a+ o, hem de w lcln oldujtu gibl, a+ o + w de 

11cgenin lklzkenar olmae1 ballnde minimum olur. 

60. Mlell 159 uo yaz11 tarz1n1 kullanm1z. Verllen ookta w 

kenar1 nzerinde buluomaktad1r. Bu noktadan, o ve a therlnde 

eon bulan ve 11rae1yla u ve " ye paralel olan lkl dotru parcae1 

cl1erek, uzunloklanna 1uu1yla a ve b deylolz. a ve b eablttir 

(haklkaten bunlar verUen ooktan1n ejtlk koordlnatlar1dir). Ben

zer ftcgeolerden 

o-b b - - = - -· a a-a 
a b 
-+-=t 
a o 

ya hut 

elde edillr. Buradan 

_!_= ([~ + ..!..] 12)'~ ab= ab sin y , 
' a " ao 2 A 

A~ 2 ab aln r 

i;1kar. Barada eoltlljte, yalntz ve ancak 
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a b 1 
-;;=-;-=2• a=2a, o=2b 

almu1 ballade erltlllr lr:f, bu talr:dlrde verllen nolr:ta ., DID orta 
nolita11 olur. 

61. Paragraf 6 DID ya111 tarz1n1 ve ortalam1lar teoremlnl 
lr:ullan1D1s. 

(1) 

(2) 

Jani 

V = ohc ~ ((a+ 6 + e)/8)1 = [E/121' 

S=2ab+ 2ac+2bc 

~a' +6'+ a' +c' +6'+c', 

8 S ~ 2 (E/4)'. 

Her llr:I halde de e1ttllte ancalr: a= 6 = c, yanl lr:ap, ha
lfDde erifllir. 

62. Paraeraf 6 DID ya111 tarz1n1 ve ortalamaJar teoremlal 
lr:u1Jan1D1s. Kutunon usunlotu c, lr:oplr: pnltllll 2 (a + 6) dlr ve 

V = (2 a·2 b·c)/4 ~ ((2 a+ 2 6)/8)'/' ~ l'/108 

dlr. E,IUife ancalr: 2 a= 26=c=1/8 halfnde erlflllr. 

65. Ml1ll 85 in ~01amandelr:l 7as11 tars1n1 lr:ollan1n1s. Bo 
talr:dlrde 

rl' = (2 x)' + {g/2)' = 2 (x' + x' + g'/8), 

ve fD halde ortalamalar teoreml dolay1117la 

V' = 11' x' g' = 8 .. • x'·x'·g'/8 ~ 8 .. • (l'/8)' 

olor. Burada etltllte ancalr: 

..... = g'/8 = J'/6 
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halinde erioiHr. Bu problemin tarihl iQin 0. Toeplitz, Die 

Entwicklung der lnfinitesimalrechnung adh kitapta S. 78-79 a 

bakin1z. 

Cevaplandmlmayan No. lar: 23, 33. 

IX. B6L0MDEKl SORULARIN CEV APLARI 

1. (1) Bir l den, di~erl m den geQmek i1zere, resim dttzle

mine dik ikl ayna d0,i1ni1nllz. P dekl bir oab1s m ye baksm ve 

keodisini kenardan seyretsin : P den gelen 1,1k, evvela l de, aonra 

m de olmak Qzere ikl defa yane1d1ktan sonra tekrar m ye dO

ner. 1,1k burada en k1sa yolu aecerek, aranan en ktaa cevreli !::. PYZ 
yi Qizer; !::. PYZ nin kenarlan l ve m ile a1 rae1yla Y ve Z nokta

lar1nda eeit ai;:llar teokil ederler. (2) P' ve P", P nin s1ras1yla 

l ve m aynalanndaki hayalleri olsun . P' ile p• ytt blrleotlren 

dogru l ve m yi s1ras1yla latenilen Y ve Z noktalarmda keser, 

ve P' P' do~ru parcasm1n uznnln~u istenilen en k1sa cevre 

nzunlugunu verlr <Sek. 9.3 teki fikrin iki kere uygulanmae1 

sonucu olarak). 

2. (1) Ie1k Uc dalresel aynada arka arkaya llQ defa yans1-

d1ktan sonra, aksi yonden kaynagma doner. (2) Oc kati balka 

kapah bir lAstlk !Jeritle bajtlanm1ot1r. Her iki tefsir tarz1 da, ara

nan Ucgenin verilen bir daire Qzerinde birle!Jen lkl kenar1n1n 

dairenin 0 noktadan gecen yar1cap1 ile 61Jlt acllar teokil etti~ini 

blze tel kin eder. 

3. Misll 2 deki gibl, l1Jl~1n dOn Op dola1Jarak ayn1 noktaya 

dOnmesi veya ka pah lAstik oerit; X Y ve XZ, BC ile e1Jit actlar 

te!Jkll ederler, ve s. 

4 . Verilmlt olan n kenarh bir cokgenin lcine cizilen n ke

narh ve minimum cevrell bir cokgen eu OzeliAl haizdir: Bu ml· 
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nlmum ~evrell cokgeDID, ortak k0t91J verilm(f ~kgeala • glbl 
herhanrl blr kenarJ QzerlDde boJunaD lkl keaar1 • Ue e,lt a9aJar 
te,kll eder. Buowila beraber, Midi 6 ve 18 e bakm11. 

5. I ve m DID keel1me Dokta11na A dlyerek, m Gzerfade 
bir B ve I QzeriDde blr C noktae1 ~lDlz, Oyle kl P noktau 
080° den kOcOk olan) ~ BAC nia lclode b11lnn10D. Hu takdlrde 
yan11ma netlceslode 

~ P'AB = ~ BAP, ~PAC=4=CAP' 

ve boradaD 

4: P' AP'= 2 -9:: BAC 

olur. Bo 90zQm ~ P' AP'~ 180°, yahut ayD1 teY olaD, <)::" BAC~90" 
oldutu zaman suya dll1er. 

6. Verllml1 blr Qc;genln 90" ye e1lt veya 90" den bGyGk blr 
•9111 varu. o 901llm uygulan1maz (Midi 6 e bllk1011) Midi ' 
Go 901llmll iae, tabif Jolta lcavwtl• bo l1tilnaya mlrmdur. 

7 · Bir an J9ln X l BC kenar1 lllerlnde P mevkllnde aabJt 
tutahm. Bo takdlrde Midi 1 la (2) 901GmQ uyplanablllr (~ BAC 
dar oldutondan, Midi 5 e bak1n11); minimum cevre unnlnto 
P' P' fe etlttir. efmdl, P' P' UIUD)UIU p ye belb oJdofoadaa, 

rerlye P' P' nlla mlalmumuau bulmalr kahyor. (P'P' ab ken· 
dial de blr minimum olarak elde edildlllndea, banda blr minl

mumlar1D mlnlmumuau, yabut ta blr •minimum mialmorum• u 
ar1yoru1.) y1081ma dolaylll lie P' A= PA= P' A du. ea balde 
6. P' AP' lkl1lreaar olup, oaua A dald q111 P deo mG1takfldlr 

(Midi 6 e bak1nn), ve bOylelikle bu G9gealn ltlpmi PI• 6oll1 
Jefi/J/,., ~u balde P' P', P' A= PA mlDlmnm oldutu uman mi· 
nlmum olur lrl, bu baJ de .. lklr olarak PA l. BC oldufa amaa 

vukubulur (paragraf 8.8 e bak1011). 
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Verilmi1 bir dar ai:tl1 iii:genin ii:ine i:ii:ilen minimum i:evreli 

iii:genin ko1eleri, verilmi1 iii:genin iii: giikaeklilinin agaklar1gla i:a· 

k111r. Buau Mlell 8 tln c;6zUmtl ile kar11Ia1tirarak, dar ai:1l1 bir 

iii:genin giik.ekliklerinin, ilk iii;gen ii:ine 1=izilmi1 olan ve agaklarz· 

nzn ko1elerini te1kil ettikleri iii;genin kendilerine tekabiil eden ko-

1elerindeki ai:1lar1n1 iki e,;t pari:aga bOldiiklerini gOrQrtlz. Bu eon 

netice, tablattyla, tamamen elemanterdir. Vermlt oldujtumuz bu 

cOzilm L. Fejer'e alttlr. Courant- Robbins, S . 346 · 353 'e bak1nu. 

8. Hay1r. Elter 1 ABC nin 120° ye e1it veya ondan bQytlk 

bir ac;1e1 varea, bu ac;1n1n tepeei aranan traflk merkezidir. Bu, 

paragraf 2 (2) dekl mekanik c6ztim tarafmdan kuvvetle telkin 

edilmekted ir. 

9. [Putnam 1949] Bu, paragraf 1 (4), parsgraf 2 (2) ve 

MleAJ 8 de ele ahnm11 olan daha basit dtlzlem probleme yak1n

dan benzer. Burada hang! metodn kullanmahy1z ? 

(1) eek. 9. 7 modeline gore Mekanik tef•ir: Barada, herbiri 

verllen dOrt A, B, C, D noktas1ndan birlnde olmak Qzere, dOrt 

tane makara vardtr. Dort tane sicim X noktae1nda birbirine 

bajtlanm11 olnp, her eicim makaralardaa blrl ttzerinden gec;tik· 

ten eonra 6teki ucunda bir llbrelik bir ajt1rhk ta11maktadir. Pa

ragraf 2 (2) de oldujtu glbi, (potaneiyel enerjlye dalr) bir ilk 

mQllhaza bu mekanlk aletemin denge duramunun eorulmnt olan 

minimum problemlne tekabill ettijtini gOeterir. lklncl bir mtl!Ahaza 

X noktas1 ttzerlne teeir eden knvvetlere dairdir. Burada boyle 

dOrt tane kuvvet vardir. Bu kuvvetler bilytlklttk bakun1ndan eoit 

olup, A, B, C ve D ye giden dOrt lpln gergln durumdaki yOn

lerindedlr. Bu kuvvetlerden ilk lkiainin blle9keai, eon ikiainin 

bileokesine bttyttklilkc;e eolt, yOnce onunklnln akal yonde olma

hd1r. eu halde, bu blletkeler, hem ~ AX B ve hem de ~ CX D 

yi iki e9lt kiama bolen ayn1 dotru Qzerinde bulunmahdtr. Bu 

ac;tlar1n e9ttlljtl (her iklel de eokenar dOrtgen olan) iki kuvvetler 
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paralelkenar1010 e1ltll~nden c;1kar. Blrblrlyle ayn1 mOna1ebetl baia 
dlfer c;lfUer 1unlardu: :;:. AXC lie :;:_ BX D, :;:_ AX D lle < BXC. 

(2) ~k. 9.i modell Oserlne lcumi tlr/l1im v• optilc t•f•ir. 

(Bir an lc;ln) iki uzakhf1n toplam1 olan CX + DX I 1ablt tu
tunuz. Bu takdlrde X nokta11 odaklan C ve D aoktalar1nda 
olan uzun (dOnel) eUpaolt Ozerlnde dola1mak zorunda kabr. Bu 

Ylheyl bir ayna olarak d01doelim. A dan c;ikao ve elJpeoit ay
nam1zda yao11d1ktan aonra Bye dOoen 111k AX +x 8 yl minimum 
yapar; 111l1n bu yolu boyunca ~ AXB ac;111 ayaan1n X aokta· 
s1ndaki normal! taral1adan lkI e1lt k11ma ayr1hr. AyDJ normal 
paragraf 1 (R) veya paragraf 2 (1) dolaywyla -t'. CXD yl de lkl 

e1it parc;aya baler. Fakat :;:_ AX 8 ve < CX D nln etltlJll bu 
metodla o kadar kolay elde edllemez: her ne bdar daba bult 
benzer halde her ikl metod da kolaybkla uyplanablllyona da, 

buolar lc;iode bulandufumu1 teoreme ayn1 kolayhkla uygulana· 
mamaktad1rlar. 

10. Evet. X nokta11 nerede oluraa olaan, lkl nokta ara11n· 

dakl en k1aa yol onlar1 birle1tlren dofru parcu• oldutundan 

AX+XC~AC, BX + XD~BD 
L 

olup, bu e1ital1llkler yaln11 ve ancat X nokta11 AC ve BD kO· 

1· 1enlerlnin ke1l1me aoktas1nda buluadufu zaman etlWjte dOaer· 
ler: ltte traflk merkezl bu aoktadar. Mlall 9 un lfadeal, dOrtpa 
dOzlemlnln normaU ber lkill de ddz (180° Uk) •c• olan :;:. AXC 
ve :;:. BX D ala blr ortak ac;1ortayi olduta vlkiu1 dola71117Ia, 

tamamen dofru kalmakta devam eder. 

11. Paragraf t (4) an aetlce1lnden k1amr detlfJmle citan

lu. Courant • Robbln1, S. BM-861 e babn11. 

IS. Topu maaaa18 blr kotegeaine paralel olarak 1artlab. 

eet. 9.a, Mlsll 12 yl dort kere arka arbya uyplamaktadu. 
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~ek. 9.14 il teffaf klgat Uzerlne cizilmlt olarak tasavvur edlnlz 
ve bu kljt1d1 yansama dogrolart boyunca katlaymtz; bu takdlrde 

PP dojtrusunun yans1m10 dikd6rtgenler lc;inde kalan parcalari 

bllArdo topunnn c;izdlgi yolun parcalarma tekabill eder. Bu ara· 

da, bu Mlsi\l bize Mlsll 4 tin 80DBUZ say1da c6zttmtl haiz olan 

blr halini de vermi11 oluyor. 

14. (~eflaf kljt1t Qzerlne c;izllmeei gereken) ~ek. 9.15 do 

lay181yla 

n 2 « < 180° < (n + 1) 2 ~. 

90° J (n + 1) < ct < 90° / n 

dlr. n = 1, 2, 3, hallerlnl g6steren oekllleri c;izlniz. n = ......, ha

llo! ele ahn1z. 

ts. Paragraf 1 ve MisAI 12 de ele ahnm111 olan Ozel bal 

blze blrcok flkirler verir (MlsU 16, 17 ve 18 e bak1n1z). 

16. A, B Ile AX + X B verildigi takdirde X in geometrlk 

yerl odak noktalar1 A ve B olan blr nzun sferoit (dOnel elipaoid) 

tlr; yani bu Ulrlll ellpaoitler problemimizin tesviye yllzeylerl

dlr. Verllen l dogrueunun X noktaemda teget bulundugu ellpsoit 

blze c;6zllmtt verlr. Bu elipeoidin X noktas1ndaki normali, ellpain 

paragraf 1 (3) ve 2 (1) de ispatlanm10 olan blr 6zelijtlne gore l 
ye dlk olup, -9:: AXB yl lki eoit parc;aya aymr. 

17. lkiye katlanm10 bir kag1d1 oekll ftzerlne 0 1uretle ko

yunu1 kl, kat yerl l Ile c;ak1os1n ve klgat tabakas101n blr yarm 

(yaol blr yar1 dflzlem) A dan, dil}er yarlll B den gec;sin. Aranan 

en k1aa yolu bu katlanm10 kAg1t ftzerlne c;lzdlkten sonra kati 

ac;anak, bu yol bir dogru parctast olur. Bona gore XA ve X B 

dogrular1 gerek katlanm101 gerek katlaomam10 kl#1t ftzerinde 

l ile e1it a~Jm11 te1/cil ederl•r. 



IX. 21) 191 

18. Uygun uzanlukta bir lletlk 1eridio bir ucunu A ya 

b1flay1n ve 1eridi X noktas1nda l kab cubutunun O.zeriodeo ge
cirdikten eonra difer ncanu 1erit gergin olacak snrette B ye 

baflay10 : (sOrtflnme lhmal edildlfl takdirde) 1erit bu hallyle 

M1sAI 15 te lstenilen en ktsa yolu te1kil eder. X nokta11nda Oo 

kuvvet teslr eder: biri A ya, Oteki B ye dofru yanelmlt ve bfl

yflkltlkoe e1ft iki gerllme kuvveti Ue (ellrtflnme lbmll edlhll#fn· 

den dolay1) l ye dlk Olan cubu!DD reakslyon .kuvvetl. Barada 

kuvvetler paralelkenan blr e1kenar dOrtgen olup, bundan dolafl 

I nin bir normali ~ AXB yi lki e1it paroaya l>Oler. Bu netlce, 

MisAI 16 n1n netlcesi lie nygonJuk hallndedlr. ~obofnn reakai

yonunun cubnta paralel bile1eni olmad1ttodan, gerilme kuvvetle

rfnin l ye paralel birletenleri blrblrine l'fll btly0.klf1kte (ve atsl 

yOnde) olmahd1r. ~n halde X A ve XB, Mls!I 17 nln netfee1iyle 

nygunluk haliode olarak, l ile e1it aoilar tefkil eder. Bu arada, 

Mlsll 16 He 17 nln neticelerlnln blrblrtoe deok oln1unno blr 

p&roa uzay geometrl Ile gasterilebllece#fne lpret edelim. (Bfer 
lkl OQyOzlQ a91da Geer taoe uygun verl blrblrioe etibe, bu 

11Qytlzlll &Qtlar birblrine etltttr.) 

19. Sabit tutnlan Oc hf etrafma blr IAstlk 1erlt gPolrildi· 

fini dfltllnllnllz. K11mi de,l9Jm ve MisAJ 16, yahut MiBll 18 I 

nygulay1ou; blr Oogeoln D9 &QI ortay1 o 09genln lolne olailen 

dalrenln merkeziode blrleolrler. MJBll 8 bn problemlo blr 11011 
halidir. 

20. Aranan a~enlo her taoesf .kOplln blr keoar1n10 orta 

nokta11d1r. Bn Degen eo.kenar olnp, merkezl kllp'dn merkezln

dedir ve oevre uzunlnfu 3 \Ill a du. 

21. K11mt defiflm prensJbi, paragraf 8.8, ve paragraf 1 (4) 

Y•hnt 2 (2) dolay111yla TX, TY ve T Z sJJ'altyla a, b, c ye dlk 

olnp. aralannda (120° Uk) etlt a91lar te1kil ederler. 

T ye •Oo aylnn dolJ'unun traflk merkezl• ad101 verebUir-
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dlk. Paragraf 1 (') teki problem bunun bir •1m 01el halldlr: Bu 
halde a, b, c dotrulari blrblrine paraleldlr. Bo problemln a1lklr 
blr genelle9tlrllmesi ve baz1 19iklr beozer hallerl meveuttur: 
llv kl1renln traflk merkezl ; blr nokta, blr do~ru ve blr dilzlemln 
traflk merkezl, v. a. 

22. Bir knp'iln ilv aykm kenar1nm traflk merke1l, tablt 
bu kllp'tln merkezlndedlr. Kllp'iln verilen ilc aykm kenar1 blr
blrlne dOnll1tl1ren 120° Uk dOnmeelnl ve MiaAl 20 de bulunan 

ilygenln durumonu aclk blr 9ekilde gOeterlnlz. 

23. Bir vokyllzlllnlln ynzeyl ilzerlnde ahoan A ve B glbi 
lkl nokta araa1ndaki en k1ea yolu bulmak ivln, voky11zlll y11ze
ylnl mokavvadan ke1ilml1 bir tatum dllzlem vokaenlerin uygun 
aurette birblrlne eklenmeslyle meydana 1retirilml1 tasavvur ede
llm. Qokyllzln yllzeyinl blr dllzlem 11zerloe acahm (mokavvadan 

cokyllzltlyil maaa ilzerine aereUm) : Bu eanada vokyllzlQ tlzerln
dekl aranan en k1aa vlzgl A gr B ge birle,tiren dolra per~a•rna 

dOnU9Qr. Bununla beraber, cokyllzln yilzeylnl dllzlem Qzerloe 
acmadan evvel, onu Oyle kenarlar boyunea keamellyiz Id, bu ke
narlar en k1u yol ile lcesi,muin. En k1aa yolun hangl yQzler 

Qzerlnde bolundotuno ve haogl kenarlarla ke1l1t1tlnl Oneeden 
bllmedlllmlzden, bu yllz ve kenarlar1n milmkOn olan bOtlln 
komblnezonlar1n1 elden geclnneliylz. e1mdl 1orulmu1 olan prob

leme dOnerek, 10z konuau olabilecek bl1t11n yl1z dlzllerlnln blr 
11.tealni ve her diziden aonra o yilz dlziai tlzerlnde Orllmcek lie 
ainek araa1ndakl dotru parya11nm karealni verlyoruz: 

(1) Uv duvar, ta van, uc duvar: 

(1 + 20 + 7)1 = 784 ; 

(2) Uc duvar, tavan, yan duvar, Uv duvar: 

(1 + 20 + i)' + (' + 7)1 = 7,6; 
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(8) Uc; du var, ta van, yao duvar, taban, oc; dovar: 

(1 + 20 + 1)' + (4 + 8 + 4)' = 740. 

24. Kare llzerlode blr bQyQlr: dalre yay1 kllrenlo blr jeo
dezifidlr. Bir bllyllk dalre blr dllzlem rfrl olop, bu dalrenln 
dQzleml daireoln bt1tlln nolrtalar1nda onun oektUltGr dllzlemldlr. 
Bu dOzlem kOreolo merlr:eziodeu gec;er, ve bu yGzden ll:Grealn 
bllyllk dalreye alt oolrtalardao ~en blltlln normallerlnl (yanl 

bu ooktalardan gec;eo baton yanc;aplar1) lhtlva eder. Bir ll:Gotlk 
dalre blr jeodezlk de!lildir; halrlkaten, bir kllc;llk dalrenln dllz
leml kOrenlo kOc;Ok dalre llzerindekl aoktalardan gec;en hlc;blr 
normaJloi lhtlva etmez. 

25. Eoerjlolo aak101m1 preo1lbloe gGre, her nekadar aokta
n1n b1z101n dofroltu10 tablat1yle defl11e bile, bu b1&1n bllyllkllllll 
aabit kahr. Noktan1n yOrOoge1lne alt kin blr yay1n lld uo nok
ta11odakl biz vektGrlerl ara11ndakl fark yllzeyln normal reabl
yonlarindan dofar, ve bu yOzden bu farki 1G1tereo vektllr yllzeye 
bemen hemeo dlktir. Bo lae, blr jeodezllfn karakterlatlk Gsell
lldlr <Miall 24 (2) ye bakJDJz). Ayn1 mohakemenln bqka blr 

lfade tekli: MirlJ 24 (2) delrl llatllr eerlt boyunca 1erflme kuvvet
lerlnl yOrllnge boyunea h1zlar olarak yenlden tefalr edlnlz. Batlla 
bu vektGrler ayru bllyllkllllrte olup, dofrultolar1ndakl deflfikllk 
her iki balde de normal reakliyonlardao dopalrtadll'. 

26. f;olryllzlll yllzeylnio 11 taoe 1erbe1t kenann1 baflfc;e 
ba1t1rmak auretlyle bu c;okyllzlllyll blr dllzlem (ma1&n1110 dtlz
leml) Ozerlne oturtunoz. Bu 1ekllde 11 tane lklueoar yaa yllzltl 
ve taban1 iatedlflmlz c;olrgeo olan blr plramit elde edllmlt olur. 
Hakllraten bu taban, merlrezl plramldln yllkleklllf nln ayaflnda 
bulunan blr dalre i~loe ~lzllml1tJr. Bu dalrenin yarac;apf, blpote
Dlllft mukavva llzerine c;lzflmlt btlyllk dalrenlo yanc;ap1 ve 
dlk kenarlar1ndan blri plramidin yaklekllllndeo lbaret olaa blr 

dlk llc;genln Gtekl kenanndan lbarettir. 
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27. Eter konveke cokyflzltl11tln alt1rhk merkezi tabana 

mllmkQo olao en cok yakmhkta iee, cokyilzlfl deogededir. Bu 

kadar az bir Mekaoik bllgiei bize istenen c;Ozlimtl ilham etmeye 

yeter: P nin ytlzt>yi tlzerinde Oyle blr D noktas1 ahn1z ki, CD 
uzakht• minimum oleun. Kolay bir lnceleme D noktas101n P nin 

bir kOoeei olam1yac11t1 glbi, P oln bir keoar1 fizerillde de buluna

m1yaca~1ni ve CD nio, P nin D yi ihliva eden F yiiztlne dik 

olacajt101 gOeterir. Polya - SzegO, Analgrir, vol. 2, S. 162, 

problem 1 e bak101z. 

28. (11) KUrenio (dtlnyanto) tamamlyle kuruyurak, bl1ttln 

tepe, g ,_:it ve cukurlarrn ai,:1ta i,:1ktijt1111 taeavvur edelim. ~imdi 

tek b1r c;ukuru au ile kapatahm. KUrenin gerikalan loammda P 

tepe, S g.-c;tt ve D - 1 i,:ukur bulunur ve bu k1sma bir ada go
zllyle baktlabillr. Me tin de ispat edilen netlce dolaymyla 

P+<D-l)=S+l 
dir. 

(b) Teeviyt• c;lzgileri ve en c;abuk 1011 e!trlleri kllreyi 

(M1sll 3. 2 de kullanllan terlmlere gore) F tane «meroleket• e 

aymr. 0 kadar eay1da nokta ahntz ki, tepe, c;ukur veya gec;it 

g ibi her eayan1 dlkkat ookta bir knoe olsun (~ek. 9.16 ve 9.17) 

ve hic;b.r memleketio s101r1 Uzerlnde birden fazla 1ayan1 dikkat 

nokta buluomasrn . 

~imdi her kenar1, yahut e1n1r cizg eini, kendieinln ay1rd1t 1 

lki mt-mleket araemda herblrille 1/2 kenar vermek suretiyle e1it 

olarak bOHlftllrelim. Ayn1 aurette her kOeeyi de ait oldu1tu 

memleketler araB1nda eoit olarak Mlllottlrellm. Buna kar11hk 

olarak ta her memleket 

V-E+F=2 

eeitli!tinln sol ta1af1na kalk1da bulunacakbr; bu katlu F ye bir 

blrim ve V Ile - E ye de blrimln uygun hirer kesrlnden Iba· 

rettir. Tllrlfl memleket nevileri lc;in bu katk1y1 heeaphyahm : 
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I. Eger bir memleketin e1nm ilzerinde hic;bir oayan1 dlk
kat nokta yokea, bu memleket iki teeviye c;izgiei Ile lki en c;a

buk lni11 egriei arae1nda kalan blr dOrtgen vekllndedlr. Bu mem

leketin V - E + F ye katk181 

1 1 4 X--4X-+1=0 
4 2 

dll'. 

II. Eger blr memleketin emm tlzerinde blr tepe yabut blr 

c;ukur bu!unurea, memleket bir nc;gen veklindedlr <Sek, 9.16 ya 

balun1z). Eger bu tepe yabut c;ukur n tane memleketin ortak 

kG1eei iee bu rnemleketlerden berbirlnin V - E + F ye katk181 

( 
1 1) 1 1 2X~+-; -3X 2 +t=-; 

olup, blltlln n memleketin toplam katk1e1 n·l/n = 1 olur. 

III. Eger bir memleketln e1n1r1 llzerinde bir gec;lt varaa, 

o memleket blr dortgen 1eklindedlr (Sek. 9.17 ye bak101z). Bu 

memleketin V - E + F ye katk1BI 

olup, o gec;idin ortak kooeel bulundujtu 8 tane memleketin top

lam katk1e1 

8· (- !)=-1 
dlr. 

Euler teoremine gore, blltlln bu yukar1ki katk1lar10 toplam1 

P+D-S=2 
dlr. 
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(c) •Tufan• f1k:riol kullaomak euretlyle yap1lao iapat, ba

klkl manae1yle bir •flzikeel matematlk• mlsAll teekil etmez: bu 

iepat 11adece gnnlllk tecrnbelere dayaoan, fakat hic;bir belirli fl. 

zlk teoriaine ibtiyac; g!h1termeyen fiklrler kullanmaktad1r. Soru

oun (b) k1em1oda bize yapllan teklif, bizi yanht yola sevkeden blr 

tekliltl: bu tekhf P, D ve S nln h••rhaogi blr fJl'kllde F, V ve 

E ye benzer oldujtunu telkln eder gOrQoQyordu, balbokl bu 

aell IC1jtru dejtlldlr. Buna rajtmeo, bu faydah bir telklo olmut· 

tur, c;nokQ dikkatimlzi Euler Te11remine c;evirmemize eebep ol· 

m111t11r. Bu 1af' tamamiylc ta bit blr durumdur: problemlerio <;O· 

zQmQode biz.e rebberlik eden fikirler ekaerlya yaol11, fakat ona 

rajt neo faydal1d1rlar. 

29. (a) Ta110 •e•it• dn101 zam101 t, \'e 1e1in yukar• c;1k11 
zamao1 t, olaun. Bu takdirde 

t = t, + t,. d=ct, 

di r . t, ve t, yl yoketm .. k ve 2. derec• den bir denklem c;Ozmek 

eur t1yle 

d'I' = - c (2g)- 'I' ± [c' (l!g)- 1 + ct}'I' 

buluruz. t = 0 10 d = 0 'ermt'ei gerektiitlndeo, buratla + l1are

tiol ~ec;mellyiz 0 hal1e 

d = c'g-• +ct - c' g-• [1+2gc- • t)'I', yanl 

(b) ' d = gt'/2 - g' t' /(2c) + · · · 
olur fiura.ta yaztlmam11 olan terlml• rl lhmAI ederek, ac;1hm1n 

ilk terlmlol uyguo blr yakla11k formQl olarak kuUanabllirll. 

(c1 Ac;1hm1n Ilk terlmln! ve hattl dQzeltme terimlnio lea· 

rellul r zlkt mOllhazdar'a Oncedeo gOrebllmemis bu cetlt prob

lemlerin Uplk b1r Ozellljtl·tlr. Unuo blr yakla91k form1tl elde 

etmek lc;io kullaod1jt1m1z mntematlk metod da tiplktir : d yl ve-
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ren lfadeyl kii~iik bir biigiiklii/1in (t zaman1' J.a,~et!erine z0"" o~
trk. Pa•agraf 5.2 ye bakrniz. 

30. Ellptlk ayna blr paraboJlk ayoaya dllner kl, 1>11.)'l. b1r 

ayna ekaenioe paralel olarak Ozerlne dt11en b!ltl1n 111nlar1 kendi 
odak nokta11nda toplar. ~yle blr parabolik ayna blr yan11tan 
(aynah) teleekopuo en esaeh parcas1dar. 

31. Verilen diferansfyel denlrlem d I tkenlerl ay' 1labilir 
tlpten olup, baza a1ikAr delitiklerle 

elde ederlz. 

dx = -- - clg ( g ) '' ' 
c-g 

( -'- ) '''=tan " 
c - g 

vaz'etmek suretiyle blr <f yard1me1 dr lltkenl iU:ll eder" 11::, 

y = c sio 1 
"' x = c (qi - ~ sin 2 <f) 

elde ederlz. Burada x yukarakl Ilk denklemden lotegraeyoola bu. 
lonmo1 olup, fntegrasyon sabltl Oyle ~llml1tlr kl, efrlmlz koor

dlnatlaran ba1Jang1o noktasiodan gecsln, yanl <f = 0 dao x = 0, 
g = 0 c1ks1n. Bu denklemlerde 2,, = t, c = 2 a vaz'ederek slklolt 

denklemlerlnl ah11k oldofumuz 1eklllerlyle elde ederlz: 

x =a (t - sin t), g =a (1 - cost). 

Bu •iklolt, koordlnatlaran ba1laog1c1 olan A nokta11ndan geo4'r. 
a 010 ancak tek blr deferl allrJoldln (0 < t < 2" ye tekabGl eden) 
Ilk kolunun B noktaB1odan geomesloi saflar. Bunu gorebllmek 
loin, a ya 0 dan ~·a kadar deflttlrellm; bu e1nada sllrloit titer, 

ve blr oeyrek dafre tararken tam geruen mlktarda tlttlfl U• 

man B noktasana catar. 
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33. a (paragraf 5 te oldutu gibi) kttrenin yaricap1, h kttre 

par9asm1n yttksekliti, V bu parcanm bacm1, C de kttre parcas1 

ile ayn1 taban1 ve ay01 h yilkeeklitlni haiz koninin hacm1 oleun. 

Koordinatlarm ba11lang10 noktae1 (Sek. 9.13 teki 0 noktae1) kllre 

parcaem1n ve koninin ortak tepeeidir. Elemanter geometri ve 

paragraf 5 te verilen dairenin denkleminden 

c1kar. 

C= n(2ah-h') Ir 
3 

~ek. 9.13 11 kullanm, fakat oimdi eadece 0 dan 0 < x <Ir 

11arbna uyan x uzakhtmdaki keeitleri gOz Ontlne aim. (A) denk

lemi ile ifade edilen keeitler dengeeinden cieimler (kiire paroae1, 

koni - fakat hacm1 C olmayan1 - ve eilindir) dengeeine gec;erek 

(B) 2a (V + n h' • h/3) = (lr/2) :r (2a)' h 

buluruz. Buradan 

V = n Ir' (3a - Ir) = a+ (2a - h) C 
3 2a-h 

C{tkar. 2 a- /r tamamJaytCI ktire p8r<;BBID1D ylikeekJi#idir. 

34. Paragraf 5 te ele ahnm1e olan dairenin denklemini 

(A) 2a nx' = x n g' + x n x' 

oeklinde yazm1z. Slmdi Sek. 9.13 tln H noktaemda eadece nx' , 

koninin keslti, ae1ltdir. Kllrenln :ig' keeiti ile birinciye e11it di. 

ter bir koninln :ix' keeiti (abeiei x olan) ba11lang19taki yerlerinde 

kahrlar. O < x <a oldutunu dttettnerek, bu ttc ciemin dengeslne 

gecinlz, yar1m kdrenin at1rhk merkezinin i abelelnl ithll edlnlz 
ve bir koninin atuhk merkezlnin yerini (bu noktanm koninin 

tepeeinden uzakl1t1 yllkseklitin 3/4 ttne e11ittir) hatirlay1n1z. 

(B) 2a • na' • a/3 = i · 2.:ia1/3 + (3a/4) :ia• • a/3, 

i= 5a/8. 
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3S. MiaAI 33 fto yaz11 tan:101 muhafaza ediDiz, falrat ~fi11AI 
34 UnkiDi bir huauata defi1tiriniz: Barada .i, yftkaeklifl la olan 

1 bir kilre parc;as1010 at1rhk merkezlolD absialol gOateralo. 

0 <JC< la oldufunu dftfQnerek, Midi St On (A) fo · mQJlloden 

(B) 2a • :rh 1 • Ji/3 = .i v + (3h/l) :rla 1 • la/8 

e gec;ioiz. Bu aoD formftldeD, V oiD MiaAI 83 te bulunmu1 olan 
deterini kullanarak 

.i h + 4 (2a - la) 
la - .i = h + 2 (2a - la) 

elde edilir. 

36. h, dooel parabololt parc;a11nm yftkaeklifinl, V de hac

m1D1 gOaterelD. Ah11k oldufumuz parab<Jl denklemlDI 

(A) 2p • ng' =JC • tr (2p)1 

1ekllode yaz101z. Barada :rg1 aio parabololtio kealtinl, • (2p)' 

Din de blr eiliDdirlo kesltlol go1terdifioe dikkat edlotz. 0 < JC< h 
oldutoDu gOz Ooftoe alarak ve bu cislmlerlo kealtlerlnlD deDge. 

slDdeo clalmlerin keDdileriDio deDgealoe gec;mek auretlyle 

(B) 2p • V = (h/2) tr (2p)' la, V=:rph'= (3/2) :r2ph (h/8) 

elde ederlz. Parabolfto deoldeml dolay111yla, :r 2ph Din pa•abololt 

parc;a11DJ0 taban1 oldufuoa dikkat edlolz. 

37. MlaAI 86 dakl yaz11 tan101 muhafaza ediolz ve para

boloit parc;as1nm afirhk merkezini .i ile gOaterinlz. Simtil para· 
bolQn denklemlnl 

(A) JC • ·"'9' = 2p • nx' 

tekllnde yaz1D11. Barada :rJC' Din bir koDlnln kealU oldotuDa 

diktat edinlz. O <JC< h oldutuna dfttllnerek 've ke1ltlerdeo 
clsimlere gec;erek 
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x v = 2p • :rh' (h/3), 

ve buradan da MisAI 36 dolay1s1yla 

x=2h/3 

buluruz. 

38. n = 0: bir prlzmamn hacm1, bir paralelkenarm alan1; 

n = 1 : blr 11cgenin alan1, bir paralelkenarin veya bir prizman1n 

agirl1k merlrezi ; n = 2: blr koni veya bir plramidln hacm1, blr 

tlcgenln ag1rhk merkezl. n = 3: bir konl veya bir piramldin 

agirhk merkezl. 

Paragraf 5 ve Mlsll 83-38 de verilen oekliyle, Artimetln 

metodunuo Analitik Geometrl derslerlnde pekAIA yer alabllece· 

tllne ve mutad snou, tarz1yla cabucak kuru ve a1k1c1 olabilen 

bn dlsiplinl canland1rabllecegtoe dikkat edlnlz. •Metod• on bu

rada ele almad11l1m1z teoremleri de benzer oekilde ispatlanarak 

ayn1 tarzda kollao1labillr. 

QOzllm11 verilmeyen No. lar: 12, 32. 

X. B(>LOMDEKI SORULARIN CEV APLARI 

1. Hay1r. Bu kabfillerln ispatta b1rakt1g1 boeluk cok kotQ 

delllldlr: maksimumun varhjt1, VIII. B0111mQn 8 No. h dip no

tunda zlkredilen genel teoremin yardim1 Ile lspat edileblllr. 

2. Mlsa.I 8.41 In cOzOmtlode verllmlt olao ac1k formtll, 

A'~(p-a) (p-b) (p-c) (p-d) 

olduituou ve eeitlitle aocak ve ancak '= 180° oldntln :r.amao erl· 

tllditlinl gOsterlr kl, bu son halde dlkdOrtgeo blr dalre lctlne 

i;lzllmte olur. 
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3. A, B ve C, n keDarl1 bir dOzgOD c;okgPDiD Qc; mQteakfp 
k01e1l ve M de BC DID orta nokta11 olaun. 6. ABM yerlne 
(AB'= B' M olmak Qzere) ayn1 AM taban1n1 ve ayn1 cevre uznD
Jugunu, netlcede daha bayak bir alao1 haiz 6. AB'M llcgenfof 
koyuouz (MiaAI 8.8 e bakin1z). 

4. Her lkl alam da dalreDiD r yancap1 ve c;okgeDlo n keDar 
aay111 clDalDden ilade ederaek, gerlye 

n' r' ----- <nr' 
n tan (11/n) 

e1iteizlitlDI lapat etmek kahr. Bir dllzgllo eokgrolo bir dalre 
d111Da c;izilebllecegiodeD hareket ederek daha gaze} bir c;Gzllme 
varabilirlz: iatenilen netlce MiaAI 6 In bir Ozel balidlr. 

5. Alam A ve c;evreal L olan blr c;okgeD yar1c;ap1 ,. olao 
blr daireoiD d11ina c;lzilmlf olauD. Bu takdlrde •tllrlr olarak 
"r' <A d1r. Dalreoio mertezloden eokgeDID k01elerloe c;lzllen 
dotrular, c;okgeDl yllklekliklerl hep ,. uzuDluguoda olan blrtak1m 
flc;genlere aymr. Buradan A= l r/2 c;1kar. Eide ettitlmJz fkl 
Detlceyl blrle1t1rerek 

l' r' L' A= - -<--4A 4.ir 

buluruz. Buradakl L'/(4n) lae c;evreaf L olan dairenln alantndan 

ba1ka blr1ey deflldlr. 

6. A verflen efrlnlD alan1D1, l de c;evre uzunlutonu gG•· 
tenin. Ayn1 c;evre ozunlufunu halz dalrenlD yar1c;ap1na r dlye
Um, bn 1uretle L = 2 ,,,. oJur. n-+ <-.:> lc;ID verllen etrfye yakla· 
fan blr P,. c;okgenlnln alaD1Da A. , c;evre u1nDlutuna da L,. dfye. 
llm. Bu takdlrde A,., A ya ve L,. , L ye yaklafir. \llmdl P. 
c;okgeDiDe beDzer ve c;evre u1uDlu#u L olan P.' eokgeDIDI dQ. 
fllDelim; P,.' nlu aJan1 A,. (l/l,.)' dfr. P,.', yar1c;ap1 r olan blr 
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daire lle ayn1 c;evre uzuoluitunu baiz oldugundao, paragraf 7 (4) ten 

netlceeini c;1kaririz. Limite gec;ersek 

llm An (l/ln}' =A~ :ir' 
n-+. 

bulurnz. Buda paragraf 8 deki I ifadeslni bakh c;1karir. Bununla 

birllkte paragraf 7 (6) in metni itiraz gl:ltUrUr: 0 metnln verdigi 

intiba1n akeint:, biz orada A< nr' oldugunu asld lepat etmie 

dejtillz. Haklkaten, « <,. ile ifade edilen blr mUnasebet limlte 

gec;ildigiode « L.,. eekline girebilir. 

7. Her iki ifade de 

216 v~ L. 1 s• -

eeitelzl 'gioe denktir. Burada V kutunun bacm101, S de yUzey 

aJa0101 gOeterir. Paragraf 8.6 da bu e11lteizlitl dogrudan dogruya 

!spat etmietik. 

8. I', II', Ill' ntln blrblrine denldigi, I, II, Ill On birbi

rine denklijtloi iepat iclo paragraf 8 de kullanllan metodla gOs

terllebllir. BununJa beraber I', I e denk dejtlldir. Hakikaten I, 

daireden baeka bir egrinin daire ile ayn1 c;evre \'e ayn1 alan1 

haiz olup olam1yacag1 sorusuou cevape1z b1rakmakta, fakat I' 

bOyle bir imkAnm mevcut olam1yacag101 ac;1kc;a ifade etmektedir. 

Mlell 6 dakl geni1letllmi1 11ekliyle paragraf 7 (6) teki muhakeme 
I i !spat eder, fakat I' yil lapat etmeye yetmez: Bu mubakeme 

I ic;in yeten • L.,. ml1oasebetini iapat elmektedir, fakat I' ic;ln 

"<,. mttnasebelinl lapatlamak gereklr. 

9. Bu problemio c;OztlmQ, Misti 8 dekl I' yl1 elde etmek lc;ln 

paragraf 8 dekl I e illve etmemiz gereken 1eyl bize saghyacak-
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tir. Bu problemin Onemi buradan geliyor; aorunun dlfer nolrta
lar1 lc;ln MleAI 10-13 e bak1n1z. 

10. C yi ihtlva eden en kilc;Qk Oc;gene c•, bu Qc;genln 

c;evre uzunlufuna L • ve alan1na A• dlyellm. Bu takdlrde ailkAr 

olarak L' < L ve A"> A d1r. C' olarak c• ye benzer ve c;evre 
uzunlufu L olan ttc;genl ahn1z. C' nlln 

A' alan1 =A" (L/L")' >A" >A olur. 

11. C kon'1ek• olmagan herhangl bir ejtrl oldofuna 1ore, 
evvelA C yi ihtlva eden en kOc;llk c• konvt>ka efrlelnl, 1onra C" 
ye benzer ve C ninkine ,,;t blr c;evre uzonlofunu halz olan C' 
ejfrlelni gOz On tlne almz. Misll 10 un nlhat eottalzllJe kadu 

btttllo muhakemesl bu daha gene! durumda tekrarlanablJlr. 

12. C kapah efrlel Ozerinde P ve Q glbl farlrh lid nolrta 
alahm. C nln tamam1 blr dofro Qzerlnde bulonam1yacat1ndan, 

C ftzerlnde R glbi Oyle bir tlc;OocO ookta bulunmahdir lri, P ve 

Q den gec;en dotrooun d11rnda oleuo. P, Q ve R den gec;en 

daireyl ele alahm. Efer bu daire C Ile c;ak11mazsa, C Qzerlnde 
Oyle bir S dordilncQ nokta11 vard1r lri, bu dairenln d111nda oleun: 

MlsAI 9 un problem! MleAI 13 Qnklne denktir. 

13. Ejfer C kooveke detllse, MleAI 11 letenlleo c;lzlml ve

rlr. Ejfer C konveke lee, P, Q, R ve S uyguo bir s1rada blr lron

velre dortgeoln mtlteakip k01elerl olurlu, C nln c;evreledlfl bal

ge de bu dortgeole dort •e{tri 1egman1• odao lbaret olur. Herblr 

ejfri 1egman1, yokar1kl dortgealn blr keoar1 Uc P, Q, R, S nln 

C yl baldojfo dort yaydan o lrcnar lie ayo1 uc;lar1 haJ1 olan101n 

araemda kaJao dozlem parc;ae1d1r. Stelner'ln fllrrlne oyuak (pa. 

ragraf 5 (2), ~ek. 10.3 ve 10.4 e balr1n1z) bu dort eegman1 lrah 
• 

(mnkavvadaJJ), ve mafaaU1 (d6rt k01eelnde mente,ell) olaralr dQ-

t11necejflmiz dOrtgenin kendilerlne tekabf11 eden kenarlar1na kah 

olarak bajflanm11 taeavvur edecetiz. Burada Midi 8.41 in ya111 
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tarz101 kabul edlyoruz. Bu takdirde esas earhm1za gore • .,. 180° 

dir. Mafsalh dOrtgrnln hafU blr bareketi a u •' ye cevirtln. •' yfl 

• a o kadar yak1n aeccriz kl, dOrtgenln keoarlar1na kah olarak 

bajtlanm11 dOrt yay bu son durumda da kendl kendlnl keameyen 

bir ejtri teekll etmekte devam etsin. Buodao Oteye e' u Oyle 

aecebiliriz ki 

I •' - 180? I < I • - 1so0 I 

olauo. Bu ise, A' ye dalr Mlsll 8.41 in cOzQmQode verllmit olan 

formill dolay111yla C' oiln alanmtn C ninklnden daba bllyttk 

oldujtu neticeslol verlr. Bununla beraber, C' non cevresl, ayn1 

dOrt yaydao meydana gelen C nin c;evreslyle ayo1 uzunlngn 

haizdlr. 

14. Her !kl muhakeme de ayn1 manhk yap1a101 haizdir. 

Yanh1hjt1 a1iklr bir neticeye gotllren ikincl muhakemeoin dojtro 

olmamaa1 gPrekir. ~u halde, her nekadar dojtru olabiJ"cek bir 

neticeyI kendlaine hedef alsa da, birioci mubllkeme de dojtro 

olamaz. Blrloclnlo Ince blr benzeri olan lkincl muhakeme aahnda 

0. Perron tarafmdao verllmietir. 

Bu lki hal araamdakl fark, verdijtlmlz metlnde bahaedllen

lerin d11mda olan btr sebepten meydana gelmlt olmahdir. Bir en 

bllyilk tam say1 yoktur. Fakat ayn1 cevre uzunlujtunu haiz btt

tQo kapah ejtrller lclnde en bOyOk alan1 balz blr ejtrI vardir. 

Ama bu huauau MlaAl 10.13 ten Ojtrenmit dejtlliz. 

lS. C ejtriai blr dalre dt>jtildir, fakat bellrll blr daire ile 

ayn1 cevre ozonlojtuou balzdir. Mist.I 6 ya gore, C nlo alao1 bu 

daireoin alanmdan daha bllyftk olamaz. Ben C nin alan1n1n 

daireo;nklne eett te olam1yacajt1n1 iddla edlyorum. QOnktl akai 

halde, MialI 10-13 ten bildljtimlze gore gene daire Ile ayn1 cevre 

uzunlujtunu, fakat daha da bttyO.k blr alao1 halz dijter bi.r C' 

ejtrisi buluourdo, kl bu da Miall 6 da verdljtlmi:& lapat dolay11lyle 

mllmkQo dejtildlr. 
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16. Sek. 10.18 tekl A, B glbi bir kere blr dofru par~11 
ve bir kere de dejtlfen blr egrl lie blrbirlne baglaom11 lkl nokta 

verilmlf 011110, Oyle kl bu dofru parc;as1 Ile defifeo eRrl arala· 

r1oda bir dttzlem bOlge c;evrelealoler. Egrlolo uzuolufu Ile txsl

genin alan1n1 ele altyoruz. Metiode ejtriolo uzunlujtuna verllmlt 

gOzllyle bakarak bOlgenio alan1n1n makllmumunu aramittik. 

Burada allna verilmit gOzilyle bakarak ej'trlnln uzunlufunua 

mlnlmumun u ariyoruz. Her ikl halde de c;OzQm ayn1dir: Bir dalre 

yay1. HattA iapat ta her lki halde ea111 1tlbariyle ayn1d1r. Orada 

oldugu gibl burada da Sek. 10.14 d kullaoablllrlz. Talllt arada 

qikAr baz1 defitlklikler de vardir: Sl'k. 10.14, I dekl (taranma

m1e) dalre parc;ae1 ~urada verllmit bir f'fri uzunlujtuodan degll de, 

verllmlt bir alaodan bareket ederek c;lzilir ve burada Teorcm 1' 

yerfne, Midi 8 dekf Teorem II' yQ kullanmz. 

17. Miall 16 y1 kullaD1n1z: Sek. 10.11 dekl X ve Y nok

talar1na Sek. 10.18 tekl A ve B noktalarin1n roldnd verlnlz ve 

Sek. 10.13 e aablt t:;,. XYC yi lllve edlniz. Mablmuma verilmlt 

uzunlujto hab efrloio blr dalre yay1 olmaa1 ballade erltlllr. 

18. Sek. 10.11 de CY dofruauna bir ayoa gOzQyle bak1n1z. 

X', X lo bu ayoadakl bayAli olaun. MiaAI 17 yl ~ XCX' ve bo 

ac;1n1n lkl keoar1 dzerlode verlJmlt X ve X' noktalar1na uygu

lay1n1z. Makalmuma uzanlogu verllmit e~loln CY ye Y aokta-

11oda dlk bir dalre yay1 olmu1 ballade erl11llr. 

19. K11mi dPtitlmler metodonu kullan1n1z. X e sablt gO

zllyle bak101z: MlaAl 18 e gore, c;OzQm CY ye dlk blr dalre ya

y1d1r. y ye aabit goznyle bak1n1z: bu dalre yay1 ex e de dlktlr. 

Netlce olarak, c;OzOm hem CX, hem de CY ye dlk ve bu ydzden, 

para1raf 9 da faraziye olarak JJerl attrlllmllt oldufu glbl, mer

kezl C de olan blr dalre yay1d1r. 

20. SOzQ gPc;en dofru, ac;1n1n ortay1aa dlk oldufu umaa 

blr makalmum vardir. Eter c;oznmnn tek oldufunu evveldea bll-
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eeydik, bunu elmetrlnln bir neticeei olarak elde ederdik. Bununla 

beraber, yukar1ki netice Mieil.l 8.59 (2) den bOyle bir bilgiye 

ltlzum kalmadan Q1kar. 

21. ~ek. 10.14 no verdijti fikir dolay181yla, BC ve DA 

lplerinin AB ve CD eopalanm kirl11 olarak kabQl eden agnr bir 

dairenin yaylari olmalar1 haliDde bir makslmum vardir. 

22. Daima blr 11opa ve bir ipin yan yana gelmeel 1•rt1yla, 

n eopa ve n ipten te1ekkUl eden 2n parQah bir kapalt ejtrl bQ

tOn eopalar1n ayo1 bir daireoin kiri11lerl ve bUtUo lplerio de 

Ooceki daireoln yaylar1 olmae1 halinde bir makelmum alan 

Qevreler. 

23. Miall 22 oln blltUn ipleri 0 uzunlnjtuoda oldujtu zaman 

paragraf 5 (2) dekl notice lie ~ek. 10.3 ve 10.4 U elde ederlz. 

24. Mlsll 16 ya benser: \'erilmi1 dalreoio (sabit olan) ytl

zeyi, alao1 verllmi1 olan del}i11ken ytlzey ve ber iklelolo 11nirrn1 

te1kil eden dalre, e1ras1yla oradaki eopa, Ip ve A, B nokta ctlftioe 

tekab111 eder. Burada ~foru 16 010 metodu uygulaoabllir. (!;>ek. 10.14 

te I dalreeiol dU1ey Qap1 etrafmda dOndOrQnUz ve ayn1 1eyl 

~ek . II nlo taban1ndaki dojtru parQBBl ictln de yap101z, fakat bu 

son 1ekllo Uet taraf101 daha keyfi bir tarzda dcjtlotlriolz.) Uzay

dakl izoperlmetrl teoremlol kabill edereek 1unu elde ederiz: Yu

kar1ki iki ynzey ara11odaki alao, alao1 verllml1 olao ytlzeylo bir 

kOreoiD parQa&l (tek tabaolJ bir kOre ku11jt1) olmaa1 baliode 

maksimum olur. 

25. 0Qy0zlll aQ1y1 te91rll eden tlQ dQzleml blrblrloe dlk 
ahruz ve uzaydakl lzoperimetri teoremlnl dojtru kabQl edlolz. 

Bu takdlrde OQytlzlQ 8Ql uzay10 eeklz e1it k1Bm1ndao birloi te1-

kil eder ve ~ek. 10.12 oin uzaydaki beozerl kullao1labllir . AQl-

010 llQ yQzUoe irore yap1lacak mllteak1p yana1malarla •Q1y1 ke 

sen ytlzey bir kapali ynzey baline getlrllir; bu 100 yOzeyin alao1 
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ve bacm1 11raa1yla verlleo alao10 ve ba1lang1ctakl yOzey puca-
11010 Or;yOzlQ actdao ay1rd1t1 kacmm sekizer kat1d1r. AJao1 
verilmi1 ve maksimum bac1m cevreleyen kapah yllzey ktlre 
oldutuodao, sorulao problemlo yokar1da goz OnOoe ald1t1m11 
Gzel ballade, alao1 _verllen ytlzey parcaa1, merkezl Or;yOzlO ar;101o 
tepeslode olao, blr kOre yQzeyioio bir parc-11 (1/8 i) oldalu za
mao maksfmum bacme eri9ilfr. 

26. Misll 25 te gGz OoOne ahom11 olao 1ekll a1al1ki genel 
durum an n = 2 icio bir Gzel ballof te11kll eder: n + 1 tane dOz
lem mevcat olauo ; buolar10 n taoesi ayo1 dolrudao gecerek 
uzay1 2n taoe e1it lkiyQzlll ar;1ya ay1r11olar ve soouncu dOzlem de 
ilk n dOzleme dlk olsun. Bu n + 1 d11zlem uzay1 •n tane e11t 
ttcyttzl11 ar;1ya aymr kl, bu ac1lar10 herbangl !>lrloe Midi 25 te 
kuUan1lm111 olan tekrarlanan yan11malar metodu uygulaoablllr 
ve Mylece oradakloin ayu1 olan 10 oetlce elde edllir: Alanr oe

rilmi1 giizeg par(:a1rn1n ii(:giislii a(:rclan ag1rlr/1 hacrm, ba gi1zt1gln 

merkezi ii(:giislii a(:rnrn tepe1inclt1 olan bir /cure giizegi p'.lr~an of. 

ma11 halinde malc1imam olar. 

(0cyozl11 ac1lara dalr ayn1 metodun uygulanabllecelf ve 
ayn1 netlceyl veren Ile 1ekil daba vardir. Bu oekiller dlizgQn 
cislmlerle Uglli olup, ilkl dGrty11zlQ, lklocisl ll:llp ve aekizyOzlO, 
OcOncOsll de onlkl ve yirmlyQzlll lie llgilldir. B11nlar10 locelen· 
meal daba fazla emek veya daha lazla Go bllglye ibtlyar; gGs· 

terdilindeo, onlar1 sadece (y11kar1ki baalt tekil Ile batlayan) 

•11al1kl cedvelde zikretmekle yetlnecetlz: 

Dlizlemler Uzay parr;allll'IDID Ac1lar .. , .•. 
n+1 •n 90" 900 180°/n 

6 2• 900 500 500 

9 '8 90·> 50° 45° 

15 120 90° 500 860 
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Bu cedveldeki cdQzlemler• almetrl dl1zlemlerl, cuzay parcalar1» 

Oc;yilzltt ac;tlar ve •ac;1lar» da bu ttc;y11zlQ ac;1lar1 teokil eden Qc;er 

dllzlemlo llcioer lkl1er teokll ettiklerl ac;1lar aolam1odad1r.) 

Bu oeticeoln herhangi bir Oc;y11zln ic;in de dofru kalacaf1 

faraziyeal tabii olarak akla gelir. Bu faraziye liatede verilen 

ballerle endllktit olarak deateklendljti gibi, benzerlikle de dea

tekleomektedir. Haklkaten, bir d11zlemdeki ac;11ara dair beozer 

oekilde eide edilmit olan farazlye (paragraf 9) Misll 19 da lspat

lanm19br. 
Bu faraziyeyl hattA c;ok yQzl11 ac;11ara genifletmek tablt 

olup, hie; olmazsa orada kolay gerc;eklenebilen bir limit hall bu

labUirtz. Burada bir dar (d11zlem) ac;1010 kenarlarmdan blri etra

f1nda dOomeslyle taranan aonauz uzay parc;a11na bir «kool» diye

cegiz. Alan1 verilmlt ve konlden makalmum hacm1 ayiran yO:r.eyl 

ar1yoruz. Bu yllzeyln (1) blr dOnel yllzey, (2) bir kllre yt1zeyinln 

parc;a11, (3) bu kllrenin merklzinin koninin tepe1i lie c;ak111k 

oldufu l1pat edilebilir. Barada ayr1nlliara glriomemekle beraber, 

lapatrn (2) numarah k11m1n1n Mi1Al 24 ~en, hpk1 Mid.I 17 nln 

c;OzilmQnQo Ml11Ai 16 dan elde edlldifl gibi, c;1kar1labllecetine 

lpret edelim. Steiner taraf1ndan ortaya atdm11 oian MlaAI 25 to 
probleml tam blr c;OzQmQoQ hlJA beklemektedlr. 

27 . Eter alao1 A olan blr Mlge hic;blr ortak nokta11 bu

lunmayan ikl alanortay kabO.l eteeydi, bu bOlge aos konueu 

alanortaylar taraf1ndan Uc; parc;aya (alt bOlgeye) aynhrd1 kl, 

bunlard1n lklslnln alan1 A/2, ilc;QocUaOnki de 11hrdan farkh blr 

aay1 olurdu. Bu lee aoikAr olarak mllmkOn deflldlr. 

28. Dotru parc;aa1 daha k11adir: 1 < (n/2)'1' . 

29. MillA.l SO a bak1n1z. 

30. Ver ilen alanortaytn uc; noktalon01n 11c;genin 0 tepe-

1inde blrleoen lkl farkh kenar Qzerlnde bulundufunu, fakat 

hu uc; noktalar1odan hlc;blrinln 0 Ue c;ak11mad1t1n1 kabtll 

' 
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ediDlz. UypD yaD11tmalarla (yanf eek. 10.12 DID flkriDI kulla
narak) f~eriDdeD bfrf bqlang1otakl flogeD olan alb etJt OegeD 
elde ederlz. Aya1 zamanda, bfrf verllmlt alaaortaydaD fbaret 
olaD alb etft efrl yay1 elde ederlz. Bo alb flegeD O merkezlf 
bJr dQzgtlD alt1g911 tetkll eder. Alb yay lse bu alt1geDln alaDIDID 

yarlllDI oevreleyeD blr kapah •tri te1tll eder ti, bo efrl 
kendJaJnfD flO afmetrl ebeDfDJD 0 kealtme DOktulDI da 09vreler. 
AJanortaym moDluto mlnfmom oldutu takdirde bpal1 efrl, (bu 
M.ldl 80 da oldufu glbf) bOtGD alaDortaylar1D veya (Mllll 29 da 

oldufo glbl) 1&dece dotru par1;a11 1ek1Jndekl alaDortaylanD 
bbQl edlldfllD• gore, 11ra11yla blr dalre veya blr d01gt\n alti
gea olmalld1r. Burada 11rH1yla MJlll 8 dekf Teorem II', ya· 
but paragraf 7 (1) dekf teoremlD e1leDltfDI kollaamam1z gvet. 
lldir. .Midi 80 DD l(Oztlmd, merkezi QogeDID kOplerfDdeD bfrfode 
olaD bir daireDID alt1da birldlr ; .Mlllll 29 DD oOzflmfl kenarlardao 

birlae paralel blr dotrodur. Her ikf halde de flo taae OOzllm 
vard1r. Verllen alanortay bqka bfr dDJ"nm da alabfllr, meteJ& 
ber lkf ucu ayn1 kenar veya ayD1 kOte ttzerlnde, v. 1. olabllfrdt. 
Fakat bo ballerlD lnceleomesl yukarda elde ettfffmlz Detlceyf 

aadece kuvvetlendlrlr. 

51. [Potnam 19'9). DalreoiD merkezioe 0 dlyellm. Bier 
PP' dotru paf\l&ll 0 nokta11oda fkf etft k1ama aynbyona P, 
P' ye birllirinln lctl1'1urnJaJu deDir. Efer lkl etrldeD blrf, Otekf· 
DID Doktalano1D br111mdakl Doktalar tarahDdaD meydana getl
rllmltM, bu etrflere 6ir6irlnin lcar1ur11Ja<l1r deDlr. tJlmdf A ve B, 
ad1Da k1aaca AB dlyecefimlz alayorta)'ID oo Doktalar1 ol1u. 
A', B' Doktalar1 ve A' B' yay1 1UU17la A, B ve AB Dill kart•· 
11Dda ollunlar. Bo takdirde A'B' de blr alanorta7d1r. P, AB Ile 
A' B' aflD blr ortak Dokta11 (.Milll 27) ve P' de P Din k&?flllD• 

• 
dakl Dokta olluD. Bu takdlrde P' de AB Ile A' B' DID blr ortalr 
Dokta11du. A, P, P' ve B Doktalan AB tlzeriDde bu yudlflmu 
lll'ada blrbfrfDI lzle1lo ve PB', PA ve PB' ya71al'1D1D ~lade bu 
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olan1 (yanl uzunu delil) oleun. (Boyle bir aec;lm ml1mklln olup, 

aahnda blr yaz11 tarz1 meeeleaidir.) ~u lki parc;adan ibaret olan 

ejtriyi di11Uot1ntlz: (A* B' ntln) B' P yay1 lie (AB nin) PB yay1. 

Bu ejtri (1) AB den daha k1aadir (daha uzun dejtll), (2) B den 

B' ye dojtru yol olan BB' c;apmdan daha uzundur (daha k1aa 

dejtii). (1) ve (2) den AB nln BB' c;ap1ndan daha uzun (daha 

k1ea delil) oldu~ netlceal c;1kar, ki bu da aorulan teoremdlr. 

32. Elipein kllc;llk ekeeni. MieAI 83 e bak1n1z. 

53. Herhangi bir bOlgenin en lcr•a alanortag1 ga bir dojru 

part;a., '1ega bir daire gagrdrr. MieAl 16 ya bak1n11. Ejer bOlgenin 

(kare, dalre, elipete oldujtu, fakat e1kenar llc;gende olmad1jt1 glbl) 

bir •imetri merlcez:i '1ar•a en lcr•a alanortag bir dolra part;a•rdrr. 

hpat, dalre ic;ln verllenin hemen hemen ayn1dir (MleAI 81). 

34. Pratik olarak MisAl 27 nin ayn1. 

35. Misal 16. 

36. Bet halln hepainde de en k1ea alanortay1n dQzleml 

dllzglln clamln d111na c;lsllml1 olan kllrenln merkezlnden gec;er. 

Bu ballerln herbirindeki en k1ea alanortaylar 1unlard1r: 

Dl1zgl1n d0rty11zlll : lkl kar11hkh kenara paralel uygun blr 

dllzlem lc;lndeki kare; 3 tane c;oznm. 

Kllp: kenarlarm blrine paralel kare; 8 tane c;Oz11.m . 

Dllzgl1n eeklzyl1zlt1: YOzlerden birlne paralel uygua bir 

dllzlem lc;lndeki dQzgQn alt1gen; 4 tane c;Ozllm. 

Dllzglln onlklyUzHl: Yllzlerln blrlne paralel uygun blr d11z

lem ic;lndeki dl1zgl1n ongen; 6 tane c;Ozllm. 

Dl1zgl1n yirmlyOzlll: Ka11J11kb lkl k01eyl blrlettlren blr 

ekeene dlk uygun bir dtlzlem lc;lndekl ongen; 6 tane Q(Szllm. 

Son dOrt balde lapat, genel blr lhtarla blly11.k Olc;llde ko

laylafll' (MieAl 38 e bak1n1z). 
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37. K11reoio merkezl 0 olauo. Blrbirlolo karo111odakJ ookta 
ve efrllerl Ml1ll 81 dekl 1lbl tarlf edlolz. b blr alaoortay oliuo. 
Bu takdlrde b olo kar1111odakl b' efrlal de bir alaoortay olur ve 
b ve b' blr P ortak ookta1101 balz olurlar (Miall 34). P olo kar-
1111odakl P' ookta11 da bir ortak ookta olur. P ve P' ooktalar1 
b yi !lyle ikl yaya aymr kl, buolarao hlcblrJ P lie P' ytt blr· 
le1t1ren en kasa yoldao - blr bQyl1k dalreoln yar111 - daha kiaa 
olamaz. 

38. Bet dl1zg0n cokyOzlDdeo d!lrdQ (dQzgQo d!SrtyGzlGdeo 
batka hepal) bir almetrl merkezini halzdir. Bir •im11tri merlcuini 

hais bir lcapalr giisegin ognr samanda jeoJuilc olan bir alanorlagr 

eardrr. lspat, kttre lclo yap1lanm bemeo hemen ayo1d1r (Midi 87). 

39. (El11m11nt11 Je,. Mathematilc, Bd. 4 (1949), S. 98 ve 
Bd 5 (1950), S. 65, problem 65 e bak1011.) Dlyafram1n keoar101n 
tepesine olao uzakhfana d deylniz. Bu takdlrde dlyaframao alaoi 
:id' olur (Bu teorem Arelmet taraf1ndao verllmletlr. Midi 11.4 e 
bak101z). 

(1) Eler S nin merkezl diyaframtn tepesl lse, tfc_a, tr d'=n a' 

dir. 

(2) S kttrealnln C merkezinl dlyaframao blr paro111101 te1kll 

ettill dlfer karenio C' merkezloe blrleetJreo dofruya I dlyellm. 
I nio S yi C ye gore C' oao buluodofu tarafta ke•tlll ookta 
A, I nio diyafram1 ve diyaframan kenar1odao gecen dttzleml keatlli 
noktalar s1raa1yla D ve B olauo. Eter dlyafram S hacm101 lki 
eeit k11ma bOlerse, A, B, C ve D noktalar1 I Qaeriode bu gasdr· 

/rmrs •rrada birblrhll izlerler. I olo dlyafram1n keoarma en yak1n 
ookta11 B' dlr ve D nlo bu kenara olao uzakblJ C olnklndeo 
daha btlyOktQr. eu halde d >a, n d' >tr a'· 

(8) Faraziye: Yancap1 a olan blr kl1renlo hacm1n1 lki 8flt 

k1sma Mien hlcblr yQzeyln ala01 :i a• den tncGk olamu. Buoun 

i1pat1 1ac olablllr. 
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41. /=n' maksimumuoa 

x1 =x1 = •• • =xn=l yabut -1 

lc;in eri11ilir. f = 0 minimumuna n ~ 3 halinde birblrinden farkh 

sonsuz saytda x 1 , ... , Xn sisteml ic;in erivilir. 

(2) Makeimum 6ncekinin ayo1 olup, tektir. f = n mioi

mumuna 

x 1 = n 1I', x,= ··• =x,.=O 

halinde ve buoa benzer dijter n - 1 halde erivillr. 

42. Faraziye k611eleri 11c;kenarh olan dt1zg1ln clelmler lc;in 

doltrudnr, fakat ttc;ten fazla kenarh kOeelerl balz olanlar lc;in 

yanhohr. M. Goldberg, Tohoku Mathematical joa.,.nal, vol. 40 

(1935), S. 226-236 ya bak1n1z. 

Cevaplaodmlmayan No. lar: 40, 43. 

XI. B0L0MDEKI SORULARIN ~OzOMLERI 

1. (a) evet (b) hayir: a: ltlzumsuzdur, alan ah/2 dlr. 

2. (a) evet (b) hayu: x ve {J 11lzumsuzdur, alao mh dir. 

3. 2 n .,.h, Ba alan d ge t4bi delildir. 

QOzflm Arvimet metodu veya Integral Hesap vls1tas1yla 

yap1hr: x' + g' = .,.• den 

d+h 

g' ( ~! ) ' + g' = .,., , / 2 n g [ l + ( ~!)']'I' dx = 2 n .,.h 

d 

c;1kar. 

4. h, alan1 heeaplanacak olan kal&#Jn yQklekllli olsun. 

Benzer ttc;genlerden h: a= a: 2 b bulanarak, i.tenilen alan lc;ln 



XI. 8] 213 

2 n bla = :r a• elde edfllr kl, bu da 6 den mii•takilcllr. Bu kllre ku. 

fa1?1 b = a/2 lcm blr tam kllre, b = °" lcin blr dalre haliol ahr. 
MieAI 10.89 a bak1niz. 

5. MisAI 1 • t lln blrbirleriyle benzerlll}ine dlkkat ettloiz 
ml? Oyulmut kllrenln haem1 elemaoter olarak veya 

h/2 

/ :If g' clx - :If g.' 1a = :r la' /6 
-h/2 

1ekllnde Analltik Geometri ve Integral Heeab1 kullanmak sure

tlyle elde edlleblllr. Burada x' + g' = r' olup, g 1 , x = la/2 ye 
tekablll eden ordinab gOstermektedir. 

6. n la' /12. Bu netlce a ''e b Jen mii•takil lir. <;oznm MlsAI 

6 lnkloe benzer olup, M1sll 7 nlnklyle llgilldir. a= 6 = O a11r1 

hallnde kUre tabakae1 Q&PI la olan blr dolu kllre olur. la 010 kll

ctlk olmas1 hallnde Mia He V nln arasrndaki fark10 cok kllcttk 

oldufu sezgl ile gllrQlilr. 

7. :1r c' la/6. Bu netice ,. clen mii•ta/ci/cl;,., c =la hallnde lrooi 

bfr silindire dejenere olar ve paragraf 2 ve Mlsll 5 telrl hal elde 

edillr. Qozllm MieAJ 8 inkine benzerdlr. 

8. 0 koordinatlarm batlaDflC nolrta11 ve OX te x ekaenl 

oldufu takdlrde, ~k. 11.3 teki daire ve parabollln deoklemlerf 

11ras1yla 

(x - cl)1 + g' = ,.• , 2 px = g' 

oJur. x1 ve x1 , x, < x, olmak llzere, bu ikl etrioln keiitme 

noktalar1n1n abalelerlnl goaterditl takdlrde x, - x, =la olup, 
lateneo hac1m 

:r i~ [,.• -(x-cl)'-2 px) Jx=n j' (x,-x) (x-x,) clx=.., la1/6 

.r, 
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olur kl, bu netice r ve d den miiatakildir; integralde x - x 1 = t 
vaz'ediniz. Barada iki k6kl1 ve x' nin kateay1s1 billnen bir 

iklncl derece polinomunun c;arpaolara ayr1ll11n1 kulland1k. 

9. (a) evet; hac1m :ih'(a+2b)/3 tttr. 

(b) hayir. 

10. Evet. a 1 ve a, keyfi olarak verilebilecejtinden 

rekttrrans milnasebetini gerc;ekleyen sonsuz say1da a 1 , a,, .... a 10 

sletemi mevcuttur. Biz ou iki 6zel sistemJ inceleyecetiz: 

u,' = 0, a,'= 1 olmak 11zere a.' , u.', a,' , ... , u10' ve 

a 1" = 1, a,'= 1 olmak ttzere u1•, a,', a,", ... , a 10' 

sistemleri. Bu sistemler ic;in 

u,' = 8, a,'+ u,' + · · · + U10' = 88, 

a,"= 13, a,•+ a,'+· •· + a10' = 143 

buluruz. 

Talihin biraz yard1m1yla 

(*) a,'+ u,' + · · • + a,o' = 11 a/, u1' + u," + · • • + u1o" = 11 a/ 

oldutunun farkma varabilir ve sonra 

(**) a,+ a,+• ·•+ a,0 = 11 a1 

oldujtu farasiyesini ileri sttrebillr ve nihayet bu faraziyeyi !spat 

edebilirlz. Bu !spat ooyledir: 

Un= (u, - a.) a,(+ a, an' 

m11nasebetinln n = 1 ve n = 2 lc;ln dojtru oldujtunu dotrudan 
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dofruya gerc;ekler ve ayn1 mtlaa1ebetln n = 8, 4, 5, ... , 10 Jcln de 
dofru oJdufunu rektlrran1 mllna1ebetinJ kullanarak c;1karablllri&. 
Fark1na varm11 oldufnmo1 (•) mllna1ebetlerinln ilklni u, - u, 

Ue, lkinclaJni de a, Ile carpbktan IODra toplaraak, (•••) I kulla
narak i1tenllen ( .. ) 1 elde ederl1. lapaho eaaa fikrl : (daha uygun 
olarak ikincl mertebeden llneer bomogen blr fark denklemi de
nilen) rekl1rran1 mtlnaubetJmizln un genel cOzllmll (lklncl mer
tebeden blr lineer homogen diferanaJyel denkJemlnin genel fnteg
ralinln lkl Ozel integralln blr llneer kombinezonu oldufu gibl) 
lkl mll1takil un' ve a.' Ozel c;Ozl1mllntln blr lineer komblnezonudur. 

00 

Jx I x - • 1 
1 + x' = x ca + 1 x-1 + x 

0 

00 00 

I xca dx = _!_ j 1 + x• 
= 1 + x" 1 + x' 2 1 + x• 

0 0 

dx 

Bu netice « dan mii1ta/Uldir. lklocl 1ekllden llc;llncllye geoerken 
x-• I yenf lntegraayoo de#l1keni olarak lthll ettlk. « =O, "°• 
- oo lc;ln verlleo Integral a1raa1yla 

00 J ~ 

I 1 dJt I dx j dx 
2 1 + x' ' 1 + x' ' 1+1l1 

0 0 l 

19kllne Iner. Bo haller yukar1kl c;Ozl1mll akhm1za getlreblllrdl. 

12. Bu tflrlll en a1iklr vlkra 

+oo 

/(-a)=-/(a) fae I /(a) Ja=O 
-<X> 

olma11d1r. Barada 

a=logx, /(logx)=F(x) 
vaz'edlnlz : 
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00 

F(x- 1
) = - F (x) lse J F (x) x - 1 dx =O 

0 

[XI. 13 

olda~u elde edilir. Bu, a1aa1ki genelleotirmeyi akla getirir: E~er 
g (x- 1

) = g(x), h (x-1
) = - h (x) ise 

00 00 

/ g <x> r 1 + h(.\")1 x-· dx = / g <x> .i:-· dx tir. 
0 0 

Misll 11 bunun 

x 
g(x) = 2 (1 + x 2 ) 

iQin bir Ozel halidir. 

1 -xq 
• h(x) = 1 + xa 

13. Ox=O, yahut x' -!=(x-2) (x +2), v.s. 

14. x = g = 8; x = 8, 9, 10, 11 de~erlerini denemek yeter. 

15. Deneme ile x = g =: = w = 4 bulunur. 

17. [Stanford 1948 e bakm1z]. Bir dflzgllo cismln simetri 

dilzlemleri o cismin merkezinden gecer ve ayn1 merkezi baiz bir 

kllreyi bir taklm kllresel 11Qgenlere aymr. Boyle bir k1lresel 

1l91enin 119 kOoesloden gecen t1Q yar19ap, QOkyllzlllnQn s1ras1yla 
bir k01eelnden, bir yQzQnlln merkezinden ve bir kenarm1n orta

atndan gecer. Ktlreeel tt9genio bu Q&plara tekabill eden actlar1 
1' 

n I"• .rr If ve n / 2 dir. Kt1reael t19genin """i"" a9111n1n kar11110dakl 

keoarma (hlpoten11a11ne) c diyellm. Qoky11zlf1nt1n l9ine Qizilen 

kllrenin cap1ntn d111na Qizileo kllreuln cap1na olan oran1 cos c 

olup, kt1reael trigonometrl yard1m1yla 

cos c =cot (n I/) cot (n I") 
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bulunur. / ve e •yllan Ile onlardan elde edflen coe c aln defer
leri apf1kl ceclvelde dl1zgt1o dOrtytl&IO, alby!1&Ul (kGp). mekb

yt1zlt1, oalkl yt1&111 ve yirmly11&111 ic;in go1 terflmekteclir: 

l)Ortybltl Allly11&10 SeklzyOzlll OoiklyO&IQ Ylrmiyll&lll 

/= 8 4 8 li 8 

•= 8 3 4 8 li -- ~ 

1 t 
COIC = 8 vs vli+2vs 

lli 

H. Weyl, Sgmmetrg, Princeton 1952 adb kitapta Kepler'ln 
orijlnal 1ekll (S. 76, ~k. 46 da) tekrar verilmiftlr. 

18. MieAl 10.42 ye bak1n1z. 

21. (a) aj • It elemanlar1 j, lc=1, 2, 8, ... , n loin 

prho1 gerc;ekleyeo n. mertebedeo bir determioanta merke&l 11-
metrlktir denir. n mertebeden bir merlcui •imetrllc tlt!l•rminant llci 

tleterminantin farp1m1na e,ittir. n fift eega t•lc olcla/ana 11ort1, 6a 
ilci t:arpanrn her ilci•i de n/2. merlebeclen eega banlarclan birl 

(n + 1) / 2. , cli/eri (n - 1) / 2. ml1'tebedenclir. Miedller: 

b I= (a+ 6) (a - b), 
l a b :1=1 a+• : I (a-c), 

a 
1 J c 

b a ' 2J 
; c b a 

a b c ti 
e I II la =I a+J b+c I 11-11 e-la t 
la II I • I e+ la f+g j . b-c a-d • 

" c b a 
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lepat: n c;lft veya tek oldujtuna gOre n = 2m veya 

n = 2 m + 1 vaz'edinlz. Determinanttn BOD entununu birinclye, 

sonra eondan bir evvelklnl iklnciye, ilAh... JIAve edlolz, tA kl 

Ilk m tane stttun deitltmlt olsun. Bundan eonra blrinci satir1 

eonuncudan, ikincl eahr1 sondan bir evvelkinden, llAh... c;1ka

r101z, tl kl eon m tane eahr delti11mit olsun. Bu ltlemler sonunda 

determioantin alt sol k01esinJe elemanlar1 tamamen 0 lardan 

ibaret bir m X (m + 1) dikdOrtgeni veya bir m X m karesi mey

dana gelir. 

(b) DOrdilncn mertebeden determinant lklncl mertebeden 

her ikl determinantla, bunlar1n c;arp1m1yla bOUinmeden de, Mlfl

nebilirdi. Bu son hal bu lki ikinci mertebe determlnantmm bir 

ortak carpan1 haiz olmas1 haliode vukubulurdu. Biz burada iyim

serlik gOetererek, Myle blr ortak carpan10 mevcut olmad1jt1n1 

kablll ettik, yani en basit faraziyeyi denedlk ve ba1ar1ya ulathk. 

22. En eylmeer lmkln: h n10 herhangl blr kuvvetinin sol 

taraftaki kateaylBI, h nm ayn1 kuvvetlnin eajt taraftaki kateay1-

sindan knc;nk veya ona e11ittir. Bu farazlye haklkaten dojtrudur: 

4 h 1
/• ile Mlddkten aonra her iki taraftakl eablt terlm 1 e e1lt 

olur, ve n ~ 1 ii;m hn nin lki taraftakl katsay1lar1 e1rae1yla 

3 7 11 4 n --1 1 5 9 4n-3 
4 B 12 ... - 4n 4 n + 1 ve 4 8 4 ' '· 4n 

olur. Atikil.r olarak 

3.7.11 • • · (4 n - 1) < 5.9 · .. (4 n - 8) (4 n + 1) 

dir. 

23. (a) Verllen karenin n' tane kllc;ilk kareye bOHlntlttl 

ile ve sorudakl metodla elde edllen yakla11k dejtere Pn diyellm. 

Pn nin n-• In kuvvetlerlne gore blr aeriye ac;1labllecejtini k abul 

edlniz: 
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( •Geoel olarat, blr fonkslyoo blr kuvvet eerlaloe •ctlablllr.• 
Midi 20 ye bat1n11.) n _._ '-" lclo Pn ... Qo oldufundan Q0 = Q 
neticeelof 01tarir11. Dlfer taraftan ~k.11.6 dakl dGrt ookta blr 
doJruya, e«it. 11.5 tekllerden daba yak1nd1r. Bu durum Q, = o 
oldntuoa ve n-•, n-• , .. · lbtiva eden terlmlerln battl tllcllk 
n Jer lolo fhmll edllebllecegloi blze t~llcin eder. Buda blzi 10 for
mllle 1Gtllrllr : 

Efer n-• yl abale ve Pn de ordinat olarak ahreak, bu (yaklq1k 
olarak) bir dojtru gGsterlr. Buoa az cok benzer baz1 hallerde 

yaklao1m1n hatAamm 1/n1 bnyQklnk mertebesloden oldutu lepat 
edilmit oldujtuodao, bu beozerlljtlo •t•I• alhnda tahmlolmiz daha 
az cllr' etli gGrQnflr. 

(b) At•l•ki ced\•elln efltuolari ouolar1 lhtlva etmektedlr: 
(1) n nin deter Jeri, (2) ordlnatlar, (8) ordloatlarm farklar1, (4) 

absleler, (5) abaislerio farklar1, (6) ( (3) 1ln C5) e orao1 olarak 

hesaplanm1t) etlmler. Aocak (5) ve (6) da - lpretl kooulmam11t1r. 

(1) (2) (3) (4) (5) (6) 

2 0,0987 0,2500 

0,0248 0,1389 0,1i85 

8 0,1185 0,1111 

0,0094 0,0486 0,1984 

0,1279 0,0625 

0,0045 0,0225 0,2000 

5 0,1324 0,0400 

(c:) n = 5 lcln yapllan heaaba en gll\•enillr ve n =4 1910 
yap1lana da ondan aonra en gQvenillr hesap goznyle bakmak 
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tabiidir. Eger (x1 , g 1) ve (x,, g 1) noktalar1 denklemi g=m x + b 

olan dojtru ttzeriode bulunuyorlarsa, (m ve b ye gGre lid denk
lemli bir sietemden) kolayca 

b = g1 Ix, - g, Ix, 
1 I x,-1 Ix, 

bulnruz kl, bu da fcinde bulundujtumuz halde 

Q,...., 25 x 0,1324 - 16 x 0,1279 = 0 1404 
25-16 ' 

verir. Eger bundan daha iyl bir eey beklemieeenir;, cok nikbin
sinlz. 

Cevaplandmlmayan No. lar: 16, 19, 20. 
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10. On plausible reaaoning. Proceeding• of the International 

Congre" of Mathematician•, 1950, V. 1, S. 739-747. 

IV. PRORLE~ILER 

Kitapta c;Ozlilmek lizere sorulan mielller araemda William 

Lowell Putnam Matematik Yar11ma11 ile Stanford OnitJer•itHi 

Matematik Yar11ma lmtihanlar1nda aorulan problemlerden ahnan· 

Jar da vard1r. Bu duruma, verllen c;Ozl1mttn ba1rna problemln 

1orulu1 aeneainl de belirtmek Qzere «Putnam 1948• veya •Stan

ford 1946• kayd101 koymak auretlyle itaret edilmittir. Putnam 

Yar11mas1uda sorulan problemler her seue A,,.erican Mathema

tica! Monthfg'de yaytnlaumakta oldujtu gibi, ekseri Stanford 

lmtlhanlar1 da orada yay1nlanm11ttr. 



Yaymlanm111 olan eaerler : 

1 - E1itsizlikler (160 Kr1.) 
2 - Qokrenk problemleri (180 Kr1.) 
3 - Saydar teorisinden problemler (500 Kr1.) 
4 - Tesadttfi hareketler (250 Kr1.) 
5 - Geometrik ispatlarda batllar (180 Kr1.) 
6 - Mekanijtin matematijte baz1 tatbikleri (180 Kr1.) 
7 - Yalmz pergelle yaptlan c;izimler (250 Kr1.) 
8 - Diofant denklemleri (220 Kr1.) 
9 - Gruplar teorisine girio (875 Kr1.) 

10 - E1itsizliklere giri1 (425 Kr1.) 
11 - 1ndttksiyon metodu (220 Kr1.) 
12 - Saydar teorisine girit (650 Kro.) 
13 - Geometrik e1ltslzlikler (450 Kr1.) 
14 - Yalmz eetvelle yaptlan c;izimler (250 Kr1.) 
15 - lhtimaller hesabma giri1 (550 Kr1.) 
16 - Rasyonel ve lrrasyonel sayllar (600 Kr1.) 
17 - Qeoitli Geometriler (750 Kr1.) 
18 - lndirgemeli diziler (200 Kr1.) 
19 - Geometri (Cilt 1) (500 Kr1.) 
20 - Geometri (Cilt II) (750 Kr1) 
21 - Geometri (Cilt Ill) (400 Kr1.) 
22 - Algoritmalar ve otomatik hesap makinalar1 (400 Kr1.) 
23 - Konum Teoremleri (200 Kq.) 
24 - Matematiksel soneuz (100 Kr1.) 
25 - Say1lar ve 1ekiller (850 Kr1.) 
26 - E1dejter ve E1parc;alanabilen 1ekiller (300 Kro.) 
27 - Oynnlar teorisine girio (300 Kre.) 
28 - thtimaliyet ve 1nformasyon (750 Kr1.) 
29 - Matematikte Endttksiyon ve benzetme (Cilt I) 

(750 Kr1.) 

30 - Matematikte End'llkslyon ve benzetme 

(Cilt II) (750 Kr1.) 

T11rk Matematik Dernejtinin adresl: 

Fen Fak11ltesi Matematik Enetit'llell 
Vezneeller-lstanbul 

Fla ti 7 50 Kr11. 
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