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Bu Yaymnlar Hakkinda

Matematigin kendi degeri yaninda, fizik, kimya ve
dolayisiyle mithendislik , askerlik gibi pratik sahalara
ve bilhassa son zamanlarda biyoloji, ekonomi ve hatta
sosyal bilimlere yardim: hizla arttigindan, bu bilim her
millet i¢in hayati bir 6nem kazanmistir,

Oteyandan, matematik de bu bilimlerin problemlerini
¢ozebilmek igin gerek metod gerekse fikir bakimindan
gelismek zorundadir.

Bundan dolay: bir gok memleketlerde bu sahaya da-
ha fazla sayida istidatlari ¢ekmek ve bunlari erkenden
kesfetmek, en nihayet bunlarin egitimiigin hertiirli feda-
karliga katlanmak endnemli bir milli egitim siyaseti olmugtur.

Yeni istidatlari erkenden kesfetmek igin diigliniilen
tedbirlerin baginda, matematik kiiltiriini genig kitlelere
yaymak gelir.

lkinci Dinya Harbinden sonra bir¢ok memleketlerde,
genglerin tecessiislerini tahrik etmek ve bunlarin mate-
matik bilimlerine karg ilgilerini arttirmak igin _yeni bir
tip matematik literatiirii meydana gelmigtir. Bu gesit lite-
ratiirde aramlan Ozellikler kisaca gunlar olmalidir ¢
a) Problem vaz's sun'i olmamali, b) Bunlarnn anlatmak
igin fazla 6n bilgiye ihtiya¢ bulunmamali, ¢) Okuyucuyu
aktif isbirligine ve bir geyler kesfetmege sevketmeli.

Iste Tirk Matematik Dernegi bu cereyant memleketi-
mize de getirmek maksadiyle bu yayinlara baglamig bu-
lunmaktadir. Bu yaynlar, resmi miifredata bagh ders
veya yardimer kitaplar olmayip, konulari yukariki pren-
siplere uygun olarak secilmis eserlerdir. Bunlarm anla-
silmas: icin lise matematiginin bir kismi ile okuyucunun
sagduyusu ve iyi niyeti kafidir.

Tamamen hizmet olan bu tegebbiisiimiiziin mali kayna-
g, Milli Egitim Bakanligimzin ve Ford Foundation'nun
bagislaridir.

Tiirk Matematik Dernegi
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Bu Yayinlar Hakkinda

- Matematigin kendi degeri yaninda, fizik, kimya ve
dolayisiyle miihendislik , askerlik gibi pratik sahalara

ve bilhassa son zamanlarda biyoloji, ekonomi ve hatta .
sosyal bilimlere yardimi hizla arttigindan, bu bilim her

millet igin hayati bir 6nem kazanmigtir,

Oteyandan, matematik de bu bilimlerin problemlerini
¢ozebilmek igin gerek metod gerekse fikir bakimindan

- gelismek zorundadir.

Bundan dolay: bir ¢ok memleketlerde bu sahaya da-

- ha fazla sayida istidatlari ¢gekmek ve bunlar1 erkenden
kegfetmek, en nihayet bunlarin egitimiigin hertiirlii feda-
kérliga katlanmak en6nemli bir milli egitim siya&eti olmustur.

Yeni istidatlari erkenden kegfetmek igin diigiiniilen
tedbirlerin baginda, matematik kulturﬁnu genig kitlelere .
yaymak gelir. s

[kinci Diinya Harbinden sonra birgok memleketlerde, '
genglerin tecessiislerini tahrik etmek ve- bunlarin mate-
matik bilimlerine karg: ilgilerini arttirmak ig¢in yeni bir
tip matematik literatiirii meydana gelmistir. Bu gegit lite-
ratirde aramilan Ozellikler kisaca sunlar olmalidir:
a) Problem vaz'i sun’i olmamali, b) Bunlar1 anlatmak
igin fazla 6n bilgiye ihtiya¢ bulunmamali, ¢) Okuyucuyu
aktif igbirligine ve bir geyler kegfetmege sevketmeli.

Iste Tiirk Matematik Dernegi bu cereyan: memleketi-
mize de getirmek maksadiyle bu yayinlara baglamig bu-
lunmaktadir. Bu yaymlar, resmi miifredata bagh ders
veya yardimer kitaplar olmayip, konulari yukariki pren-
siplere uygun olarak segilmig eserlerdir. Bunlarin anla-
silmas: igin lise matematiginin bir kismi ile okuyucunun
sagduyusu ve iyi niyeti kafidir.

Tamamen hizmet olan bu tegebbiisiimiiziin mali kayna-
g1, Milli Egitim Bakanhgmzin ve Ford Foundation'nun
bagislaridir.

Tirk Matematik Dernegi
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KITABIN KULLANILSI IHAKKINDA
ACIKLAMALAR

Matematiksel Sohbetler 1, Il, IIl ad: altinda yayin-
lanan: Cokrenk problemi (1), Sayilar teorisine dair
problemler (1), [htimaller hesabina dair problemler
(Tesadiift hareketler) (IlI) kitaplarinin her iigii de, bir-
birinden bagimsiz olduklar1 ic¢in okuyucu bunlar istedigi
sira lizere okuyabilir. Maamafih bu arada I. kitabi tegkil
eden c¢okrenk probleminin bunlardan en kolay, lII. kitabi
teskil eden fesadiifi hareketlerin ise en zoru olduguna
dikkat edilmelidir. Birinci kitabin sonuna konan EK mahi-
yet itibarile bu kitabin konusuna baglanabilecek bir prob-
lemin ¢bziimiinii ihtiva etmekle beraber anlasilabilmesi

- bakimindan, regiiler boyama tarifinden bagka hicbir seye

ihtiyag goOstermedigi icin, bu kitaptan bagimsiz olarak da
okunabilir,

Her kitap bir konuya tahsis edilmistir; bir kitaptaki
mubhtelif boliimler aralarinda siki miinasebetlerle birbirine
baghdirlar. Bu yiizden her kitap arada bir bogluk birak-
maksizin basindan sonuna kadar okunmalidir. Sadece ikin-
ci kitabin birer yildiz ile igaretlenen ikinci ve dérdiincii
boliimleri bir istisna tesgkil ederler. Bunlar kitabin ana
hattindan biraz ayrilmakta olup ilk okunugta, daha son-
rakilerin anlagilabilmesi bakimindan highir mahzur olmak-
sizin, terkedilebilirler (2. bo6liim esas itibarile 1. boliimiin,
4. boliim ise 3. boliimiin bir tamamlayicisidir).

Bu kitaplar okuyucunun ¢ahigmasmi aktif hale getir-
mek icin diigiiniilmiistiir. Bu sebeple her kitap kendisinin
asli ve organik parcalar1 olarak bir seri problemi ihtiva
etmektedir. Problemlerden ¢ogu gruplar halinde bir araya
toplanmis, ve bu sekildeki gruplardan herbiri kendi iginde
kapanmistir. Biri digeri {izerine kurulmug olan bu miin-
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ferit problemler ¢ogu zaman okuyucuyu en sonunda, her-
bir gruptaki sonuncu problemin ihtiva ettigi kesin bir
neticeye gotiiriirler (meseld I. kitabin 21-27, 38-41, IL
kitabin 28-32, 71-75 ci problemleri ilh. gibi).

Bazan boyle bir gruptaki ¢oziimler belli bir sonuca

dogru yonelmeyip yeni bir metod getirirler. (Mesela I.°

kitabin 11-14 cii problemleri gibi). Nihayet bazi prob-
lemlerde sadece aligirma mahiyetinde olup, bunlar yar-
dimile okuyucu yeni kavramlara aginalik kazanabilir (me-
sela Il kitabin 1-8 veya III kitabin 1-3 cii problemleri
gibi v.s.).

Ele alinan bir grubun problemlerlm teker teker ¢oz-
meden Once, bu gruba ait biitiin problemlerin ifadelerini
gbzoniine almak tavsiyeye deger. Okuyueuya, ancak

bir gruba dahil biitiin problemleri ¢5zdiikten sonra, kita- -

bin sonunda verilmis bulunan ¢oziimlere bakmasint tave
siye ederiz. Orada verilen bu ¢oziimlerin hepsi belirli
yollardan elde edilmiglerdir ; halbuki okuyucu kendi ken-

dine diigiinmek suretile kendine has ispat metodlar: bula-

bilir. Netekim pratikte bazan, yazarin diigiinmiis oldugun-
dan daha basit ve daha. giizel ¢oziimler ‘bu‘unablldlg:
goriilmiistiir. Miinferit problem gruplan giicliik derecesi

bakimindan, birbirinden biiyiik lgiide farkederler. Bunun- . -

la beraber edinilen tecriibelere gore, ortalama olarak bir
haftalik bir zamana, bir ila iki problem grubu igin yeter
galigma siiresi goziyle bakilabilir. Belki okuyucu bir
grup igindeki biitiin problemleri kendi kendine ¢6zmeyi,
biitin hallerde, bagaramiyabilir. Sayet okuyucu bir prob-

lemi ¢ozdiikten sonra ikincisinde jyenemiyecegi bir giig-

likle kargilagsacak olursa, bu takdirde kendisine daha énce
¢ozmii oldugu ilk problemi yeniden gozden gegirmesini
tavsiye, ederiz.

Bu-sayede, biitiin iyi niyete ragmen evvelce bagarila-
miyan ¢dziimiin bazan bulunuvermesi miimkiin olur, Sayet

giigliikler agtlamiyacak gekilde goziikiirlerse, o zaman °

evveld bu zor problemin (kitabimn sonunda) verilen ¢ozii-

/
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miine bakmali ve ancak ondan sonra miiteakip problemin
¢oziimiine gegmelidir.

Igindeki problemlerin esash bir rol oynamalarina rag-
men, bu kitaplar hi¢ de birer problem derleme kitaplari
degildirler. Problemler kadar kitapta verilen teorik bil-
giler de 6nemlidir. Problemlerle bu teorik kisimlar ara-
sindaki bagintilar herbir boliim igin farklidir. Bazan esash
kisim problemlerin hipotezlerinde bulunmakta, metin kis-
minin rolii ise yeni kavramlar ithaline ve neticeler gikar-
maya miinhasir kalmaktadir (mesela I. kitabin ilk parag-
rafinda, II. kitabin 5. boliimii v.s. de oldugu gibi). Diger
hallerde (mesela II. kitabin 2. boliimiinde ve IIl. kitabin
tamaminda oldugu gibi) 6z, teorik kisimlarda bulunmakta,
problemler ise ikinci derecede rol oynamaktadirlar. Biitiin
hallerde metin ve problemler siki miinasebetlerle birbi-
rine bagh olup, bunlar herbir kitaptaki konug sirasina
gore okunmalidir.

Bu kitaplarin énemli bir kismimi da problemlerin ¢o-
ziimleri tegkil etmekte olup, bu g¢oziimlere ekseriya esas
bakimindan karakteristik netice ve ihtarlar eklenmis bu-
lunmaktadir. Bu yiizden problemler bizzat okuyucu tara-
findan ¢oziilebilse bile, yine de verilen ¢dziimleri oku-
malidir,

Nihayet okuyucuya, problemlerin ¢oziimii igin zamanim
harcamaktan ¢ekinmemesini tavsiye ederiz. Kendi bagina
¢6zdiigii her problem grubu, hatta her problem, okuyu-
cunun faydalanmas: igin hazir bulunan bilgiler dagarci-
g zenginlestirir. Kendi emegi ile kazanilan bir fikir,
bagkas) tarafindan Ogretilen on fikre bedeldir. Hatta
problemin ¢6ziimii igin yapilan gaba basansizhiga ugrasa
bile, harcanan zaman yine de bosa gitmig sayilmaz; prob-
lem iyice iglenmis olunca verilen ¢bziim bambagka gozle
okunur, basarisizhigin sebepleri aragtinlir ve yardime:
goriigler arasindan bagariya gotiiren esasli fikirlerin bu '
lunmasina alisilir.




GiRIiS

Bir haritada, elveriglilik bakimindan farkli memleket-
ler farkh renklerle boyamir. Bu esnada umumiyetle her
memleketi ©zel bir renkle boyamak gerekmez. Komsu
memleketlerin, yani gek. 1 deki ! esela S, ve S; mem-
leketleri gibi ortak bir smir ¢izgisini haiz olanlarin,
farkli renklerle boyanmalari kafi gelir. Béyle bir boya-
maya regiiler boyama diyecegiz. Verilen bir haritayr re-
giiler boyayabilmek i¢in kag renge ihtiyag oldugu sorusu
kendiliginden ortaya gikmaktadir. Memleket sayis1 kadar

Sek. 1 Sek. 2

renkle igin iginden gikilacag:i agik ise de biz bu netice
ile yetinmek istemiyoruz. Bizi ilgilendiren, verilen bir ha-
ritay1 regiiler boyamiya yetecek en az boya sayisidir. Iki
renkle maksadin saglandig: bir harita tegkil etmek kolay-
dir (sek. 2). .

Sek. 2 deki harita bir adanin haritasidir. Bu ada tara-
ma ile gosterdigimiz denizde bulunmaktadir. Denizi ne a

) A4 nuk.tasmda birbirine ;!egmelarine ragmen JS; ve 53 mem-

leketleri (ortak simir gizgileri olmadifindan) komsu sayilmiyacak-
lardir.

o
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2 ‘ Cokrenk prob lemleri

ne de b rengi ile boyamadik. Fakat bir haritada umumi-
yetle denizin de ayni gekilde boyanmakta olmasi, sahil-
de bulunan, yani bir simir1 deniz kiyisi ile ¢akigan mem-
leketlerin farkli olarak boyanmasimi gerektirir. Bu yiiz-
den deniz bizim igin herhangi bir memleketden farksizdir,
Deniz sinirinin bir kisminin harita igine diigmemesi, yani
haritamizda denizin sanki smirsiz olmasi, bizce onemli
degildir. Bu yiizden agagida denizi ayr1 diigiinmeyip onu
memleketlerin sayisi igine alacagiz.

O halde gdzoniine alacagimiz haritalar ada haritalar
olmiyacak, bunlarin biitiin diizlemi kapladiga kabul edile-
cektir. Bu goriis noktasmna gore gsek. 2 deki harita artik
iki renkle regiiler boyanamaz.

Simdi bir haritanin regiiler boyanmasi igin gerekli
renklerin en az sayis: sorusuna donelim. Sek. 3 de, bu
saymin 2 veya 3 yahut da 4 oldugu haritalar gizilmistir.

b,, )’

a) b) )
Sek. 3
Bunun disginda daha bagka misaller veremiyoruz. Daha
bu giine kadar, renklerin en az sayisinin bes veya daha
fazla oldugu, yani dort renkle regiiler boyanamiyan, hig-
bir harita gizilememigtir. Her haritanin dért renkle regii-
ler boyanabilecegi tahmini mevcuttur. (Bu da meghur
edértrenk problemi> nden ibarettir). Bu ise bu giine
kadar hi¢ kimse tarafindan isbatlanmamistir; diger taraf-
tan her haritanin beg renkle regiiler boyanabilecegi gos-
terilmigtir. (Isbat1 § 4 de verecegiz.) O halde, aralarin-

daki can sikici boslugu dolduramadan sadece su iki 6ner-
mede bulunabiliriz : :

Her harita ii¢ renkle regiiler boyanamaz (gek. 3c).
Her harita bes renkle regiiler boyanabilir.
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§ 1. Iki renge dair problemler 3

Asagidaki paragraflarda, hangi haritalar igin iki ren-
gin (§ 1) ve hangi haritalar igin ii¢ rengin (§ 2) yetece-
gi sorusu ile meggul olacagiz. § 3 de ne zaman dort ren-
gin kifi gelecegine dair birkag kriter vermege galigaca-
g1z ; § 4 de bes renge dair teoremi isbathyoruz. :

§ 1. iki renge dair problemler

1. Diizlemde n tane dogru gizilmig olsun. Boylece

meydana gelen haritanin iki renkle regiiler boyanabilece-
gini gosteriniz (sek. 4).

- 2. Diizlemde bulunan n gemberin teskil ettigi harita-
nin iki renkle regiiler boyanabilecegini gosteriniz (sek. 5).

<




4 Cokrenk problemleri

3. Bir diizlem iiggenlere o gekilde boliinsiin ki, her
keyfi iiggen ciftinin ya hi¢ bir ortak noktasi bulunmasm,
ya bir kogeleri veya bir kenarlari ortak olsun ¥. Bu iig-
genlerin koseleri, -ayni bir kenara ait koseler farkl ra-

kamlarla igaretlenecek se-
Y 4 kilde 0, 1, 2 rakamlan ile

- gosterilsin (boyle bir gos-

T terilimi regiiler olarak ad-
landiracagiz) (sek. 6), Boy-
lece elde edilen haritanin
iki renkle regiiler boyana-

bilecegini isbat ediniz,
0 4. Bir haritada ¢smirla-
rinin» sayist m ile béliine-
miyen bir memleket varsa,
fakat diger biitin memle-
Sek. 6 ketlerin ¢sinir» sayilart m ile
béliinebiliyorlarsa, boyle bir

harita iki renkle regiiler boyanamaz 2.

Satrang tahtas: iizerinde problemler. Satrang tah-
tasinin renkli karelere bilinen gsekildeki adi boliiniigii (dig
bolgeden sarfinazar edilirse), regiiler boyama igin misal
olarak kullanilabilir. Burada satran¢ tahtas: iizerinde
verecegimiz problemler, agagida genel ikirenk proble-
minin ¢ozlimiinde bize yardimei olacaklardir.

Bir a¢ S hanesinden, bir hamle ile, S; den Sy e ka-
darki hanelerin herbirine varabilir (siiriilebilir) (sek. 8). Ka-
le, satrang oyununun kaidelerine gore, bir hamle ile S den

1

1) Béyle bir bilmeye iicgenleme (triangulation) denir. Sek. 7
iggenleme olmiyan bolme miséllerini gostermektedir.

& &

Sek. 7
?) Okuyuecu «sinirs 1n tam tarifini s. 18 de bulacaktir.

-
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§ 1. Iki renge _dair problemler 5

miitekabil diigey veya yatayin her hanesine gidebilir
(siiriilebilir) (sek. 9). Problemlerin ¢oziimiinde, S hane-
sinden .S” hanesine giden kalenin (gek. 9) aradaki biitiin
hanelere ugradig: kabuliinii kararlagtiralim.

b
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Sek 8 Sek. 9

5. Bir at, hig bir haneye iki defa ugratilmadan, 5 <5
lik bir satrang tahtasimin biitiin hanelerine siiriilebilir.

6. 25 kareden ibaret bir satrang tahtasimin biitiin
hanelerini, bir evvelki problemde atin' hanelere siiriil-
mils oldugu siraya gore numaralaymmz ve ¢ift numarah
biitiin haneleri tarayiniz. Sézii gegen islemin miimkiin ol-
dugu herhangi sayida kareli bir satrang tahtas: iizerinde
ayni konstriiksiyon yapildig: takdirde nasil bir boyama-
nin meydana geldigini soyleyiniz.

7. Bir atin 49 haneli bir satrang tahtasimin biitiin ha-
nelerine, her haneye yalmz bir defa ugrahlmak ve son
hamle ¢ikig hanesinin bir komsusunda bitmek iizere, sii-
rillebilip siiriilemiyecegini aragtiriniz.

8. S hanesinde bulunan bir ati (sek. 10), her hane-
ye yalniz bir defa ugratilmak iizere 49 kareli bir satrang
tahtasinin biitiin hanelerine siirmenin imkansiz oldugunu
gosteriniz. '

9. Bit at n hamleden sonra gikig hanesine doniiyorsa,
n nin ¢ift bir say1 oldugunu gosteriniz,

]
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Cokrenk problemleri :

10. 64 kareden ibaret bir satrang tahtasinin 4 ko-
gesinde bulunan bir kaleyi, biitiin hanelere ugratilmak
garti ile karsi B kogesine siirmenin imkansiz oldugunu
gosteriniz (gek. 11).

Sek 10 Sek. 11

11. Domino oyununun 28 taginin hepsi o sekilde zin-
cirlenebilirmi ki : zincirin bir ucunda 6, diger ucunda 5
bulunsun.

12. Her insan Omrii boyunca belli bir sayida el si-
kar. El stkma sayilari bir tek sayr olan insanlarin say:-
smin ¢ift oldugunu goste-
riniz 1),

13. Bir toplantida mev-
cut 225 sahsin her biri ken-
A di tamidiklarimi el sikigma

ile selamladigina gére, hazir
bulunanlardan en az birinin
gift sayrida tanidiginin elini
. Sek. 12 siktigim1  gdsteriniz.

14. Sek. 12 de A4, B, C, D, E, F gibi 6 nokta ve-
rilmig ve bunlardan her biri geri kalan beg taneden iigii

8

A /Al

Y) Sifir gift bir sayr olduguna gore, kimsenin elini sikmamg
bir insan bir ¢ift sayida el sikmig sayilir.

R




§1. Iki renge dair problemler 7

ile birlegtirilmigtir. Sunu gosteriniz : alt1 yerine sadece
bes nokta verilseydi, baglama gizgilerini (bunlarin mu-
hakkak dogru olmasina da liizum yoktur) bes noktamin
her birini geri kalanlarin tam iigii ile birlestirecek gekilde
¢izmek imkansizdir,

Bir diizlemde herhangi bir egri agi (egri gebekesi)
gizelim. Bu agin belli bir noktasindan aga ait egriler &
farkli yonde gegiyorlarsa, bu noktanin gegerlik (= parite,
Wertigkeit)-i k& ya esittir diyecegiz. Sek. 13 deki ag igin
meseld A noktasmin
gegerligi 1. e esit-
tir. B ve F nokta-
talarinin gegerlikle-
ri 2 ye, Dve E igin
3 e ve C noktas:
icin de 7 ye eai?
tir. Agimn, gegerlik-
leri 2 den farkh
olan noktalarina &é-
se noktas: diyece- ' s
giz. Misal olarak verdigimiz agin (4, C, D, E olmak
iizere) topyekin dort kdge noktasi vardir. Agin bir egri-
sinin ardigik iki kose noktasi arasindaki parcasina sinir
denir. Netice itibarile her siir iizerinde iki kdge nok-
tasi bulunmaktadir. (Miinferit hallerde bu iki kdse ¢aki-
sabilir). Agimzda (sek. 13) yedi sinir vardir: ABC, ED,
CaE, CbE, CeD, CdD, ve CFC. Son halde CFC simi-
rim belirten her iki kose noktasi birbiri ile gakigmakta-
dir. Kése noktalari sayisim daima o ile, sinirlarin sayi-
sim da g ile gosterecegiz.

15. a) v=3, g=35;
by o=7,%g=11

olan bir egri ag inga ediniz.

=ty
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8 Cokrenk problemleri

16. Bir egri agmmin tam g tane simr, gegerlikleri
ky, ks, k3 ,..., ko olan v tane de koge noktas: bulundu-
guna gore : \ |

ky+ ko + ks 4+ ke =2g
bagintisim isbatlayiniz.

17. Her egri aginda, gecgerligi tek olan kige nokta-
lar1 sayisinin ¢ift oldugunu gosteriniz.

Her egri agma bir harita denemez. Bir harita iize-
rinde, bir simir muhakkak komgu iki memleketi ayinir.
Bu yiizden gegerligi 1 olan hi¢ bir nokta mevcut olamaz.
(Sek. 13 de gegerligi 1 olan A koge noktasindan ¢ikan
ABC simirinin birbirinden ayirdig: iki memleket yoktur.)
Bir haritanin memleketleri sayisini daima s ile gostere~
cegiz.

18. a) v=5, g=8, s§ES ;
b)  e=11; g =219 s =10+
¢y o=6, g=12"=9 "

olan bir harita inga ediniz. ' |

19. Bir harita g tane sir ve miitekabilen Ny Nis

ng,...,n, simrh s tane de memleket ihtiva ettigine |
gore :

n+ng+ng+--+n, =2
bagmntisim isbat ediniz.

20. Herhangi bir haritada, tek sayida siniri haiz mem-
leketlerin sayisinin ¢ift oldugunu gésteriniz.

Bir egri agimin koége noktalari olarak gegerligi 2
den farkli olan noktalari gostermege karar vermistik.
Fakat arada sirada gegerligi 2 olan bir kag noktay: da
koge noktasi olarak gostermek elverigli olur. Simir
deyiminden, yine eskisi gibi, herhangi bir ag egrisi-
nin ardigik iki koge noktas) arasindaki pargasim anh-
yacagiz. Sek. 14 deki harita, meseld 9 tane A, B, C,

”
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kose noktalarim, 11 P
tane de AB, BC, CD,
DE, EG, GF, FA, Bl, 4
IH, HD, HG simr-

larini haizdir.

Yukarida gecgen %
problemlerin iddia ve
¢oziimlerinin, ¢« koge
noktasi > kavraminn
yeni tarifinde de baki
kalacagim isbat etmek kolayd:r

Sek 14

Herhangi bir haritamin iki renkle regiiler boyan-
masina dair problemler. Satrang tahtasindakine benzer

sekilde, bir kaleyi, herhangi bir haritaya ithal edelim. Kale,

Sek. 15 . | Sek. 16

memleketleri, bir hamle ile her memleketden komsu her
memlekete geqeb:lecek sekilde gezecektir (sek. 15 de
S den S;,..., 5 e).
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10 Cokrenk problemleri

21. Bir kaleyi gek. 16 daki memleketlerin hepsine,
bir memlekete iki defa ugratmadan siriiniiz. Bu esnada
biitiin memleketleri, kalenin herbir memlekte siiriildiigii
siraya gore numaralayimiz, ve ¢ift numaralilar: taraymiz.

22. Bir kaleyi gek. 17 deki biitiin memleketlere,
bir memlekete iki defa ugratmadan siirmenin imkansiz
oldugunu gosteriniz.

23. Bir harita iki renkle regiiler boyanmis ise, bii-
tin koge noktalarinin gift gegerlikli oldugunu gosteriniz.

24. Bir haritanin biitiin koge noktalan ¢ift gegerlikli
olsun, Bir kale bu haritanin bir takim memleketlerine,

Sek. 17

hig birine iki defa ugramadan siiriilmiis ve ¢iktiga memle-
kete geri donmiig bulunsun. Kalenin cift sayida hamle
yapmig oldugunu gosteriniz.

25. Bir haritanin biitiin kdge noktalar: cift gegerlikli
olsun, Bir kale bu haritanin bir takim memleketlerine
(bazi memleketlere birden fazla da ugramis olmasi muh-
temel olmak iizere) siiriilmiis ve ¢ikig memleketine donmiig
ise, kalenin ¢ift sayida hamle yaptigini gdsteriniz.

26. Bir haritanin biitiin koge noktalar: ¢ift gegerlikli
olsun. Kale, S; memleketinden belli bir yoldan S; mem-
leketine p hamlede, baska bir yoldan ¢ hamlede gelmig
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bulunsun. p ile ¢ nun ya her ikisinin de gift veya her
ikisinin de tek olduklarimi gosteriniz.

27. Bir haritanin biitiin koge noktalar gift geger-
likli olsun. Bu haritanin regiiler boyanmas: igin iki rengin
yetecegini gosteriniz, (Problem 23 ile kst.").

Problem 23 ve 27 iki renkle regiiler boyama prob-
lemini tam olarak ¢6zen gu teoremi verir :

Bir harita' ancak ve ancak biitiin kise noktalar: ¢ift
gecerlikli ise,'iki renkle regiiler boyanabilir.

§ 2. U¢ renkle boyama®

28. Bir diizlemdeki’ n ¢emberin her biri iginde dyle
birer kiris ¢iziliyor ki,
farkh iki ¢emberdeki ki-
riglerin en ¢ok bir ortak
noktasi bulunsun. Boy-
lece elde edilen harita-
larin "daima ii¢ renkle
regiiler boyanabilece gini
gosteriniz (sek. 18 boyle
bir haritaya bir misaldir).

Petek drnegine dair prob-
lemler. Ikirenk prob-
lemi igin satrang tah-

tasi ne mani ifade edi- )
yorsa, sek. 19 da gosterilen petek Grnegi de iigrenk
problemi igin ayni manay: haizdir. Bu 6rnek, satrang tah-
tasindan farkli olarak, karelerden degil diizgiin altigen-
lerden ibarettir ve mesela beyaz, kirmizi, siyah olmak
lizere ii¢ renkle regiiler boyanabilir (sek. 20) ¥. Boyle

1, kst. = kargilagtir.

2} Sek. 20 de kirmizt renk, taramax il: i;nfet edilmigtir.
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bir tahta iizerinde satrang tahtasindakilere benziyecek

- olan oyun kaideleri icad olunabilirdi. Biz bu hususta deve

adim1 verecegimiz bir oyun tas: ithal etmekle yetiniyo-
ruz. Deve, bir hamle ile bir haneden gek. 19 da okla
igaretlenmis yonlerdeki ii¢ haneden birine gegebilir (siirii-
lebilir): Yuriya, sol asagiya, sag agagiya.

Mesela deve S hanesinden .S5,, S,, S; hanelerinin
birine gegebilir. Sek. 20 de bir devenin, tahtamin en alt
kogesinden iisttekilere ve en iistten alttakilere gittigi yol
cizilmigtir.

Petek 6rnegimizin bizzat kendisi bir altigenin geklini
haizdir. Bu tahtanin bir kenar seridi muhtelif sayida al-
tigen hanelerden meydana gelebilir. (Sek. 19 da bir
petek tahtasinin kenar1 bes altigen haneden meydana gel-
mistir).

29. Kenarlar: beser, altisar ve m-er haneden ibaret
olan bir altigen tahtanin hane sayisimi bulunuz.

30. Bir kenan ii¢ haneden meydana gelen dyle bir
petek Srnegi ciziniz ki, gseklin merkez hanesinde bulunan
bir deve, bir haneye iki defa ugramaksizin biitiin hane-
lere siiriilebilsin.

31. Altigen tahtanin biitiin hanelerini, problem 30 da
devenin hanelere siiriilmiis oldugu sira iizere numaralayimz.
Numaralar1 3 iin kati olan haneleri siyaha, numaralarinn
3 ile boliimiinde 1 kalanimi verenleri de kirmiziya boya-
ymiz. Boylece nasil bir boyama ¢esidi meydana gelir ?
Bir deve ile yukarda bahsedildigi gekilde dolagilabilen
bagka bir tahta iizerinde aymi seyler yapilirsa hangi bo-
yama elde edilir?

32. Bir deve n hamle yaptiktan sonra g¢ikig hanesine
geri gelmis olsun. n nin 3 ile bolinebildigini gdsteriniz.

33. Bir deveyi, bir koge haneden qikildign takdirde,
bir kenari ii¢ haneli altigen bir tahtanm biitiin hanele-
rininin her birine bir defa siirmenin imkinsiz oldugunu
gosteriniz. )
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14 Cokrenk problemleri

34 Bir deveyi, bir kenari m haneli altigen bir
tahtan:n biitiin hanelerinin her birine bir defa siirmek ve’
son hamle ile ¢kig lanesinin bir komsusuna ulagmak
miimkiin miidiir ?

Altigen tahtamizin her hanesinin merkez fnoktasin
igaretlivelim ve her komgu hane ¢iftinin merkez noktala-
rim bir dogru parcasi ile birlestirelim, Simdi hanelerin
gevreleri silinir ve yalmz igaretledigimiz merkezler ile
dogru parcalari birakilirca, béylece gek. 21 de gizilmig

,_

L

Sek. 21

olan g:ma elde edilir. Sek. 21 deki noktalar gek. 19 daki
hanelere karsiliktir. Boylece ¢izdigimiz gsema, bir devenin
yoluna dair olan problemlerin ¢oziimleri i¢in gok uygun-
dur. (Devenin hareket edebilecegi yonler oklarla isaret-
lenmlglerdlr)

~35. Bir deveyi, bir haneye -iki defa ugratrnakllzln.
sek, 19 daki tahtanin biitiin hanelerine (veya ayni gekilde

e e LV} ST &
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sek. 21 deki semanin biitiin noktalarina) siirmenin imkan-
s1z oldugunu gésteriniz.

Sek. 22 de, yonlii dogru pargalar ile belirtilmis 25
noktali bir sistem g¢izilmigtir. Simdi bir noktadan komsu
noktaya bir dogru parcas: iizerinde ve igaretlenmig yon-
de hareket eden bir oyun tasim. deve olarak gosteri-
yoruz. Bir deve ister altigen bir tahtanin haneleri iize-

Sek. 22 Sek. 23

rinde, ister sek. 21 deki gibi bir semanin noktalar: iize-
rinde dolagsin, bunlarin birbirinden farksiz oldugunu gér-
ditk. Bu/mandda sek. 21 -deki sema ile sek. 19 daki tahta
birbirlerine diialdir, Sek. 23 de, sek. 22 deki semaya
diial olan bir tahta gbsterilmistir. Bu tahta kare ve alti-
gen olmak iizere bagka bagka iki gegit hanelerden mey-
dana gelmektedir. Burada her bir kare ve her bir alti-
genin- merkez noktalar: isaretlenip komgu hanelerin mer-
kez noktalari birlestirilir ve bundan sonra hanelerin mer-
kez cizgileri silinirse, sek. 22 de gosterilen gema elde
edilir,
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36. Bir deve gek. 22 deki gemanin biitiin noktalari-
na, higbir nokta iki defa ugranilmamak sart: ile siirii-.
liyor. Semanin noktalarini, devenin herbir noktaya siiriil-
miig oldugu sira lizere numarahiyarak her numara yerine
kendisinin 3 ile boliimiindeki kalani koyunuz, Sek 23
deki tahtanin, gek. 22 deki gemanin 0 numarali nokta-
larina kargihk tutulan biitiin banelerini siyaha, 1 numa-
rali noktalara karsihk tutulan biitiin hanelerini de kirmi-
ziya boyayimz.

37. Bir deveyi, ¢itkis hanesi olarak bir sekizgen
secildigi takdirde, sek. 23 deki tahtanmm biitiin hanelerine
ardr ardina (her birine yalmz bir defa) siirmenin imkan-
siz oldugunu gésteriniz,

Bir deve, sek. 21 ve 22 de goriilen 6rneklerden ¢ok
daha genel tahtalar iizerinde de gozoniine alinabilir.
Bir ¢okgenin di¢genlenmesi diye, gokgenin, her iiggen
giftinin ya bir koge
noktasi, ya bir kenan
ortak ‘olacak veya hig
bir noktas: ortak olmi-
yacak gekildeki bir dig-
genlere  bolinmesine
dendigini hatirhyalim
(s. 4 deki not V' e bak).
Herhangi bir c¢okge-
nin iiggenlendigini (bu-
nun biikiin diizlem igin
de yapildigini diisiine-
biliriz) ve ¢okgenin
(veya diizlemin) bolindiigii tiggenlerin meseld siyah ve
beyaz olmak iizere iki renkle regiiler boyandigim ka-
bul edelim (sek. 24 e bak). Deve olarak, iicgenlerin, ke-
narlar1 ve kdge noktalar iizerinde ilerliyen ve bir ham-
le ile bir kise noktasindan komgu ¥ bir kdse noktasina

|

1) Ayni kenara ait iki kése noktasina komsu ads ver_ilix;.

-

e = 4
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gegen bir oyun tagimi alalim. Burada hareketin yonii o
sekilde olacaktir ki, yiirinmekte olan kenara gore, siyah
iggen daima sagda, beyaz ise solda bulunsun. (Sek. 24 de
miimkiin hareket yénleri oklarla isaretlenmistir.)

Evvelce gegen problemlerin aksine olarak agagidaki
dért problem bir &zel semaya degil, kendimizce tarif
edilecek keyfi gemalara istinat etmektedir.

38. Bir devenin, bir gemamin herhangi bir kige nok-
tasindan ¢ikarak geri kalanlarin her birine gidebilecegini
gosteriniz, | * :

39. Bir deve n hamle yapip gikig hanesine geri don-
diigiine gbre, n nin 3 ile” bolinebilecegini gosteriniz
(problem 4 e bak). J

40. A ve B bir gemanmn herhangi iki kose ' nok-
tasi olsun. Deve A doktasindan B noktasina bagka bagka
yollardan gidebilir. Bun-
lardan biri igin gerekli . g
adim sayisi p, diger biri
icin ¢ olsun. p — ¢ fark:-

gosteriniz (Sek. 25).

41. Bir ¢okgen (veya _
diizlem) iiggenlenmis ve Sek. 25
elde edilen iiggenler iki -
renkle regiiler boyanmig olsun. Biitiin tiggenlerin koge
noktalarinin, her komgsu kose giftine farkli rakamlar 'dii-
secek sekilde, 0, 1, 2 rakamlar: ile numaralanabilecegini
gosteriniz V (problem 3 ile kst.).

Regiiler boyama icin- gerekli boya sayisinin, memle-
ketlerin ' biiyiikliigiine, sekline ve simirlarin uzunluguna -
bagh olmadigr agiktir. Bu say: sadece memleketlerin kar-

1) Bbyle bir numaralamaya regiiler denilecegine dair karan
hatirhiyalim..

F. 2
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sibkli durumlari, sinirlar ve kége noktalar: ile belirli olur.
Lastik bir levha iizerine gizilen bir haritadan, lastik lev-
hanin diizgiin olmiyan herhangi sekildeki (fakat yirtil-
maksizin) ¢ekilmesi ile meydana gelen biitiin haritalar
bizce ilk haritaya tamamen denktir. Meseld gek. 26 ve
27 deki iki harita boyle meydana gelmiglerdir. '

Problem 3 ve 41 in ifadelerinde, kenarlart dogru giz-
gili iiggenlerden meydana gelen haritalardan bahsedil-

]
s ' "lj

Sek. 26 Sek. 27

migti. Fakat sirlari dogru cizgili haritalar yerine egri
smirlt haritalar gozoniine alimirsa, bu problemlerin ¢6- 3
ziimleri yine degigsmez. Bu sebeple problem 41 in neti-
cesi gu gekilde ifade edilebilir :

7
r
. ) ¢
a) b)

- Sek. 28

Herbiri iig stnirli V' memleketlerden meydana gelen
bir harita iki renkle regiiler boyanabiliyorsa, bu harita-

1) Bayle memleketlere dgkise-adimi verecegiz ! genel halde bir
memleketin n simir1 varsa, onu n - kése clarak adlandiriyoruz,

¥
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daki her memleketin kése noktalar: ii¢ rakamla regiiler
numaralanabilir.

Problem 3 iin neticesi ayni sekilde genellestirilebilir.
Burada komgu iki iiggen birbiri ile iki tiirli (sek. 28 a
ve b) simr teskil edebilmelerine ragmen, yine eskisi
gibi farkli yonleri haiz bulunduklarindan, ¢6ziim aynen

cari kalir.

Diial haritalar. Sek. 29 daki haritay1 gozoniine alalim
ve her memleketde bagkenti bir noktaile gosterelim. Her
komsu memleket ¢iftinin bagkentlerini, bu iki memleket-
den' bagka highir memlekete ugramiyan ve higbir koge

~ Sek. 29 : Sek, 39

noktasindan gegmiyen bir tren hatti (sek. 29 da noktals -
gizgiler) ile baghyalim, Meseld gek. 29 daki S, ve S,
memleketlerinde oldugu gibi iki memleketin birgok ortak
sinir1 bulunmas:1 halinde, bahis konusu iki bagkenti, her-
biri bir ortak simirdan gegecek sekilde birgok tren hat-
lari ile bagliyalim. Bu esnada farkli tren hatlarimin ke-
sigmemesine dikkat etmeliyiz. §
Simdi haritamizdaki noktali g¢izgileri dolu gizer ve
«siirlary da noktalarsak, boylece sek. 30 daki haritays
elde ederiz. Bu esnada ilk harita ile demiryollarimin hari-
tasi rollerini degistirirler : llk harita kendi demiryolu ha-
ritasinin demiryolu haritast olur. Netice olarak birindeki



20 Cokrenk problemleri

noktalt ¢izginin digerinde dolu ¢izilmis oldugu sek. 29
(ve sek. 30) daki her iki harita aralarinda simetriktirler:
bunlardan herbiri digerinin demiryolu haritasidir. Bu gesit
haritalara dial haritalar diyecegiz').

Diial haritalar arasinda su Gnemli bagintilar caridir :

1. Bu haritalardan birinin her siminn diial haritanin
bir ve yalmiz bir simirim1 keser.

2. Bu haritalardan birinin her memleketi-ig¢inde diial
haritanm bir ve yalmz bir kése noktas: bulunur.

A
Sek. 82

Boylece iki diial haritanin elemanlari (memleketler,
sinirlar, kose noktalari) arasinda: birinin memleketlerine
diialinin kdge noktalari, kose noktalarma memleketler,
smirlara da yine simirlar kargihk gelmek iizere birebir
bir tekabiil tegkil edilmigtir 2.

3. Bu haritalardan birinin bir k6ge noktasinin geger-
ligi k& ya esit ise, diial haritada kargit memleketin & tane

1) Sek. 19 daki haritadan gek. 21 deki haritayr elde ettigimiz
metod, simdi kullandifimiz metoddan sadece orada dig bdlgeyi na-
zar1 itibara almadigimiz ‘igin. farkeder. O halde, gek. 19 daki hari-
taya tekabiil eden diial haritayr elde etmek igin gek. 21 deki hari-
taya, bu haritamn biitiin dis kése noktalan ile birlestirilmesi gere-
ken biricik kige noktasimin ithali kafi gelir, Ayni gey sek.22 ve 23
deki haritalar hakkinda da soylenebilir,

2) Yani bu haritalardan birinin her elemanina ‘diial haritamin
tamdmen belirli bir eleman:i tekabiil eder.

mE e e =y s Ly = S
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kose noktasi vardir, yani anlasmamiza gore bu memleket
bir k - kégedir.

Herhangi haritalar igin tren hatlarini insa denemesine
girigince iki tiirli giigliikle kargilaginz :

a) Demiryolu semasinin, higbir sekilde bizim anladlgl-
miz manada bir harita teskil etmemesi miimkiindiir. Mi-
sal olarak gek. 31 deki demiryolu haritasini gozoniine
alalim (bu gema gek. 32 de goriilmektedir). Bu semada,
her iki tarafta ayni memleketin bulundugu, hi¢ bir mem-
leket simirlamiyan (ay:-
rici olmiyan) <simrlars
da (AB ve AC) mev-
cuttur.

b) Sek. 33 deki de-
miryolu gemas: bir ha-
kiki harita teskil et-
mekle beraber, demir-
yolu haritasina ait dig
memleket ilk haritanin
iki A4, B kose nokta-
larm: ihtiva etmekte-
dir. Oyle ise bu halde
esas harita ile demiryolu haritas: arasinda higbir diiallik
mevcut degildir.

b) deki giigliikkden, yalmz baﬁ:mh haritalar1 gdzoniine
almak suretile kagimlabilir, Bagumlt haritalar diye, dyle
haritalara diyecegiz ki, bunlarda higbir memleket diger
memleketleri, birbirine degmeyen iki veya daha ¢ok par-
¢aya ayirmasin. Diger bir deyimle: bir haritay: bir kagit
pargasina gizdikten sonra bir memleket kesilerek harita-
dan gikarilirsa, geri kalan kisim tek tek pargalara ayrila-
mamalidir. Sek. 33 deki harita bagimh bir harita degil-
dir. (tAyinci» memleket ‘taranmigtir.) Bagimli bir harita
gu gekilde de tarif edilebilir : simirlar iizerinde ilerlen-
mek gartile haritanin her kige noktasindan diger her koge
noktasina varilabilir.
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a) giigliigiinden, aynen b) gii¢ligiindeki yoldan, yani
bu zorlugun zuhur ettigi haritalars konu digi birakarak
kaginabiliriz.. Fakat biz burada ters yoldan giderek:
gek. 32 deki haritaya tekabiil eden, yani ayirici olmiyan
siurlar1 da ihtiva eden haritalar ithal ederiz. Agagida
boyle haritalara rastlamiyacagiz. Burada bunlar; sadece
diiallik prensibimizin bozulmamasini saglamak igin ithal
~ edilmektedirler. Simdi bagimh haritalar igin diiallik pren-
sibini ifade ediyoruz:

a) Bagimli bir haritanin demiryolu semas: yine bir
harita, hem de bagimli bir haritadir.

b) Her bagimli harita, kendi demiryollarina ait hari-
tanin demiryolu gemasidir.

Boylece bagimli bir harita ile kendisine ait demiryolu
haritas: daima aralarinda diial olup, bunlar i¢in yukarida
1. den 4. e kadar siraladigimiz bagintilar caridir V.

Artik diial haritalarin 3 numaral 6zeliginden dogru-
dan dogruya elde edilen su teoremi tesis edebiliriz :

Bir haritanin memleketleri n renkle regiiler boyana-
bildikleri takdirde; buna «ait diial haritanin kése nok-
talart n rakamla regiler numaralanabilir ; bir haritadaki
kise noktalarinin n rakamla regiler numaralanabil-

1) 4 ozeliginin cari kalmasi
igin ayirier olmiyan her simirin
¢ift sayilmasi gerektigini gore-
bilmek zor degildir. Mesela sek.
34 deki memleket bir sekiz k-
gedir (doal haritanin A késesi-
nin gegerligi 8 dir). Bu kayit al-
tinda, meseld problem 19 ve 20
de oldugu gibi. memleketlerin si-
nir sayilarinin  bulunmasi iste- -
nen problemlerin  hepsi  cari

Sek: 31 kalir.
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mesi halinde buna ait éz':.‘r‘al harita n renkle regiiler

Normal haritalarin ig renkle boyanmasi. Bir nor-
mal harltadan, her ko-
se noktasimin geger-
ligi 3 olan haritay:
anliyoruz. Sek. 35, bir
normal harita mls&lml
gostermektedir. Nor-
mal haritanin  Snemi
3 de agiklanacaktir.

42. Bir normal ha-
ritanin ii¢ renkle regii-
ler boyanabllmesl igin
memleketlerinin herbi-
rinin koge noktalan Sek. 35
(veya sinirlar1) sayisi-
nin ¢ift olmasi gartinin gerek ve yeter oldugunu gds-
teriniz.

Problem 42 de ifade edilen teorem yalmiz nofmal ha-
ritalar igin cari oldugundan, bunun, iig¢ renkle regiiler
boyama problemini ¢ozmedigine igaret edelim.

') Ayinier olmiyan sinirlar ihtiva eden haritalarin regiiler bo-
yanmasindan bahsetmenin manisizliina igaret edelim. Hakikaten
bgyle bir haritada, kendi simirlarindan birinin her iki tarafina yayi-
lan, yani kendikendisine komgu olan bir memleket bulunur. Regii-
er boyamanm kesin anlamina gdre, bu memleketin, boyanmig
oldufu renkten farklh bir renkle boyanmas: gerekirdi. Bu haritalara
ait diial haritalarin regiiler numaralanmasindan bahsetmek de ayni
sekilde mandsizdir § béyle bir harita, muhakkak, sinirlardan birinin
ayni zamanda hem baglangicr hem sonu olan, yani kendi kendisinin
komgusu bulunan bir kége noktasim ihtiva eder.

boyanabilir V. v
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§ 3. Dbrtrenk problemi. WOLYNSKI teoren.:.

Bu paragrafta haritalarin dért renkle boyanm : arm
gozoniine alacagiz. (Tabii bu soruyu tamamen cevaplan-
dirmaga muvaffak olamiyacagiz).

Genel dortrenk probleminin ¢dziimii igin normal ha-
ritalarin g6zéniine alinmas: kafidir ; zira dért renkle nor-
mal haritalar regiiler boyanabilirse, diger biitiin haritalar
da dortrenkle boyanabilir. Netekim, herhangi bir hari-
tada gecerligi 3 den biiyiik olan her kdse noktasinin etra-
fim kiigiik bir ¢gember ile gevirir, bu gember igindeki bii-
tiin simirlan kaldirir ve onu bitisik memleketlerden birine
katarsak, hakikaten bir normal harita elde ederiz (sek.
36). Eger bu normal harita dort renkle regiiler boyana-

. Sek. 36

bilirse, bunun esas harita igin de cari olacag: agiktir,
Bu yiizden agagida yalniz normal haritalari g6zoniine
alacagiz.

Simdiye kadar haritalarda yalniz memleketlerin regii-
ler boyanmasin1 ve kége noktalarinin regiiler numaralan-
masim gozoniine almigtik, Simdi de simirlarin regiiler nu-
maralanmasim ithal edecegiz :

Ortak bir koge noktasimi haiz iki sinira komgsu denir.

Sinirlarin, her komsu simir ¢ifti farkli numaralar ala- |
cak gekildeki numaralanmasina regiiler adi verilir. Sek. 37,

smirlarin  regiiler numaralamigina dair bir misali gos-
teriyor. 4
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Dértrenk problemi, simirlarin 3 rakamla regiiler
numaralanmasi problemine denktir. Bu denklik su
WoOLYNSKI teoreminde ifadesini bulmaktadir :

Bir normal hari-
ta, ancak ve ancak
haritamin sinirlari- \,\
nin ¢ rakamla re-

giiler numaralana- Z
bilmesi halinde dért y h
renkle regiiler boya-

nabilir. Bu teore-

min isbati 43 den 7
45 e kadar olan 7

problemlerden ne- \—/L/
tice olarak ¢ikarila- Sek. 37

bilir. Dort renk ye-

rine bundan béyle dort numara kullanmak bizim igin
daha elverigli olacaktir ; numara olarak (0, 0), (0, 1),
(1, 0) ve (1, 1) say: ciftlerini segiyoruz. Bu giftler terim
terime toplanabilir. Bu esnada baska rakamlar kullanmak
zorunda kalinmamasi igin, mesela

(1, 0) + (1,0) = (0, 0)
0,1)+@1,1)=(1,0)
da oldugu gibi, toplamin neticesi yerine 2 ile boliimiin-
deki kalan konabilir.

43. Dért renkle regiiler boyanabilen bir normal hari-
tada simirlarin ii¢ rakamla regiiler numaralanabilecegini
gosteriniz. _ .

44. Bir normal haritanin sinirlan ii¢ tane (0, 1), (1,0),
(1, 1) say: ¢ifti ile regiiler numaralanmig olsun. Bir kale,

1) Wladimir Viktorowitsch WOLYNSK! (1923-1943), kabiliyetli,
geng bir matematikei idi. 1939 dan 1942 ye kadar Moskova Devlet
Universitesinin Mekanik-Matematik Fakiiltesinde tahsil etmigti. 1943
de Ikinei Diinya Savaginda cephede &ldii.
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bu haritanin bir takim hanelerine siiriildiikten sonra g¢ikisg
hanesine geri gelmis bulunsun. Kalenin gectigi biitiin
sinirlarin numaralar: toplammm (0, 0) a egit oldugunu
gosteriniz.

45. Sinirlar1 ii¢ say1 gifti ile regiiler numaralanmig
olan bir normal haritanin dért renkle regiiler boyanabi-
lecegini gosteriniz.

46. Bir normal haritada her memleketin simirlar sa-
yisi iigle boliinebilsin. WOLYNSKI teoremini kullana-
rak bu haritanin dort renkle regiiler boyanabilecegini
gosteriniz.

Dértrenk problemi, okuyucu EULER teoremini gor-
diikten sonra, bundan sonraki paragrafin sonunda, mem-
leket sayisi onikiden daha az olan haritalar igin ¢oziile-
cektir,

§ 4. EULER teoremi. Bes renk iizerine teorem,

Bir memleketin sinirlan, miinferit, bagimsiz par-
galara boliinmiis olabilir (sek. 38a ve b). Fakat bu
halde - gekilden gb6ziiktigii gibi - ayiricr  bir memleket

Sek. 38

1
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bahis konusudur; dolaysile béyle haritalar bagimli de-
gildirler. Bununla beraber bagiml haritalara miinhasir
kalindig1 takdirde her memleketin sinirlary, iki kdse nok-
tasi arasindaki pargalar - umumiyetle - egrisel olma fark
ile, dogrusal bir ¢okgenin gevresine benzer bir kenar tes-
kil ederler. (Sek. 39 da gosterildigi iizere miinferit hal-
lerde bu gevre bizzat kendisine degebilir.) Bagimli bir
haritanin memleketleri ile alelide gokgenler arasindaki
bu benzerlikten faydalanarak meg-
hur EULER ) teoremini isbat ede-
cegiz.

Bagimli bir haritanin memle-
ketleri sayist s, kise noktalar: sa-

yist v, sturlar: sayist g olduguna
gore

sto=g-~+2
dir.

Bu teoremi, dnce memleketleri dogrusal kenarli gok-
genler olan haritalar igin isbatliyahm. Deniz, boyle bir
haritada, bir ¢okgenin dig kismicir (sek. 40 da deniz ta-
ranmigtir.)

Haritamizi teskil eden biitiin gokgenlerin i¢ agilar:
toplamim hesaplhiyalim. Bu gokgenlerin (deniz harig bii-
tiin memleketler) sayis1 s — 1 dir. R bir dikagiy1 gos-
termek iizere, n kenarli bir gokgenin ig agilart toplam:
2R (n—2) ye esittir. O halde ny, ny, gy es.y Ny GOK-
genlerimizin kenar sayilari olduguna gore, biitiin gokgen-
lerin ig agilari toplami

I'=2R(n—2)+2R(ny— 2+ ++4+2R(n,_  —2)
dir. Bu toplam
) Leonhard EULER, ‘ea biiyiik matematikeilerden biri olup
1707 de Basel de dogmus, 1727 den 1741 e ve 1766 dan hayatinin

sonuna kadar St. Petersburg ilim akademisinde, 1741 den 1766 ya
kadar Berlin ilim akademisinde ¢aligmistir, : :
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T=2R[n+ny+- -+ n,y —2(s—1)]
e esittir. Dig sinirlarin (deniz kiyisinda bulunanlarin) sayi-
s g, ile, biitin i¢ sirlarin (deniz kiyisinda bulun-

miyanlarin) sayisim da g, ile gosterelim. Bu takdirde
g€ = g+ g. olur, (sek. 40 da g; = 32, g, = 10 dur.)

Sek. 40

Prob. 19 a gbre .
ny~+ ng -+ *+n,q+ 8a T 2,!:
ny+ny+--on,=2g—g,

olup, buradan -

T=2R([2% —g,—2(s—1)]

bulunur.
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§ 4. EULER teoremi. Besg renk {izerine teorem 29

Simdi bu 7 toplamini bagka bir yoldan hesapliyalim.
v, i¢ koge noktalarimin, v, da denize ait kdge nokta-
larimin sayisi olsun (sek. 40 da v, = 19, v, = 10 dur).
v=u,+ v ve g, = v, oldugu agiktir. Cokgenlerin bir
i¢ koge noktasinaait olan agilanimin toplam 4R dir.
O halde i¢ kdse. noktalarina ait biitiin agilarin toplam
4Rv; ye esit olur. T yi elde etmek igin, buna, deniz ki-
yisinda bulunan® biitiin agilar1 (bunlar sek. 40 da igaret-
lenmiglerdir), diger bir deyimle, 4, B, C, ..., J cokge-
ninin biitiin i¢ agilar1 toplamimi yani 2R (v, —2) yi ek-
lemelidir. Boylece
T=4Rvi + 2R (v,—2) =4R(v — v,) +2R (v,— 2)

=2R(2v—v,—2)
bulunur. 7 nin her iki ifadesi birbirine esitlenerek
2R[2g—g.,—2(s—1)] =2R[2v — v, — 2], -
20 —g,—2(s—1)=20—v,—2
elde edilir. g, = v, dan
28 —2(s —1)=20—2,.
g—s+1=0v—1,
s+o=g-4+2
¢ikar. :

Simdi memleketlerin egri smirli da olabildigi genel
hali gbzoniine alalim, Eskisi gibi » kdge noktalarinin, s
memleketlerin, g de sinirlarin sayisi olsun. Sinirlar iize-
rinde, gegerlikleri 2 olan yardimer kdge noktalar: ithal
edelim (sek. 41de 4, B, C, D, E, F, G, H, I bu gesit
koge noktalaridir). Béylece sayilari yeni kbge noktalar-
minkine esit olacak olan yeni simrlar (eski simirlarin yeni
koge noktalar: aragindaki kisimlar) elde edilir. Simdi de
yeni haritada, her egri sinir yerine, ayni koge noktalarim
haiz bir dogru pargasi alahm. Yardimer noktalar yeteri
kadar sik secildigi takdirde (bu noktalardan istenildigi
kadar ¢ok ithal edilebilir), bu dogru pargalarr kesig-
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mezler. Boylece biitiin memleketleri dogrusal kenarlt
gokgenler olan yeni bir harita elde ederiz (gek. 42 de
noktal ¢izgiler). Yardimer kise noktalarinin sayist v ye
ve yeniden ortaya gikan simirlarin sayisi da g’ ye esit

C

Sek 41

olduguna gére, yeni haritada kose noktalarinin toplam!
sayis1 o' + v ye, swmrlarinki ise g’ + ¢ ye egsit' olacak-
tir. Memleketlerin sayisi sabit kalir. Isbat edildigi ﬁzerejﬂ
bu harita i¢cin EULER teoremi caridir, yani .
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(v+v)+s=(g+g)+2
dir; v" = g’ den, isbat edilecek olan,

v+s=g-+2
gikar,

47. Bir diizlemde alt: nokta verilmig ve her nokta her
defasinda diger noktalardan dérdiine, birbirleri ile hig
kesigsmiyen egrilerle baglanmig olsun. Elde edilen harita

zerindeki biitiin memleketlerin iickdge oldugunu gds-

teriniz. :

48. Bir diizlemde yedi nokta verilmig olsun. Her nok-
tayi diger noktalardan dordiine, birbirleri ile hig ke-
sigmiyen egrilerle baglamanin imkinsiz oldugunu isbat-
laymiz. (Burada problem 4 iin sonucunu kullanmahidir).

49. Ug ev ile iig gesme verilmig olsun. Her evi her
¢esmeye, birbirlerile higbir yerde kesismiyen yollarla
baglamanin imkinsiz oldugunu gosteriniz.

50. Diizlemde beg nokta verilmig olsun. Her noktay:
diger her noktaya, birbirlerini kesmiyen egrilerle bagla-
manmin imkansiz oldugunu gbdsteriniz.

51. Uzerindeki bes memleketden herbiridin her defa-
sinda geri kalan 4 memleketle sinirdag bulundugu hig-
bir haritanin meveut olmadigmi gdsteriniz.

Problem 51, dért rengin herhangi bir haritanin regii-
ler boyanmasina kaifi geldigi tahminini akla yakin kiliyor.
Bes renk hakkindaki teorem bu problemin neticesine da-
yamir. Bu teoremin isbatinda gegerligi iki olan biitiin
noktalarin atilabilecegi agiktir. 52 den 54 e kadar olan
problemlerde her noktanin gegerliginin en az iige esit
oldugunu kabul edecegiz.

52. Biitiin kdge noktalarinin gegerlikleri en azindan
lig olan keyfi her haritada, sinir sayis1 altidan az olan bir
memleketin meveut oldugunu gosteriniz.
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53. Her haritanin alti renkle regiiler boyanpabilecegini
gosteriniz V.

54. Besrenk teoremi. Her haritanin bes
renkle regiiler boyanabilecegini gdsteriniz . (Problem 51
in neticesini kullaniniz),

Bes renk _hakkindaki problemin ¢6ziimiinde uygula- w
nanlara benzer metodlarla 6zel bir hal igin dortrenk ‘
problemi ¢oziilebilir. Bu, problem 55 ve 56 da yapilacak-
tir. Aynen bes renk hakkindaki problemde oldugu gibi,

 gozoniine alinan haritanin, gegerligi iki olan hi¢bir kdge
noktasin1 ihtiva etmedigini farzediyoruz. !

55. Kose noktalarinin gegerlikleri en azindan ii¢ olan
bagiml bir harita igin

g=8s—6

esitsizliginin cari oldugunu gésteriniz

- v

56. Onikiden az memleket ihtiva eden her haritanin
dort renkle regiiler boyanabilecegini gosteriniz.

Son Diigiinceler

Sekil vescisimlerin, pargalanmaksizin ve bagka tiirlii
birlestirilmeksizin maruz kaldiklar1 keyfi deformasyonlar-
daki (sekil degistirmelerindeki)- davramg ve &zeliklerine
dair problemler (bilhassa ¢okrenk problemleri hakkindaki-
ler boyledirler), matematigin fopoloji denilen 6zel bir
problem cevresine girerler. Topoloji matematigin en geng
kollarindan biridir ve geliserek gegen yiizyilin sonlarinda
basli bagina bir matematik disiplini haline gelmistir. To-
polojinin daha da gelismesinde son otuz yilda, en miimtaz
miimessilleri PAWEL SAMOILOWITSCH URYSOHN (1898 -
1924), PAWEL SERGEJEWITSCH ALEXANDROFF (dogum
1896) ve LEW SEMJONOWITSCH PONTRJAGIN (do;c,um

1) Haritanin ayirier olmiyan hi¢ bir simin :htwa ctmedtgl far- !
zediliyor (s. 23 deki not !) e bak).

;l-_Ef_E‘?-TT:P-\‘:—_:E—n-— - 3 LA == L J




L e e D - i W R

Son ihtarlar 38

1908) olan Sovyet topoloji okulu &nemli bir rol oyna-
maktadir. Son zamanlarda topoloji sahasinda iistiin neti-
celer Fransiz matematikeileri (J. LERAY, J. P. SERRE ve
digerleri) tarafindan elde edilmigtir.

Okuyucu EULER teoremi ve dértrenk problemi ile
ilgili ve irae itibarile bu kitaptakinden farkl: olan soru-
lar1 gu kitaplarda bulabilir :

G. RADEMACHER ve O. TOEPLITZ, ¢Von Zahlen und
Figuren. Proben mathematischen Denkens fiir Liebhaber
der Mathematik» Springer-Verlag, Berlin 1930, Kap. 13.
(Sayilar ve gekiller hakkinda. Matematikseverler igin
matematiksel diigliniiy denemeleri), 13. bolim.

D. HiLBERT ve S. COHN-VOSSEN, ¢Anschauliche
Geometrie». Springer - Verlag, Berlin 1932, Kap. IV.
(Gosterimli geometri), VI. boliim.

D. HILBERT in bu kitabinda, daha karigik yiizeyler
iizerindeki haritalarin boyanmasina dair problemler ¢bziil-
miigtiir. Okuyucu burada topolojinin ilk esaslarini da bu-
lur. Topolojinin daha genis 6lgiide tetkiki igin gu kitaplar
tavsiye edilebilir :

P. S. ALEXANDROFF ve W. A. JEFREMOWITSCH.
«Uber die einfachsten Begriffe der modernen Topologies,
1935, (Modern topolojinin en basit kavramlar: hakkinda).

P. S. ALEXANDROFF Ve W. A. JEFREMOWITSCH,
¢Abriss der grundlegenden Begriffe der Topologies, 1936,
(Topolojinin temel kavramlar: derlemesi).

O. K. SHitoMIRski, W. D. Lwowski ve W. L
MILINSKI, <Aufgaben zur hoheren Geometries Kisim I,
1935, Bolim 1. (Yiiksek geometri problemleri).
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KURE YUZEYININ 0UC RENKLE BOYAN VASI
HAKKINDA

Bir kiire yiizeyi belli bir sayida bélgelere ayrilmg,
yani kiire yiizeyi iizerinde bir harita ¢izilmis olsun. Burada
gapsalkarg:, yani bir kiire gapmin iki ucunda bulunan, iki
noktay: ihtiva eden bir memleketin mevcut olup olmadig
sorusunu inceliyelim, Memleketlerin sayisinindorde esit ol-
masi halinde qapsalkar;n noktalar: bulunan higbir mem-
leketin mevcut olmamas) miimkiindiir (sek. 43). O halde
memleket sayismin dortten biiyiik olmasi halinde illa
boyle birjmemleketin mevecut
olmas: gerekmez. Tersine ola-
rak harita sadece iki memleket-
tenibaret ise,memleketlerden bi-

ri muhakkak surette bir ¢capin iki
u¢ noktasini ihtiva eder !’ (el-
bette bu noktalarin, tam her
iki memleket arasindaki sinir-
da bulunmas) hali de vaki ola-
' bilir. Misal olarak iki yarim

Jek. 43 kiire yiizeyine boliinmiig bir

kiire yiizeyi segilir). Simdi haritanin ii¢ nfemleketten iba-
ret olmas: halinde durumun nasil olacag: sorusu ortaya
gikan, lki memleket halinde oldugu gibi, iic memleket ha-

i

1) Isbat igin iki memleket arasindaki simira ait herhangi bir 4
noktasini gizoniine almak yeter.Ba noktanin A’ gapsalkargi noktas: iki
memleketten birine aittir. 4 ayni memlekete ait oldugundan (sini-
rin bir noktas: her iki memlekete aittir) A ile A’ aranan nokta ¢if-
tini tegkil eder.

4

1
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linde dedaima gapsalkars: iki- noktaihtiva eden bir mem-

~ leketin bulunacagini ishat edecegiz ; hatta ok daha genel

su iddia bile isbatlanabilir :

Bir kiire yiizeyi herhangi bir sayida bilgelere ayril-
mus wve bu bolgeler herhangi bir sekilde d¢ grupta topar-
lanmuis olduguna gére, ayni bir grubun memleketlerine
ait daima iki ¢apsalkars: nokta bulunur.

1. Bu teoremi vasitali (indirekt) yoldan ishathyacagiz.
Kiire yiizeyi iizerindeki K haritasinin ii¢ renkle boyan-
mig oldugu ve ayni renkieki memleketler iginde gapsal-
kargi higbir nokta ¢iftinin (boyle ¢iftlere esrenk diyece-
giz) bulunmadig: kabul edilsin.

Bu kabulii asagidaki sekilde celismeye gotiirecegiz ¢

 Isbat ederiz ki, egrenk higbir nokta cifti ihtiva etmiyen

her haritadan, yine egrenk highir nokta ¢ifti ihtiva etmi-

- yen, fakat birinciden daha az sayida memleketden meyda-

na gelen yeni bir harita inga edilebilir, O halde mevcu-
diyetini kabul etmig bulundugumuz K haritasindan hare-

ket ederek, higbir cgrenk nokta ¢ifti ihtiva etmiyen da-

ha az sayida memleketli bir K, haritas: insa ederiz. Son-
ra K, haritasindan da ayni metodla bir £, haritas: inga

. edebiliriz v. s.. Bdylece higbiri egrenk nokta cifti ihtiva

etmiyen
K, K.‘l' Kg, Ka,"', Kml Akt 1

gibi bir sonsuz harita dizisi elde ederiz. K haritasinin mem-
leket sayisi n, K, lerinki de n; ile gosterildigine gbre

n>n>ng>ng > SR, St

~elde edilir. Bu suretle pozitif tam sayilarm monoton aza-

lan bir sonsuz dizisini elde etmig oluruz; bu ise imkansiz
oldugundan bir geligme teskil eder. Pozitif tam sayilarin
monoton azalan bir sonsuz dizisinin elde edildigi vasita-
i bir isbatin burada kullandigimiz metoduna diisirme
(deszendenz) metodu denir.’

O halde higbir egrenk nokta gifti ihtiva etmiyen her-
hangi bir K haritasi verilmis olsun. Simdi ayni sekilde
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higbir esrenk nokta ¢ifti thtiva etmiyen, fakat K harita-
sindan daha az sayida memleketten meydana gelen blr K,
haritasinin insas1 gerekmektedir.

2. K haritasinin regiiler olmamasi, yani harita iginde
ayni renkli memleketleri ayiran sinirlarin meveut bulun-
masi halinde,bu sinirlarin kaldirilmas: suretile istenilen hari-
tanin hemen elde edilecegini burada kaydedelim. Bu yiiz-
den asagida K haritasinin yalniz regiiler boyanmig oldugu
halleri gozoniine alacagiz.

Su yardimer teoremi isbat edelim :

Bir stmir noktasina ¢apsalkarst olan nokfa bir ic nok
tadir, yani bir memleketin hakikaten i¢ kisminda bm'unur]

Gergekten regiiler boyanmig bir haritada her sinir nok-

tas: farkhh boyanmig en az ik*

memlekete aittir. 4 sinir nok-
tas: meseld kirmizi bir memle-
ketle mavi bir memlekete ait
olsun. Bu takdirde onun A4
capsalkargi noktast ne mavi n
Sek. 44 de kirmizi memlekete ai
olamaz, yani bir siyah memle

ketin hakikaten i¢ kisminda bulunur.

3. B bir kirmizi memleketin siairi iizerinde bulun
bir nokta olsun. B noktasindan g¢ikarak haritanin sinirla
iizerinde o gekildefilerliyelim ki, solumuzda daima kirmiz
“memleketler bulunsun (gek. 44) ’} Bu harekete, daha 6n
bir defa ugramg oldugumuz bir C noktasina varmncay
kadar devam edelim. Simdi I' ile gdsterecegimiz ikika!
noktasiz CfgC (sek. 44) egrisini gozoniine aliyoruz. Kiire
yiizeyi iizerindeki haritay: yalmz ¢kuzey» ve cgiiney» ya:
rim kiireler igin ¢izecegiz. Genelligi bozmaksizin, gosterim-
lilik bakimindan, I'wegrisinin tamamen kuzey kiirede bu
lundugunu farzedelim (gek 45).

1) Sek. 44, 46 ve 47 de kirmizi renk tarama ile, mavi renk ilq
kareleme ile igaretlenmigtir.
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Simdi I' egrisinin gapsalkarsi noktalarindan meydana
gelen 1" egrisini insa edelim. Yardimc: teorem uyarinca
I egrisi sadece i¢ noktalardan ibaret olur, yani higbir
yerde haritanin sinirlarimi, ozelikle sinirlardan meydana
gelen T' egrisini kesmez.

I' egrisi kiire yiizeyini
Uve V gibi iki kisma
aymrir. Ayni gekilde 17 de
kiire ylizeyini, ! nun nok-
talarimin gapsalkarg: nok-
talarindan meydana gelen
U’ ile V ninkilerin gapsal-
karsi noktalarindan ibaret
olan V’kisimlarina ayirir.
I' ile T kesismedikleri
icin 1", U veya V kisim-
larindan birinde, mesela
V de bulunur, Bu takdir-
de I' da V' de bulunur.

4. I, haritanin higbir
simirin1  kesemedigi i(;in;
bir memleketin tamamen
i¢ kisminda bulunur, T
nin biitiin noktalar1 kir-
miz1 memleketlere ait ol-
dugundan, 1" niin higbir Sek. 45
noktas: bir kirmizi mem-
leke ait olmiyacak ve I’ niin iginde bulundugu mem-
leket kirmiziya boyanamiyacaktir, Genelligi bozma-
dan bu memleketin siyaha boyanmig oldugunu kabul ede-
lim (sek. 46) . Bu halde I' nin highir noktas: siyah bir
memlekete ait olamaz, yani I' y1 tegkil eden biitiin sinirlar
mavi ve kirmizi memleketler arasindak: simirlardan ibarettir.

) Sek.46 da U béslgesindeki sinir noktalarinin capsalkars: nok-
talarindan meydana gelen cizgiler gisterilmis bulunmaktadir.
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I' nin bir tarafinda sadece kirmizi memleketler bulunduéuL
icin diger yaninda sadece maviler bulunacaktir (harita re-
giiler boyanmigtir). Meszla — 46 numarali geklimizde ol-

dugu gibi — U tarafinda kirmizi, V' tarafinda ise mavi
memleketlerin bulunmas: gerekmektedir.

Simdi U daki biitiin memleketleri maviye ve ayni za-
manda U’ deki biitin memleketleri de siyaha boyayalim,

Sek. 46 Sek. 47 :
Fakat bu takdirde T' ya her iki yandan aymi renkli, yani
mavi memleketler degmis olur (sek. 47). Isaret edelim ki :
bu boyama degisikligi esnasinda higbir esrenk nokta gifti
zuhur etmez. Ciinki bir yandan U daki noktalarin mavi,
bunlarin U’ deki gapsalkarsilari da siyah olmuglar, Ste
yandan diger biitiin noktalarla bunlarin capsalkargilar:




Kiire yiizeyinin ii¢ renkle boyanmas: hk. 39

renklerini degigtirmemislerdir. Simdi artik I' y1 ve U ile

_ U’ niin i¢ tarafinda bulunan biitiin memleketleri atalim.
Bu esnada haritamizin memleketllerinin toplam sayis: aza-

lacaktir (zira I' muhakkak en az iki memleketi birbirin-
den ayiriyordu). :

Bu suretle higbir egrenk nokta cifti ihtiva etmiyen her-
hangi bir harita igin, daha az sayida memleketi olan ve
yine esrenk higbir nokta cifti ihtiva etmiyen bir K, ha-
ritasi inga etmig olduk. Daha 6nce No. 1 de tesbit etmig bu-
lundugumuz iizere, boylece teoremimiz isbatlanmig olur.



COZUMLER

1. Bu teoremi matematiksel indiiksiyon ile isbatliya-
yacagiz . Bir tane dogru ile teskil edilen bir harita iki
renkle regiiler boyanabilir. Teorem n dogru igin isbatlan-
mig olsun.Bu takdirde teoremin n+ 1 tane dogru igin de cari
oldugunu gosterecegiz. n +1 dogrudan tegkil edilen bir

Sek. 48

K haritasimt gézoniine alalim ve bir dogruyu, mesela [
dogrusunu, atalim. Bu halde farzimiza gore iki renkle re-
giiler boyanabilen bir K* haritas: elde ederiz. Bu hari-
tay: siyah ve beyaz memleketlere boyayalim. Bundan sonra
evvelce kaldirilan [ dogrusunu tekrar katalim. Bu dogru
haritay;, herbiri iki renkle regiiler boyanmig olan iki
pargaya boler (sek. 48 a ya bak). Simdi iki kisimdan bi-
rindeki biitiin memleketlerin renklerini muhafaza edelim,
diger kisimda ise siyah yerine beyaz, beyaz yerine siyah
koyalim (sek. 48 b ye bak). Bu esnada yarim diizlemlerin’
herbiri regiiler boyanmig olarak kalir; eger K haritasinin

1) Bu hususta L. S. SoMiNskI'nin dilimize gevrilerek bu seride

yayimlanan «matematiksel indiiksiyon metodu» adh kitapeifina ba~
kiniz.
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komsu iki memleketi ayr1 yaridiizlemlerde bulunurlarsa,
bu hal, bu memleketlerin dogrunun bir parcasi boyunca
sinirdag olduklarini ve K* haritasinin herhangi bir mem-
leketinin dogru tarafindan bdliinmesile ortaya ¢ikmig bu-
lunduklarini ifade eder. K* in bu memleketi herhangi bir
renkle boyanmisti; bunun iki memlekete béliinmesinden
sonra parcalardan birinin rengini degistirmigtik. Dolayi-
sile, hakikaten bu halde de K haritasinin komgu iki mem-
leketi farkh renklerle boyanmigtir ; boylece regiiler bir bo-
yama elde etmig oluruz. Teorem n =1 igin caridir ; isbat-
lanilana gére 1 4+1=2 dogru igin, 24+ 1 =23 dogru v.s.
icin, dolayisile herhangi bir sayidaki dogru igin de cari olur.

2. Bu problem tipki yukardaki gibi matematiksel in-
ditksiyonla ¢oziilebilir. Bununla beraber biz bdyle yapma-
yip (fakat bunu okuyucuya faydali bir ekzersiz olarak tav-
siye ediyoruz) su diisiin-
ceye gore hareket edece-
giz. Diizlemin parcalan-
dig1 her bélge icin, bunun
gemberlerimizden kag ta-
nesi ile gevrildigini saya-
lim (sek.5 deki harita icin
bu sayimin neticesi gek.
49da verilmistir). Komsu
bolgelere tekabiil eden sa- Sek. 49
yilarin daima 1 kadar far-
kettigine dikkati gekelim. Gergekten, eger A ve B komgu
bolgeleri bir C ¢emberinin bir yay: ile ayrilmig iseler, bol-
gelerden biri C nin ic, digeri de dig kisminda bulunacak-
tir ; fakat C den farkh diger her cembere gore A ve B
bélgelerinin her ikisi de ayni zamanda ya i¢cde veya digda
bulunur. Simdi renklerden biri ile tek numarali, digeri ile
de ¢ift numarali memleketleri boyarsak haritamizin regii-
ler bir boyamigini elde ederiz.

3. Bu numaralamada herbir iiggenin kosgeleri 0, 1, 2
rakamlari ile igaretienmigtir. Ucgenin kenarlari boyunca
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0 dan le, 1den 2ye ve 2den 0a dogru olan ybnlerde
oklar cizelim. Bdylece her iiggen belli bir yon (dolanim
yonii) kazanir. Bu figgenler saat ibreleri yoniinde ve saat
ibrelerinin ters yoniinde olmak iizere yonlenmig iki tipe

X7 ol

Sek. 50 Sek. 51 Sek. 52

ayrilabilir (sek. 50 ve 51). Birinci tip iiggenleri beyaza,
ikinci tipleri de siyaha boyayalm. ki komsu figgen daima
birbirine zit yonlii olduklarindan (sek. 52 ye bak) regii-
ler bir boyama elde ederiz.

4. Tersini kabul edelim ve haritamiz1 siyahla beyaza
regiiler boyayalim. Boylece smir sayilart n;, ng,...,m
olan k tane beyaz memleketle, sinir sayilart ny, n2,...,n"
olan [ tane siyah memleket elde edilmig olsun. Her simir
yalmz bir beyaz memleketle yalmz bir siyah memlekete

aittir ; o halde, simirlarin toplam say:s: g ile gosterildigine
gore,

g=m b ny oo my = 4y ey

bagintis1 caridir. ny. ny,...,n.; n), nl,...,n sayila-
rindan k + [ — 1 tanesinin m ile bdliinebildigi biliniyorsa,
bu denklemden Aepsinin m ile boliinebilecegi gikar.

5. $ek. 53 de haneler, atin siiviilmiis oldugu sira iizere
numaralanmiglardir.

6. Bu hususta gek. 53 ve 54 e bakimz. Burada 25 ha-
neden meydana gelen satrang tahtasinin regiiler bir boya- ’
mgim elde ettik. Diger herhangi satrang tahtalan iizerinde
ayni gekilde regiiler bir boyama elde ederiz. Netekim bir
satrang tahtasinin iki renkle regiiler boyanmig olmast ha-
linde at, her hamlede bir rengin bir hanesinden diger ren-

B i PR
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gin bir hanesine siiriilir. Bu sebepten, biitiin haneler
atin herbir haneye siiriilmiig oldugusira iizere numaralan-
digr  takdirde, ¢ift numarah haneler renklerden birini

71217 |25
18236 1|16
3|8 (254 |2
24182 |1510
114|909 |20|3

Sek. 53 Sek. 54

{(mesela siyah),tek numarali olan biitiin haneler ise renklerden
digerini (meseld beyaz) alirlar. Tersine olarak cift nu-
marali haneleri siyaha boyarsak, neticede dogrudan dog-
ruya &nceki boyamaya doner, yani regiiler bir boyama
elde ederiz.

7. Hayir, bu imkansizdir. Tahtay: iki renkle regiiler
boyayalim ve hanelerini atin siirtilmiis oldugu sira iizere
numaraliyalim. Birinci hane 1, so-
nuncusu 49 numarasim alacak, do- /.%.%.
layisile her ikisi de ayni rengi . .
haiz -bulunacakdir (¢iinki bun-
lar tek numarali hanelerdir ; bir
onceki problemin ¢dziimii ile kgt.).
Halbuki komsu iki hane daima
farkli boyanmigtir.

8. Tahtamizi iki renkle regii-
ler boyayalim. Bu boyamada .S ha-
nesi beyaz rengi alsin (sek. 55 e Sek. 55
bak). At bu haneden gikip tahtay:
dolagmis ve biitiin haneler atin sliriilmiig oldugu sira iizere
numaralanmig olsayds, tek numarali haneler beyaz rengi alir-

l
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lar (problem 6 nin ¢dziimii ile kgt.) ve bunlar 1, 3, 5,...,49
haneleri olurlardi. Buna gore beyaz hane sayisimin (gek.
55 den goriildigi gibi) 24 degil, 25 olmas: gerekirdi.

9. Atin her siiriiliigiinde iizerine vardig: hanenin rengi ]
degisir. O halde at gikis hanesinin rengindeki bir haneye
(verilen halde g¢ikis hanesinin bizzat kendisine) varirsa,
gift sayida atlama yapmig olur.

10. Kalenin her hamlesi yerine bir haneden komgu bir h
haneye yaptign bir seri adimlar (kiigiik hamleler) alinabilir.
Kalenin bu sekildeki her basit hamlesinde vardig: hanenin
rengi degisir. Satrang lahtasinin dolasilmasinca kale 63, yani
tek bir sayida basit hamle yapar. Buna gdre sonolarak ¢i-
kig hanesinden farkli boyanmig bir haneye varir. Halbuki
Ave B haneleri ayni renktedir.

11. Hayir, bu imkansizdir. Bir domino tagi, her biri
iizerinde 7 tane 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 sayilarindan biri isa-
retlenmig olan iki kisma béliinmiigtiir. Bu sayilarim ikiger
ikiger tegkil ettikleri say: giftleri kadar tag vardir. Diger f
sayilarla gruplamalarda bir say: alti defa gériiliir; bunun
diginda bu sayinin her iki kissmda bulundugu yalmz bir
tag vardir. O halde bir say1 topyekin sekiz defa goriiliir.
Domino taglari zincirinin tegkilinde daima esit sayih yari- i
lar birbirile birlestirildiginden, n gift bir say1 olmak iizere,
her say:, zincirin i¢ kisminda n defa, uglarindaise 8—n,
yani yine gift bir say1 defa goriiliir. Netice olarak bir sayr
ya higbir ugda gériilmez (sifir gift bir sayidir) veya her
iki ugda ayni zamanda goriiliir.

12. Herhangi bir zamanda yer yiiziinde yagamig bulu-
nan insanlarin sayis1 N, bunlarin el sikma sayilar: da m
olsun. Herkesi numaraliyalim ve k-ymei kimsenin el sikma
sayisina n, diyelim.

k-yiner kimse [-yincinin elini sikmig ise, bu el sikma hem
ny, hem de n; sayis1 iginde sayilmig bulunmaktadir. O halde

S=n4+n4 ng+--++ny (N terim)

toplam: iginde de her el sikma iki defa sayilmis olur ve
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S=2m
dir. Halbuki bir takim tam sayilarin toplami ¢ift ise, te-
rimlerden tek olanlarin sayisi da gifttir.

13. Toplantidaki biitiin iiyeler tek sayida tamdik eli
stkmig olsalards, 225 kimseden (225 tek bir sayidir) herbiri

TR

Sek. 56 Sek. 57
tek sayida el sikmig olurdu, Bu ise bir Gnceki problemle
(orada N = 225 ahnirsa) ¢elisme halindedir.

14. Bu miimkiin olsaydi, her nok-
tada ii¢ tane baglama gizgisinin bagla-
mas1 gerekirdi, Nokta sayisini (beg) 3
ile garpinca, her ¢izginin iki ug noktas:
oldugundan, cizgiler sayisimin iki katini,
dolayisile ¢ift bir sayiyr elde etmemiz
icabederdi. Fakat bu Sek. 58

' 5.3=15
olup tek bir sayidir.

15. Miimkiin ¢6ziimlerden biri: a) igin sek. 56 dan, b)
i¢in de gek. 57 den godzitkmektedir.

16. ky+ky+ -+ + k, toplaminda her sinir iki defa
sayilmigtir ; giinki bunlar ug noktalarinin her birinin ge-
gerliklerinde hesaba katilmiglardir, (u¢ noktalarin gakig-
masi halinde de bu simir, miitekabil kdse noktasinin ge-
gerliginin sayimmnda iki defa sayihr).
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17. lddia problem 16 dan ¢ikar. Bir takim tam’ sayilarin

toplamu ¢ift ise, toplamda teksayr olan terimler ¢ift bir
sayida bulunur.

Se M

Sek. 59 Sek. 60

18. a), b) ve ¢) i¢in miimkiin ¢oziimler sek. 58, 59
ve 60 dan g6zitkmektedir. .

*19. ny+ny~+-- -+ n, toplaminda her smir iki defa
bulunmaktadir; zira bunlardan herbiri her iki komsu mem- ~
lekete de aitdir.

20. Tipk: problem 17 nin problem 16 dan ¢iktigh gibi,
bu da problem 19 dan elde edilir. _ Syed

$ek. 61

21. Sek 61 ve 62 ye bak.

22. Haritamiz1 iki renkle regiiler boyayalim(gek.63 e bak).
Memleketleri kalenin siiriilmiig oldugu sira iizere numaralar-
sak,¢ift numarali biitiin memleketler bir rengi,tek numarali

M— " o Ll it ._ i Ll
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memleketler de diger rengi alirlar; zira kale her hamlede
bir renkteki bir memleketden dteki renkteki- birine varir
(problem 6 nin ¢éziimii ile kst.). Hepsi 21 tane olan mem-

AT

. ek, 63 Sek. 64

leketlerden 11 tanesinin tek (1.,3.,...,21.), 10 tanesinin de
gift numarali olmas: gerekirdi. Halbuki burada 12 siyah
ve yalmz 9 tane de beyaz memleket bulunmaktadir.

Sek 66

23. Herhangi bir kége noktasinin tek bir gegerligi haiz

olmas: halinde, bu kdgenin ait bulundugu memleketler bile
iki renkle regiiler boyanamazlard: (sek. 64).
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' 24. Kalemizin yolunu gdzoniine alalim (g2k. 65 de ¢izgi
: ¢izgi gosterilmis yol takip ediliyor). Simdi haritanin, yo-
lumuzun diginda kalan kismimi atalim, fakat yolu hari-
taya dahil ed:lim. Boylece gek. 66 da ¢izilmig bulunan
yeni bir harita elde ederiz. Bu haritanin biitiin i¢ nokta-
lar1, hipotez geregince, ¢ift gegerligi haizdir ; kalenin yolu
ile eski haritaya ait sinirlarin kesigme noktalarindan iba-
ret olan dig koge noktalarinin gegerlikleri ise . diir. Fa-
kat yalniz ¢ift bir sayida tek gecerlikli koge noktasi mev-
cut olabilmesi yiiziinden 'problem 17 ye tak) kale, kendi
yolu iizerinde gift bir sayida simnn agmak zorunda kalir,
yani gift bir sayida hamle yapmig olur.
25. S, dan gikan kalenin her memlckete Lir defadan
fazla siiriilmedigi hal biiaz 6nce problem 24 de bahis ko-
b nusu edildi. Simdi kale
herhangi bir S, memleke-
¢ tine iki defa siiriilsiin, ya=
ni bu memleketde bizzat
kendi yolunu kesip geg-
¢ sin (sek. 67 ye bak).
a S,aS, pargasindaki hamle
sayisi p ye, S;bS; lizerin-
S & deki g ya S;cS, pargast
Sek. 67 izerindeki de r ye es:ut
olsun. p -+ ¢ -+ r nin gift
oldugunu géstermek gerekiyor Problem 24 e gore g gift-
tir; S.aS,cS; yolu da problem 24 iin hipotezini gergek-
lediginden p+ r de ayni sekilde gifttir. Buradan p4-g+r
nin ¢ift oldugu ¢ikar. Eger kale bir yerine iki ilmikten
gegiyorsa, bunlardan birini — mesela 5,65, i — terkede-
rek, biraz once gozoniine aldigimiz hali elde ederiz; yine
-problem 24 e gére 5,55, ilmiginin gegilmesi igin gift bir
sayida hamle gerekir ; o halde biitiin yol igin de gift bir
sayida hamleye ihtiyag vardir. Bu suretle neticemiz her-
hangi bir sayida ilmik igin de isbat edilebilir.
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26. Ikinci yol ters yonde katedilirse, .S, den S; a g
hamlede varilacaktir. Eger S, dan S, e birinci yoldan

yiiriiniir ve bundan sonra .S, a ikinci yol ters ydnde gi- -

dilerek varilirsa, boylece S, a p + ¢ hamlede ulagilmig
olur, Problem 25 e gbre p + g ¢ift bir sayidir ve dola-
yisile p ve ¢ nun ya her ikisi de ¢ift veya her ikisi de
tektir,

27. Birinci metod. Kalemiz herhangi bir S,
memleketinden ¢ikarak haritamiz iizerindeki memleketleri
birinden digerine gegerek dolagmaktadir. Bu esnada mem-
leketler, kalenin siiriildiigii sira iizere numaralaniyor.Bu ara-
da kalenin bir memlekete veya bagkasina iki veya daha fazla
siiriilmiig olmasi miimkiindiir. Bu takdirde bahis konusu olan
memleket bir degil, iki veya daha fazlanumara alir. Prob-
lem 26 ya gére bu numaralarin ya hepsi ¢ift veya hepsi
tek olacaktir; buna kargilik komsu memleketlerin numa-
ralari tek bir sayi kadar farkederler. Gergekten S, dan
S; e p hamlede varildigima ve S, S, ile smirdag oldu-
guna gore, S, dan S, ye p+1 hamlede ulagilabilir. Bu-
na gore eger p - 1'¢ift ise, S, dan S, ye gotiiren biitiin
yollar i¢in ¢ift bir sayida hamleye ihtiyag vardir - ve tersi
de dogrudur., O halde p tek ise bu hamle sayis1 cift, p
¢ift ise hamle sayisi tektir. Kale biitiin memleketlere sii-
riildiikten sonra harita iizerinde tek numarali memleketle-
rin hepsini bir renkle, ¢ift numarali olanlar: da bagka bir
renkle boyarsak, hakikaten regiiler bir boyama elde ederiz.

ikinci metod. Haritamzin smirlan ve kége nok-
talari boyunca hareket edelim. Bu esnada bir sinir1 yiirii-
yip herhangi bir kige noktasma gelince, bu kdge nokta-
sindan gikan (gegtigimizden farkh) bagka bir sinira gege"
rek harekete devam edelim. Haritamizda 1 gegerlikli hig-
bir nokta bulunmadigi igin, ulagmis bulundugumuz her kdge
noktasindan harekete devam edebiliriz. Boylece iizerinde
daha &nce bir defa bulunmug oldugumuz, meseld bir A4,
kdge noktasina tekrar gelinceye kadar gitmig olalm. A
noktasindan yine bu noktaya geri donene kadar katedil-

F. 4
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mis olan bu yol kendi kendini higbir yerde kesmiyen bil
kapal: gizgi tegkil etmekte olup, bunu haritamizdan siles
lim. Bu esnada kége noktalarmin gegerlikleri ya hig de
gismez (nokta yukarida belirtilen gizgi iizerinde degilse,
yahut da 2 kadar azalir (bu arada gegerligi 2 olan baz
noktalar yok olabilir de). Biylece ortaya gikan harita lizes
rinde yeniden, simirlardan tegkil edilen, kendi kendini hig-
bir yerde kesmiyen kapali bir ¢izgi arayip bulalim ve bu-
nu da ayni gekilde silelim. Bu isleme miimkiin oldugu miid
detce devam edelim. Neticede kige noktalarinin hepsi de
gift gegerligi haiz, yukarda belirtilmig olan ve diizlemi da
ima iki kisma bolen gevrelerin birbiri iizerine konmasile,
tipkisek. 5 de gemberlerin birbiri iizerine konmasile elde
edilen haritaya benzer, bir harita elde edilebilir. Problem
2 ye benzer gekilde bu cesit bir haritanin iki renkle re<
giiller boyanabilecegi isbatlanabilir.

lhtar. Benzer digincelerle, kége noktalariin hepsi
cift gegerlikli bir haritanin bir kalemde, yani ¢izim esna-
sinda kalemin ucunu kaldirmaya ve higbir smn iki defa
gizmeye liizum kalmaksizin gizilebilecegini gostermek zo
degildir. Genel olarak, bir egri sebekesi iki halde bir ka
lemde gizilebilir ; bunun igin: ya biitiin koge noktalarimn
gegerlikleri ¢ift olmali veya tek gegerlikli tam iki tane
koge noktasi bulunmalidir (fakat bu takdirde gizgiyi bv
iki noktadan birinde baslatip digerinde bitirmek gerekir)

28. Bu problemin ¢oziimiinde, ya problem 1 deki gibi
matematiksel inditksiyonu kullanabilir veya problem 2 ninj
¢oziimiindeki metodu uygulayabiliriz. Burada ¢oziimiin ge-
masimi ikinci metoda gore veriyoruz. Sekillerimizden (ki-
rigle birlikte gember) herhangi birini alalim Bu sekil diiz-
lemi iig¢ kisma aywmaktadir, Haritamizin bu kisimlardan
birindeki biitiin memleketleri 0 numarasimi, ikinci kisimda
bulunan biitin memleketleri 1 numarasini, iigincii kisim-~
daki biitin memleketleri de 2 numarasim alsinlar, Bunu
biitiin gekiller igin yapalim. Boylece her memlekete n tane:
numara diiger. Bunlar1 topliyalim ve bu toplamm 3 ile bo-

m
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limiindeki kalani alalim. Bu kalanin 0 oldugu memleket-
ler beyaz renge, kalam: 1 veya 2 olanlar da kirmzi veya
siyaha boyansin. Simdi tipki problem 2 deki gibi, boylece
elde edilen boyamanin regiiler oldugu kolayca gdsterile-
bilir,

29. Tahtanmn bir kenari m tane altigenden teskil edil-
mig olsun. Tahtanin 6 kenarm tegkil eden 6(m—1) tane
haneyi kaldiralim. Bdylece ayni sekli haiz, fakat kenarlari
sadece m —1 altigenden ibaret bir tahta elde ederiz. Bu-
na gore, tahtamizin hane sayisina S, dersek,

S,=6(m—1)+ Sux
bagintis1 cari olur. Ayni gekilde
Su—y =6(ra—2)+ Sm—2;
Sa-3="6(m —3) + Sa-s,

...............

S, =6-14S; ,
Si=1
elde edilir. Buradan A
Sp=6(m—1)+6(m—2)+--+6-1+1=
=14+6[1+2+ -+ (m—2)+ (m—1)]
¢tkar. Halbuki
(m—1)m

1424+ 4 (m—2)+(m—1) = 3
dir Y. O halde kesin sonug
szl_i_ﬁgn_‘:il)it:f}m!—ﬂm—f—l

dir,

30. Sek. 69 a bakimaz.

31: Kenarlarinin herbiri ii¢ altigenden ibaret bir tahta
igin ii¢ renkle regiiler bir boyama elde ettik (sek. 69 ve

‘1) Mesela bu yayim serisinde, B. NATANSON'un «sonsuz kiigiik
biiyiikliklerin toplami» veya I. 8. SomiNsKI'nin «matematiksel indiik-
siyon metodu» na bak.
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70 e bak V). Ayni seyi herhangi bir tahta igin de elde ede-
riz. Gergekten ii¢ renkle regiiler boyanmig olan bir tah-
tamiz oldugunu kabul edelim. Bu halde deve, kirmizi ha-
neden beyaza, beyazdan siyaha, siyahtan da tekrar kirmizi
haneye v.s. gitsin (sek. 19 ve gek. 20 ile kst.). Simdi 4
deve kendi yoluna merkezdeki kirmizi haneden baglar ve
biz de gegilen hanelerin renk sirasini kaydedersek (k=
kirmizi, b = beyaz, s = siyah)
kbs kbs kbs kbs kbs kb...

dizisini elde ederiz. O halde devenin gittigi yoldan ba-
gimsiz olarak (sadece bu yolun kirmizi bir haneden basg-

Sek. 69 Sek. 70

lamas: kabulii ile) numaralar: 3 ile bdliinebilen biitiin ha-
neler siyah, numaralar1 3 ile bélimde 1 veya 2 kalanim
verenler ise kirmizi veya beyaz olacaktir.

O halde gergekten problem 31 in ifadesinde tarif edil-
mig olan boyama, burada Gnceden regiiler boyanmis ola-
rak aldigimiz tahtanin boyamg: ile cakisacaktir (problem
6 ile kst.). -

32. Deve kendi yoluna mesela siyah bir haneden bas-
liyorsa, devenin siiriilmiig oldugu hanelerin renk dizisi su

" goriiniigte olacaktir (bir 6nceki probleme bak): ;i

1) Sek. 70 de kirmiza renk yatay tarama ile igaretlenmigtir.
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Bu dizinin peryodu ii¢ terimden ibarettir ; o halde deve
¢ikig hanesinin rengindeki bir haneye (6zelikle bizzat ¢i-
kig hanesine) ancak ve ancak onlar arasinda yapilan hamle
sayisinin ligiin bir kati olmas: halinde varacaktir.

33. 19 haneden ibaret bir tahtay: (gek. 70 e bak) do-
lagmak igin deve'18 hamle yapmak zorndadir ; yani hamle
sayis1 iiglin bir katidir ; bu yiizden de deve en sonunda
¢tkig hanesi ile ayni renkte olan bir haneye varacaktir.
Dolayisile deve, bu renkteki hanelere diger renktekilerden
daha sik siiriilmiis olacaktir. Halbuki kise hanesinin
rengindeki hanelerin sayisi diger renklerden herbirindeki
hanelerin sayisindan fazla degildir (gek. 70 e bak). (Siyah
ve beyazdan daha fazla kirmizi hane vardir ; problem 30
bu yiizden ¢bziimlii idi'.

34. 3m®— 3m +1 haneli bir tahtay: (problem 29 a
bak) dolagmak igin deve 3m?— 3m =3 (m®— m) hamle
yapmak zorundadir ve bu hamle saym iigiin bir kati ol-
dugu igin deve son hamlede gikig hanesile ayni renkte
olan bir haneye varacaktir. O halde deve bu esnada gikig
hanesine komgu bir haneye varamaz.

35. Devenin son hamlesi, onu gikig hanes:mn rengin-
deki bir haneye gétiiriir. Dolayisile bu renkte olan hane-
lerden, geri kalan iki rengin herbirindekilerden daha fazla
bulunmas: gerekirdi. Halbuki tahtamiz uzermde(qek 20)
21 siyah, 21 beyaz, 19 da kirmiz: hane wardir.

36. Sek. 71 ve 72 ye bak ). Regiiler bir boyama elde
ederiz,

37. Tahtamiz 25 haneden ibarettir. Uzerinde, soylen-
digi gekilde dolagmak igin 24 hamle gereklidir. Deve her
Ugiincii hamlede ¢ikig hanesi renginde olan bir haneye ula-
$ir (sek. 72). Deve son hamle ile hakikatan gikig hanesi-
nin renginde bir haneye varirsa, bu renkteki hanelerin di-
ger renkteki hanelerden daha fazla bulunmas) gerekir, Se-

1) Sek. 72 de kirmizi renk yatay tarama ile igaretlenmigtir.
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kizgen hanelerimiz siyah ve beyaza boyanmiglardir; kir-
miz1 dértgen hanelerden 9 tane, fakat diger iki renkte olan-
lardan yalmiz 8 er tane vardir.

2 0 2 0
7
2 g
g 2
7 7 7
r
; 0
7
7 7 7
7 2 0 7
Sek. 71 Sek. 72

38. Eger oklarin yoniine dikkat etmezsek, iiggenlerin
kenarlar: iizerinden, her keyfi kdge noktasindan diger her-
hangi bir kige noktasina varabiliriz. Simdi yolumuzu, bu
hareket daima oklarin y6niine uyacak surette degistirelim.

c Yolun, bu sekildeki dizeltil-

- mesi soyle yapilir ¢ Bir kenar-

boyunca ok yoniinde gidiyor-

sak, yolu oldugu gibi birakiriz.

Fakat bir kenari ok yoniine

karsi gegmis olmamiz halinde,

Sek. 73 bu kenarda komsu iki liggen-

den birinin diger iki kenari

iizerinden gecen yolu seceriz (sek. 73) ; A dan B ye gi-

den yol ok yoniine kargidir; bu yiizden ya ACB veya
ADB yolunu kullaniriz,

39. Evvela, burada bu teoremi, devenin kendi yolunu
higbir yerde kesmemesi hali igin isbatlamanin yetecegi
agiktir; zira yolun ilmiklenme hali hakkinda problem 25
in ¢oziimiinden bilgi edinilebilir. O halde deve her nok-
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taya yalniz bir.defa ugradiktan sonra kendi ¢ikis nokta-
Sina donmiig olsun, $imdi devenin yolu ile gevrelenen bél-
genin dig tarafinda bulunanlarin hepsini silelim (sek. 74).
Bbylece iki renkle"regiiler boyanabilen bir harita meydana
gelir; zira devenin yoluna,bu yolun saginda simirlanan biitiin
Uggenler siyaha, solundafsinirlananlar beyaza boyanmglar-
dir. O halde yolla sinirlanan bélgenin i¢ tarafinda bulunup
Yola sinir1 olan biitiin iiggenler ayni renkli olurlar ve eger
bSlgenin i¢ tarafi i¢in bundan farkli biy renk daha kulla-
Mrsak, regiiler bir boyama elde ederiz.

Béylece meydana gelen; harita igindeki biitiin memle-
ketler hep iiggen olduklarindan, problem 4 uyarinca, bsl-

Sek. 74

genin dig kismindaki memleketin simir sayisi, yani deve-
nin yolu ile gakisan kenarlarin sayisi, isbat edilmek is-
tendigi gibi, 3 ile boliinebilir.

40. B den A ya giden yardimei bir yol arayalim (boyle
bir yol ‘problem 38 e gére bulunabilir). Devenin bu yolu

~ gegmesi igin 7 hamleye ihtiyag bulunsun (gek. 75). O hal- .

de problem 39 a gore p+r, 3 ile boliinebildigi gibi g +r
d@ 3 ile béliinebilir. Buradan ’

(pt-ry =gt rl=p—q
nun 3 ile bolinebildigi gikar.
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41. Herhangi bir kdge noktasini A ile gosterelim. B
herhangi baska bir kige noktas: olsun. Deve A dan B ye ge-
nel olarak birbirinden farkh birgok yollar iizerinden va-
rabilir ve herbir yola belirli bir hamle sayisi diiger. Fa-
kat problem 40 a gore biitiin bu sayilar 3 ile béliimde
ayni kalani verirler. Bu kalani B koge noktasinin numa-
rasi olarak alalim, Diger biitiin kdse noktalar: igin ayni
seyi yaparsak, koge noktalarn 0, 1, 2 rakamlar: ile numa-
ralanmig olurlar. Simdi komsu kdse noktalarinin farkhh nu-

) maralari  haiz oldugunu
gosterelim. 5,;, B, boyle
iki nokta olsun ve bunlar
meseld B, den B, ye dog-
ru yonli bir okla birbi-
rine baglanmig bulunsun-
lar. Deve 4 dan B, e p

L T hamlede varip B, B, oku |

yoniinde bir hamle yap-
sin ; boylece B, ye ulagi-
Sek. 75 lir. O halde 4 dan B; ye
p 1 hamle ile varilabi-

lir. Halbuki p ve p+1 saylan 3 ile bolimde farkh ka-
lanlar verirler.

42. K normal haritasma diial K* haritasin: inga ede-
lim. Diial haritalar arasindaki 4. bagintisina giire K* iig-
koselerden meydana gelir. s. 22 de verilen teoreme gore
K haritas: ancak ve ancak K* in koge noklalarmn ii¢ ra-
kamla regiiler numaralanabilmesi halinde iic renkle regii-
ler boyanabilir. Fakat iig kogelerden ibaret K* haritasi-
nin kose noktalar: da ancak ve yalmz bizzat iickogeler

iki renkle regiiler boyanabilirse (s. 18 e bak) veya, ayni

sey de'mc?k olan, K* haritasinin biitiin kdge noktalar: cift
geg?rllkll ise, li¢ rakamla regiiler numaralanabilir. Hal-
buki bu sartlardan sonuncusu K haritasinin her memle-

lfetinin cift sayida simir1 (diial haritalar arasindaki 4. ba-
gmtist) haiz olmasi gartina denktir,

4
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Boylece iddiamiz isbatlanmis olur.

Aslinda bu isbat yalmiz bagimli haritalar igin caridir.
Gergekten yalmiz bu halde zorluklarla kargilagsmadan diial
haritaya gegebiliriz. Bununla beraber teorem bagimh ol-
miyan haritalar igin de caridir. Bunu, haritanin tamamen
ayri iki kisma boliinmiig oldugu hal igin isbatliyalim. Mem-
leketlerinin hepsi de ¢ift bir sayida koge noktasimi haiz
olan ve bagimli olmyan K normal haritasinda aymric:
memleket S olsun (gek. 76).. K haritasinin béliindiigii K*
ile K" haritalarim ayr1 ayrt (sek. 77 a ve b) gozoniine ala-
lim. Bu haritalardan herbiri bagimlidir. K" ve K” harita-

Sek. 76

larinin biitiin memleketleri — belki de S’ ve S* niin is-
tisnasi ile — hipoteze gore c¢ift sayida kogeyi haizdirler.
K’ haritasinda . (tipki K” haritasindaki gibi) tek sayida
simr1 haiz yalniz bir tane memleket meveut olamiyacagin-
dan (problem 20) 5’ ile S’ de ¢ift sayida kége noktasim
haizdirler. Heniiz isbatlanmig olan teoreme gére K’ ve K*
haritalar: ii¢ renkle regiiler boyanabilir. Bu esnada sadece
S° ve 5" niin ayni renge boyanmasina dikkat etmek ge-
rekir. Bu takdirde ise K haritasimin da iig renkle regiiler
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boyanabilecegi agiktir. Haritanin iig, dért ve daha fazla
kisimlara boliinmiis olmas: halleri igin teorsm benzer ge-
kilde isbatlanr.

43. Her simira, ayirmakta oldugu iki memleketin nu-
maralari toplamint numara olarak tekabiil ettirelim. Bu
esnada iig tane (0, 1), (1, 0) veya (1, 1) numaralarindan
biri elde edilecektir ; zira iki numaranin toplam: ancak her
ikisinin ayni olmas: halinde (0, 0) a egittir. Bu numara-
lama regiilerdir, ¢iinkii: @, 6 ve ¢ herhangi bir kige nok-
tasinda birbirine dokunan memleketlerin numaralar1 oldu-

b)

a)
Sek. 77

guna gore, bu koge noktasindan gikan simirlar a+b, a+c
ve b + ¢ numaralarimi haizdir. Fakat & == ¢ oldugu igin
a+b=~a+c dir. Ayni gekilde a+b=~=b-+c ve atc=kbtc
dir. (a, b, ¢ harfleri ile (0, 0}, (0, 1), (1, 0) ve (1, 1)
giftlerinden geligi giizel alinan ii¢ tanesini gosterdik).
44. Kalenin her haneye bir defadan fazla siiriilmemis
oldugu hali g6zoniine almak kafidir. Genel hal igin tipks
problem 25 deki gibi hareket edilir (eger kale ilmikler ya-
piyorsa ve her ilmik {izerinde numaralar (0,0) a egit ise,bu yol
iizerindeki biitiin numaralarin toplami da (0,0) a egitir).




Cozimler 59

Kalenin yolu tarafindan gevrelenen (sek. 78 de yol ke-
sikli ¢izgiile ¢izilmigtir)]bolgenin i¢ kisminda 4, 4,,...,4,
kége noktalar1 bulunsun. Her k6ge noktasinda kavusan si1-
Mirlarin numaralar toplanacak olursa, (0, 0) elde edilir. Bu

denklemi Ay, As, ..., A, kdse noktalarindan herbiri igin

Yazip bunlari taraf tarafa tophyalim. Sag tarafta (0, 0),
Sol tarafta ise uglarindan biri veya her ikisi kale hamle-
leri ile ¢evrilmig bolge iginde bulunan biitiin simirlarin top-

#___*g:;
oo J\},}" (0.1 )’“Q” W
(0, U—‘-H J~( ML
£, {:U
Hizﬁ.ﬂ (1,0 (0, ﬂ (1,1
/ r,r ,‘
t ff f.?; :
y (0.7, (0 (o 0]
! e u»/ 1
\ 4 o i
\ 1 )
\(,0/ {5 1 07/
/'("'-._______; {0, }—/<{L o) > -",,/ :

Sek. 78

lam; elde edilir. Bu esnada uglarindan her ikisi de bélge-
Nin i¢ tarafinda bulunan smirlar iki defa, valniz bir ucu
bolgenin i¢ tarafinda bulunan simirlar ise bir defa sayil-
Mmiglardir. Birincilerin numaralari toplam:i x e sonuncula-
finki de y ye esit olduguna gore 2x-+y = (0, 0) dir. Hal-
buki her numara icin 2x = (0, 0) idi; buradan isbati iste-
hen y = (0, 0) ¢ikar.

45. Birinci metod. Herhangi bir S memleketi
Se¢ip buna (0, 0) numarasim tekabiil ettirelim. Kaleyi, bu

haneden cikarak her memlekete bir defa olmak iizere



=

60 Cokrenk problemleri

haritanin biitiin memleketlerine siirelim. Kalenin S den
¢ikan ve verilmis diger bir Q hanesine giden yolu iize-
rinde kestigi biitiin simirlarin numaralarini toplyalim; bu
toplam @ olsun. a y1 Q hanesinin numaras: olarak kayde-
i Evvela hanelerin bu
numaralaniginin, haritanin
dolagilma tarzindan ba-
gimsiz olduguna kanaat
getirelim. S den keyfi bir
Q hanesine iki yol iize-
rinden varmis oldugumu-
zu kabul edelim (sek. 79).
SmQ yolu iizerindeki si-
nirlarin numaralar: topla-
m a, SnQ vyolu iizerin-

dekilerin de 4 olsun. Prob-
lem 44 e gore SmQnS yolu iizerindeki sinirlarin numa-

ralar1 toplam1 (0, 0) a esit oldugu igin, buradan a4 —
(0, 0) elde edilir. Halbuki iki numaramn toplam ancak
ve ancak bu iki numaranin ayni olmasi halinde (0, 0) a
esittir; o halde a=b olup, Q tek tiirli olarak a numa-
rasimi alir.

Simdi elde edilen numaralamanin regiiler oldugunu
gosterelim. P ile Q, aralarindaki sinirin herhangi bir ¢
numarasi haiz oldugu iki komsu hane olsun ve S den
P ye giden yol iizerindeki sinirlarin numaralar toplam: da
a ya esit bulunsun; dolaysile P, a numarasini haizdir, P
den Q ya ¢ numarah sinin asarak variriz. O halde Q
a-+-c numarasmni haiz olup,a+c de daima @ dan fnrkhd_lr.

lkinci metod. Smrlari1, 2, 3 rakamlar ile nu.
maraliyalim. Herhangi bir A noktasindan ¢ikarak 1 numa-
rali sinir boyunca gidelim ve hareketimize haritamin koge
noktalar1 ve simirlari iizerinde devam edelim ; bu esnada
her defasinda 1 numaralr bir sinin yiiriidiikten sonra 2
numarali bir sinir boyunca gidelim ve eger 2 numaral bir

Sek. 79
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simirdan geliyorsak harekete 1 numarali bir sinir iizerinde
devam edelim Bu hareket, daha 6nce iizerinde bir defa
bulunmus oldugumuz bir B kdse noktasina ulaghigimiz
anda sona ersin.

Uzerinde Bye vardigimiz sinir ya 1 veya 2 numaralidir.
Numaralamanin regiiler olmas: sebebile B kdge noktas: 4
ile cakisacaktir (B koge nok-
tas1 A ile gakigmasaydi, B de Z
kavugan siirlarin  numarala-
mg regiiler olmazdi (sek. 80)).
Boylece 1 ve 2 numarali sinir-
lardan meydana gelen yolumu-
zun, kapali ve hi¢ bir yerde
kendi kendisini kesmiyen bir
.egri oldugu gorilmiis olur.
Simdi 1 veya 2 numaralarindan birini haiz olan ve yukarki
¢evreye ait bulunmayan herhangi bir smir-alahm ve bu-
nun iizerinde ayni gekilde dolanmiya bagliyalim; bdylece
yeni bir egri elde

Sek. 80

ederiz. Bu isleme, ¢
daha yiiriinmemis 1
ve 2 pumaralt smir a+!

kalmayincaya kadar
devam edelim. a! b
Boylece 1 ve 2
numaral: smirlar, ka-
pali ve kendi ken-
disini hi¢ bir yerde
kesmiyen egrilerden
ibaret bir egriler Sek. 81
sistemi teskil eder-
ler. Bu egriler haritay: herbiri birtakim haneleri ihtiva
eden M,, M.,..., M, bblgelerine ayirir. Eger 3 numaral
biitiin simirlar silinirse, simirlart egrilerimiz ve haneleri de
M,, My,..., M, bolgeleri olan bir harita ortaya ¢ikar.
My, My,..., M, nin a ve b gibi iki renkle regiiler

N e e
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boyanabilecegine dair olan isbat problem 2 den kelime be
kelime nakledilebilir. Simdi 1 ve 3 numarali smirlardan
meydana gelen benzer bir egriler sistemini g6zdniine ala-
lim. Bunlar da diizlemi, ¢ ve d renkleri ile regiiler boyaya-
bilecegimiz NV, , Ny, ..., IV, bilgelerine ayirmig olsunlar.
Esas haritanin her S memleketi M, , M,,...; M, bélge-
lerinden biri iginde olup,ya @ veya b renklerinden birini
ve bundan bagka N,,N,,..., N, bolgelerinden biri iginde
bulunup, yac veya d renklerinden birini haizdir. Buna gére
her memlekete (a, ¢), (a, d), (b, c), (b, d) giftlerinden biri
diiger. Memleketlerin bu gekildeki giftlerle numaralamginin .
regiiler olduguna kolayca kanaat getirilebilir,

46. Problem 45 e gore, bu haritanin smirlarinin iig
rakamla regiiler numaralanabilecegini gostermek -kafidir.
Deve, haritanin sinirlar: {izerinde her simirdan komgu her
sinira gegebilecek gekilde dolagsin. 1 numarasini tekabiil
ettirecegimiz herhangi bir siirdan ¢ikarak numaralamaga
devam edelim. @ numarali herhangi bir AB sinirm: yiirii-
diikten sonra (sek. 81) B koge noktasina ulagmis olalim.
Buradan ya saga (BD iizerine) veya sola (BC iizerine)
yiirimege devam edebiliriz. Sola ilerliyelim ; bu takdirde
smir numaramiz 1 kadar degigecek, mesela artacak, yani
BC simrma a -+ 1 numarasi verilecektir. Saga déndiigii-
miiz takdirde ise @ numarasi 1 kadar azalir yani BD si-
mrina @ — 1 numarasim tekabiil ettirmemiz gerekir, Bu
esnada genel olarak her sinir bir degil, birgok numara ala-
caktir (burada numara olarak negatif sayilarin da gelebi-
lecegine dikkati ¢ekelim). Simdi ayni bir simira ait olan
biitin numaralarin 3 ile bolimde ayni kalani verecegini
gosterelim. (Bunu bagarirsak, her smira bu kalan: teka-

biil ettirerek regiiler bir numaralama elde ederiz). Ishat
gu yardimer teoreme dayanir :

Deve a numaralt bir stardan ¢ikarak .ekrar buna dé-
niiyor ve doniiste bu sinr b numarasuu aliyorsa, b—aq

farke 3ile béliinebilir.
Devenin yolu g’ tane sinir iizerinden gitsin ve bu es-
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nada g, defa sol yana, g, defa da sag yana dénmege ka-
rar verilmig olsun (g"=g, + g,). b =a + g;— g oldugu
agiktir ; o halde g, — g, nin 3 ile boliinebildigini goster-
mek icabeder. Bilindigi iizere isbati, devenin higbir smir
bir defadan fazla yiirimedigi hal igin yapmak kafidir. De-
venin yolu gek. 82 de gdsterilmistir (g" = 13). Bu yol iize-
rindeki kége noktalarindan gikan, fakat yolun kendisine ait
olmayan biitiin siirlar iki tipe ayriir: Devenin hareket

Sek. 82

yOniiniin saginda kalanlar (sayilar g, e esittir V) ve solunda
bulunanlar (sayilari g, ye esittir V). Devenin, yolunu saat
ibreleri yoniinde yiiriimesi halinde (sek. 82) birinci tipteki
sinirlar G bolgesinin i¢ tarafinda, ikinci tiptekilerin hepsi
de bu bdlgenin dig kisminda bulunur (sek. 82 de g, =35
ve go=8 dir). O halde devenin yoluna gbre i¢ tarafta
bulunan sinirlarin sayis:t ile yine bu yola gore dig yanda
bulunan sinirlarin sayilari farkinin 3 ile boliinebildigini
gostermek icabeder,

G bolgesinin igindekilerle birlikte devenin yolunun
kendisi iizerindeki koge noktalarinin sayisi v, ayni bolge-
nin (hakikaten) i¢ tarafinda bulunan sinirlarin sayms1 g,
ve G i¢indeki memleketlerin simir sayilari da ny, ng,..., n,
olduguna gére

1) Bu esnada her iki ug noktasi da deyenin yolu iizerinde bu-
lunen bir sinir iki defa sayilir.
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3v=2(g,+¢)+g., (1)

ombmtct+n,=2g4g (2)
bagintilar: caridir. (2) yi (1) den gikarirsak

g+g=3—(n+n+ - -+n)
elde edilir. Hipoteze giore ny, ny,..., n, sayilarinin her
biri 3 ile béliinebildigi igin g’} g, de 3 ile boliinebilir.
Fakat ¢"= g, + g oldugundan g, + 2g, ve ayni gekilde
g1+2¢:—3g.= g, — g de 3 ile béliinebilir; isbat: iste-
nen de budur.

Burada bu yardimei teoremin isbati ile yetiniyor ve
problemin ¢bziimiinii okuyucunun kendisine birakiyoruz
(isbatin gemasi 39 dan 41 e kadar olan problemlerdekinin
aymdir), _

47. Elde edilen harita izerinde her kige noktas: 4
gegerligini haizdir. Problem 16 ya gére

46=k kst +hy=2g
olup, buradan g =12 gikar.

Harita bagimlidir. Bagimli olmasayd, biitiin kése nok-
talarimin sayis1 6 ya esit oldugundan, boliinmiig oldugu
pargalardan en az birinin kége noktalari 4 den az olurduy.
Ote yandan bu parga tamamen ayri oldugundan, kendisi-
nin her kdge noktasi ayni parcamin yalmz bir noktasma
bagli olabilirdi. Bu ise, her kise noktasinin tam dért tane
diger kdge noktasina bagh olmasi gerekgesi ile ¢elisme
halindedir.

Harita bagimh oldugundan EULER teoremini tatbik
edebiliriz :

s=g+2—0=8.
Problem 19 a gére .
ntng e+ ng=2g=24
tiir, Harita iizerinde birkdsgeler ve ikikogeler yoktur (kendi

kendisi ile birlegtirilmis hicbir koge noktasi ve farkl; ki
suur ile birlestirilmis higbir nokta ¢ifti yoktur). O halde

L e e
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ny, ny,..,ng saytlarindan higbiri 3 den kiigiik degildir.
Bunlardan biri bile 3 den biiyiik olsaydi toplam 3-8 =24
den bilyiik olurdu, bu ise yanhgtir. Dolaysile n; = n,
=+« =ng =3 diir (miitekabil harita sek. 83 de ¢izil-
migtir).

48. Tersini kabul ederek istenen gizgileri ¢izdigimizi
farzedelim ; boylece biitiin kdge nok-
talar1 4 gecerligini haiz olan bir harita
elde ederiz. Problem 16 sebebile

g = kl+k2—; 5 +k7 = 4_7_214

diir. EULER teoremine  gdre
s=g +2—o=9dur (bagimhihk
aynen bir Onceki problemdeki gibi
isbatlanabilir). Problem 19 a gére

ny+ny4-c-ng=28 (1)
dir. Her memleketin smir sayis1 3 den kiigiik olmadigin-
dan (bir 6nceki problemin ¢dziimiine bakimiz), (1) formii-
linden haritada sekiz lickége ve birlde dortkdge bulundugu
sonucu citkar. O halde problem 4 e gbre haritamiz iki
renkle regiiler boyanamaz, Ote yandan her kége noktasi-
nin gecerligi 4, yani ¢ifttir; bu ise problem 27 ile ¢eligme
halindedir. _

49. Bu yollarin ¢izilmis olduklarini kabul edelim. Bu
suretle : koge noktalari evler ve gegmeler, simirlari da
yollar olan bir harita elde ederiz. Koge noktalarimin sa-
yisi alti, herbirinin gegerligi ise 3 diir. Simirlarin sayist

Sek 83

g= §76 = 9 (problem 16), simirlanan memleketlerin sayist

ise s=g -+ 2 — o =235 tir. Higbir yol birevi bireve veya
bir gesmeyi bir gegmeye birlestirmediginden, eger evlere
0, gesmelere de 1 numarasini tekabiil ettirirsek, harita-
mizin regiiler bir numaralanigini elde ederiz, Buradan her
memleketin tek sayida simiri haiz oldugu (problem 23 e
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diial) ¢ikar. lkikdge mevecut olmadigindan, highir memle-
ketin simir1 4 den, daha az degildir. Problem 19 a gore

18=2¢g=n+m+n+n; +n;>=4-5=20

olup, bu da bir geligmedir. ’ '
50. Tersini kabul edelim. Bu suretle 5 kidge nokta~
s haiz, simrlari da ¢izilmig cizgiler olan bir harita ortaya

¢ikar. Her koge noktasinin gecgerligi 4 diir. g=:tj5 =10

(problem 16) bulunduguna gére, EULER teoremi uyarinca
s=g+2— v =7 olur. Problem 19 a gore

mtngt- o4 n; =2 =20 :
dir. Ote yandan biitiin n,, ny,..., n; ler 3 den kiigiik ol-
madiklar: igin

ny +ﬂ3+'- X ""I"ﬂ':é 3.7= 21
esitsizligi- caridir. Bu ise bir gelismedir.

Sek. 84 Sek. 85 :

N o t. Diizlemde bes noktay: ikiger ikiser, birbirlerini
kesmiyen e_zﬁ-rilerle birlestirmek imkansiz ise de, bu prob-
lem uzayda kolayca ¢dziilebilir (sek. 84). Buna benzer ola-
rak, uzayda, problem 49 (gek. 85) ve problem 48 ligin de
bir sekil inga edilebilir. Genel olarak, birbirlerile birles-
tirilmig n tane noktanin diizlemde kesigmeler gsteren ge-
masi uzayda kesigmesiz olarak kurulabilir (tipks, iplikler




TR

Coziimler 67

kesigmiyen, diigiimleri de n tane noktadan ibaret olan bir
agda oldugu gibi), Giigliikler su karsi sorunun tegkil et-
tigi problemin ¢dziimiinde ortaya gikar : Hangi uzay egri
aglar1 kesigmeden diizlem iizerine tasvir olunabilir? Sek.
84 ve 85 kesigmeksizin diizlem iizerine tasviri imkansiz
olan uzay aglarina ait misilleri gostermektedir. Sek. 84
veya 85 de gosterilen gekilde asli kisimlar ihtiva eden
(burada <asli kisim>, egrilerden ve kdse noktalarindan bir
kisminin terkedilmesile, problem 50 de istendigi gibi her-
biri herbirile birlestirilmig 5 noktadan veya problem 49 da
istendigi gibi birlegtirilmig 6 noktadan ibaret gekilleritifade
etmektedir) uzay aglarinin kesigmeksizin diizleme tasvir
edilemiyecekleri agiktir, Gbésterilebilir ki: kesigmeksizin
diizleme tasvir edilemiyen biitiin genel aglar bunlardan
ibarettir, yani boyle her ag asli kisim olarak mutlaka ya
problem 49 daki gibi bir gekli veya problem 50 deki gibi .
bir sekli ihtiva eder. -

51. Bu tiirli memleketler mevcut olsaydi; bu takdirde
bunlarin ‘herbirinden bagsehri seger ve komsu memleket-
lerin bagsehirlerini tren yollar: ile birlegtirirdik (diger bir
deyimle diial haritaya gegerdik). Boylece imkansizlig: bir
onceki problemde zaten gosterilmig olan bir gekil elde
etmig olurduk. Bununla beraber bu problem bir oncekine
benzer gekilde dogrudan dogruya hesapla da ¢oziilebilir.

52. Tersini kabul edelim. O halde biitiin ny,ny,...,n,
sayilarindan higbiri 6 dan kiigiik degildir, dolayisile

6s <n+net--+n,=2g, 3s<g (1)

dir. Ote yandan biitiin kdge noktalarinin gegerlikleri 3

den kiigiik degildir ; o halde -

vy O ¥ (2)

esitsizligi caridir(problem 16). (1), (2) esitsizliklerinin
toplanmasile

3(v+s5)=<3¢g, vis<g
elde edilir. Fakat bu, v 4+ s=g+2 _olma'm yiiziinden im-

kansizdir.



g e e \7.".‘_‘,)"'_\_“'-1- T S T e

68 Cokrenk problemleri

53. Isbat indiiksiyon ile yapilir. En fazla alti memle-
ketli bir harita igin teoremin cari oldugu agikiardir. Teo-
rem n memleketli bir harita icin gosterilmis olsun. Buna

gore teoremin n -+ 1 memleketli bir harita i¢in de cari

olacagini isbat edecegiz.

Bir 6nceki problem uyarinca haritada altidan daha az
smirh bir S memleketi mevcuttur (sek. 86 a). Simdi ha-
ritamizin ¢izilmis bulundugu diizlemi lastik bir dariden
ibaret kabul ederek gu iglemi tatbik edelim: Bir makasla

Sek. 86

S memleketini simirlar: ile birlikte kesip ¢ikaralim; b&y-
lece bir delik elde ederiz (gek. 86 b). Bundan sonra komsu
memleketleri bagliyan simirlari birbirine dogru gekerek,
deligi kapamincaya kadar biizelim (gek. 86 ¢). Bu suretle
n memleketten ibaret bir harita elde ederiz; bu ise hipo-
teze gore alti renkle regiiler boyanabilir. Simdi S mem-
leketini tekrar katalm ; bu takdirde, bu memleket beg
memleketden daha fazlas: ile dogrudan dogruya sinirdag

olmadikga, kendisini bu komgu memleketlerden birinin rengi

ile ayni olmiyan bagka bir renkle boyayablhrlz Boylece
teorem isbatlanmig olur.

[sbat, sadece bagimhi haritalar igin yiritilmiis olmak-
la beraber (problem 52 yi kullandik) derhal bagimsiz ha-
ritalara da aktarlabilir. Bunun nasil yapildigini bir mi-
silde gosterelim. Sek. 87 de ayirici memleketi .S olan bir
harita ¢izilmigtir. Bu haritanin smirlari, gek. 88 ve 89 da

e R u«"&#ﬂx‘ ‘\mww;mﬂ
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ayr1 ayr1 gosterilmis olan bagimli iki pargaya ayrilmigtir.
~  Sek. 88 ve 89 daki haritalar bagimli olup, bunlarmn alt: renk-
le regiiler boyanabildikleri- de isbatlanmig bulunmaktadir.

Sek. 87 Sek. 88

Bunlar1 S’ ve 8" ayni rengi haiz olacak surette regiiler
boyadiktan sonra eski hale dénelim. Béylece sek. 87 deki
harita i¢in de regiiler bir boyama elde edilmig olacag
agiktir.

54. Yine matematiksel indiiksiyonu
kullanalim, En fazla bes memleketli bir
harita igin iddianin dogru oldugu agik-

tir. Teoremin en fazla n memleketli bir
harita igin cari oldugunu kabul edip,
n + 1 memleketli bir harita

igin de cari olacagim isbat Tad
edecegiz.

Problem 52 ye gbre al-
tidan az smirly, yani kendi-
sine besten fazla bagka mem-
leketin simirdag olmadig bir
S memleketi meveuttur. S ye komsu olan memleketlerin sa-
yisimn doérdii agmamasi halinde, bir evvelki problemdeki
diigiinceleri aynen tatbik edebiliriz. O halde geriye artik
S nin tam bes komgusu olmas: halinin g6zéniine alinmasy
kaliyor. .S ye simir1 olan bu bes memleket arasinda, me-

Sek. 89 Sek, 90
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sela S’ ve .S” gibi, birbiri ile dogrudan dogruya sinir ol-

mayan (problem 51) iki memleket mevcuttur (sek. 90). -

Simdi S ile S” ve S ile 8" arasindaki sinirlar1 atalim, Bu
suretle n—1 memleketden ibaret ve S, .5, 5" memleket-
leri yerinde biiyiikk bir S* memleketinin bulundugu yeni
bir harita elde ederiz. Bu haritay1 bes renkle regiiler
boyayalim (bu, hipoteze gore miimkiindiir). Simdi kaldiril
mig siirlar: yeniden koyalim; béylece ilk haritamiza do-
neriz. S ile S, S* in rengini muhafaza etsinler (bu iki
memleket artik birbiri ile sinirdag olmadiklan igin bu,

biitiin haritanin regiiler boyamgimi bozmaksizin miimkiin-.

diir). Su halde .S memleketi, ikisi yani S’ ile S” ayni rengi
haiz olmak iizere, bes memleket tarafindan kugatilmigtir ;
demek ki .5 sadece dort farkli renkteki memleketlere si-
nirlhidir ve bu yiizden kendisini, komgularinmkinden fark:
i beginci renkle boyayabiliriz.

55. Kdse noktalariin miimkiin olan en kii¢iik geger-
ligi 3 tiir. O halde problem 16 dan

3v < 2¢g

¢ikar. EULER teoremine gdre v= g+2-—s tir; buradan

isbaty istenen \
(g+2—s)<2g, 3g+6—3s<2g, g=35—6
eqltsnzhgme varilir, -

56. Gosterecegiz ki, omklden az memleketli bir ba-
gimh haritada besten az sinir1 haiz bir memleket mevcut-
tur. Bu maksatla tersini kabul edelim. Bu takdirde prob-
lem 19 a gore

5s < 2¢g (1)
olur. Hipoteze gore higbir kdse noktasinin gegerligi 3 den
kiigiilk olmadig igin, problem 16 uyarinca

3v <2¢g (2)
dir. (1) i 3 ile (2) yi de 5 ile garpip toplarsak
15(v+s)<16g -

— i
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elde edilir. Simdi v+s yerine g+ 2 koyalim; bu takdirde
15(g+2) <16g, 15g+430<16g, g=30

buluruz. Ote yandan s <12 igin, problem 55 den
g <312 — 6=30 egitsizliginin saglandigr ¢ikar ki, bu da
bir gelismedir. Netice olarak, haritamizin memleketleri ara-
sinda begden az sinir1 haiz bir memleketin mevcut olmasi
zorunludur,

Bundan sonra ¢oziimii indiiksiyon ile elde ederiz. Mem-
leket sayisi dordii gegmiyorsa, boyama miimkiindiir. Teo-
rem n memleket igin dogru olsun. Simdi teoremi n-f-1
memleket (n+1<C 12) hali igin isbatliyalim. Isbatlanilana
gore n+1 memleketden meydana gelen harita begten az
sinirlhi bir memleket ihtiva eder. Eger bu memleketin kom-
sularinin sayis1 1, 2 veya 3 e esit ise, bu memleketi ber-
taraf ederek problem 53 deki diisiincelerin aynini tatbik
ederiz. Komgu memleketlerin sayis1 dorde esit oldugu tak-
dirde ise gu gekilde hareket ederiz: .S nin kendisi ve dort
komsusu olmak iizere bes tane memleketimiz mevcuttur.
Bunlarin h‘epsinin gifter cifter sinmirdag olmalar: imkan-
sizdir (problem 51). Ote yandan bu bes memleketden .S
den baska herbiri S ye sinirdastir. Dolayisile S ye komsu
memleketlerden birbirile sinirlar1 6lmiyan iki tane mev-
cuttur, Bu gercegi tesbit ettikten sonra geri kalan isbat
tipk: problem 54 deki gibi yiiriir.
~ Bu isbatin bagimsiz haritalar igin de yapilmasim oku-
yucuya birakiyoruz. h

Not: Bu problemde memleketler sayisimin 11 i ag-
mamas1 6zel hali i¢in dortrenk problemi ¢oziilmiig olu-
yor. Bu giin, en ileri netice olarak, dortrenk problemi
en fazla 38 memleketli haritalar igin ¢oziilmiistiir.



1962 yilinin sonuna kadar yayinlanacak eserlerin listesi

1) Esitsizlikler

2) Mekanigin matematige tatbiki
3) Cokrenk problemleri

4) Ihtimali hesaba girig

5) Sayilar teorisine girig

6) Gruplar teorisine girig

7) Geometrik ispatlarda hatalar
8) Indiiksiyon metodu

9) Sayilar teorisinden bazi problemler
10) Diophant denklemleri

11) Gayri Euklid geometriler
12) Tesadiifi hareketler

Matematik Dernefinin adresi :
Fen Fakiiltesi, Matematik Enstitiisi

Vezneciler-Istanba!






	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_001.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_002.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_003.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_004.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_005.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_006.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_007.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_008.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_009.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_010.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_011.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_012.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_013.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_014.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_015.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_016.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_017.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_018.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_019.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_020.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_021.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_022.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_023.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_024.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_025.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_026.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_027.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_028.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_029.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_030.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_031.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_032.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_033.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_034.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_035.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_036.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_037.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_038.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_039.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_040.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_041.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_042.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_043.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_044.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_045.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_046.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_047.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_048.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_049.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_050.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_051.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_052.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_053.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_054.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_055.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_056.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_057.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_058.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_059.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_060.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_061.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_062.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_063.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_064.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_065.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_066.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_067.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_068.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_069.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_070.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_071.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_072.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_073.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_074.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_075.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_076.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_077.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_078.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_079.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_080.jpg‎
	‎C:\Users\LibScanner\Desktop\Türk Matemetik Derneği Yaınları\tmd_02_cokrenkproblemleri\tmd_02_081.jpg‎

