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Bu Yaymlar Hakkmda 

Maternatigin kendi degeri yan111da, fizik, kimya ve 
dolay1siyle miiht;ndislik , askerlik gibi pratik sahalara 
ve bilhassa son zamanlarda biyoloji, ekonomi ve hatta 
sosyal bilimlere yard1m1 h1zla artt1gmdan, bu bilim her 
millet irrin hayati bir onem kazanmt!jhr. 

Oteyandan, matematik de bu bilimlerin problemlerini 
~ozebilmek iyin gerek metod gerekse fikir bak1m1ndan 
geli~mek zorundad1r. 

Bundan dolay1 bir ~ok memleketlerdt.: bu sahaya da­
ha fazla say1da istidatlari ~ekmek ve bunlart erkenden 
ke~fetmek, en nihayet bunlann egitimi iyin hertiirlii feda­
karhga katlanmak enonemli bir milli egitim siyaseti olmuftur . 

Y eni istidatlan erkenden ke~fetmek ivm <liitiiniilen 
tedbirlerin ba§mda, matematik kiiltiiriinii geni!j kitlelere 

yaymak gelir. 
lkinci Oiinya Harbinden sonra bir<;ok memleketlerde, 

genirlerin tecessiislerini tahrik etmek vc bunlann mate­
matik bilimlerine kar!ll ilgilerini arttirmak iyin yeni bir 
tip matematik literatiirii meydana gelmi~tir. Bu ~efit lite­
ratiirde aramlan ozellikler kisaca ~unlar olmal1d1r : 
a) Problem vaz'1 sun'i olmamali, b) Bunlar1 anlatmak 
iyin faz:la on bilgiye intiyarr bulunmamal1, c) Okuyucuyu 
aktif i~birligine ve bir !jeyler ke}dmege sevketmeli. 

lljte Turk Matematik Oernegi bu cereyam memleketi­
mize de getirmek maksa<liyle bu yaymlara batlamif bu­
lunmaktad1r. Bu yay1nl..1r, resmi miifredata bagl1 d ers 
veya yard1mc1 kitaplar olmay1p, konulart yukariki pren­
siplere uygun olarak seyilmi!j eserlerdir. Bun larm aola­
!j1lmas1 ii;in lise matematigioin bir k1sm1 ile okuyucunun 
sagduyusu ve iyi niyeti kafilir. 

Tamamen hizmet olan bu te~ebbiisiimiiziin mali kayoa­
g1, l\.lilli Egitim Bakanlig1m1zin ve Ford Foundatioo'nun 

bag1~larid1r. 

Turk Mat ematik Derneti 
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.... Bu Yaymlar Hakk1nda 

Matematigin kendi degeri yanmda, fizik, kimya ve 
dolay1siyle miihendislik , askerlik gibi pratik sahalara 
ve bilhassa son zamanlarda biyoloji, ekonomi ve hatta 
sosyal bilimlere yard1m1 h1zla arthgmdan, bu bilim her 
millet i~in hayati bir onem kazanmlljhr. 

Oteyandan, matematik de bu bilimlerin problemlerini 
~ozebilmek i~in gerek metod gerekse fikir bak1mmdan 

· geli§mek zorundad1r. 
Bundan dolay1 bir ~ok memleketlerde bu sahaya 'da­

ba fazla say1da istidatlan ~ekmek ve bunlan erkenden 
ke§fetmek, en nihayet bunlarm egitimi i~in hertiirlii feda­
karl1ga katlanmak enonemli bir milli egitim siyaseti olmuftur. 

Y eni istidatlan erkenden ke§fetmek i~in dii§iiniilen 
tedbirlerin ba§mda, matematik kiiltiiriinii genii kitlelere . 
yaymak gelir. 

lkinci Diinya Harbinden sonra bir~ok memleketlerde, 
gen~lerin tecessiislerini tahrik etmek ve bunlarm mate­
matik bilimlerine kar§I ilgilerini artbrmak i~in yeni bir 
tip matematik literatiirii meydana gelmi§tir. Bu ~eljit lite­
ratiirde aramJan ozellikler k1saca §Unlar oJmaltdtr : 
a) Problem vaz'1 sun'i olmamalt, b) Bunlari anlatmak 
i~in fazla on bilgiye ihtiya~ bulunmamali, c) Okuyucuyu 
aktif i§birligine ve bir §eyler ke§f etmege sevketmeli. 

ll}te Tiirk Matematik Dernegi bu cereyam memleketi­
mize de getirmek maksadiyle bu yaymlara ba§lamtlj bu­
lunmaktad1r. Bu yaymlar, resmi miifredata bagh ders 
veya yard1mc1 kitaplar olmay1p, konular1 yukar1ki pren­
siplere uygun olarak se~ilmi§ eserlerdir. Bunlarm anla­
§1lmas1 i~in lise matematiginin bir k1sm1 ile okuyucunun 
sagduyusu ve iyi niyeti kafidir. 

Tamamen hizmet olan bu te§ebbiisiimiiziin mali kayna­
g1, Milli Egitim Bakanlig1m1zm ve Ford Foundation'nun 
bag1§lar1d1r. 

T iirk Matematik Derneti 
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KiTABIN KULLANIL~I IHAKKINDA 
A<;IKLAMALAR 

Matematiksel Sohbetler I, II, III ad1 altmda yaym­
lanan: f;okrenk problemi (I), Sagilar teorisine dair 
problem/er (11), I htimaller hesabma dair problem/er 
( Tesadufi hareketler) (III) kitaplarmm her iil(ii de, bir­
birinden bag1ms1z olduklar1 il(in okuyucu bunlar1 istedigi 
sira iizere okuyabilir. Maamafih bu arada I. kitab1 te§kil 
eden r;okrenk probleminin bunlardan en kolay1, UI. kitab1 
te§kil eden tesadufi hareketlerin ise en zoru olduguna 
dikkat edilmelidir. Birinci kitabm sonuna konan EK mahi­
yet itibarile bu kitabm konusuna baglanabilecek bir prob­
lemin l(Oziimiinii ihtiva· etmekle beraber anla§tlabilmesi 
bak1mmdan, regiiler boyama tarifinden ba§ka hii;bir §eye 
ihtiyal( gostermedigi ii;in, bu kitaptan bag1ms1z olarak da 
okunabilir. 

Her kitap bir konuya tahsis edilmi§tir; bir kitaptaki 
muhtelif boliimler aralarmda s1k1 miinasebetlerle birbirine 
baghd1rlar. Bu yiizden her kitap arada bir bo§luk b1rak­
maks1zm ba§mdan sonuna kadar okunmalidir. Sadece ikin­
ci kitabm hirer y1ld1z ile i§aretlenen ikinci ve dordiincii 
boliimleri bir istisna te§kil ederler. Bunlar kitabm ana 
hattmdan biraz ayr1lmakta olup ilk okunu§ta, daha son­
rakilerin anla§ilabilmesi bak1mmdan hii;bir mahzur olmak­
s1zm, terkedilebilirler (2. boliim esas itibarile 1. boliimiin, 
4. boliim ise 3. boliimiin bir tamamlay1c1s1d1r ). 

Bu kitaplar okuyucunun ~h§masm1 ak tif hale getir­
mek il(in dii§iiniilmii§tiir. Bu sebeple her kitap kendisinin 
asli ve organik par~lar1 olarak bir seri problemi ihtiva 
etmektedir. Problemlerden l(ogu gruplar halinde bir ar~ya 
toplanm1§, ve bu !jekildeki gruplardan herbiri kendi ii;inde 
kapanmI§br. Biri digeri iizerine kurulmu§ olan bu miin-
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ferit problemler c;ogu zaman okuyucuyu en sonunda, her­
bir gruptaki sonuncu problemin ihtiva ettigi kesin bir 
neticeye gotiiriirler (mesela I. kitabm 21-27, 38-41, II. 
kitabm 28-32, 71-75 ci problemleri ilh. gibi). 

Bazan boyle bir gruptaki c;oziimler belli bir sonuca 
dogru yonelmeyip yeni bir metod getirirler. (Meseli I. · 
kitabm 11-14 cii problemleri gibi). Nihayet baz1 prob­
lemlerde sadece alil)tirma mahiyetinde olup, bunlar yar­
d1mile okuyucu yeni kavramlara a~inahk kazanabilir (me­
sela II kitabm 1-8 veya III. kitabm 1-3 cii problemleri 
gibi v.s.). · 

Ele alman bir grubun problemlerini teker teker c;oz­
meden once, bu gruba ait biitiin problemlerin ifadelerini 
gozoniinc almak tavsiyeye deger. Okuyucuya, ancak 
bir gruba dahil biitiin problemleri c;ozdiikten sonra, kita­
bm sonunda verilmi§ bulunan c;oziimlere bakmasm1 tav­
siyc ederiz . Orada verilen bu c;oziimlerin hepsi belirli 
yollardan elde edilmi§lerdir ; halbuki okuyucu kendi ken-
dine diii;iinmek suretile kendine has ispat metodlar1 bala- ; 
bilir. Netekim pratikte bazan, yazarm du~Unmil~ oldugun­
dan daha basil ve <laba giizel c;o2iimler , bu1unabildigi 
gorii!mii~tiir. Miinferit problem gruplari giic;liik derecesi 
bak1m10dan, birbirinden biiyiik olc;iide farkederler. Bunun· 
la beraber edinilen tecriibelere gore, ortalama olarak bir 
haftahk bir zamana, bir ila iki problem grubu ic;in yeter 
c;ahi;ma siiresi goziiyle bak1labilir. Belki okuyucu bir 
grup ic;indeki biitiin problemleri kendi kendine c;oz~eyi, 
biitiin hallerde, ba§aram1yabilir. $ayet okuyucu bir prob-
lemi c;ozdiikten sonra ikincisinde yenemiyecegi bir giic;-
liikle kar§1la§acak olursa, bu takdirde kendisine daha once 
c;ozmi.i§ oldugu ilk problemi yeniden gozden gec;irmesini 
tavsiye ederiz. 

Bu· sayede, biitiin iyi niyete ragmen evvelce hal)arila­
m1yan c;oziimiin bazan bulunuvermesi miimkiin olur. ~ayet 
guc;liikler a11ilam1yacak §ekilde goziiki.irlerse, o zaman 
evvela bu zor problemin (kitabm sonunda) verilen c;ozfi . 

... 
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miine bakmah ve ancak ondan sonra miiteakip problemin 
~oziimiine ge~meliclir. 

f'tindeki problemlerin esash bir rol oynamalarma rag­
men, bu kitaplar hi\! de birer problem derleme kitaplari 
degildirler. Problemler kadar kitapta verilen teorik bil­
giler de onemlidir. Problemlerle bu teorik k1s1mlar ara­
smdaki bagmt1lar herbir boliim i~in farkl1dir. Bazan esash 
k1s1m problemlerin hipotezlerinde bulunmakta, metin k1s­
mmm rolii ise yeni kavramlar ithaline vc neticeler ~1kar­
maya miinbas1r kalmaktad1r (mesela I. kitabm ilk parag­
rafmda, II. kitabm 5. boliimii v.s. de oldugu gibi). Diger 
hallerde (mesela ll. kitabrn 2. boltimunde ve lll. kitabm 
tamammda oldugu gibi) oz, teorik k1s1mlarda bulunmakta, 
problemler ise ikinci derecede rol oynamaktad1rlar. Biitiin 
hallerde metin ve problemler s1k1 munasebetler le birbi -
rine bagh olup, bunlar herbir kitaptaki konu§ s1rasma 
gore okunmahd1 r. 

Bu kitaplann onemli bir k1smm1 da problemlerin ~o­
ziimleri tefikil etmekte olup, bu ~oziimlere ekseriya esas 
bak1mmdan karakteristik netice ve ihtarlar eklenmi§ bu­
lunmaktad1r. Bu yiizden problemler bizzat okuyucu tara­
fmdan ~oziilebilse bile, yine de verilen ~oziimleri oku­
mal1d1r. 

Nihayet okuyucuya, problemlerin \!Oziimii i~in zamamm 
harcamaktan ~ekinmemesini tavsiye ederiz. Kendi ba§ina 
~ozdiigti her problem grubu, hatta her problem, okuyu­
cunun faydalanmas1 i~in haz1r bulunan bilgiler dagarc1-
gm1 zenginle§tirir. Kendi emegi ile kazan1lan bir fiki r, 
ba§kas1 tarafmdan ogretilen on fikre bedeldir. Hatt a 
problemin \!Oztimti i'tin yap1lan ~aba ba§aris1zhga ugrasa 
bile, harcanan zaman yine de bo§a gitmilj say1lmaz ; prob­
lem iyice i§lenmi§ olunca verilen \!ozi.im bamba§ka gozle 
okunur, ba§ar1s1zhgm sebepleri ara§tml 1r ve yard1mc1 
gorii§ler arasmdan ba§ariya gotiiren esasl 1 fikirlerin bu ' 
lunmasma ali§1l1r. 



GIRi~ 

Bir haritada, elveri§lilik bak1mmdan farkli memleket­
ler farkl1 renklerle boyamr. Bu esnada umumiyetle her 
memleketi ozel bir renkle boyamak gerekmez. Kom§U 
memleketlerin, yani §ek. 1 deki IJ mesela S 1 ve S 2 mem­
leketleri gibi ortak bir smir ~izgisini haiz olanlarm, 
farklt renklerle boyanmalari kafi gelir. Boyle bir boya­
maya regaler boyama diyecegiz. Verilen bir haritay1 re­
giiler boyayabilmek i~in ka~ renge ihtiya~ oldugu sorusu 
kendiliginden ortaya ~1kmakt~d1r. Memleket say1s1 kadar 

~ek. 1 ~ek. 2 

renkle i§in i~inden ~1k1lacag1 a~1k ise de biz bu netice 
ile yetinmek istemiyoruz. Bizi ilgilendiren, verilen bir ha­
ritay1 regiiler boyam1ya yetecek en az boya say1s1dir. lki 
renkle maksadm sagland1g1 bir harita te§kil etmek kolay­
d1r {§ek. 2). 

~ek. 2 deki harita bir adamn haritas1dir. Bu ada tara­
ma ile gosterdigimiz denizde bulunmaktad1r. Denizi ne a 

1) A noktas1nda birbirine dejtmelerine rajtmen S1 ve S3 mem-
1 eketleri (ortak .,n,, fizgileri olmad1jtindan) komtu say1lm1yacak­
lard1r. 

' 



2 <;okren k prob lemleri 

ne de b rengi ile boyamad1k. Fakat bir haritada umumi­
yetle denizin de ayni §ekilde boyanmakta olmas11 sahil­
de bulunan, yani bir smm deniz k1y1s1 ile i;akt§an mem­
leketlerin farkli olarak boyanmasm1 gerektirir. Bu yiiz­
den deniz bizim ii;in herbangi bir memleketden farks1zd1r. 
Deniz sm1rmm bir k1smm10 barita ii;ine dii§memesi, yani 
haritam1zda denizin sanki sm1rs1z olmas1, bizce onemli 
degildir. Bu yiizden a§ag1da denizi ayr1 du,unmeyip onu 
memleketlerin say1s1 i~ine alacag1z. 

0 balde gozonline alacag1m1z haritalar ada haritalar1 
olm1yacak, bunlarm butun diizlemi kaplad1g1 kabul edile­
cektir. Bu gorli§ noktasma gore §ek. 2 deki barita arltk 
iki renkle regiiler boyanamaz. 

~imdi bir baritanm reguler boyanmas1 i~in gerekli 
renklerin en az say1s1 sorusuna donelim. ,Sek. 3 de, bu 
saymm 2 veya 3 yahut da 4 oldugu haritalar i;izilmi§tir. 

~k. 3 
Bunun dt§mda daba ba§ka misaller veremiyoruz. Daba 
bu giine kadar, renklerin en az say1smm be§ veya daba 
fazla oldugu, yani dort renkle reguler boyanam1yan, bii;­
bir harita i;izilememi§tir. Her haritanm dort renkle regii­
ler boyanabilecegi tabmini mevcuttur. (Bu da me§bur 
<dortrenk problemh nden ibarettir). Bu ise bu giine 
kadar hii; kimse taraf1ndan isbatlanmam1§ltr; diger taraf­
tan her baritanm be§ renkle regiiler boyanabilecegi gos­
terilmi§tir. (ls ball § 4 de verecegiz.) 0 ha Ide, aralari,n­
daki can stktCI bo§(UgU dolduramadan sadece §U iki oner­
mede bulunabiliriz : 

Her harita iii; renkle reguler boyanamaz (§ek. 3c). 
Her harita be§ renkle regiiler boyanabilir. 



§ 1. iki renge dair problemler 

A§ag1daki paragraflarda, hangi haritalar 1~m iki ren­
gin (§ 1) ve hangi haritalar ii;in ii~ rengin (§ 2) yetece­
gi sorusu ile me,gul olacag 1z. § 3 de ne zaman dart ren­
gin kafi gelecegine <lair blr ka~ kriter vermege ~ah11aca­
g1z ; § 4 de be~ renge dair teoremi isbatl1yoruz. 

§ 1. iki renge dair pr oblemler 

1. Diizlemde n tane dogru ~izilmi' olsun. Boylece 
meydana gelen haritanm iki renkle regiiler boyanabilece­
gini gosterini-z (~ek. 4). 

$ek. 4 

~ek 5 

2 . Diizlemde bulunan n ~emberin te,kil ettigi harita­
nm iki renkle regiiler boyanabilecegini gosteriniz (§ek. 5)~ 
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4 <;olcrenk pTOblemleri 

3. Bir diizlem ii~genlere o §ekilde boliinsiin ki , her 
keyfi ii~gen ~iftir.in ya hi~ bir ortak noktas1 bulunmasm, 
ya bir kol}eleri veya bir kenarlan ortak olsun t>. Bu ii~­
genlerin kol}eleri, ayni bir kenara ait kol}eler farkh ra­

kamlarla i§aretlenecek §e· 
kilde 0, 1, 2 rakamlara ile 
gosterilsin (boyle bir gos­
terilimi regiiler olarak ad­
land1racag12) (l}ek. 6). Boy­
lece elde edilen haritanm 
iki renkle regiiler boyana­
bilecegini isbat ediniz. 

4. Bir haritada ' sm1rla­
rmm • say1s1 m ile boliine­
miyen bir memleket varsa, 
fakat diger biitiin memle-

~ek. 6 ketlerin csm1r> say1lar1 m ile 
boliinebiliyorlarsa, boyle bir 

barita iki renkle regiiler boyanamaz 21• -

Satran~ tahtas1 iizerinde problemler. Satran~ tah­
tasmm renkli karelere bilinen §ekildeki adi boliinii§ii (di§ 
bolgeden sarfmazar edilirse), regiiler boyama i~in misal 
olarak kullanilabilir. Burada satran~ tahtas1 iizerinde 
verecegimiz problemler; a§ag1da genel ikirenk proble­
minin ~oziimiinde bize yard1mc1 olacaklard1r. 

Bir al S hanesinden, bir hamle il c, 5 1 den S,. e ka­
darki hanelerin herbirine varabilir (siiriilebilir) (§ek. 8). Ka­
le, satran~ oyununun kaidelerine gore, bir hamle ile S den 

1) Boyle bir bolmeye ii~genleme (triangulation) denir. ~ek. 7 
ucygenleme olm1yan bolme misallerini gostermektedir. 

~ek. 7 
2) Okuyucu «s1n1r" in tam tarifini s. 18 de bulacaktir. 



§ 1. iki renge dair problemler s 

miitekabil diifey veya yataym her hanesine gidebilir 
(siiriilebilir) (fek. 9). Problemlerin ~oziimunde, S hane­
sinden S' hanesine giden kalenin (~ek. 9) aradaki biitiin 
hanelere ugrad1g1 kabuliinii kararla§hral1m . 

~ .sz 
.s;, '.r 

~ Jj 
I\ ' 

' ~s- ..... 
~ • f ..... ,..,._ -4 

n 
_, .., u 

s: I/ ' lo~ 
~. 

s; Ss 

~ek R ~elc. 9 

S. Bir at, hi~ bir haneye iki defa ugrablmadan, 5 X 5 
lik bir satrao-r tahtasmm biitiin hanelerine siiriilebilir. 

6. 25 kareden ibaret bir satran~ tahtasmm biitiin 
hanelerini, bir evvelki problemde atm hanelere siiriil­
miif oldugu straya gore numaralay1mz ve ~ift numarala 
biitiin haneleri taraym1z. Sozii ge~en i~lemin miimkiin ol­
dugu herhaogi say1da kareli bir satran~ tabtas1 iizerinde 
ayni konstriiksiyon yap1ld1g1 takdirde nas1l bir boyama­
mn meydana geldigini soyleyiniz. 

7. Bir ahn 49 haneli bir satran~ tahtasmm biitiin ha­
nelerine, her haneye yalmz bir defa ugrahlmalt ve son 
hamle ~1k1f hanesinin bir kom4usunda bitmek iizere, sii­
riilebilip siiriilemiyecegini arafttrtmz. 

8. S hanesinde bulunan bir ah (~ek. 10), her hane­
ye yalmz bir defa ugrahlmak iizere 49 kareli bir satran~ 
tahtasm;n biitiin hanelerine siirmenin imkans1z oldugunu 
gosteriniz. 

9. Bit at n hamleden sonra ~1k1§ hanesine doniiyorsa, 
n nin ~ift bir say1 oldugunu gosteriniz. 



<;okreok pro blemleri 

10. 64 kareden ibaret bir satran~ tahtasmm A ko­
~esinde bulunan bir kaleyi, biltiin hanelerc ugratilmak 
~artt ile kar§I B ko§esine siirmenin imkans1z oldugunu 
gosteriniz (~ek. 11). 

s 

. 

~ck 10 

11. Domino oyununun 
cirlenebilirmi ki : zincirin 
bulunsun. 

II 

B 

~ek. 11 

28 ta§tntn hepsi o ~ekilde zin­
bir ucunda 6, diger ucunda 5 

12. Her insan omrii boyunca belli bir say1da el SI· 

kar. El s1kma say1lan bir tek say1 olan insanlann say1-

8 

~ek 12 

smm c;ift oldugunu goste­
riniz 11. 

13. Bir toplantida rnev­
cut 225 ~ahsm her biri ken· 
di tamd1klarrn1 el s1k1~ma 

ile selamlad1gma gore, haz1r 
bulunanlardan en az birinin 
c;ift say1da tan1d1gmrn elini 
s1ktig1m gosteriniz. 

14. ~ek. 12 de A, 8, C, D, E, F gibi 6 nokta ve­
rilmi~ ve bunlardan her biri geri kalan be~ taneden ii~ii 

\) S1hr ~ift b1r say1 oldujtuoa gore, kimseoio elioi s1kmam1~ 
bir iosan bir ~ift say1da el s1km1~ say1lir. 



§ 1. iki renge dair problemler 7 

ile birle§tirilmi§tir. Sunu gosteriniz : alb yerine sadece 
be§ nokta verilseydi, baglama ~izgilerini (bunlarm mu­
hakkak dogru olmasma da liizum yoktur) be§ noktamn 
her birini geri kalanlarm tam ii~ii ile birle§tirecek l}ekilde 
~izmek imkans1zd1r. 

Bir diizlemde herhangi bir egri ag1 (egri l}ebekesi) 
~izelim. Bu agm belli bir noktasmdan aga ait egriler k 
farkli yoncie ge~iyorlarsa, bu noktanm ge~erlik ( = parite, 
Wertigkeit)-i k ya e§ittir diyecegiz. ~ek. 13 deki ag i~in 
mesela A noktasmm 
ge~erligi 1 e el}it­
tir. B ve F nokta­
talarmm ge~erlikle­
ri 2 ye, D ve E i~in 
3 e ve C noktas1 
i~in de 7 ye el}it­
tir. Agm, ge~erlik­
leri 2 den farkl1 
olan noktalanna ko-
~e noktasz diyece­

" 
$ek. 13 

giz. Misal olarak verdigimiz agm (A, C, D, E olmak 
iizere) topyekun dart ko§e noktas1 vardir. Agm bir egri­
sinin ard1§1k iki ko~e noktas1 arasmdaki par~asma sm1r 
denir. Netice itibarile her sm1r iizerinde iki kote nok­
tas1 bulunmaktad1r. (Miinferit hallerde bu iki ko§e ~'lk1-

liabilir). Ag1m1zda hek. 13) yedi sm1r vard1r: ABC, ED, 
CaE, CbE, CcD, CdD, ve CFC. Son halde CFC sm1-
r1m belirten her iki ko§e noktas1 birbiri ile ~k1lJmakta­
d1r. Ko§e noktalari say1sm1 daima v ile, sm1rlarm say1-
sm1 da g ile gosterecegiz. 

15. a) v = 3, 

b) v = 7. 

olan bir egri ag1 in§& ediniz. 

g=5; 

g =11 
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16. Bir egri agmm tam g tane smm, ge~erlikleri 
k 1 , k 2 , k3 , ••• , k., olan v tane de ko§e noktas1 bulundu­
guna gore: 

bagmhsm1 isbatlay1mz. 

17. Her egri agmda, ge~erligi tek olan ko~e nokta­
lan say1smm ~ift oldugunu gosteriniz. 

Her egri agma bir barita denemez. Bir barita tize­
rinde, bir sm1r muhakkak kom§u iki memleketi aymr. 
Bu ytizden ge~erligi 1 olan hi~ bir nokta mevcut olamaz. 
($ek. 13 de ge~erligi 1 olan A ko~e noktasmdan ~1kan 
ABC smmnm birbirinden ay1rd1g1 iki memleket yoktur.) 
Bir baritanm memleketleri say1sm1 daima s ile gostere­
cegiz. 

18. a) v = 5 , 

b) 'lJ =11, 

c) v = 6 , 

olan bir harita in~a ediniz. 

g = 8, 

g = 19, 

g = 12, 

s = 5 ; 

s = 10; 

s=9 

19. Bir harita g tane sm1r ve miitekabilen n 1 , n2 , 

n1 , ... , n. sm1rli s tane de memleket ihtiva ettigine 
gore: 

n 1 + na + n 9 + · · · + n. = '2g 

bagmhsm1 isbat ediniz. 

20. Herhangi bir haritada, tek say1da smm haiz mem­
leketlerin say1smm yift oldugunu gosteriniz. 

Bir egri agmm ko§e noktalan olarak geyerligi 2 
den farkh olan noktalan gostermege karar vermi~tik. 
Fakat arada s1rada ge~erligi 2 olan bir kay noktay1 da 
ko~e noktas1 olarak gostermek elveri~li olur. Sm1r 
deyiminden, yine eskisi gibi, herbangi bir ag egrisi­
nin ard1~1k iki ko~e noktas1 arasmdaki paryasm1 anh­
yacag1z. $ek. 14 deki harita, m~sela 9 tane A, B, C, 

• 



§ 1. iki renge dair problemler 

D, E, F, G, H, I 
ko§e noktalarm1, 11 
tane de AB, BC, CD, 
DE, EG, GF, FA, Bl, 
IH, HD, HG sm1r· 
larm1 haizdir. 

Y ukar1da ge~en 

problemlerin iddia ve 
~oziimlerinin, · ko§e 
noktas1 kavrammm 
yeni tarifinde de baki 
kalacagm1 isbat etmek 

~elc 14 

kolayd1r. 

9 

I 

Herhangi bir haritanm iki renkle regiiler boyan­
masma dair problemler. Satran'i( tahtasmdakine benzer 
~ekilde, bir kaleyi, herhangi bir haritaya ithal edelim. Kale, 

~ 

~elc. 15 $ek. 16 

memleketleri, bir hamle ile her memleketden kom§U her 
memlekete ge'i(ehilecek §ekilde gezecektir {§ek. 15 de 
S den .S1 , • • • , S,, e). 
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21. Bir kaleyi ~ek. 16 daki memleketlerin hepsine, 
bir memlekete iki defa ugratmadan siiriiniiz. Bu esnada 
biitiin memleketleri, kalenin herbir memlekte siiriildiigii 
s1raya gore numaralaym1z, ve ~ift numaralilari taraym1z. 

22. Bir kaleyi ~ek. 17 deki biitiin memleketlere, 
bir memlekete iki defa ugratmadan siirmenin imkans1z 
oldugunu gosteriniz. 

23. Bir harita iki renkle regiiler boyanm1§ ise, bii­
tiin ko~e noktalarmm ~ift ge~erlikli oldugunu gosteriniz. 

24. Bir haritanm biitiin ko~e noktalari ~ift ge~erlikli 
olsun. Bir kale bu haritanm bir tak1m memleketlerine, 

~ek. 17 

hi~ birine iki defa ugramadan siiriilmii~ ve ~1kbg1 memle­
kete geri donmii§ bulunsun. Kalenin ~ift saytda hamle 
yapm1' oldugunu gosteriniz. 

25. Bir haritanm biitiin ko~e noktalar1 ~ift ge~erlikli 
olsun. Bir kale bu haritanm bir tak1m memleketlerine 
(baz1 memleketlere birden fazla da ugram1~ olmas1 muh­
temel olmak iizere) siiriilmii§ ve ~1k1lj memleketine donmiilj 
ise, kalenin ~ift say1da hamle yaptigm1 gosteriniz. 

26. Bir haritanm biitiin kolje noktalar1 ~ift ge~erlikli 

olsun. Kale, S0 memleketinden belli bir yoldan 5 1 mem­
leketine p hamlede, baljka bir yoldan q hamlede gelmilj 
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bulunsun. p ile q nun ya her ikisinin de \:ift veya her 
ikisinin de tek olduklarm1 gosteriniz. 

27. Bir haritanm biittin ko§e noktalari 1¥ift ge~er­
likli olsun. Bu haritanm regiiler boyanmas1 i1¥in iki rengin 
yetecegini gosteriniz. (Problem 23 ile k~t. 11). 

Problem 23 ve 27 iki renklc regiiler boyama prob­
lemini tam olarak \:OZen §U teoremi verir : 

Bir harita a11cak t•e ancak b!iiiin ko~e noktalarz t;ift 
get;erlikli ise, "iki renkle regiiler boyanabilir. 

§ 2. o~ renkle boy a ma. 

28. Bir diizlemdeki ' n 1temberin her biri ii;inde oyle 
hirer kiri~ \:iziliyor ki, 
farlcl1 iki '¥emberdeki ki­
ri~lerin en \:Ok bir ortak 
noktas1 bulunsun. Boy­
lece elde edilen harita­
larm daima iiir renkle 
rcgiilcr boyanabilecegini 
gosteriniz (~ek. 18 boyle 
bir haritaya bir misaldir). 

Petek ornegine dair prob­
lemler. I k ire n k prob·. 
lemi iirin satran1t tah- Sek. 18 

tas1 ne mani if ade edi· 
yorsa, ~ek. 19 da gosterilen petek ornegi de ii~renk 

problemi irrin ayni manay1 haizdir. Bu ornek, satran~ tah­
tasmdan farkb olarak, karelcrclcn degil diizgiin alt1gen­
lerden ibarettir ve mesela beyaz, k1rm1z1, siyah olmak 
iizere ii1t renkle regiiler boyannbilir (§ek. 20) 2>. Boyle 

1 . ktt. = karttlathr. 

2) Sek. 20 de k1rm1z1 renlc, t tr.i:n 1 ih itarat edilm:ttir. 
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Sek. 19 ~ek. 20 
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bir tahta iizerinde satraniy tahtasmdakilere benziyecek 
· olan oyun kaideleri icad olunahilirdi. Biz bu hususta deve 

adm1 verecegimiz bir oyun ta§1 ithal etmekle yetiniyo­
ruz. Deve, bir hamle ile bir haneden §ek. 19 da okla 
i§aretlenmi§ yonlerdeki iiiy hanede:i birine gec;ebilir (siirii­
lebilir ): Yunya, sol a§ag1ya, sag a§ag1ya. 

Mesela deve s hanesinden s,' s~ I Ss hanelerinin 
birine geiyebilir. Sek. 20 de bir devenin, tabtanm en alt 
ko§esinden iisttekilere ve en iistten alttakilere gittigi yol 
cyizilmi§tir. 

Petek ornegimizin bizzat kendisi bir altigenin §eklini 
haizdir. Bu tahtanm bir kenar ~eridi muhtelif say1da al­
bgen hanelerden meydana gelebilir. (Sek. 19 da bir 
petek tahtasmm kenan be§ alt1gen haneden meydana gel­
mi§tir). 

29. Kenarlari he~er, alt1§ar ve m - er haneden ibaret 
olan bir albgen tahtanm bane say1sm1 bulunuz. 

30. Bir kenan iicy haneden meydana gelen oyle bir 
petek ornegi iyiziniz ki, §eklin merkez hanesinde bulunan 
bir deve, bir haneye iki defa ugramaks1zm biitiin hane­
lere siiriilebilsin. 

31. Alt1gen tahtanm biitiin hanelerini, problem 30 da 
devenin hanelere siiriilmii§ oldugu s1ra iizere numaralaym1z. 
Numaralan 3 iin kah olan haneleri siyaha, numaralarmm 
3 ile boliimiinde 1 kala0101 verenleri de kirm1z1ya boya­
ym1z. Boylece nas1l bir boyama iye11idi meydana gelir ? 
Bir deve ile yukarda bahsedildigi §ekilde dola§1labilen 
ba§ka bir tahta iizerinde ay01 §eyler yap1hrsa hangi bo­
yama elde edilir? 

32. Bir deve n hamle yaphktan sonra cy1k111 hanesine 
geri gelmi§ olsun. n nin 3 ile boli.inebildigini gosteriniz. 

33. Bir deveyi, bir ko§e haneden cy1k1ld1g1 takdirde, 
bir kenar1 iic; haneli altigen bir tahtanm biitiin banele­
rininin her birine bir defa siirmenin imkanstz oldugunu 
gosteriniz. 
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34 Bir devcyi, bir kt!nari m haneli alt1gen bir 
tahtan:n blitlin hanelerinin her birine bir defa siirmek ve 
son hamle ile .y1k1~ l:anesinin bir kom~usuna ula§mak 
miimkiin mi.idiir? 

AlL1gen tahtam1Ztn her hanesinin merkez [noktasm1 
i§are.tliy elim ve her kom§u hane i;iftinin merkez noktala­
ruu bir dogru par.yas1 ilc birle§tirelim. ~imdi hanelerin 
~evreleri silinir ve yalniz i~aretledigimiz merkezler ile 
dogru par\alari b1raktli"a boylece §ek. 21 de ~izilmi~ 

~elc. 21 

olan ~-ma e lde edilir. Sek. 21 deki noktalar liek. 19 daki 
hanelere kar§iliktir. Boylecc ~izdigimiz §ema, bir devenin 
yoluna <.!air olan problemlerin r,:oziimleri ir,:in <rok uygun­
dur. (Devenin hareket eclebilecegi yonler oklarla i§aret­
lenmi§lerdir). 

35. Bir deveyi, bir haneye iki defa ugratmaks1zm, 
~ek. 19 daki tahtamn biitiin hanelerine (veya ayni ~ekilde 
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§ek. 21 deki §emanin biitiin noktalarma) siirmenin imkan­
s1z oldugunu gosteriniz. 

,Sek. 22 de, yonlii dogru par~alan ile belirtilmi§ 25 
noktalt bir sistem ~izilmi§tir. ,Simdi bir noktadan kom§U 
noktaya bir dogru par~as1 iizerinde ve i§aretlenmi§ yon­
de harekct eden bir oyun ta§mt deve olarak gosteri­
yoruz. Bir deve ister alhgen bir tahtantn haneleri iize-

$ek. 22 $ek. 23 

rinde, ister §ek. 21 deki gibi bir §emanm noktalar1 iize­
rinde dola§sm, bunlarm birbirinden farks1z old.ugunu gor­
diik. Bu manlda §ek. 21 deki §ema ile §ek. 19 daki tahta 
birbirlerine diialdir. ,Sek. 23 de, .§ek. 22 deki §emaya 
dual olan bir tahta gosterilmi§tir. Bu tahta kare ve alh­
gen olmak iizere ba§ka ba§ka iki ~e1'it hanelerden mey­
dana gelmektedir. Burada her bir kare ve her bir altt­
genin merkez noktalan i§aretlenip kom§U hanelerin mer­
kez noktalar1 birle§tirilir ve bundan sonra hanelerin mer­
kez ~izgileri silinirse, §Ck. 22 de gosterilen §ema elde 
edilir. 
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36. Bir deve ~ek. 22 deki §emanin biiti.in noktalan­
na, hi~bir nokta iki defa ugramlmamak §art1 ile si.irii­
liiyor. ~emanm noktalann1, devenin herbir noktaya siiriil­
mii§ oldugu s1ra iizere numaraliyarak her numara yerine 
kendisinin 3 ile boli.imiindeki kalam koyunuz. ~ek 23 
deki tahtanm, §ek. 22 deki §emanm 0 numarah nokta­
larma kar§1lik tutulan biitiin hanelerini siyaha, 1 numa­
rah noktalara kar§1hk tutulan bi.itiin hanelerini de k1rm1-
z1ya boyaym1z. 

37. Bir deveyi, ~1k1§ hanesi olarak bir. sekizgen 
se~ildigi takdirde, §ek. 23 deki tahtanm biitiin hanelerine 
ard1 ardma (her birine yalmz bir defa) siirmenin imkan­
s1z oldugunu gosteriniz. 

Bir deve, §ek. 21 ve 22 de goriilen orneklerden ~ok 
daha genel tahtalar iizerinde de gozoniine ahnabilir. 
Bir ~okgenin ii9genlenmesi diye, ~okgenin, her ii~gen 

i;iftinin ya bir ko§e 
noktas1, ya bir kenan 
ortak olacak veya hiy 
bir noktas1 ortak olm1-
yacak §ekildeki bir iii;­
genlere boli.inmesine 
dendigini hat1rl1yalim 
(s. 4 deki not 11 e bak). 
Herhangi bir i;okge­
nin iiygenlendigini (bu­
nun biitiin diizlein iyin 

~ek. 24 de yap1ld1gm1 dii§iine-
biliriz) ve yokgenin 

( veya diizlemin) boliindiigii iiygenlerin mesela siyah ve 
beyaz olmak iizere iki renkle regiiler boyand1gm1 ka­
bul edelim (§ek. 24 e bak). Deve olarak, ii9genlerin. ke­
narlan ve ko§e noktalar1 iizerinde ilerliyen ve bir ham­
le ile bir ko§e noktasmdan kom§U 1> bir ko§e noktasina 

1
) Ayni kenara ait iki ko~e noktasma kom~u adJ verilir. 
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geyen bir oyun ta§tnt alaltm. Burada hareketin yonii o 
§ekilde olacakhr ki, yiiriinmekte olan kenara gore, siyah 
iiygen daima sagda, beyaz ise solda bulunsun. (~k. 24 de 
mi.imki.in hareket yonleri oklarla i§aretlenmi§tir.) 

Evvelce geyen problemlerin aksine olarak a§ag1daki 
dort problem bir ozel §emaya degil, kendimizce tarif 
edilecek keyfi §ernalara istinat etmektedir. 

38. Bir devenin, bir §emanm herbangi bir kol}e nok­
tas1ndan ytkarak geri kalanlarm her birine gidebilecegini 
gosteriniz. 

39. Bir deve n hamle yap1p y1ks§ hanesine geri don­
di.igtine gore, n nin 3 ile boliinebilecegini gosteriniz 
(problem 4 e bak). 

40. A ve B bir §emanm herhangi iki ko§e nok­
tas1 olsun. Deve A doktasmdan B noktasma ba§ka ba§ka 
yollardan gidebilir. Bun­
lardan biri iyin gerekli 
ad1m say1s1 p, diger biri 
ic;in q olsun. p - q farkt­
nm 3 ile boli.inebilecegini 
gosteriniz (,Sek. 25). 

41. Bir c;okgen (veya 
dtizlem) tic;genlenmi11 ve 
elde edilen i.ic;genler iki 

p 

~ek. 25 

renkle regi.iler boyanmilJ olsun. Suttin ilygenlerin kol}e 
noktalarmm, her komlJU ko§e yiftine farkl1 rakamlar ldu­
lJecek §ekilde, 0, 1, 2 rakamlan ile numaralanabilecegini 
gosteriniz 1> (problem 3 ile k§t.). 

Regi.iler boyama iyin gerekli boya say1smm, memle­
ketlerin biiyi.ikliigiine, 11ekline ve sm1rlarm uzunluguna 
bagli olmad1g1 ay1khr. Bu say1 sadece memleketlerin kar-

1 ) Boyle bir numaralamaya regaler denilecetine dair karan 
hahrhyahm. 

F. 2 
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§tl1kli durumlari, sm1rlar ve ko§e noktalar1 ile belirli olur. 
Lastik bir levha iizerine c;izilen bir haritadan, lastik lev­
hanm diizgiin olm1yan herhangi §ekildeki (fakat y1rhl­
maks1zm) c;ekilmesi ile meydana gelen biitiin haritalar 
bizce ilk haritaya tamamen denktir. Mesela §ek. 26 ve 
27 deki iki harita boyle meydana gelmi§lerdir. 

Problem 3 ve 41 in ifadelerinde, kenarlan dogru c;iz­
gili iic;genlerden meydana gelen haritalardan bahsedil-

Ss 
~ek 26 ~ek 27 

mi§ ti. F akat sm1rlan dogru c;izgili baritalar yerine egri 
sm1rlt harilalar gozoniine alm1rsa, bu problemlerin c;o­
ziimleri yine degi§mez. Bu sebeple problem 41 in neti­
cesi §U §ekilde ifade edilebilir : 

b) 

~ek. 28 

Herbiri ii<; szmrlt 11 memleketlerden meydana gelen 
bir harita iki renkle regiiler boyanabiliyorsa, bu harita-

1) Boyle memleketlere ii~kii1e ad1n1 vereceA"iz: genel halde bir 
memleketin n sin1r1 varsa . onu n • ko1e c larak adlandmyoruz. 
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daki her memleketin ko~e noktalcm ilr; rakamla regiiler 
numaralanabilir. 

Problem 3 iin neticesi ayni §ekilde genelle§tirilebilir. 
Burada kom~u iki ii~gen birbiri ile iki tiirlii (§ek. 28 a 
ve b) smtr te§kil edebilmelerine ragmen, yine eskisi 
gibi farkh yonleri haiz bulunduklarmdan, ~oziim aynen 
cari kal1r. 

Dual haritalar. ~ek. 29 daki haritay1 gozonune alaltm 
ve her memleketde ba§kenti bir nokta ile gosterelim. Her 
kom§U memleket ~iftinin ba§kentlerini, bu iki memleket­
den· ba~ka bi~bir memlekete ugram1yan ve hi1tbir ko§e 

/ 
I ; 
: . 
\ 
'· 

Sek. 29 Sek. 3'1 

noktasmdan ge~miyen bir tren bath (§ek. 29 da noktalr 
~izgiler) ile bagltyaltm. Mesela §ek. 29 daki $1 ve S,. 
memleketlerinde oldugu gibi iki memleketin bir~ok ortak 
smtrt bulumnas1 halinde, bahis konusu iki ba§kenti, her­
biri bir ortak s1mrdan ge1tecek §ekilde bir1tok tren hat­
lar1 ile bagltyalim. Bu esnada fukl1 tren hatlarmm ke­
si§memesine dikkat etmeliyiz. 

~imdi haritam1zdaki noktali t;izgileri dolu 1tizer ve 
<sm1rlarn da noktalarsak, boylece §ek. 30 daki haritay1 
elde ederiz. Bu esnada ilk harita ile demiryollarmm hari­
tas1 rollerini degi~tirirler : Ilk harita kendi demiryolu ha­
ritasmm demiryolu haritas1 olur. Netice olarak birin~eki 
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noktah ~izgmm digerinde dolu ~izilmi§ oldugu §ek. 29 
(ve §ek. 30) daki her iki harita aralarmda simetriktirler: 
bunlardan herbiri digerinin demiryolu haritas1d1r. ·su ~e§it 
haritalara dual haritalar diyecegiz 1). 

Diial haritalar arasmda §U onemli bagmtJlar caridir : 

1. Bu haritalardan birinin her smtr1 diial haritanm 
bir ve yalmz bir smtr1m keser. 

2. Bu haritalardan birinin her memleketi i~inde diial 
haritanm bir ve yalmz bir ko§e noktas1 bulunur. 

,,..-:---.. ,, 
' \ 

I .a:-

\ \ -t-1 ~::--z<: 
• \ 1' 

\ '\ 

'~~----// 

~ek 31 ~ek. 112 

Boylece iki dual haritanm elemanlari (memleketler, 
sm1rlar, ko§e noktalan) arasmda: birinin memleketlerine 
diialinin ko§e noktalan, ko§e noktalarma memleketler, 
sm1rlara da yine s101rlar kar§thk gelmek iizere birebir 
bir tekabul te§kil edilmi§tir 2>. 

3. Bu haritalardan birinin bir ko§e noktasmm ge~er­
ligi k ya e§it ise, dual haritada kar§tt memleketin k tane 

1) ~ek. 19 daki haritadan ~ek. 21 deki haritay1 elde ettigimiz 
metod, ~imdi kulland1g1m1z metoddan sadece. orada d1~ bolgeyi na­
zan itibara almad1g1m1z iqin farkeder. 0 halde, llek. 19 daki hari­
taya telcabiil eden dual hariby1 elde etmek i~in llek. 21 deki hari­
taya, bu haritanm butiin dill kolle noktalan ile birle~tirilmesi gere· 
ken biricik koi1e noktas1nm ithali kafi gelir. Ayni ~ey ~ek. 22 ve 23 
deki haritalar hakkmda da soylenebilir. 

2) Yani bu haritalardao birinin her elemanma dual haritanm 
tamamen belirli bir elema01 tekabiil eder. 
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ko§e noktas1 vard1r, yani anla§mamiza gore bu memleket 
bir k - ko,edir. 

Herhangi haritalar ic;in tren hatlartn1 in§& denemesine 
giri§ince iki tiirlii giic;lukle kar§tla§1r1z : 

a) Demiryolu ~mas1010, hic;bir §ekilde bizim anlad1g1-
m1z manada bir harita te,kil etmemesi mumkiindur. Mi­
sal olarak §ek. 31 deki demiryolu haritasm1 gozonune 
alalim (bu 'ema §ek. 32 de goriilmektedir). Bu §emada, 
her iki tarafta ayni memleketin bulundugu, hie; bir mem­
leket s101rlam1yan (ay1-
r1c1 olm1yan) sm1rlar> 
da (AB ve AC) mev­
cuttur. 

b) Sek. 33 deki de­
miryol u ,emas1 bir ha­
kiki harita te§kil et­
mekle beraber, demir­
yolu haritasma ait di§ 
memleket ilk haritamn 
iki A, B ko§e nokta-
larm1 ihtiva etmekte- ~ek. 33 

dir. Oyle ise bu halde 
esas harita ile demiryolu baritas1 arasmda hic;bir diiallik 
mevcut degildir. 

b} deki guc;lukden, yalmz bag1ml1 baritalar1 gozoniine 
almak suretile kac;101labilir. Bag1ml1 haritalar diye, oyle 
haritalara diyecegiz ki, bunlarda hic;bir memleket diger 
memleketleri, birbirine degmeyen iki veya daha c;ok par­
c;aya ay1rmas10. Diger bir deyimle: bir haritay1 bir kag1t_ 
parc;asma c;izdikten sonra bir memleket kesilerek harita­
dan c;1karihrsa, geri kalan k1s1m tek tek parc;alara ayr1la­
mamahdir. Sek. 33 deki harita bag1mh bir harita degil­
dir. (<Aymc1> memleket taranm1,tir.) Bag1mh bir barita 
'u ,ekilde de tarif edilebilir : sm1rlar iizerinde ilerlen­
mek tartile haritamn her ko11e noktasmdan diger her kote 
noktasma var1labilir. 
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a) gii~liigiinden, aynen b) gii~liigiindeki yoldan, yani 
bu zorlugun zuhur ettigi haritalan konu d1!j1 b1rakarak 
ka~mabiliriz. Fakat biz burada ters yoldan gidere~ : 
~ek. 32 deki haritaya tekabiil eden, yani ay1r1c1 olm1yan 
s1rurlari da ihtiva eden haritalar ithal ederiz. Aljag1da 
boyle haritalara rastlam1yacag17.. Burada bunlar; sadece 
diiallik prensibimizin bozulmamasm1 saglamak i~in ithal 
edilmektedirlcr. ~imdi bag1mli haritalar i~in diiallik pren­
sibini ifade ediyoruz : 

a) Bag1ml1 bir haritanm demiryolu !Jemas1 yine bir 
harita, hem de bag1mli bir haritad1r. 

b) Her bag1ml1 harita, kendi demiryollarma ait hari­
tanm demiryolu ~emas1<l1r. 

Boylece bag1mli bir harita ile kendisine ait demiryolu 
haritas1 daima aralarmda dual olup. bunlar i~in yukanda 
1. den 4. e ka<lar s1ralad1g1m1z bagmhlar caridir •i. 

Arhk dual haritalann 3 numarali ozeligind..:n dogru­
dan dogruya elde edilen ~u teoremi tesis edebiliriz : 

Bir lwri!anm memleketleri n renkle regiiler bogana­
bildikleri iakdirde, buna ail diial haritamn ko~e nok­
talarr n rakamla ngiiler numaralanabilir; bir haritadaki 
ko~e noktalarznzn n rakamla regiiler num_aralanabil-

~ek 31 

I) 4 ozelitinin cari kalmHI 
i1;in ay1nc1 olm1yan her a1n1nn 
1;ift say1lmaa1 gHektitini gore· 
bi lmek zor detildir. Meaeli 1ek. 
34 delci memlelcet bir sekiz ko· 
1edir !diial haritanm A ko1eai· 
nin ge1rerliti 8 dir). Bu kay1t a l· 
hnda, meseli problem 19 ve 20 
de oldutu gibl. memleketlerin s1-
nir 11ay1lann1n bulunmaa1 iste­
nen problemlerin hepai cari 
lcahr. 
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mesi halinde buna ait dual harita n renkle regiiler 
boganabilir tJ_ 

Normal haritalaran ii~ renkle boyanmas1. Bir nor­
mal haritadan, her ko­
§e noktasmm gec;er­
ligi 3 olan haritay1 
anlayoruz. ~ek. 35, bir 
normal harita misalini 
gosterm1:ktedir. Nor­
mal haritanin onemi 

3 de ac;aklanacakhr. 

42 . Bir normal ha­
ritanm u~ renkle regu­
ler boyanabilmesi ic;in 
memleketlerinin herbi-
rmm ko§e noktalan ~ek . JS 
(veya s101rlara) say1s1-
nm 1,1ift olmas1 §artmm gerek ve yeter oldugunu gos­
teriniz. 

Problem 42 de if ade edilen teorem yalmz notmal ha­
ritalar i~in cari oldugundan, bunun, iic; renkle reguler 
boyama problemini ~ozmedigine i§aret edelim. 

1) Ay1nc1 {)lm1yau amirlar ibtiva edeo haritalarm regiiler bo­
yanmas1udan bahsetmenin manis1zht1na itaret edelim. Hakikateu 
byyle bir haritada, kendi a1u1rlanudan bir!nin her iki taraf1na yay1• 
Ian, yaoi kendikendiaine komtu olan bir memleket bulunur. Regu­
er boyamanm lcesin anlam1na irore, bu memleketin, boyanm11 

oldu[l'u renkten farlch bir reolcle boyanmast gerekirdi. Bu haritalara 
ail diial haritalann regUler oumaralanmas1ndan bahsetmek de ayai 
tekilde manismhr ; boyle bir harita, mohalckalc, srntrlardau birinia 
ayni zamanda hem ba1lanir1c1 hem aonu olau, yani kendi kendiaiaia 
kom1u1u bulunau bir kiite uolctas1n1 ihtiva eder. 
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§3. Dortrenk problemi. WOLYNSKI teoren.1 . 

Bu paragrafta haritalarm dort renkle boyanm : anni 
gozoniine alacag1z. (Tabii bu soruyu tam!lmen ceva plan­
dirmaga muvaffak olam1yacag1z). 

Genel dortrenk probleminin coziimii icin normal ha­
ritalarin gozo~iine ahnmas1 kafidir; zira dort renkle nor­
mal haritalar regiiler boyanabilirse, diger biitiin haritalar 
da dortrenkle boyanabilir. Netekim, herhangi bir hari­
tada gecerligi 3 den biiyiik olan her ko§e noktasmm etra­
fm1 kiiciik bir cember ile cevirir, bu cember icindeki bii­
tiio sm1rlar1 kaldmr ve onu biti§ik memleketlerden birine 
katarsak, hakikaten bir normal harita elde cderiz: (§ek. 
36). Eger bu normal harita dort renkle regiiler boyana-

~ek. 36 

bilirse, bunun esas harita icin de cari olacag1 ac1ktir. 
Bu yiizden a~ag1da yalmz: normal haritalan goz:oniine 
alacag1.t. 

$imdiye kadar haritalarda yalmz memleketlerin regii­
ler boyanmasm1 ve ko§e noktalarmm regiiler numaralan­
masm1 gozoniine almi§llk. $imdi de s1mrlarm regiiler nu­
maralanmasm1 ithal etlecegiz: : 

Ortak bir ko§e noktasm1 haiz iki sm1ra kom$U denir. 

Sm1rlarrn, her kom§U sm1r cifti farkh numaralar ala­
cak ~ekildeki numaralanmasrna regiiler ad1 verilir. $ek. 37, 
sm1rlarm regiiler numaralam~ma dair bir misali gos­
teriyor. 
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Dortrenk problemi, sm1rlarm 3 rakamla regliler 
numaralanmas1 problemine denktir. Bu denklik ~u 
WOLYNSKI teoreminde ifadesini bulmaktad1r: 1) 

Bir normal hari­
ta, ancak ve ancak 
haritanzn smzrlarz· 
nm ii(: rakamla re­
giiler numaralana­
bilmesi halinde dort 
renkle regiiler boya­
nabilir. Bu teore­
min isbati 43 den 
45 e kadar olan 
problemlerden ne­
tice olarak i;;1kanla­
bilir. Dort renk ye· 

J 

~ek. 37 

rine bundan boyle dort numara kullanmak bizim i~in 
daha elveri~li olacakbr ; numara olarak (0, 0), (0, 1), 
(1, 0) ve (1, 1) say1 r;;iftlerini sec;iyoruz. Bu c;iftler terim 
terime toplanabilir. Bu esnada ba~ka rakamlar kullanmak 
zorunda kalmmamas1 ic;in, mesela 

(1, 0) + (1, 0) = (0, 0) 

(0, 1) + (1, 1) = (1, 0) 

da oldugu gibi, toplamm neticesi yerine 2 ile bollimiin­
deki kalan konabilir. 

43. Dort renkle regiiler boyanabilen bir normal hari­

tada s101rlarm iic; rakamla reguler numaralanabilecegini 
gosteriniz. 

44. Bir normal haritanm sm1rlan iic; tane (0, 1), (1, 0), 
(1, 1) say1 c;ifti ile regiiler numaralanm1~ olsun. Bir kale, 

1 ) Wladimir Viktorowitsch WOL YNSKI (1923-1943), kabiliyetli, 
gen~ bir matematikci idi. 1939 dan 1942 ye kadar Moskova Devlet 
Oniversitesinin Mekanik-Matematik Fakiiltesinde tahsil etmi1ti. 1943 
de 1kinci Diinya Sava~inda cepbede oldii. 
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bu haritanm bir tak1m hanelerine siiriildiikten sonra c;1k1§ 
hanesine geri gclmi§ bulunsun. Kalenin gec;tigi biitiin 
sm1rlarm numaralari toplammm (0, 0) a e§it oldugunu 
gasteriniz. 

45. Sm1rlar1 ii<; say1 c;ifti ile regiiler numaralanmt§ 
olan bir norma\ haritanm dart renkle regiiler boyanabi­
lecegini gasteriniz. 

46. Bir normal haritada her memleketin sm1rlan sa­
y1s1 i.ic;le baliinebilsin. WOLYNSKI teoremini kullana­
rak bu haritanm dart renkle regiiler boyanabilecegini 
gasteriniz. 

Dartrenk problemi, okuyucu EULER teoremini gar­
diikten sonra, bundan sonraki paragrafm sonunda, mem­
leket say1s1 onikiden daha az olan haritalar ic;in c;azi.ile­
cektir. 

* 4. EULER teoremi. Be§ renk iizerine teorem. 

Bir memleketin sm1rlan, miinferit, bag1ms1z par­
c;alara baliinmii§ olabilir (§ek. 38 a ve b). Fakat bu 
halde - §ekilden goziiktiigi.i gibi - aymc1 bir memleket 

a) b) 

~ek. 38 
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bahis konusudur; dolay1sile boyle haritalar bag1mh de­
gildirler. Bununla beraber bag1mh haritalara miinhas1r 
kalmd1g1 takdirde her memleketin srn1rlan, iki ko§e nok­
tas1 arasmdaki parc;alar - umumiyetle - egrisel olma farki 
ile, dogrusal bir c;okgenin c;evresine benzer bir kenar te§­
kil ederler. (~ek. 39 da gosterildigi iizere mii"nferit hal · 
lerde bu c;evre bizzat kendisine degebilir.) Bag1mh bir 
haritanm memleketleri ilc alelade ~okgenler arasmdaki 
bu benzerlikten faydalanarak mc§­
hur EULER 1 > teoremini is bat edc­
cegiz. 

Bagzmlz bir haritanzn memle­
ketleri sayzsz s, ko$e noktalarz sa­
!JlSl v, szmrlarz sag1s1 g olduguna 
gore 

s + 'l' -= g + 2 
dir. 

~ck. 39 

Bu teoremi, once memleketleri dogrusal kenarh c;ok­
genler olan haritalar i~in isbatl1yahm. Deniz, boyle bir 
haritada, bir c;okgenin di§ k1sm1c1r (§ek. 40 da deniz ta­
ranmt§hr.) 

Haritam1z1 te§kil eden biiliin c;okgenlerin i~ ac;1lar1 
toplam1m hesapliyal1m. Bu ~okgenlerin (deniz hari~ bii­
tiin memleketler) say1s1 s - 1 oir. R bir dikac;1y1 gos­
termek iizere, n kenarh bir ,okgenin ic; ac;1lar1 toplam1 
2 R (n - 2) ye e!}ittir. 0 halde n 1 , n2 , n3 , ••• , n._1 ~ok­
genlerimizin kenar say1lan olduguna gore, biittin ~okgen­
leria i~ ac;1lan toplamt 

T=2R(n1-2) +2R(n2 -2 +···+2R(n._1 -2) 

dir. Bu toplam -
1

) Leonhard EULER, ea biiyiik matematikcilerden biri olup 
1707 de Basel de doA-mu~, 1727 dl"n 1741 e ve 1766 den hayahn1n 
sonuna kadar St. Petersburg ilim akademisinde, 1741 den 1766 ya 
kadar Berlin ilim akademisinde c;ah~m1~tir. 
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T = 2 R [n 1 + n 2 + · · · + n._1 • 2 {s - 1)] 

e e~ittir. 01§ sm1rlar10 (deniz k1y1smda bulunanlarm) say1-
sm1 g. ile, biitiin i~ sm1rlarm (deniz kiy1smda bulun­
m1yanlarm) say1s1m da g, ile gosterelim. Bu takdirde 
g = g1 + g. olur, (~ek. 40 da g1 = 32, g0 = 10 dur.) 

§elc. 40 

Prob. 19 a gore 

n1 + n2 +· · ·+n._1 + g,. = 2g, 
nt + n 2 +· · ·+ n._1 = 2g- g0 

olup, buradan 
T= 2R [2g-g. -2(s-1)] 

bulunur. 
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$imdi bu T toplamm1 ba~ka bir yoldan hesapliyahm. 
v 1 icr ko~e noktalarmm, v" da denize ait ko§e nokta­
larmm say1s1 olsun (~ek. 40 da 'l'i = 19, v0 = 10 dur). 
" = 11., + v, ve g., = v., oldugu acr1kttr. <;okgenlerin bir 
icr ko~e noktasma ait olan ai;1lannm toplam1 4 R dir. 
0 halde icr ko~e noktalanna ait biitiin acr1larm toplam1 
4 Rv, ye e~it olur. T yi elde etmek ii;in, buna, deniz k1-
y1smda bulunan. biitiin acr1lan (bunlar ~ek. 40 da i~aret­
lenmi~lerdir), diger bir deyimle, A, B, C , ... , j crokge­
ninin biitiin ii; ai;1lar1 toplam1m yani 2 R (v0 - 2) yi ek­
lemelidir. Boylece 

T = 4Rv; + 2 R (t•0 - 2) - 4R(<1 - v0 ) + 2R {v., - 2) 
= 2R(2v - 'l'a - 2) 

bulunur. T nin her · iki ifadesi birbirine e~itleaerek 

2R[2g- g.,- 2 (s - 1)] = 2R [2v - v 0 - 2}, . 

2g - g0 - 2 (s - 1) = 2u - 710 - 2 

elde e<lilir. g., = 'l•,, dan 

~1kar. 

2g - 2 (s - 1) = 21:1 - 2, 

g - s + 1 = v - 1, 

s + v ..:.:= g + 2 

$imdi memleketlerin egri sm1rli da olabildigi genel 
hali gozoni.ine alal1m. Eskisi gibi v ko~e noktalannm, s 

memleketlerin, g de sm1rlarm say1s1 olsun. S1mrlar iize­
rinde, gecrerlikleri 2 olan yard1mc1 ko~e noktalar1 ithal 
edelim (~ek. 41 de A, 8, C, D, E, F, G. H, I bu cre~it 
ko~e noktaland1r). Boylece say1lan yeni ko~e noktalar1-
nmkine e~it olacak olan yeni sm1rlar (eski s101rlarm yeni 
ko~e noktalan arasmdaki k1s1mlar1) elde edilir. $imdi de 
yeni haritada, her egri s101r yerine, ayni ko~e noktalar1m 
haiz bir dogru parcras1 alalim. Yard1mc1 noktalar yeteri 
kadar s1k secrildigi takdirde (bu noktalardan istenildigi 
kadar ~ok ithal edilebilir), bu dogru par~alan kesi~-
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mezler. Boylece biitiin memleketleri dogrusal kenarh 
~okgenler olan yeni bir harita elde ederiz (!lek. 42 de 
noktali ~izgiler). Yard1mc1 ko~e noktalarmm say1s1 v' ye 
ve yeniden ortaya ~1kan sm1rlarm say1s1 da g' ye e~it 

~ek 41 

olduguna gore, yeni haritada ko~e noktalarmm toplam 
say1s1 v' + v ye, s101rlarinki ise g' + g ye ellit! olacak­
tir. Memleketlerin say1s1 sabit kalir. ls bat edildigi iizere 
bu harita i~io EULER teoremi cari~ir, yani 

~ek. 42 
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( v + 1/) + s = (g + g') + 2 

dir; v'-= g' den, isbat edilecek olan, 

v+s=g+2 
~1kar. 

47. Bir diizlemde alta nokta verilmi§ ve her nokta her 
defasmda diger noktalardan dordilne. birbirleri ile hi~ 
kesi§miyen egrilerle baglanm1§ olsun. Eide edilen harita 
iizerindeki biitiin memleketlerin ii~ko§e oldugunu gos-
teriniz. 

' 48. Bir diizlemde yedi nokta verilmi§ olsun. Her nok-
tay1 diger noktalardan dordiine, birbirleri ile hi~ ke­
Siljmiyen egrilerle baglamanm imkans1z oldugunu isbat­
laym1z. (Barada problem 4 iin sonucunu kullanmahd1r). 

49. 0~ ev ile ii~ ~e§me verilmi§ olsun. Her evi her 
~e§meye, birbirlerile hi~bir yerde kesi§miyen yollarla 
baglamanm imkansaz oldugunu gosteriniz. 

50. Diizlemde belj nokta verilmi§ olsun. Her noktaya 
diger her noktaya, birbirlerini kesmiyen egrilerle bagla­
mamn imkanstz oldugunu gosteriniz. 

51. Ozerindeki be~ memleketden herbiridin her defa­
smda geri kalan 4 memleketle sm1rda§ bulundugu hi~­
bir haritanm mevcut olmad1gm1 gosteriniz. 

Problem 51, dort rengin herhangi bir haritanm regii­
ler boyanmasma kafi geldigi tabminini akla yakm k1hyor. 
Bell renk hakkmdaki teorem bu problemin neticesine da· 
yamr. Bu teoremin isbatmda ge~erligi iki olan biitiin 
noktalarm attlabilecegi a~1kttr. 52 den 54 e kadar olan 
problemlerde her noktantn ge~erliginin en az ii~e eljit 
oldugunu kabul edecegiz. 

52. Biitiin ko§e noktalartntn gei;erlikleri en aZtJld&n 
ii~ olan keyfi her haritada, smtr say1s1 alttdan az olan bir 
memleketin mevcut oldugunu gosteriniz. 
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53. Her haritanm alti renkle regiiler boyaiiabilecegini 
gosteriniz 11. 

54. B e § r e n k t e o r e m i . Her haritanm be11 
renkle regiiler boyanabilecegini gosteriniz t). (Problem 51 
in ';,eticesini kullanm1z). 

Be11 renk .hakkmdaki problemin c;oziimiinde uygula­
nanlara benzer metodlarla ozel bir hal ic;in dortrenk 
problemi c;oziilebilir. Bu, problem 55 ve 56 da yap1lacak­
br. Aynen be~ renk hakkmdaki problemde oldugu gibi, 
gozoniine alman haritamn, gei;:erligi iki olan hi1tbir ko,e 
noktas1m ihtiva etmecligini farzediyoruz. · 

55. Ko~e noktalarinm gec;erlikleri en azmdan iii;: olan 
bag1ml1 bir harita 1.ym 

g-.=3s-6 

e,itsizliginin cari oldugunu gosteriniz 

56. Onikiclen az memleket ihtiva eden her haritan.m 
dort renkle regiiler boyanabilecegini gosteriniz. 

Son Dil11ilnceler 

Sekil ve'\cisimlerin, parc;alanmaksmn ve ba§ka tiirlii 
birle,tirilmeksizin maruz kald1klan keyfi deformasyonlar­
daki (,ek il degi~tirmelcrindeki) davrani~ ve ozeliklerine 
dair problemler (bilhassa c;okrenk problemleri hakkmdaki­
ler boyledirler), matematigin topoloji denilen ozel bir 
problem c;evresine girerler. Topoloji matematigin en gene; 
kollarmdan hiridir ve geli§erek gec;e11 yiizy1lm sonlarmda 
ba,lt ba,ma bir matematik disiplini haline gelmi~tir. To­
polojinin daha da geli~mesinde son otuz y1lda, en miimtaz 
miimessilleri PAWEL SAMOllOWITSCH URYSOHN (1898 -
1924), PAWEL SERGEJEWITSCH ALEXANDROFF (dogum 
1896) ve LEW SEMJONOWITSCH PONTRJAGIN ( dogum 

1) Haritantn aymc1 olm1yan hi~ bir stnm ihtiva etmediki far· 
udiliyor (s. 23 ~eki not 1) e bak). 
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1908) olan Sovyet topoloji okulu onemli bir rol oyna­
maktad1r. Son zamanlarsa topoloji sahasmda iistiin neti­
celer Frans1z matematikcileri (J. LERAY, J. P. SERRE ve 
digerleri) taraf mdan el de edilmi!}tir. 

Okuyucu EULER teoremi ve dortrenk problemi ile 
ilgili ve irae itibarile bu kitaptakinden farkli olan soru­
lar1 !JU kitaplarda bulabilir : 

G. RADEMACHER ve 0. TOEPLITZ, (Von Zahlen und 
Figuren. Proben mathematischen Denkens fiir Liebhaber 
der Mathematik> Springer-Verlag, Berlin 1930, Kap. 13. 
(Say1lar ve tekiller hakkmda. Matematikseverler i~in 
matematiksel dii!jiiniif denemeleri), 13. boliim. 

D. HILBERT ve S. COHN- VOSSEN, t Anschauliche 
Geometrie , . Springer - Verlag, Berlin 1932, Kap. IV. 
(Gosterimli geometri), VI. boliim. 

D. HILBERT'in bu kitabmda, daha kar1,1k yiizeyler 
iizerindeki haritalarm boyanmasma dair problemler ~oziil­
miiftur. Okuyucu burada topolojinin ilk esaslanm da bu­
lur. Topolojinin daha geni' ol~iide tetkiki ir;in !JU kitaplar 
tavsiye edilebilir : 

P. S. ALEXANDROFF ve W. A. JEFREMOWITSCH, 
<Ober die einfachsten Begriffe der modernen Topologie>, 
1935, (Modern topolojinin en basit kavramlar1 hakkmda). 

P. S. ALEXANDROFF \te W. A. JEFREMOWITSCH, 
<Abriss der grundlegenden Begriffe der Topologie>, 1936, 
(Topolojinin temel kavramlar1 derlemesi). 

0. K. SHITOMIRSKI, W. D. LWOWSKI ve W. I. 
MILINSKI, <Aufgaben zur hoheren Geometrie> K1s1m I, 
1935, Boliim I. {Yiiksek geometri problemleri). 

'· . 



EK 

KURE YOZEYiNiN 0<; RENKLE BOY AN MASI 
HAKKINDA 

Bir kiire yiizeyi belli bir say1da bolgelere aynlm1~. 
yani kiire yiizeyi iizerinde bir harita l(izilmi~ olsun. Burada 
~psalkar!l1, yani bir kiire 1;apmm iki ucunda bulunan, iki 
noktaya ihtiva eden bir memleketin mevcut olup olmad1g1 
sorusunu inceliyelim .• Memleketlerin sayasmm~dorde, e~it ol­
mas1 halinde l(apsalkar~1 noktalari bulunan hil(bir mem­
leketin mevcut olmamas1 miimkiindiir (~ek. 43). 0 halde 
memleket say1smm dortten biiyiik olmas1 halinde ilia 

boy le bir 1 memleketin mevcut 
olmas1 gerekmez. Tersine ola­
rak harita sadece iki memleket­
ten ibaret ise,memleketlerden bi-

ri muhakkak surette bir ~apm iki 
Ulf noktasma ihtiva eder 1 (el­
bette bu noktalara n, tam her 
iki memleket arasmdaki smar­
da bulunmas1 hali de vaki ola­
bilir. Misal olarak iki yar1m 

~ek. 43 kiire yiizeyine boliinmii~ bir 
kiire yiizeyi se1;ilir). ~imdi haritanm iii( niemleketten iba­
ret olmas1 halinde durumun nas1l olacaga sorusu ortaya 
1;1kal". lki memleket balinde oldugu gibi, ii tr memleket ha-

1) lsbat ic;in iki memleket arasmdaki srn1ra ait herhangi bir A 
noktas101 giYi;oni.ine almalc yeter.Bu noktanm A' c;apsalkar~1 nolctas1 iki 
memleketten birioe aittir. A ayni memlekete ait oldu~undan (s1n1· 
nu bir uoktas1 her iki memlekete aittir) A ile A' aranao nokta c;if· 
tini te~kil eder. 
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linde de daima c;apsalkar§t jkj. nokta ihtiva eden bir mem­
leketin bulunacagm1 is bat edecegiz ; hatta c;ok daha genel 
l}U iddia bile isbatlanabilir : 

Bir kiire yiizegi herhangi bir say1da biilgelere ayrzl­
mz$ ve bu biilgeler herhangi bir $ekilde 119 grupla topar­
lanm1$ oldupuna gore, ayni bir grubun memleketlerine 
ail daima iki r;apsalkar$l nokta bulunur. 

1. Bu teoremi vas1tal1 (indirekt) yoldan isbatl1yacag1z. 
Kiire yiizeyi iizerindeki K haritasmm ii<; renkle boyan­
mtlj oldugu ve ayni renkteki memlekctler ic;inde c;apsal­
kar§t hic;bir nokta c;iftinin (boyle c;iftlere e$renk diyece­
giz) bulunmad1g1 kabul edilsin. 

Bu kabulii a§ag1daki §ekilde c;elil}meye gotiirecegiz ~ 
lsbat ederiz ki, e§renk hic;bir nokta <;ifti ibtiva etmiyen 
her haritadan, yine e§renk hic;bir nokta c;ifti ihtiva etmi­
yen, fakat birinci<len daha az say1da memleketden meyda­
na gelen yeni bir harita in§a edilebilir. 0 halde mevcu­
diyetini kabul etmilj bulundugumuz K haritasmdan hare­
ket ederek, hic;bir qrenk nokta c;if ti ihtiva etmiyen da­
ha az say1da memleketli bir K 1 haritas1 inlja ederiz. Son­
ra K 1 haritasmdan da ayni metodla bir K2 haritas1 inl}a 
edebiliriz v. s .. Boylece hic;biri e§renk nokta c;ifti ihtiva 
etmiyen 

K, Ki. K2, K3,· • ·, K,.., · · · 
gibi bir sonsuz harita dizisi el de ederiz. Kharitasmm mem­
leket say1s1 n, K, lerinki de n1 ile gosterildigine gore 

n>n1>n2>n3 > · · · >nm > · · · 
elde edilir. Bu suretle pozitif tam say1larm monoton aza­
lan bir sonsuz dizisini elde etmilj oluruz; bu ise imkansaz 
oldugundan bir c;eli§me te§kil eder. Pozitif tam say1laran 
monoton azalan bir sonsuz dizisinin elde edildigi vas1ta­
lt bir isbatm burada kulland1g1m1z metoduna dii$iirme 
(deszendenz) melodu denir. 

0 halde hic;bir e§renk nokta c;ifti ihtiva etmiyen her­
hangi bir K haritas1 verilmi§ olsun. ~imdi ayni !}ekilde-
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hi~bir e§renk nokta ~ifti l'htiva etmiyen, fakat K harita­
smdan daha az sayada memleketten meydana gelen bir K, 
haritasamn in§aS1 gerekmektedir. 

2. K haritasmm regiller olmamas1, yani harita i\:inde 
ayni renkli memleketleri ayaran smarlarm mevcut bulun· 
mas1 balinde,bu smarlarm kaldmlmas1 suretile istenilen hari• 
tanm hemen elde edilecegini burada kaydedelim. Bu yiiz­
den a§agada K haritasamn yalmz regiller boyanm1§ oldugu 
halleri gozoniine alacagaz. 

$u yard1mc1 teoremi isbat edelim : 

Bir sm1r noktasma ~apsalkar~1 olan nokta bir ir; nok 
tad1r, gani bir memleketin hakikaten i~ k1smmda bulunur. 

Ger~ekten regiiler boyanm1§ bir haritada her smar nok 
tas1 farkl1 boyanm1§ en az ik 
memlekete aittir. A smar nok 
tas1 mesela k1rm1z1 bir memle 
ketle mavi bir memlekete ait 
olsun. Bu takdirde onun A 
~apsalkar§I noktas1 ne mavi n 

~ek. 44 de k1rmm memlekete ai 
olamaz, yani bir siyah memle 

ketin hakikaten i~ k1smmda bulunur. 

3. B bir k1rmm memleketin sanm iizerinde buluna 
bir nokta olsun. B noktasmdan ~1karak haritanm samrla 
ilzerinde o ~ekilde~ ilerliyelim ki, sol umuzda daima k1rm1z 

- memleketler buluns~~(~ek. 44) 1>. Bu harekete, daha one 
bir defa ugram1§ oldugumuz-bir C lloktasma varmcay 
kadar devam edelim. $imdi r ile gosterecegimiz ikika 
noktasaz CfgC (§ek. 44) egrisini gozonilne alayoruz. Kur 
yiizeyi iizerindeki haritay1 yalmz <kuzer ve <giiner ya 
rim kilreler i~in ~izecegiz. Genelligi bozmaksmn, gosterim 
lilik bakammdan, l'-egrl;'inin tamamen kuzey kilrede bu 
lundugunu farzedelim (§ek 45). 

1) ~ek. 44, 46 ve 47 de lurmna renk tarama ile, mavi renk i 
kareleme ile i1aretlenmittir. 
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Simdi r egrisinio ~apsalkar§1 noktalarmdan meydana 
gelen l" egrisini in§a edelim. Yard1mc1 teorem uyarmca 
l'' egrisi sadece i~ noktalardao ibaret olur, yani hi~bir 
yerde haritamn sm1rlarm1, ozelikle sm1rlardao meydana 
gelen r egrisini kesmez. 

r egrisi kiire yiizeyini 
U ve V gibi iki k1sma 
aymr. Ayni §ekilde l'' de 
kiire yiizeyioi,U nun nok­
talarmm ~apsalkar§• nok­
talarmdan meydana geleo 
U' ile V ninkilerin ~apsal­
kar§t noktalarmdan ibaret 
olan V' k1s1mlarma aymr. 
r ile r' kesi§medikleri 
i~in l", U veya V k1s1m­
larmdan birinde, mesela 
V de bulunur. Bu takdir­
de r da V' de bulunur. 

4. l", haritanm bi~bir 
s1mrm1 kesemedigi i~in, 
bir memleketin tamamen 
i~ k1smmda bulunur. l' 
nm biitiin noktalart kir­
mlZI memleketlere ait ol-

V' 

dugundan, l" nun hi~bir ~ek 45 
noktas1 bir k1rmtz1 mem-
leke ait olm1yacak ve f' nun i~inde bulundugu mem­
leket k1rmmya boyanam1yacakhr. Genelligi bozma­
dan bu memleketin siyaba boyanmt§ oldugunu kabul ede­
lim (§ek. 46) ' ' · Bu halde r nm hi~bir noktas1 siyab bir 
memlekete ait olamaz, yani l' y1 te§kil eden biitiin s101rlar 
mavi ve k1rm1z1 memleketler arasmdak1 s101rlardan ibarettir. 

1) ~ek . 46 da U bolgesindeki s1nir noktalann1n f¥&psalkar11 nok· 
talanndan meydana gelen -.izgiler gosterilmit bulunmaktadtr. 
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r nm bir tarafmda sa<lece k1rm1z1 memleketler bulundugu 
i~in diger yanmda sadece maviler bulunacakttr (harita re­
gtiler boyanmi§br). Mesela - 46 numaralt §eklimizde ol­
dugu gibi - U taraf mda k1rm1Z1, V tarafmda ise ma vi 
memleketlerin bulunmas1 gerekmektedir. 

$imdi U daki biitiin memleketleri maviye ve ayni za­
manda U' d~ ki biitiin m~mleketleri de siyaha boyayaltm, 

~ek. 46 ~ek. 47 
Fakat bu takdirde r ya her iki yandan ayn1 renkli, yani 
mavi memleketler degmi§ olur (§ek. 47). 1§ar~t edelim ki : 
bu boyama degi§ikligi esnasmda hi~bir e§renk nokta ~ifti 
zuhur etmez. \:iinki bir yandan U daki noktalarm mavi, 
bunlann U' deki ~apsalkar§1lari da siyah olmu§lar, ote 
yandan diger biitiin noktalarla bunlarm ~apsalkar§ 1lar1 
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renklerini degi§tirmemi§lerdir. Simdi artik r y• ve u ile 
U' niin i~ tarafmda bulunan biitiin memleketleri ataltm. 
Bu esnada liaritam1zm memleketllerinin toplam say1s1 aza­
lacaktir (zira l' muhakkak en az iki memleketi birbirin­
den aymyordu). 

Bu suretle hi~bir e§renk nokta ~if ti ihtiva etmiyen her­
hangi bir harita i~in, daha az say1da memleketi olan ve 
yine e§renk hi~bir nokta ~ifti ihtiva etmiyen bir K1 ha­
ritas1 in§a etmi11 olduk. Daha once No. 1 de tesbit etmi§ bu­
lundugumuz iizere, boylece teoremimiz isbatlanm1ll olur. 



, 
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<;OZOMLER 

1. Bu teoremi mat.,matiksel induksiyon ile isbatl1ya­
yacag1z 1>. Bir tane dogru ile te~kil edilen bir harita iki 
renkle reguler boyanabilir. Teorem n dogru i~in isbatlan­
m1~ olsun.Bu takdirde teoremin n+ 1 tane dogru i~in de cari 
oldugunu gosterecegiz. n + 1 dogrudan te~kil edilen bir 

l 

a) b) 

~ek. 48 

K haritasm1 gozonune alahm ve bir dogruyu, mesela l 
dogrusunu, atal1m. Bu halde farz1m1za gore iki renkle re­
guler boyanabilen bir K* haritas1 elde ederiz. Bu hari­
tay1 siyah ve beyaz memleketlere boyayahm. Bundan sonra 
evvelce kaldmlan l dogrusunu tekrar katahm. Bu dogru 
haritay1, herbiri iki renkle reguler boyanm1~ olan iki 
par~aya boler (~ek. 48 a ya bak). Simdi iki k1s1mdan bi­
rindeki butiin memleketlerin renklerini muhafaza edelim, 
diger k1s1mda ise siyah yerine beyaz, beyaz yerine siyah 
koyahm (~ek. 48 b ye bak). Bu esnada yar1m diizlemlerin 
herbiri reguler boyanm1~ olarak kahr; eger K haritasmm 

1) Bu husust ll I. S. SOMINSKl'nin dilimize ~evrilerek bu seride 
yayamlanan «rnatematiksel indiiksiyon metodu• edli kitapc1t1na ba• 
k101z. 
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kom§U iki memleketi ayri yaridi.izlemlerde bulunurlarsa, 
bu hal, bu memleketlerin dogrunun bir parc;as1 boyunca 
sm1rda§ olduklarm1 ve K'~ baritasmm herbangi bir mem­
leketinin dogru taraf mdan boltinmesile ortaya y1km1§ bu­
lunduklarm1 ifade eder. K'-' m bu memleketi herhangi bir 
renkle boyanm1§t1 ; bunun iki memlekete boli.inmesinden 
sonra paryalardan birinin rengini degi§tirmi~tik. Dolay1-
sile, hakikaten bu balde de K haritas1nm kom~u iki mem­
leketi f arkli renklerle boyanm1~hr; boylece regiiler bir bo­
y a ma elde etmi§ oluruz. T eorem n = 1 ic;in caridir ; isbat­
lamlana gore 1 + 1 == 2 dogru iyin, 2 + 1 = 3 dogru v .s. 
iyin, dolay1sile herhangi bir say1daki dogru iyin de cari olur. 

2. Bu problem hpk1 yukardaki gibi matematiksel in­
diiksiyonla yozi.ilebilir. Bununla beraber biz boyle yapma­
y1p (fakat bunu okuyucuya faydah bir ekzersiz olarak tav­
siye ediyoruz) §U di.i§i.in­
ceye gore hareket edece­
giz. Di.izlemin paryalan-
d1g1 her bolg¢ iyin, bunun O 
c;emberlerimizden kay ta­
nesi ile yevrildigini saya­
lim (§ek.5 deki harita iyin 
bu say1m1n neticesi '?ek. 
49 da verilmi§tir). Kom~u 
bolgelere tek~bi.il eden sa- ~ek. 19 

yilann daima 1 kadar far-
kettigine dikkati yekelim. Geryekten, eger A ve B kom§u 
bolgeleri bir C yemberinin bir yay1 ile ayr1lm1~ iseler, bol­
gelerden biri C nin ic;, digeri de di§ k1smmda bulunacak­
tir ; fakat C den farklt diger her yembere gore A ve B 
bolgelerinin her ikisi de ayni zamanda ya ic;de veya d1~da 
bulunur. $imdi renklerden biri ile tek numarah, digeri ile 
de yift numarah memleketleri boyarsak haritam1zm regi.i­
ler bir boyani§lnl elde ederiz. 

3. Bu numaralamada herbir i.iygenin ko~eleri 0, 1, 2 
rakamlari ile i§aretlenmi§tir. Uygenin kenarlari boyunca 
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0 dan 1 e, 1 den 2 ye ve 2 den 0 a dogru olan yonlerde 
oklar c;izelim. Boylece her iic;gen belli bir yon (dolanim 
yonii) kazamr. Bu iic;genler saat ibreleri yoniinde ve saat 
ibrelerinin ters yoniinde olmak iizere yonlenmi!l iki tipe 

2 

~ek. SO ~ek. Sl ~ek . 52 

aynlabilir (~ek. 50 ve 51). Birinci tip iic;genleri heyaza, 
ikinci tipleri de siya~a boyayahm. lki kom~u iic;gen daima 
birbirine zit yonlii olduklarmdan (§ek. 52 ye bak) regii-
ler bir boyama elde ederiz. • 

4. Tersini kabul cdelim ve haritamlZI siyahla beyaza 
regiiler boyayahm. Boylece s1mr say1lan n1 , n2, ... , n,. 
olan k tane beyaz memleketle, smtr sa}"1lar1 ni , ni, ... , n' 
olan l tane siyah memleket elde edilmi~ olsun. Her smtr 
yalmz bir beyaz memleketle yalntz bir siyah memlekete 
aittir ; o halde, sm1rlar1n toplam say1s1 g ile gosterildigine 
gore, 

g = n1 + n2 + · · · + n1r = n'1 + n; + · · · + n,' 

bagmtts1 caridir. n1, n2 , ••• , n1r ; n~ , n;,. : . , n,' saytla­
rmdan k + l - 1 tanesinin m ile boliinebildigi biliniyorsa, 
bu denklemden hepsinin m ile boliinebilecegi c;1kar. 

5. ~ek. 53 de haneler, ahn sii:-iilmii~ oldugu s1ra iizere 
numaralanmt§lard1r. 

6. Bu hususta ~ek. 53 ve 54 e bakm1z. Burada 25 ha· 
neden meydana gelen satranc; tahtasmm regiiler bir boya-
01~101 elde ettik. Diger berhangi satranc; tahtalart iizerinde 

·ayni !iekilde regiiler bir boyama elde ederiz. Netekim bir 
satranc; tahtasmm iki renkle regiiler boyanm1!} olmas1 ha­
linde at, her hamlede bir rengin bir hanesinden diger ren-
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gin bir hanesine siiriiliir. Bu sebepten, biitiin haneler 
atm herbir hanoye sUrUlmii§ oldugu s1ra iizere numaralan• 
d1g1 takdirde, yift numaralt haneler renklerden birini 

7 12 17 22 5 

18 23 6 11 18 

13 8 25 4 21 

24 19 2 15 10 

1 14 9 20 3 

~ek. 53 Sek. 54 

(mesela siyah), tek numarah olan biitiin haneler ise renklerden 
digerini (mesela beyaz) alirlar. Tersine olarak yift nu­
marali haneleri siyaha boyarsak, neticede dogrudan dog­
ruya onceki boyamaya cloner, yani regiiler bir boyama 
elde ederiz. 

1. Hay1r, bu imkans1zd1r. Tahtay1 iki renkle regiiler 
boyayahm ve hanelerini atm siiriilmU§ oldugu s1ra iizere 
numaraliyalam. Birinci hane l, so· 
nuncusu 49 numarasm1 alacak, do­
lay1sile her ikisi de ayni rengi 
haiz bulunacakd1 r ( <;iinki bun­
lar tek numarali hanelerdir ; bir 
onceki problemin <;oziimii ile k§t.). 
Halbuki kom§u iki hane daima 
farkla boyanm1§tir. 

8. Tahtam1Z1 iki renkle regii­
ler boyayahm. Bu boyamada S ha-
nesi beyaz rengi alsm (§ek. 55 e Sek. 55 
bak). At bu haneden y1k1p tahtay1 
dola§ml§ ve biitiin haneler atm siiriilrnii§ oldugu s1ra iizere 
numaralanm1§ olsayd1, tek numarali haneler beyaz rengi al1r-
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lar (problem 6 nm c;oziimii ile k§t.) ve bunlar 1, 3, 5, ... ,49 
haneleri olurlardt. Buna gore beyaz bane say1sm10 (~ek. 
55 den goriildiigii gibi) 24 degil, 25 olmas1 gerekirdi. 

9. Atm her siiriilii§iinde iizerine vard1g1 hanenin rengi 
degi§ir. 0 halde at c;1k1§ hanesinin rengindeki bir haneye 
(verilen halde c;1k1§ hanesinin bizzat kendisine) var1rsa, 
c;ift say1da atlama yapml§ olur. 

10. Kalenin her hamlesi yerine bir han eden komllu bir 
haneye yaphg1 bir seri ad1mlar (kiic;iik hamleler) almabilir. 
Kalenin bu §ekildeki her basit hamlesinde vard1g1 hanenin 
rengi degi§ir Satranc; tahtasinm dola§1lmasmca kale 63,yani 
tek bir say1da basit ham le yapar. Buna gore son olarak c;1-
k1§ hanesinden farklt boyanml§ bir haneye varir. Halbuki 
Ave B haneleri ayni renktedir. 

11. Hay1r, bu imkans1zd1r. Bir domino ta§•, her biri 
iizerinde 7 tane 0, 1, 2 , 3, 4, 5, 6 say1larmdan biri i§a­
retlenmi§ clan iki k1sma boliinmii§tiir. Bu say1larm iki§er 
iki§er te§kil ettikleri say1 c;iftleri kadar la§ vardrr. Oiger 
say1larla gruplamalarda bir say1 alh defa goriiliir; bunun 
d1§mda bu saymm her iki k1s1mda bulundugu yalniz bir 
ta§ vard1r. 0 halde bir say1 topyekan sekiz defa goriiliir. 
Domino ta§lan zincirinin te§kiHnde daima e§it say1h yan­
lar birbirile birle§tirildiginden, n c;ift bir say1 olmak iizere, 
her say1, zincirin ic; k1smmda n defa, uc;larmda ise 8-n, 
yani yine c;ift bir say1 defa gori.iliir. Netice olarak bir say1 
ya hic;bir uc;da goriilmez (s1f1r c;ift bir say1d1r) veya her 
iki uc;da ayni zamanda goriiliir. 

12. Herhangi bir zamanda yer yiizi.inde ya!}amt§ bulu­
nan insanlarm say1s1 N, bunlarm el s1kma say1lar1 da m 
olsun. Herkesi numarahyaltm vc k-ymc1 kimsenin el s1kma 
say1sma n1c diyelim. 

k-ymc1 kimse l-yincinin elini s1km1~ ise, bu el s1kma hem 
n1c, hem de n1 say1s1 ic;inde say1lmt§ bulunmaktad1r. 0 halde 

S = n, + n 2 + n3 +· · ·+ nN (N terim) 

toplam1 ic;inde de her el s1kma iki defa say1li~11§ olur ve 
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S -2m 

dir. Halbuki bir takim tam sayalarm toplam1 c;ift ise, te­
rimlerden tek olanlarm say1s1 da c;;ifttir. 

13. Toplanhdaki biitiin iiyeler tek say1da tanid1k eli 
s1km1ll olsalard1, 225 kirnseden (225 tek bir say1d1r) herbiri 

$ek. 56 $elc:. 57 

tek say1<la el s1km1~ olurdu. Bu ise bir onceki problemle 
(orada N = 225 alm1rsa) c;;eli§me halindedir. 

14. Bu miimkiin olsayd1, her nok· 
tada iic;; tane baglama c;;izgisinin ba~la­
mas1 gerekirdi. Nokta say1sm1 (be§) 3 
ile c;;arpmca, her c;izginin iki uc;; noktas1 
oldugundan, c;;izgiler say1smm iki katm1, 
dolay1sile c;;ift bir say1y1 elde etmemiz 
icabederdi. Fakat bu 

5.3 = 15 
olup tek bir say1d1r. 

$ek. 58 

15. Miimkiin c;;oziimlerden biri: a) ic;;in §ek. 56 dan, b) 
ic;;in de §ek. 57 den goziikmektedir. 

16. k1 + k2 + · · · + k,, toplammda her sm1r iki defa 
say1lm1!lhr ; c;;iinki bunlar uc;; noktalarmm her birinin ge­
~erliklerinde hesaba kablm1~lard1r, (uc;; noktalarm c;;ah~­

mas1 halinde de bu sm1r, miitekabil ko§e noktasmm ge­
c;;erliginin say1mmda iki defa say1hr). 
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17. lddia problem 16 dan y1kar. Bir takim tam say1lann 
toplam1 yift ise, toplamda tek say1 olan terimler c;ift bir 
say1da bulunur. 

$ek 59 $ek . 60 

18. a) , bl ve c) iyin mtimkiin yoziimler §ek. 58, 59 
ve 60 dan goztikmektedir. 

19. n 1 + n 2 + · · + n 11 toplammda her sm1r iki defa 
bulunmaktad1r; zira bunlardan herbiri her iki kom§U mem­
lekete de aitdir. 

20. T1pk1 problem 17 nin problem 16 dan c;1khg1 gibi, 
bu da problem 19 dan elde edilir. 

~ek 61 .. $ek 62 

21. ~ek 61 ve 62 ye bak. 
22. Haritam1z1 iki ren'de regiiler boyayalsm(§ek.63 'e bak). 

Memleketleri kalenin stiriilmti§ oldugu s1ra iizere numaralar­
sak,yift numaral1 biitiin memleketler bir rengi,tek numarah 
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memleketler de diger rengi alirlar; zira kale her hamlede 
hir renkteki bir memleketden oteki renkteki birine var1r 
(problem 6 nm c;oziimu ile k~t.). Hepsi 21 tane olan mem-

a b 

a 

$ek. 63 

leketlerden 11 tanesinin tek (1., 3., ... ,21.), 10 tanesinin de 
c;ift numaralt olmas1 gerekirdi. Halbuki burada 12 siyah 
¥e yalmz 9 tane de beyaz memleket bulunmaktad1r. 

$elc. 65 $elc 66 

23. Herhangi bir ko~e noktasmm tek bir gec;erligi haiz 
olmas1 halinde, bu ko~enin ait bulundugu memleketler bile 
iki renkle regiiler boyanamazlard1 (~el<.. 64). 
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24. Kalemizin yolunu gozoniine alal1m ( ~ek. 65 de ~izgi 
~izgi gos'terilmi7 yol takip ediliyor). ~imdi haritanm, yo­
lumuzun dt!jtnda kalan k1sm1n1 ataltm, fakat yolu bari­
taya dahil ed~lim. Boylece ~ek. 66 da ~izilmi~ bulunan 
yeni bir harita elde ederiz. Bu haritanm biitiin i~ nokta­
lar1, hipotez geregince, ~ift ge'Yerligi haizdir; kalenin yolu 
ile eski haritaya ait sm1rlar1n kesi§me noktalarmdan iba­
ret olan dt§ kol}C noktalannm ge~erlikleri ise . diir. Fa­
kat yalniz ~ift bir say1da tek ge~erlikli ko§e noktas1 mev­
cut olabilmesi yiiziindcn ·problem 1 7 ye l ak) kale, kendi 
yolu iizerinde i;ift bir say1da smm a~mak zorunda kal1r, 
yani 'Yift bir say1da hamle yapml§ olur. 

25. S0 dan t;ikan kalenin her rr.eml, kete l ir defadan 
fazla ~iiriilmedigi hal bi1 az once i;roblcm '.l:4 de bahis ko-

c 

b nusu edildi. $imdi kale 
herhangi bir S 1 memleke­
tine iki defa siiriilsiin, ya: 
ni bu memleketde bizzat 
kendi yolunu kesip ge~­
sin (§ek. 67 ye bak). 
S 0aS1 par~asmdaki hamle 
say1s1 p ye, S 1bS1 iizerin­
deki q ya S 1cS0 par~as1 
iizerindeki de r ye el}it 
olsun. p + q + r nin ~ift 

So 

~ek. 67 

a 

oldugunu gostermek gerekiyor Problem 24 e gore q ~ift­
tir; S,,aS1cS0 yolu da problem 24 iin hipotezini ger~ek­
lediginden P+ r de ayni l}ekilde 'rifttir. Buradan p+q+r 
nin 'rift oldugu 'rlkar. Eger kale bir yuine iki ilrrikten 
ge~iyorsa, bunlardan birini - mesela S 1bS1 i - terkede­
rek, biraz once gozoniine ald1g1m1z bali elde ederiz; yine 
problem 24 e gore S1bS1 ilmiginin ge'rilmesi i~in ~ift bir 
say1da hamle gerekir ; o halde biitiin yol i'rin de ~ift bir 
say1da hamleye ihtiya'r vard1r. Bu suretle neticemiz her­
hangi bir say1da ilmik i~in de isbat edilebilir. 
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26. lkinci yol ters yonde katedilirse, S 1 den So a q 
hamlede var1lacakhr. Eger S0 dan S, e birinci yoldan 
yiiriiniir ve bundan sonra S., a ikinci yol ters yonde gi­
dilerek varihrsa, boylece S11 a p + q hamlede ulal}1lm1lJ 
olur. Problem 25 e gore p + q iyift bir say1dir ve dola­
y1sile p ve q nun ya her ikisi de iyift veya her ikisi de 
tektir. 

27. B i r i n c i m e t o d . Kalemiz herhangi bir S0 

memleketinden iy1karak haritam1z iizerindeki memleketleri 
birinden digerine gec;erek dolalJmaktadtr. Bu esnada mem­
leketler;kalenin siiriildi.igii s1ra iizere numaralamyor.Bu ara­
da kalenin bir memlekete veya ba~kasma iki veya daha fazla 
siiri.ilmiilJ olmas1 miimkiindiir. Bu takdirde bah is konusu olan 
memleket bir degil, iki veya daha fazla numara ahr. Prob­
lem 26 ya gore bu numaralarm ya hepsi iyif t veya hepsi 
tek olacaktrr; buna kar§tltk komlJU memleketlerin numa­
ralari tek bir say1 kadar farkederler. Ger~ekten S 11 dan 
S, e p hamlede var1ld1gma ve s~, S 1 ile sm1rda~ oldu­
guna gore, S 11 dan S 2 ye p + 1 hamlede ula§rlabilir. Bu­
na gore eger p + 1 iyif t ise, S0 dan 52 ye gotiiren biitiin 
yollar ic;in iyift bir say1da hamleye ihtiyaiy vard1r - ve tersi 
de dogrudur. 0 halde p tek ise bu hamle say1s1 crift, p 
c;ift ise hamle say1s1 tektir. Kale biitiin memleketlere sii­
ri.ildiikttn sonra harita iizerinde tek numarali memleketle­
rin hepsini bir renkle, c;ift numarah olanlar1 da ha§ka bir 
renkle boyarsak, hakikaten regiiler bir boyama elde ederiz. 

l k i n c i m e t o d. Haritam1zm sm1rlan ve ko§e nok­
talart boyunca hareket edelim. Bu esnada bir smm yiirii­
yiip herhangi bir ko§e noktasma gelince, bu kolJe nokta­
sindan c;1kan (geiytigimizden farkl1) ba~ka bir sm1ra geiye · 
rek harekete devam edelim. Haritam1zda 1 gecrerlikli hiiy­
bir nokta bulunmad1g1 iiyin, ula~mt§ bulundugumuz her kolJe 
noktasmdan harekete devam edebiliriz. Boylece iizerinde 
daha once bir defa bulunmulJ oldugumuz, mesela bir A, 
ko~e noktasma tekrar gelinceye kadar gitmi§ olahm. A 
noktasmdan yine bu noktaya geri donene kadar katedil-

F. 4 

,, 
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mii; olan bu yol kendi kendini hic;bir yerde kesmiyen b" 
kapah c;izgi te~kil etmekte olup, bunu haritam1zdan sil 
lim. Bu esnada ko!je noktalarmm gec;erlikleri ya hie; d 
gii;mez {nokta yukar1da belirtilen c;izgi iizerinde degilse 
yahut da 2 kadar azahr (bu arada gec;erligi 2 olan ba 
noktalar yok olabilir de). Boylece ortaya c;1kan barita iiz 
rinde yeniden, sm1rlardan tei;kil edilen, kendi kendini hi~ 
bir yerde kesmiyen kapal1 bir c;izgi aray1p bulahm ve bu 
nu da ayni i;ekilde silelim. Bu ii;leme miimkiin oldugu mild 
detce devam edelim. Neticede koi;e noktalarmm hepsi d 
~ift gec;erligi haiz, yukarda belirtilmit olan ve dttzlemi da 
ima iki k1sma bolen i;evrelerin birbiri iizerine konmasile 
bpkt i;ek. 5 de c;emberlerin birbiri iizerine konmasile eld 
edilen haritaya benzer, bir harita elde edilebilir. Proble 
2 ye benzer fekilde bu c;e~it bir baritanm iki renkle re• 
filler boyanabilecegi isbatlanabilir. 

I h t a r. Benzer diitilncelerle, kote noktalannm heps 
~ift ge~erlikli bir baritanm bir kalemde, yani c;izim esna 
smda kalemin ucunu kald1rmaya ve bic;bir smm iki def 
c;izmeye liizum kalmaks1zm c;izilebilecegini gostennek zor 
degildir. Genel olarak, bir egri tebekesi ik i halde bir ka• 
lemde c;izilebilir ; bunun ic;in : ya biitiin kote noktalaranan 
gec;erlikleri c;ift olmah veya tek gec;erlikli tam iki tan 
kote noktasa bulunmal1dir (fakat bu takdirde ~izgiyi bu 
iki. noktadan birinde batlat1p digerinde bitirmek gerekir). 

28. Bu problemin c;oziimiinde, ya problem 1 deki gibi 
matematiksel induksiyonu kullanabilir veya problem 2 nin 
~oziimiindeki metodu uygulayabiliriz. Burada c;oziimiin !je· 
mas1m ikinci metoda gore veriyoruz. ~ekillerimizden (ki· 
ri!1le birlikte i;ember) herhangi birini alal1m Bu 1ekil diiz­
lemi ii~ k1sma ay1rmaktad1r. Haritam1zm bu k1s1mlal'.da11 
birindeki biitiin memlekelleri O numarasm1, ikinci kasamda 
bulunan biitiin memleketleri 1 numarasm1, iic;ilncii k1s1m· 
daki biitiin memleketleri de 2 numaras1m alsmlar. Bunu 
biitiin tekiller ic;in yapahm. Boylece her memlekete n tane 
numara diii;er. Bunlari tophyal1m ve bu toplamm 3 ile bo-
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lilmiindeki kalani alalim. Bu kalanm 0 oldugu memleket· 
ler beyaz renge, kalam 1 veya 2 olanlar da k1rm1z1 veya 
siyaha boyansm. Simdi tipb problem 2 deki gibi, ooylece 
elde edilen boyamanm regiiler oldugu kolayca gosterile­
bilir. 

29. Tahtanm bir kenari m tane altigenden te~kil edil­
mi~ olsun. Tahtanm 6 kenanm te~kil eden 6(m-1) tane 
haneyi kald1rahm. Boylece ayni ~ekli haiz, fakat kenarlan 
sadece m -1 alhgenden ibaret bir tahta elde ederiz. Bu· 
na gore, tahtam1zm hane say1sma S,,. dersek, 

Sm-= 6 (m -1) +Sm-I 
bagmbs1 cari olur. Ayni §ekilde 

S,,,_1 =6 (m-2) + S,,,_2, 
S,,._2 = 6 (m - 3) + S,,,_s , 

elde edilir. Buradan 

S 2= 6·1+S1 
S1 =1 

Sm =6{m-l) + 6(m-2) + · · ·+ 6·1+1 = 
= 1+6 [1 +2+ · · · + (m - 2) + (m -1) J 

~tkar. Halbuki 
(m - l) ·m 

1+2+···+(m-2)+(m-1)= 2 

dir 1>. 0 halde kesin sonu~ 
(m -- l)·m 

S,,,=1+6 
2 

=3m2 -3m+l 

dir. 
30. Sek. 69 a bakm1z. 
31, Kenarlarmm herbiri ii~ alhgenden ibaret bir tahta 

i~in i.i~ renkle regiiler bir boyama elde ettik (~ek. 69 ve 

1) Mesela bu yay1m serisinde, B. NATANSON'un «sonsaz kiic;iilc 
biiyiikliiklerin toplam1• veya I. S. SoMINSKr'nin •matematiksel indiilc­
siyon metodu• na bak. 
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70 e bak 1l). Ayni §eyi herhangi bir tahla i~in de elde ede­
riz. Gerc;ekten iic; renkle regiiler boyanm1§ olan bir tah­
tam1z oldugunu kabul edelim. Bu halde deve, kirmlZI ha­
neden beyaza, beyazdan siyaha, siyahtan da tekrar k1rm1z1 
haneye v. s. gitsin (§ek. 19 ve §ek. 2J ile k§t.). ~imdi 
deve kendi yoluna merkezdeki k1rmm haneden ba§lar ve 
biz de g-ec;ilen hanelerin renk s1rasm1 kaydedersek (k = 
k1rm1z1, b = beyaz, s = siyah) 

kbs kbs kbs kbs kbs kb ... 

dizisini elde ederiz. 0 haldc devenin gittigi yoldan ba­
g1ms1z olarak (saclece bu yolun kirmm bir haneden ba§-

$ek 69 $ek. 70 

lamas1 kabulii ile) numara!art 3 ile boliinebilen biitiin ha­
neler siyah, numaralan 3 ile boliimde 1 veya 2 kalanm1 
verenler ise k1rmtz1 veya beyaz olacakl1r. 

0 halde ger~eklen problem 31 in ifadesinde tarif edil­
mi§ olan boyama, burada onceden regiiler boyanml§ ola­
rak ald1g1m1z tahlamn boyam§t ile ~ak1~acaktir (problem 
6 ile k§t.). · 

32. Deve kencli yoluna mesela siyah bir haneden ba§­
liyorsa, devenin siiriilmii§ oldugu hanelerin renk <lizisi §U 
goriiniiite olacaktir (bir onceki probleme bak): • 

1
) $ek. 70 de k1rm1z1 renk yntay taram11 ile i~aretlenmi~tir . 

• 
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skb skb skb skb ·· · 
Bu dizinin peryodu ii~ terimden ibarettir ; o halde deve 
~1k1.j haoesinin rengindeki bir haneye (ozelikle bizzat ~·­
kif hanesine) ancak ve ancak onlar arasmda yap1lan hamle 
say1sm1n ii~iin bir kab olmas1 halinde varacaktir. 

33. 19 haneden ibaret bir tahtay1 (.jek. 70 e bak) do­
la,mak i~in deve 18 hamle yapmak zorndad1r ; yani hamle 
say1s1 ii~iin bir kattd1r ; bu yiizden de deve en sonunda 
~1k1!j hanesi ile ayni renkte olan bir baneye varacakbr. 
Dolay1sile deve, bu renkteki banelere diger renktekilerden 
daha s1k siiriilmii!j olacaktir. Halbuki ko,e banesinin 
rengindeki banelerin saym diger renklerden berbirindeki 
hanelerin say1smdan fazla degildir (,ek. 70 e bak). (Siyab 
ve beyazdan daha fazla k1rm1Z1 bane vard1r ; problem 30 
bu yiizden ~oziimlii idi ' . 

34. 3m2 - 3m + 1 haneli bir tabtay1 (problem 29 a 
bak) dola!jmak i~in deve 3 m2 - 3 m = 3 (m3 - m) bamle 
yapmak zorundad1r ve bu hamle sayts1 il~un bir kah ol­
dugu i~in deve son hamlede ~1k1, hanesile ayni renkte 
olan bir haneye varacaktir. 0 balde deve bu esnada ~1k1!j 
hanesine kom!ju bir haneye varamaz. 

35. o~venin son hamlesi, onu ~·kl!j banesinin rengin­
deki bir baneye gotiiriir. Dolay1sile bu renkte olan hane­
lerden, geri kalan iki rengin berbirindekilerden daha fazla 
bulunmas1 gerekirdi. Halbuki tahtam1z ilzerinde (!Jek. 20) 
21 siyah, 21 beyaz, 19 da k1rmm bane Nard1r. 

36. ,Sek. 71 ve 72 ye bak 1>. Regiiler bir boyama elde 
ederiz. 

37. Tabtam1z 25 baneden ibarettir. Ozerinde, soylen­
digi !jekilde dolatmak i~in 24 hamle gereklidir. Oeve her 
il~iincli hamlede ~1k1!j banesi renginde olan bir baneye ula­
flr (!jek. 72). Deve son hamle ile bak.ikatan ~1k1, hanesi­
nin renginde bir haneye var1rsa, bu renkteki hanelerin di­
ker renkteki hanelerden daba fazla bulunmas1 gerekir. Se-

11 ~ek. 72 de kirmm renk yatay tarama ile i1aretlenmi1tir. 
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kizgen hanelerimiz siyah ve beyaza boyanm1§lard1r; k1r­
m1Z1 dortgen hanelerden 9 tane, fakat diger iki renkte olan­
lardan yalmz 8 er tane vard1r. 

~ek 71 ~ek. 72 

38. Eger oklarm yonune dikkat etmezsek, iic;.genlerin 
kenarlar1 tizerinden, her keyfi ko~e noktasmdan diger her­
hangi bir ko~e noktasma varabiliriz. Simdi yolumuzu, bu 
hareket daima oklann yoniine uyacak ~urelte degi~tirelim. 

c Y olun bu ~ekildeki diizeltil-

~ek. 73 

mesi §Oyle yap1ltr : Bir kenar 
boyunca ok yoniinde gidiyor­
sak, yolu oldugu gibi b1rak1r1z. 
Fakat bir kenan ok yoniine 
kar§1 gec;.mi§ olmam1z halinde, 
bu kenarda kom~u iki ii<;gen­
<len birinin diger iki kenan 

tizerinden gec;.en yolu sec;.eriz (~ek. 73) ; A dan B ye gi­
den yol ok yoniine kar~1d1r ; bu yi.izden ya ACB veya 
ADB yolunu kullanmz. 

39. Evvela, burada bu teoremi, devenin kendi yolunu 
hic;.bir yerde kesmemesi hali ic;.in isbatlamanm yetecegi 
ac;.1ktir; zira yolun ilmiklenme hali hakkmda problem 25 
in c;.oztimiinden bilgi edinilebilir. 0 halde deve her nok-
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taya yaln1z bir~ defa ugrad1ktan sonra kendi v1k1~ nokta­
srna donmii~ olsun. ~imdi devenin yolu ile vevrelenen bol­
renin dJ§ tarafmda bulunanlarm hepsini silelim (§ek. 74). 
Boylece iki renkle~regiiler boyanabilen bir harita meydana 
gelir; zira devenin yoluna,bu yolun sagmda sm1rlanan biitlin 
U~genler siyaha, solunda~sm1rlananlar beyaza boyanm1§lar­
dir. 0 halde yolla sm1rlanan bolgenin i9 tarafmda bulunup 
Yola smm olan biitiin iivgenler ayni renkli olurlar ve eger 
holgenin i~ taraf1 i~in bundan farklt bir renk daha kulla­
nirsak, regiiler bir boyama elde ederiz. 

Boylece meydana gelen~ harita i~indeki biitiin memle­
ketler hep iivgen olduklanndan, problem 4 uyarmca, bol-

!?ek. 74 

genin di§ k1smmdaki memleketin sin1r say1s1, yani deve­
nin yolu ile ~ak1§an kenarlarm say1s1, isbat edilmek is­
tendigi gibi, 3 ile boliinebilir. 

40. B den A ya giden yard1mc1 bir yol arayahm (boyle 
hir yol problem 38 e gore bulunabilir). Devenin bu yolu 
ge~mesi i~in r hamleye ihtiya~ bulunsun (§ek. 75). 0 hal­
de problem 39 a gore p+r, 3 ile boliinebildigi gibi q+r 
de 3 ile boliinebilir. Buradan 

(p + r) - (q + r) = p -q 

nun 3 ile boliinebildigi vikar. 
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41. Herbangi bir ko~e noktasm1 A ile gosterelim. B 
herhangi ba§ka bir ko$e noktas1 olsun. Deve Adan Bye ge­
nel olarak birbirinden farkli bir\:ok yollar i.izerinden va­
rabilir ve herbir yola belirli bir hamle say1s1 di.i~er. Fa­
kat problem 40 a gore btitUn bu say1lar 3 ile boltimde 
ayni kalani verirler. Bu kalam B ko~e noktasmm numa­
ras1 olarak alal1m. Diger btittin ko~e noktalar1 i\:in ayni 
§eyi yaparsak, ko$e noktalari 0, 1, 2 rakamlari ile numa­
ralanm1~ olurlar. $imdi kom~u ko§e noktalannm farkh nu­

maralan haiz oldugunu 
gosterelim. 8 1, B-:. boyle 
iki nokta o lsun ve bunlar 
mesela B 1 den 82 ye dog­
ru yonlti bir okla birbi­
rine baglanm1~ bulunsun­
lar. Deve A dan 8 1 e p 
hamlede vanp 8 1 B, oku 
yontinde bir hamle yap­
sm; boylece B2 ye ula§1-

Sek. 75 l1r. 0 halde A Clan B 2 ye 
p I- 1 hamle ile vanlabi­

lir. Halbuki p ve p + 1 say1lar1 3 ile boli.imde farkh ka­
lanlar verirler. 

42. K normal baritasma dtial K* haritasrni in~a ede­
lim. Dual haritalar arasmdaki 4. bagmhsma gtire K* ticr­
ko§elerden meydana gelir. s. 22 de verilen teoreme gore 
K haritas1 ancak ve ancak Kt. m k<:i§e noklalarmm U\: ra­
kamla regiiler numaralanabilmesi halinde tier renkle regti­
ler boyanabilir. Fakat tier ko§elerden ibaret K* haritas1-
nm ko§e noktalarr da ancak ve yalniz biziat ticrko~eler 
iki renkle regtiler boyaoabilirse (s. 18 e bak) veya, ayni 
§ey demek olan, K* haritasmm btitun ko~e noktalan crift 
gecrerlikli ise, us: rakamla regtiler numaralanabilir. Hal­
buki bu §artlardan sonuncusu K haritasmm her memle­
ketinin \:ift sayrda smrri (dual haritalar arasmdaki 4. ba­
gmhs1} ha1z olmas1 §artma denktir. 
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Boylece iddiam1z isbatlanm1~ olur. 
Aslmda bu isbat yalmz bag1ml1 haritalar •\:m caridir. 

Ger\:ekten yalmz bu halde zorluklarla kar!Jila§madan dual 
haritaya ge\:ebiliriz. Bununla beraber teorem bag1mli ol­
m1yan haril:alar i\:in de caridir. Bunu, haritamn tamamen 
ayr1 iki k1sma boli.inmii!J oldugu hal i\:in isbathyahm. Mem­
leketlerinin hepsi de \:ift bir say1da ko§e noktasm1 haiz 
olan ve bag1ml1 olm1yan K n0rmal haritasmda aymc1 
memleket S olsun (§ek. 76). K haritasmm boliindiigi.i K' 
ile K ' haritalarm1 ayr1 ayn (§ek. 77 a ve b) gozoniine ala­
hm. Bu haritalardan herbiri bag1mhd1r. K' ve K • harita-

~ek. 76 

larmm biitiin memleketleri - · belki de S' ve S" niin is­
tisnas1 ile - bipoteze gore \:ift say1da ko§eyi haizdirler. 
K' haritasmda (tipk1 K" haritasmdaki gibi) tek say1da 
smm haiz yalmz bir tane memleket mevcut olam1yacagm­
dan (problem 20) S' ile S' de \:ift say1da ko§e noktas1m 
haizdirler. Heniiz isbatlanm1§ olan teoreme gore K' ve K' 
haritalar1 iii; renkle regiiler boyanabilir. Bu esnada sadece 
s ve S" niin ayni renge boyanmasma dikkat etmek re­
rekir. Bu takdirde ise K haritasmm da ii~ renkle regiiler 

I 
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boyanabilecegi ac;1kt1r. Haritanm iic;, dort ve daha fazla 
k1s1mlara boliinmii~ olmas1 halleri ic;in teor.!m benzer ~e­
kilde isbatlanir. 

43. Her sm1ra, ay1rmakta oldugu iki memleketin nu­
maralar1 toplammt numara olarak tekabiil ettirelim. Bu 
esnada iic; tane (0, 1), (1, 0) veya (1, 1) numaralarmdan 
biri elde edilecektir; zira iki numaranm toplam1 ancak her 
ikisinin ayni olmas1 halinde (0, 0) a e~ittir. Bu numara­
lama regiilerdir, c;iinkii: a, b ve c herhangi bir ko~e nok­
tas1nda birbirine dokunan memleketlerin numaralan oldu-

b) 

a) 

~ek. 77 

guna gore, bu ko~e noktasmdan c;1kan s1mrlar a+b, a+c 
ve b + c numaralarm1 haizdir. Fakat b :/= c oldugu ic;in 
a+b::f=a+c dir. Ayni §ekilde a+b::f=b+c ve a+c+b+c 
dir. (a, b, c harfleri ile (0, 0}, (0, 1), (I, 0) ve (1, 1) 
c;iftlerinden geli§i giizel alman iic; tanesini gosterdik). 

44. Kalen in her haneye bir defadan fazla siirii lmemi§ 
oldugu hali gozoniine almak kafidir. Genel hal ic;in hpk1 
problem 25 deki gibi hareket edilir (eger kale ilmikler ya­
p1yorsa ve her ilmik iizerinde numaralar (\J,0) a e1it ise,bu yol 
iizerindeki biitiin numaralarm toplam1 da (0,0) a e11itir). 
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Kalenin yolu tarafmdan c;evrelenen (§ek. 78 de yo) ke­
sikli c;izgi ile c;izilmi§tir );bolgenin ic; k1smmda A1 , A~, ... ,A. 
ko§e noktalan bulunsun. Her ko§e noktasmda kaVU§an s1-
n1rlar1n numaralari toplanacak olursa, (0, 0) elde edilir. Bu 
denklemi A1 , A2 , ••• , A 0 ko§e noktalarmdan herbiri ii;in 
Yaz1p bunlar1 taraf tarafa tophyal1m. Sag tarafta (0, 0), 
sol tarafta ise u~larmdan biri veya her ikisi kale hamle­
leri ile ~evrilmi~ bolge ii;inde bulunan biitiin s1nirlarm top-

____ f!f,J 
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/" (0.1J_J_{1,1)--l._ . \_, ,J 

/ /' r1.oz Eo.TJ.'--
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\ 0 01 t1,1J.....t_ 1. ~', 17,r!,0 1J , X . 10,1---....,,,0; . ,,/ 
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-------------r-
~t"k. 78 

lanu elde edilir. Bu esnada UC(larindan her ikisi de bolge­
nin ii; tarafmda bulunan sm1rlar iki defa, yalniz bir ucu 
bolgenin ic; tarafmda bulunan sm1rlar ise bir defa say1l­
hll§lard1r. Birincilerin numaralari toplam1 x e sonuncula­
rtnki de y ye e§it olduguna gore 2x+y = (0, 0) d1r. Hal­
buki her numara iC(in 2x = (0, 0) idi; buradan isbah iste­
nen y = (0, 0) c;1kar. 

45. B i r i n c i m e t o d . Herhangi bir S memleketi 
lec;ip buna (0, O) numarasm1 tekabiil ettirelim. Kaleyi, bu 
haneden c;1karak her memlekete bir defa olmak iizere 
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haritanm biitiin memleketlerine siirelim. Kalenin S den 
~1kan ve verilmi~ diger bir Q hanesine giden yolu iize­
rinde kestigi biitiin smirlarm numaralarim tophyalun; bu 
toplam a olsun. a y1 Q hanesinin numaras1 olarak kayde­
delim. 

~elc. 79 

Evvela hanelerin bu 
numaralam~mm, haritanm 
dola§1lma tarzmdan ba­
g1ms1z olduguna kanaat 
getirelim. S den keyfi bir 
Q hanesine iki yol iize­
rinden varm1~ oldugumu­
zu kabul edelim (ijek. 79). 
SmQ yolu iizerindeki s1-
mrlarm numaralar1 topla­
m1 a, SnQ yolu iizerin-
dekilerin deb olsun. Prob­

lem 44 e gore SmQnS yolu iizerindeki smirlarm numa­
ralari toplam1 (0, 0) a C§it oldugu i~in, buradan a+b = 
(0, 0) elde edilir. Halbuki iki numaramn toplam1 ancak 
ve ancak bu iki numaranm ayni olmas1 halinde (0, O) a 
e!}ittir; o halde a= b olup, Q tek tiirlii olarak a numa­
ras1m ahr. 

~imdi elde edilen numaralamamn regiiler oldugunu 
gosterelim. P ile Q, aralarmdaki s1nmn herhangi bir c 
numarasm1 haiz oldugu iki kom§u bane olsun ve S den 
p ye giden yol iizerindeki s1mrlarm numaralari toplama da 
a ya e!}it bulunsun; dolay1sile P, a numarasm1 haizdir. p 
den Q ya c numarah smm &lJarak varmz. O halde Q 
a+c numarasm1 haiz olup, a+c de daima a dan farkhdir. 

I kin c i met o d . Samrlar: 1, 2, 3 rakamlar1 ile nu-
marahyalam. Herhangi bir A noktasmdan ~1karak 1 numa­
rah smir boyunca gidelim ve hareketimize haritamn kolJC 
noktalari ve sm1rlar1 iizerinde devam edelim ; bu esnada 
her defasanda 1 numarah bir smm yiirudiikten sonra 2 
numarah bir sm1r boyunca gidelim ve eger 2 numarah bir 
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' 
sm1rdan geliyorsak harekete 1 numarah bir smtr iizerinde 
devam edelim Bu hareket, daba once uzerinde bir defa 
bulunmu§ oldugumuz bir B ko§e noktasma ula§ttg1m1z 
anda sona ersin. 

Ozerinde Bye vard1g1m1z s101r ya l veya 2 numaraltdtr. 
Numaralamanm regii!er olmas1 sebebile B ko§e noktas1 A 
ile craki§acaktir (B ko§e nok- 8 
tas1 A ile crakt§masayd1, B <le 

11 

~1r2 

kavu§an sm1rlarm numarala- / / 
ntit regiiler olmazda (§ek. 80)). 
Boylece 1 ve 2 numarala sm1r­
lardan meydana gelen yolumu­
zun, kapah ve hi\: bir yerde 
kendi kendisini kesmiyen bir 
egn oldugu goriilmii§ ol ur. ~ek. 80 

~imdi 1 veya 'i. numaralanndan birini haiz olan ve yukarki 
~evreye ait bu!unmayan herhangi bir smtr ·alahm ve bu­
nun iizerinde ayni !jekilde dolanm1ya ba§hyahm; boylece 
yeni bir egri e!de 
ederiz. Bu i~leme, 

daha yiiriinmcmi§ 1 
ve 2 numarah sm1r 
kalmayincaya kadar 
devam edelim. 

Boylece 1 ve 2 
numaralt s101rlar, ka­
palt ve kendi ken­
disini hi~ bir yerde 
kesmiyen egrilerden 
ibaret bir cgriler 
sistemi te§kil eder-

c 

o.-' p >--~---

II 

~ek. 8l 

ler. Bu egriler haritay1 herbiri birtaktm haneleri ihtiva 
eden M1, M~, ... , MP bolgelerine aymr. Eger 3 numaralt 
biitiin smarlar silinirse, s101rlar1 egrilerimiz ve haneleri de 
M1 , M2 , ••• , MP bolgeleri olan bir harita ortaya ~tkar. 
M1 , M2 , ••• , MP nin a ve b gibi iki renkle regiiler 
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boyanabilecegine dair olan isbat problem 2 den kelime be 
kelime nakledilebilir. $imdi 1 ve 3 numarali sm1rlardan 
meydana gelen benter bir egriler sistemini gozoniine ala­
lim. Bunlar da diizlemi, c ve d renkleri ile regiiler boyaya­
bilccegimiz N1 , N2 , •• • , N, bcilgelerine ay1rm1~ olsunlar. 
Esas haritanm her S memleketi M1 , M2 , ••• , MP bolge­
lerinden biri ic;inde olup, ya a veya b renklerinden birini 
ve bundan ba~ka N 1 , N 2 , ••• , N, bolgelerinden biri ic;inde 
bulunup, ya c veya d renklerinc!en birini haizdir. Buoa gore 
her memlekde (a, c), (cz, d), (b, c), (b, d) c;iftlerinden biri 
dii!jer. Memleketlerin bu ~ekildeki c;iftlerle numaralam~mm 
regiiler olduguna kolayca kanaat getirilebilir. 

46. Problem 45 e gore, bu haritanm sm1rlarmm iic; 
rakamla regiiler numaralanabilecegini gostermek kafidir. 
Devc, haritamn sm1rlar1 iizerinde her s101rdan komfu her 
sm1ra gec;ebilecek ~ekilde dola~sm. 1 numarasm1 tekabiil 
ettirccegimiz berhangi bir sm1rdan c;1karak numaralamaga 
devam edelim. a numarah herhangi bir AB s1nmm yilrii­
diikten sonra (~ek. 81) B ko~e noktasma ula,011, olahm. 
Bi.radan ya saga (BD iizerinel veya sola (BC iizerine) 
yilriimege devam edebiliriz. Sola ilerliyelim ; bu takdirde 
sm1r numaram1z 1 kadar degi,ecek, mesela artacak, yani 
BC sm1rma a+ 1 numaras1 verilecektir. Saga dondiiiu­
miiz takdirde ise a numaras1 1 kadar azahr yani BD 51• 
nmna a - 1 numarasm1 tekabiil ettirmemiz gerekir. Bu 
esnada genel olarak her sm1r bir degil, birc;ok numara ala­
cakhr (burada numara olarak ncgatif say1larm da gelebi­
lecegine dikkati c;ekelim). $imdi ayni bir sm1ra ait o lan 
biltlin numaralarm 3 ile boliimde ayni kalam verecegini 
gosterelim. (Bunu ba~arirsak, her sm1ra bu kalam teka­
biil ettirerek regiiler bir numaralama elde ederiz). lsbat 
11u yard1mc1 teoreme dayamr : 

Dene a numaralz bir sznrrd"'' frkarak .ekrar buna do­
niigor ve donii#e bu srmr b numarasrnr alryorsa, b - a 
farkr 3 ile bOliinebilir. 

Oevenin yolu g' tane sm1r iizerinden gitsin ve bu es-
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nada g 1 defa sol yana, g~ defa da sag )'ana donmege ka­
rar verilmi§ olsun (g' = g 1 + g2). b =a+ g1 - g2 oldugu 
ac;1khr ; o halde g1 - g2 nin 3 ile boli.inebildigini goster­
mek icabeder. Bilindigi iizere is bah, devenin hic;bir suim 
bir defadan fazla yiiriimedigi hal i~in yapmak kafidir. De­
venin yolu §ek. 82 de gosterilmi§tir (g' = 13). Bu yol iize­
rindeki ko§e noktalarmdan c;1kan, fakat yolun kendisine ait 
olmayan biitiin sm1rlar iki tipe ayrilir: Devenin hareket 

~ek. 82 

yoniinun sagmda kalanlar (say1lar1 g1 e e§ittir 11) ve solunda 
bulunanlar (say1lari i 2 ye e§ittir 1>). Devenin, yolunu saat 
ibreleri yonunde yiiriimesi halinde (§ek. 82) birinci tipteki 
s1n1rlar G bolgesinin ic; tarafmda, ikinci tiptekilerin hepsi 
de bu bolgonin d14 k1smmda bulunur (§Ck. 82 de g1 = 5 
ve g 2 = 8 dir). 0 halde devenin yoluna gore ic; tarafta 
bulunan s101rlarm say1s1 ile yine bu yola gore dtf yanda 
bulunan sm1rlarm say1lar1 farkmm 3 ile boliinebildigini 
gostermek icabeder. 

G bolgesinin i~indekilerle birlikte devenin yolunun 
kendisi iizerindeki kote noktalarmm say1s1 v, ayni bolge­
nin (bakikaten) i1t tarafmda bulunan smularm say1s1 g, , 
ve G ic;indeki memleketlerin sm1r say1lar1 da n1 , n2 , ••• , n. 
olduguna gore 

l) Bu esnada her iki uc; noktas1 da devenin yolu iizerinde bu· 
lunan bir sinir iki defa say1hr. 
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3 Tl= 2 (.~, + g') + g2 ' 

n 1 t-nJ+···+n.=2g,+g' 

bagmtilari caridir. (2) yi (1) den l(Ikar1rsak 

g' + g2 = 311 -- (n1 + n 2 + · · · + n,) 

(1) 

(2) 

elde edilir. Hipoteze gore n1 , n2 , ••• , n. say1larmm her 
biri 3 ile boliinebildigi ic;in g' + g2 de 3 ile boliinebilir. 
Fakat g' = g 1 + g2 oldugundan g1 + 2g2 ve ayni §ekilde 
g 1+2g2 - 3g2 -= g 1 - gi de 3 ile boliinebilir; isbata iste­
nen de budur. 

Burada bu yard1mc1 teoremin isbat1 \le,. yetiniyor ve 
problemin l(OZiimiinii okuyucunun kendisine b1rak1yoruz 
(isbahn §emas1 J9 clan 41 <! kadar olan problemlerdekinin 
aynid1r). 

47. Elde cdilen harita iizerinde her ko§e noktas1 4 
gec;erligini haiz<lir. Problem 16 ya gore 

4 · 6 = k, + kz + .. · + k 6 = 2 g 

olup, buradan g-= 12 c;1kar. 

Harita bag1mlid1r. Bag1mli olmasayd1, biitlin ko!ie nok­
talarmm say1s1 6 ya e!lit oldugundan, boliinmii§ oldugu 
parc;alardan en a1. birinin ko~e noktalan 4 den az olurdu. 
Ote yandan bu parl(a tamamen ayr1 oldugundan, kendisi­
nin her ko§e noktas1 ayni parl(anm yalniz bir noktasma 
bagh olabilir<li. Bu ise, her ko§e noktasmm tam dort tane 
diger ko§e noktasma bagli olmas1 gerekc;esi ile l(eli§me 
halindedir. 

Harita bag1mh oldugundan EULER teoremini tatbik 
edebiliriz : 

s =g+2-·o=8. 
Problem 19 a gore 

11 1 +Tia+·· · + ns = 2g '-=-' 24 

tiir. Harila iizerinde birko~eler ve ikiko§eler yoktur (kendi 
kendisi ile birle§tirilmi§ hil(bir ko§e noktas1 ve farkli iki 
smir ile birle§tirilmi§ hi.;bir nokta c;ifti yoktur). O halde 
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n 1 , n~ •.• , n 8 say1larmdan hiybiri 3 den kiiyiik degildir. 
Bunlardan biri bile 3 den biiyiik olsaydi loplam 3 · 8 = 24 
den biiyiik olurdu, bu ise yanli~hr. Dolay1sile nt = n 2 

= ... = ne = 3 diir (miitekabil harita oek. 83 de yizil­
mi!Jtir). 

48. T ersini kabul ederek istenen yizgileri yizdigimizi 
farzedelim ; boylece biitiio kooe ook­
talari 4 geyerligini haiz olan bir harita 
elde ederiz. Problem 16 sebebile 

. k,+h+· .. +k1 4.7 
g = ~ =-= 14 

2 2 

diir. EULER teoremine gore 
s = g + 2 - v= 9 dur (bag1mhhk 
aynen bir onceki problemdeki gibi 
isbatlanabilir). Problem 19 a gore 

n1 + n2+·· ·+ n9 = 28 (1) 
~ek 83 

dir. Her memleketin sm1r say1s1 3 den kiiyiik olmad1gm­
dan (bir onceki problemin yoziimiine bakm1z), (1) formii­
liinden haritada sekiz uykooe ve bir~de. dortkooe bulundugu 
sonucu y1kar. 0 halde problem 4 e gore haritam1z iki 
renkle regiiler boyanamaz. Ote yandan her kooe noktas1-
mn geyerligi 4, yani yifttir; bu ise problem 27 ile yeliome 
halindedir. 

49. Bu yollarm yizilmi!J olduklarm1 kabul edelim. Bu 
suretle : ko!Je noktalar1 evler ve ye!}meler, sm1rlar1 da 
yollar olan bir barita elde ederiz. Kooe noktalarmm sa­
y1s1 alb, herbirinin geyerligi ise 3 dur. S1mrlarm say1s1 

3·6 
g = 2 = 9 (problem 16), s1mrlanan memleketlerio say1s1 

ise s = g + 2 - v = 5 tir. Hiybir yol bir evi bir eve veya 
bir ye~meyi bir yefmeye birleotirmedigjnden, eger evlere 
0, yefmelere de 1 numaras1m tekabiil ettirirsek, harita­
mmn regiiler bir numaralamom1 elde ederiz. Buradan her 
memleketin tek say1da smm haiz oldugu (problem 23 e 
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dual) ~1kar. lkiko~e mevcut olmad1gmdan, hi'tbir memle­
ketin smm 4 del\ daha az de gi ldir. Problem 19 a gore 

18 = 2g = n 1 + n 2+n9 t-n4 + n5 :::::.. 4·5 = 20 

olup, bu da bir 'teli1medir. 
50. Tersini kabul edelim. Bu suretle 5 ko~e nokta • 

• sm1 haiz, sm1rlar1 da 'tizilmi~ ttizgiler olan bir harita ortaya 

k H k .. k l·-·4d·· 4 · 5 10 ~1 ar. er 01e no tasmm ge'ter 1g1 ur. g = ~ = 
(problem 16) bulunduguna gore, EULER teoremi uyarmca 
s = g+2 - v = 7 olur. Problem 19 a gore 

n1 ~ n,+ · · · + n7 = 2g = 20 
dir. Ote yandan biitiin n 1 , n2, ••• , n7 ler 3 den kiittiik ol­
mad1klari i'tin 

n 1 +nz+· · ·+n1 :::::.. 3.7 = 21 

e,itsizligi caridir. Bu ise bir tteli,medir. 

~ek. 84 ¥k. 8S 

N o t. Diizlemde be, noktay1 iki~r iki1er, birbirlerini 
kesmiyen egrilerle birle11tirmek imkans1z ise de, bu prob­
lem uzayda kolayca 'toziilebilir (llek. 84). Buna benzer ola­
rak, uzayda, problem 49 (§ek. 85) ve problem 48 i'tin de 
bir !Jekil in'a edilebilir. Genel olarak, birbirleri1e birle,­
tirilmi!J n tane noktanm diizlemde kesi!jmeler gosteren ~­
mas1 uzayda kesi1mesiz olarak kurulabilir (bpk1, iplikleri 

( 
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kesi~miyen, diigiimleri de n tane noktadan ibaret olan bir 
agda oldugu gibi). Giiyliikler !IU kar!i• sorunun tel}kil et­
tigi problemin c;oziimiinde ortaya "1kar : Hangi uzay egri 
aglan kesi§meden diizlem iizerine tasvir olunabilir? Sek. 
84 ve 85 kesi!lmeksizin diizlem iizerine tasviri imkans1z 
olan uzay aglarma ait misalleri gostermektedir. $ek. 84 
veya 85 de gosterilen !lekilde asli k1s1mlar ihtiva eden 
(burada asli k1s1m>, egrilerden ve ko!le noktalarindan bir 
k1smmm terkedilmesile, problem 50 de istendigi gibi her­
biri berbirile birle§tirilmii 5 noktadan veya problem 49 da 
istendigi gibi birle§tirilmi§ 6 noktadan ibaret §ekilleri~ifade 
etmektedir) uzay aglarmm kesi§meksizin diizleme tasvir 
edilemiyecekleri ac;1kbr. Gosterilebilir ki: kesi!lmeksizin 
diizleme tasvir edilcmiyen biitiin genel aglar bunlardan 
ibarettir, yani boyle her ag asli k1s1m olarak mutlaka ya 
problem 49 daki gibi bir ~ekli veya problem 50 deki gibi 
bir §ekli ihtiva eder. 

51. Bu tiirlii memleketler mevcut olsayd1, bu takdirde 
bunlarm herbirinden ba11~ehri se~er ve kom~u memleket­
lerin ba§§ehirlerini tren. yollari ile birle!ltirirdik (diger bir 
deyimle dual haritaya gec;erdik). Boylece imkiins1zlig1 bir 
onceki problemde zaten gosterilmi§ olan bir §ekil elde 
etmi§ olurduk. Bununla beraber bu problem bir oncekine 
benzer llekilde dogrudan dogruya hesapla da yOzlilebilir. 

52. Tersini kabul edelim. 0 halde biitiin n1, nil, .. ., n. 
say1larmdan hic;biri 6 dan kiic;iik degildir, dolay1sile 

6s L. n1+ n2+· · ·+ n. = '2g, 3s L. g (1) 
dir. Ote yandan biitiin ko§e noktalarmm geyerlikleri 3 
den kuc;iik degildir ; o halde 

3v-' '2g 
e!litsizligi caridir (problem 16). 
toplanmasile 

(2) 
(1), (2) e§itsizliklerinin 

3(v + s) L. 3g, v + sL.g 

elde edilir. Fakat bu, v + s = g+2 olmas1 yiiziinden im­
kans1zd1r. 
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53. lsbat indiiksiyon ile yap1hr. En fazla altt memle­
ketli bir harita i~in teoremin cari oldugu afikard1r. Teo­
rem n memleketli bir barita i~in gosterilmi§ olsun. Buna 
gore teoremin n + 1 memleketli bir barita i~in de cari 
olacagm1 isbat edecegiz. 

Bir onceki problem uyarmca baritada alttdan daha az 
sm1rh bir S memleketi mevcuttur (~ek. 86 a). ,Simdi ha­
ritam1zm ~izilmi§ bulundugu diizlemi lastik bir deriden 
ibaret kabul ederek §U iflemi tatbik edelim : Bir makasla 

•) 

~ek. 86 

S memleketini sm1rlar1 ile birlikte kesip ~1karahm; boy­
lece bir delik elde ederiz (§ek. 86 b). Bundan sonra kom§u 
memleketleri baghyan sm1rlari birbirine dogru ~ekerek, 
deligi kapamncaya kadar biizelim (§ek. 86 c). Bu suretle 
n memleketten ibaret bir harita elde ederiz ; bu ise hipo­
teze gore alti renkle regiiler boyanabilir. ,Simdi S mem­
leketini tekrar katahm ; bu takdirde, bu memleket be§ 
memleketden daha fazlas1 ile dogrudan dogruya sm1rdaf 
olmad1k~a, kendisini bu kom§U memleketlerden birinin rengi 
ile ayni olm1yan ba§ka bir renkle boyayabiliriz. Boylece 
teorem isbatlanmt§ olur. 

lsbat, sadece bag1mh haritalar i~in yiiriitUlmii' olmak­
la beraber (problem 52 yi kulland1k) derhal bag1ms1z ha­
ritalara da aktar1labilir. Bunun nas1l yap1ld1gm1 bir mi­
silde gosterelim. -Sek. 87 de ay1r1c1 memleketi S olan bir 
barita ~izilmi§tir. Bu haritanm sm1rlar1, §ek. 88 ve 89 da 
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• 
ayr1 ayr1 gosterilmit olan bag1mh iki par~aya ayr1lm1tbr. 
~ek. 88 ve 89 daki baritalar bag1mh olup, bun\arm alb renk­
le regiiler boyanabildikleri de isbatlanmif bulunmaktad1r. 

$elc. 87 $elt. 88 

Bunlar1 S' ve s~ ayni rengi haiz olacak surette regiiler 
boyad1ktan sonra eski hale donelim. Boylece !jek. 87 deki 
barita i~in de regiiler bir boyama elde edilmi!j . olacagi 
a~1kbr. 

54. Yine matematiksel indiiksiyonu 
kullanal1m. En fazla bef memleketli bir 
harita i~in iddianm dogru oldugu a~1k­
br. Teoremin en fazla n memleketli bir 
harita i~in cari oldugunu kabul edip, 
n + 1 memleketli bir harita 
i,.:in de cari olacagm1 isbat 
edecegiz. 

Problem 52 ye gore al­
tidan az sm1rli, yani kendi­
sine be!jten fazla ba!jka mem­
leketin sm1rda!j olmad1g1 bir 

$ek. 89 $ek. 90 

S memleketi mevcuttur. S ye kom!ju olan memleketlerin sa­
y1S1nm dordii &!Jmamas1 halinde, bir evvelki problemdeki 
dii!jiinceleri aynen tatbik edebiliriz. 0 halde geriye art1k 
S nin tam be!j kom!jusu olmas1 halinin gozoniine ahnmas1 
kahyor. S ye smm olan bu bef memleket arasmda, me-

• 
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sela S' ve S" gibi, birbiri ile dogrudan dogruya smm ol­
mayan (problem 51) iki memleket mevcuttur (1ek. 90) .. 
,Simdi S ile S' ve S ile S" arasmdaki sm1rlar1 atahm. Bu 
suretle n-1 memleketden ibaret ve S, S', S" memleket­
leri yerinde biiyiik bir s• memleketinin bulundugu yeni 
bir harita elde ederiz. Bu haritay1 bei; renkle regiiler 
boyayahm (bu, hipoteze gore milmkilndiir). Simdi kald1ril 
m1i; sm1rlar1 yeniden koyahm; boylece ilk hari_!am1za do­
neriz. S' ile s·. s• m rengini muhafaza etsinler (bu iki 
memleket arhk birbiri ile sm1rdai; olmad1klar1 i~in bu, 
biltiin haritanm regiller boyan1i;m1 bozmakslZln milmkiin-. 
diir ). Su halde S memleketi, ikisi yani S' ile S" aypi rengi 
haiz olmak ilzere, bei; memleket tarafindan kui;ahlm11Jhr ; 
demek ki S sadece dort farkli renkteki memleketlere 11-

nirhd1r ve bu yuzden kendisini, komi;ularmmkinden fark­
li be~inci renkle boyayabiliriz. 

' 
55 Ko~e noktalarmm mumkiin olan en kii~iik ge~er-

ligi 3 tilr. 0 halde problem 16 clan 

3v .&:::.2g 
~1kar. EULER teoremine gore v, g+2- s tir; buradan 
isbah istenen 

3(g+2-s)L2g, 3g+6-3s~2g, gL3s-6 
e!jitsizligine var1l1r. 

56. Gosterecegiz ki, onikiden az memleketli bir ba­
g1mh haritada be§ten az smm haiz bir memleket mevcut­
tur. Bu maks.atla tersioi kabul edelim. Bu takdirde prob­
lem 19 a gore · 

5s L 2g (1) 
olur. Hipoteze gore hi~bir koi;e noktasmm ge~erligi 3 den 
kii~iik olmad1g1 i~in, problem 16 uyarinca 

3v L 2g (2) 

dir. (1) i 3 ile (2) yi de 5 ile ~arp1p toplarsak 

15 (<0+s) L 16 g • 

r 
r 
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elde edilir. Simdi v+s yerine g+2 koyahm; bu takdirde 

15(g-t 2) L 16g, 15g+30~ 16g, g::::::... 30 

buluruz. Ote yandan s < 12 i\:in, problem 55 den 
g < 3 12 - 6 =30 e4itsizliginin sagland1g1 \:1kar ki, bu da 
bir \:eli~medir. Netice olarak, haritamlZln memleketleri ara-
smda be4den az smm haiz bir memleketin mevcut olmas1 1 

zorunludur. 
Bundan sonra \:OZiimii indiiksiyon ile elde ederiz. Mem­

leket ~ay1S1 dordii ge~miyorsa, boyama miimkiindiir. Teo­
rem n memleket i\:in dogru olsun. Simdi teoremi n + 1 
memleket (n + 1 < 12) hali i\:in isbatl1yaltm. lsbatlanilana 
goro n + 1 memleketden meydana gel en harita be4ten az 
sm1rl1 bir memleket ihtiva eder. Eger bu memleketin kom-
4ularmm say1s1 1. 2 veya 3 e e§it ise, bu memleketi ber­
taraf ederek problem 53 deki dii§iincelerin aynini tatbik 
ederiz. Komfu memleketlerin sayJSJ dorde e§it oldugu tak­
dirde ise §U Jekilde hareket ederiz: S nin kendisi ve dort 
komfusu olmak iizere be§ tane memleketimiz mevcuttur. 
Bunlarm hepsinin \:ifter \:ifter sm1rda~ olmalari imkan­
s1zd1r (problem 51 ). Ote yandan bu be~ memleketden S 
den bafka herbiri S ye sm1rda§br. Dolay1sile S ye komfU 
memleketlerden birbirile sm1rlari olm1yan iki tane mev­
cuttur. Bu ger\:egi tesbit ettikten sonra geri kalan isbat 
bpk1 problem 54 deki gibi yiiriir. 

Bu isbatm bag1ms1z haritalar i~in de yap1lmasm1 oku-
yucuya b1rak1yoruz. ' 

N o t : Bu problemde memleketler say1smm 11 i af­
mamas1 ozel hali i\:in dortrenk problemi \:Oziilmiif olu­
yor. Bu gun, en ileri netice olarak, dortrenk problemi 
en fazla 38 memleketli haritalar i~in \:Oziilmli§tiir. 



1962 y1hn1n sonuna kadar yay1nlanacak eserlerin liste1i 

1) E!litsizlikler 
2) Mekanigin matematige tatbiki 
3) <;okrenk problemleri 
4) lhtimali hesaba giri!l 
5) Say1lar teorisine giri!l 
6) Gruplar teorisine girit 
7) G eometrik ispatlarda hatalar 
8) lndiiksiyon metodu 
9) Say1lar teorisinden baz1 problemler 

10) Diophant denklemleri 
11) Gayri Euklid geometriler 
12) Tesadiifi hareketler 

Matematilc: Dernetiaia adr•i : 
Fea Falc:iiltesi, Mate111atilc: Eastitiaii 
VHaeciler-l1taabal 
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