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BU KiTAP HAKKINDA

Cetvel ve pergelin ¢izim yapabilme giiciiniin incelenmesi,
vani geometrik ¢izimlerin bu klasik araclar1 ile (her ikisi
beraber veya ayri ayri olmak lizere) coziilebilen problemler
sisteminin incelenmesi, ancak 19. yilizyllda tamamen miimkiin
olabilmistir. O zamana gelinciye kadar, bazi matematikciler,
cetvel ve pergele, beraberce kullamildiklari zaman, her cizim
problemini cozecek yeterlikte genel araglar gozi ile bakiyor-
lardi. Bu goriis tarzi, matematik tarihinde menfi bir rol
oynamig ve her cizim problemine onceden cetvel ve pergel ile
coziilebilir nazarn ile bakilarak ¢ozmeye girisilmesi hizlandiril-
mis ve boylece de mevecut olmiyan cgoziimlerin arastirilmasi
icin bog yere muazzam bir kuvvet harcanmustir. Ornegin bu
hal bir karenin bir daireye ¢evrilmesi, bir acinin iice boliinmesi
ve bir kiibiin iki Katinin alinmasi problemlerinde * wvaki
.olmustur.

Genig acikhikli bir pergelin tatbikinin teknik bakimdan
imkéansiz oldugu hallerde; topografik araclar yardimiyle dog-
rularin kolayca elde edilebildigi biiyitk yeryiizii alanlarinda

*) Bu ifadeler ile asa@idaki problemler sbylenmek istenmistir:

1. Bir dairenin yaricapr verildifine gére; alani, verilen bu
dairenin alanma esit olan bir karenin c¢izimi.

2. Verilen bir acinmn ii¢ esit parcaya bbliinmesi.

3. Bir kiibiin kenarr verildigine gore; hacmi, verilen bu kiibiin
hacminin iki katina esit olan bir diger kiibiin kenarmin cizimle bulunmast.

Birinel ve iiclineil problemlerin, yvalniz pergel ve cetvel ile cbziile-
mivecekleri; ikinei problemin e¢dziimiiniin ise ancak bazr hallerde
{Grnegin, verilen acinin bir dik act olmasi halinde) milmkiin olabilecegi
ispat edilmistir. fi
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cizimler yapilmasi mecburiyeti ve ayrica perspektif teorinin
gelismesi, yalmz cetvel ile yapilan cizimlerin incelenmesine
yon vermislerdir.

Bu kitapta, yalmz cetvel ile cozilebilen en tipik cizim
problemleri gtz oniine alinmistir.

Sekil diizleminde daha dénceden cizilmis olan bazi yardime:
sekillerin (6rnegin, iki paralel dogru veya kesigen iki daire),
cetvel kullanmay1 kolaylagtirdig: hallere dikkat edilmelidir. Bu
hallerin bir coklan tarafimizdan da incelenmislerdir.

Biz, sentetik geometri metodlarina bagh kalacak, aritme-
tik ve cebirdeki karakteristik metodlarin uygulanmasindan
kacmnacagiz. Yalmz baz kisimlarda takdimi kolaylastirmak
amaci ile bu prensipten baz kiiciik sapmalar yapacagiz.

Sentetik geometri metodlarimin uygulanmasina dayanan
problem coziimleri ve teorem ispatlarinin, ekseriya cok hos
ve orijinal olduklart goriilecektir. Bu kitapta, okuyucularin,
bu sozleri dogrulayan bir cok ornekler bulacaklarimi iimid
ederiz. .

Okuyucunun dikkatini kisim 18 e cekeriz. Bu kisimda,
ortak merkezli olmiyacak ve ortak noktalart bulunmayacak
tarzda verilen iki dairenin merkezlerini yalmz cetvel kullana-
rak yapilan bir ¢izimle bulmanin miimkiin olamiyacag goste-
rilmistir. «Miimkiin olamama» ispatlarinin ekseriya matemati-
gin giic olan problemler simfina girecegi ve ispatin giic bif
mantik silsilesine dayanarak yapl!acagl ¢ok iyl bilinir. Okuyu-
cunun boyle bir ispati ihtiva eden ve yukarida zikredilen Ki&im
18 den hoslanacagim tahmin ediyoruz.
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BU YAYINLAR HAKKINDA

Matematigin kendi degeri yaninda, fizik, kimya ve dola-
wvisiyle miihendislik, askerlik gibi pratik sahalara ve bilhassa
son zamanlarda biyoloji, ekonomi ve hatti sosyal bilimlere
yardimi hizla arttifindan, bu bilim her millet icin hayati bir
onem kazanmistr,

Oteyandan, matematik de bu bilimlerin problemlerini
cozebilmek ic¢in gerek metod, gerekse fikir bakimindan
gelismek zorundadir.

Bundan dolayr bir cok memleketlerde bu sahaya daha
fazla sayida istidatlar1 cekmek ve bunlan erkenden kesfetmek,
en nihayet bunlarin egitimi icin her tirlii fedakarhga katlan-
mak en Onemli bir milli egitim siyaseti olmustur. ‘ :

Yeni istidatlar erkenden kesfetmek icin diisiiniilen ted-
birlerin basinda, matematik kiiltiiriinli genis kitlelere yaymak
gelir. '

Ikinei Diinya Harbinden sonra bircok memleketlerde,
genclerin tecessiislerini tahrik etmek ve bunlarin matematik
bilimlerine kars: ilgilerini arttirmak icin yeni bir tip mate-
matik literatiiri meydana gelmigtir. Bu cesit literatiirde
aramlan ozellikler kisaca sunlar olmabidir: a) Problem vazh

sun’'i olmamali, b) Bunlar anlamak ic¢in fazla ©on bilgiye

ihtiyac bulunmamali, ¢) Okuyucuyu aktif isbirligine ve bir
seyler kesfetmege sevketmeli.

Iste Tiirk Matematik Dernegi bu cereyani memleketimize
de getirmek maksadiyle bu yayimnlara baglamis bulunmaktadir.
Bu yayinlar, resmi miifredata bagh ders veya yardima
kitaplar olmayip, konulari yukarki prensiplere uygun olarak
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1. BIR DUZLEMIN SONSUZDAKI -
ELEMANLARI

Her hangi bir dogrunun (asagida miinakasa edilecek
olan sonsuzdaki dogru hari¢) sonsuzda bir ve yalmz bir
noktasimin bulundugunu ve ayni zamanda, bu noktann,
dogruya paralel olan biitiin doZrulara ait bir nokta

oldugunu; ayrica, sonlu uzaklikta kesisen iki dogrunun

sonsuzdaki noktalarimin birbirinden farkh iki nokta
olduklarim birer kaide olarak kabul edecegiz.

Bu esas kaidelere dayanarak, her hangi iki dogrunun
kesistigi ve yalmz bir noktada kesistigini styliyebiliriz.
Dogrular paralel ise dogrularin kesim noktas: sonsuzdadir.

Ayrica, bir diizlem icinde olup da sonsuzda bulunan
biitiin noktalarin ciimlesine «sonsuzdaki dogru» diyecegiz.
Sonsuzdaki dogru tarifinin ehemmiyetini ileride gorecegiz.

Sonsuzdaki nokta ve sonsuzdaki dogru fikirlerinin
ithali, bu kitapta incelenen problemlerin 6zellikleri baki-
mindan akla gelmektedir. Bir takim teoremlerin ifadele-
rinde, istisnalari aciklamak icin ortaya cikan zaruri
karisikliklardan bu fikirleri kullanmak suretiyle kurtula-
biliriz. Diger taraftan, bu fikirler, simdi tarif edecegimiz
izdiistim alma isi ile dogrudan dogruya ilgilidirler.

Bir ¢ diizlemi, bu diizlem iizerinde bir A noktas1 ve
diizlemin disinda bir P noktasmn verildigini farzedelim.
PA dogrusu, P noktasindan ge¢miyen bir § diizlemini B
noktasinda kessin. Bu durumda; B ye A noktasimin §
diizlemi lizerindeki izdiigiim'i, PA dogrusuna izdiisiim
1511, P noktasina izdiisiim merkezi ve f ya izdiisiim diizlemi




4 Yalniz Cetvel Kullanarak Yaprlan Geometrik Cizimler

denir. Izdiisiim merkezi ile her hangi iki dogru ayni bir
diizlem iizerinde iseler, bu dogrulardan birinin digeri
iizerindeki izdusiimii ayni tarzda aliabilir.

o diizleminde belirli bir F seklinin verilmesi halinde
F seklinin butiin noktalarinin P izdiisim merkezine gore
B diizlemi lizerindeki izdistimlerini alirsak, F seklinin @
diizlemindeki izdiisimii denilen bir @ sekli elde ederiz.

Ozel olarak, bir dogrunun izdisiimi yine bir dogru
olacaktir. N

P izdislim merkezinin sonsuzda olmas1 distiniilebilir.
Bu halde, biitiin izdustm i1sinlari birbirlerine paralel
olurlar.

Izduisiim alma isi bir kac defa tekrarlanabilir. Ornegin
® seklinin, yukarida yapilmis oldugu gibi, B diizlemi icinde
pulunmayan bir @ izdusiim merkezine gére @ den gecmi-
yen bir  diizlemi Uzerindeki izdiistimiinii alirsak bir W
sekli elde ederiz. Bu ¥ sekline F seklinin izdiistimi de
denir. o ve y dizlemleri cikisirlarsa, F' ve F in izdistmil
olan ¥ sekli ayni diizlemdedirler.

Ozel bir durumu inceliyelim: Bir ¢ diizleminde I ve
m gibi paralel iki dogrunun verildigini farzedelim (Sek.
1). I ve P izdiisiim merkezi bir ) diizlemi tizerinde ise, 1
dogrusu tizerindeki noktalarin izdustimlerini veren biitiin
isinlar da bu diizlem {zerindedirler. ). diizleminin
diizlemi ile I’ arakesit dogrusu, ! dogrusunun § diizlemi
iizerindeki izdistimiidiir. Benzer tarzda, m dogrusu ve P
noktas1 bir . dilzlemi tizerinde iseler; . diizlemi ile § diizle-
minin m’ arakesiti, m dogrusunun f dizlemi tizerindeki
izdiistimudur.

PS dogrusu ¢ diizlemine paralel olsun ve P noktasi
sonsuzda bulunmasin. Bu halde « ve § diiziemleri paralel
degillerse, I’ ve m’ dogrular: belirli bir 8 noktasinda kesi-
sirler. o diizleminde, I ve m dogrularma paralel bir n



Bir Diizlemin Sonsuzdakl Elemanlar: 5

dogrusu daha verilirse, o zaman # nin § diizlemi iizerindeki
n’ izdlisiimil de S noktasindan gecer. S noktasma [, m ve
n dogrularmin sonsuzda bulunan arakesit noktalarinn
izdiisiimii gibi bakilmas: uygun olacaktir. Bunu daha
kesin olarak ifade edelim: m/, I’ ve n’ dogrular1 1, m ve n
dogrularimin izdiisimleri olarak gtz Oniine alindiklar:
zaman; ¢ dizleminde onceden belirli olan ve S noktasim
veren bir esas model bulunamiyacagr icin; S noktasim
I, m’ ve n’ dogrular: disinda birakmak zorunda kalacaktik.
Bilhassa bu sebepten sonsuzdaki noktalar fikrini ithal
etmis bulunuyoruz.

Sekil 1.

o diuzleminin sonsuzdaki noktalarinin citimlesinin
diizlemi iizerinde alinan izdiisimlerinin, § diizlemi icinde
S den gecen ve o diizlemine paralel olan bir dogru olaca-
g1 gormek zor degildir. Buna gore, diizlemin sonsuzdaki
noktalarmn ciimlesine sonsuzdaki dogru diyerek bu nokta-
lar etimlesini nicin dogrular sinifina gecirdigimiz aciktir.

Ornegin bir dama tahtasinin cevresinin izdiisiimii
verilirse, bu dama tahtasinin izdiisiimii yukaridaki miila-
hazalara dayanarak kolayca cizilebilir (Sek. 2).

Gene! olarak, paralel dogrularin perspektifte bhir
noktadan geciyorlarmis gibi goriindiiklerine dikkat edelim.
bu dogrular resim ve cizimlerde (Grnegin, Sek. 3 de) bir
noktada kesigecek tarzda cizilmelidirler.

% e
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8 Yalniz Cetvel Kullanarak Yapilan Geometrik Cizimler

Sekil 2.

Geometrik sekillerin izdiisiimlerinde goriilen degis-
miyen Ozelikleri inceliyen matematik koluna «Projektif
Geometri» denir. Projektif Geometrideki bazi teoremler
bu kitapta verilecektir.

Netice olarak sunu hatirlatalim ki, bir dogruyu, yerine
gore, merkezi bu dogruya dik bir dogrunun sonsuzdaki
noktasi olan sonsuz yaricaph bir daireymis gibi gz Oniine
alabiliriz. “



2. BIR DAIREYE GORE INVERSIYON

Burada ve bundan sonra gelecek olan ilk iki kisimda,
dairelerle ilgili baz1 teoremleri miinakasa edecegiz. Bu
teoremler, ilerideki aciklamalarimizda yardimer bir rol
oyniyacaklardir.

K merkezi ile r yaricap1 bilinen bir x dairesi ve K dan
baska bir 4 noktasmin verildigini farzedelim. KA 1s1m
tizerinde oyle bir A’ noktas: secelim ki, K4 ve KA’ dogru
parcalarinin carpimi, dairenin yaricapinin, karesine esit,
yani

KA KEA'=1 (1)
sun.

RO halde A ve A’ noktalarina x dairesine gore invers
‘ktalar deriz.

A ve A’ noktalarindan biri x dairesinin disinda ise
deri x min icindedir veya tamamen aksi sdylenebilir.
Orgin KA’ < r esitsizlijinden ve (1) den KA > r olaca-
_é'lrgﬁriiriiz. A ve A’ noktalarindan biri x dairesi tizerinde
Ise,l ve 4’ noktalar1 cakisirlar.

ek. 4 ii inceliyelim: AB dogrusu x dairesinin bir

tegetise, BA’ dogrusu KA ya diktir. KAB iicgeni bir dik
Ucgenoldugundan :

KA . KA’ = KB* =1

dir ve puradan A ile 4’ niin x dairesine gore invers

e
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noktalar olacaklar1 anlasilir. Su halde, A noktasi verilirse
A’ noktasim1 ve A’ noktasi verilirse A noktasimi c¢izimle
bulmak icin bir metod elde etmis oluyoruz.

Sekil 4.

x daired’ AA’ dogru parcasimi C noktasinda kessm
ve A'C=a, CA=Db olsun. O halde KA’=r—a ve
KA =r + b dir. (1) e dayanarak -l

r+ov).(r—a) =1

elde edecegiz. Demekki
bla= @)

olur,

C ve A noktalarim sabit tu\\__up r yaricapini sonsuz
olarak biiyiitecek olursak; o zamign x dairesi, limitte,
CA ya dik bir CD dogrusu haline ge ecek ve ayni zamanda
(2) den .

.

b=a

elde edilecektir. Buna gore, A ve 4’ noktalari". limitte, CD
dogrusuna gore simetrik bir duruma gelirl>er. Boylece



Bir Daireye Gore Inversiyon 9

limite gecme esnasinda, bir daireye goOre invers olma
ozeligi, bir dogruya gore simetriye gelmis olur *.

Teorem 1/ Bir L dairesi, bir » daiesine gore
invers olan A ve A’ gibi iki farkh nckiadan gecerse, » ve
L dareleri ortogonaldirler.

iki daire birbirini bir dik aci altinda keserse, yani
@veapin kesim noktasindaki tegetleri (veya ayni sey

Sekil 5.

demiek olan, bu noktadaki yaricaplar1) birbirine dik iseler,
bu dairelere ortogonaldir denir **,

% ve ), dairelerinin merkezleri K ve L, bu dairelerin
‘kesim noktalarindan biri P olsun (Sek. 5). KP dogru
parcasi, x dairesinin yaricaplarindan biri olduguna gore;
(1) denklemi, K4 . KA’ = KP? seklinde ifade edilebilir.
Buna gére, bir noktadan bir daireye cizilen kesen lizerinde
meydana gelen iki dogru parcasinin carpimina ait teorem
g0z Oniinde tutularak, ZP nin ), dairesine teget oldugu ve
dolayisiyle verilen dairelerin yaricaplari olan KP ve LP

*) Bu ise 4 ve A’ noktalarma, Ruscq.ah, ni¢in bir daireye gire
" pimetnk noktglar denildigini aerklar. (Bu kitabr Ingllizce yayiliyan
1. N. Byeddon ve M, Stark’'m notu).

*%)  Ortogonal dairelerden biri dejenere olur ve bir dogru haline
gelirse, 0 Zaman kolayeca zbrmeeeti gibi, bu dofru &teki dairenin
merkezinden gecer.

SRS e amea—
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nin birbirine dik olduklari ve o halde dairelerin ortogonal
olacakiar: anlasihir.

Teorem 2. x ve i daireleri ortogonal iseler, o
zaman x dairesinin K merkezinden gegen ve ) dairesmi
kesen bir dogru, ) dairesini x ya gére invers olan nokta-
larda keser.

% ve ) dairelerini ortogonal dairelermis gibi dl?_“’}k
Sek. 51 kullanacagiz. O halde KP dogrusu, ) LJiedl'€SININ
bir tegetidir. K dan gecen dogru, k y1, 4 v 4’ noktala-
rinda kessin. O halde

KA . wa*— KP*

dir. K4 ve KA’ dogru parcalarinin ¢arpimi x dairesinin
KP yaricapmin karesine esit oldugundan, 4 ve A’ nokta-

lar;, x ya gore inverstirler ve ispati istenen de zaten
budur.



3. BIR NOKTANIN BIiR DAIREYE GORE KUVVETL
iKi DAIRENIN KUVVET EKSENL UC¢ DAIRENIN
KUVVET MERKEZI

K merkezli ve r yaricaph bir x dairesi ile K dan d
kadar uzaklikta bir A noktasinin verildigini farzedelim.
c=d*—1r (13

miktarina 4 noktasinin x dairesine gore kuvvet'i denir.

Asagidaki halleri inceliyelim:

(1) A noktasi x dairesi disinda kalsin. O halde
d>r, s> 0 olur.

Sekil 6. Sekil 7.

Bu durumda ¢ miktari, A4 dan x ya cizilen tegetin
karesine; veya ayni sey demek olan A dan gecen herhangi
bir kesenin daireyi kestigi noktalarin A dan olan uzak-
liklar carpimina esittir.

=L
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(2) A noktasi x ilizerinde bulunsun, O halde d =1r
ve ¢ = 0 olur.

(3) A noktasi x nin icinde olsun. O halde d < 7,
¢ < 0 olur. Bu durumda ¢ miktari, x» dairesinin A dan
gecen en kiiclik kirisinin yarisimin karesinin negatif isa-
retle alinan degerine; veya ayni sey demek olan 4 dan
gecen herhangi bir kirig tizerinde A nin ayirdigl parca-
larin carpiminin negatif isaretle alinan degerine esittir
(Sek. 7).

Yardime1r teorem. Bir M noktasinin A ve
B gibi verilen iki noktaya uzakbiklarvan kareleri fark:
sabit bir degere esit ise, M noktasimn geometrik yeri AB
dogrusuna dil: bir dogrudur.

AB dogrusu lizerinde bir N noktas: ile bu dogru
disinda bir M noktas: alinsin. Oyle ki, her iki nokta da <
geometrik yeri ilizerinde bulunsun. AB ve AN dogru

parcalarini sirayla a ve z ile gosterelim. ¢ verilen sabit
bir deger olsun.

AM: —BM* = ¢ (2)
sartina gore,
»¥r—(a—x)*=¢
olur. Son denklemden
a+c
% =—
2a

buluruz. Buna gére AB dogrusu iizerinde © geometrik

yerine ait bir ve yalmiz bir noktamn bulunabilecegi
anlasilir.
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dle e rl'.' s dg:e -— .,-22
yazilabilir. Demekki
di—d.=7rE—r? (3)

dir. Yukarida ispat edilmis olan yardimct teoremi, sag
tarafl sabit olan (3) denklemine uygularsak Teoremn 3 iin
dogru oldugunu goririiz.

Yukarida miinakasa edilen geometrik yere, verilen
iki dairenin kuvvet ekseni denir.

Kesisen iki dairenin kuvvet ekseni dairelerin kesim
noktalarindan gecer. Zira; kesim noktalarimin verilen
dairelerin her birine gore kuvvetleri sifira esittir.

Birbirine teget iki dairenin kuvvet ekseni, bu daire-
lerin degme noktasindaki ortak tegettir.

Iki dairenin ortak bir noktasi yoksa, dairelerden hic
birinin de kuvvet ekseni ile ortak bir noktas: yoktur. Ak-
sine olarak, dairelerden birinin kuvvet ekseni ile ortak bir
noktas: olsaydi, verilen her iki daire de bu ortak noktadan

gececekti.

Teorem 4. pvevy gibi iki da-i%em‘n kuvvet ckseni

(daireler kesisirse dairelerin ortak kirigi hari¢ olmak .

iizere), u ve v ye ortogonal dairelerin merkezlerinin
geometrik yeridir.

i ve v dairelerinin kuvvet ekseni iizerinde olup bu
dairelerin disinda bulunan bir P noktasi alalim (Sek. 9).
P noktasinin verilen dairelere gore kuvvetlerinin esit
olmasindan dolayi, P den p ve v ye cizilen tegetlerin
uzunluklar: esittirler. Bu tegetlerden biri PQ olsun. P
merkezli ve PQ yaricaph dairenin ;1 ve v dairelerine orto-
gonal olacag aciktir. Ote taraftan, p ve v ye cizilen teget-
ler, ele alinan M merkezli dairenin yarigapna esittir.
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Buna gore, M noktasimin p ve y ye nazaran kuvvetlerinin
esit olacagi ve M noktasimin verilen dairelerin kuvvet
ekseni lizerinde bulunacagi anlagihir.

Ortak merkezli i ve v gibi iki dairenin merkezi N ise;
bu dairelere ortogonal olan daireler, N noktasindan gecen
dogrular haline gelirler. Mademki bir dogrunun «merkezi»
sonsuzdadir (Kisim 1) o halde Teorem 4, sonsuzdaki
dogruya, ortak merkezli iki dairenin kuvvet ekseni olarak
bakilmas1 gerektigini ifade eder. Sonlu uzaklikta bulunan
bir noktanin ortak merkezli iki dairenin kuvvet ekseni

P

Rt

Sekil 9.

uzerinde olamiyacagi kolayca saglanabilir. Gergekten, sonlu
uzakhikta bulunan boyle bir nokta icin (3) denkleminin
sag tarafi sifirdan farkli oldugu halde, sol tarai sifira
esittir,

Teorem 5. Ug dairenin ikiser ikiser ele alimma-
siyle elde edilen kuvvet eksenleri, ya cakiswr veya bu
dairelerin kuvvet merkezi denilen bir noktada kesisirler.

Gergekten, kuvvet eksenlerinden herhangi ikisinin
kesim noktasinin bu iic daireye gére kuvvetleri birbirine
esittirler. O halde, bdyle bir kesim noktasi, iiciincii kuvvet
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ekseni lizerinde de bulunur. Demekki, 6zel olarak, kuvvet
eksenlerinden ikisi cakigirsa ticiineii kuvvet ekseni de bu
iki kuvvet ekseniyle cakisir. Yani; verilen ii¢c dairenin
ortak bir kuvvet ekseninin bulunacag anlasilir.

U¢ dairenin merkezleri bir dogru iizerinde iseler
dairelerin kuvvet eksenleri paralel olurlar ve bu halde
kuvvet eksenleri ya sonsuzda kesisir veya cakisirlar.




4. DOGRU DEMETLERI. DAIRE DEMETLERI

Diizlemde bir noktadan gecen biitiin dogrular bir
dogru demeti teskil ederler. Noktaya demetin tepesi denir.
Demetin tepe noktasi hari¢, diizlemde alinan bir nokta-
dan demete ait bir ve yalmz bir dogrunun gececegi aciktir.

Kuvvet eksenleri ortak olan biitiin daireler bir daire
demeti teskil ederler. Kuvvet eksenine demetin kuvvet
ekseni denir.

Ozel olarak; ortak merkezli daireler, kuvvet eksenleri
sonsuzdaki dogru olan bir daire demeti teskil ederler.
Diizlemin bir noktasindan demete ait bir daire gecer
(dairelerin merkezine bir nokta haline gelmis bir daire
gibi bakabiliriz).

Ortak merkezli olmiyan iki daireden birinin merke-
zinden dairelerin kuvvet eksenine inilen dikme, oteki
dairenin merkezinden gecer (Teorem 3). Buna gore, bir
daire demetinde bir merkezler dogrusunun bulunacag
sonucuna varilir,

Bir daire demetinin iki dairesine ortogonal olan bir
dairenin, demetin her dairesine de ortogonal olacag
Teorem 4 den anlasilir. |, ve v gibi iki daire, daima, bir
daire demeti belirtir.

Demeti belirten daireler iizerinde olmiyan ve ayni
Zzamanda bu dairelerin kuvvet ekseni iizerinde de bulun-
miyan diizlemin keyfi bir P noktasindan gecen ve verilen
daire demetine ait olan bir dairenin nasil cizilecegini
gosterecegiz. Verilen daireleri merkezleri farkli iki daire
gibi alarak su halleri inceliyecegiz:

AL e
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(1) p ve vy daireleri A ve B noktalarinda kesissinler.
Aranan daire 4, B ve P noktalarindan gecer ve bu daire-
nin merkezi p ve v dairelerinin merkezler dogrusu iizerinde
bulunur (Merkezler dogrusu AB dogru parcasimnin orta
dikmesidir *).

Sekll 10.

Bu halde daire demetine eliptik denir. Eliptik daire
demetinin biitiin daireleri demete ait iki dairenin kesim
noktalarindan gecerler (Sek. 10).

P

Sekil 11.

(2) p ve v daireleri C noktasinda teget olsunlar.
Aranan daire verilen dairelere C noktasinda tegettir ve bu
dairenin merkezi, CP dogru parcasinin orta dikmesinin

*)  Bir do@gru parcasinin orta dikmesl, dogru parcasma orta nokta-
sinda dik olan dogrudur,
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o ve v dairelerinin merkezler dogrusu ile kesim noktasin-
dadir, Boyle bir daire demetine parabolik denir (Sek. 11).

(3) p ve y dairelerinin ortak bir noktasi bulunma-
sin. . ve v ye ortogonal olan bir » dairesi cizer ve P nok-
tasiin x ya gore inversi olan P’ noktasim buluruz (Sek.
12). Aranan E dairesinin merkezi, PP’ dogru parcasmnin
orta dikmesinin y ve v dairelerinin merkezler dogrusu ile
kesim noktasindadir. Gercekten, Teorem 1 e gore, E dairesi
x dairesine ortogonaldir ve o halde x dairesinin K
merkezinden p, v ve E dairelerine cizilen teget uzuniuklar:
esittirler.

P ve P’ noktalar1 cikisirlarsa, bu halde PP’ dogru
parcasinin orta dikmesi yerine P den x ya cizilen teget
g6z Oniine alimir. P noktasi, x dairesinin i ve v dairelerinin
merkezler dogrusu ile kesim noktasinda ise, £ dairesi P
noktasi haline gelir.

Sekil 12,

Bu halde, daire demetine hiperbolik denir. Hiperbolik
daire demetinin herhangi iki dairesinin orfak bir noktasi
bulunamaz.
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5. CIFTE ORAN

Bir | dogrusu lizerinde bir AB dogru parcas: ile bir
C noktasi ve [ dogrusu disinda da bir P noktasi gz Oniine
alalim (Sek. 13). PA, PB ve PC dogru parcalarim sirayla
a, b ve ¢ ile; PAB ve PBA acilarm sirayla o vef ile; APB
ve APC, v.s... gibi acilar1 da sirayla (a, b) ve (a, ¢), V.s...
ile gosterelim.

Sekil 13.

Siniis formiillerini kullanarak

sin (a, ¢ in (¢, b
AC:CP._._._.(__)' CBZCP-—S—HL-E—

sina sin
bulunur. O halde
AC sin (a, c) sin 3

s : (1)
CB sin (e, b) sin ¢

dir. (1) formiiline gére AC :CB oramm hesaplarken,

— 00—



Cifte Oran 21

acilarin ve dogru parcalarinin yonleri géz onlinde tutul-
malidir: Iki dogru parcasimin yonleri ayni ise, bu dogru
parcalarimin ayni isarette; iki dogru parcasmnin yonleri
farkh ise, dogru parcalarinin farkh isarette olduklarim
farzedecegiz.

Acilar icin benzer kabuller yapilir. Bu kabullere gore,
C noktas1 AB dogru parcasi iizerinde ise AC : CB > 0 ve
C noktas1 AB dogru parcasimin disinda ise AC : CB < 0 dir.

[ dogrusu uzerinde D gibi bir nokta daha alalim ve
PD dogrusunu d ile gosterelim. (1) denklemine bakarak

AD sin (a, d) sin § 25
DB sin(d,b) sina

elde ederiz. Burada

AC AD
(ABCD) = —:——
CB DB

it (it . i

bed) = sin (a,¢) sin (a,d)

sin (¢,b)  sin (d,b)

notasyonlarini ithal edelim. (ABC'D) miktarina dogrunun
4, B, C ve D gibi dort noktasina ait cifte oran, (abed)
miktarina da dogru demetinin a, b, ¢ ve d gibi dort dog-
rusuna ait ¢ifte oran denir. Cifte orana anharmonik oran
da denilmektedir.

(1) ve (2) den
(ABCD) = (abed)

denklemini buluruz. P noktasindan gecmiyen I den farklh
bir I dogrusu cizelim. ¥ dogrusunun a, b, ¢ ve d dogru-
larim kestigi noktalar1 sirasiyla 4’, B/, ¢’ ve D’ ile gos-
terelim (Sek. 14). 4’, B/, C’ ve D’ noktalarina P izdusiim
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merkezine gore 4, B, C ve D noktalarmin !’ dogrusu
tizerindeki izdiisiimleri olarak bakilabilecegi aciktir. (3)
denklemine gore,

(A’B’'C'D’) = (abed)
buluruz. Bu denkleme ve (3) e gore
(A’'B'C'D’) = (ABCD)

elde ederiz. Yukarida verilmis olan bagintilardan su
teoremler cikarilabilir:

Teorem 6. Bir dogru demetinin dort dogrusu
diger bir dogruyw keserse, verilen dort dogrunun ¢ifte
oran, karsthkh kesim noktalarvn cifte oramna esittir.

Teorem 7. ladiisiom alma isi, bir dogrunun dért
noktasma ait ¢ifte oran degerini degistirmez.

Teorem 8. (ABCD) c¢ifte orammda A, B (veya
C, D) noktalarmn kendi aralarmda yerleri degistirilirse,

o zaman elde edilecek ¢ifte oran degeri, (ABCD) cifte
orammn ters degerine esittir,
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‘Gercekten
BC BD CB DB 1
(BACD) = - = - = .
CA DA AC AD (ABCD)
AD AC 2
(ABDC) = 3 =
DB (B ABCD

dir.

Nihayet, birbirinden farkli dért noktanin cifte ora-
ninin 1 e esit olarmyacagim hatirlatalim.

Gercekten

AC AD
(ABOD) == —temar)
CB DB

ise,
AC = AD
CB DB
dir.

O halde, A ve B noktalar: birbirinden farkl iki nokta
ise, C ve D noktalarimin cakisacaklar1 ve dolayisiyle yuka-
rida ileri siiriilen fikrin dogru olacag: anlasilir.
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6. BIR DOGRUNUN HARMONIK DORT NOKTASI VE BIR
DOGRU DEMETININ HARMONIK DORT DOGRUSU

Bir dogrunun 4, B, C, D gibi dért noktasinin (ABCD)
cifte oran1 — 1 e esit ise, yani

(ABCD) = —1 (1)

ise; C ve D nokta cifti, ayni dogru tizerinde bulunan AR
nokta ciftini harmonik olarak biler diyecegiz.

Bu ise; AB dogru parcasmin C' ve D noktalar: tara-
findan (biri ile ic¢ten digeri ile distan olmak iizere) mutlak
degerce esit oranlarda boliinmesi demektir. Buradan derhal
su teorem elde edilir:

Teorem 9. PQR gibi herhangi bir iicgende R
tepe agist ve bu agimn bitiinleri olan agimin agrortaylari-
mn PQ dogrusu ile kesismeleriyle elde edilen nokta cifti
P, @ nokta ¢iftini harmonik olarak béler.

(1) deki sart saglamirsa 4,B; C,D noktalar1 bir
harmonik bélme teskil ediyor denir. D noktasma A4, B;
C noktalarim1 harmonik olarak bélen dordiincii nokta
denir. Bu notasyonlardaki noktalama isaretlerinin kulla-
nilisina dikkati cekeriz. Noktal virgiil, noktalar arasinda
nokta ciftlerini ayirir (veya bir nokta ciftini digerinden

ayirir).
Bir demetin a, b, ¢, d gibi dért dogrusu icin
(abed) =—1

I U
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ise, yukaridakiler icin verilen deyimler bu dort dogru icin
de kullanilabilir.

Teorem 10. Bir C, D nokta c¢ifti A, B nokta
ciftini harmonik olarak bolerse o halde A. B nokta ¢ifti de
C, D nokta c¢iftini harmonik olarak boler.

Gercekten,

CA CB AC CB. AC AD
AD 'BD AD DB CB DB

(CDAB) = = (ABCD)=+1

dir.

Teorem 11. A ve A’ noktalart bir x dairesine
gore invers iseler ve AA’ dodgrusu x» dairesini M ve N
noktalarimda kesiyorsa A, 4’; M, N noktalar: bir harmonik
balme teskil ederler.

Sekil 15.

A noktas x dairesinin disinda olsun (Sek. 15). A dan
% ya cizilen AB ve AC tegetlerini alalim ve BC, BM, BN
dogrularini cizelim. AA’ dogrusu, x dairesinin merkezin-
den gectigine gére; BC dogrusu, AA’ yi A’ noktasinda
keser (Sek. 4).

Bir teget - kiris acisi, ayni Kkirisi goéren bir cevre
aciya esit olduguna gore; « ABM = <« BNM dir.
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« BNM ve « MBC acilarimin her biri, « NBC nin
bir biitiinler acis1 olduguna goére; « BNM = « MBC dir.
Boylece « ABM = « MBC olur. O halde BM dogrusu,
ABA’ licgeninde B acisimin agi ortayl; BM ye dik olan BN
dogrusu ise B acisimi 90° ye tamamliyan acinin aciorta-
yidir. Demekki, Teorem 9 a gore A, A’; M, N noktalar:
bir harmonik bodlme teskil ederler.

Teorem 11, bir dogru iizerinde verilen 4, B; C gibi
{ic nokta ile harmonik bir bélme teskil eden D noktasini
bulmak icin basit bir c¢izim metodu verir: AB dogru
parcasim cap olarak alarak bir A dairesi cizer ve C' nin
% va gore inversi olan D noktasini buluruz. C noktasi AB
dogru parcasinin ortasinda ise, D noktasimmin sonsuzda
olacagl cizimden goriiliir.

Harmonik bdlmede dordiincii noktanin yalmz cetvel

ile yapilan bir cizimle bulunabilecegini Kisim 11 de
gosterecegiz.




7. BIR TAM DORTGENIN HARMONIK OZELIKLERI

- Bu kisimda ispat edilecek olan teoremler, daha ileride
verilecek olan miinakasalar bakimindan cok mihirdirler.
Bir cok cizim problemlerinin ¢oziimlerinde biz bu teorem-
lerden istifade edecegiz.

Dort nokta ve alti dogrudan meydana gelen sekle tam
dortgen denir. Dort noktadan (Sek. 16 da A4, B, C, D

Sekll 16.

noktalar1) herhangi ticii bir dogru iizerinde degildir. Bu
noktalara tam dortgenin koseleri denir. 4, B, C, D nokta-
larim ikiser ikiser birlestirerek alt1 dogru elde edilir. Bu
dogrulara tam doértgenin kenarlar: denir.

Tam dortgenin kenarlari, tepelerden baska ti¢c noktada
daha (Sekilde K, L, M noktalarinda) kesisirler. KL, LM,
MK dogrularina tam dortgenin kosegenleri denir.

ol
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Teorem 12. Tam dortgenin iki kosegeni ile bu
kosegenlerin kesim noktaswmdan gecen iki kenary harmonik
bir demet meydana getirirler.

BD ve AC dogrulari, ABCD tam dortgeninin LM
kosegenini P ve @ noktalarinda kessinler (Sek. 16). L, M,
P ve @ noktalar1 sirayla B, D, P ve K noktalarinin A
izdiisiim merkezine gore BD dogrusu iizerindeki izdusim-
leridir. Buna gore,

(LMPQ) = (BDPK) (1)
dir (Teorem 7).

Ote taraftan L, M, P, Q noktalar sirayla D, B, P ve
K noktalarinin €' merkezine gore izdustimleridir. O halde

(LMPQ) = (DBPK) ; (2)
dir.
Fakat Teorem 8 in bir neticesi olarak

1

(DBPK) = —————
(BDPK)

bulunur.

Su halde (1) ve (2) denklemlerini taraf tarafa
carparak

(LMPQ)*=1 (3)
elde edilir.

Bu durumda (LMPQ) =1 denklemi saglanamaz
(Kisim 5 e bakimz). O halde (3) den

(LMPQ) =—1 (4)

bulunur.
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LM kosegenini L, M, P ve @ noktalarinda kesen dort
dogru (ABCD tam dortgeninin iki kenari ile iki kosegeni)
K noktasindan gecerler. Teorem 6 ve (4) denklemine gore,
K dan gecen bu dort dogrunun bir harmonik demet teskil
edecegi, yani

(KL, KM, BD, AC) = —1
olacag: anlasilir.

Boylece teorem ispat edilmis olur.

Teorem 13. Tam dortgenin bir kosegeni uzerin-
de her birinden tam dortgenin bir tek kenarmn gectigi
nokta cifti, yine oyni kiosegen iizerinde her birinden tam
dértgenin ikiser kenarmn gegtigi nokta ¢iftini harmonik
olarak boler.

Demekki A4, B, C, D tam dortgeninin LM kosegeni
lizerinde bir nokta cifti P ve @ diger nokta cifti de L ve
M dir (Sek. 16). Teorem 13 iin dogru olacagi (4) denkle-
minden anlasilir.
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8. KONIKLER

I ve m gibi 8 noktasinda kesisen iki dogru birbirine
dik olmasm. m dogrusu sabit olan I dogrusu etrafinda
déndiriliirse siirekli bir yiizey belirtir. Bu yiizey, S nok-
tasinda iki ayri yiizey parcasinin birlesmesiyle elde edilen
donel bir K konisidir. S noktasina koninin tepesi denir.

K konisini bir ¢ dizlemi ile keserek konik denilen
bir q egrisi elde ederiz. o diizleminin, K konisinin S
tepesinden gecmedigini farzederek asagidaki halleri ince-
liyelim:

(1) Koninin bir tarafinda kalan yiizey parcasina ait
biitiin doguraylar: bir ¢« duzlemi keserse, g egrisi, elips
denilen kapali ve oval bir egridir (Sek. 17). « diizlemi 1 e
dik iken, elips Ozel olarak bir dairedir.

(2) « duzlemi koninin bir doguraymna paralel ise,

q egrisi, parabol denilen sonsuza dogru acilan bir egridir
(Sek. 18).

Sekll 17. Sekll 18, Sekil 19,

L
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(3) a dizlemi koninin yiizey parcalarindan her iki-
sini birden keserse, g egrisi, sonsuza dogru acian iki
egriden ibarettir. Bu egriyve hiperbol denir (Sek. 19).

Bir nokta ile kesisen iki dogruya da, S tepe
noktasindan gecen bir diizlem ile koninin kesitiymis gibi
bakilabilecegini hatirlatalim. S noktas: sonsuzda bulunan
bir nokta ise, yani koni dairesel bir silindir ise; kesisen
iki dogru, birbirine paralel olan iki dogru haline
gelir. Mamafih ileride sadece elips, parabol ve hiperbol
icin «konik» deyimini kullanacagiz.

Koninin [ eksenine dik olan bir § diizlemi (bu diizlem
tabii 8 den ge¢mez) ile K konisinin arakesiti bir x dairesi
olsun. K konisinin S tepesine gore x dairesinin bir o
diizlemi {izerindeki izdusiimii alimirsa, o haide izdiisiim bir
konik olacaktir. Boylece bir dairenin biitiin projektif
Ozeliklerinin her konige aktarilabilecegi anlasilir.

Koniklerin projektif oOzeliklerini veren teoremleri ispat
ederken, dairelerdeki projektif &zeliklerin herhangi bir
konikte de goriilebilecegi fikrinden faydalanacagiz. Ispat-
lar1 bir daire hali icin gosterecegiz ve ayni teoremlerin
herhangi bir konik icin de dogru olacaklarim derhal
anliyacagiz.




&~

9. KONIKLERIN KUTUPSAL OZELIKLERI

Bir ¢ koniginin diizleminde bulunan fakat konik
iizerinde olmiyan bir P noktasindan g yii M ve N nokta-
larinda kesen bir [ dogrusu cizelim. M, N; P noktalari ile
bir harmonik bolme meydana getiren dordiincii noktayi
Q ile gosterelim. Eger I dogrusu, verilen konik diizleminde
kalmak iizere P noktas: etrafinda dondiiriiliirse; @ noktasi,
P noktasinin ¢ ye gore kutup egrisi denilen bir n egrisi
cizer. P noktasina  egrisinin kutup noktas: denir.

q konigi uzerinde bulunan bir noktadaki tegete,
noktamn kutup dogrusu diyecegiz.

Bir noktanin kesisen veya paralel olan iki dogrudan
meydana gelen bir sekle gore kutup dogrusunu yukari-
dakine benzer bir tarzda tarif ederiz. Nokta verilen dog-
rulardan biri tizerinde ise, o halde bu dogru, o noktanin
kutup dogrusudur. lki dogrunun kesim noktasimin bu
dogrulara gore kutup dogrusu belirsizdir.

Bir daire merkezinin bu daireye gore kutup dogru-

sunun sonsuzdaki dogru olacagi, kutup dogrusu tarifinden
anlasilir.

Teorem 14. Bir noktamn bir daireye gore kutup
dogrusu, noktayr dairenin merkezine birlestiren dogruya
dik bir dogrudur. (Burada verilen noktay, dairenin mer-
kezinden baska bir nokta olarak géz oniine almalhyz).

Verilen P noktasi verilen x dairesi iizerinde ise, o
halde teorem dogru olacagl aciktir. P nin x dairesi
{izerinde olmamas! halini ayrica miinakasa edelim:

g
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» dairesinin merkezine K diyelim ve PK dogrusunu
¢izelim. Bu dogru x dairesini 4 ve B noktalarinda kessin.
P nin x ya gore inversi bir @ noktasi olsun. P den gegen
ve M, N noktalarinda x» dairesini kesen bir [ dogrusu
alalim. I dogrusu PK dan baska bir dogru olsun.

MN dogru parcasim cap olarak alarak bir p dairesi
¢izer ve daha sonra merkezi I dogrusu iizerinde bulunan
ve P, @ noktalarindan gecen bir v dairesi belirtiriz. v
dairesi, x ya gore invers olan farkh iki noktadan gectigine
gore, x ya ortogonaldir (Teorem 1). y niin merkezi, x ile
@ niin kuvvet ekseni iizerinde bulunduguna gore; y dairesi
u dairesine de ortogonaldir (Teorem 4). Buna gore, p
dairesinin MN c¢ap1 ve bu ¢apin uzantisinin v dairesini
‘kestigi noktalar invers noktalardir (Teorem 2).

v dairesinde, cevrenin yarisim géren PQR acgisi bir
dik aqdir. O halde R noktasi, @ den PK ya inilen dikme
lizerinde bulunur,

@ ve R noktalarimin, P nin x dairesine gére kutup
dogrusu iizerinde bulunacaklarini, Teorem 11 i x ve p
dairelerine uygulamak suretiyle anhiyabiliriz. Buna gore,
= dogrusu, @ noktasinda PK dogrusuna diktir ve bu iste-
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nen sonuctur. P noktasimin x dairesinin icinde olmasi veya
olmamasi hallerinde de yine yukaridaki miilahazalar
uygulanabilir. Bu iki hali, anlasilmasi kolay olsun diye,
farkl iki c¢izimle gosterecegiz (Sek. 20 ve 21).

Kutup dogrusu tarifini kelimesi kelimesine muhafaza
edersek, o halde x nin bir kirisi olan @ den PK ya indi-
rilen dikmeyi, P noktasinin kutup dogrusu olarak alabiliriz.
Kirisin uc noktalar:, P den x ya ¢izilen tegetin x ya degme
noktalaridir (Sek. 4 ile karsilastiriniz).

Mamafih asagida miinakasa edilecek olan baz1 dii-
siinceler, P nin kutup dogrusu olarak, kirisin belirttigi
dogrunun tamamini almiya bizi sevkedecektir.

Sekil 21.

Teorem 14 den derhal su sonuc elde edilir:

Teorem 15. Bir noktamn bir konige gore kutup
eqgrisi bir dogrudur.

Daha Once verilmis olan sonuclardan su neticeleri
cikarmak kolaydir:

P noktasi bir q koniginin disinda ise, yani P den gecen
ve ¢ ile kesim noktasi olmiyan bir dogru cizmek miimkiin
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ise; o halde P nin kutup dogrusu, P den q ye c¢izilen teget-
lerin ¢ ye degdigi noktalarda g yii kesecektir.

P noktas: ¢ koniginin icinde ise, o halde P nin kutup
dogrusunun gq ile ortak bir noktas:1 yoktur.

Bir g koniginin 4 ve B noktalarindaki tegetleri cizi-

lirse, bu tegetler, AB dogrusunun kutup noktasinda kesi-
sirler,

Teorem 16. Q noktasi, bir P noktasuun verilen
bir konige gore kutup dogrusu iizerinde ise; P nokias: da
Q niin kutup dogrusu iizerindedir.

Sekil 22.

Teoremin dogrulugunu verilen konigin daire olmasi
halinde gérmek kafidir. Daireyi » ve dairenin merkezini
K ile gosterelim (Sek. 22).

P nin x dairesine goére inversi olan S noktasi, P nok-
tasinin kutup dogrusu iizerinde bulunur (Teorem 11) ve
PSQ agis: bir dik ac1 olur. PQ dogru parcasini ¢ap olarak
alarak cizilen y dairesi S noktasindan geger ve o halde p
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dairesi x dairesine ortogonal olur. KQ dogrusu . dairesini
T noktasinda kessin.

T noktas) @ niin x ya gore inversidir (Teorem 2) ve
PTQ ac¢is1 bir dik acidir. Buna, kutup dogrusu tarifine
ve Teorem 14 e gore; @ noktasinin x ya gore kutup dogru-
sunun, PT dogrusu olacag! anlasilir. Boylece teorem ispat
edilmis olur.

P noktasi x dairesi lizerinde iken teorem yine de
dogrudur. Zira bu halde, P noktasindan x ya cizilen teget
tizerinde bulunan her noktanin kutup dogrusu P den
gecer.

Sek. 22 deki P ve @ noktalarmin x dairesi disinda

oldugunu hatirlatalim. Teorem 16 min ispatinda, P ve @

noktalarinin kutup dogrular: olarak x dairesinin kirisleri
. yerine bu kirislerin sonsuz olarak uzatilmasiyle elde edilen
\ dogrular: ele almanin faydal olacagi anlasilir. Aksi halde;
| Teorem 16 nin ifadesine, bu ifadeyi degistirmiyen bir
| takim kayitlarin konulmasi gerekir.

'. 1 dogrusu, yaricap: » ve merkezi O olan daireyi A ve B
noktalarinda kessin. AB kirisinin orta noktas: C olduguna
gore AC =CB=d ve OC = h olsun. Acikca goriliir ki
b d: = r* — R dir. O halde h > r ise d miktar icin imajiner
' degerler elde ederiz. Bu durumda da ! dogrusunun verilen
| daireyi kesecegini ve fakat A4, B kesim noktalarmin
| imajiner noktalar olacaklarimi bir kaide olarak kabul
' ederiz. Imajiner noktalar fikrinin ithalinin cok istifadeli
olacag ortaya ¢ikmaktadir. Ozellikle boyle bir fikir, bir
noktadan daireye cizilen tegetlerin degme noktalarim
birlestiren Kkirisin uzantilam1 olan dogru parcalarina,
neden o noktanin daireye gore kutup dogrusuna ait

kisimlar olarak bakilmasi gerekecegini aciklar.

Teorem 17. Bir noktamn iki dogruya gore kutup
egrisi, verilen dogrularn kesim noktalarmdan gegen bir
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dogrudur (eger verilen dogrular paralel ise, kutup edgrisi,
bu dogrulara paralel bir dogru olur).

m ve n gibi iki dogru bir O noktasinda kesissinler
(Sek. 23). m ve n dogrularim M ve N gibi farkh iki nok-
tada kesen ve P den gecgen bir I dogrusu cizelim. Sonra M,
N; P noktalariyle harmonik bdlme teskil eden dérdiincii

Sekil 23.

noktayi @ ile gosterelim. m, n; OP, OQ dogrular: bir har-

monik demet tpskil ederler (Teorem 6). Bundan otiiri,
bu dogrularin P den gecen OP den baska herhangi bir
dogru ile kesim noktalar: bir harmonik bolme meydana
getirirler. Buradan, OQ dogrusunun, P noktasinin kutup
dogrusu olacag anlasihir. Eger O noktasi sonsuzda ise o
halde m, n ve OQ dogrular:1 paraleldirler.




- (Sek. 24). Bdyle bir dairenin cizilebil

e e

10. BRIANCHON VE PASCAL TEOREMLERI

Ik nce su asagidaki miitaleamin dogru olacagim
gorelim: Bir x dairesine iizerindeki 4 ve B noktalarindan
tegetler cizilirse ve sonra bu tegetler iizerinde AB dogru-
sunun ayni tarafinda olmak iizere AA, = BB, gibi dogru
parcalar: alimirsa; o zaman A44,, BB, dogrularina teget
olan ve 4,, B, noktalarindan gecen bir dajre cizilebilir

ecegi; verilen seklin

A, B,

Sekil 24,

% dairesinin 4B kirisine dik ¢apa gore simetrik olmasin-
dan anlasilabilir,

Teorem 18, (B'rianchon). Bir konigin disina gizilen
bir altwgende karsi koseleri birlestiren kosegenler bir
noktadan gecerler.

Teoremin bir daire icin ispati, teoremi ispat etmek
icin kafidir,

e igRIL
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a, b, ¢, d, e ve [ noktalarinda x dairesine teget olan
bir altigenin kenarlar sirasiyle AB, BC, CD, DE, EF ve
FA olsun (Sek. 25). Keyfi bir MN dogru parcas: alahm

ve aB, bB, ¢D, dD, eF ve fF yaridogrular: iizerinde sirayla -

ao =bf=cy=dé =ee= [C=MN (1)

dogru parcalarim isaretliyelim. « ve § noktalarinda Aea
ve E§ dogrularmna teget olan ), dairesi; -x ve € noktalarinda

Sekil 25.

Cy ve A7 dogrularina teget olan p dairesi; £ ve 8 noktala-
rinda Fe ve Cf dogrularina teget olan vy dairesini ¢izelim.
(1) denklemlerine gore X, u ve v dairelerinin cizilebilecegi
goriilur,

) ile p, A ile v ve p ile v daire ciftlerinin kuvvet
eksenlerinin sirayla AD, BE ve CF dogruiar: olacaklarim
anlamak zor degildir. Ornegin Ba=Bf ve E§— Et
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olduguna goére (zira Ba = MN —aB, Bf = MN — bB;
E§ = MN + Ed, Ee = MN + Ee dir), B ve E noktalan
% ve vy dairelerinin kuvvet ekseni tizerinde bulunuriar.

Buna goére AD, BE ve CF dogrularimin hepsi bir
noktadan (A, p ve v dairelerinin kuvvet merkezinden)
gecerler (Teorem 5). Teorem bdylece ispat edilmis olur.

Brianchon teoremi, bir altigenin iki komsu kenarinin
bir dogru iizerinde bulunmasi halinde de dogrudur. Bu

Sekil 26.

durumda, ayni dogru iizerinde bulunan kenarlarin ortak

kosesi olarak bu dogrunun daireye degme noktasi alina-
caktir.

Ornegin bir dairenin disina cizilen ACDF dortgenine

- bir ABCDEF altigeniymis gibi bakalim ve bu dortgeni
inceliyelim. Buradaki B ve E noktalari, AC ve DF dog-
rularinin % dairesine degme noktalaridir (Sek. 26).
Brianchon teoremine gore, BE dogrusu, verilen dortgenin
AD ve CF kosegenlerinin S kesim noktasindan gecer. Ayni
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tarzda, AF ve CD kenarlarimin x dairesine degme nokta-
larmni birlestiren MN dogrusunun da S noktasmdan gece-
cegi anlagilir. O halde bir daire disina cizilen bir dértgen-
de karsi kenarlarmm daireye degdigi noktalar: birlestiren
dogrular ve dértgenin kosegenleri bir noktadan gecerler.

Teorem 19. (Pascal). Bir konigin icine ¢izilen bir
altigenin karsy kenarlarvn kesim noktalar: bir dogm
izerinde bulunurlar *.

Bir g konigi icine cizilen bir «8y8e{ altigeninin af}
ile 8¢ kenarlar1 P noktasinda, Py ile ¢ kenarlar1 @ nokta-
Sinda ve y§ ile Lo kenarlar1 R noktasinda Kesissinler (Sek.
27). Bu altigenin koselerinden ¢ konigine tegetler cizelim
ve biylece meydana gelen altigeni ABCDEF ile gosterelim.

P noktasi, hem A4 noktasinin «f kutup dogrusu iize-
rinde ve hem de D noktasinin §¢ kutup dogrusu iizerinde
bulunur. O halde 4D dogrusu P noktasinin kutup dogru-
sudur (Teorem 16). Benzer tarzda; BE ve CF dogrulari-
nin da, sirayla, @ ve R noktalarimin kutup dogrular:
olacaklarim gosterebiliriz.

Brianchon teoremine goére AD, BE ve CF dogrular
8 noktasinda kesisirler. Mademki P, @ ve R noktalarmn
kutup dogrular1 8 noktasindan gecmektedirler o halde P,
@ ve R noktalari 8 nin kutup dogrusu iizerinde yani ayni
bir dogru iizerinde bulunurlar. Bu ise istenen sonuctur.

Pascal teoremi bir konik icine cizilen altigenin iki
komsu koésesinin cakismasi halinde de dogrudur. Bu
durumda; her iki kéosenin cakistigi noktadaki konik

“) Bu projektif geometrinin temel teoremlerinden biridir. Teoremi,
ilk defa, kiiclik yasinda parlak matematik buluslart olan Blaise Pascal
(1623-1662) 16 yasinda iken ifade etti ve ispatiadi. Brianchon teoremi
ise, daha sonralarr (Pascalin teoremini ispat etmesinden tahminen 150
Y1l kadar sonra) ispat edildi.
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11. BAZI DOGRUSAL SEKILLERIN CETVEL
ILE CIZIMLERI

Problem 1. Bir | dogrusu iizerinde A, B ve C gibi
farkh i nokta veriliyor. Oyle bir D noktas: bulunuz ki
D, C noktalar: A, B nokta ¢iftini harmonik olarak bolsiin.

Bir tam dortgenin harmonik ozeliklerine gore, cizime
ait diisiince tarzi aciktir. Bununla beraber, problemin
ehemmiyetinden 6tiirii, ¢izimin yapihisindaki biitiin adim-
lar teferruatiyle goz oniine alacagiz.

E E E
F F

| Ll SEIPERE w1 | 1, Yl |
ACEACBACB

Sekil 29, Sekil 30, Sekil 31,

! dogrusu disinda bir E noktasi: alinz ve AE, BE, CE
dogrularimi cizeriz (Sek. 29). AE iizerinde 4 ve E den
baska bir F noktas: alir ve CE yi G noktasinda kesen BF
dogrusunu belirtiriz (Sek. 30). Sonra, BE yi H noktasinda
kesen AG dogrusunu cizeriz (Sek. 31). FH dogrusu, 1
dogrusunu aranan D noktasinda keser (Sek. 32).

Gercekten AB dogrusu, EFGH tam dortgeninin bir
kbsegenidir. Buna ve Teorem 13 e gére (4ABCD) = —1

T
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A - B D

Sekil 32.

olur. Sek. 33 de, C noktasinin AB dogru parcasinin disinda
olmasi halinde yapilan ¢izim ¢ncekinin aynidir,

Sekil 33.

Problem 2. Bir dogru demetinin a, b ve ¢ gibi farkh
¢ dogrusu veriliyor. a, b dogru ¢ifti ve ¢ ile harmonik
demet teskil eden d dogrusunu giziniz.

Demetin merkezinden (yani verilen dogrularin kesim
noktasindan) ge¢miyen bir [ dogrusu cizeriz. 1 dogrusu
a, b ve ¢ dogrularini sirayla A, B ve C noktalarinda kes-
sinler. 4, B ye gore C nin harmonik eslenigi olan noktay1
bulur (Problem 1) ve bu noktayr demetin merkezine
birlestiren dogruyu cizeriz.
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Problem 3. Verilen a ve b dogrularvn yamna vari-
lamwyan kesim moktasindan ve verilen bir A noktasmdan
gecen dogruyu ciziniz.

Cizim Sek. 34 de gosterilmistir. Cizimin dogrulugu
asagidaki miilahazalar yardimiyle ispat edilebilir: a ve b
dogrularinin yanna varilamiyan kesim noktasim X ile
g0sterelim. @ ve b dogrulart BDCE tam dortgeninin iki
kenarmi, XA ve XF dogrular: ise bu tam dortgenin kose-
genlerini belirten dogrulardir. O halde a, b; XF dogru-

lariyle bir harmonik demet teskil eden ddrdiincii dogru
XA dir (Teorem 12). Tamamen benzer bir tarzda, BDGH
tam dértgenini gozoniine alarak XK dogrusunun ayni
@, b; XF dogrular1 ile bir harmonik demet teskil eden
dordiincii dogru olacagim goriiriiz. O halde X4 ve XK
dogrular: cakisirlar ve boylece AK dogrusu aranan dogru
olur, 4 noktasmnin @ ve b dogrularmmn arasinda kalan
bdlgede olmamas: halinin incelenmesini okuyucuya bira-
Kiyoruz.
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12. KONIKLERLE ILGILI OLAN VE CETVEL
ILE YAPILAN CIZIMLER

Problem 4. Bir g konigi ve q iizerinde bulunmiyan
bir P moktas: veriliyor. P noktasmn « kutup dogrusunu
bulunuz.

Sekll 35.

Tam dortgenin harmonik 6zeliklerine gore cizime ait
farkll durumlar Sek. 35, 36 ve 37 de gdsterilmislerdir.

Sek. 35 e ait ¢izimi inceliyelim: PA, PC ve PE kesenleri
tizerinde K, L ve M gibi 6yle noktalar aliriz ki

(ABPK) = (CDPL) = (EFPM) = —1 (1)

denklemleri saglamr. ABCD ve CDFE tam dértgenlerinin
ozeliklerine gore, bu tam doértgenlerde KL ve LM dogru-
larinin karsilikh kosegenler olduklar: ve bu kosegenlerden
KL nin G noktasindan ve diger LM nin de H noktasindan
gececegi anlasilir. Fakat (1) denklemlerinden K, L ve M

= e
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noktalarinin P noktasinin n kutup dogrusu iizerinde bu-
lunduklar: ve o halde = dogrusunun G ve H noktalarin-
dan gececegi goriiliir. Esasen cizimi yaparken K, L ve M
noktalarim nazari itibara almayiz. Zira bu noktalari, ele
alinan ¢éziimde sadece bir basamak teskil etmeleri baki-
mindan g6z 6niine almaktayiz.

Yukardaki cizim, PE keseninin cizilmesinden vazge-
Cilerek daha da basitlestirilebilir. Zira ABCD tam dort-
geninin K1, kosegeninin, AC ile BD nin kesim noktasin-
dan ve ¢ noktasindan gecmesi gerekir (Sek. 36).
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Sek. 37 de yapimis olan ¢izim su esasa dayanmak-
tadir:

PE ve PF dogrularimin (bunlar sekilde gosterilmemis-
lerdir) sirayla F ve E noktalarimin kutup dogrulari olduk-
lar goriiliir. Buna ve Teorem 16 ya gore, P noktasinin «
kutup dogrusu E ve F noktalarindan gecer,

Problem 5. Bir g konigi ve q iizerinde olmwyan bir
P noktasy veriliyor. P den q ye ¢izilen tegetleri bulunuz.

P noktasimin © kutup dogrusunu sonra da P noktasini
= ile ¢ niin kesim noktasma birlestiren dogruyu cizeriz.

Sek. 35 de P den gecen tegetler, nokta nokta gizilmis’J
olan dogrularla gosterilmislerdir.

q ile m birbirini ltesmezse, o halde tegetler bulmak
mimkiin degildir.

Problem 6. Bir konik ve bir = dojrusu veriliyor.
Dogrunun P kutup nolktasim bulunuz.

n lizerinde 4 ve B gibi herhangi iki nokta alirz. 4
noktasmin a kutup dogrusu ile B noktasinin b kutupi

dogrusunu cizeriz. ¢ ve b dogrular1 aranan P noktasinda
kesisirler (Teorem 16).

Problem 7. Verilen bir konik iizerinde alman bir P
noktasindan konige bir teget ciziniz.

P den gecen keyfi bir kesen cizeriz. Bu kesenin Q‘
kutup noktasimi buluruz. PQ dogrusu aranan tegettir.

Problem 8. Bir q koniginin A, B, C, D, E gibi bes
noktas1 veriliyor. q konigine ait bir altinct noktay: gizim!%
bulunuz.

A, B, C, D, E noktalarim q egrisi icine ¢izilen Pascal
altigeninin miiteakip bes noktasiymis gibi alinz (Sek. 38).
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AB ve DE dogrularm beiirtir ve bu dogrularin P kesim
noktasindan gecen keyfi bir 1 dogrusunu cizeriz. BC ve
CD dogrulari, ! dogrusunu sirayla @ ve R noktalarinda
kessinler. £Q ve AR dogrularim da cizeriz. Bu iki dogru-
nun F kesim noktasi g konigi tizerinde bulunur.

Gercekten; ABCDEF altigeninin karsilikli kenarlar-
hin (yani AB ve DE, BC ve EF, CD ve FA kenarlarinin)
kesim noktalar bir dogru iizerinde bulunurlar. Eger AR
dogrusu q yii F den baska bir F” noktasinda da keserse,

———
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Sekil 38.

EF” qogrusu Q noktasindan gecmez. EF” dogrusu Q den
gegseydi Pascal teoremi ile bir celisme gosterirdi.

Ihtar. Bes noktasiyle tarif edilen bir konigin
Verilen bir dogru ile kesim noktalarindan biri bilinirse, o
Zaman yukaridaki metodu uygulayarak ve cetvel kulla-
harak ikinci kesim noktasim1 bulmak miimkiindiir. Lakin,
eZer bes noktasiyle verilen bir konigin verilen dogru ile
kesim noktalarindan biri verilmezse, kesim noktalarim
Yalmz cetvel ile yapilan bir cizimle bulmak miimkiin
degildir.
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Problem 9. Bir g koniginin A, B, C, D ve E gibi bes
noktasy veriliyor. Bu noktalarn birinden q ye bir teget
giziniz,

D noktasindan q ye bir teget cizelim (Sek. 39). AB,
BC, CD, DE, ve AE dogru parcalan ile ¢ niin D deki
tegetini konik icine cizilen altigenin kenarlariyms gibi
alarak BC ve DE dogrularimn P kesim noktas: ile CD ve
EA dogrularinin @ Kkesim noktasim buluruz. AB ve PQ

R
-.“\
/\\
i |
{\ QI
\ B / ‘

~
B ‘-—-ﬂ-” E

Sekil 39,

)

dogrularimin kesim noktasi1 R ile gosterilsin. DR dogrusu
aranan tegettir.

Problem 10. Bir q koniginin A, B, C' ve D gibi dort
noktasiyle q niin A daki a tegeti veriliyor. q egrisine mt
beginci bir noktayr bulunuz.

a, AB, BC, CD, DE, EA dogrularini ¢ niin icine cizilen
altigenin kenarlariymis gibi alarak a ve CD dogrularimn
P kesim noktasim buluruz. P den gecen herhangi bir 1
dogrusu cizeriz. 1 dogrusu AB yi g noktasinda ve BC yi
de R noktasinda Kessin (Sek. 40). AR ve DQ dogrularinin
E kesim noktasi g egrisi izerinde bulunur.
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Sekil 40,
Problem 11. Bir g koniginin a, b, ¢, d ve e gibi bes
tegeti veriliyor. q ye ait altinct bir teget giziniz.

. a, b, c,dve e ye g nin disina cizilen bir altigenin bes
kenariymis gibi bakariz (Sek. 41).

Sekll 41.

‘a ve b dogrular1 A noktasinda, d ve e dogrular1 D
noktasinda kesisirler. AD dogrusunu cizer ve bu dogru
lizerinde keyfi bir K noktas: alirnz. Sonra BK ve CK dog-
Tularim belirtiriz. CK dogrusu e yi E noktasinda kessin.
EF dogrusu aranan tegettir. :
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Gercekten, eger F' noktasindan ¢ ye bir f tegeti cizer-
sek, ¢ niin disina cizilen abedef gibi bir altigen belirtmis
oluruz. Bu altigenin karsy koselerini birlestiren dogrular,
Brianchon teoremine gére bir noktadan gecerler. Karsi
koseleri birlestiren bu dogrulardan AD ile CF, K nokta-
sinda kesisirler. O halde f tegetinin, e ile BK nin B kesim
noktasindan gecmesi gerekecektir.

Problem 12. Bir g koniginin a, b, ¢, d ve e gibi bes
tegeti veriliyor. a dogrusunun q egrisine degme noktasimi
bulunuz.

Brianchon teoreminin, konik disina cizilen altigenin
iki komsu kenarimin ¢akismasi halinde de dogru olacagim
daha evvel hatirlatmistik (Kisim 10 a bakiniz). Bu durum-
da; dogrunun verilen konige degme noktasi, cakisan iki

kenarmn kesim noktasiymis yani altigenin bir kosesiymis
gibi alimr.

Cizimi asagidaki gibi yapariz (Sek. 42): a, b, ¢, d, €
dogrularina (a kenari iki defa sayilir) ¢ niin disina cizilen
altigenin kenarlariymis gibi bakarak altigenin 4, B, C,
D, E gibi bes kosesini elde eder ve AD ile BE dogrularim
cizeriz. Bu dogrularin kesim noktas: K olsun. CK y1 cizer
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ve CK nin a dogrusu ile F kesim noktasim buluruz. F
noktasi altigenin altinci késesidir ve a dogrusunun gq
konigine F noktasinda degdigi goriiliir.

Pascal ve Brianchon teoremlerini uygulayarak ve

yalmz cetvel kullanarak okuyucu asagidaki yedi problemi
kolayca cézebilir:

5

Bir g koniginin A, B, €, D gibi dort noktasi ve g niin
A noktasindaki a tegeti veriliyor. g niin B noktasin-
daki tegetini ciziniz.

Bir g koniginin 4, B, C gibi ii¢ noktasi; ¢ niin A nok-
tasindaki a tegeti ve ¢ niin B noktasindaki b tegeti
veriliyor. g egrisi iizerindeki bir dordiincii noktayi
cizimle bulunuz.

Bir g koniginin A, B, C gibi ii¢c noktasi; g niin A nok-
tasindaki a tegeti ve ¢ niin B noktasindaki b tegeti
veriliyor. ¢ niin C' noktasindaki tegetini ciziniz.

Bir g koniginin a, b, ¢ ve d gibi dort tegeﬁ ile a dog-
rusunun ¢ ye A degme noktasi veriliyor. g ye ait bir
besinci teget ciziniz.

Bir ¢ koniginin a, b, ¢ ve d gibi dort tegeti ile a dogru-
sunun g ye A degme noktasi veriliyor. b dogrusunun
q ve B degme noktasinmi cizimle bulunuz.

Bir g koniginin a, b, ¢ gibi iic tegeti; @ nin q ye 4
defgme noktasi ve b nin g ye B degme noktas: verili-
yor. g ye ait bir dordiincii teget ciziniz.

q koniginin, a, b, ¢ gibi iic tegeti; a dogrusunun q ye A
degme noktasi ve b dogrusunun ¢ ye B degme noktasi
verilivor. ¢ dogrusunun g ye degme noktasini bir
cizimle bulunuz.
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13. PARALEL Kl DOGRU VERILDIGINE GORE
CETVEL ILE YAPILAN CIZIMLER

Asagida miinakasa edilecek olan cizimlerde cok defa
5u teoremi kullanacagiz:

Teorem 20. Bir yamugun kosegenlerinin kesim
noktasy ile paralel olmiyan kenarlarimin kesim noktasin-

dan gegen dogru, yamugun paralel kenarlarim ortalar.

Bu teorem, (Sek. 43) deki CDEF tam dortgeninin :
harmonik 6zeliklerine dayanarak ispat edilebilir: A, B K

E

Sekil 43,

noktalariyle harmonik bolme teskil eden dérdiincii nokta
sonsuzdadir ve o halde AK — KB olur,

Tamamen daha basit diisiincelere dayanarak diger bir
ispat tarz1 vermek de miimkiindiir: Ixiser ikiser biribirine
benzer olan AKE ile DLE, KBE ile LOCE, AKF ile CLF,

— 58 —
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1 ve m iizerinde bulunmiyan keyfi bir E noktas1 alir
(Sek. 43), AE ve BE dogrularim cizeriz. AE ve BE
dogrulari, m dogrusunu sirayla D ve C noktalarinda kes-
sinler. AC veBD dogrularim cizer ve bu dogrularin kesim
noktasim F ile gosteririz. EF dogrusu, AB doZru parca-
sinin orta noktasindan gecer.

Problem 15. Verilen | ve m dogrulart uzerinde
buwlunmayan bir A noktasmdan bu dogrulardan birine
paralel bir dogru giziniz.

Once I dogrusu iizerinde alinan herhangi bir dogru
parcasim ortalariz (Problem 14). Sonra A dan gecen ve
1 e paralel olan bir dogru cizeriz (Problem 13).

Problem 16. [ ve m gibi paralel iki dogru ve 1 iize-
rinde bir AB dogru parcas: veriliyor. AB dogru parcasimn
n katr olan dogru parcasvm giziniz (n bir tam saydar).

L K

t

A CB B c

Sekil 44,

o
m

1 ve m dogrularl disinda alinan keyfi bir K noktasin-
dan (Sek. 44) verilen dogrulardan birine paralel bir p
dogrusu cizeriz (Promlem 15). AK ve BK dogrularmm
belirtiriz. AK ve BK dogrulari, m dogrusunu sirayla 4’ ve
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B’ noktalarinda kessinler. p yi L noktasinda kesen BA’
dogrusu ile I yi C noktasinda kesen LB’ dogrusunu cizeriz.
O halde 4B = BC dir. Cizime devam ederek herbiri AB
dogru parcasina esit olan CD, DE, v.s... dogru parcalarini
da elde edebiliriz.

Problem 17. [ ve m gibi paralel iki dogru, 1 iizerinde
bir AB dogru pargasi ile yine 1 iizerinde bir C noktas:
veriliyor. 1 iizerinde AB dogru parcaswna esit bir CD dogru
parcasiy aliniz,

I ve m dogrularinin disinda alinan keyfi bir K nokta-
sindan verilen dogrulara paralel bir dogru cizeriz. Cizimin
geri kalan yapilisi Sek. 45 e gore aciktir. CD ve CD’ dog-
rular: olmak lizere problemin iki ¢ézimii vardir.

Problem 18. 1 ve m gibi paralel iki dogru ve 1 vzerin-
de bir AB dogru parcasy veriliyor. AB dogru parcasini n
esit parcaya bolimiz.

" \. —d
A B U C D

Sekil 45.

Dogru parcasinin ii¢ esit parcaya boliinecegi farzedil-
sin. Ayrica Problem 16 da verilen cizim yolu ile AB dogru
parcasini uc defa uzatirsak, m dogrusu iizerinde birbirine
esit A’B’, B'C" ve C'D’ dogru parcalarii elde ederiz (Sek.
44). Daha sonra AD’ ve BA’ dogrularmi cizer ve bu
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dogrularin kesim noktasi M ile gosteririz. Nihayet B'M
ve ("M dogrularim da cizeriz. Bu dogrular B” ve C” nok-
talarinda AB dogru parcasim ii¢ esit kisma bolerler,

Problem 18. [ ve m gibi paralel iki dogru ve 1 iize-
rinde bir AB dogru parcasy veriliyor. AB dogru parcasini
1/n i olan dogru pargasvm ¢iziniz (n bir tam saydir).

Bir onceki problemde boyle n tane dogru parcasi
cizmek gerektigi halde, bu problemdeki duruma gore,

burada, 1/n-AB ye esit yalmz bir dogru parcas1 cizmek
kafi gelecektir.

Sekll 46.

Bu problemin Brianchon tarafindan ortaya konan ilgi
cekici bir ¢oziimiinii verecegiz.

1 ve m dogrularinin disinda alinan keyfi bir K nokfta-
sindan gecen AK ve BK dogrularini cizeriz (Sek. 46), AK
ve BK dogrular: m dogrusunu « ve § noktalarinda kessin-

ler. v noktasinda kesisen A@, Bua dogrulari; C noktasmda
! dogrusunu kesen Kvy; § noktasinda 48 dogrusunu kesen
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@C; D noktasinda I dogrusunu kesen K§ dogrularini cizeriz.
4D =1/3.AB oldugunu ispat edelim: afyK tam dortge-
hine dikkatlice bakarsak 4, C; D, B noktalarmmn harmonik
bir bélme teskil ettiklerini goriiriiz. O halde

AD:DC=AB:CB
dir,

Lakin AB = 2CB dir (Problem 14 e bakimz). Bu ve
bundan bir 6nceki denkleme gére AB = 2DC buluruz.
Demekki AD = 1/3.AB dir.

Ayrica, £ noktasinda AB dogrusunu kesen oD dogrusu
lle B noktasinda ! dogrusunu kesen KE dogrusunu cizer
Ve AE = 1/4.AB dogru parcasim elde ederiz.

Daha sonra, € noktasinda Af dogrusunu kesen of
dogrusu ile /7 noktasinda AR dogrusunu kesen K¢ dogru-
Sunu cizerek AF = 1/5.AB dogru parcasini elde ederiz.

Son yazilan iki denklemin dogru oldugunu ispat etmek
icin 4, D; E, B ve A, E; F, B nokta takimlarinin her ikisi-
Nin de harmonik bélme teskil ettiklerini gtz oniine almak
kafidir.

Cizime boylece devam eder ve AB dogru parcasmin
altida bir, yedide bir, v.s... parcasim bulabiliriz.
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14. BIiR PARALELKENAR VEYA BIR KARE
VERILDIGINE GORE CETVEL ILE
YAPILAN CIZIMLER

Bir paralelkenar kullanarak asagidaki problemi ¢oz-
mek mimkiindiir:

Problem 20. Verilen bir noktadan gegen ve verilen
bir 1 dogrusuna paralel olan bir dogru ciziniz.

Gl

C \G

E\

Sekil 47.

Paralelkenarin kosegenlerinin kesim noktasindan ge-
cen ve paralelkenarin kenarlarindan birine paralel olan bir
dogru cizelim. O halde verilen I dogrusu iizerinde EF ve
FG gibi esit iki dogru parcasi meydana gelir (Sek. 47).

Boylece Problem 13 e gelmis oluruz. [ dogrusunun
BC veya AB ye paralel olmas: hali ise bizi Problem 15 e
gotiiriir. Cizime ait bir ikinci metod, CD ve EM dogrula-
rmin G kesim noktasi ile AB ve GM dogrularinin E’ kesim
noktasini elde etmekten ibarettir. E'G’ dogrusu 1 dogru-

suna paraleldir. O halde biz yine Problem 15 e gelmis
bulunuyoruz.
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14 den 20 ye kadar olan problemler ile asagidaki iki
problemi bir kare kullanarak c¢ozmek miimkiindiir:

Problem 21. Verilen bir K noktasindan verilen bir 1
dogrusuna bir dikme indiriniz.

ABCD karesi verilmis olsun (Sek. 48). Karenin kose-
genlerini cizeriz. Kosegenlerin M kesim noktasindan gecen
Ve | dogrusuna paralel olan EF dogrusunu belirtiriz (Prob-
lem 20). Sonra AB ye paralel FG ve AC ye paralel GH
dogrularim da cizeriz.

D H c

G F

E M

A &
Sekil 48.

HM nin EF ye dik oldugunu ispat etmek kolaydir.
Gercekten; cizime gore CF = GD = DH oldugu ve ayrica
MD = MC, « MDH = « MCF = 45° olduklar: goriiliir. O
halde MDH ve MCF iicgenleri benzerdir. Buradan
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<« HMF = « HMC + « CMF =
¢ HMC + « HMD = « DMC = 90°
oldugu cikar.

Bu sonug, problemi ¢ozmek icin K noktasindan HM ye
paralel bir m dogrusunun cizilmesi gerekecegini ifade eder.
m dogrusu aranan dikmedir.

Problem 22. Verilen bir dik agmun esit iki agwa
boliinmesi.

Esit iki aciya boliinmesi istenen aci, daha énce veril-
mis olan KLN dik agist olsun (Sek. 48). Bu acinin kenar-
lamm FHM acsinin kenarlarina paralel olduklarina gore
(bir onceki probleme bakimz), problemi c¢6zmek icin L
den gecen ve FMH agisinin ac¢: ortayina paralel olan bir
dogru cizmek kafidir. Zira kolayhikla goriilecegi gibi, FHM
agisinin aci ortayl FH dogrusuna diktir. Gercekten MDH
ve MCF ucgenlerinin benzerliginden MF = MH olur ve
FMH ucgeni ikizkenar bir iicgendir.

O halde L noktasindan gecen ve FH dogrusuna dik
olan n dogrusu (Problem 21), KLN acisinin aranan acl
ortayidir.




15. BIR DAIRE VE MERKEZI VERILDIGINE GORE
CETVEL ILE YAPILAN CIZIMLER

Bir cizim problemi cetvel ve pergel ile coziilebilirse,
0 Zaman boyle bir problemin cebirsel metod ile ¢oziimii,
GOk iyi bilinecegi gibi, bir veya bir kag lineer denklem ile
ikinei dereceden denklemlerin koklerini cizimle bulun-
Masina getirilebilir. Buna dayanarak bdyle problemlere
“ikinci dereceden problemlers denir.

Su husus dikkate deger: Eger sekil diizleminde bir
daire cizilmis ve bu dairenin merkezi verilmis ise, ikinci
dereceden her cizim problemi yalmz cetvel ile ¢oziilebilir *.

Bu hususu ispat etmek icin; bir daire ve bu dairenin
Merkezi onceden verilmis iken, merkez ve yaricapiyle
Verilen bir daire ile bir dogrunun ve yine aym tarzda

Merkez ve yaricaplariyle verilen iki dairenin kesim nok-
- talarinn valmz cetvel ile yapilan cizimlerle elde edilebile-
Ceklerini gérmek kafidir. Gercekten cizim problemlerinde
Sadece bu iki isi yapmak icin pergel kullamhr **.

Bu ikisine tekabiil eden cizimler, Problem 30 ve 31 de
-_-‘__‘————

“) Bu keyfiyet, Fransiz matematikecisi Poncelet ve Poncelet'den
YWmamiyle miistakil olarak Alman matematikeisl Stelner tarafmdan
“Maya konmustur. Jean-Victor Poncelet (1789-1867) genclifinde Napoleon
rdusunda bir subay idl, 1812 de yaprlan Rusya seferine katildi, esir
l!‘m‘". iki yi1l kadar Saratov'da yasad: ve orada projektif geometrideki
PUluglary jle mesgul oldu.

Jacob Stelner (1796-1867) Isvicrell bir kiyliiniin oflu idi. 19 yasinda,

€N hemen hi¢c okuyup yazma bilmezken, meshur pedagog Pestalozzi'-
Mn okuluna kaydoldu. 39 yasmda, Berlin llimler Akademisinin bir asii
lvesi seciian,

"*)  Bir daireyl cetvelle cizmek Imkansizdir, Fakat daire iizerinde

hokta biliniyorsa, dairenin istenildigi kadar c¢ok sayida noktasmi
Cetvel yardimiyle yapilan bir cizim ile bulmak milmkiindiir (Problem
€ ve ayni zamanda llerideki Problem 29a bakmiz).

g e
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goz oniine alinacaktir. Mamafih, problemleri ¢cozmek ici
bir cok hallerde bu iki ¢izimi yapmadan da bunlar yeri
daha basit cizimlerden faydalanma yolunu bulabiliriz.
halde énce temel cizimlerle ilgili bir kac¢ problem goz oni
alacagiz ve tatbikatta kullanmak icin elverisli olan
problemlerin ¢oziim yollarmi gosterecegiz.

Bu kisimda ele alinan her problem icin diizlemde ya
dimer bir x dairesinin verilmis ve bu dairenin merkezini
de gosterilmis oldugunu farzedecegiz.

Sekil 49,

Problem 23. Bir karenin gizimi.

» dairesinin AB capim (Sek. 49 ve AB ye paral
A’B’ kirigini cizeriz (Problem 13). A4’ ve BB’ dogrul
rinin C' kesim noktasindan gecen CK dogrusunu belirtiriz
CK dogrusu daireyi D ve E noktalarinda keser. ADB
dortgeni bir karedir.

O halde bir daire verilmis ve bu dairenin merk:
gosterilmis ise, Kisim 13 ve 14 deki biitiln problemleri
cetvel ile coziilebilecegi anlasihir.



Problem 24. Verilen bir noktadan gegen ve verilen
bir 1 dogrusuna paralel olan dogruyu giziniz.

Eger I dogrusu K dan gecerse Problem 13 elde edilir.
- Aksi halde I dogrusuna paralel herhangi bir dogrunun
Gizilmesi gerekir ki, bu sonuc bizi Problem 15 e gotiiriir.
Cizim yolu Sek. 50 ye gore agikti. GH dogrusu
I dogrusuna paraleldir.

' Bir Daire ve Merkezl Verildigine Gore BY9
|
I
I
I
|

Sekil 50. Sekil 51.

: Problem 25. Verilen bir noktadan gegen ve verilen
bir 1 dogrusuna dik olan dogruyw giziniz.

Merkezden geemiyen bir I dogrusu x dairesini A ve B
noktalarinda keserse, x dairesinin AC capmu cizeriz. CB
dogrusu I dogrusuna diktir (Sekil 51). Sonra verilen nok-
tadan gecen ve CB dogrusuna paralel olan dogruyu cizeriz.
Diger hallerde de ayni metodu uygulariz. Fakat, bu haller
i¢in 6nee 1 dogrusuna paralel olup merkezden gegmiyen
Ve x dairesini kesen bir dogru cizeriz.

Problem 26. Verilen bir P noktasindan gegen ve
Ue?f-’éﬂ bir 1 dogrusu ile verilen bir MON = a agisi yapan
dogruyw ciziniz.
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Problemin ¢6ziimii Sek. 52 de verilmistir ve bu sekild
KA yOM, KB /ON, KC /1, AD /BC, BE yAC, PD' /K
ve PE’' /KE dir.

Sekil 52.

o nn bir dar a¢i1 veya bir genis ac1 olmas: halind
problemin iki ¢oziimii vardir,

Problem 27. Verilen bir MON = ¢ agisvun iki kat:
esit olan aguy giziniz.

Sekil 58.

» dairesinin OM ye paralel capi ve ON ye paral
kirisini cizeriz (Sek. 53). O halde « BK(C = 24 dir.
Cizimi istenen MOR acisinin OR kenar1 KC dog
suna paraleldir.
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Problem 28. Verilen bir MON = o agisuun agiorta-
v giziniz.

Cizim Sek. 54 de yapilmistir ve bu sekilde AB /OM,
KC /ON ve OR yAC dir.

Problem 29. Bir AB dogru parcast ile bir C nokta-
simdan gecen bir h yaridogrusu veriliyor. h iizerinde AB
ye esit bir CD dogru parcasy ahmiz.

KABH paralelkenarini ve h ya paralel KF yaridog-
rusunu cizeriz (Sek. 55). KH ve KF yaridogrular: x
dairesini E ve F noktalarinda Kkessinler.

Sekil 55.

EF dogrusunu cizer ve EF ye paralel olan HL dogru-
sunu KF yi L noktasinda kesinceye kadar uzatir ve CKLD
paralelkenarim ¢izeriz. Cizimi istenen dogru parcasi
CD dir.
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Eger K, A, B noktalar1 veyahut K noktasi ile k yari-
dogrusu bir dogru iizerinde iseler, ¢izimin yapilisi daha
da kolaylasir.

Verilen bu cizimi uygubyarak, merkezi ve yaricapi
ile verilen bir dairenin merkezinden gecen bir dogru ile
kesim noktalarim bulmamiz mumkiindiir.

Problem 30. Yalmz M merkezi ve MN wyarigcapt
verilen fakat c¢izilmemis olan bir p dairesi ile verilen bir
1 dogrusunun kesim noktalarm bulunuz.

A
Sekil 56.

» dairesinde MN dogrusuna paralel olan KL yarica-
pim cizeriz (Sek. 56). KM ve LN dogrularimi belirtir ve
bu dogrularin A kesim noktasimi buluruz (A noktasi x ve
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i dairelerinin benzerlik merkezidir. Sekilde alinan A4
noktasi ise dis benzerlik merkezidir).

Daha sonra, sekildeki p, dairiesini 4 benzerlik mer-
kezine gore v ye doniistiiren bir benzerlik doniistiiriimii *
Yapildiginda, I dogrusunun déniistiiriilmesiyle elde edile-
cek olan I’ dogrusunu buluruz.

Cizimi yapmak icin [ {izerinde herhangi bir B noktasi
alir ve BA, BM dogru parcalarin isaretleriz. K dan BM ye
Paralel olarak cizilen KC' dogrusunu AB yi C noktasinda
kesinceye kadar uzatiriz. €' den 1 dogrusuna paralel I’ dog-
rusunu cizeriz. I’ doZrusu x dairesini 2 ve E noktalarinda
kKessin, AD ve AE dogrular: ! dogrusunu aranan F ve @
noktalarinda keserler.

D ve E noktalar: cakisirsa, o zaman I dogrusu p dai-
resine tegettir. Eger I’ dogrusunun x dairesiyle ortak bir
noktasi yoksa, o zaman I dogrusunun . dairesiyle ortak
bir noktas: da olamaz.

Eger A noktas! sonsuzda ise, o zaman x ve p, dairele-
Tinin dis benzerlik merkezi yerme ic benzerlik merkezinin
alinmas: gerekir.

% ve p dairelerinin ortak merkezli olmalar1 halinde
Cizim ne sekilde degisecektir?

Problem 31. p ve v dairelerinin M ve N merkezle-
riyle yarigaplart veriliyor. Dairelerin kesim noktalarm
unuz,

Verilen dairelerin kuvvet eksenini cizerek ise basla-
Yacagiz. A noktasinin p, dairesi iizerinde ve B noktasinin
da v dairesi iizerinde herhangi iki nokta oldugunu farze-

*) Yani verilen bir sekll diizlemde biraz daha Oteye atmak suretiyle
4 benzerlik merkezine gore bu seklin benzeri olan seklin cizlimesi.
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delim. 4 ve B noktalarindan hic biri MN dogrusu iizerinde
bulunmasin (Sek. 57).

o

Sekil 57.

AB dogru parcasimi cizer ve bu dogru parcasmin C
orta noktasim buluruz. MN, MC, NC dogrulari; CM ye dik
olan AD dogrusu ve sonra CN ye dik olan BE dogrusunu
da cizeriz. AD ve BE dogrular1 F noktasinda kesissinler.
MN ye dik olan FG yi cizeriz. FG dogrusu, pu ve v dairele-
rinin kuvvet eksenidir. Gergekten; AB dogru parcasin bir
cap gibi alarak bir y dairesi cizilirse F' noktasinin y, v ve
v dairelerinin kuvvet merkezi olacag goriilebilir. O halde F
noktasi, i ve v dairelerinin kuvvet ekseni {izerinde bulunur.

Kesisen iki dairenin kuvvet ekseni dairelerin kesim
noktalarindan gectigine gore, verilmis olan problem, bir
evvelki probleme (yani bir daire ile — problemdeki
veya v dairesi ile— bir dogrunun — problemdeki FG

. dogrusunun — Kkesim noktalarimin bulunmas: problemine)
getirilebilir.




16. BIR DAIRE YAYI VE MERKEZ VERILDIGINE GORE
CETVEL ILE YAPILAN CIZIMLER

o diizleminde temel dogru diyecegimiz bir « dogrusu
ile ayni diizlemde olup da = dogrusu iizerinde bulunmiyan
temel nokta diyecegimiz bir P noktasimin verildigini far-
zedelim ve « diizleminde su déniistiiriimi inceliyelim: P
noktasi ve n dogrusu iizerinde bulunan her nokta kendi-
sine donligtiiriilsiin. « diizleminde diger herhangi bir M
noktasi ise bir N noktasina dontistiiriilsiin Oyle ki; = ve

x
Mo 1 N
Sekil 58.

PM dogrularimin kesim noktas: @ olduguna gore; N nok-
tas1 P, Q; M noktalar: ile harmonik bilme teskil eden
dordiincii nokta olsun (Sek. 58). Buna gore N nokiasimin
dogrudan dogruya M noktasina doniisecegi yani gercekten
M ve N noktalarinin aralarinda harmonik eslenik noktalar
olacaklar1 (PQMN) = — 1 denkleminden anlasilir. Teorem
8e goére (PQNM) = — 1 dir ve o halde M noktasi P, Q;
N noktalariyle harmonik bolme teskil eden ddrdiinct
noktadir, :

s
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Yukarida tarif edilen doniistirime bir diizlemin
harmonik déniistiiriom’i diyecegiz. Simdi de bu doniistii-
riime ait bazi dzelikler kaydedelim:

P noktasindan gecen bir dogrunun kendisine donu-
secegi kolayea goriliir.

Ayrica, P den gecmiyen bir m dogrusu su tarzda
cizilebilen bir n dogrusuna doéniisecektir: m ve n dogrulari
8 noktasinda kesisirlerse, m {izerinde bulunan S den farkh
bir M noktasi bir N noktasina donustiiriiliir ve sonra S ve

Sekil 59.

N noktalarindan gecen n dogrusu cizilir (Sek. 59). Ger-
cekten; m dogrusuna ait herhangi bir M noktasi, Teorem

6 ya gore, PM’ ve SN dogrularinin kesim noktasma donii-
secektir.

S noktasi sonsuzda ise n, m ve n dogrular paralel-
dirler. m dogrusu sonsuzda ise, o zaman n dogrusu, P
noktasini = dogrusu uzerinde bulunan noktalara birlesti-
rerek elde edilen dogru parcalarim ortalar.

7 dogrusunun ¢ konigine gére kutup noktasi P ise,
o zaman ¢ konigi kendisine déniisiir ve P den gecen bir
dogru ile ¢ e@risinin kesim noktalar1 harmonik eslenik
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noktalardir. Bu husus, koniklerdeki kutup o6zeliklerinin
(Kisim 9) tabii bir sonucudur.

Problem 32. Bir x dairesinin bir AB yay ile K
merkezi veriliyor. Verilen bir m dogrusu ile x dairesinin
kesim noktalarim bulunuz.

Once x dairesi iizerinde verilen belirli bir H nokta-
sindan (H noktast AB yayi ilizerinde veya bu yayin
{ disinda olabilir) x ya cizilen teget dogrunun yalniz cetvel
kullanarak cizilebilecegini hatirlatahm (Problem 7). H
dan gecen keyfi bir dogru cizilirse, o zaman bu dogrunun
x dairesini kestigi diger noktay: cizimle bulmak miim-
kiindiir (Problem 8). Gercekten; x dairesi bir konikmis
gibi diistiniilebilir ve dairenin AB yay1 ilizerinde, ele alinan
problemin c¢oziimii icin gerekecegi kadar cok sayida nokta
bulmak miimkiin olur.

Bu problemi cézmiye calisalim: AB dogrusunu gizer
ve bu dogrunun x dairesine gire kutbu olan P noktasini
buluruz, P noktas;, A ve B den cizilen tegetlerin kesim
noktasindadir (Sek. 60). m dogrusunun AB yay ile ortak
bir noktasimin bulunmadigimi ve fakat elde edilen AB
dogrusu ile 8 gibi bir noktada kesistigini farzedelim.

m dogrusu iizerinde S den baska herhangi bir M
noktas) ahr ve PM dogrusunu cizeriz. AB dogrusu PM yi
@ noktasinda kessin. P, Q; M noktalar ile harmonik bélme
teskil eden N noktasini bulur ve SN dogrusunu ¢izeriz.
SN dogrusu, verilen AB yaym C ve D noktalarinda kessin.
' PC ve PD dogrularinin m yi Kkestigi £ ve F noktalari, x
dairesiyle m dogrusunun aranan kesim noktalaridir.

Gercekten; P yi bir temel nokta ve AB yi bir temel
dogru gibi alarak cizilen sekle bir harmonik doniistiiriim
tatbik edilirse, x dairesinin kendisine doniisecegini ve m
ile SN dogrularinin harmonik eslenik olacaklarini gori-
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ruz. Buna gore, m ve SN dogrularmin x dairesi ile kesim
noktalar: da harmonik eslenik olurlar.

Problem 32 nin incelenmesi; bir x dairesine ait bir
yay parcasi sekil diizleminde cizilmis ve merkez de gos-
terilmis ise, o zaman ikinci dereceden kurulabilen her
problemin yalmz cetvel ile coziilebilecegi sonucuna bizi
gotiiriir. Zira bu halde x dairesi ile bu daireyi kesen'

herhangi bir dogrunun kesim noktalarimi yalmz cetvel
| ST s :

kullanarak bulmak ve sonra da Kisim 15 teki biitiin
cizimleri yapmak miumkiindiir.

Yukaridaki sonucu (birbirlerinden tamamiyle miis-
takil olarak) ilk defa ortaya koyanlar, Italyan matematik-
cisi Severi ile Rus matematik¢isi D. D, Mordukhai-
Boltovskoy * olmustu.

*) Dmitrii Dmitriyevich Mordukhai-Boltovskoy (1876-1952), mate-
matik tarihi ve kilresel geometri lizerinde yapmis oldugu incelemelerl
ile tanmmaktadir ve Lobachevski uzaymdakl geometrik cizimlere ait
teorinin sistemli bir tarzda gellsme esaslarmi ortaya koymustur.




17, VERILEN BIR DAIRE DEMETINE AIT DAIRELERIN
CETVEL ILE CIZIMLERI

Once iki yardimer teorem incelivelim:

Teorem 21. Bir x dairesinin merkezi K alsun.
Eger PK dogrusu, P noktaswmn x ya gére kutup dogru-
Sunw P’ noktasinda keserse; o zaman P ve P" noktalari, x
dairesine gére invers noktalardw,

PK dogrusunun x y1 kestigi noktalars M ve N ile
gosterelim ve P nin x ya gore inversi olan @ noktasini
Cizimle bulalim. Teorem 11 den P, Q; M, N noktalarinin
harmonik bir bolme teskil edecekleri ve dolayisiyle P’ ve
@ noktalarimn cakisacaklar1 anlasihr. Bu ise aranan
Sonuctur.

Teorem 22. Bir daire demeti ve demetin diizle-
minde bir P noktasy verilirse, o zaman P noktasimn
demetin biitiin dairelerine gore kutup dogrulary bir @
noktasindan gecerler ve PQ dogru parcasimn orta noktast
demetin kuvvet ekseni iizerinde bulunur.

Verilen bir daire demetinde- merkezleri L, M ve N
olan ), i1 ve v gibi iic daire ile LM dogrusu iizerinde bulun-
miyan bir P noktasi goz oniine alahm (Sek. 61).

P noktasiin ) ve p. ye goére 1 ve m kutup dogrular:
@ noktasinda kesissinler. PQ dogru parcasini bir cap gibi
alarak bir w dairesi cizelim. w dairesi, birbirine dik olan
I ve PL dogrularimin L’ kesim noktasi ile yine biribirine
dik olan m ve PM dogrularmin M’ kesim noktasindan
Eececektir.
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P ve L’ noktalari ;1 ye gore invers noktalardir (Teorem
21). O halde Teorem 1 e gore, v dairesi, ) ve p dairelerine
ortogonaldir. Dolayisiyle w dairesi, v dairesine de orto-
gonal olur ve « mn O merkezi, daire demetinin kuvvet
ekseni tizerinde bulunur. '

PN dogrusunu cizelim ve bu dogrunun w dairesiyle
diger kesim noktasim N’ ile gOsterelim. P noktasimin v
dairesine gore n kutup dogrusu N’ noktasindan gecer

Sekll 61.

(zira v ve w daireleri ortogonaldirler) ve PN dogrusuna
dik olur. Halbuki w dairesinin yar1 yaym goren
4 PN'Q = 90° dir ve boylece, N'Q dogrusu, P noktasinin
v dairesine gore kutup dogrusu olur. Demekki teorem
dogrudur.

P noktasi, daire demetinin merkezler dogrusu iizerin-
de ise; o halde P noktasimmin j, p ve v dairelerine gore
kutup dogrular: paraleldirler. Bu durumda @ noktas
sonsuzdadir ve P, ©Q noktalar: bir dogru parcas: belirtemez.

Teorem 16 dan; Q noktasinin verilen demetin daire-
lerine gore kutup dogrularimn P noktasindan gegecegi
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anlasilir. P ve Q noktalarmna kutupsal eslenik noktalar
denir. Daire demetinin P den gegen dairesini gbz Oniine
alalim. P noktasimin goz éniine alinan bu daireye gore
kutup dogrusu P noktasinda daireye tegettir ve bu dogru
Teorem 22 ye gore Q den gecer. Ayni tarzda, PQ dogru-
sunun. da demetin @ den gecen dairesine teget kalacagim

- Boriiriiz. Boylece PQ dogrusu bahsedilen iki dairenin ortak
tegeti olur.

Problem 33. Verilen bir A noktasindan gecen ve
verilen )., p gibi iki dairenin belirttigi bir daire demetine
@it olan o dairesinin bes noktasm cizimle bulunuz.

A noktasi, verilen dairelerden hi¢ degilse birinin

“ (Brnegin ) dairesinin) disinda bulunsun (Sek. 62).

A noktasindan, ), dairesine B de degen bir AB tegeti
Cizelim (Problem 5 e bakimiz). B nin harmonik eslenigi
olan C' noktasim (C noktasi AB doZrusu iizerindedir) ve
B, C; A noktalar: ile harmonik bélme teskil eden D nok-
tasini da buluruz.

D noktas1 o dairesi lizerindedir. D nin « iizerinde
Olmas); kutup dogrusu tarifinden ve B noktasmin ¢ daire-
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sine nazaran kutup dogrusunun, Teorem 22 ye gore C
noktasindan ge¢cmesinden anlasilir.

D yi bir hareket noktasi olarak alarak cizime devam
edebiliriz. Gercekten, D noktasi, ) dairesinin tegeti iize-
rinde bulunur ve o halde ) dairesinin disindadir. Eger D
noktast A ile cakisirsa, o zaman ¢ dairesine ait 4 dan
farklh bir noktayr bulmak icin, 4 dan ). ya cizilmis olan
ikinei teget dogruyu kullanmak gerekir.

Sekil 63.

Eger bir o dairesinin bes noktasi veya ii¢ noktasiyle
bu ii¢ noktanmn ikisindeii gegen tegetleri (6rnegin, 4 ve
D noktalarmma nazaran harmonik eslenik noktalar sirasiyle
E ve F olduguna gore, AE ve DF dogrular1) verilmis ise;
o zaman o dairesine ait yeni noktalarin bulunmas: isi, A
ve p dairelerini kullanmadan yapilabilir (Kism 12 ve
hakiniz). g

’

Simdi; A noktasinin, ), ve p, dairelerinin her ikisinin
de icinde bulunmas: halini inceliyelim (Sek. 63):

A min harmonik eslenigi olan B noktasim cizimle elde
ederiz. B noktasi ) ve y dairelerinin disinda kalhr. Sonra,
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B den gecen ve verilen daire demetine ait olan 8
dairesinin istenildigi kadar cok sayida noktasini cizimle
bulmak miimkiindiir. AB dogrusu, « ve 8 dairelerinin bir
ortak tegeti olacaktir.

B dairesinin B den baska bir €' noktasindan gecen AC
dogrusunu cizeriz. Sonra, AC nin @ dairesiyle diger D
kesim noktasin1 bulur ve C, D; A ile harmonik bd!me
teskil eden dérdiincii E noktasimi elde ederiz. BE dogrusu,
4 noktasinin B ya gore kutup dogrusudur: BE dogrusunun
B dairesiyle diger F kesim noktasim cizimle buluruz. O
halde, yukarida gosterildigi gibi, B dairesine teget olan
AR dogrusu uzerinde, o dairesinin A dan baska bir G
Noktasini elde etmek miimkiindiir.

Benzer tarzda, G noktasmdan § ya GF den baska bir

- teget cizmek ve o dairesinin bir iiclinecii noktasim bulmak

“_}Umlclmdur. Cizime devam ederek o dairesine ait bir

dordiincii nokta elde edebiliriz. Béylece )\ ve g yil kullan-

Madan ¢ dairesinin yeni yeni noktalarm bulmak miimkiin
olur (Preblem 10 a bakiniz).

— S e e




ortaya ¢ikmaktadir: Merkezi bilinmiyen bir daire verili

'verﬂmisse. aranan merkez kolayca bulunabilir. Fakat;

18. BIR DAIRENIN MERKEZINI CETVEL iLE ELDE
ETMENIN IMKANSIZLIGINA DAIR

Merkezi bilinen bir dairenin sekil diizleminde veriimesi
sartiyle cetvel ile yapilabilen cizimleri Kisim 15 te ince-
ledik. Bununla ilgili olarak soyle bir soru kendiliginden

dairenin merkezini yalmz ceivel ile yapilan bir gizirnl
bulmak miimkiin miidiir? Eger sekil diizleminde, 6:negin
bir paralelkenar veya merkezi bilinen bir diger daire

T o

Sekil 64.
1

asagida ispat edilecek olan Teorem 23 den de anlasilacagl
gibi; bir paralelkenar, bir daire veya herhangi bir yardime
sekil kullanmadan verilen bu problemi cézmek imkéansiz-
dir. Biribirini kesmiyen p ve v gibi iki daire gz oniine
alalim. Dairelerin merkezleri M ve N olsun (Sek. 64) ve
bu iki dairenin kuvvet ekseni, O noktasinda MN dogru-
sunu kessin. Verilen dairelere ortogonal olan O merkezli §

=R
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W dairesini cizelim. v dairvesi, P ve @ noktalarinda MN
dogrusunu kessin, MN dogrusuna @ noktasinda dik olan
dogruyu cizelim. P ve @ noktalari, . ve v dairelerinin her
JIKisine gire simetrik noktalardir. (Teorem 2). Buna daya-
harak Teorem 11 ve 14 den; P noktasinin, p ve v dairele-
rinin her birine gore = dogrusunun kutup noktasi clacagt
anlasilir,

P yi temel nokta ve = yi de temel dogru olarak alip,
€lde edilen sekle harmonik doniistiiriim tatbik edelim
(Kisim 16 ya bakiniz). Bu durumda; . ve v daireleri yine
kendilerine qonusiirler, fakat; p ve v dairelerinin PQ
dﬂéru parcasi iizerinde bulunmiyan merkezleri, bu dogru
barcas; iizerinde bulunan noktalara doniiseceklerdir. Bu
husus, Teorem 23 iin ispatinda kullanilacaktir.

Teorem 23. Eger verilen iki p ve v dairesi ortak
Merkezli degillerse ve bunlarm. ortak bir noktalor: da
Yoksa, bu dairelerin M ve N merkezlerini yalmz cetvel
kullanarak bulmwa imkan yoktur.

Eger bu cizimin yapilmasi miimkin olsayd: soyle
Yapilabilirdi: p. ve v dairelerinin bulunduklar1 diizlemde
bir cok keyfi nokta ve bir cok da keyfi dogru secer sonra
bu keyfi noktalar ile bu keyfi dogrularin birbirleriyle
Ve verilen dairelerle kesim noktalarindan gecen dogrulari
Cizer ve nihayet cizilen dogrulardan belirli iki tanesinin
kesim noktasi olarak verilen dairelerden birinin merke-
Zini bulurduk. :

2 Eger yapilan bu ¢izim sonunda elde edilen sekle daha
Onece bahsedilen harmonik déniistiiriimii uygularsak, veri-
len dajrelerden birinin merkezini bulmak icin diistiniilen
Cizim tarzim aynen tekrarhiyarak yeni bir sekil elde
?deriz. Yeni ve eski sekiller arasindaki yegane fark, her
ki halde keyfi secilen nokta ve dogrularin baska baska
olacaklaridir. Buna gére, yeni elde edilen cizim, evvelkine
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tamamiyle muadildir. Zira; her iki cizime sadece Ley
noktalar secip ve keyfi dogrular cizerek baslanabilmek-
tedir.

Eger dairelerin merkezlerinin yalmz cetvel kul'ana-
rak bulunabilecegi hakkindaki farzimiz dogru olsaydi, yu-
karida miildhaza edilen her iki cizimin, bize, ayni tarzda
ayni dairenin merkezini vermesi icabederdi. Halbuki bu
imkéansizdir. Zira; harmonik déniistiiriimiin bir sonue
olarak, p ve v dairelerinin M ve N merkezleri M ve N den
baska noktalara déniiseccklerdir ki, birinci cizimde @
(veya v) niin merkezinde kesisen dogrular, ikinci cizimde
bu dairelerin merkezinde kesismiyen dogrulara doniise-
ceklerdir. Boylece, 1 veya v dGairesinin merkezinin valmz
cetvel ile yapilan bir cizimle bulunabilecei hakkndaki
farzimiz dogru olmiyacaktir.

Yukarida gosterilmis olan ispatin tabii bir sonuc
olarak denilebilir ki, sadece bir dairenin cizilmis olarak
verilmesi halinde de verilen bir diger dairenin merkezini
bir cetvel ile bulmiya imkan yoktur.

Yukarida gosterilen bu ispat, bir hiperbolik daire
demetine ait ortak merkezli olmiyan bir cok dairelerin
verilmeleri halinde de dogrudur. Ornegin béyle bir demet

p ve v daireleri ile verilirse, ayni harmonik dbniistiirimii
uyguliyarak bu iddicruizi ispat edebiliriz,



19. VERILEN 1Kl DAIRENIN MERKEZLERINI CETVEL
ILE ELDE ETMENIN MUMKUN OLDUGU HALLER

Verilen bir dairenin diizleminde p ve g gibi paralel
iki dogru verilse, dairenin bir ¢apmnin cetvel ile yapilan bir
¢izim ile bulunabilecegini hatirlatmak, asagidakileri anla-
mak icin mithimdir. Verilen dogrular verilen daireyi ke-
Serlerse, Sek. 65 de gosterilen ¢izimi yapariz. Diger hailerde
ise; verilen daire tizerinde alinan herhangi bir noktadan

A

-

Sekil 65.

P ve q dogrularina paralel bir dogrunun cizilebilecegi
hususundan faydalanarak (Problem 15 e bakiiz), yine
de Sekil 65 deki cizime gelebiliriz. O halde daire diizle-
minde bir paralelkenar verilirse, dairenin iki capinin cctvel
ile vapilan bir c¢izim ile bulunabilecegi, vani dairenin
Mmerkezinin elde edilebilecegi anlasilir.

o - =t
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Problem 34. Asaqudaki hallerin her biri igin, 3. ve
p gibi verilen iki dairenin merkezlerini cetvelle yamlan
bir cizim ile bulunuz.

1. Verilen dairelerden baska bu dairelerin diizleminde p
ve g gibi bir ¢ift paralel dogru verilmektedir.

2. Verilen daireler kesisirler.
3. Verilen daireler tegettir,

4. Verilen daireler ortak merkezlidir, fakat dairelerin bu
ortak merkezi bilinmemektedir.

5. Verilen daireler ortak merkezli degildirler ve ayni
zamanda kesismezler. Dairelorin kuvvet ekseni iizerin-
de bir A noktasi bilinmektedir,

6. Verilen daireler ortak merkezli degildirler ve ayni
zamanda ortak bir noktalari da yoktur. Dairelerin
merKezler dogrusu iizerinde bir A4 noktas: bilin-
- mektedir. _

Yukarida siralanan bu hallerin her birini ayr ayn
miinakasa edecegiz.

Sekillerdeki nokta nokta gsterilen dogrular cizilmez-
ler. Bu cesit dogrular, ¢izimin yapihis tarzim ispat icin
gereklidirler.

1. p ve g dogrularmin )\ ya gére P ve Q@ kutup
noktalarini ve yine ayni dogrularin v ye gére P’ ye Q
kutup noktalarim buluruz (Sek. 66).

PQ ve P'Q" dogrular1 p dofrusuna dik olduklarina
gore p, q, PQ ve P'Q" dofrulari bir dikdértgen teskil
ederler. '

P'Q’ dogrusu PQ dogrusu ile cakisirsa; bu dogru,
verilen dairelerin merkezler dogrusu olacaktir. Bu halde
yukarida aciklanmis olan cizim metodu bir ise yaramiya-

'
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benzer tarzda iki paralel dogru daha cizer ve bir paralel-
kenar elde ederiz.

Coéziim i¢in ikinei yol. Verilen dairelerin
B kesim noktasindan ) dairesine BC tegetini cizeriz, )
dairesi tizerinde herhangi bir D noktasi alir ve DA, DB,
CE dogrularim cizeriz (Sek. 68). O halde, 1= +2 = 43
olduguna gore, CE dogrusu DB ye paraleldir.

Hekil 68.

Dairelerden birinin tam olarak cizilmis olmamas:
halinde, problemin yine de yukaridaki metodlar yar;:hml
ile c¢oziilebilecegini kaydedelim. Verilen daireler iizerinde
beg nokta almak problemi ¢6zmek icin kafidir. Yalniz, bu
bes noktanin ikisi, dairelerin kesim noktalarinda olmah-
dirlar.

3. Sek. 69 da, birbirine paralel olan BC ve DE

Sekil 69:
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(Sek. T1) veC nin kutupsal eslenigi olan D nokiasim
buluruz. Ayrica, D noktasindan gegen ve ) ile i dairele-
rinin belirttigi daire demetine ait v dairesinin bes nokta-
sint elde ederiz (Problem 33).

Sekll 71.

CD dogz'usu, A ile y dairelerinin ortak tegetidir. O
halde CD ve AB dogrularinin E kesim noktasi, ) ve y
dairelerinin benzerlik merkezidir. y {izerinde herhangi bir
F noktasi alir veEF dogrusunu cizeriz. EF dogrusu, H ve
K noktalarinda ) dairesini ve ikinei bir G noktasinds da
y dairesini kessin. O halde DF dogrusu CH ya ve DG
dogrusu da CK ya paraleldir.




20. BIRCOK DAIRELERIN MERKEZLERININ CETVEL
ILE BULUNMALARINA DAIR

Problem 35. Ucii ayni demete ait olmwyan x, k,
w ve v gibi herhangi dort daire veriliyor. Bu dairelerden
birinin merkezini cetvelle bulunuz.

Verilen daireler arasinda herhangi ikisinin ortak
merkezli olmadiklarini veya ortak bir noktalarinin da
bulunmadigim farzedecegiz. Zira, ortak merkezli iki daire
verilseydi veya dairelerden herhangi ikisinin ortak bir
noktasi olsaydi, ¢oziim i¢in Problem 34 iin 2, 3 ve 4 {incii
cizimlerinden istifade edilebilirdi.

Coziimiin esasl, verilen dairelerden birini kesen yar-
dimel bir daire ¢izmek ve her iki kesim noktasim elde
etmekten ibarettir. Boyle bir dairenin cizilmesinden sonra,
Problem 34 deki 2 nei ¢izim kullanilir,

» dairesi iizerinde herhangi bir A noktas aliriz. 4 dan
gecen ve (X, n)* demetine ait olan & dairesinin doért nok-
tasmi ve ayrica A dan gecen ve (u, v) demetine ait olan
@ daresinin de dort noktasini buluruz (Sek. 72).

% ile o (veya x ile ) dairelerinin ikinci kesim nokta-
sinin belirli olmamasi halinde, bir yardime1 dairenin daha
¢izilmesi gerekir. Yalniz bu yardime: daire 6yle olmahdir
ki, bunun % dairesiyle her iki kesim noktasi da kolayca

bulunabilmelidir. Béyle bir dairenin cizilebilmesi icin, x

*) (A, x) semboléi, A fle x dairelerinin belirttigi daire demetini
glsterir.
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C noktasindan gecen ve (o, ) demetine ait olan
daireyi v ile gésterelim. '

B ve C noktalarimn (e, 3) demetine ait dairelere gore
harmonik eslenikleri olan ¥ ve D noktalarmm buluruz.
Sonra B, F; C noktalariyle harmonik bolme teskil eden
@ noktasin elde eder ve AG dogrusunu cizeriz.

G noktas1 4 dairesi lizerindedir ve CD dogrusu €'
noktasinda vy ya tegettir (Kisim 17 ye bakimz). y dairesi
o. ve (8 dairelerinin kesim noktalarindan gececegine gore,
A noktasi da y dairesi tizerindedir. O halde x ve y daire-
lerinin A ve € kesim noktalar: belirlidir.

CD ve AG dogrular1 v dairesini ikinci defa olarak
E ve H noktalarinda kessinler. O halde EH dogrusu BC ye
paraleldir (Problem 34 deki 2 nei eéziim tarzina bakinz).
Bundan sonra Problem 34 deki 1 inei cizimden faydala-
niriz.

Yukaridaki ¢dziim ), p veya v dairelerinden birinin
bes noktasiyle verilmesi halinde de kullanilabilir.

Problem 36. Awyni bir demete ait olmayan kh, |1 ve v
gibi verilen dairelerden birinin merkezini cetvel ile
bulunuz.

Verilen dairelerden herhangi ikisinin ortak merkezli
olmadiklarim1 veya ortak bir noktalarmin da bulunmadi-
g1 farzedecegiz.

3. tzerinde bir A4 noktasi alarak, 4 dan gecen ve
(11, v) demetine ait olan bir ¢ dairesinin noktalarini cizimle
buluruz. '

Ayrica, A dan gecen degisen bir dogru cizeriz. Bu
dogrunun ) dairesiyle kesim noktasim P've o daiicsiyle
kesim noktasini da @ ile gosteririz (Sek. 73). Eger ) ve
o daireleri tizerinde A haric olmak tizere sirayla B ve ('
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