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BU K1TAP HAKKINDA 

Cetvel ve pergelin c;iz1m yapabilme gucunun incelenmesi, 
yani geometrik c;izimlerin bu klasik arac;lar1 ile (her ikisi 
beraber veya ayri ayn olmak i.izere) c;ozi.ilebilen problemler 
sisteminin incelenmesi, ancak 19. yi.izyilda tamamen mi.imki.in 
olabilmi~tir. 0 zamana gelinciye kadar, baz1 matematikc;iler. 
cetvel ve pergele, beraberce kullamld1klar1 zaman, her c;izim 
problemini c;ozecek yeterlikte genel arac;lar gozi.i ile bak1yor­
lard1. Bu gori.i§ tarz1, matematik tarihinde menfi bir rol 
oynam1§ ve her c;izim problemine onceden cetvel ve pergel ile 
c;ozi.ilebilir nazan ile bak1larak c;ozmeye giri§ilmesi htzlandml­
m1§ ve boylece de mevcut olm1yan c;ozi.imlerin ara§tmlmas1 
ic;in bo§ yere muazzam bir kuvvet harcanmi§br. Ornegin bu 
hal bir karenin bir daireye c;evrilmesi, bir ac;mm i.i<;e boli.inmesi 
ve bir ki.ibi.in iki katmm almmas1 problemlerinde • vaki 
olmu§tur. 

Geni§ ac;1khklI bir pergelin tatbikinin teknik bak1mdan 
imkans1z oldugu hallerde; topografik arac;lar yard1miyle dog­
rularm kolayca elde edilebildigi bi.iyi.ik yeryi.izi.i alanlannda 

• > Bu l!adeler Ile asak1dakl problemler soylenmek istenml11tlr: 
l. Bir dalrenln yar1cap1 verildtlttne gore; alam, verllen bu 

dairenln alanma eslt olan blr karenln clzlml. 
2. Verllen blr acmm Uc e3!t parcaya boltinmesl. 
3. Bir kilbUn kenari verlldlltlne gore; haem!, verllen bu kilbtin 

hacminin !kl katma e11lt olan blr dlP;er kilbUn kenarmm clzlmle bulunmas1. 
Blrlncl ve Ucilncil problemlerln, yalmz pergel ve cetvel Ile cozUle­

mlyecekierl; lklncl problemln coztimtintin lse ancak baz1 hallerde 
Cornegln, verllen acmm blr dlk ac1 olmasx hallnde) mUmkUn olablleceltl 
!spat edllmlstlr. 
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<;izimler yap1lmas1 mecburiyeti ve aynca perspektif tPorinin 
geli§mesi, yalmz cetvel ile yaptlan <;izimlerin incelcnmesinc 
yon vermi§lerdir. 

Bu kitapta, yalmz cetvel ile c;oziilcbilcn en tipik c;izim 
problemleri goz oni.inc ahnmi!jtlr. 

$ekil diizlemindc daha onceden c;izilmi§ olan baz1 yarcilmc1 
~ekillerin (ornegin, iki paralel dogru veya kcsi~c-n iki dairc). 
cetvel kullanmay1 kolayla§t1rd1g1 hallere dikkat edilmelidir. Bu 
hallerin bir c;oklan taraf1m1zdan da incelenmi§lerdir. 

Biz, sentetik geometri metodlanna bagh kalacak, aritme­
tik ve cebirdeki karaktcristik metodlarm uygulanmosmdan 
ka<;macag1z. Yalmz baz1 k1s1mlarda takdimi kolayla~t1rmak 
amac1 ile bu prensiptcn baz1 ki.ic;iik sapmalar yapacag1z. 

Sentetik geomctri metodlarmm uygulanmosma dayanan 
problem <;oziimlcri vc teorcm ispatlarmm, ckseriya c;ok ho§ 
ve orijinal olduklari gori.ilccektir. Bu kitapta, okuyucularm, 
bu sozleri dogrulayan bir c;ok ornekler bulacaklarm1 i.imid 
ederiz. 

Okuyucunun dikkatini k1s1m 18 e c;ekcrlz. Bu k1s1mda, 
ortak merkezli olm1yacak ve ortak noktalan bulunmayacak 
tarzda verilen iki daircnin merkezlerini yalmz cetvcl kullana­
rak yaptlan bir c;izimle bulmamn mi.imki.in olam1yacag1 goste­
rilmi§tir. cMi.imki.in olamama» ispatlarmm ekscriya matemati­
gin gi.ic; olan problemler sm1fma girecegi vc ispatm gi.i<; bir 
mant1k silsilesine dayanarak yap1lacag1 c;ok iyi bilinir. Okuyu­
cunun boyle bir ispat1 ihtiva eden ve yukanda zikrcdilen K1s1m 
18 den ho§lanacag1m tahmin ediyoruz. 
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BU l:'A YINl.AR HAKKINDA 

Matcmatigin kendi dcgeri yamnda, fizik, kimya ve dola­
y1siyle miihendislik, askerlik gibi pratik sahalara ve bilhassa 
son zamanlarda biyoloji, ckonomi ve hattu sosyal bilimlere 
yard1m1 h1zla artt1gmdan, bu bilim her millet ic;in hayati bir 
iinem kazanml§hr. 

Oteyandan, matematik de bu bilimkrin problemlerini 
c:iizebilmek ic;in gerek metod. gerekse fikir bak1mmdan 
geli§mek zorundad1r. 

Bundan dolay1 bir c;ok memleketlerde bu sahaya daha 
fazla say1da istidatlan ~kmek ve bunlar1 erkenden k~fetmek, 
rn nihayet bunlarm egitimi ic;in her tiirlii fedakarhga katJan­
mak en onemli bir milli egitim siyaseti olmu§tur. 

Yeni istidatlari erkenden ke§fetmek ic:in dii§iinillen ted­
birlerin ba§mda, matematik kiiltiirunU geni§ kitlelere yaymak 
gelir. 

!kinci Diinya Harbinde1..1 sonra bir.i;ok memleketlerde, 
genc;lerin tecessiislerini tahrik etmek ve bunlann matematik 
bilimlerine kar§l ilgilerini artt1rmak ic;in yeni bir tip mate­
matik literatUrii meydana gelmi~tir. Bu c;~it literati.irde 
aramlan ozellikler k1saca §Unlar olrnabd1r: a) Problem vaz'1 
sun'i olmamab, b) Bunlan anlamak i~ fazla on bilgiye 
ihtiyac; bulunmamab, c) Okuyucuyu akti! l§birligine ve bir 
~eyler ke§fetmege sevketmeli. 

1§te Ti.irk Matematik Dernegi bu cereyam memleketimize 
de getirmek maksadiyle bu yaymlara ba3lam1§ bulunmaktad1r. 
Bu yaymlar, resmi mi.i!redata bagll ders veya yard1mc1 
kitaplar olmayip, konulan yukanki prensiplere uygun olarak 
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,;c:l:ilmi~ l'St>rlcnllr. 

mntiginin bir k1sm1 
kafidir. 

Bunlarm anla§ilmas1 1\Jn lise mate· 
ilc okuyucunun sagduyusu vc iyi niyeti 

Tamamcn hizmet obn bu te~cbbusumi.iziin mali kaynag1, 
f\1illi Egitim Bakanbg1m1Z1n ve Ford Foundation'nun bag,$. 
laridir. 

Tiirk J\latematlk Demegi 
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B OL VM I . 

SJ<; NTF; T1K VE PROIEKTtF 

GEOMETRtNtN BAZI 

TEOREMLER1 



1. BiR DVZLEM1N SONSUZDAK1 
ELEMANLARI 

He1· hangi bir dogrunun (a$ag1da milnaka$a edilecek 
olan sonsuzdaki dogru hariG) sonsuzda bir ve yalmz bir 
noktas1mn bulundugunu ve ayni zamanda, bu noktanm, 
dogruya paralel olan bilttin dogrulara ait bir nokta 
oldugunu: ayr1ca, sonlu uzakhkta kcsi$cn iki dogrunun 
~·onsuzdaki noktalarmm birbirinden farkb iki nokta 
olc~ukla1·1m hirer kaide olarak kabul cdccegiz. 

Bu esas kaidelcre dayanarak, her hangi iki dogrunun 
kcsi$tigi vc yalmz bir noktada kesi$tigini soyliyebiliriz. 
Dogrula" paralel isc dogrularm kes1m noktas1 somuzdadir. 

Aynca, bir di.izlcm ic;indc olup da sonsuzda bulunan 
bi.itiln noktalann cUmlesine «sonsuzdaki dogru» diyecegiz. 
Sonsuzdaki dogru tarifinin ehemmiyetini ileride gorecegiz. 

Sonsuzdaki nokta ve sonsuzdaki dogru fikirlerinin 
ithali. bu kitapta incelcnen problemlerin ozelliklcri bakl­
mmdan akla gelmcktedir. Bir taklm teoremlerin ifadele­
rinde. i·3tisnalan ac1klamak iGin ortaya c;1kan zaruri 
kar1~1kllklardan bu fikirleri kullanmak suretiyle kurtula­
biliriz. Diger taraftan, bu fikirler, §:imdi tarif edecegimiz 
izJU$i.im alma i$i ile dogrudan dogruya ilgilidirlcr. 

Bir a. dilzlemi, bu di.izlcm i.izerinde bir A noktas1 ve 
dilzlemin dt$mda bir P noktasmm verildigini farzedelim. 
PA dogrusu, P noktasmdan ge<;miyen bir ~ di.izlcmini B 
noktasmcia kessin. Bu durumda; B ye A noktasmm ~ 
di.izlemi Uzerindeki izdil§iim'U, PA dogrusuna izdil¢im 
11;11.m. P noktasma izdu§iim merkezi ve ~ya izdu§iim duzlemi 
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4 Yalniz Cetvcl Kullanarak Yap1lan Geometrlk Clzlmler 

denir. izdil§iilm merkezi He her hangi ik1 dog:ru ayni bir 
dilzlem Uzerinde iseler, bu dogrulardan bfrinin digeri 
Uzerindeki izdi.i$ilmil ayni tarzda ?Jmabilir. 

a. dilzleminde belirli bir F §ieklinin ve:rilmesi halinde 
F' $eklinin bi.itlin noktalarrnm P izdil$Um merkezine gore 
{3 dilzlemi Uzerindeki izdi.i$Umlerini ahr13ak, F §ieklinin {3 
dilzlemindeki izdi.i$Umi.i denilen bir cl) $ekli elde ederiz. 

Ozel olarak, bir dogrunun izdU$UmU yine bir dogru 
olacaktll'. 

P izdU$lim merkezinin sonsuzda olmas1 dil$Uni.ilebilir. 
Bu haldc, bi.iti.in izdil$Um 1$lnlan birbirlerine paralel 
olurlar. 

1zdi.i~Um alma i~i bir kac- defa tekrarlam1bilir. Orncgin 
cl) l;ieklinin, yukanda yap1lm1$ oldugu gibi, {3 dilzlemi iginde 
bulunmayan bir Q izdi.i$Um merkezine gore Q den ge<;mi­
yen bir ''( dilzlemi Uzerindeki izdli$Umilni.i allrsak bir 'l' 
$ekli eldc ederiz. Bu 'l' $ek1ine F $eklinin izdil$Umil de 
denir. a. ve y dlizlemleri g1k1$11'larsa, F ve F in izdU$Umil 
olan '1' ~ckli ayni di.izlemdedirler. 

Ozel bir durumu inceliyelim: Bir a. dlizleminde Z ve 
m gibi paralel iki dogrunun verildigini farzedelim ($ek. 
1). l ve P izdU$Um merkezi bir A. dilzlcmi ilzerinde ise, l 
dogrusu uzerindeki noktalarm izdli$Umlerini veren biltlin 
I$mlar da bu dilzlem Uzerindedirler. A. dilzleminin {3 
dUzlemi ile Z' arakesit dogrusu, Z dogrusunun {3 dilzlemi 
i.izerindeki izdli$Umlidi.ir. Benzer tarzda, m dogrusu ve P 
noktas1 bir µ di.izlcmi Uzerinde iseler; ii dlizlemi ile {3 dlizle­
minin m' arakesiti, m dogrusunun {3 dilzlemi ilzerindeki 
izdi.i$Umildilr. 

PS dogrusu a. dilzlemine paralel olsun ve P noktas1 
soMuzda bulunmasm. Bu halde a. vc {3 dUzlemleri paralel 
degillerse, l' ve m' dogrular1 belirli bir S noktasmda kesi-
5irler. a. dilzleminde, Z ve m dogrularma paralel bir n 



Bir Otizlemln SonsuzOa.k l I::!(•mnnlar1 5 

dogrusu daha verilirse, o zaman n nin (3 dUzlemi lizerindeki 
n' izdil$UmU de S noktasmdan gec;;er. S noktasma l, m ve 
n dogrularmm sonsuzda bulunan arakesit noktalarmm 
izdU$i.imU gibi bakllmas1 uygun olacaktir. Bunu daha 
kesin olarak ifade edelim: m', l' ve n' dogrulari l, m ve n 
dogrularmm izd~Umleri olarak goz onilne almd1klar1 
zaman; a. dlizleminde onceden belirli olan ve S noktasm1 
veren bir esas model bulunam1yacag1 ic;in; S noktas1m 
l ', m' ve 11' dogrulari d1$mda b1rakmak zorunda kalacakt1k. 
Bilhassa bu sebepten .sonsuzdaki noktalar fikrini ithal 
etmis bulunuyoruz. 

$ekll l. 

a. di.tzleminin sonsuzdaki noktalarmm ctimlesinin ~ 

dUzlemi lizerinde alman izdU$i.imlerinin, B dlizlemi ic;inde 
S den gCGen ve a dlizlemine paralel olan bir dogru olaca­
gm1 gormek zor degildir. Buna gore, dtizlemin sonsuzdaki 
noktalarmm cilmlesine sonsuzdaki dogru diyerek bu nokta­
lar cUmlesini nic;in dogrular sm1fma g~irdigimiz ac;1kt1r. 

Ornegin bir dama tahtasmm c;evresinin izdil$UmU 
verilirse, bu dama tahtasmm izdU$timti yukar1daki mtila­
hazalara dayanarak ·kolayca c;izilebilir ($ek. 2). 

Genel olarak, paralel dogrularm perspektifte bir 
noktadan gec;iyorlarm1$ gibi gorilndtiklerine dikkat edelim. 
bu dogrular resim ve c;;izimlerde ( ornegin, $ek. 3 de) bir 
noktada kesi$ecek tarzda c;izilmelidirler. 



6 Ynlmz Cctvcl Kullnnnrnk Yap1lnn Gcomctrlk C:l:t.lmlcr 

A B 
!Sekll 2. 

Geometrik $ekillerin izdU$Umlerindc gorlilen degi$­
miyen ozeliklcri inceliyen matematik koluna «Projektif 
Geometri» dcnir. Projektif Geomctrideki baz1 teoremler 
bu kitapta verilecektir. 

!SekU 3. 

Netice olarak $Unu hatirlatahm ki, bir dogruyu, yerine 
gore, merkezi bu dogruya dik bir dogrunun sonsuzdaki 
noktas1 olan sonsuz yam;aph bir daireymi$ gibi goz oni.lne 
alabiliriz. 



2. B1R DA1REYE GORE lNVERStYON 

Burada ve bundan sonra gelecek olan ilk iki klSlmda, 
dairelerle ilgili baz1 teoremleri mi.in~ edecegiz. Bu 
teoremler, ilerideki ac;1klamalarlffi1zda yardlmc1 bir rol 
oymyacaklardir. 

K merkezi ile r yaric;ap1 bilinen bir x dairesi ve K dan 
ba$ka bir A noktasmm verildigini farzedelim. KA I$In1 

Uzerinde oyle bir A' noktas1 se<;elim ki, KA ve KA' dogru 
par<;alarmm c;arp1m1, dairenin yaru;apmm, 1.-.aresine e$it, 
yani 

KA· KA'= r~ (1) 

•lsun. 

0 halde A ve A' noktalarma x dairesine gore invers 
~ktalar deriz. 

A ve A' noktalarmdan biri x dairesinin d1$mda ise 
pt>ri x nm ic;indedir ve.ra tamamen aksi soylenebilir. 
Or::.gin KA' < r e$itsizliginden ve (1) den KA > r olaca­
g1~orUrUz. A ve A' no~talarmdan biri x dairesi Uzerinde 
ise,t ve A' noktalar1 ;;ak1$1rlar. 

ek. 4 U inceliy1?lim: AB dogrusu x dairesinin bir 
tegetise, BA' dogrusu KA ya diktir. KAB tic;geni bir dik 
Uc;genoldugundan 

KA . KA' = KB2 = r2 

dir ve buradan A ile A' ntin x dairesine gore invers 
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8 Yalmz Cetvel Kullanarak Ynp1lun Geometrlk Clzlmler 

noktalar olacak.lan anl~1hr. $u halde, A noktas1 verilirse 
A' noktasm1 ve A' noktas1 verilirse A noktasm1 ~izimle 
bulmak ic;in bir metod elde etmi~ oluyoruz. 

A 

$ekll 4. 

x daireJ; .AA' dogru par~s1m C noktasmda kessin 
ve A'C = a, CA = b olsun. O halde KA' = r - a ve 
KA= r + b dir. (1) e dayanarak 

(r + b). (r-a) =r2 

elde edecegiz. Demekki 

a-b 
b-a=--

r 
(2) 

olur. \ 

0 ve A noktalarm1 sabit tuhup r yar1~prm eonsuz 
olarak bUyUtecek olursak; o zam~ x. dairesi, limitte, 
CA ya dik bir OD dogrusu haline ge ecek ve ayni zamanda 
(2) den 

b=a 

elde edilecektir. Buna gore, A ve A' noktalari, .. Iimitte, CD 
dogrusuna gore simetrik bir durwna gelirl\~r. BOylece 



Bir ,Dalreyc Gore tnversiyon 9 

limite gec;me esnasmda, bir daircye gore invers olma 
ozeligi, bir dogruya gore Bimetriye gelmi~ olur *'. 

Teo rem 1. Bir ). dairesi, bir x <lai!esine gorr, 
i?tvers olan A ve A' gil>i ik; farkli nolctadan gcr;erse, x ve 
).. dareleri ortogonaldirler. 

!Id daire birbirini bir dik ac1 altmda keserse, yani 
dm ... e~rin kesim noktasmdaki tegetleri (veya ayni ~ey 

Sekll 5. 

demek olan, bu noktadaki yanc;aplan) birbirine dik iseler, 
bu dairelere ortogonaldir denir ••. 

x ve ).. dairelerinin merkezleri K ve L, bu dairelerin 
kesim noktalarmdan biri P olsun ($ek. 5). KP dogru 
par<;as1, x dairesinin yar1~plarmdan biri olduguna gore; 
Cl) denklemi, KA . KA'= KP~ ~eklinde ifade cdilebilir. 
Buna gore. bir noktadan bir daireye cizilen ke-;en lizerinde 
meydana gelen iki dogru parc;asmm c;arp1mma ait teorem 
goz onlinde tutularak, KP nin ).. dairesine tegct o1dugu ve 
d0Jay1siyle verilen dairelerin yam;aplari olan KP ve LP -

•) Bu !se A ve A' noktalarrna, Rus<;:ada, nl<.-ln blr dalreyi> gore 
Himel7'i/,: ioktalor denlldliUni a<;:1klar. (Bu kltab1 tnglllzce yaymhyan 
I. N. 8>1ed<lo" ve M. Stark'm notu). 

••i Ortogonal dalrelerden blrl deJenere olur ve blr dogru hallne 
11:eurse, o zarnan kolayca 2ortilece~ glbl, bu dotru otekl dalrenln 
tnerkezfnden aecer. 



10 Ynln11. Cetvel Kullanarak Yap1lan Geumclrlk Cl<ilmlcr 

nin birbirme dik olduklar1 ve o halde dairelerin ortogonal 
olacaklari anla~1hr. 

T e o r e m 2. x ve A. daireleri ortogonal iseler, o 
zaman x dairesinin K merkezinden g~en ve A. dairesini 
kesen bir do{jru. A. dai1·esini x ya gore invers olan nokta-
7arda kcser. 

x ve A. dairelerini ortogonal dairelermi~ gibi ~l~~k 
$ek. 5 i kullanacag1z. 0 halde KP dogrusu, ). ,.:'="·a"esmm 
bir tegetidir. K dan gec;cn dogru, ). yi, A , .. A' noktala-

rmda kessin. 0 halde 

KA . 1'A' - KP" 

dir. KA ve KA! dogru par<;alarmm <;arp1m1 x druresinin 
KP yaru;;ap1nm karesine e~it oldugundan, A ve A' nokta­
lari, x ya gore inverstirler ve ispatl i&tenen de zaten 
budur. 



:~. BiR NOKTANIN BiR DAtREYE GORE KUVVETt. 
tKI DAiRENtN KUVVET EKSENt. nc DA1RENtN 

KUVVET MERKEZt 

K merkezli ve r yar1caplJ bir x dairesi ile K dan d 
kadar uzakhkta bir A noktasmm verildigmi far..::edelim. 

(j = d2 - 1·" (1) 

miktarma A noktasmm x daircsine gore kui:vet'i denir. 

A$agldaki halleri inceliyelim: 

(1) A noktas1 x dairesi d1~mda kalsm. 0 halde 
cl > r, 1J > 0 olur. 

A /( 

$ckll G. $ekll 7. 

Bu durumda (]' miktan, A dan x ya c;izilen 1egetin 
karesine; veya ayni ~ey demek olan Adan ge<:;en he1·hangi 
bir kesenin daireyi kestigi nokularm A dan olan uzak­
hklar1 c;arp1mma ~ittir. 

- 11 
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(2) A noktas1 x Uzerindc bulunsun. 0 halde d = r 
vc (j - 0 olur. 

(3) A noktas1 x nm i<;inde olsun. 0 halde d < r, 
rr < 0 olw'. Bu durumda (j miktan, x dairruinin A dan 
gec;en en ki..ic;i..ik kiri$inin yar1smm karesinin negatif i!?8-
rct le ahnan degerine; veya ayni $CY demek olan A dan 
ge<;en hcrhangi bit· kiri$ iizerindc A run ay1rd1g1 parc;a­
larm c:;arp1mmm negatif i$aretle alman degerine C$ittir 
(~ck. 7). 

Y a r d 1 m c 1 t e o r c m . Bir M nokta."inin A ve 
B yibi rerilen iki noktaya uzakl1klarmm kareleri f arkt 
:;abit bir dqicl'e c~it ise, M noktasinm geometrik yeri AB 
dorin<.~1ma dik bir dorJrudur. 

AB dogrusu Uzerinde bir N noktas1 iJe bu dogru 
d1!;anda bir M noktas1 almsm. Oyle ki, her iki nokta da ,. 
gcometrik ycri i..izerinde bulunsun. AB ve AN dogru 
';>ar<;alarm1 s1rayla a ve x ile gosterelim. c verilen sabit 
bir deger olsun. 

AM~-BM2 = c 

r;;artma gore, 

x2 
- (a - xP =- c 

olur. Son den\(lemden 

x= 
a:+ c 

2a 

(2) 

buluruz. Euna gore AB dogrusu iizerinde " geometrik 
ycrinc ait bir vc yalrnz bir noktanm hulunabilecegi 
anla$1llr. 
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~imdi de AB ye ME dikmesini ineri:t: (~ek. 8). 0 
halde 

AM" - AE2 = EM2 = BM2 - BE~ 

dir ve buradan 

AM2 - BM2 = AE2 
- BE2 

bulunur. Bu denklem ile daha once verilen (2) denklemini 
kullanarak 

elde ederiz. Bu son denklem, E noktas1yla N noktasmm 

4 8 

$ekll 8 . 

c:;ak1~acag1m ifade eder. Buna gore, -: geomelrik yeri, N 
noktasmdan AB dogrusuna ~izilen d1k dogmdur ve ispat1 
istenmi~ olan da zaten budur. 

T e o r e m 3. V erilen iki daireye gor6 kuvvefleri 
etjit ol.an bir noktanin geometrik yeri, bu d.afrelerin mer­
kez7.er dogrusuna dik bir dogru.dm·. 

Verilen dairelerin yari~aplan 1\, 1 2 ve geometrik yer 
tizerinde bulunan bir noktamn merkezlere r..lan uzakhklari 
d i, d2 olsun. 0 halde (1) e dayanarak 
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yazllabilir. Demekki 

(3) 

dir. Yukar1da ispat edilmi~ olan yard1mc1 teoremi, sag 
taraf1 sabit olan (3) dcnklemine uygularsak Teorem 3 iln 
dogru oldugunu gorUrUi. 

Yukanda mUnaka!]a edilen gcometrik yere, verilen 
iki dairenin kuvvr.t ektwni denir. 

Kesi~en iki dairenin kuvvet ckseni dairelerin kesim 
noktalarmdan gc<;er. Zira; kesim noktalarmm verilen 
dairelcrin her birine gore kuwetlcri s1f1ra e$ittir. 

Birbirine tegct iki daircnin kuvvet ekseni, bu daire­
lerin degme noktasmdaki ortak tcgcttir. 

!ki dairenin ortak bir noktas1 yoksa, dairelerdcn hie; 
birinin de kuvvet ekseni ile ortak bir noktas1 yoktur. Ak­
sine olarak, dairelerden birinin kuwet ekseni ile ortak bil 
noktas1 olsayd1, verilen her iki daire de bu ortak noktadan 
ge<;ecckti. 

Tc ore m 4. µ ve 'V yibi iki dairenin kuvvet ekseni 
( daircler kcsi§ini<' dairelerin ortak kiti§i hari~ olmak 
ilzere), µ 1.:e 'V ye ortogonal daireletin merkezlerin:in 
geometrik ycridir. 

~L ve v dairelerinin kuvvet ekseni i.izerinde olup bu 
dairelcrin d1~mda bulunan bir P noktas1 alahm ($ck. 9). 
P noktasmm verilen dairelere gore kuvvetlerinin e$il 
olmasmdan dolay1, P den µ ve v ye <;izilen tegetlerin 
uzunluklar1 e!?ittirler. Bu tegetlerden biri PQ olsun. P 
merkezli ve PQ yaru~aph dairenin µ ve v dairelerine orto­
gonal olacag1 a<;1kllr. Ote taraftan, µ vc v ye <;izilen teget­
ler, elc alman M merkezli dairenin yari~apma e~ittir. 
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Buna gore, M noktasmm µ ve v ye nazaran kuvvetlerinin 
e!}it olacag1 ve M noktasmm verilen dairelerin kuvvet 
ekseni Uzerinde bulunacag1 anla!}1hr. 

Ortak merkezli µ ve v gibi iki dairenin merkezi N ise; 
bu dairelere ortogonal olan daireler, N noktasmdan ge<;en 
dogrular haline gelirler. Mademki bir dogrunun «merkezi» 
sonsuzdad1r (K1s1m 1) o halde Teorem 4, sonsuzdaki 
dogruya, ortak merkezli iki dairenin kuvvet ekseni olarak 
bak1lmas1 gerektigini ifade eder. Sonlu uzakhkta bulunan 
bir noktamn ortak merkezli iki dairenin kuvvet ekseni 

&ek!I 9. 

Uzerinde olam1yacag1 kolayca saglanabilir. Ger<;ekten, sonlu 
uzakhkta bulunan boyle bir nokta iGin (3) denkleminin 
sag taraf1 s1f1rdan farkh oldugu halde, sol taraf s1fira 
e!}ittir. 

Teo rem 5. Vr; dairenin iki§e?' iki§e?· ele alinma­
siyle e'lde edilen kuvvet eksenle?·i,, ya r;aki§ir veya bu 
dairelerin kuvvet me?·kezi denflen bir noktada kesi$irler. 

GerGekten, kuvvet eksenlerinden herhangi ikisinin 
kesim noktasmm bu tic; daireye gore kuvve:tleri birbitine 
e~ittirler. 0 halde, boyle bir kesim noktas1, liGi.incU kuvvet 
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ekseni Uzcrinde de bulunur. Demekki, ozel olarak, kuvvet 
eksenlerinden ikisi <;;ak1~1rsa U~iincu kuvvet ekseni de bu 
iki kuvvet ckseniy1e <;;akI~ll'. Yani; verilen ti<; dairenin 
ortak bir kuvvet ekseninin bulunacagi anla~1hr. 

O'<;; dairenin merkezleri bir dogru Uzerinde iseler 
dairelerin kuvvet eksenlcri paralel olurlar ve bu halde 
kuvvet eksenleri ya sonsuzda kesi~ir veya <;akl~1rlar. 



-1. DOGRU DE:\IETLERt. DAtRE DEMETLERt 

Di.izlemde bir noktadan gec;en biltUn dogrular bir 
dor/ru dcrneti le$kil edcrlcr. Noktaya demetin tepesi denir. 
Demetin tepe noktas1 haric;, dilzlemde alman bir nokta­
dan demete ait bir ve yalmz bir dogrunun gec;ecegi ac;1kt1r. 

Kuvvet eksenleri ortak olan bi.ittin daireler bir daire 
demcti te!)kil ederler. Kuvvet ekscninc demetin kuvvet 
rkseni dcnir. 

Ozel olarak; ortak merkezli daireler, kuvvet eksenleri 
somuzdaki dogru olan bir daire demcti te!)kil ederler. 
Di.izlemin bir noktasmdan demete ait bir daire gec;er 
( dairelerin merkezine bir nokta haline gelmi!) bir daire 
gibi bakabiliriz). 

Ortak merkezli olm1yan iki daireden birinin merke­
zindcn dairelerin kuvvet eksenine inilen dikme, oteki 
dairenin merkezinden gec;er (Teorem 3). Buna gore, bir 
daire demetinde bir merkezler dogrusunun bulunacag1 
sonucuna var1hr. 

Bir daire demetinin iki dairesine ortogonal olan bir 
dairenin, demetin her dairesine de ortogonal olacag1 
Teorcm 4 den anla$1hr. µ ve v gibi iki daire, daima, bir 
daire demeti belirtir. 

Dcmeti belirten daireler Uzerinde olm1yan ve ayni 
zamanda bu dairelerin kuvvet ekseni tizerinde de bulun­
m1yan di.izlemin keyfi bir P noktasmdan gec;en ve verilen 
daire demetine ait olan bir dairenin nas1l <;izilecegini 
gostcrecegiz. Verilen daireleri merkezleri tarkh iki daire 
gibi alarak $U halleri inceliyecegiz: 

-17-
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(1) µ ve v daireleri A ve B noktalarmda kesi~sinler. 

Aranan daire A, B ve P noktalarmdan gec;er ve bu daire­
nin mcrkezi µ ve v dairelerinin merkezler dogrusu ilzerindc 
bulunur (Merkezler dogrusu AB dogru parc;asmm orta 
dikmesidir •). 

$ekll 10. 

Bu bald~ daire demetine eliptik denir. Eliptik daire 
demetinin bUti.in daireleri demete ait iki dairenin kesim 
noktalarmdan gecerler (~ek. 10). 

p 

$ekll 11. 

(2) µ ve v daireleri 0 noktasmda teget olsunlar. 
Aranan daire verilen dairelere C noktasmda tegettir ve bu 
dairenin merkezi, GP dogru parc;asmm orta dikmesinin 

• > Bir t1oQ'ru Par1:aamrn orta dlkmesl, dotru parcasma orta nokta­
smda dlk olan dotrudur. 
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p. ve v dairelerinin merkezler dogrusu ile kesim noktasm­
dadll'. Boyle bir daire demetine parabolik denir ($ek. 11). 

(3) µ ve v dairelerinin ortak bir noktas1 bulunma­
sm. µ ve v ye 01togonal olan bir x dairesi ~izer ve P nok­
tasmm x ya gore inversi olan P' noktasm1 bulwuz ($ek. 
12). Aranan 1; dairesinin merkezi, PP' dogru parc;asmm 
orta dikmesinin µ ve v dairelerinin merkezler dogrusu ile 
kesim noktasmdad1r. Ger~ekten, Teorem 1egore,1; dairesi 
x daire3ine ortogonaldir ve o halde x dairesinin K 
merkezinden ~l, v ve 1; dairelerine <;izilen teget uzunluklar1 
C$ittirler. 

P ve P' noktalan c:lkl$1rlarsa, bu halde PP' dogru 
par<~asmm orta dikmesi yerine P den x ya ~izilen teget 
goz onUne alm1r. P noktas1, x dairesinin µ ve v dairderinin 
merkezler dogrusu ile kesim noktasmda ise, ; dairesi P 
noktas1 haline gelir. 

Sek11 12. 

Bu halde, daire demetine hiperbolik denir. Hiperbolik 
daire demetinin herhangi iki dairesinin ortak bir noktas1 
bulunamaz. 



5. C1FTE ORAN 

Bir l dogrusu lizerinde bir AB dogru par~s1 ile bir 
C noktas1 ve l dogrusu dt!?mda da bir P noktas1 goz onilne 
alahm (~ck. 13). PA, PB ve PC dogru par~alarm1 s1rayla 
a, b ve c ile; PAB ve PBA a~llarm1 s1rayla ave~ ile; APB 
vc APC, v.s ... gibi a<;tlari da sirayla (a, b) ve (a, c), v.s ... 
ile gosterelim. 

p 

l 

$ekll 18. 

SinUs formilllerini kullanarak 

sin (a, c) 
AC = CP - ---

sin (c, b) 
CB=CP - ---

bulunur. 0 halde 

AC 

CB 

sin a 

sin (a, c) 

sin (c, b) 

sin~ 

sin a 

sin~ 

(1) 

d1r. (1) formillUne gore AC: CB oramm hesaplarken, 

- 20-
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ac1larm ve dogru par~larmm yonleri goz oniinde tutul­
malldir: !ki dogru parcasmm yonleri ayni ise, bu dogru 
parcalarmm ayni i$arette; iki dogru parcasmm yonleri 
farkh ise, dogru parcalarmm farkh i$arette olduklarm1 
farzedecegiz. 

Ac1lar i~in benzer kabuller yap1llr. Bu kabullere gore, 
C noktas1 AB dogru par~as1 Uzerinde ise AC : CB > 0 ve 
C noktaG1 AB dogru parcasmm dJ.$mda ise AC: CB < 0 dir. 

l dogrusu Uzerinde D gibi bir nokta daha alahm ve 
PD dogrusunu d ile gosterelim. (1) denklemine bakarak 

AD sin (a1 d) sin f3 
--= .-- (2) 
DB sin (d, b) sin ex. 

elde ederiz. Burada 

AC AD 
(ABCD) = --:--

CB DB 

(abed) = 
sin (a1 e) sin (a, d) 

sin (e, b) sin (d, b) 

notasyonlarm1 ithal edelim. (ABCD) miktarma dogrunun 
A, B1 C ve D gibi dort noktasma ait ¢fte oran, (abed) 
miktarma da dogru demetinin a1 b1 c ve d gibi dort dog­
rusuna ait 9ifte oran denir. <;ifte orana ankarmonik oran 
da denilmektedir. 

(1) ve (2) den 

(ABCD) = (abed) 

denklemini buluruz. P noktasmdan gecmiyen l den farkh 
bir l' dogrusu cizelim. 71 dogrusunun a, b, e ve d dogru­
lariru kestigi noktalari sU'as1yla A'1 B', C' ve D' ile gos­
terelim (~ek. 14). A', B', C' ve D' noktalarma P izd~Um 
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merkezine gore A, B, C ve D noktalarmm l' dogrusu 
Uzerindeki izdli$timleri olarak bakllabilecegi a!;1ktir. (3) 
denkleminc gore, 

(A'B'O'D') - (abed) 

buluruz. Bu denkleme ve (3) e gore 

(A'B'O'D') = (ABOD) 

elde ederiz. Yukar1da verilmi~ olan bagmtilardan $U 
teoremler ~ikar1labilir: 

$ek:ll 14. 

T e o r e m 6. Bir dogru demetini.n dOrt dogrusu 
diger bit· dogriiyti keserse, verilen dart dogrimu,n ¢fte 
orani, kar§llikl1 kesim noktalannm qif te oranina e§ittir. 

Teo rem 7. lzdil§um alma i~i, bir dogrumm dOrt 
noktasina ait <;if te or an deger-ini de{ji§tirmez. 

Teo rem 8. (ABOD) <;ifte oraninda A, B (veya 
0, D) noktalarmin kendi aralannda yerleti degi~tirilirse, 
o zaman elde edilecek {!if te oran cle?)eri) ( ABOD) 9ifte 
O?'animn ters degerine e§ittir. 
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Ger~kten 

BC BD CB DB 1 
(BACD) = - : - = - : - = - --

CA DA AC AD (ABCD) 

AD AO 1 
(ABDO)= - :-=---

DB CB ABCD 

dir. 

Nihayet, birbirinden farkh dort noktanm <;ifte ora­
nmm 1 e e~it olam1yacagm1 hatirlatahm. 

Ger~ekten 

ise, 

dir. 

AC AD 
(ABCD) =-:-= 1 

CB DB 

AC AD 

OB DB 

0 halde, A ve B noktalar1 birbirinden farkh iki nokta 
ise, C ve D noktalarmm ~kl~acaklari ve dolay1siyle yuka­
rida ileri stirtilen fikrin dogru olacag1 anla~1hr. 

' . 



6. BtR DOGRUNUN JlARMONiK DORT NOKTASI VE BiR 
nor.mu DEMET1N1N HARMONtK DORT DOGRUSU 

Bir dogrunun A, B, C, D gibi dort noktasmm (ABCD) 
<;ifte oraru - 1 e C$it ise, yani 

(ABCD) = - J (1) 

isc; C ve D nokta <;if ti, ayni dogru ilzerinde bulunan A, B 
nokta ~iftini harmonik olarak bOler diyecegiz. 

Bu ise; AB dogru par~asmm C ve D noktalar1 tara­
fmdan (biri ile ic;ten digeri ile d1~tan olmak tizere) mutlak 
degerce e~it oranlarda boltinmesi demektir. Buradan derhal 
~u teorem elde edilir: 

Teo rem 9. PQR gibi herhangi bir U,9gende R 
tepe ag1si ve bu aoznin butUnleri olan a9znin a9wrtaylan­
nin PQ dog1·usu ile kesi§me1eriyle eUJ,e edilen nokta 9ifti 
P, Q nokta 9iftini harmonik olarak baler. 

(1) deki ~art c:aglamrsa A, B; C, D noktalar1 bir 
harmonik bolme te$kil ediyor denir. D noktasma A, B; 
C noktalar1m harmonik olarak bOlen dordihzcii nokta 
denir. Bu notasyonlardaki noktalama i$arctlerinin kulla­
mh$ma dikkati <;ekeriz. Noktah virgUI, noktalar arasmda 
nokta ~iftlerini aymr (veya bir nokta <;iftini digerinden 
ay1rir). 

Bir demetin a, b, c, d gibi dort dogrusu i<;in 

(abed) =-1 

-24-
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ise, yukandakiler i<;in verilen deyimle1: bu dort dogru ic;in 
de kullamlabilir. 

Teo rem 10. Bir C, D nokta <;ifti A, B nokta 
<;if tini harrnonik olarak bOlerse o halde A . B nokta 9ifti de 
C, D nokta <;iftini harmonik ola.rak baler. 

Ger~ekten, 

CA CB AC CB AC A.D 
(CDAB) =-:-=-:-=-:-= (ABCD)= -1 

AD BD AD DB CB DB 

dir. 

Tc o r e m 11. A -ve A' noktal-0n bir x dairesine 
gore invers iseler rn AA' dogrustt x dairesini M t'C N 
noktalannda kesiyorsa A, A'; M, N noktalan bir harnwnik 
bolrne te§kil ederler. 

N A 

$ekil 15. 

A noktas1 x dairesinin d1!?rnda olsun ($ek. 15). A dan 
x ya ~izilen AB ve AC tegetlerini alallm ve BC, BM, BN 
dogrularrn1 <;izelim. AA' dogrusu, x daire.3inin merkezin­
den gec;tigine gore; BC dogrusu, AA' yti A' noktasmda 
keser (Sek. 4). 

Bir teget - kiri!? a<;1s1, ayni kiri~i goren bir c;evre 
a<;1ya eljit olduguna gore; <r ABM = <r BNM dir. 
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< BNJJ1 ,.e < MBC a!;llanmn her biri, er NBC nin 
bir bUtUnler ac;1s1 olduguna gore; er BNM .;:: l't!BC dir. 
Boylccc ci: AB!J! er J.fBC olur. O halde BM dogrusu, 
ABA' Uc;gcninde B ac;1s1mn ac;1 ortay1; BM ye dik olan BN 
dogrusu ise B ac;1sm1 90° ye tamamhyan ac;mm a~1orta­
y1d1r. Demekki, Tcorem 9 a gore A, A'; M, N noktalar1 
bir harmonik bOlme tC$kil ederler. 

Teorem 11, bir dogru Uzcrinde verilen A) B; C gibi 
Uc; nokta ile harmonik bir bOlme te~kil eden D noktasm1 
bulmak ic;in basit bir ~izim metodu verir: AB dogru 
parc;a-;1m c;ap olarak alarak bir ,\ dairesi c;izer ve C nin 
). ya gore inversi olan D noktas1m buluruz. C noktas1 AB 
dogru parc;asmm ortasmda is<', D noktasmm sonsuzda 
olacag1 c;izimden gorUliir. 

Harmonik bOlmede dordtincu noktamn yalmz cetvel 
ilc yapllan bir c;izimle bulunabilecegini Klsun 11 de 
gosterecegiz. 



7. BIB TAM DORTGENtN HARl\IONiK OZEL1KLERt 

Bu k1s1mda ispat edilecek olan teoremler, daha iJeride 
verilecek olan mUnaka$alar bak1mmdan c;ok mUhimdirler. 
Bir ~ok c;izim problemlerinin ~ozfunlerinde biz bu teorem­
lerden istifade edecegiz. 

Dort nokta ve alb dogrudan meydana gelen $ekle tam 
dortgen denir. Dort noktadan C:Sek. 16 da A, B, 0, D 

p L 
$ek11 16. 

noktalar1) herhangi Uc;U bir dogru tizerinde degildir. Bu 
noktalara tam dortgenin ko$eleri denir. A, B, 0, D nokta­
larim iki$er iki$er birle$tirerek alti dogru elde edilir. Bu 
dogrulara tam dortgenin kenarlar1 denir. 

Tam dortgenin kenarlari, tepelerden ba$ka Uc; noktada 
daha ($ekilde K, L, M noktalarmda) kesi!?irler. KL, LM, 
MK dogrularma tam dortgenin ko$egenleri denir. 

- 27-
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T e o r e m 12. Tam dortgenin iki ko§egeni ile bu 
ko~egenlerin kC'sim noktasindan ge~en iki ken.an harmonik 
hir demet mcydana getirirler. 

BD ve AC dogrulari, ABCD tam dortgeninin LM 
k6$egenini P ve Q noktalarmda kessinler ($ek. 16). L, M, 
P ve Q noktalan sirayla B, D, P v~ K noktalarmm A 
izdii$iim merkczine gore BD dogrwu uzerindeki izdii$iim­
leridir. Bun a gore, 

(LMPQ) - (BDPK) (1) 

d1r (Teorem 7). 

Otc taraftan L, M, P, Q noktalan sirayla D, B, P ve 
f( noktalarmm a merkezine gore izdii$i.lmleridir. 0 halde 

(LMPQ) (DBPK) 

d1r. 

Fakat Teorem 8 in bir neticesi olarak 

bulunur. 

1 
(DBPK) = ---

(BDPK) 

(2) 

$u ha.Ide (1) ve (2) denklemlerini taraf tarafa 
c;arparak 

(LMPQP=l (3) 

elde edilir. 

Bu durumda (LMPQ) = 1 denklemi saglanamaz 
(Kls1m 5 e bakm1z). 0 halde (3) den 

(LMPQ) =-1 (4) 

bulunur. 
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LM kO$egenini L, M, P ve Q noktalarmda kesen dort 
dogru (ABCD tam dortgeninin iki kenar1 ile iki ko~egeni) 
K noktasrndan ge~erler. Teorem 6 ve (4) denklemine gore, 
K dan ge~en bu dort dogrunun bir harmonik demet te$kil 
Gdecegi, yani 

(KL, KM, BD, AO) = - 1 

olacag1 anla$11Ir. 

Boylece teorem ispat edilmi$ olur. 

T e o r e m 13. Tam dOrtgenin bir ko§egeni uzerin­
de her birinden tam dortgenin bir tek kenarinin geQtigi 
nokta Qifti, yine ayni k6§egen itzerinde her birinden tam 
dO?·tgenin iki§er kenarinin geQtigi nokta <;iftini harmonik 
olarak baler. 

Demekki A, B, 0, D tam dortgeninin LM ko$egeni 
Uzerinde bir nokta ~ifti P ve Q diger nokta ~ifti de L ve 
M dir ($ek. 16). Teorem 13 Un dogru olacag1 (4) denkle­
minden anla$1hr. 



8. KON1.KLER 

l ve m gibi S noktasmda kesi!}en iki dogru birbirine 
dik olmasm. m dogrusu sabit olan l dogrusu etrafmda 
dondlirillUrse stirekli bir ylizey belirtir. Bu ylizey, S nok­
tasmda iki ayn ytizey par<;asmm birle!}mesiyle elde edilen 
donel bir K konisidir. S noktasma koninin tepesi denir. 

K konisini bir a. dlizlemi ile keserek konik denilen 
bir q egrisi elde ederiz. a. dlizleminin, K konisinin S 
tepesinden ge~medigini farzederek a!}agidaki halleri ince­
liyelim: 

( 1) Koninin bir tarafmda kalan ylizey par~sma ait 
btitlin doguray1ar1 bir a. dtizlemi keserse, q egrisi, elips 
denilen kapah ve oval bir egridir ($ek. 17). a. dlizlemi l e 
dik iken, elips oze1 olarak bir dairedir. 

(2) a. dlizlemi koninin bir dogurayma paralel ise, 
q egrisi, parabol denilen sonsuza dogru a~llan bir egridir 
($ek. 18). 

$ekll 17. $ekll 18. $ekll 19. 
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(3) ex. dUzlemi koninin yi.izey par.;alarmdan her iki­
Gini birden keserse, q egrisi, sonsuza dogru acilan iki 
egriden ibarcttir. Bu egriyc hiperbol demr ($ek. 19). 

Bir nokta ile kesi!}en iki dogruya da, S tepe 
noktasmdan ge<;;en bir dUzlem ilc koninin kesitiymi!} gibi 
bak1labilecegini hatirlatahm. S noktas1 sonsuzda bulunan 
bir nokta ise, yani koni dairesel bir silindir ise; kesi!}en 
iki dogrn, birbirine paralel olan iki dogru haline 
gelir. Mamafih ileride sadece elips, parabol ve hiperbol 
iGin ckonik> deyimini kullanacagiz. 

Koninin l eksenine dik olan bir (3 dUzlemi (bu dUzlern 
tabii S den geGmez) ile K konisinin arakesiti bir x dairesi 
olsun. K koniiSinin S tepesinc gore x dairesinin bir a. 
dUzlemi Uzerindeki izdli!}UmU ahmrsa, o halde izdU$Um bir 
konik olacakhr. BOylece bir dairenin bUtUn projektif 
ozeliklerinin her konige aktarllabilecegi an1~1br. 

Koniklerin projektif ozeliklerini veren teoremleri ispat 
ederken, dairelerdeki projektif ozeliklerin herhangi bir 
konikte de gortilebilecegi fikrinden faydalanacagiz. tspat­
lan bir daire hali igin gosterecegiz ve ayni teoremlerin 
herhangi bir konik iGin de dogru olacaklarm1 derhal 
anhyacagiz. 



9. KON1KLJ<:RIN KUTUPSAL OZELtKLERl 

Bir q koniginin dUzleminde bulunan fakat konik 
iizerinde olrmyan bir P noktasmdan q yli M ve N nokta­
larmda kesen bir l dogrusu ~izelim. 1't1, N; P noktalan ile 
bir harmonik bolme meydana getiren dordUncU noktay1 
Q ile gosterelim. Eger l dogrusu, verilen konik dUzleminde 
kalmak Uzere P noktas1 ctrafmda dondlirillUrsc; Q noktas1, 
P noktasmm CJ ye gore ]cutup egrisi denilcn bir Tt egrisi 
Gizer. P noktasma n egrisinin kiltup noktasi denir. 

q konigi i.izerinde bulunan bir noktadaki tegete, o 
noktanm kutup dogrusu diyecegiz. 

Bir noktanm kesi~en veya paralel olan iki dogrudan 
meydana gelen bir !)eklc gore kutup dogrusunu yukar1-
dakine benzer bir tarzda tarif ederiz. Nokta verilen dog­
rulardan biri Uzerinde ise, o halde bu dogru, o noktanm 
kutup dogrusudur. lki dogrunun kesim noktasmm bu 
dogrulara gore kutup dogrusu belirsizdir. 

Bir daire merkezinin bu daireye gore kutup dogru­
sunun sonsuzdaki dogru olacag1, kutup dogrusu tarifinden 
anla!)1hr. 

Teo rem 14. Bfr noktanin bit daireye gore kutup 
dogrusu, noktayt daircnin rnerkezine birle§tiren dogruya 
dik bir dogrudur. (Burada verilen noktayt, daircnin mer­
kezinden ba§ka bir nokta olarak goz oniine almaliyiz). 

Verilen P noktas1 verilen x dairesi Uzerinde ise, o 
halde teorem dogru olacag1 a<;1ktir. P nin x dairesi 
i'tzerinde olmamas1 halini ayr1ca mUnaka~a edelim: 

-82-
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x. dairesinin merkezine K diyelim ve PK dogrusunu 
<;izelim. Bu dogru x dairesini A ve B noktalarmda kessin. 
P nin x ya gore inversi bir Q noktas1 olsun. P den g~en 
vc M, N noktalarmda x dairesini kcc;en bir l dogrusu 
alahm. l dogrusu PK dan ba$ka bir dogru olsun. 

MN dogru parc;as1m <;ap olarak alarak bir µ dairesi 
c;izcr ve daha sonra merkezi l dogrusu Uzerinde bulunan 
ve P. Q noktala1·mdan g~en bir v dairesi bclirtiriz. v 
dairesi, x ya gore invers olan farkh iki noktadan gec;tigine 
gore, x ya ortogonaldir (Teorem 1). v nlin merkezi, x ile 
p. niln kuvvet ekscni i.izerinde bulunduguna gore; v dairesi 
µ dairesine de ortogonaldir (Teorem 4). Buna gore, µ 
dairesinin MN c;ap1 ve bu <;apm uzanllsmm v dairesini 
kestigi noktalar invers noktalard1r (Teorem 2). 

v dairesinde, c;evrenin yarts1m goren PQR ac1s1 bir 
dik ac;1dir. 0 halde R noktas1, Q den PK ya inilen dikme 
Uzerinde bulunw·. 

$ekll 20. 

Q ve R noktalarmm, P nin x dairesine gore kutup 
dog1usu Uzerinde bulunacaklar1m, Teorem 11 i x vc 1i 
dairelerine uygulamak suretiyle anhyabiliriz. Buna gore, 
-;; dogrusu, Q noktasmda PK dogrusuna diktir ve bu iste-



:!4 Yaln11 CNvl' I Kullnnnrak Ynpllan Geoml'trlk Clzlmler 

nen sonuc;tur. P noktasmm x dairesinin ic;indc olmas1 veya 
olmamas1 hallerinde de yine yukar1daki millahazalar 
uygulanabilir. Bu iki hall, anla$1lmas1 kolay olsun diye, 
farkh iki c;izimle gosterecegiz ($ek. 20 ve 21). 

Kutup dogrusu tarifini kelimcsi kelimesine muhafaza 
cdersek, o halde x nm bir kiri$i olan Q den PK ya indi­
rilen dikmcyi, P noktasmm kutup dogrusu olarak abbiliriz. 
Kiri$in uc; noktalan, P den x ya c;izilen tcgctin x ya degme 
noktaJar1dir ($ek. 4 ile kar$lla$tmmz). 

Mamafih a$agida milnaka$a edilecek olan baz1 dU­
$i.lnceler, P nin kutup dogrusu olarak, kiri$in beJirttigi 
dogrunun tamamm1 alm1ya bizi sevkcdecektir. 

A 

!')t'kll 21. 

Teorem 14 den derhal ;;u sonuc; elde edilir: 

T e o r e m 15. Bir noktanin bir kon:ige gore kutup 
r.r/ri.~i bir dogrudur. 

Daha once verilmi$ olan sonuc;lardan $U neticeleri 
c;1karmak kolaydir: 

P noktas1 bir q koniginin d1$mda ise, yani P den ge~n 
ve </ ile kesim noktas1 olm1yan bir dogru <;izmek mi.imkiin 
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ise; 0 halde p nin kutup dogrusu, p den q ye cizilen teget­
lerin q ye degdigi noktalarda q yU kesecektir. 

P noktas1 q koniginin icinde ise, o halde P nin kutup 
dogrusunun q ile ortak bir noktas1 yoktur. 

Bir q koniginin A ve B noktalarmdaki tegetleri <;izi­
lirse, bu tegetler, AB dogrusunun kutup noktasmda kesi­
~irler. 

Teo rem 16. Q noktasi, bir P noktasinin verilen 
bir konige gore kutttp dofirusu iizerinde i.9e; P nokta.'ft da 
Q nun kutup dogrus-u uzerindedir. 

$ekll 22. 

Teoremin dogrulugunu verilen konigin daire olmas1 
halinde gormek kafidir. Daireyi x ve dairenin merkezini 
K ile gosterelim ($ck. 22). 

P nin x dairesine gore inversi olan S noktas1, P nok­
tasmm kutup dogrusu Uzerinde bulunur (Teorem 11) ve 
PSQ ac1s1 bir dik ac1 olur. PQ dogru parcasrm cap olarak 
alarak <;izilen µ dairesi B noktasmdan g~r ve o halde µ 
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dairesi x dairesine ortogonal olur. KQ dogrusu µ dairesini 
T noktasmda kessin. 

T noktas1 Q nun " ya gore inversidir (Teorem 2) ve 
PTQ a<;1s1 bir dik a~1d1r. Buna, kutup dogrusu tarifine 
ve Teorem 14 e gore; Q noktasmm x ya gore kutup dogru­
sunun, PT dogrusu olacag1 anla$1hr. Boylece teorem ispat 
edilmi$ olur. 

P noktas1 x dairesi ilzerinde iken teorem yine de 
dogrudur. Zira bu halde, P noktasmdan x ya c;izilen teget 
ilzerinde bulunan her noktanm kutup dogrusu P den 
gec;er. 

~ek. 22 deki P ve Q noktaJarmm x dairesi d1$mda 
oldugunu hatirlatahm. Teorem 16 nm ispatmda, P ve Q 
noktalarmm kutup dogrulari olarak x dairesinin kiri$leri 
yerine bu kiri$lerin sonsuz olarak uzatIJmasiyle elde edilen 
dogrulari ele almamn faydah olacag1 anla$1hr. Aksi halde; 
Teorem 16 nm ifadesine, bu ifadeyi degi$tirmiyen bir 
tak1m kay1tlarm konulmas1 gerekir. 

l dogrusu, yaru;ap1 r ve mcrkezi O oJan daireyi A ve B 
noktalarmda kessin. AB kiri$inin orta noktas1 C olduguna 
gore AC --= CB = d ve OC = h olsun. Ac;1kGa gorillUr ki 
d ' ...; r' - 11/ dir. 0 halde h > r isc d miktar1 iGin imajiner 
degerler elde ederiz. Bu durumda da l dogrusunun verilen 
daireyi kesecegini ve fakat A, B kesim noktalarmm 
imajiner noktalar olacaklar1ru bir kaide olarak kabul 
ederiz. imajincr noktalar fikrinin ithaJinin <;ok istifadeli 
olacagl ortaya <;1kmaktad1r. Ozellikle ooyle bir fikir, bir 
noktadan daireye <;izilen tegetlerin degme noktalar1m 
birle$tiren kiri$in uzant1lar1 olan dogru parGaJarma, 
neden o noktanm daireye gore kutup dogrusuna ait 
k1s1mlar olarak bak1lmas1 gerekecegini aGlklar. 

T e o r e m 17. Bir noktamn iki dogruya g6re kutup 
eyrisi, verilen doyru'larin kesim noktcilarindan g~en bir 
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dogrudur ( e{jer verilen dogrulai· paralel ise, kutup egr'isi, 
lJU dogrUlara paraJ,el bir dogru olu'r). 

m ve n gibi iki dogru bir 0 noktasmda kesi!;isinler 
(~ek. 23). m ve n dogrularm1 M ve N gibi farkh Iki nok­
tada kesen ve P den gec;en bir l dogrusu ~izelim. Sonra M, 
N; P noktalariyle harmonik oolme te!;ikil eden dordilncil 

p 
L ......... 

Sekll 23. 

noktay1 Q ile gosterelim. mJ nJ· OP, OQ dogrular1 bir har­
monik demet t~!;ikil ederler (Teorem 6). Bundan otiiril., 
hu dogrularm P den gec;en OP den ba$ka herhangi bir 
dogru ile kesim noktalar1 bir harmonik bolme meydana 
getirirler. Buradan, OQ dogrusunun, P noktasmm kutup 
dogrusu olacagi anla$1hr. Eger 0 noktas1 sonsuzda ise o 
halde m, n ve OQ dogrulari paraleldirler. 



10. BR1ANCBON VE PASCAL TEOREMLER1 

nk once $U ~ag1daki mtitaleanm dogru olacagm1 
gorelim: Bir x dairesine lizerindeki A ve B noktala1 mdan 
tcgetler cizilirse ve sonra bu tegetler ilzerinde AB dogru­
sunun ayni tarafmda olmak lizere AA

1 
-= BB, gibi dogru 

par<;alari ahmrsa; o zaman AA1, BB 1 dogrularma teget 
olan vc A,, B1 noktalarmdan gecen bir dairc cizilebiJir 
(~ek. 24). BOyle bir dairenin ~izilebilecegi; verilen $Cklin 

$ek11 21. 

x dairesinin AB kiri$ine dik ~pa g0re simctrik olmasm­
dan anla$Ilabilir. 

Teo rem 18. (Brianchon). Bi?- koni{jin di§ina ~izilen 
bi1· altigende kar§i kO§eleri birle§tiren ko§egenler bi?· 
nolctadan ge~erler. 

Teoremin bir daire i<;in ispati, teoremi ispat etmek 
icin kafidir. 
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a, b, c, d, e ve f noktalarmda x dairesine teget olan 
bir alt1genin kenarlar1 s1rasiyle AB, BC, CD, DE. EF' \'C 

fi' A olsun ($ek. 25). Keyfi bir MN flogru par<;as1 alahm 
ve aB, bB. cD, dD, eF ve /F yar1dogrular1 Uzerinde s1rayla 

ua. = b~ = cy = d¢ = <'E = /'(, = MN I 1 ) 

dogru parc;alanm ~retliyelim. a. ve S noktalarmda Aa. 
\'C ES dogrularma teget olan A. dairesi; ·r ve '(, nokta1armda 

.,_ ___ __.N 

E 

$ekll 23. 

Cy vc A'(, dogmlarma teget olan µ dairesi; Eve 13 noktala­
rmda EE ve c13 dogrularma teget olan v dairesini -;;izelim. 
( 1) denklemlerine gore A., µ ve v dairelerinin ~izilebilecegi 
gorillUr. 

A. ile µ, ). ile v ve p. ile v daire ~iftlerinin kuvvet 
eksenlerinin s1rayla AD, BE ve CF dogrulari olacaklarm1 
anlamak zor degildir. Ornegin Ba.= Bl3 ve Eo =EE 
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olduguna gore (zira B<J. = MN <J.B, B~ =MN · bB; 
Eo MN · Ed, EE ll!N t- Ee dir), B ve E noktalan 
). ve v dairelerinin kuvvet ekseni Uzcrinde bulunurlar. 

Buna gore AD, BE ve CF' dogrularmm hepsi bir 
noktadan ().., µ ve v dairelerinin kuvvel merkezinden) 
gec;crler (Teorem 5). Teorem boylece ispal edilmi$ olur. 

Brianchon teoremi, bir alt1genin iki kom$U kenarmm 
bir dogru Uzerinde bulurunas1 halinde de dogrudur. Bu 

A 

F 

$ek11 26. 

durumda, ayni dogru Uzerinde bulur~an kenarlarm ortak 
ko$esi olarak bu dogrunun daircyc degme noktas1 alma­
caktir. 

Ornegin bir daircnin d1$ma c;izilcn ACDF' dortgenine 
bir ABCDEF' albgeniymi$ gibi bakahm ve bu dortgeni 
inceliyelim. Buradaki B ve E noktalan, AC ve DF dog­
rularmm x dairc5ine degme noktalandir ($ek. 26). 
Brianchon teoremine gore, BE dogrusu, verilen dortgenin 
AD ve CF ko$egenlerinin S kesim noktasmdan ge<;er. Ayni 
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tarzda, AF ve OD kenarlarmm x dairesine degme nokta­
lar1m birle$tiren MN dogrusunun da S noktasmdan gec;e­
cegi anla$Ihr. 0 halde bir daire d1$ma c;izilen bir dortgen­
de kar$I kenarlarm daireye degdigi noktalan birle$tiren 
dogrular ve dortgenin ko$egenleri bir noktadan gec;erler. 

Teo rem 19. (Pascal). Bir konigin iyine <;iz'ilen bir 
alt1genin kan;i kenar"lannin kesim noktalari bir dogru 
iizerinde bulunm·lar •. 

Bir q konigi ic;inc <;izilen bir cx~yoEs altlgeninin ex.~ 
ile OE kenarlar1 P noktasmda, ~Y ile Es kenarlan Q nokta­
smda ve yo ile sa kenarlal'l R noktasmda kcSi$Sinlcr (~ek. 
27). Bu alt1genin ko$elerinden q konigine tegetler c;izelim 
ve bOylece meydana gelen alt1geni ABCDEF' ile gosterelim. 

P noktas1, hem A nokt&smm af3 kutup dogrusu Uze­
rinde ve hem de D noktasmm OE kutup dogrusu tizerinde 
bulunur. 0 halde AD dogrusu P noktasmm kutup dogru­
sudur (Teorem 16). Benzer tarzda; BE ve OF dogrulari­
nm da, sirayla, Q ve R noktalarmm kutup dogrulari 
olacaklarm1 gosterebiliriz. 

Brianchon teoremine gore AD, BE ve OF dogrulan 
S noktasmda kcsif?irler. Mademki P, Q ve R noktalarmm 
kutup dogrulari S noktasmdan gec;mektedirler o halde P. 
Q ve R noktalari S nin kutup dogrusu Uzerinde yani ayni 
bir dogru Uzerinde bulunurlar. Bu ise istenen sonuc;tur. 

Pascal teoremi bir konik ic;ine c;izilen alt1genin iki 
kom$u ko$esinin c;ak1$mas1 halinde de dogrudur. Bu 
durumda; her iki ko$enin <;akli:;t1g1 noktadaki konik 

• ) Bu projektif gcometrlnln temel teoremlerlnden bl rid Ir. Teoreml. 
Ilk deta, kUc;-Uk yasmda parlak matemat1k bulu!ilar1 olan Blaise Pascal 
11623-1662) 16 ya!lmda !ken !Cade cttl ve tspallatlr. Brtanchon teorcml 
lsc, daha s"nralart CPascal'm teoremtnt !spat etmeslnden tahminen 150 

Yll kadar ~onra) lspat edildl. 
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tegetini, alt1genin bu ko~leri ile tarif edilen kenar1yrn1~ 
gibi goz ontine almarmz gerekecektir ($ek. 28). 

f. 

Seki! 28. 

Pascal ve Brianchon teoremlerinin ispatlarmdan anla­
~llacag1 gibi; bu teoremler, yllchz bi~imindeki alhgenler 
icin de dogrudur. 



BOLUM II. 

CE'IVEL lLE YAPILAN 

GEOMETRlK {}lZlMLER 



11. BAZI DOGRUSAL ~EKtLLERtN CETVEL 

lLE f;tztMLl'JRt 

Problem 1. Bir l dogrtlSlt iizerinde A. B re C gibi 
farkli ii9 nok'ta i·criliyor. Oyle bir D 11oktas1 bulunu~ ki 
D, C noktalorz A. B nokta qiftini harmonik olarak bOl.'iiin. 

Bir tam dortgcnin harmonlk ozeliklerinc gore, <;izimc 
ait di.i$iince tarz1 a<;1khl'. Bununla beraber, problemin 
ehemmiyetinden oti.iri.i, <;izimin yap1lu;mdald btittin ad1m­
lan teferruatiyle goz ontine alacag1z. 

E E 

A c 8 A c 8 
Sekll 2!l. Sekll :~o. Sekll 31 . 

l dogrusu d1$mda bir E noktas1 almz ve AE, BE, CE 
dogrularm1 <;izeriz ($ek. 29). AE Uzerinde A ve E den 
ba$ka bir F noktas1 ahr ve CE yi G noktasmda kesen BF 
dogrusunu belirtiriz ($ek. 30). Sonra, BE yi H noktasmda 
kesen AG dogrusunu <;izeriz ($ek. 31). FH dogrusu, l 
dogrusunu aranan D noktasmda keser ($ek. 32). 

Ger<;ekten AB dogrusu, EFGH tam dortgeninin bir 
k0$egenidir. Buna ve Teorem 13 e gore (ABCD) = - 1 
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E 

A C B D 
$ekll 32. 

olur. ~ek. 33 de, C noktasmm AB dogru par<;asmm dt$mda 
olmas1 halinde yap1lan <;izim oncekinin aynidir. 

c 

$ektl 33. 

Problem 2. Bil' do(jru demetinin a, b 1ve c gibi farklt 
~ do!intsu vcriliJJOr. a, b dogru {ii/ti 'VP c ile harmonik 
dcmet te§kil eden d dor/ntsunu {iiziniz. 

Demetin mcrkezinden (yani verilen dogrularm kesim 
noktasmdan) gec;miyen bir l dogrusu <;izeriz. l dogrusu 
a, b ve c dogrularrn1 Sll'ayla A, B ve C noktalarmda kes­
sinlel'. A, B ye gore C nin harmonik C$lenigi olan noktay1 
bulur (Problem 1) ve bu noktay1 dcmetin merkezine 
birle$tiren dogruyu <;izeriz. 
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Problem 3. V erilen a ve b dogrularinin yanina vari­
lamiyan kesim noktasindan ve verilen bir A noktasmdan 
{Je9en do{jniyu yiziniz. 

Cizim ~ek. 34 de gosterilmi$tir. Cizimin dogrulugu 
a$ag1daki millahazalar yardlmiyle ispat edilebilir: a ve b 
dogrularmm yamna var1lanuyan kesim noktas1m X ile 
gosterelim. a ve b dogrulan BDCE tam dortgeninin iki 
kenanru, XA ve XF dogrular1 frse bu tam dortgenin k6$e­
genlerini belirten dogrulard1r. 0 halde a, bj XF dogru-

F 

G D 
Sekll 34. 

lariyle bir harmonik demet tc$kil eden dt:irdlincii dogru 
XA dir (Teorem 12). Tama.men benzer bir tarzda, BDGH 
tam dortgenini gozonline alarak XK dogrusunun ayni 
a, bj XF dogrular1 ile bir harmonik demet te$kil eden 
dordUncU dogru olacagrm gorUrUz. 0 halde XA ve XK 
dogrulari ~ak1$irlar ve ooylece AK dogrusu aranan dogru 
olur. A noktasmm a ve b dogrularmm arasmda kalan 
bolgede olmamas1 halinin incelenmesini okuyucuya bira­
k1yoruz. 



12. KONlKLERLE tLGlLt OLAN VE CETVEL 
1LE Y APILAN (l1Z1MLER 

Problem 4. Bir q koniyi vc q iizerinde 1.nllunmiyan 
bir P noktas1 veriliyor. P noktmnnin 1t kutup dogru.sunu 
bulunuz. 

p 

$ek11 35. 

Tam dortgcnin harmonik ozeliklcrine gore ~izlme ait 
farkh dw·umlar $ek. 35, 36 ve 37 de gosterilmi!jlerdir. 

Sek. 35 e ai t ~izimi inceliyelim: PA, PC ve PE kesenleri 
Uzerinde K, L ve M gibi oyle noktalar almz ki 

<ABPK) = (CDPL) = (EFPM) = -1 (1) 

denklemleri saglamr. ABCD ve CDFE tam dortgenlerinin 
ozeliklerine gore, bu tam dortgenlerde KL ve Llrl dogru­
Iarmm kar~1hkh ko!jegenler olduklar1 ve bu ko~genlerden 
KL nin G noktasmdan ve diger LM nin de H noktasmdan 
gec;ecegi anla~1hr. Fakat (1) denklemlerinden K, L ve M 

- !50 -
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noktalarmm P noktasmm r. kutup dogrusu tizerinde bu­
lunduklan ve o halde it dogrusunun G vc H noktalarm­
dan ge~ecegi gorUlUr. Esasen ~izimi yaparken K, L ve M 
noktalar1m nazar1 itibara almay1z. Zira bu noktalar1, ele 
ahnan ~zlimde 5adece bir basamak te$kH etmeleri bak1-
mmdan goz onUne almaktayiz. 

p 

Sekll 86. 

Yukardaki c;izim, PE keseninin c;izilmesinden vazge­
~ilerek daba da basitle$tirilebilir. Zira ABCD tam dort­
geninin KL ko$egeninin, AC ile BD nin kesim noktasm­
dan ve G noktasmdan gec;mesi gerekir (~ek. 36). 

13ekll 37. 
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$ek. 37 de yap1lm1~ olan <;izim su esasa dayanmak­
tachr: 

PE ve PF dogrularmm (bunlar ~ekilde gosterilmemi~­
lcrdir) su·ayla F vc E noktalarmm kutup dogrular1 olduk­
lar1 gori..i!Ur. Buna ve Teorem 16 ya gore. P nokta~1nm 'It 

kutup dogrlli3u n ve F noktalarmdan ge<;er. 

Problem 5. Bir q konirji 1·e q iizerinde olm1yan bir 
P noktas1 veriliyor. P den q ye ~izilen tegctleri l:mltmuz. 

P noktasmm 'It kutup dot'.,7Tusunu sonra da P noktasm1 
T: ile q ni..in kesim noktasma birle~tiren dogruyu Gizeriz. 

$ek. 35 de P den ge<;en tegetler, nokta nokta <;izilmi~ 
olan dogrularla gosterilmi~lerdir. 

q ilc 'It birbirini l:esmc:z~e, o halde tegetler hulmak 
mi..imki..in degildir. 

Problem 6. Bir 7:onik V3 bir 'It do{jrusu 
Dorjrmmn P kutup noktas-zni l:mlunuz. 

'It Uze.rinde A ve B gibi herhangi iki nokta ahriz. A 
noktac;mm a kutup dogrusu ile B noktasmm b kutup 
dogrusunu Gizeriz. a ve b dogrulari aranan P noktasmda 
kesi~irler (Tcorem 16). 

Problem 7. Verilcn bir konik ifaerinde alinan bir P 
noJ.:tmundan koniye bir teget ¢ziniz. 

P den geGen keyfi bir kesen Gizeriz. Bu kesenin Q 
kutup noktas1m buluruz. PQ dogrusu aranan tegettir. 

Problem 8. Bir q koniginin A, B, C, D, E gibi be§ 
noktas1 rcriliyor. q konigine ait bir altmc1 noktayi ~iziml.e 
bultmuz. 

A, B, C, D, E noktalarm1 q egrisi ic;ine <;izilen Pascal 
alt1geninin milteakip ~ noktas1ym1~ gibi ahr1z ($ek. 38). 
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AB vc DE dogrularm1 bc~irtir vc bu dogrularm P kooim 
noktasmdan gec;en kcyfi bir l dogrusunu c;izcriz. BC ve 
OD dogrulari, l dogrusunu s1rayla Q ve R noktalarmda 
kessinlcr. EQ ve AR dogrularm1 da c;izcriz. Bu iki dogru­
nun F' kcsim noktas1 q konigi tizerindc bulunur. 

Gerc;ekten; ABCDEF altigeninin kar~1hkh kenarlari­
nm (yani AB ve DE. BC ve EF', CD ve FA kenarlarmm) 
kesim noktalari bir ctogru tizerinde buJunurlar. Eger AR 
dogrusu q yti F' den ba~ka bir F'' noktasmda da ka-:;crsc, 

a .... ,., ........... _______ __ 
~kll 38. 

EF'' dogrusu Q noktasmdan gegmez. EF'' dogrusu Q den 
gec;seydi Pascal teorcmi ile bir c;eli~me gostcrirdi. 

t h t a r . Be~ noktasiyle tarif edilen bir konigin 
verilen bir dogru ile kesim noktalarmdan biri bilinirsc, o 
zaman yukaridaki metodu uygulayarak ve cetvel kulla­
narak ikinci kesim noktasm1 bulmak mUmkilndtir. Lakin, 
~gcr b~ noktasiyle verilen bir konigin verilen dogru ile 
kesim noktalarmdan biri verilmezse, kesim noktalanm 
Yaln1z cetvel ile yap1lan bir <;izimle bulmak milmkUn 
degildir. 



54 Yalmz Cetvel Ku11annrak Yup1lan Geometrlk Ctilmler 

Problem 9. Bir q koniginin A, B, 0, D vc: E gibi be~ 
noktcun vcriliyor. Bu noktalann bfrindcn q ye bir tegct 
qiziniz. 

D noktasmdan q ye bir teget <;izelim (~ek. 39). AB, 
BC, CD, DE, vc AE dogru par<;alan ilc q nlin D deki 
tegetini konik ic;ine <;izilen albgenin kenarlanym1~ gibi 
alarak BO ve DE dogrularmm P kesim noktas1 ile CD vc 
EA dogrular1mn Q kesim noktasm1 buluruz. AB ve PQ 

... ---..... ...... 

$ekll 89. 

..... 
'C 

/\ 
I 

q J 
I 

/ 
~/ 

E 

dogrularmm kesim noktas1 R ile gosterilsin. DR dogrusu 
aranan tegettir. 

Problem 10. Bir q koniginin A , B, C ve D gibi dQ,t 
noktasiyle q nun A daki a tegeti veriliyor. q egrisine ait 
be¢nci bir noktayi bulunuz. 

a, AB, BC, CD, DE, EA dogrularm1 q nlin ic;ine c;izilen 
altigenin kenarlariym1~ gibi alarak ave CD dogrularmm 
p kesim noktasm1 buluruz. P den gec;en herhangi bir l 
dogrusu c;izeriz. l dogrusu AB yi q noktasmda ve BC yi 
de R noktasmda kessin (~ek. 40). AR ve DQ dogrularmm 
E kesim noktas1 q egnsi lizerinde bulunur. 
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---------- ............ ..... 
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$ekll 40. 
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Problem 11. Bir q konifiinin a, b, c, d ve e gibi be., 
tegeti vcriliyor. q ye ait altmci bir tcget 9iziniz. 

et , b. c, d ve e ye q nun dt$ma c;izilen bir altlgenin be$ 
kenariym1!;i gibi bakariz ($ek. 41). 

A 

c 

Seki! 41. 

a vc b dogrular1 A noktasmda, d ve e dogrular1 D 
noktasmda kesi$irler. AD dogrusunu c;izer ve bu dogru 
tizerinde keyfi bir K noktas1 almz. Sonra BK ve CK dog­
rularm1 belittiriz. CK dogrusu c yi E noktasmda kessin. 
EF dogrusu aranan tegettir. 
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Gerc;ekten, eger F noktasmdan q ye bir f tegeti c;izer­
sek, q niln d1~ma c;izilen abed.cf gibi oir alt1gen belirtmi$ 
oluruz. Bu alt1genin kar$1 ko$elerini birlc$tiren dogrular, 
Brianchon teoremine gore bir noktadan gcc;erler. Kar$1 
ko$eleri birle$tiren bu dogrulardan AD ile OF. K nokta­
smda kcsi$irler. 0 halde f tcgetinin, e ile BK nm E kcsim 
noktasmdan ge<;mesi gerekecektir. 

Problem 12. Bir q koniginin a, b. c, d ve e gibi be§ 
tcgeti i:eriliyor. a dogrusunun q c{jrisine de{jme noktasini 
bulunuz. 

Sekll 42. 

Brianchon teoreminin, konik d1$ma c:izilen a.Itigenin 
iki kom$U kcnarmm c;akujmas1 halincte de dogru olacagm1 
daha cvvcl hatrrlatm1$hk (Kls1m 10 a bak1mz). Bu durum­
da; dogrunun vcrilcn konige degme noktas1, <;ak1$an iki 
kenann kesim noktas1ym1$ yani altigenin bir kO$CSiymi$ 
gibi ahmr. 

Cizimi a$ag1daki gibi yapar1z ($ek. 42): a, b, c, d, e 
dogrularma (a kenan iki defa say1hr) q ntin d1$ma c;izilen 
alt1genin kenarlar1ym1$ gibi bakarak albgcnin A, B, C, 
D, E gibi be$ ko$esini eldc edcr ve AD ile BE dogrularm1 
!;izeriz. Bu dogrularm kesim noktas1 K olsun. CK y1 c;izer 
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ve CK nm a dogrusu ile F kesim noktasm1 bulw·uz. F 
noktas1 altigenin altmc1 ko~esidir vc a dogrusunun q 
koniginc F noktasmda dcgdigi gori.ili.ir. 

Pascal ve Brianchon teoremlerini uygulayarak ve 
Yalniz cetvel ku1hnnrak okuyucu ac;;ag1daki yedi problemi 
kolayca c;ozebilir: 

l. Bir q koniginin A, B, C, D gibi clort noktas1 ve q nUn 
A noktasmdaki n tcgeti veriliyor. q nUn B noktasm­
daki tegetini c;iziniz. 

2. Bir q koniginin A, B, C gibi Uc noktas1; q niin A nok­
tasmdaki a tcgeti ve q nUn B P.okta.smdaki b tegcti 
veriliyor. q eh>l isi Uzerindcki bir dordUncU noktay1 
c;izimle bu1unuz. 

3. Bir q koniginin A, B, C gibi ii<; noktas1: q niin A nok­
tasmdaki a tegeti ve q nun B noktasmdaki b tegcti 
veriliyor. q nun C noktasmdaki tegetini c;iziniz. 

4. Bir q koniginin a, b, c vc d gibi dort tegeti ile a dog­
rusunun q ye A deh'111e noktas1 vcriliyor. q ye nit bir 
be~inci teget c;iziniz. 

5. Bir q koniginin a, b, c ve d gibi dort tegeti ilea dogru­
sunun q ye A degme noktas1 vcriliyor. b dogrusunun 
q ye B degme noktasm1 ~izimle bulunuz. 

6. Bir q koniginin a, b. c gibi ti<; tcgeti; a nm q ye A 
degme noktas1 ve b nin q ye B df>gme noktas1 verili­
yor. q ye ait bir dordUncU teget c;iziniz. 

7. q koniginin, a, b, c gibi ii<; tegeti: a dogrusunun q ye A 
degme noktas1 ve b dogrusunun q ye B degme noktas1 
vcriliyor. c dogrusunun q ye dcgmc noktasm1 bir 
<;izimle bu1unuz. 



13. PARALEL tKi DOGRU VERiLDtG1NE GORE 
CETVZL fLE YAPILAN (;1ZDILER 

A~ag1da mi..inaka~a edilecek olan cizimlerde ~ok defa 
')U teorcmi kullanacagiz: 

T e o r e m 20. Bir yamugun ko:;egenlerinin kesim 
noktcrsz ile varalel olm1yan kenarlarinin ke.sim noktasinr 
drm oe<;en do[jru, yamugun paralel kenar7.anrn 0 1rtalar. 

Bu teorcm, (~ck. 43) deki GDEF' tam dortgeninin 
harmonik ozcliklerine dayanarak ispat edilcbilir: A. B, K 

E 

Se~ 43. 

noktalariyJc harmonik bOlme tei;;kil eden dordi..inci..i nokta 
sornmzdach r vc o halde AK = KB olur. 

Tamamen daha basit dlii;;i.incelere dayanarak diger bir 
ispat tarz1 vermek de mlimklindtir: !ki~er iki~er biribirine 
benzcr olan AKE ile DLE, KBE ile LOE, AKF' ile CLF', 

-58-
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KBF ile DLF i.lc;gen c;iftleri elde edilil'. O halde bu i.ic;gen­
lerin benzerliginden 

AK KE KB KE ---
DL LE LC LE 

ve 

AK KF KB KF 
--- --- - ----
LC FL DL F'L 

olduklari gorilltir. 

Bu bagmtilardan 

AK DL AK LC --- -----
KB LC KB DL 

orantllar1 bulunur. Son iki denklemi taraf tarafa c;nrparak 

( AKr= l 
. KB 

elde ederiz. O halde AK = KB dir. 

Problem 13. Bir AB dogru par<;a.'H ve bu dofjru 
Pcm;a..<nnin K 01·ta noktasi veriliyo1·. V erilen bir D nokta­
·~tndan AB dogrusuna paraleZ bir dor/ru riziniz. 

E noktaSI, AD yar1 dogrusu i.izerinde bulunan herhangi 
bir nokta olduguna gore ($ek. 43 e bakm1z) BE, KE, AD 
Ve BD dogrularim c;izeriz. BD ve KE dogrularmm kesim 
noktasma F diyelim ve AF' dogrusunu da c;izelim. AF 
dogrusu BE yi C noktasmda kessin. CD dogrusunu c;izer­
sek, bu dogru AB ye paraleldir. 

Problem 14. l ve m gibi iki do(jru birbirine paralei­
dir. l iizerinde alman bir AB dogrtt parcas1nr ortakl!1tniz. 
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l vc m iizerindc bulunm1yan keyfi bir E noktas1 ahr 
(~ek. 43), AE vc BB dogru1arm1 c;izeriz. AE \'e BE 
dogrulan, m dogrusunu s1rayla D ve C noktalarmda kes­
sinlcr. AC vcBD dogmlanm <;;izer ve bu dogrularm kesim 
noktasm1 F ilc gosteririz. EF dogrusu, AB dogru parc;a­
smm orta noktasmdan ge~cr. 

Problem 115. V erilen l i:e m do{jnilan uzerinde 
b:t:mmuyan b;r A noktmmidan bu do{jrulardan birine 
parctlel bir dogru ciziniz. 

Once l dogrusu Uzerinde alman herhangi bir dogru 
par~asm1 ortalariz (Problem 14). Sonra A dari ge<;;en ve 
l c paralel olan bir dogru c;izeriz (Problem 13). 

Problem 16. l 'l'<'1 m gibi paralcl iki dogru ve Z ii.ze­
rindc bir AB do!int varqasi vcriliyor. AB doi}ru, par9asmm 
n kati olan do[/rtt par9a.~in1 9iziniz ( n bir tam saytdtr). 

Seidl 44. 

l ve m dogrular1 d1l?mda alman keyfi bir K noktasm­
dan ($ek. 44) verilen dogiulardan birine paralel bir p 
do~>"lusu c;izeriz (Promlem 15). AK ve BK dogrular1m 
belirtiriz. AK ve BK dogrulan, m dogrusunu s1rayla A' ve 
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B' noktalarmda kessinler. p yi L noktasmda kesen BA' 
dogrusu ile l yi C noktasmda kesen LB' dogrusunu ~izeriz. 
0 halde AB :::_ BC dir. <;izime devam ederek herbiri AB 
dogru par~asma e:;;it olan CD, DE, v.s ... dogru parcalanm 
da elde edebiliriz. 

Problem 17. l ve m gibi paralel iki do{jn1,, l uzerinde 
bir AB doym par9asi ile yine l iizerinde bir C noktasi 
veriliyor. l uzerinde AB do{jrn par9asma e§it bir CD do{jru 
pm·9asi aliniz. 

l ve m dogrularmm dI$mda alman keyfi bir K nokta­
smdan verilen dogrulara paralel bir dogru c;izeriz. <;izimin 
geri kalan yap1h$1 $ek. 45 e gore ac:;1ktlr. CD ve CD' dog­
rular1 olmak Uzere problemin iki c:;ozUmU vard1r. 

Probkm 18. l ve m gibi paralel ·iki dogm ve l iizerin­
de bir A.B dogrtt par9asi veriliyor. AB dogn.1, par9asim n 
C§it par<;aya bolilnuz. 

l K 

$ekil 45. 

Dogru parc:;asmm Uc:; e$it parcaya bo!Unecegi farzedil­
sin. Ayrica Problem 16 da verilen ~izim yolu ile AB dogru 
parc:;as1m Uc:; defa uzat1rsak, m dogrusu Uzerinde birbirine 
e$it A'B', B'C' ve C'D' dogru par~alarm1 elde ederiz ($ek. 
44). Daha sonra AD' ve BA' dogrular1m ~izer ve bu 
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dogrularm keo3im noktas1m M ile gosteririz. Nihayet B'M 
ve C'M dogrularm1 da c;izeriz. Bu dogrular B" ve C" nok­
talarmda AB dog1 u parc;asnu i.ic; e!;iit k1sma bOlerler. 

Problem 19. l ue m gibi paralel iki do{jru, vc l iize · 
rindr bir AB dogru par~as1 i·eriliyor. AB d.o{jru par~a.~mm 
1/ n i olan dof/ru pan;a.~mi ~iziniz ( n bir tam sayidir). 

Bir onceki problemde ooyle n lane dogru parc;as1 
c;izmek gcrcktigi halde, bu problemdeki duruma gor~. 
burada, l / n.AB ye C$it yalmz bir dogru parc:;as1 c;izm?k 
kftfi gelecektir. 

K 

A FE D c 8 
Sekll 46. 

Bu problemin Brianchon tarafmdan ortaya konan ilgi 
cekici bir <;OzUmtinU verecegiz. 

l ve m dogrularmrn d1$mda ahnan keyfi bir K nokta­
smdan gcc;cn AK ve BK dogrularm1 c;izeriz ($ek. 46). AK 
ve BK dogrulan m dogrusunu a ve {3 noktalarmda kessin­
lcr. y noktal.3rnda kesif?en A{3, Ba dogrular1; C noktasmda 
z dogrusunu kescn Ky; o noktasmda A{3 dogrusunu kesen 
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a.C; D noktasmda l dogrusunu kesen Ko dogrularm1 ~izeriz. 
AD = 1' 3. AB oldugunu ispat edelim: a..oyK tam dortgc>­
nine dikkatlice bakarsak A, C; D, B noktalarmm harmonik 
bir oolme te~kil ettiklerini gori.iri.iz. 0 halde 

AD :DC=AB :CB 

dir. 

Lakin AB = 2CB dil' (Problem 14 e bak1111z). Bu ve 
bundan bir onceki denklemc gore AB = 2DC buluruz. 
Demekki AD = 1/3. AB dir. 

Ayr1ca, ~ noktasmda AB dogrusunu kesen a.D dogrusu 
ile E noktasmda l dogrusunu kesen K; dogrusunu <;ize1· 
ve AE = 1. 4. AB dogru par<;as1m el de ederiz. 

Daha .sonra, s noktasmda Af3 dogrusunu kesen a.E 
dogrusu il~ 1--;. no~ctasmda A'1 dogrusunu kesen Ks dogru­
sunu <;izerek AF = 1/5. AB dogru par<;as1ru elde ederiz. 

Son yaz1lan iki denklemin dogru oldugunu ispat etmek 
iGin A, D; FJ, B ve A, E; F, B nokta tak1mlarmm her ikisi­
nin de harmonik bOlme te~kil ettiklerini goz oni.ine almak 
kafidir. 

Cizime ooylece devam eder ve AB dogru par~asmm 
altida bir, yedide bir, v.s ... par~as1m bulabiliriz. 



11. B1R PARAJ,ELKENAR VEYA BtR KARE 
\'ERtLDiGiNE GORE CETVEL 1LE 

YAPII,AN (;tZl'\ILER 

Bir paralelkenar kullanarak a~ag1daki problcmi c;oz­
mck mtimkilndilr: 

Problem 20. Ferilcn bit noktadan !Je~en 'l:C veri1£n 
bi1· l clof/rusutw paralel olan bir do{jru ¢ziniz. 

$ekll 47. 

Paralclkenarm ko!}egcPJcrinin kcsim noktasmdan gc­
<;cn ve paralclkcnarm kenarlarmdan birine paralel olan bir 
dogru c;izelim. 0 halde verilcn l dogrusu Uzerinde EF' W! 

FG gibi e!jit iki dogru parc;as1 meydana gelir ($ek. 47). 

Boylccc Problem 13 e gelmi5 oluruz. l dogrusunun 
BO vcya AB ye paralcl olmas1 hali ise bizi Problem 15 e 
gotilrilr. Cizime ait bir ikinci metod, OD ve EM dogrula­
nmn G' kcsim noktas1 ile AB ve GM dogrularmm E' kcsim 
noktasm1 elde etmcktcn ibarettir. E'G' dogrusu l dogru­
suna paralcldir. 0 halde biz yine Problem 15 e gelmi~ 

bulunuyoruz. 
- 81-
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14 den 20 ye kadar olan problemler ile a~ag1daki iki 
problemi bir kare kullanarak cazmek mUmkiindUr: 

Problem 21. Verilen bi?· K noktasind.an verilen bir Z 
dogrusuna bir dikme indiriniz. 

ABCD karesi verilmi~ olsun ($ek. 48). Karenin ko~e­
genlerini cizeriz. Ko~egenlerin M kesim noktasmdan g~n 
ve l dogrusuna paralel olan EF dogrusunu belirtiriz (Prob­
lem 20). Som·a AB ye paralel FG ve AC ye paralel GH 
dogrularm1 da gizeriz. 

N 
l 

D H 

E 

A 8 
$eldl 48. 

HM nin EF ye dik oldugunu ispat etmek kolayd1r. 
Ger~ektcn; ~izime gore CF= GD= DH oldugu ve ayr1ca 
MD = MC, 4:: MDH = 4:: MOF = 45° olduklar1 gorillUr. 0 
halde MDH ve MCF Uggenleri benzerdir. Buradan 



66 Yalnu. Ct>tvel Kullnnnrnk Yap1lan Geometrlk Clzlmler 

.;:: HMF = < HMC · < GMF -

< HMO + < HMD - <t: DMG - 90° 

oldugu clkar. 

Bu sonm;, problemi c;Ozmek icin K noktasmdan HM ye 
paralel bir m dogrusunun c:;izilmesi gerekecegini ifade eder. 
m dogrusu aranan dikmcdir. 

Problem 22. Vcrilen bir dik a~nm c~it iki a91ya 
1>oliinme.~i. 

E$it iki ac;1ya bOIUnmesi istenen ac;1, daha once veril­
mi~ olan KLN dik ac;1s1 olsun (~ek. 48). Bu ac;mm kenar­
lan FHM ac;1s1mn kenarlarma paralel olduklarma gore 
(bir onceki problcmc bakm1z), problemi c;ozmek ic;in L 
den gec:;en ve F'MH ~G1smm ac;1 ortayma paralel olan bir 
dogru cizmek kafidir. Zira kolayhkla gorlilecegi gib1, FHM 
ac;1smm ac;1 ortay1 F'H tlogrusuna diktir. Gerc:;ekten MDH 
ve JYIGF Uc;genlerinin benzerliginden MF' = MH olur ve 
FMH iic;geni ikizkenar bir Uc;gendir. 

O halde L nokta.smdan gec;en ve FH dogrusuna dik 
olan n dogrusu (Problem 21), KLN ac;1smm aranan ac;1 
ortay1d1r. 



15. BiR DAtRE VE Ml<~RKJ:t;zt VERtLDtGtNE GORE 

CETVEL lLE Y APILAN (:tZtMLER 

Bir c;1z1m problemi cetvel ve pergel ile c;oztilebilirse, 
o zaman ooyle bir problemin cebirsel metod ile G()zUmU, 
<:ok iyi bilinecegi gibi, bir veya bir kac; lineer denklem ile 
ikinci dercceden denklemlerin kokleriniq c;izimle bulun­
masma gctirilebilir. Buna dayanarak boyle problemlcre 
«ikinci dcreced' n problemler» denir. 

$u husus dikkate deger: Eger $ekil dUzleminde bir 
daire c;izilmi$ ve bu daircnin merkezi verilmi$ ise, ikinci 
dereccden her c;izim problemi yalmz cetvel ile c;oztilebilir • . 

Bu hwusu ispat etmek ic;in; bir daire ve bu dairenin 
merkezi onceden verilmi$ ikcn, merkez ve yam;apiyle 
Vernen bir daire ile bir dogrunun ve yine aym tarzda 
merkez ve yar1c:aplariyle verilen iki dairenin kesim nok­
talarmm yalmz cetvel ile yap1lan c;izimlcrle elde edilebile­
cekJerini gormck kafidir. Gerc:ektcn c;izim problemlerinde 
sadece bu iki i$i yapmak ic;in pergel kullamhr ... 

Bu ikisine tekabUl eden c;izimler, Problem 30 ve 31 de 

• J Bu keyflyct, Frnns1z matematikcll!I Poncelet ve Poncelet'dcn 
tamarnlyle miistakll olnrak Alman matcmatlkclsl Steiner tarabndan 
0 rtaya konmu~tur. Jean-Victor Poncelct (1780-1867) gencll~lnde Napoleon 
or<1uRun<1a blr subny ldl. 1812 de yap1Jan Rusya ~ecerlne kat1Jd1, clllr 
l'<llldl, lkl yll kadar Saratov'da yasad1 vc orada projektlC gcometrl<Jekl 
tiu1u,1ur1 Ile me~gul oldu. 

J&C'ob !-.tciner 11796-18671 ls,·icrell blr koylUnUn otlu ldl. 19 YUinda. 
hetnen hemt•n hl1: okuyup yazmn bllmezken, meehur pedaaog Pestalozzl'-
1111'1 l•kulunu kay1loldu. 39 yMmda, Berlin lllmle1· Akadcmlslnln blr aall 
li)·es1 S<><·lldl . 

.. , Bii' dairevi cetvelle clzmek lmkttns1zd1r. Fakat dalre Uzerlnde 
be~ nokta blliniy~rsa, dalrenln lstenlldl~I kadar cok say1da noktascru 
"etve1 yar:llmlyle yap1lun blr i:lzlm lie bulmak mUmkUndUr (Problem 

!I e Ve aynt zamanda llerldekl Problem 29 a bakmiz) . 
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goz oni.ine almacaktir. Mamafih, problemleri G()zmek ic;i 
bir c;ok hallerde bu iki <;izimi yapmadan da bunlar yerin 
daha basit c;izimlerden faydalaruna yolunu bulabiliriz. 
halde once temel c;izimlerle ilgili bir kac; problem goz onUn 
alacag1z ve tatbikatta kullanmak ic;in elveri~li olan b 
problemlerin c;ozUm yollarm1 gosterecegiz. 

Bu kls1mda ele ahnan her problem ic;in dUzlemde yat 
d1mc1 bir x dairesinin verilmi~ ve bu dairenin merkezini 
de gosterilmi!} oldugunu farzedecegiz. 

c 

E 

Problem 23. Bil" karenin Qizimi. 

x dairesinin AB c;ap1m (~k. 49 ve AB ye paral 
A'B' kiri~ini <;izeriz (Problem 13). AA' ve BB' dogrula 
rmm C kesim noktasmdan gec;en CK dogrusunu belirti · 
CK dogrusu daireyi D ve E noktalannda keser. ADB 
dortgeni bir karedir. 

0 halde bir daire verilmi~ ve bu dairenin merk 
gosterilmi~ ise, Kis1m 13 ve 14 deki bUtUn problemleri 
cetvel ile ~zillebilecegi anlq1br. 
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Problem 24. Ve)ill'n bir 1wktadcm ge<;en i·c verilen 
bir l dogrusima paralRl olan dof/ru,yu ¢.ziniz. 

Eger l dogrU§U K dan g~rse Problem 13 elde cdilir. 
Aksi halde l dogrusuna paralel herhangi bir dogrunun 
<;izilmesi gerekir ki, bu ~onuc; bizi Problem 15 e gotilrilr. 

Cizim yolu $ek. 50 ye gore ac;1kt1. GH dogrusu 
l dogrusuna paraleldir. 

Sekll 50. $eldl :n. 

Problem 25. V m'ilen bir noktadan ge<;en ve ve?ilen 
bir l d-O(jrusuna dik olan do{jruyu ¢ziniz. 

Merkezden uc~miyen bir l dogrusu x dairesini A ve B 
noktalarmda keserse, x dairesinin AC gap1ru c;izeriz. CB 
dogrusu l dogrusuna diktir ($ekil 51). Sonra verilen nok­
tadan g~en ve CB dogrusuna paralel olan dogruyu c_;izeriz. 
Diger hallerde de ayni metodu uygulariz. Fakat, bu haller 
ic;in once l dogrusuna paralel olup merkezden gecmiyen 
ve x dairesini kesen bir dogru t;izeriz. 

Problem 26. Verilen bir P noktasindan ge<;en ve. 
Verilen bh· l doyrusu ile verilen bir MON= a a~i yapan 
dajruyu ciziniz. 



iO Yaln1z Cc tvcl Kullanara k Yapllun Gcomctrlk <:11.imlcr 

Problemin <;Ozumu $ck. 52 de verilmi!?tir ve bu !?ekild 
KA,tfOM. KB,tfON, KC,tfl, AD,tfBC. BE,tf AC. PD' ,fK 
ve PE' ,f KE dir. 

Sekll 52. 

a. nm bir dar a<;1 veya oir geni~ ac;1 olmas1 halincl 
problemin iki <;ozUmU vard11'. 

Problem 27. Vcrilen bi1' MON = a. ay1smm iki katrn 
P§it OUln m;tyl !(iziniz. 

Sekll 53. 

x dairesinin OM ye paralel <;apt vc ON ye parale 
kiri~ini <;izeriz ( $ek. 53). 0 ha Ide cr BKC = 2ci dir. 

Cizimi istenen MOR a<;1smm OR kenan KC dog 
suna paraleldir. 
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Problem 28. Verilen bir MON= ex. a~1simn cu;wrta­
yin1 qi.ziniz. 

Cizim ~ek. 54 de yap1lm1~t1r ve bu ~ekilde AB,fOM. 
KC ,fON ve OR,f AO dir. 

$ekll 54. 

Problem 29. Bir AB dogru, par9asi ile bir C nokta­
smdan ge<;en bir h yandogrusu 'Periliyor. n ifaerinde AB 
ye ~it bir CD d.ogru par<;asi alimz. 

KABH p"lralelkemmm vc n ya paralel KF yandog­
rusunu <;izeriz rnek. 55). KH ve KF yar1dogrulan x 
dairesini E ve F noktalarmda kessinler. 

Sekil 55. 

EF' dogrusunu <;izer ve EF ye paralel olan HL dogru­
sunu KF yi L noktasmda kesinceye kadar uzatll' ve OKLD 
paralelkenarm1 <;izeriz. <;izimi istenen dogru par<;as1 
CD dir. 
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Eger K, A, B noktalar1 veyahut K noktas1 ile h yan­
dogrusu bir dogru Uzerinde iseler, c;izimin yap1h~1 daha 
da kolaylrujtr. 

Verilen bu c;izimi uyguhyarak, merkezi ve yam;ap1 
ile verilen bir dairenin merkezinden gec;cn bir dogru ile 
kesim noktalarm1 bulmam1z mUmkUndUr. 

Problem 30. Yalniz M merkezi ve MN yart~p1 

verilen f akat ¢zilmem~ olan bir µ dairesi ile rerilen bir 
l dogn.LSUnun kesim noktalarin1 bulun.uz. 

t 

x daircsinde MN dogrusuna paralel olan KL yaru;a­
pm1 cizeriz ($ek. 56). KM ve LN dogrular1m belirtir ve 
bu dogrularm A kesim noktas1m buluruz (A noktas1 x ve 
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µ dairelerinin benzerlik merkezidir. $ekilde ahnan A 
noktas1 ise d1~ benzerlik merkezidir). 

Daha sonra, $ekildeki µ dair1esini A benzerlik mer­
kezine gore v ye donli~tliren bir bcnzerlik don~tilrlimli • 
Yaplld1gmda, l dogrusunun donU$tlirillmesiyle elde edile­
cek olan l' dogrusunu buluruz. 

<;izimi yapmak ic;in l Uzerinde hcrhangi bir B noktas1 
ahr ve BA, BM dogru par<;alar1m i$aretleriz. K dan BM ye 
Paralcl olarak <:izi!en KC dogrusunu AB yi C nokta·.smda 
kesinceye kadar uzatmz. C den l dogrusuna paralel l' dog­
rusunu c;izeriz. l' dofl1usu x dairc'lini n ve E noktalarmda 
kessin. AD ve AE dogrular1 l dogrnsunu aranan F ve G 
noktalarmda keserler. 

D ve E noktalar1 c;ak1$irsa, o zaman l dogrusu J.L dai­
resine tegettir. Eger l' dogrU3unun x dairesiyle ortak bit· 
noktas1 yoksa, o zaman l dogrusunun 11 dairesiyle ortak 
bir noktas1 da olamaz. 

Eger A noktas1 sonsuzda ise. o zaman x ve !.L dairele­
rinin d~$ benzerlik merkezi yerine ic: benzerlik merkezinin 
ahnmas1 gerekir. 

x ve µ dairelerinin ortak· merkezli olmalan halinde 
<:izim ne ~kilde degi$ecektir? 

Problem 31. µ ve v dairelerini11 M 1·e N merkez'le­
riy'le yar1caplari veriliyor. Dairelerin kesim noktalanni 
bulunuz. 

Verilen dairelerin kuvvet eksenini c;izerek i$c ba$la­
Yacag1z. A noktasmm µ dairesi Uzerinde ve B noktasmm 
da v dairesi ilzerinde herhangi iki nokta oldugunu farzc-

•) Yanl verllen blr l!ekll dtizlemde blraz daha ilteye atmak surellyle 
.A benzerllk merkezlne 2ore bu seklln benzerl olan seklln clzllme11l. 
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delim. Ave B noktalarmdan hi<; biri MN dogrusu Uzerinde 
bulunmasm ($ek. 57). 

A\ /B 
' I ' , ......... _.] __ ,.,,, 

$eldl 57. 

AB dogru parc;asm1 <;izer ve bu dogru par<;asmm C 
orta noktasm1 buluruz. MN, MC, NC dogrulari; CM ye dik 
olan AD dogrusu vc sonra CN ye dik olan BE dogrusunu 
da <;izeriz. AD vc BE dogrulan F noktasmda kesi$iSinler. 
MN ye dik olan FG yi <:izeriz. FG dogrusu. p. ve v dairele­
rinin kuvvct ckscnidir. Ger<;ekten; AB dogru parc;as1ru bir 
c;ap gibi alarak bir y clairesi «;izilirse F noktasmm µ, v ve 
y dairelerinin kuvvet merkezi olacag1 gorillebilir. 0 halde F 
noktas1, µ ve v dairelerinin kuvvet ekseni Uzerinde bulunur. 

Kesi!?en iki dairenin kuvvet ekseni dairelerin kesim 
noktalarmdan ge<;tigine gore, verilmi~ olan problem, bir 
evvelki problemc (yani bir daire ile - problemdeki µ 
veya v dairesi ile - bir dogrunun - problemdeki FG 
dogrusunun - kesim noktalarmm bulunmas1 problemine) 
gctirilebilir. 



Hi. BtR DAiRE \ "A \'I \ 'E l1ERK1<;z \"l<~RtLDi<iiNE GOIU: 
CETVEL tLE y A.PILA'N ctziMLER 

a. dUzleminde tcmel dogru diyec0gimiz bir 7t clogrusu 
ile ayni dUzlemde olup da 1. dogrusu iizerinde bulunm1yan 
trmd nokta diyccegimiz bir P noktasmm verildigini fal'­
zcdclim ve a dilz!eminde $U doni.i$tiirUmil inceliyelim: P 
noktas1 ve n dogrusu iizerinde bulurn1n her nokta kc>ndi­
sine donti$ti.iri.ilsi.in. f1. diizlemindc diger herhangi bir M 
noktas1 ise bir N noktasma donU$tUrUJsi.in uyle k1; T: vc 

M_-;Qr;i-~N~-­
P 

$ekll 58. 

Pllf dogrularmm kesim noktas1 Q olduguna gore; N nok­
tas1 P, Q; M noktalar1 ile harmonik hOime tc$kil eden 
dordUncU nokta olsun ($ek. 58). Buna gore N noklasmm 
dogrudan dogruya M noktasma doni.i$ecegi yani ger(;ekten 
lit ve N noktalarmm aralarmda harmonik e$1enik noktalar 
olacaklar1 (PQMN) -- - 1 denkleminden anla$1hr. Teorem 
8 c gore (PQNM) - - 1 dir ve o halde 1lf noktas1 P. Q; 
N noktalariyle harmonik oolme te~kil eden dordi.inri.i 
noktad1r. 
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Yukanda tarif edilen donil$tliriime bir di..izlemin 
Jwrmonik" d611ii..1tiiriim'U diyecegiz. $imdi de bu doni..i$til­
ri.ime ait baz1 ozelikler kaydedelim: 

p noktasmdan gec;en bir dogrunun kendisine donil-
15ecegi kolayca gorUlilr. 

Ayrica. P den ge~iycn bir m dogrusu ~u tarzda 
c;izilebilcn bir n dogrusuna donilijecektir: m ve it dogrulan 
s noktasmda kesi$\rlerse, m i..izerinde bulunan S den farkh 
bir M noktas1 bir N noktasma donilijtilrtililr ve sonra S ve 

m 
$ek11 59. 

N noktalarmdan ge<;en n dogrusu c;izilir ($ek. 59). Ger­
<;ekten: m dogrusuna ait hcrhangi bir M noktas1, Teorem 
6 ya gore, PM' ve SN dogrulanmn kesim noktasma donU­
$ecektir. 

S noktas1 sonsuzda ise n, m ve 'It dogrulan paralel­
dirler. m dogrusu sonsu.7.da ise, o zaman n dogrusu, p 
noktasm1 'lt dogrusu Uzcrinde bulunan noktalara birl~ti­
rerek elde edilen dogru par~lanm ortalar. 

it dogrusunun q konigine gore kutup noktas1 p ise, 
o zaman q konigi kendisine donilijUr ve P den gec;en bir 
dogru ile q egrisinin kesim noktalan harmonik ~enik 
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noktalardir. Bu husus, koniklerdeki kutup ozeliklerinin 
(K1s1m 9) tabii bir sonucudur. 

Problem 32. Bir x dairesinin bir AB .!Jayi il<• K 
merkczi veriliyor. Verilen bir m dorinum ile x dairesinin 
kes-im noktalanni bulumuz. 

Once x dairesi Uzerinde verilen belirli bir H nokta­
smdan (H noktas1 AB yay1 Uzerinde veya bu yaym 
d1$mda olabilir) x ya c;izilen teget dogrunun yalmz cctvcl 
kullanarak c;izilebilecegini hatirlatahm (Problem 7). II 
dan ge~n keyfi bir dogru ~izilirse, o zaman bu dogrunun 
x dairesini kestigi diger noktayi ~izimle bulmak mi.im­
ki.indi.ir (Problem 8). Ger~ektcn; x dairesi bir konikmi$ 
gibi di.i$i.ini.ilebilir ve dairenin AB yay1 Uzerinde, ele alman 
problemin ~ozi.imi.i i<;in gerekecegi kadar <;ok say1da nokta 
bulmak mUmkUn olur. 

Bu prob!emi G()zmiye ~h~rm: AB dogrusunu c;izer 
ve bu dogrunun x dairesine gore kutbu olan P noktasm1 
buluruz. P noktas1, A ve B den c;izilen tegetlerin kesim 
noktasmdad1r (~ek. 60). m dogrusunun AB yay1 ile ortak 
bir noktasmm bulunmadlg1m ve fakat elde edilen AB 
dogrusu ile S gibi bir noktada kesi$tigini farzedelim. 

m dogrusu Uzerinde S den ba$ka herhangi bir M 
noktas1 ahr ve PM dogrusunu c;izeriz. AB dogrusu PM yi 
Q noktasmda kessin. P, Q; M noktalari ile harmonik oolme 
tC$kil eden N noktasm1 bulur ve SN dogrusunu ~eriz. 
SN dogrusu, verilen AB yaym1 C ve D noktalarmda kessin. 
PC ve PD dogrularmm m yi kcstigi Eve F noktalar1, x 
dairesiyle m dogrusunun aranan kesim noktalar1dlr. 

Ger<;ekten; P yi bir temel nokta ve AB yi bir temel 
dogru gibi alarak c;izilen $Ckle bir harmonik doni.i$tUrUm 
tatbik edilirse, x dairesinin kendisine doni.i$ecegini ve m 
ile SN dogrularmm harmonik C$lenik olacaklariru gorU-

... 
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ruz. Buna gore, m ve SN dogrularmm x dairesi ile kt.>sim 
noktalan da harmonik e$1enik olurlar. 

Problem 32 nin incelenmesi; bir x dairesine ait bir 
yay parc;as1 $ekil dilzleminde c;izilmi$ ve merkez de gos­
terilmi~ i-sc, o zaman ikinci dereceden kurulabilen her 
problemin yalmz cetvcl ile c;ozillebilccegi sonucuna bizi 
gotUrlir. Zira bu halde x dairesi ilc bu daireyi kesen 
herhangi bir dogrunun kC'sim noktalarim yalmz cetvel 
~rurf ~ :.Ji r 

I 
I 

I 
I 
I 
I 
\ 
\ 

, 

s 

/' 
, 

$ckll GO. 

kullanarak bulmak ve sonra da Kls1m 15 teki bUtUn 
c;izimleri yapmak mUmkUndUr. 

Yukandaki sonucu (birbirlerinden tamamiyle mlis­
takil olarak) ilk defa ortaya koyanlar, 1talyan matematik­
c;isi Severi ile Rus matematikc;isi D. D. Mordukhai­
Boltovskoy olmu!?tu. 

• 1 Dmllrll Dmltrlyevl<'h ;>.tordukhal-Boltovskoy 0876-1952), mate­

matlk turih1 ve ki.hest•I gcometrl Uzerlnde YllPml$ olduitu lncelemelerl 

Ile tanmnioklad11· ve Lobu!'hevski uzaymdakl geometrlk <:lzlmlt>re 11lt 

ll'lll'lnin ,qj.~t cmli l>ir ICJrzcl11 ll'elleme esaslanm ortaya koymu•tur. 



17. VERiLEN BtR DAlRE DEMETiNE AiT DA1RELERtN 
CETVEL iLE ()tZtMLERt 

Once iki yard1mc1 teorem inceliyelim: 

Teo rem 21. Bir x dairesinin merkezi K al!mn. 
E{]cr PK dorjrusu, P noktasmm x ya gore k'utup do{jru­
sunu P' noktasmda keserse; o zaman P ve P' noktalatz, x 
dafresine gore invers noktalardw. 

PK dogrusunun x y1 kestigi noktalan M ve N ilc 
gosterelim ve P nin x ya gore inversi olan Q noktasm1 
<;izimle bulahm. Teorem 11 den P, Q; M, N noktalarmm 
harmonik bir oolme te$kil edecekleri ve dolay1siyle P' vc 
Q noktalarmm <;ak1$acaklari anla$1hr. Bu ise aranan 
sonuc;tur. 

T e o r e m 22. Bir daire demeti ve demetin diizlc­
m.inde bfr P noktasi verilirse, o zaman P noktasinin 
demetin butUn dairelerine gore kutup dogrulari bir Q 
noktasindan ge9erler ve PQ do{}nt par9asinin orta noktmn 
demetin k1wret ekseni iizerinde lni/Junur. 

Verilen bir daire demetinde merkezleri L, M ve N 
olan )., µ ve v gibi ii<; daire ile LM dogrosu Uzerinde bulun­
nuyan bir P noktas1 goz oniine alahm ($ek. 61). 

P noktasmm ).. ve µ ye gore l ve m kutup dogrular1 
Q noktasmda kesi$sinler. PQ dogru par~asm1 bir <;ap gibi 
alarak bir w dairesi ~izelim. w dairesi, birbirine dik olan 
l ve PL dogrularmm L' kesim noktas1 ile yine biribirinc 
dik olan m ve PM dogrularmm M' kesim noktasmdan 
gec;ecektir. 
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P ve L' noktalar1 p. ye gore invers noktalardlr (Teorem 
21). O halde Teorem 1 e gore, w dairesi, ).. ve µ dairelerine 
ortogonaldir. Dolay1siyle w dairesi, v dairesine de orto· 
gonal olur vc w nm 0 merkczi, daire demetinin kuvvet 
ckseni iizerinde bulunur. 

PN dogrusunu c;izelim ve bu dogrunun w dairesiyle 
diger kcsim noktn·1m1 N' ile gostcrelim. P noktasmm v 
dairesine gore n kutup dogrusu N' noktasmdan gec;er 

~kll 61. 

(zira v ve w dairelcri ortogo:ialdlrler) ve PN dogrusuna 
dik olur. Halbuki w dairesinin yar1 yaym1 goren 
..r PN'Q ~ 90° dir ve ooylece, N'Q dogrusu, P noktasmm 
v daircsine gore kutup dogrusu olur. Demekki teorem 
dogrudur. 

P noktas1, daire demetinin merkczler dogrusu Uzerin­
de ise: o halde P noktasmm ).., µ ve v dairelerine gore 
kutup dogrular1 paraleldirler. Bu durumda Q noktas1 
sonisuzdad1r ve P, Q noktalar1 bir dogru parcas1 belirtemez. 

Tcorcm 16 dan; Q noktasmm verilen demetin daire­
lf'rine gore kutup dogrularmm P noktasmdan g~gi 
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anla$1hr. P ve Q noktalarma kittupsal e§lenik noktalar 
denil" Daire demetinin P den gec;en dairesini goz onunc 
alaltm. P noktasmm goz ontine ah.nan bu daireye gore 
kulup dogrnsu P noktasmda daireye tegettir ·.,e bu dogru 
Teorcm 22 ye gore Q den gec;er. Ayni tarzda, PQ dogru­
''unun da demetin Q den gec;en dairesine tegct kalacag1m 
gorUrih:. Boylecc PQ clogrusu bahscclilel'l iki dairenin ortak 
tegeti olur. 

Pro~lem 33. Verilen bir A noktmm1dan ge<;cn ·ve 
verilcn ),, µ gibi iki dairenin belirttigi bir daire demetine 
ait olm1 a dairesinin be§ noktasm1 <;izimle bulunuz. 

A noktas1, vcr1lcn dairelerden hiG degilse birinin 
<orncgin A. dairesinin) d1$mda bulunsun ($ek. 62). 

A 

$ekil 62. 

----... -...... 
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A noktasmdan, A. dairesine B de degen bir AB tegeti 
i.:izelim (Problem 5 e bak1ruz). B nin harmonik e;;lcnigi 
Olan C noktas1m (C noklas1 AB dogrusu iizerindedir) ve 
8, O; A noktalan ile harmonik bolme tc$kil eden D nok­
tas1111 da buluruz. 

D noktas1 a daircsi tizerindedir. D nin a. tizerinde 
olrnas1; kutup dogrusu tarifinden vc B noktasmm a daire-

... 
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sine nazaran kutup dogl'Usunun, Teorem 22 ye gore C 
noktasmdan gec;mesinden anla~1hr. 

D yi bir harcket noktas1 olarak alarak <;izime devam 
edebiiirit. Gcrc;ekten, D nokta·s1, ).. daire::;inin tegeti Uze­
rindc bulunur vc o halde ).. dairesinin du~mdadir. Eger D 
noktas1 A ilc (ak1~irsa, o zaman a. dairesine ait A dan 
farkh bir noktay1 bulmak ic;in, A dan ).. ya c;izilmi~ olan 
ikinci teget dogruyu kullanmak gerekir . 

.., --- - ....... .. .. 
' ' \ 

' \ 

Eger bir ex <lair~sinin be~ noktas1 veya Uc; noktasiyle 
bu Uc; noktamn ikisinde;. gec;en tegetleri (ornegin, A ve 
D noktalarma nazaran harmonik e~lenik noktalar s1rasiyle 
E ve F' olduguna gorl', AE ve DF' dogrulan) verilm~ ise; 
o zaman ex dairesine ait yeni noktalarm bulunmas1 i~i, ).. 
ve µ dairelerini kuJlanmadan yapllabilir (Ki.~1m 12 ye 
bakm1z). 

~imdi; A noktasmm, ).. vc µ dairelerinin her iki''inin 
<le ic;inde bulunmas1 halini inceliyelim ($ek. 63): 

A nm harmonik e5lenigi olan B noktasm1 c,izimlC' elde 
Nieriz. R noktas1 A. VC' µ dairelerinin dt$mda kahr. Sonra, 
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8 den gec;en ve verilen daire demetine ait olan ~ 
dairesinin istenildigi kadar ~ok say1da noktasm1 Gizimle 
bulmak mUmkUndUr. AB dogrusu, ave ~ dairelerinin bir 
ortak tegeti olacakt1r. 

B dairesinin B den ba9ka bir C noktasmdan gec;en AC 
dogruswm c;izeriz. Sonra, AC nin ~ daire5iyle diger D 
kesim noktasm1 bulur ve C, D; A ile harmonik bOlme 
te~kil eden dordUncU E noktasm1 elde ederiz. BE dogrusu, 
A noktasmm B ya gore kutup dogrusudur. BE dogruc;unun 
~ dairesiyle diger F kesim noktasm1 c;izimle buluruz. 0 
halde, yukarida gosterildigi gibi, B dairesine teget olan 
AF dogrn:m Uzerinde, a dairesinin A dan ba!)ka uir G 
noktas1m clde etmek milmklindUr. 

Benzer tarzda, G noktasmdan ~ ya GF den ba$ka bir 
teget <;izmek ve a dairesinin bir ilc;Unci..i noktas1m bulmak 
rntirnkUndUr. Cizime devarh ederek a dairesine ait bir 
dordtincU nokta elde edebiliriz. BOylece A. ve µ yU kullan­
rnactan a dairesinin yeni yeni noktalar1m bulmak mUmkUn 
olur (Pr<'blem 10 a baklmz). 



18. BlR DA1REN1N MERKt:ZtNt Cl<;TVEL iLE Jo;LDE 
Jo;TMJo;NtN 1MKANSIZLIGINA DA1R 

Merkezi bilinen bir dairenin ~ekil dtizleminde verilmesi 
~artiyle cetvcl ile yapllabilcn <;lzimleri K1s1m 15 te ince­
ledik. Bununla ilgili olarak $0yle bir soru kendiliginden 
ortaya <;tkmaktadll': Merkezi bilinmiyen bir claire verilirse. 
daircn!n mcrkczini y:llmz cclvcl ile yap1lan bir <;izimle 
bulmak mi.imkUn mi.idi.ir? Eger ~ekil dtizlcminde, o; negin 
bir paralelkenar veya merkczi bilinen bir diger d&irE' 

M P 0 

~ekll 64. 

verilmi~se, aranan mcrkez kolayca bulunabilir. Fakat; 
a!;ag1da ispat edilecek olan Teorem 23 den de anla~1lacag1 
gibi; bir paralelkenar, bir daire veya herhangi bir yard1mc1 
~ekil kullanmadan verilen bu problemi <;ozmek imkans1z· 
ctu·. Biribirini k€'3miyen µ ve 'V gibi iki daire goz onUne 
alahm. Dairelerin merkezleri M ve N olsun ($ek. 64) ve 
bu iki dairenin kuvvet ekseni. 0 noktasmda MN clogru· 
sunu kessin. Verilen dairelere ortogonal olan 0 merkezll 
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ti.I dairesini ~izelim. w dair~si, P ve Q noktalarmda MN 
dogrusunu kessin. MN dogrusuna Q noktasmda dik olan 
dogruyu ~izelim. P ve Q noktalar1, µ ve v dairelerinin her 
ikisine gore simetrik noktalard1r. (Teorem 2). Buna daya­
narak Teorem 11 ve 14 den; P noktasmm, µ ve v dairele­
t·inin her birine gore '7: ~ogrusunun kutup noktas1 olacag1 
anla!}Ihr. 

P yi temel nokta ve 7t yi de temel dogru olara~< ahp, 
elde edilen $ekle harmonik donil~tilrilm tatbik edelim 
(K1s1m 16 ya bakmiz). Bu durumda; ~i ve v daireleri yine 
kendilerinc donil~Urler, fakat; µ ve v dairelerinin PQ 
dogru parc;as1 Uzerinde bulunm1yan merkezleri, bu dogru 
r>ar<;a51 ilzerinde bulunan noktalara donil$eceklerdir. Bu 
hu.sus, Teorem 23 Un ispatmda kullnmlacaktir. 

Tc o i· em 23. E{jer vc1'ilen iki µ ve v dairesi ortak 
tnerkezli deyillerse ve bwilarrn ortak bir noktala1'1 da 
Yoksa, bu dai't'elerin M ve N rnerkezlerini yalrnz cetvel 
'lcullanarak bulm1ya imkan yoktur. 

Eger bu ~i:-9min yap1lmas1 mumklin olsayd1 i:;oyle 
Yapllabilirdi: µ ve v dairelerinin bulunduklar1 dilzlemde 
bir ~k keyfi nokta ve bir GOk da keyfi dogru se<;er sonra 
bu keyfi noktalar ile bu keyfi do&rularm birbirleriyle 
Ve verilen dairelerle kesim noktalarmdan ge<;en dogrulan 
<:izer ve nihayet Gizilen dogrulardan belirli iki tanesinin 
kesim noktas1 olarak verilen dairelerden birinin mt·rke­
zini bulurduk. 

Eger yap!lan bu ~izim sonunda elde edilen ~eklc daha 
once bahsedilen harmonik donli$ti.irUmU uygularsak, veri­
len dairelerden birinin merkezini bulmak i<;in dU$UnUlen 
<:izim tarzm1 aynen tekrarhyarak yeni bir !?ekil elde 
ederiz. Yeni ve eski $ekiller arasmdaki yegane fark, her 
iki halde keyfi seGilen nokta ve dogrularm ba~ka ba~ka 
olacaklar1d1r. Buna gore, yeni elde edilen ~izim, evvelkine 
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tamamiylc muadildir. Zira; her iki c;izime sadece 1-:<:yfi 
noktalar sec;ip ve keyfi dogrular c;izerck ba~lanabilrnck­

tedir. 

Eger dairelerin mcrkezlerinin yalmz cch·el kullana­
rak bulunabilecegi hakkmdaki fa1-t1m1z dogru olsayd1, yu­
karida mUlahaza edilen her iki c;izimin, bize, ayni tarzda 
ayni dairenin mcrkezini vermesi icabederdi. Halbuki bu 
imkans1zd1r. Zira; harmonik donti!]ttirtimUn bir sonucu 
olarak, µ vc v dairelerinin M ve N merkezleri M ve N den 
ba!]ka noktalara donU~ec~klerdir ki, birinci c;izimd(: µ 
(veya v) nUn merkezinde kesi~en dcgrular, ikinci c;izimde 
bu dairelerin mcrkezincte kesl~:niyen dogrulara donti!]e­
ceklerdir. BOylece, ~t vcya v cia!resinin mcrkezinin yalmz 
cetvel ile yap1lan bir c;izimlc bulu;,abilecegi hakkinclaki 
farz1m1z dogru olm1yacaktlr. 

Yukarida g&terilmi!] olan ispatm ta.bii bir i-onucu 
olarak denilcbilir ki, sadece bir daircnin c;izilmi~ o!arak 
vcrilmesi halinde de vcrilen bir digcr dairenin merkezini 
bir cetvel He bulm1ya imkan yoktur. 

Yukar1da gosterilcn bu ispat. bir · hiperbolik claire 
demetine ait ortak merkezli olm1yan bir c;ok dafrelerin 
verilmeleri halinde de dogrudur. t>rnegin ooyle bir demet 
µ ve v daireleri ile verilirse, ayni harmonik donU~turi.imi.i 
uyguhyarak bu iclu!~m1z1 ispat cdebiliriz. 



19. \'ER1LE.X iKJ DAiCEX11"' llERKEZLER1Xi Ct.."'TVEL 
1LE J<;LDE Jt;TMEN1N ~lt)MKVN OLDUGU llALLim 

Verilen bir dairenin dilzleminde p ve q gibi po.ralel 
iki dogru verilse, dairenin bir capmm cetvel ile yapllan bir 
<:izim ile bulunabilecegini hahrlatmak, a$ag1dakileri anla­
mak ic;in muhimdir. Verilen dogrular verilen daireyi ke­
serlerse, ~ek. 65 dr gostcrilen c;izimi yapar1z. Diger hai!erde 
ise; verilen daire Uzerinde alman herhangi bir noktadan 

A 

q 

$ekll 65. 

lJ ve <J dogrularma paralel bir dogrunun cizilebileccgi 
husu..sundan faydalanarak (Problem 15 e bakm1z), yinc 
de $ekil 65 deki c;izime gelebiliriz. 0 halde daire diizle­
mindc bir paralelkenar verilirse, dairenin iki ~pmm cr-tvel 
ile yap1Jan bir <;izim ile bulunabilecegi, yani dairenin 
rnerkezinin elde edilebilecegi anla$1hr. 

- 87 
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Problem 34. A§agidaki hallerin he1· bfri iqin, I. re 
µ. gibi i·crilen iki dairenin merkezlerini cetvclle ya1nlan 
bir ~izim ilc bulunuz. 

1. Vcrilen dairelerden ba~ka bu dairclerin dUzleminde p 
ve q gibi bir cift paralel dogru verilmektedir. 

2. Verilen daireler kesi$irler. 

3. Verilcn daireler tegcttir. 

4. Verilen daireler ortak merkezlidir, fakat dairelerin bu 
ortak merkezi bilinmemektedir. 

5. Vcrilcn daireler ortak mN·kezli degildirler ve ayni 
zamanda kesi~mezlc,·. Dairekrin kuvvet ckseni i.i1~erin­
de bir A noktas1 bilinmcktedir. 

6. Verilcn daireler ortak merkezli degildirler ve ayni 
zamancla ortak bir noktaJar1 da yoktur. Dairelerin 
merl?ezler dogrusu Uzcrinde bir A noktas1 bilin­
mektedir. 

Yukar1da siralanan bu hallerin her birini ayr1 ayri 
mlinaka$a edecegiz. 

~ekillerdeki nokta nokta gosteri!en dogrular c;izilmez­
ler. Bu c;ei?it dogrular, Gizimin yflp1h~ tarz1m ispat ic;in 
gereklidirler. 

1. p ve q dogrularmm A. ya gore P ve Q kutup 
noktalarm1 ve yine ayni dogrularm v ye gore P' ve Q' 
kutup noktalarm1 buluruz ($ek. 66). 

PQ ve P'Q' dogrulart p dogrusuna dik olduklo.rma 
gore p, q, PQ ve P'Q' dogrulan hir dikdortgen te$kil 
ederler. 

P'Q' dogrusu PQ dogrusu ile <;akI$1rsa; bu dogru, 
verilen dairelerin merkezler dogrusu olacakhr. Bu halde 
yukar1da a~1klanmHj olan ~izim metodu bir i$e yaram1ya-
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q 

$ekll 66. 

caktir. Arna biz bu durumda 6. haldeki <;izim yolunu 
kuJJanabilecegiz. 

2. Co z ti m i Gin l> i r inc i yo I. Verilen daire­
lerin biri Uzerinde bu dairelerin kesim noktalarmdan farkh 

$ekll 67. 

C ve D gibi herhangi iki nokta almz ve $ek. 67 de goste­
rilen <;izimi yapar1z. <i:: 1 :cc: ct 2 = <s: 3 = <l: 4 = <l: 5 ~' <l: 6 
olduguna gore, EH ve GF dogrulan paraleldirler. 0 halde, 
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henze1· la1-1:cla iki paralel dogru daha c;izer ve bir paralel­
kPnar eldc edcriz. 

<;oz ii m i c; i n i k inc i yo l. Verilen dair-::lerin 
R kcsim noktasmdan ).. dairesine BC tegetini c;izeriz. ). 
daircsi Uzerinde hl'.'rhangi bir D noktas1 ahr ve D11, DB, 
CE dogrulanm <;izeriz (~ek. 68). 0 halde, .;: 1 = 4: 2 - 4: 3 
olduguna gore, CE dogrusu DB ye paraleldir. 

~ekll 68. 

Dairelerdcn birinin tam olarak <;izilmi~ olmamat\t 
halindc, problcmin yine de yukandaki metodlar yard1m1 
ile c:ozi.ilcbileccgini kaydedelim. Verilen daireler tizf"rinde 
bt>~ nokta almak problemi c;ozmek ic;in kafidir. Yalmz, bu 
be~ noktanm ikisi, dairelerin kesim noktalarmda olmah­
dtrlar. 

:t ~ck. 69 da, birbirine paralel olan BC vc DE 
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dogrularmm nasll <;izildikleri gosterilmi!]tir ve bu <;izimde 
-:: 1 -=-<: 2 -::: -r3 = <4olur. 

4. ~ek. 70 de gosterilen <;izimi yapar ve AB, CD gibi 
birbirine paralel iki dogru elde ederiz. 

$eldl 70. 

5. Kuvvet cl,;,scni tizerindc verilen A noktas1mr. B 
kutupsal e!]lenik noktasuu bulumz. AB dogrusu, vc?rilen 
dairelerin kuvvet eksenidir. AB dogrusu d1!]mda bir C 
noktas1 al1r ve C nin kutupsal ~lenigi olan D nokt&s1m 
da buluruz. AB dogrusu, CD dogru par<;as1m iki e!]it k1sma 
holer (Teorem 22). 0 halde CD ye paralel bir dogru 
i.;izebilir (Problem 13) ve 1. haldeki <;izimden faydaiana­
biliriz. Eger A noktas1, hem kuvvet ekseni ve hem de ).., 11 
dairelerinin merkezler dogrusu Uzerinde ise: o halde kuv­
vet ekseni, A noktasmm A. ve IL dairelerine gore kutup 
dogrularma paralel olur. 

6. Once A noktasmm ).. ve 11 dairelerine gore kutup 
dogrularm1 bulur ve sonra verilen dairelerin AB merkez­
ler dogrusunu <;izeriz ($ek. 65 i uygulaym1z). 

AB dogru\Su ile ).. dairesinin kesim noktalarmda cima­
mak Uzere, ).. dairesi Uzerinde herhangi bir C noktas1 ahr 
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<:$ck. 71) vc C nin kutupsal ~lenigi olan D nokl as1m 
buluruz. Ayrtca, D noktasmdan gec;cn ve ). ilc µ dairele­
rinin belirttigi dairc demetine ait y dairesinin be$ nokta­
s1m clde edcriz (Problem 33). 

------,- ......... ,, .. , 
/ 

' ; , 
1/ 

,/ __ , 
CD dogrusu, A. ile y dairelerinin ortak tegetidir. O 

h<1ldc' CD vc AB dogrularmm E kcsim noktas1, ), vc y 
ctairelerinin benzerlik merkczidir. y i.izerinde herhangi bir 
F noktas1 ahr veEF dogrusunu <;izeriz. EF dogrusu, T-J ve 
K noktalarmda A. dairesini ve ikinci bir G noktasmcb da 
y dairesini kessin. 0 halde DF dogrusu Oii ya vc DG 
dogrusu da CK ya paraleldir. 



20. B1R(~OK DAtRELERtN MERKEZLER1N1N CETVl<~L 
lLE BULU1'~ALARINA DAlR 

Problem 35. V~ii ayni demete ait olm1yan x. A.. 
µ vc v gibi herhangi d01't daire 'l:eriliyor. Bu dairclerden 
birinin merkezini cetvelle bulunuz. 

Verilcn daireler arasmda herhangi ikisinin ortak 
merkezli olmad1klar1m veya ort:ak bir noktalarmm da 
bulunmad1g1m farzedecegiz. Zira, ortak merkezli iki ciaire 
verilseydi veya dairelerden herhangi ikisinin ortak bir 
noktas1 0Jgayd1, c;Ozilm i<;in Problem 34 Un 2, 3 ve 4 UncU 
~izimlerinden istifade edilebilirdi. 

CozUmUn esas1, verilen dairelerden birini kesen yar­
dtmc1 bir daire c;izmek ve her iki kesim nokt:asm1 elde 
etmekt:en ibarettir. BOyle bir dairenin c;izilmesinden YJr.ra. 
Problem 34 deki 2 nci c;izim kullamhr. 

x dairesi Uzerinde herhangi bir A nokt&51 almz. A dan 
gec;en ve (). .. , p.) • demetine ait olan tx dairesinin dort nok­
tasm1 ve ayrtca A dan g~n ve (µ, v) demetine ait olan 
~ daresinin de dort noktas1m buluruz (~ek. 72). 

x ile a (veya x ile (3) dairelerinin ikinci kesim nokta­
smm belirli olmamas1 halinde, bir yard1mc1 dairenin daha 
<;izilmesi gerekir. Yalmz bu yard1mc1 daire oyle olmahdtr 
ki, bunun x dairesiyle her iki kesim noktas1 da kolayca 
bulunabilmelidir. Boyle bir dairenin cizilebilmesi ic;in, x 

• > < A, 11 ) sembolU, >. Ile " dalrelerfnln bellrttltl dalre demetlnl 
iri!atertr. 
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$Ckll 72. 

dairesi ic;indc ve a. i.izerinde bulunan bir B noktas1 ahmr 
vr a. ya teget olnn BC <;izilir (C noktas1 x dairesi fu:erin­
dedir). 

B noktasmdan a. dairesine c;izilen tegetin x dairesini 
kcsmesi halinde, B noktasmm x dairesinin d1$mda ulma­
bilecegini hatufatalJm. 
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C noktasmdan geQen ve (a, ~) demetine a1t olan 
daireyi y ile gc..sterelim. 

B ve C noktalarmm (a, ~) demetine ait dairelere gore 
harmonik cslenikleri olan F ve D noktalanm buluruz. 
Sonra B, F; C noktalariyle harmonik bolme te~kil eden 
G noktasm1 elde eder ve AG dogrusunu c;izeriz. 

G noktas1 y dairesi i.izerindedir ve CD dogrusu C 
noktasmda y ya tegettir (K1s1m 17 ye bakm1z). y dairesi 
a ve B dairelerinin kesim noktalarmdan gec;ecegine gore, 
A noktas1 da y dairesi Uzerindedir. 0 halde x ve y doirc­
lerinin A ve C kesim noktalari belirlidir. 

CD ve AG dogrular1 y dairesini ikinci defa olcirak 
E ve H noktalarmda kessinler. O halde EH dogrusu BC ye 
paraleldir (Problem 34 deki 2 nci <;Ozi.im tarzma bak1mz). 
Bundan sonra Problem 34 deki 1 inci c;izimden faydala­
mr1z. 

Yukandaki QozUm A., µ veya v dairelerinden birinin 
bes noktasiyle verilmesi halinde de kullamlabilir. 

Problem 36. Ayni bir demete ait olmiyan A., p. ve v 

gibi verilen dairelerden birinin merkezini cetrel ile 
bulunuz. 

Verilen dairelerden herhangi ikisinin ortak merkezli 
olmad1klarim veya ortak bir noktalarmm da bulunmad1-
gm1 farzedecegiz. 

).. i.izerinde bir A noktas1 alarak, A dan ge('en ve 
(µ, v) demetine ait olan bir a dairesinin noktalarm1 c;izimle 
buluruz. 

Ayr1ca, A dan gec;en degi~n bir dogru c;izeriz. Bu 
dogrunun A. dairesiyle kesim noktasm1 P ve a dait 1.siyle 
kesim noktasm1 da Q ile gosteririz ($ek. 73). Ege1· ). ve 
a dairelcri i.izerinde A haric; olmak i.izere s1rayla B ve C 
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noktalan ahmrsa, PQ dogrusunun A noktas1 etrafmda 
dondi.irUlmesi halinde, BP ve OQ dogrularmm R kesim 
noktas1 't dr..iresini belirtir. PQR U~gcnindeki dGilarm 
bi.iyi.ikliiklerini goz onUne alarak, R noktalarmm 't dairesi 
Uzerinde olacaklarm1 g&stermek ve o halde 't dairesi 
iizerinde bef:' nokta elrle etmek kolayrl1r. 

$ekll 78. 

A., µ, " ve "t dairelerinden herhangi UcU ayni bir 
demete alt detlldirler •. 

0 halde ~zUmU tamamlamak icin Problem 35 deki 
<;izimden istifade edilebilir. 

• 1 T clnlresl • dnlreslnl kestltlne iiore, T dalreal, < 11. ,. ) hlPerbollk 

tlalre demetlntn blr dalresl olamaz. "' \ veya r ) dalre11 >. dalrealnl keatl· 
i!lnt• gore, /J tveya nynl tnrzda ~ > dnlresl, ( ~. • l ellpttk dnlre demetlnln 

blr da1ree1 olamaz. 
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