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BU YAYINLAR HAKKINDA

Matematigin kendi degeri yaminda, fizik, kimya ve dola-
yisiyle miihendislik, askerlik gibi pratik sahalara ve bilhassa
son zamanlarda biyoloji, ekonomi ve hattid sosyal bilimlere
yardimi hizla arttigindan, bu bilim her millet icin hayati bir
onem kazanmustir.

Oteyandan, matematik de bu bilimlerin problemlerini
¢ozebilmek ic¢in gerek metod, gerekse fikir bakimindan
gelismek zorundadir.

Bundan dolayr bir cok memieketlerde bu sahaya daha
fazla sayida istidatlam cekmek ve bunlan erkenden kesfetmek,
en nihayet bunlarin egitimi icin her tirlii fedakarhga katlan-
mak en onemli bir milli egitim siyaseti olmustur.

Yeni istidatlar1 erkenden kesfetmek icin diigiiniilen ted-
birlerin basinda, matematik kiiltiirinii genis kitlelere yaymak
gelir. "

Ikinei Diinya Harbinden sonra bircok memleketlerde,
genclerin tecessiislerini tahrik etmek ve bunlarin matematik
bilimlerine kars:i ilgilerini arttirmak icin yeni bir tip mate-
matik literatiiri meydana gelmistir. Bu cesit literatiirde
aranmilan ozellikler kisaca sunlar olmalidir: a) Problem vazl
sun’i olmamali, b) Bunlam anlamak i¢in fazla ©n bilgiye
ihtiya¢ bulunmamali, ¢) Okuyucuyu aktif isbirligine ve bir
seyler kesfetmege sevketmeli.

Iste Tiirk Matematik Dernegi bu cereyani memleketimize
de getirmek maksadiyle bu yayinlara basglamis bulunmaktadir.
Bu yaymnlar, resmi mijfredata bagh ders veya yardimci
kitaplar olmayip, konular1 yukariki prensiplere uygun olarak
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16 Rasyonel ve Irrasyonel Sayiar

bilhassa irrasyonel sayilarin, muhtelif ozelliklerini ¢ikar-
maktir.

Su halde tamsayilar toplam, ¢ikarma ve c¢arpim altin-
da kapalhdirlar. Bolme altinda kapah degildirler, zira
mesela 2 nin 3 e boliinme sonucu tam bir say1 degildir ve
bu sebepten bizi tamsayilar simifinin disina sevkeder.

Tamsayilarin boliinmesini tarif etmeden evvel diger
islemleri ve bunlarin sonuclarim tetkik edelim. Tamsayila-
rin toplamim goz online aldigimizda, yalmz iki tamsayimin
toplaminin tekrar bir tamsay1 oldugunu gérmeyip toplam
olarak ancak bir tek tamsayinin mevcut oldugunu goériiriiz.
Meseld, 3 ve — 1 in toplami, 5 veya baska bir say1 olmayip,
2 dir. Bu keyfiyeti ,iki tamsay1 verildiginde ikisinin toplami
olan tek bir li¢lineli tamsayinin mevcudiyeti olarak ifade
edebiliriz. Carpim icin benzer sekilde: iki tamsay: veril-
diginde ikisinin carpimi olan tek bir {iciincli tamsay:
vardir.

Tabii sayilarin boliimini tetkik ettigimizde verilen
her hangi b ve d iki tabii say1 icin boliim sonucu b= dq
olacak sekilde bir iiciincii tabii saymin her zaman mevcut
olmadigim goriirtiz. Bununla beraber, ne zaman boyle bir
liciineli ¢ tamsayisi mevecut olursa, bunun ancak tek bir
tane oldugu asikar olup b==dg olacak sekilde ¢ niin
yvegane oldugunu siylemekle rahatsiz olmayiz. Mamafih
ayni béliim kavramlarim tamsayilar ciimlesi icin tarif
ettigimizde béliim sonucunun yegéine oldugu sartimi ilave
etmeliyiz. Simdi bunun nigin liizumlu oldugunu tahlil
edecegiz.

Evvela 3 — 7 ne kadardir? (— 2) - (— 3) ne kadardir?
8 :4 ne kadardir? deki her sorumuzun yalmz bir cevabi
olmasinin arzu edildigini kabul etmeliyiz. Diger deyimle,
islemlerimiz icin tek bir sonuc¢ elde etmek istiyoruz.
Bundan sonra tamsayilar ctimlesinde bélimii goéz Oniine
alirsak ne olacagim gorelim. Gene, b ve d verilen tam-
sayilar olsun ve g bdliim sonucunun tarifi b=—dqg olacak
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yazabilirdik ve boylece 35 (veya her hangi diger tabii bir
say1) icin asal sayilarin carpimi bir tarzdan fazla sekilde
ifade edilmis olurdu. Tabii Temel Teorem gene cari kalir
fakat ifadesine «... hari¢» veya «... den maada» gibi daha
tavsif edici kisa climleler eklemek icap ederdi. Boylece 1 i

asal sayilar listesinden ¢ikararak, sonuglarimizi daha kisa
ve zarif sekilde ifade edebiliriz.

1.3 Tamsawilar

1, 2, 3, 4, ... tabii sayilar toplam ve carpim altinda
kapah olup ¢ikarma veya béliim altinda kapali degildirler.
Bir say1 ctimlesine sifir ve negatif sayilarn 0, —1, —2,
— 3, —4, ... ekleyip tesmil ederek ¢ikarma altinda kapan-
ma elde edilebilir. Bunlar, tabii sayilarla beraber alininea

saey _*5v —4; _3: _'2| —_‘1: 0, 1, 2, 3' 4, 5, 2

tamsaylar: veya tam sayilar: teskil ederler. Okur muhte-
melen, a, b, ¢ her hangi tamsayilar olmak iizere

a-t-b=b-a, ab—=ba, a-0=0.a=0,
(a+b) +-c=at(b+c), (able=a(bc), (—a)(—b)=ab,
a-+-0=0-}a—aqa,

a.1=1.a=a,

a(b—{—c):ab-{-ac:.

temel Gzelliklerine asinadir. Bu ézellikler bu kitapta bahis
konusu edilen biitiin say1 sistemleri icin muteberdir. Bu
ozelliklerin menselerini tartismak niyetinde degiliz. Boyle
bir tartisma sayr sistemlerinin kurulusunun tetkikine
(konusu bu serinin diger kitaplarimn birinde) sevkeder
ve burada géz oniine alinan konudan uzaklastirir. Niyeti-
miz kuruluglarim oldugu gibi kabul ederek sayilarin,
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hi¢ olmazsa asal sayill carpanlara ayirma icin bir ifade
beyan etmek amaci ile asal sayilar1 diger sayilardan ayirt
etmek lizumunu ortadan kaldirdik.

Tabii bir saymmin asal sayili carpanlara ayrilmasinin
ancak yegdne bir tarzda yamlabilecegi matematikte temel
bir sonuctur. Mesela 94.860 sayisi yukarida verilenlerden
farkli her hangi asal sayili carpanlara ayrilamaz. Tabii,
carpanlarin sirasi farkli olabilir; mesela

94.860 —3 X 17X 2 X 5X 31 X 3 X 2

Fakat boyle sira degismelerinden sarfinazar 94.860 in
carpanlara ayrilmasinmin diger hic bir sekli yoktur. Bu
sonug Tek sekilde carpanlara ayirma teoremi veya Aritme-
tigin temel teoremi diye bilinir, ve seklen asagidaki gibi
ifade edilir:

ARITMETIGIN TEMEL TEOREMI. 1 den farkh
her tabit says, carpanlarin swast bir tarafa, ancak bir
tarzda asal sayl carpanlara ayrilabilir.

Bu sonuc B Ekinde ispatlanmistir. Konumuzda ilerle-
dikce kullanacagimiz bir teoremdir. Ispat1 bir eke koyma-
nin sebebi oldukca Kkarisik olmasindandir. Mamafih
kitapta, sonralar1 gececek hic bir fikir ispatta kullamilma-
mistir; boylece okur arzu ederse simdiden B Ekine miira-
caat edebilir. Yahut daha kolay kavramlar: evvela, daha -
zor olanlar1 daha sonra elde etmek icin B Ekinin tetkikini
sonraya birakabilir. i

Aritmetigin Temel Teoreminin yukaridaki ifadesi 1
saywsinin nicin asal sayilar arasina sokulmadig hakkinda
bir ip ucu verir. Eger 1 asal bir say1 olarak alinsaydi,
meseld o zaman

B=5XT=1X5X"7T
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sayisini goz Oniine alalim. Daha ileri giderek 9486 min 2
ile, 3 ile, hatta 9 ile boliinebildigi goriilir. Boylece

94.860 — 10 X 2 X 9 X 527
—2X 2% 3 X5 X527

yazabiliriz. Eger 527 bir asal sayr olsa, yukari ifade
9.860 1n asal carpanlara ayrilma ifadesi olacakti. Fakat
527 asal bir say1 degildir, zira 527 =17 X 31 dir. Bu
sebepten asal carpanlara ayrilma olarak

94.860 — 2 % 2 X 3 X 3 X 5 X 17 X 81

yazabiliriz. 94.860 gibi muayyen bir say1 ile bashyoruz,
fakat hangi tabii n sayisindan hareket edersek edelim
muhakeme usulii aynen isleyecektir. Ister n bir asal say1
olsun veya olmasin. Eger asal sayr degilse, n=—ab
olacak sekilde, a ve b gibi daha Kkiiclik iki carpana
ayrilabilir. Bu sefer a ve b sayilarindan her biri ya asal
bir sayidir veya daha kiiclik sayilar halinde carpanlara
ayrilabilirler. Bu isleme devamla = ’'i en sonunda tama-
men asal sayili carpanlara ayirabiliriz.

Evvelki paragraftaki ilk climle asal sayilar: diger tabii
sayllardan ayirtlar. Matematikte ekseriya arzu edilen sey
tariflerin bir cok hallere bdliinmeleri liizumsuz kilacak
genellikte olmasidir, Mesela «asal sayili carpanlara ayirmas»
dan, bir sayinin (mesela 12 nin), bir kac asal sayinin bir
carpimi  olarak gosterilmesini anliyoruz; misalimizde
2 %< 2 (3 diir. Simdi «asal sayih ¢arpanlara ayirma» nin,
tek bir asal say1 icine alacak sekilde, anlamim genislete-
lim. Mesela 23 asal sayisi, tek 23 carpanindan ibaret, bir
asal sayili carpana ayrilma olacaktir. «Asal sayilh carpan-
lara ayrilma» anlamimin bu genisletilmesi ile ilk ifademiz
«1 haric her tabii say1 asal sayih carpanlara ayrilabilinirs
ciimlesile degistirilebilinir. Boylece climleyi kisalttik ve
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* (e) 2 nin pozitif kuvvetler cimlesi toplam altinda
kapahdir.

30 un kac bdleni vardir?

16 nin kag¢ boleni vardir?

Ancak tam ii¢ bdleni olan en kiiciik tabii say1 nedir?

50 ile 100 arasindaki biitiin asal sayilar1 bulun.

Eger 3 iki sayimnin béleni ise toplamlarinin ve fark-

larimin da béleni oldugunu ispatlayin. Bunu genel-

lestirin ve eger d, b, ve b, gibi iki sayinin béleni ise

d ’nin b, -+ b, ve b, — b, ’lerin bir béleni oldugunu

ispatlayin.

o Ulp® N

1.2 Yegane gekilde carpanlara ayirma

Gittikce biiyliyen tabii sayilari goz oniine aldikca asal
sayilar nadirlesir. Bundan ne anlasildigimi gostermek icin

1 ile 1000 arasinda 168 asal sayinin,
1000 ile 2000 arasinda 135 asal saynin,
2000 ile 3000 arasinda 127 asal sayinin,
3000 ile 4000 arasinda 120 asal saymmn,
4000 ile 5000 arasinda 119 asal saymn

meveut oldugunu belirtelim. Bununla beraber asal sayila-
rin listesi sonlu degildir; yani sonsuz cok asal say1 vardir.
Bu keyfiyet kitabin sonundaki A Ekinde ispatlanmastir.
Ispat her hangi ©6zel bir bilgiye ihtiyac gostermez ve
dolayisile okur arzu ederse onu okuyabilir. Bu ispati bir
eke koyduk, zira ispatin sonucunu bu kitaptaki diger bir
tnermede kullanmak ihtiyacim gérmedik. Ispat verilmis-
tir, clinkii sonuc ashnda enteresandir.

1 haric her tabii say1 ya bir asal sayidir veya asal
say1 carpanlarina ayrilabilir. Mesela 94.860 == 10 < 9486
oldugundan asikar olarak asal say1 olmayan 94.860 tabii
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cevabin tekrar rdijrt oldugu cikar, yani 1, 11, 17, 187. 11
ve 17 bélenlerini bulmak icin okur ufak bir gayret sarfet-
mis olabilir, fakat 1 ve 187 bolenleri asikardir. Benzer
sekilde 179 un bolenleri 1 ve 179 dur, ve bunlarin yegane
bolenler oldugu sonucu cikar. Eger, 179 halinde oldugu
gibi, bir tabii saymin yalmz tam iki bdleni varsa, boyle bir
sayiya asal veya asal sayi denir. Bunu diger bir deyisle
bir asal say bolenleri 1 ve kendisi olan tabii bir saywdir

diye ifade edebiliriz. Biiyiikliikk sirasina gore ilk bir kag
asal sayi

2,3,5,7, 11, 13, 17, 18,28, 28, 31, 37,41, 43, 47, ... dir.

1 in asal sayr listesinde gosterilmemis olmasina dikkat
ediniz. 1 in asal olmayis keyfiyeti matematik bir teamiil
(konvansiyon) veya bir anlasmadir, veya diger bir yoldan
ifade edersek, bir tarif konusudur. Matematikciler 1 e
asal dememekte anlagsmislardir. 1 i asal sayilar arasina
sokmakla diger bir yolda da karar verilebilirdi. Fakat 1 i
hari¢ tutarak, daha sonra gosterilecegi iizere, istisna ve
tavsifler yapmadan asal sayilar hakkinda ©nermeler
(propozisyon) tesis etmek miimkiindiir.

Problem serisi 1

[Problem serilerinde yildizla isaretlenmis problemler
en zor olanlarmdir)

1. Asagdaki ifadelerin hangileri dogru, hanglleri yanhs
olduguna karar veriniz.

(a) 1, 0, —1 climlesi toplam altinda kapalidir.
(b) 1, 0, —1 ciimlesi carpim altinda kapahdir.
(¢) 1, 0, —1 ciimlesi ctkarma altinda kapalidir.
(d) 2 nin pozitif kuvvetler ciimlesi, yani 2', 22, 27,

24502, 20 2, climlesi carpim altinda
kapahdir, :

i ——
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almak istersek, hangilerini climlemize aldigimizi belirtiriz.
Boylece tabii sayilar ciimlesinin toplam altinda kapandi-
g1, fakat ancak 1, 2, 3 {ic tabii sayidan ibaret 6zel clim-
lenin kapanmadigim1 gordik.

Tabii sayilar cikarma altinda kapanmazlar. Bunu
gormek ic¢in, bir tabii sayidan diger bir tabii saymin her
cikariimasinda bir tabii say1 elde edilemiyecegini goster-
mek kafidir. Meseld 4 den 7 cikarilirsa sonu¢ — 3 olur,
bu ise tabii bir say1 degildir. Tabii, eger 7 den 4 cikarilirsa
sonuc 3 olan tabii sayidir; tarifimize uyarak, miimkiin her
cikarma sonucunun bu ciimle icinde bulunmadikea, ¢cikarma
ile bir sayilar ciimlesinin kapandigimi soyleyemeyiz. Ayni
sekilde tabii sayilar boliim altinda kapali degildir, clinkii
mesela 4, 7 ile boliiniirse sonuc¢ olan 4/7 kesri tabii bir
say1 degildir.

Bir cok hallerde iki tabii say1 sonuc olarak bir tabii
say1 verecek sekilde boliinebilir, meseld 35, 5 ile boliindii-
giinde 7 verir. Bu halde 5, 35 in bir tam bdlenidir, veya
daha kisaca, 5, 35 in bir boleni veya carpamdir deriz.
Ifadeyi cevirerek, 35, 5 in bir katidir deriz. Genel olarak,
b ve d her hangi iki tabii sayiy1 gostersin; eger b—dq
olacak sekilde bir iiciineii g sayis1 varsa, o zaman d, b 'nin
bir bileni, veya b, d’nin bir katidir denir. Yukaridaki
misalde b=35 ve d=>5 dir ve dolayisile ¢ ’'niin degeri
T olur. :

1.1 Asal sayilar

35 sayisimin kac boleni vardir? Biitiin bélenlerin
listesini yaptigimizda cevabin doért oldugunu goririiz:
1, 5, 7, 35. Soru gii¢c degildi, clinkii 35 nisbeten kiiciik bir
tabii sayidir. Fakat simdi miiteakip soruyu goz Oniine
alalim: 187 sayisimin ka¢ boleni vardir? Bunu cevaplan-
dirmak o kadar kolay degildir, fakat 1, 2, 3, v.s. yi denersek,



BOLUM 1
TABIl ve TAMSAYILAR

Matematigin say1 sistemi, saymada kullamlan
1,72 804 B BIINE, 980 A s,

adi sayilarla baslar. Bunlar, fabii sayilar adi verilen,
pozitif tam sayilardir. En kiiclik tabii say1 1 dir; fakat en
biiyiik tabii say1 yoktur, clinkii ne kadar biiyiik bir say1
secilirse secilsin bundan daha bliytigii meveuttur. Béylece
sonsuz tabii sayimin mevcut oldugunu soyleriz.

Eger herhangi iki tabii say1 toplamirsa sonug tabii
bir say1 olacaktir, mesela 4 +4—8 ve 44 7T=1L
Benzer sekilde, eger her hangi iki say: carpilirsa, carpimm
tabii bir say1 olacaktir; mesela, 4 < 7— 28. Bu iki ozellik,
tabii sayilarin toplam islemi altinda kapandigym ve ¢arpim
islemi altwnda kapandigimn soyleyerek kisaca ifade edile-
bilir. Diger bir deyimle, eger bir islem (operasyon) (me-
sela toplam olsun) ve bir sey (obje) koleksiyonumuz
(meseld biitiin tabii sayilar ciimlesi olsun) varsa, oyle ki
climlemizin hangi tiyelerine, mesela 4 ve 7 ye, bu islemi
tatbik ettigimizde sonug¢ ilk koleksiyonun gene bir iiyesi
olsun, bu takdirde bu islem altinda ciimlenin kapandigim
soyleriz. Yalmz 1, 2, 3 sayilarimi g6z oniine aldigimizi
farzedelim. Yalmz ii¢ sayidan ibaret bu eciimle toplam
altinda kapali degildir, clinkii 1 4 3 =4 diir, ve 4 bu
ciimlenin bir iiyesi degildir. Tabii sayilarin ciimlesinden
bahsedersek biitiin tabii sayilarin teskil ettigi cilimleyi
anlamahyiz. Eger bunlardan ancak bazisim goz Oniine

PR



S SRR

8 Rasyonel ve Irrasyonel Sayilar

mamasindan dolay: ilk seferde basarisizhk olabilir, fakat
neticede 6grenci isin sirrim1 6grenir. Matematik ispatin
muammast da boyledir. Konularimizin bazilar ispat tek-
niginin érneklerine 11k tutmak icindir, bdylece okur ispat
metod ve kavramlarina alistirilir. Mademki bir ispatin ne
vakit muteber ve ne vakit muteber sayilamayacaginin kat'i
recetesini veremeyiz, konu hakkinda baz1 seyler sdyleriz,
ve iimit ederiz ki okur bu kitabin sonuna erismeden yalmz
muteber ispatlari tamimakla kalmayip kendisi de bazilarmni
kurabilsin.
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yakin goriiniir veya kendiliklerinden asikardirlar.) Gaye-
miz konuya, oldukca entiiitif cerceve icinde, ilk bir bakis
sunmakdir. Boylece, tetkikatimiza bir temel teskil etmesi
icin, ne bir aksiyom ve ne de bir postula sunuyoruz.
fleride matematikei olacagn umulan kimse eline bu kitabi
aldiginda, bir giin reel say1 sisteminin aksiyomatik geli-
simini dikkatle tetkik etmegi arzu ettiginde yolunu bula-
bilecektir. Bu neden boyledir? Bunun sebebi burada go-
riistimiiziin_ cok tasviri ‘olmasi, dolayis1 ile bazi temel
sorularin cevapsiz birakilmasidir. Mesela, Boliim 3 de reel
sayllar bu yolda, su yolda veya diger bir yolda tarif
edilebilir demekteyiz. Fakat bu muhtelif yollarin ayni
sistemin tarifleri olduguna nasil emin olabiliriz? Bir
soruya daha elle tutulur bir misal vermek icin bu Kkitapta

- = — By i

nasil V2. V3= V6 veya V5. V7= V35 olduklarm
cevaplandirmyoruz. Boyle sorulara cevap verebilmek icin
irrasyonel sayilarin islemlerinin tam bir tarifini vermek
lazimdir. Goziiktiigli kadar kolay olmadigindan bu burada
verilmeyecektir; en iyisi, 6grencinin matematik bakimin-
dan daha mahir olmasindan ziyade, matematik ispatlarin
mahiyet ve anlamalarinin degerini daha iyi anlaymncaya
kadar bu tip islemleri geri birakmaktir. Amerikan mate-

matikcisi E. H. Moore'un dedigi gibi «Her giine kendi
katiyeti yetisir».

«Matematik ispatin mahiyet ve anlami!» Burada ve
simdi bir ispatin nelerden ibaret oldugunun tam bir tari-
fini vermek miimkiin degildir, bunun icinde matematige
yeni baslayan 6grenci icin korku veren muammalar bulu-
nur. Eger ispatin mahiyeti detayh olarak tarif veya ifade
edilemezse, herkes onu nigin 6grensin? Cok basitlestirilmis
bir benzetis kullanarak tipki, bir cocufun renkleri, yani
baska birinin yesil, mavi esyalar, v.s. olarak teshis ettigini
gorerek ve sonra da gordiigiinii taklit etmesi gibi 6grenilir.
Smif (Kategori) veya orneklerin kafi derecede anlasila-
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cok meshur esitsizlikler haric, kitabin diger kisimlarindan
miistakildir.

Ek C, lazim olan Teorem 7.2, carpan teoremi harig,
Boliim 7 den miistakilen okunabilir. Eger cilimleler teori-
sine pek asina degilse, okur Ek C deki fikirleri cok yeni
bulacaktir.

Asal sayilarin sonsuzlugu hakkindaki A Eki bu kitap-
taki islenen ispatlar icin zaruri degildir; esas konu ile
siki ilgisinden ve bu zarif oOnermenin (Oklid zamanina
dayandigindan dolay: dahil edilmistir. Diger taraftan
aritmetigin temel teoremi hakkindaki B Eki ispatlarimiz
icin, bilhassa Bolim 4 ve 5 ler icin elzemdir. Bu teoremin
ispat1 bir eke terk edilmistir, zira biraz uzun ve ilk bes
boliimdeki ispatlara nazaran zordur. Matematik bakimin-
dan tecriibesiz olan okur aritmetigin temel teoremini iti-
mada dayanarak kabul edebilir.

Kisimlarin sonlarinda bir cok alistirma vardir; okur,
metini anlayip anlamadigimi kontrol icin, bunlardan biiyiik
sayida cozmegi denemelidir. (Baskalarinin yaptiklarini
seyrederek matematik 6grenilemez!) Daha gii¢ olduklarini
gostermek icin problemlerin bazilar: birer yildizla isaret-
lenmistir. Okur bunlarin hepsini ¢bozemedigi zaman mesut
olmamas1 gerekmemektedir. Basarisi ekseriya matematik
bakimindan olgunluguna baghdir, yani matematigin diger

» Kisimlarimin tetkikatindan elde ettigi oldukca genis mate-
matik kaideleri tamimasina baghdir. Kitabin sonunda
problemlere ait cevaplar ile daha zor problemler icin bazi
tavsiyeler verilmistir.

Rasyonel ve irrasyonel sayilar sistemine ispatta iste-
nilen miikemmellik seviyesile temas edilebilir. (Ispattaki
milkkemmeliyet (= ingilizce «rigor») kelimesi matematikte
teknik olarak, bir konunun dikkatli mantik bakimindan
isleme derecesini gdstermek icin kullanilmistir; buna mu-
kabil entiiitif (hadsi) olanlarda ise ileri siiriilen iddialar
dogru olarak kabul edilir, zira bir dereceye kadar akla
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bol oldugunu ispat etmekle bir istiinlik saglamistir.
Mademki sonsuz cebrik sayl ve sonsuz transandant sayl
vardir, boyle bir ifade sonsuz simiflarin kiyaslanmasini
icap ettirmektedir. Bu kitabin tetkik edilen esas konula-
rinda bu fikirler bir dereceye kadar terkedilmis ve
Cantor’'un transandant sayilarin mevcudiyeti hakkindaki
ispat1i Ek C de verilmistir.

Kitabin plam tabii sayilari, tamsayilari, rasyonel
sayillan ve reel sayilar ilk {ic boliimde vermektir. Ondan
sonra Boliim 4 de irrasyonel sayilarn teshis etmek icin
standart bir metod verilmistir. Bélim 5 trigonometrik ve
logaritmik sayilarla, yani degerleri trigonometrik ve
logaritmik fonksiyonlarin cetvellerinde yaklagik olarak
verilmis sayilarla mesgul olmaktadir. Boliim 6 irrasyonel
sayilarin rasyonel sayilarin yardimi ile ne dereceye kadar
vaklasik ifade edilebilmesi imkdnindan bahseder. Bu
b6lim evvelki boliimlere nazaran daha zor ve daha dar
bir konudadir. Yeni cinsten matematik delilleri arastirma
icin baz1 okurlara firsat verir.

Boliim 7 ve Ek C, Béliim 7 Liouville metodu ile, Ek
C Cantor metodu ile, transandant sayilarin mevcudiyetini

. gosteren tamamen iki miistakil ispat sunarlar. Ispat tek-

nikleri gbze carpacak kadar farkli olup her birini takip
ettiginde okur iyice tatmin olacaktir. Boliim 7 deki ispat
kacimlmasi miimkiin olmayan teknik detaylarla doludur;
hatta ilk boliimlerden daha fazla olarak delilleri takip
edebilmesi i¢in okur kalem ve kdgida ihtiyac gosterecektir.
Hatta okurun Boliim 1 den 5 e kadar cok fazla giic bulma-
vacagl, Boliik 6 y1 oldukca zor ve Béliim 7 yi de hakikaten
giic tahammiil edilir bulacag miimkiindiir. Bdyle bir halde
okura Boliim 7 nin tetkikini, matematik tecriibesi artincaya
kadar, sonraya birakmasi tavsiye edilir. Diger taraftan,
Boliim 1 den 5 e kadar takip etmede en kiiciik bir zorluga
rastlayan her okur Béliim 7 den evvel Béliim 6 y1 okumay1
tercih edebilir. Hakikaten B&liim 7, Kisim 6.1 de verilen
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sonsuz saylda c¢ok rasyonel nokta ihtiva etmesine ragmen
rasyonel sayilarla ifade edilemeyen uzunluklar ol¢en cok

sayida baska (V2 =, v.s. gibi)noktalarin da meveut
oldugunu buluruz. Fakat bir defa biitiin reel sayilar nazari
itibara alininca, dogru lizerindeki her noktaya tam bir reel
sayl ve her reel sayiya dogru iizerinde tam bir nokta
tekabiil eder. Biitiin uzunluklarin reel sayilar cinsinden
ifade edilebilecegi keyfiyeti bu sayilarin tamamhk ozelligi
olarak bilinir, ve matematik analizin biitiin gelismesi bu
ozellige dayanir.

Reel sayilar boylece iki cinstir, rasyonel ve irrasyo-
nel sayilar. Reel sayilarin daha yeni olan cebrik sayilar
ile transandant sayilar diye iki kategoriye ayrilmasi da
vardir. Bir reel say1 eger katsayilar1 tamsayilar olan bazi
cebrik denklemleri saglarsa, ona cebrik say1 denir. Mesela

V2 cebrik bir sayidir, ciinkii 2° — 2 =0 1 saglar. Cebrik
olmayan bir sayiya transandant denir. Bu tariften, her
hangi transandant sayilarm, yani cebrik olmayan sayila-
rin, mevcudiyeti asikar degildir. 1851 yilinda Fransiz
matematik¢isi Liouville transandant sayilarin mevcudiye-
tini ispat etti. Liouville bunu bazi.sayilarin cebrik olma-
diklarim gostermekle ispatlamistir. Transandant sayilarm
mevcudiyetini ortaya koymak icin, Béliim 7 de Liouville’in
metodunu takip edecegiz.

19 uncu yiizyilin sonlarinda x nin transandant bir
say1 oldugu ispatlanmis, ve bu netice «daireyi kareye
cevirme» diye bilinen eski bir geometrik cizim problemini
halletmistir. Bu Bolim 5 de tetkik edilmistir. 19 uncu
yiizyilda diger bir ilerlemeyi Alman matematikcisi Cantor,
tamamen farkh bir sekilde meseleyi ele alarak, transan-
dant sayilarin mevcudiyetini tesis etmistir. Her ne kadar
Cantor’'un metodu Liouville’inkinin aksine eksplisit sekilde
bir transandant sayiy1 ortaya koymazsa da, bir bakim-
dan cebrik sayillara nazaran transandant sayilarin daha
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olmayisidir. Diger bir deyimle, bir karenin kenar ve
kosegeninin, ne kadar kii¢iik olursa olsun, katlar: olabile-
cek boyle bir birim yoktur. Yunanlilar icin bu garip bir
kesifti, clinkii geometrik ispatlarmm cogunda iki dogru
parcas: verildigi takdirde miisterek bir uzunluk biriminin
mevcudiyeti kabul edilmekte idi. Boylece Oklit geometri-
sinin mantiki yapisinda bir gedik, uzunluklarin oran ve
orantilariin tartisilmasinda bir eksiklik vardi. Kisim 3.7
de bu noksanhgmn nasil kapanabilecegi ve orant1 teorisinin
nasil tamamlanabilecegi gosterilecektir.

Benzer sekilde, bir dairenin cemberi capin irrasyonel
bir katidir; bu katin degeri = dir. Matematikte baz1 temel
fonksiyonlar: ifade etmege calistigimizda baska irrasyonel
sayilar ortaya cikar. Mesela bir trigonometrik fonksiyon
olan sin z in degerlerini bulmaga calisirsak, @ in degeri

60° oldugu vakit V3/2 irrasyonel sayisimi elde ederiz;
benzer sekilde, eger log & fonksiyonunu z in rasyonel
degerleri i¢in ifade etmek istersek ekseriya irrasyonel
sayllar elde ederiz. Her ne kadar logaritmik ve trigono-
metrik fonksiyonlarin cetvellerindeki listelenmis sayilar
goriiniirde rasyonel iseler de hakikatte, bir kacimin istis-
nasl ile irrasyonel olan hakiki degerlerin ancak rasyonel
vaklasiklaridir. Su halde irrasyonel sayilarin elementer
matematikte tiirlii tabii yollardan ortaya ciktig asikardir.

Reel saylar biitiin rasyonel ve irrasyonel sayilardan
ibaret olup matematigin merkezsel say1 sistemini teskil
ederler. Geometride uzunluklarin, alanlarin veya hacim-
lerin her hangi bir tetkiki hemen reel sayilara gotiirir.
Hakikaten, geometri reel sayilarin yani verilen bir uzun-
luk birimi cinsinden miimkiin biitiin uzunluklar1 olgmek
icin lJazim olan sayilarin tarifi icin entiiitif (hadsi) basit
bir usul verir, Bir dogru parcas: boyunca sayilarin nokta-
lar olarak gosterilislerini tekrar g6z oOniine alirsak, ne
kadar kiiciik olursa olsun, her hangi bir dogru parcasinin
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cebircileri negatif sayilar: icat ettiler. Sek. 3 de gosteril-
| digi gibi bunlar da bir dogru parcasi iizerinde gosterile-
' bilinir.

1
L rojos
- fr

o
N

| -2 -1 o
Sekil: 8

Matematikciler rasyonel sayilardan bahsettikleri zaman
(oran olarak gosterilebilen, yani 2 — 2/1 — 6/3, v.s. olan)
pozitif ve negatif tam sayilari, sifir ve adi kesirleri kaste-
derler. Pozitif ve negatif tam sayilar ve sifira tamsayilar
da denir; bundan dolay1 rasyonel sayilar simifi tamsayilar
simifimi ihtiva eder.

Adi kesirlerin geometrik maksatlar icin kafi geleme-
yeceginin kesfi bundan 2500 yildan daha fazla bir zaman
evvel Yunanhlar tarafindan yapilmistir. Kenarlar: birim
uzunlukta bir karenin koésegen uzunlugunun her hangi bir
rasyonel say1 ile ifade edilemeyecegini, hayret ve hayal
kirikhig ile, tesbit etmislerdir (Sek. 4). (Bunu Béliim 3 de
ispat edecegiz.)

1
Sekil: 4

Bu keyfiyeti bugiin (Pitagor teoremine gére bdyle bir
karenin késegen uzunlugu olan) 2 nin kare kokiiniin bir
irrasyonel sayr oldugunu soyleyerek ifade edebiliriz. Geo-
metrik olarak bunun ifade ettigi anlam, bir karenin'hem
kenarina ve hem de kosegenine konulabilecek bir tam say1
misli kadar hic bir miisterek uzunluk biriminin, ve ne
kadar hassas olursa olsun hi¢ bir miisterek 6lcegin mevecut
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En basit sayilar, sayimda kullamilan 1, 2, 3, vesaire
gibi pozitif tam sayilardir. Bunlara tabii saydar denir ve
binlerce yil bizimle beraber mevcut olan bu sayilar icin
taminmis matematik¢i Kronecker «Tanri tabii sayilari
yaratti, biitiin geri kalan ise insanin eseridir» meshur
soziinii sarfetmistir.

Giinliik hayatin temel ihtiyaclar1 1/2, 2/3, 5/4, v.s.
gibi adi kesirlerin ithalini icap ettirdi. Boyle sayilara
rasyonel saylar denmesi bunlarin «akla yakin» olmalarin-
dan ziyade tam sayilarin oranlar: olmalarindan dolayidir.

Tabii sayilarin bir dogru parcasi (Sek. 1) boyunca

1 2 3 4

noktalarla gosterildigini dusiinebiliriz. Mesela her nokta
tipk1 bir serit metrodaki santim sayilari gibi bir evvelki
noktadan bir uzunluk birimi uzakhginda bulunur. Rasyonel
sayilar: ayni dogru parcasi (Sek. 2) iizerinde gosterebilir
35 3
i 2
Sekil: 2

L
e

ve bunlarm uzunluk kesirlerini dlctijgiinii  tasavvur
edebiliriz. \

Daha sonralar1 Hintliler en miithim say1 olan 01 ieat
ettiler, ve modern zamanlarin baslangicinda ise Italyan
ot A

; Il 1
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sekilde bir tamsay: olsun. Meselda b= —12 ve d=3
olsun. ¢ = — 4 oldugu asikardir, ¢iinkii —12—=3 . (—4)
dir. Uygun bir ¢ mevcuttur ve yeganedir. Bundan sonra,
b her hangi bir tamsay1 ve d, 0 tamsay1 olsun. b=0.4¢q
olacak bir g bulmaliyiz. Eger b 4 0 ise, bu denklem
cozillemez; yani dogru olabilecek hic bir ¢ mevcut degildir.
Eger b =0 ise, o zaman denklem 0= 0.q olarak miitalaa
edilir ve her hangi bir tamsay: ile tahkik edilir. Diger
deyimle, sayet b= 0. nuin bir g ¢éziimil varsa bu ¢oziim
yegane degildir. Aritmetik islemlerin madem ki yegéne
olan sonuclar1 miithimdir, o halde iki tamsayimin béliim
sonucu yalniz meveut olmayip bu sonucun da yegéne
olacak sekilde bir say1 sistemi teskil etmemiz gerekir.
Plan sadece sifirla bolmeyi kabul etmemektir. Eger b — dgq
olacak sekilde yegane bir ¢ tamsayisi mevcut ise, bir d
tamsayisina bir b tamsayisinin bir bdlenidir dendigini
ifade edebiliriz. (Su halde yukaridaki disiinlis tarzi ile
d + 0 dir.) Yahut b= dqg olacak sekilde bir g tamsayisi
mevcutsa, sifir olmayan d tamsaysina b ’nin bdlenidir
diyebiliriz. (Miimkiin olan bdlenler arasinda 0 cizilirse,
béliim sonucu otomatik olarak yegéane olacaktir.)

Daha evvelki tetkikimizde, 35 sayisimn kac béleni
vardir? sorusunu sorduk. O zaman, tetkikat tabii sayilara
inhisar etmisti ve bu soruya cevap dort idi, yani 1, 5, 7
ve 35. Simdi eger, bélenlerin tamsayilar oldugunu kabul

ederek, soruyu yorumlarsak, cevap sekiedir: + 1, + 5,
+ 7 ve + 35.

Problem serisi 2

—5 35 in bir béleni midir?
5 — 35 in bir béleni midir?
— 5 — 35 in bir boleni midir?
3 — 35 in bir béleni midir?
1 — 35 in bir béleni midir?

oA s o
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1 0 1n bir boleni midir?
0 1 in bir boleni midir? |
1 1 in bir boleni midir?

0 0 1n bir boleni midir?

1 1 her tamsayinin bir béleni midir?

Jil; 0 35 in bir kati midir?

12. 1 ile 100 arasinda yirmi bes asal saymnin ve
100 ile 200 arasinda yirmi bir asal sayimn
mevcut oldugunu gercekleyiniz.

Sl i 5

14 Cift ve tek tamsayilar

Bir tamsay: 2 ile boliinebilirse o sayiya ¢ift denir;
aksi takdirde tek oldugu soylenir. Boylece c¢ift tamsayilar

vy — 8y —B, —4,—2, 0, 2,46, 8, .. dir,
ve tek tamsayilar
wp== T —B — 3. 1,1, 3.5, T, i dir.

Bir cift tamsay1 2 ile boliinebildiginden, n sembolii her!
hangi bir tamsayi olmak tizere, her cift tamsayiy1 2n
seklinde yazabiliriz. Eger (konumuzdaki n harfi gibi) bir.
sembole bazi muayyen cisimler ciimlesinin her hangi bir
Uyesini temsil etme imkéan saglanirsa, bu sembol deger~
lerinin bélgesine. muayyen cumledir deriz. Goz Oniine
alinan halde, her cift tamsayimmin 2n seklinde yazilabildi-
gini sOyleriz; burada n bolgesi tamsayilar ciimlesidir.
Mesela 18, 34, 12 ve — 62 cift sayilar, n sirasile 9, 17, 6
ve — 31 oldugu vakit, 2n seklindedir. » harfinin kulla-
nmimasinda 6zel bir maksat yoktur. Cift tamsayilarin 2n
seklinde oldugunu soylemektense, pek ald 2m seklinde,
veya 2 seklinde veya 2k seklinde tamsayilarin mevcut
olduklarini séyliyebiliriz,
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ki cift tamsay: toplanirsa, sonug ¢ift bir tamsayidir.

Bu
12 30 46 — 10
14 22 — 14 — 46
26 52 32 — 56

misallerile gosterilir. Bununla beraber ¢ift tamsaydarin
toplam altwda kapandigr genel prensibini ispat etmek igin
daha cok sayida misale ihtiya¢ vardir. Boyle bir ispat
sunmak icin ¢ift bir tamsay: icin 2n ve cift diger tamsay:
icin 2m notasyonunu kullanmiriz. O halde toplami

2m + 2n=2(m -+ n)
seklinde yazabiliriz.
2m - 2n toplam ile 2 ile boliinebildigini gostermek
icin 2(m - n) seklinde yazilmistir.

on 4 2n—4n

yazmak kéafi degildir, zira bu bir ¢ift tamsayi ile kendisinin
toplamim gosterir. Diger bir deyimle, her hangi cift iki
tamsay1 toplaminmin cift bir say1 oldugunu ispat verine,
¢ift bir saymin iki katimin tekrar cift (filhakika, 4 ile
béliinebilir) oldugunu ispat etmis olacagiz. Bu sebepten
dolay1 her hangi cift bir tamsay: icin 2n ve diger cift bir
tamsay1 icin bu tamsaymin aym olmasimin gerekli olma-
| digm gostermek icin, 2m notasyonunu kullaniyoruz.
‘ Tek tamsayilari gostermek icin hangi notasyonu kul-
lanabiliriz? Ne zaman cift bir tamsayiya 1 ilave edersek
| cift bir tamsay: elde ettigimize dikkat etmeliyiz. Her tek
tamsayimin béylece 2n -}~ 1 seklinde yazilabilecegini sdyle-
yebiliriz. Bu sekil yegane sekil degildir. Keza ¢ift bir tam-
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sayldan ne zaman 1 cikarirsak tek bir tamsay: elde etti-
gimizi pek ala gorebiliriz. Boylece tek her tamsayinin
2n — 1 geklinde yazilabilecegini soyleyebiliriz. Bu meselede
her tek tamsaymmin 2n 4 3 seklinde, 2n — 3 seklinde veya
2k —5 v.s. seklinde yazlabilecegini soyleyebiliriz.

Her tek tamsaymnn 2n® -4 1 seklinde yazilabilecegini
soyleyebilirmiyiz? n icin

iy —9D, —4,—3,—2,—1, 0,1, 23,435, ..
tamsay1 degerlerini yerine koyarsak 2n°® 4 1 icin
Jep By 33,19, B3y 1,89, 19,3351, -1,

tamsayilar climlesini elde ederiz. Bunlarin her biri tektir,
fakat biitiin tek tamsayilar: teskil etmezler. Mesela, 5 tek
tamsayis1 bu sekilde yazilamaz. Boylece her tek tamsayi-
nin 2n° 41 seklinde yazilabilecegi yanhstir; fakat
2n* + 1 seklindeki her hangi bir tamsayinin tek oldugu
dogrudur, Benzer sekilde, &k bolgesi biitiin tamsayilar
ciimlesi olmak tuzere her cift tamsaymmin 2k* seklinde
yazilabilecegi de yanhstir; mesela, 6 nin 2k* ye esit olma-
sin1 temin edecek hic bir & tamsayisi secilemez. Fakat
2k* seklindeki her tamsaymin cift oldugu dogrudur.

Bu ifadelerin arasindaki miinasebet tipki «biitiin kedi-
ler hayvandir» ile «biitiin hayvanlar kedidir» ifadeleri
arasindaki miinasebet gibidir. Birincisinin dogru, ikincisi-
nin yanlhs oldugu asikardir. Bu miinasebet daha ileride
«egers», «ancak eger», «eger ve ancak eger» ciimleciklerini
ihtiva eden ifadeler tetkik edildiginde bahis konusu
olacaktir. 1
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Problem serisi 3
Asagidakilerin hangileri dogru, hangileri yanhstir?
(n, m, j, ..., degerler bdlgesi, biitiin tamsayilar ciimlesi
olarak anlasilmalidir.)

1. Her tek tamsay1

(a) 2j—1 (d 2n*}3
(b) 2047 (e) 2n*+2n+1
(¢) 4n41 () 2m—9

seklinde ifade edilebilir.

2. Yukarida (a) seklindeki her tamsayi tektir; benzer
sekilde (b), (c), (d), (e) ve (f) icin.

3. Her cift tamsay

(a) 2n -4 (d 2—2m
(b) 4m -2 () m*42
(¢) 2m —2

seklinde ifade edilebilir.
4. Evvelki problemde (a) seklindeki her tamsay: cifttir;
benzer sekilde (b), (¢), (d) ve (e) icin.
1.5 Kapanma ozellikleri

Asagidaki iki dnerme miiteakip bir béliimde kullam-
lacaktir.

(1)  Qift tamsanlar ciimlesi carpim altinda kapahdir.
(2) Tek tamsayilar ciimlesi carpim altinda kapahdar.
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(1) iddiasim ispat icin her hangi ¢ift iki tamsay
carpim sonucunun cift oldugunu gostermemiz lazimdir.
Her hangi cift iki tamsayiy1 sembolik olarak 2m ve
ile gosterebiliriz. Carpimi yaparak

(2m) (2n) = 4mn = 2(2mn)

elde ederiz. Carpim sonucu iki ile boliinebilir ve dolayis
cifttir,

(2) iddiasim ispat etmek icin, tek iki tamsay
carpim sonucunun tek oldugunu gostermemiz lazimdir. Te
iki tamsayiy1 2m +1 ve 2n- 1 ile gosterip, bunl
carparsak ¥

2m 4-1) 2n+1) =4dmn 4 2m - 2n - 1=
=2(mn+4+m-+n) +1

elde ederiz. Bu ifadede m ve n yerine hangi tamsayi
koyarsak koyalim 2(2m --m -+ n) cifttir. Bu sebep
2(2mn 4+ m +n) + 1 tektir.

(1) ve (2) iddialar tek bir sekilde carpanlara ayrilma
sonucunun bir tatbikat:i ile de ispat edilebilirdi, fakat bu
iki usulden birinin secilmesi teferruatina girmeyecegiz
(Okur kendi kendine calisarak bunu bulabilir. Tek bi
sekilde carpanlara ayrilmada eger ve ancak eger 2 bulu-
nursa tamsayinin cift bir tamsay1 oldugu okura hatirlatil
mahdir.)

Cift ve tek tamsayilar, yani 2m seklinde ve 2m | 1
seklinde tamsayilar, iizerine teksif edildik. Tamsa; :
teklik ve ciftligi 2 ile béliinebilmelerine baghdir. Buna
benzer sekilde 3 ile boliinebilir, yani

oy —12, —9,—6, —3, 0,83,6,9,12, ...
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tamsayilar1 goz oniine alabiliriz. Bunlar 3 in katlat.'ldlr.
3n seklindeki tamsayilar simfi olarak ta tarif edilebilirler.
3n -+ 1 seklindeki tamsayilar

oy —11, —8,—5,—2, 1,47, 10,713, .=
dir, ve 3n - 2 seklindeki tamsayilar
sy —10, —17, —4, —1, 2,5, 8,11, 14, ...

dir. Tamsayilarin bu ii¢ listesi biitiin tamsayilari icine
alir; her hangi bir tamsay1 boylece tamamen 3n, 3n 41,
veya 3n -+ 2 sekillerinden birine aittir.

1.6 lIspatin mahiyeti hakkinda bir diigiince

Cift tamsayilarin toplam altinda kapandigini, yani her
hangi ¢ift iki tamsay1 toplami sonucunun ¢ift oldugunu
ispat maksadile 12 4 14=26 gibi ancak bir ka¢ 6zel
misal tetkikinin kafi gelemeyecegini daha evvelden sty-
lemistik. Madem ki sonsuz sayida cift tamsay: vardir, cift
tamsayilarin cifter cifter 6zel toplamlarmin biitiin hallerini
kontrol edemeyiz. Dolayisile bazi cebrik sembollere mii-
racaat etmek icap etmektedir; meseld, her hangi bir
tamsayiy1 ifade etmek icin kullanilabilen 2n sembolil bize
carpim altinda biitiin tamsayilar ciimlesinin kapandigini
ispat etmek imkéanini vermektedir.

Bununla beraber «cift tamsayilar toplam altinda
kapal degildir» gibi negatif bir dnermeyi ispat etmek icin
2m -+ 1 e benzer her hangi genel cebrik sembollere ihti-
yvacimiz yoktur. Buna sebep bdyle bir iddianin tek bir
misalle tahakkuk edebilecegidir. Bir ciimledeki biitiin
iiyelerin muayyen bir ozellikte olmamasim iddia eden her
hangi bir ifadeyi ispat icin, bu 6zelligi haiz olmayan tek



24 Rasyonel ve Irrasyonel Sayilar

bir iiyenin bulunmasimin kafi gelecegi asikardir. Biitii
erkek cocuk gozlerinin kahverengi olmadigim ispat ici
ancak mavi gozlii veya ela gozlii bir erkek ¢ocugun bulun:
mas1 lazimdir. Tek iki tamsayinin her toplaminin te
tamsayl olmadigim ispat etmek icin, 3 +5=28 ettigi
goz ontine koyalim; toplam sonucu cift bir tamsay1 verer
tek iki tamsayinin toplaminin bu tek hali kafi bir ispattir.
Bununla beraber eger her hangi tek iki sayimmn topl
sonucunun bir ¢ift tamsay: ettigini ispat etmek istersek
34+5=8 yazmak kafi gelmez. Hatta 7-}11=1
5 -+ 53 =758, v.s. gibi bir ¢ok halleri yazsak bile 6nerm
nin matematik bakimdan dogru bir ispatim yap
olmayiz.

Negatif bir dnermenin diger bir misali: «Her asal
say1 tek degildir». Bunu ispat etmek icin sadece 2 ci
sayisinin bir asal say1 oldugunu belirtmek lazimdir.

Problem serisi 4

[1lk {ic problem negatif dnermeler ihtiva eder ve bundan
dolayr tek bir niimerik misal vererek cbziilebilir.]

1. Tek tamsayilarin c¢ikarma altinda kapali olmadigini
ispat ediniz.

2. 3n -+ 1 seklindeki tamsayilarin toplam altinda kapalt
olmadigini ispat ediniz.

3. 3n -+ 2 seklindeki tamsayilarin carpim altinda kapall
olmadigim ispat ediniz.

4. Her hangi tek iki tamsay1 toplaminin cift bir tamsay1
oldugunu ispat ediniz.

5. Asagdaki ciimlelerin gosterilen islemler altinda kapalt
oldugunu gosteriniz:

(a) Carpim altinda, 3n -}- 1 seklindeki tamsayilar;
(b) Toplam altinda, 3n seklindeki tamsayilar;
(c) Carpim altinda, 3n seklindeki tamsayilar.
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6. Gosterilen islem altinda asagidaki ciimlelerin hangi-
lerinin kapall olduguna karar veriniz, ve her hal icin
bir ispat veriniz:

(a) Toplam altinda, 6n - 3 seklindeki tamsayilar;
(b) Carpim altinda, 6n -}- 3 seklindeki tamsayilar;
(c) Toplam altinda, 6n seklindeki tamsayilar;

(d) Cikarma altinda, 6n -}- 1 seklindeki tamsayilar;
(e) Carpim altinda, 6n -+ 1 seklindeki tamsayilar;
(f) Carpim altinda, 3n seklindeki tamsayilar;

(g) Carpim altinda, 3n seklinde olmayan tamsayilar.
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21 Rasyonel sayilarin tarifi

1, 2, 3,4, 5, ... tabii sayilarin toplam ve carp
altinda kapali olduklarin, ve

ESTDRE] "o a6 L e

tamsayilarin da toplam, carpim ve ¢ikarma altinda kapall
olduklarim gordiik. Mamafih bu ciimlelerin hic biri boliim
altinda kapali degildir, zira tamsayilarin béliimii 4/3, 7/6,
— 2/5, v.s. gibi kesirler verebilir. Boyle kesirlerin kolek-
siyonunun tamami rasyonel sayilar teskil ederler. Boylecé
bir rasyonel sayr (veya bir rasyonel kesir), a ve d tamsayt
ve d stfirdan farkh olmak iizere, a/d sekline ko !
bir sayidsr. Bu tarif hakkinda bir kac¢ soziimiiz vardir:

bakimdan d 4 0 olarak ifade edilen bu istek lazimdir
ciinkii d hakikatte bir bolendir:

St a_2_3_4
(a) hai ao=21, d="T, d 7 1
b) hali 25 d="1 9Dyt
( ) ! a_ ’ — ’ d 7 7

misallerini g6z 6niine alahm. (a) halinde, d evvelki boliim-
deki anlamda bir bdlendir; yani 2, 21 in tam bir bdlenidir.
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{b) halinde d yine bir bélendir fakat farkl bir anlamdadir,
cunkii 7, 25 in ftam bir boleni degildir. Fakat eger 25 e
boliinen, ve T ye bolen adlarmm verirsek, 3 bir bolim
sonucu ve 4 bir bolim kalam elde ederiz. Boylece bolen
kelimesini, Bolim 1 de kullandigimizdan daha genis hal-
leri kapsamak iizere, daha genis bir anlamda kullamyoruz.
Mamafih, Bolim 1 deki bolen kavrami boyle yukaridaki
‘(a) halindeki misallerde kabili tatbik kalmaktadir; bu
sebepten, Boliim 1 deki gibi, d = 01 hari¢ tutmahyiz.

(2) Rasyonel sayr ve rasyonel kesir terimleri aym
anlamda kullamldigi miiddetce, tek basina kesir kelimesi

V3 17 x —yr
_— =y U veyr | ——
2 x ey

de oldugu gibi bir pay ve bir paydas: olan her hangi cebrik
bir ifadeyi gostermek icin kullamlir.

(3) Rasyonel saymin tarifi «a ve d tamsayilar ve
d 4+ 0 olmak iizere a/d sekline koyulabilen bir sayidir»
kelimelerini ihtiva eder. Nicin «a ve d tamsayilar ve
d 4 0 olan a/d seklinde bir sayidirs demek kafi degildir?
Bunun sebebi, verilen bir kesrin sonsuz yollardan ifade
edilebilmesinin miimkiin olmasi (mesela 2/3 icin ancak bir
ka¢ tanesini zikretmek uizere 4/6, 6/9, ..., veya 2n/3r,

veya 2v3/3V 3 veya — 10/— 15 yazlabilir), ve rasyonel
say1 tarifinin her hangi bir kimsenin onun yazihisim 6zel
sekilde se¢cmesine bagh kalmamasim istememizden
ileri gelmektedir, Bir kesir, pay ve paydasimn her ikisi
aym miktar ile carpildig: takdirde, degeri degismeyecek
sekilde tarif edilmistir; fakat verilen bir kesire sdyle bir
bakmakla rasyonel olup olmadigim séylemek daima imkéan
dahilinde degildir. Mesela
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Vvi2 Vvi5

V3 V3

sayllarim g0z oOniine alalim; yazihislarina gore
a ve d tamsayillar olmadigindan hic birisi a/d se
degildir. Bununla beraber, ilk kesir iizerine baz1 aritmet
islemler tatbik ederek

v V4.3 V8 .2

V3 V3 V3

[y

elde edilir. Boylece verilen kesre esit fakat a =2, d=
olacak sekilde belirtilen bir sayiya variriz. Boyl

Vv 12/+/3 iin rasyonel oldugunu gériiriiz. v 15/V 3 halin
ise

vib V5.3
— = V

islemleri V5 sayisini verir. Asagidaki boliimlerde V5
tamsayilarin bir oram olarak gosterilemeyecegini ve
sebepten irrasyonel oldugunu ogrenecegiz.

(4) Her tamsaymin bir rasyonel say1 olduguna dik-
kat ediniz. 2 tamsayist halinde bunun béyle oldugun
demin gordiik. Genel olarak tamsayilar

-5 —4 =3 —2 —1 ‘0 1 2 3 4 5

veey 1 ] 1 ’ 1 ] 1 ] 1 s""i"l'_]j_,-l"':T!Til’-"t

seklinde yazilabilir; burada her payda 1 olarak verilmistir.
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Problem serisi 5

1. 2 tamsayisinin a/d rasyonel seklinde (a ve d tamsa-
yilar ile) sonsuz tarzda yazilabildigini ispatlaymiz.

2. 1/3 rasyonel sayisimin a/d rasyonel seklinde sonsuz
tarzda yazilabildigini ispatlayimz.

3. O tamsaysinin a/d rasyonel seklinde sonsuz tarzda
yazilabildigini ispatlayimz.

4. Her rasyonel saymin rasyonel sekilde sonsuz tarzda
ifade edilebilecegini ispatlayimz.

5. Tarif. k her hangi bir say1 olsun; bu takdirde k nin I
tersiniri (resiprok) k.I— 1 olacak sekildedir.
Bu tariften ¢ikan sonug, 0 harig, biitiin sayilarin ter-
sinirlerinin meveut olduklandir. k & 0 verilince, tarif
geregince, [ tersiniri k.1 = 1 denklemini saglar; bundan

1

=

, &

nin ancak k # 0 oldugu takdirde bir ménasi vardir.
Sifir hari¢) her hangi bir rasyonel sayimn tersiniri-
nin rasyonel oldugunu ispatlayimz.

2.2 Bitimli ve bitimsiz ondaliklar

1/2 rasyonel sayisimin 2/4, 3/6, 4/8, v.s. den farkl,
0,5 gibi ondalikli, bir diger gdsterilme sekli daha vardir.
Bazi kesirlerin ondalikla gosterilmesi bitimli veya sonlu-

dur; mesela
1 2 2 Alaas
— =05, — =04, —=10,0125.
2 o] 80
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Mamafih diger Kkesirlerin bitimsiz veya sonsuz onds
gosterilmeleri vardir; mesela

1 1 5
—=0,33333 ..., —=0,16666..., — =0,454545...
3 6 11

Bu sonsuz ondaliklar, kesirde pay: paydaya bélerek, elds
edilebilir. Mesela 5/11 halinde, 5,000 i 11 ile béliiyoruz
0,454545 ... sonucunu elde ediyoruz.

Hangi a/b rasyonel kesirlerin bitimli ondalikla gos’
terilmeleri miimkiindiir? Bu soruya genel bir cevap ver:
meden evvel bir misali tetkik edelim, bu misal 0,8623
bitimli ondalig1 olsun.

8625
0,8625 = ——
10000

oldugunu ve her hangi bitimli bir ondahgin paydas: 10
100, 1000 veya 10 un bir iissii olan bir rasyonel Kkesil
olarak yazilabileegini biliriz. Eger sag taraftaki kesi
basitlestirirsek -

8625 69
0,8625 = —— ——
10000 80

elde ederiz. 80 paydasi: 10.000 in, 10.000 ile 8625 in miis*
terek en biiyiik bdleni olan 125 ile béliinmesile elde edik
mistir. 10.000 deki gibi tamamen asal carpanlara ayriimadé
80 tamsayisinin ancak 2 ve 5 iki asal carpam vardirs
0,8625 yerine her hangi bir bitimli ondaliktan hareke!
edersek, buna tekabiil edecek en basitlestirilmis a/b ras-
yonel kesrinin aym ozellige sahip olacag agik@rdir. Yani
b paydas: 2 ve 5 asal ¢arpanlarina sahip olup baska asal
carpanlar da meveut olamaz, zira b daima 10 un her hang?
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} bir tssiiniin ¢arpamdir, ve 10 = 2.5 dir. Bu kat'i neticeyi
verir. Su genel ifadeyi ispat edecegiz:

En basit haline irca edilmis bir a/b rasyonel kesrinin,
ancak ve ancak eger b tamsayisimin 2 ve 5 den gayri asal
| bolenleri yoksa, bitimli bir ondalk agilimy vardur.

| bnin 2 ve 5i asal carpan olarak malik olmadig
anlagilmahdir; ancak birine malik olabilir veya hi¢ birine
asal carpan olarak malik olmayabilir:

1 i | 7
—=0,04, — =10,0625, =10
: 25 16 1

burada b 25, 16 ve 1 degerlerine maliktir. Mithim olan
kavram b nin 2 ve 5 den gayn diger her hangi bir asal
carpana sahip olmamasidir.

Yukaridaki onermede ejer ve ancak eder kelimele-
rinin bulunduguna dikkat etmeli. Simdiye kadar biitiin
 ispat ettigimiz ancak eger kismudir, ciinkii b ancak eger
2 ve 5 den gayrn asal sayilarla béliinebildiginde bitimli
bir acilimin olacagim gosterdik. (Diger deyimle, eger b
2 ve 5 den gayri asal sayilarla boliinebilirse, o zaman en
 basitlestirilmis haldeki a/b kesrinin bitimli ondalikli acilimi
' olmayacaktir.)

, Onermenin eger kismi, eger b tamsayisinin 2 ve 5 den
gayr bir asal carpam yoksa, o zaman en basitlestirilmis
haldeki, a/b rasyonel kesrinin bitimli bir ondahkh acih-

| mmmn mevcut oldugunu, ifade eder. Eder kismim ispat
| etmek icin, b nin en fazla 2 ve 5 asal carpanlarma malik
oldugunu kabul ederek her hangi en basitlestirilmis haldeki
bir a/b rasyonel kesriyle ise baslayacagiz ve tekabiil
eden ondalik ifadenin bitimli tipte oldugunu ispat edece-
giz. Evvela bir misali, mesela

|
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9741 9741
3200 2'.5°

an v
b

y1 goz oniine alalim. Bunu bir ondaliga tahvil etmek ici
sadece paydas1 10 un bir iissii olan bir kesire ceviriyo
Bu, hem pay1 ve hem de paydayi1 5° ile carpmakla elde
edilebilir:

9741  9741.5° 30440625
n.5 o5 10

= 3,0440625.

Bu 6zel halden her hangi bir misale tatbik icin bu ispat
su asagidaki yoldan genellestirilebilinir: m ve n pozitif
tamsayilar veya sifir olmak iizere b nin 2m.5" geklinde
oldugunu kabul edelim. Simdi, ya n, m den kugilk ve :
m e esittivr (n = m yazilir) veyahut n, m den b !
(n > m yazilir). n = m ise, kesrin hem pay ve hem de
paydasini 5" ile carpariz:

a a.5m—n a.5m—n a.5m—n

a
b 2m.5n  om.5n.5mm  9m.5m 10m

Madem ki m — n pozitif veya sifirdir, 57— bir tamsayi-
dir, ve boylece a.5™—" de bir ¢ tamsayidir. Bu sebepten

a c

b 10m
yazabiliriz, ve madem ki ¢ nin 10m ile boliinmesi sa

ondalhik virgiliiniin dogru yerlestirilmesini 1stemektedlr_
bir bitimli ondalik elde ederiz.

Diger taraftan, n > m ise, a/b nin pay ve paydasini
2m—n jle carpmaliyiz:
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a a a.2n—m Q. 2v—m aQ.-2—m
b 2m.5%  2m.5m.2n—m  2n.5n 10

a.2"—" tamsayisi icin d yazarak,

a d

S

elde ederiz. Boylece evvelki gibi bitimli bir ondalk elde
ederiz.

Problem serisi 6

1. Asagidaki kesirleri bitimli ondaliklar olarak ifade
ediniz:

(a) : (b) - o (d) i
a 2’ %, (c) A ;

400 625
= 352 7 3149
e) —, —_—, \
125 2500

2.3 Onermelerin muhtelif yoldan ifade
ve ispat edilmeleri

Tam tarifini vermeden ejer ve ancak eger ciimle
parcasim kullandik. Oyle ise bu noktada rasyonel sayilarin
tetkikine biraz mola verip matematik ifadelerde kullamlan
baz1 ifade tarzim ve bu ifade tarzimin bellibash mantik
kaidelerile olan irtabatim kisaca izah edelim. Matematik-
te iddia ve 6nermelerin iki esash cesidi vardir:

Eger 4 ise o zaman B (dir), &£
Eger 4 ise o zaman B (dir), ve miitekabilen. -

 JS
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Bunlarin tetkikine giriselim.

«Eger m ve n ¢ift tamsayilar ise, o zaman mn ¢if
diye, Kisim 1.5 de yaptigimiz gibi, ifade edersek, iddiani
«eger A ise o zaman B (dir)» cesidine malik oluruz. Simd
béyle bir iddia bir ¢ok yoldan, asagidaki listede gosterilt
mis oldugu gibi, ifade edilebilir:

«Eger A ise o zaman B (dir) i ifade etmek yollary

[1] Eger A dogru ise o zaman B de dogrudur.
[2] Eger A cari ise o zaman B de caridir.
[3] A B yi icap ettirir.
[4] B A tarafindan icap ettirilmistir.
[5] B A dan cgikar.
[6] A B icin kafi bir sarttir.
[7T] B A icin lazim bir sarttir.
[8] B nin dogru olmas1 A nmin dogru olmasim verir.
[9] A dogru ise B dogrudur.
[10] Ancak eger B dogru ise A dogrudur.
[11] Aym zamanda hem A nin dogru, hem de B
yanlis olmasi miimkiin degildir.
[12] Eger B yanlis ise 0 zaman A da yanhstir.

Miimkiin ifade sekillerinin sayisimin bir smiri adl=
gindan bu liste ancak en cok kullamlan sekilleri ihtiva
edip, tamam degildir. Mesela [6] ve [7] gibi baz1 maddelert
bu kitapta kullamlmamis olup ifadelerin tamam olmas!
icin listeye alinmistir. [12] haric hepsi «icap e
«lazim sart», «kafi sart», ve «ancak eger» gibi terimle
tarifi olarak goriilebilir.

Mesela, matematikte «ancak eger» teriminin teknik
kullamlmas1 olan [10] u goz Oniine alalim. 4 ve B se
bolleri yerine, evvelki tetkikatimizdaki m ve n» hal .
daki iddialar1 koyarsak, asagidaki onermelerin her ikisk
de ayn seyi soyledigi sonucuna variriz:
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«Eger m ve n tamsayilan cift iseler, o zaman ma tam-
sayisi cifttir.»

«Ancak eger mn tamsayisi cift ise m ve n tamsayilari
cifttir.»

Eger okur aym seyleri sdylemediklerini hissederse,
bu hissi «ancak» kelimesinin gilinliik kullamimasina
alisikhigindan ileri gelmektedir. Bu takdirde, matematigin
teknik dili ile her giin kullandign ingilizce arasinda bir
tefrik yapmasi lazimdir. Bu dillerin miigterek kisimlar:
oldugu gibi, tetkik konusu ettigimiz misalde oldugu gibi
farklar da vardir. (Bir kimse matematik dili kullanmakta
mahir olunca, giinliik konusma sekli olarak, eger secerse,
o ’yu kullanabilir. Mamafih boyle bir secim yaparsa, alela-
de bir kimse tarafindan ukala, yapmacikly, veya en az
eski kafali olarak goriilecektir.)

Boylece listede «eger A ise o zaman B (dir) » i sdyleme
tarzlarimin listesi hakkinda hayli styleyecegimiz [1] den
[11] e kadar sekillerin matematikte hangi yolda dil
kullandigimizin anlagsmalara dayanmasindan baska bir sey
olmadigadir. [12] sekli yalmz yeni bir sozliigii ihtiva
etmeyip mantigin temel bir aksiyomunu da istilzam
etmektedir. [12] nin «eger A ise o zaman B (dir)» ile
ayn seyi soylemesi keyfiyetinin esasi mantikta olup keli-
melerin sadece farkhi bir dizilisinden ileri gelmemektedir.
Mantigin isnad edilen aksiyomu (ortay hari¢ tutan kanun
adi altinda bilinen) ya A nin dogru veya A mn yanhs
olmasim ifade eder; burada 4 ile analize miisait her hangi
bir ifadeyi anlayoruz. Isin esasi, aksiyom 4 min dogrulugu
ve yanlishg arasindaki her hangi bir ara hali bertaraf
eder. Bu aksiyomu oldugu gibi kabul edelim ve bu halde
[1] ve [12] sekillerinin aym seyi sdyledigini ispatlayalim.

Bunu yapmak icin [1] in [12] yi istilzam ettigini, ve
miitekabilen [12] nin [1]i istilzam ettigini ispat etme-



s

______H

Rasyonel ve lrrasyonel Sayilar

36

liyiz. Evvela [1]1i kabul eder ve sonra da [12] yi g0z
ontne aliriz:

«Eger B yanlis ise, o zaman A da yanlistir.»

Bu sonucun yanhs olmasi, <4 dogrudur» olmasi miimkin
miidiir? Eger bu boyle olsaydi, o zaman [1] i kullanarak
Bnin dogru oldugu sonucuna varacaktik; fakat bu [12]
deki ipotezi nakzeder. Bundan dolayr «A yanlstir» sonucu
dogrudur.
Karsit olarak [12] yi kabul ederek [1] den
Eger A dogru ise, o zaman B de dogrudur.»

sonucu cikacagim ispatlayalim. Bu sonucun yanlis olup
olmadigim soruyoruz; <B yanlistir» olmah mm? Eger
boyle olsaydi, o zaman [12] yi kullanarak A nin yanhs
oldugu sonucunu cikaracaktik; fakat bu [1] ipotezini
yalanlar. Bundan dolay1 «B dogrudur» dogru sonuctur.

[11) ve [12] sekilleri vasitah (endirekt) ispatin mahi-
yeti icin ip ucu verirler. Farzedelim ki «eger A ise, O
zaman B (dir)» iddiasimn ispatim istiyoruz. Vasitasiz
(direkt) bir ispat da A ifadesini dogru kabul edip sonra
da B ifadesini bundan cikarmaktir. Fakat eger [11] sek-
lini tetkik edersek, hem A nin dogrulugunu ve hem de
B nin yanhshfm kabul edip bundan bizi bir celismezlige
gotiiren bir ispat verebilecegimizi goriiriiz. Bu, endirekt
ispat metodlarindan biri olan, celismezlik sayesinde ispat-
tir. Ispatin bu tipi, ispatta ifade edilen ipotezlere dikkat
ederek tesbit edilebilir; ekseriya, yanhshg ispatlanacak
ifadenin evveld dogrulufu kabul edilir. Ispatin sonunda
kullamlan «... ve biylece bir celismezlige diisiiliir ve teorem
boylece ispatlanmis olurs gibi ifade tarz ile de endirekt
ispatlar yapilabilir.

Her giin kullamlan diger endirekt bir ispat tipini de
[12] hatira getirir. Boylece «efer A ise 0 zaman B (dir)» i
ispat etmek i¢in B nin yanhis oldugu kabul edilir ve bun-
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dan da 4 nin yanhshgi cikariir. Tespit ettigimiz ¢ ispat
tipi sunlardir:

A kabul edilip B sonucu gikarilir. (direkt ispat)

A nin dogru ve B nin yanls oldugu kabul edilip bir
celismezlige dusiiliir. (endirekt ispatin bir sekli)

B nin yanls oldugu kabul edilip A min yanhs oldugu
sonucuna varilir. (endirekt ispatin diger bir sekli)

(Elimizdeki bu kitap dahil) matematik kitaplarinin
vazilma tarzi hakkinda merakh bir sey de, ekseriya hangi
tipin hangi 6zel zamanda kullamlacagim agikca belirtme-
den, bu {i¢ ispat tipinin gelisiglizel kullanilmasidir. Haki-
katte kendi diisiiniis usullerine uygun olarak ve kullamlacak
ispatin tipini secerek okurdan ufak bir problemin ¢6ziimii
beklenir. Mamafih problem zor olmayip ekseriya okur

ispatin bas kisminda yazar tarafindan yapilan ipotezleri
izleyebilir.

Bundan sonra, matematik Snermenin ikinci nev’ini,
bu béliimiin baslangicinda bahis konusu olan

«Eger A ise o zaman B (dir), ve miitekabilen»

"I gbz oniine alacagiz. Ve miitekabilen kelimesi «eger B
ise 0 zaman A (dir)» anlamina olup bu ise «eger 4 ise o
zaman B (dir)» 'in miitekabilidir. Bir ifade ile miitekabi-
linin (karsitimin) iki farkh sey oldugunu okur muhteme-
len farkindadir. Vaziyete gére biri dogru ve digeri yanls,
her ikisi dogru, veya her ikisi de yanhs olabilir. Meseld
«eger m ve n cift iseler, o zaman mn cifttir» ifadesi
dogrudur, halbuki bunun miitekabili olan «eger mn cift
ise, 0 zaman m ve n cifttirler» yanhstir.

Simdi daha evvelki listemizi mukayese ederek ceger
A ise o zaman B (dir), ve miitekabilens 'i ifade etmenin
degisik yollarim gosterelim:



ooy

Eger B ise o zaman A dir, ve miitekabilen.
Eger ve ancak eger B dogru ise 4 da dogrudur.
Eger ve ancak eger A dogru ise Bde dogrudur.
Eger ve ancak eger B yanhs ise A da yanhsur.
Eger ve ancak eger A yanhs ise B de yanhstr.
A Byi tazammun eder, ve miitekabilen.

B Ay tazammun eder, ve miitekabilen.

A B icin lazim ve kafi bir sarttir.

B A icin lazim ve kafi bir sarttir.

A ve B esdeger ifadelerdir.

Rasyonel ve Irrasyonel Sayilar

Biitiin bu ifadeler aym seyi ifade ederler.

Simdi «eger 4 ise 0 zaman B (dir), ve miitekabilen» "I

tesis icin bol cesitte meveut ispat metodlarin tespit edelim.
Daha evvel gordiigiimiiz gibi «eger A ise o zaman B (dir)

in ispat1 icin ii¢ esash yol vardir. Benzer sekilde ceger
ise 0 zaman A (dir)» 1n ispat: icin de miimkiin iic met
vardir. 1k ficliniin her hangi biri ile ikinci iiclin her

biri tertip edilebildiginden ceger A ise o zaman B (dir)
ve miitekabilens in 9 tertip ispat imkam vardir. Belki e
malim oGrnek her tarzin direkt ispatidir, yani:

(1) Ay kabul ederek B sonucunu cikarmak.
(2) Byi kabul ederek A sonucunu cikarmak.

Diger malim bir 6rnek de sudur:

(1) Ay kabul ederek B sonucunu cikarmak.

(2) Amn yanhishfim kabul ederek Bnin yanis
oldugu sonucunu cikarmak.

Biraz karisik ispatlarda bu érnekler ekseriya birbirler
ile tertiplenir. «Eger 4 ise o zaman F (dir)» in bir ispa
«eger A ise o zaman B (dir», «efer B ise o0 zaman C (dir):
«eger C ise 0 zaman D (dir)», «eger D ise 0 zaman E (dir)
«eger E ise 0 zaman F (dir)» ifadeler zinciri ile kurul
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| bilir. Bu halde her ifade daha sonrakini tazammun eder
| Eger her ifade ve karsit1 yukaridaki érneklerden birinin
- yardimi ile kurulabilirse, o zaman «eger F ise o zaman
E (dir)», «eger E ise o zaman D (dir)», «eger D ise o za-
- man C (dir)», «eger C ise o zaman B (dir)», «eger B ise
0 zaman A (dir)>» céri olurlar ve ilk ifadenin karsit1 olan
| «eter ¥ fse o zaman A (dir)» de cAridir; «Japat kadexie-
lerinin swasim tersine cevirerek karsiti ispatlanabilirs
- diyen bir miiellif bunu kasteder.
!r Bitiin bu érnekler matematik kitaplarinda rastlanir,
- ve daha evvel sOyledigimiz gibi, ekseriya bir ispata giris-
tiginde yazar takip ettigi ispat Ornegini acik olarak
belirtmez. Yazar okurun ispat tekniginin biinyesini kendi
- kendine bulabilecegini umar.

Problem serisi 7

1. «Eger mm cift ise, 0 zaman m ve n de cifttirlers
ifadesinin yanhs oldugunu ispatlayin.

2. Asagidaki ifadelerin hangileri dogru, hangileri yanhs-
tir? En basitlestirilmis a/b rasyonel kesrinin

(a) eger ve ancak efer b 2 den gayri hic bir asal say1
ile bliinmezse;

(b) eger b 2 den gayri hic bir asal say1 ile boliinmezse;
(c) ancak eger b 2 den gayri hic bir say1 ile bdliin-
mezse;

(d) eger ve ancak eger b 3 ile biliinmezse;
(e) eger b 3 ile bdliinmezse;
(f) ancak eger b 3 ile bdliinmezse

bitimli ondahk gbsterilisi vardir.

3. Asagdaki ifadelerin hangileri dogru, hangileri yan-
| histir? a/b rasyonel kesrinin :
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(a) efer ve ancak eger b nin 2 ve 5 den gayri bir asa !
carpani yoksa;

(b) eger b nin 2 ve 5 den gayri bir asal carpan yoksa

(c) ancak eger b nin 2 ve 5 den gayri bir asal ¢a
yoksa

bitimli bir ondahk acihm vardir.

Not: a/b nin en basitlestirilmis kesir olduguna dair bif;

kayidin meveut olmadigina dikkat ediniz.

Son zamanlarda cebire ait cikan bir kitap asagide

ifadeyi bir aksiyum olarak kullanmaktadir: _

«ancak eger a = 0 veya b = 0 oldugu takdirde ab =Y’

dir»>. Bunu «eger A ise o zaman B (dir)» s eklinde

yeniden ifade ediniz.

5. (a) Eger 8 (beta) rasyonel bir sayi ise, 0 zaman 8* ni
de rasyonel oldugunu ispatlaymn.

(b) Bu §* nin irrasyonel olmasin ispat etmek §§ nin da
irrasyonel olmasim icap ettirmekte midir?

24 Peryodik ondahklar

Simdi rasyonel sayilar konusuna dénelim. Rasyonel

kesirleri bitimli ondalikh ve sonsuz ondalikh olmak iizere
iki simfa ayirdik. Her bdyle sonsuz ondah@

5

o £ 3097
0,454545 ...
1 ve

= 0,31282828 ...

gibi tekrarlanan basamakli olarak kurabiliriz. Kolayll

olmasi i¢in peryodik ondaliklari, tekrarlanan kismu
iizerine

bir cizgi koyarak, standard notasyon ile kulle
nacagz: | S
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—5—20,?4_5, i RN 0,3128, —1=0,:§,
11 9900 3

1

——— 0,1€ : V.S.
6

Tekrarlanan basamaklar kisminin sebebi bir kesri, mesela

2/7 yi, ondalikli sekle tahvilini goz Oniine aldigimizda
goriilebilir:

2,000000 7
A4 0,285714
60
56
40
35
50
= e 0,285714
10 7
7
30
28
2

Bolme isleminde kalanlar sirasi ile 6, 4, 5, 1, 3, 2 dir. Kalan
2 ye eristiginde sikl (devir) tamamlanr ve bundan sonra
20 nin 7 ile béliimiinii yeniden elde ederiz. Kalanlarin hepsi
7 béleninden daha kiicliktiir, 6yle ki ancak alti miimkiin
kalan kalincaya kadar bir tekrarlama olmalidir. (0 kalam
konu harici tutulmustur, zira bitimli ondalklar1 tetkik
etmiyoruz.)

Yukaridaki misalde, 20 nin 7 ye boliinmesi ikinei bir
defa vukua gelirse tekrarlama olur. 20 de 7 biitiin bolim
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isleminin ilk adimdr. flk adimin tekrarlanan biri olmasl

icap etmez. Mesela 209/700 fin ondalik sekle cevrilmesini
goz Oniine alahm:

209,00000000 700 1
1400
69 00
63 00
6 000
5 600
4000
3500 209 _—
—_— = 0,29857142
4900

1000
700

3000
2800

2000
1400
600

0,29857142

Tekrarlama burada kalanin, bir ka¢ adim evvel ortaya
cikan, 600 e eristigi zaman vukua gelir. 700 boleni halinde,
miimkiin olan kalanlarin 1, 2, 3, .. ., 699 sayilar1 oldugunu
biliyoruz. Boylece tekrarlamaya erisebilmek icin bir kac

adim daha atmaga mecbur olabilmemize ragmen kalanin
tekrarindan emin oluruz.

a/b genel hali benzer tarzda miinakasa edilebilir. @
tamsayisi b tamsayisina boliiniirse yegine miimkiin olan
k.alﬂ.nlar 14 2| 3; £ b"_zg b—l dir' Ve bﬁylece bﬁlﬁm
isleminin tekrar1 kat'idir. Bdlme islemi tekrarlanirsa bir
sikl ortaya cikar ve sonuc peryodik bir ondaliktir.



Rasyonel Sayilar 43

Ispat edebildigimiz kadar1 asagidaki 6nermenin yari-
sidir:

Her hangi bir rasyonel a/b kesri bir bitimli ondalik
veya bir, sonsuz peryodik ondalikla ifade edilebilir; karsit
olarak ister bitimli ister sonsuz peryodik olsun her hangi
bir ondalik aglvm baz rasyonel saywa egit olacaktir.

Karsiti, bitimli ve sonsuz peryodik olmak tiizere, iki
cins ondaliktan bahseder. Bitimli ondaliklar zaten tetkik
edilmis ve bunlarin rasyonel sayilarn gosterdiklerini gor-
miistiikk. Simdi sonsuz peryodik ondaliklarin tetkikine
donelim. Evvela, biitiin halleri kapsayacak bir sekilde genel-
lestirilebilen bir metod kullanarak, muayyen sonsuz per-
vodik bir ondahgmn rasyonel oldugunu gosterelim. Ozel bir
hali tetkik ettikten sonra aym metodu her hangi bir
peryodik ondaliga tatbik edecegiz.

Sonsuz peryodik

r=28123456 veya = 28,123456456 .- -

ondahigin goz oniine alalim. Evveld bunu bir say1 ve sonra
da diger bir say1 ile carpalim; bu sayilar dyle secileceklerdir
ki, iki carpimin farkini aldigimizda, sonsuz peryodik kisim
ortadan kalksmn. Misalde, 10° ve 10* sayilar1 bu gayeye
hizmet ederler, zira

10° . x — 28123456,156
ve

- 10° . @ — 28123,456

oldugundan 10° .2 —10* . 2 fark:
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Bundan dolay1

2 in rasyonel bir say1 oldugunu ortaya koyar.

Bu metodu genellestirmede 10° ve 10° sayuarl
«kafamizdan atmadigaimizi» sistematik olarak secildikler
gosterecegiz. Ondahfin tamsayr kismin ihmal edip terk
decegiz (yani yukaridaki misalde 28 e tekabiil eden kismi
zira islemde kat'i sonuc verecek bir rol oynamamakta

Boylece her hangi (tamsayih kismi olmadan) tekrar
ondalign

&=000, ---abb, -+ b,

seklinde yazabiliriz; burada a,, a., - -, a, tekrarlanmay

kismin miiteakkip s adet rakkamm ve b,, b., -+ -, b, tek
rarlanan ¢ adet rakkamini gosteren kisimlardir. (Y’

daki misalde. 8=3, t—_—-a; a,—-_—l‘ a,=2, . —

b, =4, b.=5, b,=6 dir.) Eger x’i 10s+¢ ile sonra
10# ile carpar ve birbirinden ¢ikarirsak

1086+t . s —aa, ... a‘b‘b, I;vt + 0,bsb, ... b:

100 .2 =a:a, ... a -+ 0b,b, ...I:rt
ve

(10s+t —10°) .z —a.a, ... a b.b, b, — 040,

bundan da tamsayi-bélii-tamsay1 seklinde olan

0a, ... a‘btb, e Uy — Ol ... a,
r==

10s+t — 100
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vi elde ederiz. Binaenaleyh bu, ispatin1 yapmak istedigimiz
gibi, rasyoneldir.

Problem serisi 8

1. Asagidaki ondaliklara esit rasyonel sayilar: bulunuz:

(a) 0,111 ... (b) 5,6666 ... (e) 0,3743
(d) 0,9987 (e) 0,0001 (f) 0,9

2.5 Her bitimli ondalik peryodik bir ondahik
olarak yazilabilir

Bu boliimde baz1 rasyonel sayilarin bitimli ondalikla
diger rasyonel sayilarin ise sonsuz veya bitimsiz ondalikla
ifade edilebileceklerini ispat ettik. Isin garibi, (sifir harig)
her bitimli ondalik bitimsiz sekilde ifade edilebilir. Tabii
bu gayet asikar olarak 6,8 yerine 6,8000 . .. yazarak, yani
sonsuz sifirlar silsilesi ile, yapilabilir. Bu bitimli bir ondalig
bitimsiz ondaliga bir yigin sifir dizisi ekleyerek degistirme
isleminden gayri diger bir yol daha vardir ki biraz sasir-
ticidir. 1/3 tin meshur ondahk acilhim ile bashyalim:

1o 033333...
3

Bu esitligin her iki tarafini 3 ile carparsak
(1) 1=0,99999 ...

acaip sonucunu elde ederiz. Boylece bitimli 1 veya 1,0
ondaligl ile bitimsiz 0,99999 ... ondahg arasinda bir
esitlige sahip oluruz.

(1) esitligini baska bir bakimdan gozden gecirelim.
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0,99999 ... sonsuz ondahfim xz ile gosterdigimizi farze-
delim, yani
2 x=0,99999 ... dir.
10 ile carparsak

100 =—19,99999 ... =9 -+ 0,99999 - - -
elde ederiz.

(2) esitligini bundan cikartirsak

9%=9 veya =1

elde ederiz. Boylece (1) esitligini ilk kullamg tarzindan
farkli bir sekilde ispat etmis olduk.

Simdi (1) esitligi 10, 100, 1000, 10000 v.s. ile bolin-
mekle
0,1=0,099999 ...
0‘01= oim vew
@) 0,001 = 0,00099999 ...

0,0001=0,00009999 ... vs.

sonuglar silsilesini verir. Her hangi bir bitimli ondah bir J

bitimsiz ondahk sekle ¢evirmek icin bu sonuclar kullani-
labilir. Mesela,

68=—=6,7-101=6,7-40,099999 ... —6,799999 . .-
yazabiliriz.

Bazi baska misaller:

0,43 — 0,42 1 0,01 — 0,42 1 0,009999 ... —
—=0,4299999 ... ;
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0,758 = 0,757 4 0,001 — 0,757 - 0,00099999 - - . —
— 0,75799999 ... ;
0,102 = 0,101 -}- 0,001 = 0,101 - 0,00099999. . . —
—0,10199999 - . . ;
6,81 — 6,8 -+ 0,01 — 6,8 - 0,0099999 . . . —
— 6,8099999 . . -

Bu hesap hilesi bize her hangi bitimli bir ondahgmn bitimsiz
sekilde yazilmasi imkanim1 vermektedir. Buna mukabil
(1) ve (3) esitlikleri bize her hangi sonsuz sayida dokuz-
larla devam eden bir ondahg: bitimli bir ondahiga cevirmek
imkéamm verirler:

0,4699999 .. . — 0,46 - 0,0099999 - .
__046+001 047,
18,099999 . .. — 18, -} 0,099999 — 18, - 0,1 — 18,1.

Verilen bir saymin ne kadar ondalikla gosterilme
imkén sayis1 sorusu bir tefsir konusudur. Ciinkii 0,43 iin
0,42999 ... gibi yazilmasina ilaveten bu saymn

0,430, 04300, 0,43000,  0,430000,

sekillerini de yazabiliriz. Mamafih bunlar 0,43 iin o kadar
herkesce maliim sekilleridir ki bunlar1 farkli gostermeler
olarak hesaba katmiyoruz. Biz 0,43 gibi bdyle bir saymmn

sonsuz ondahkh seklini zikretmek istersek, 0,42999 ... u
kasdedip, 0,43000 - .. 1 murad etmeyiz.

Problem serisi 9

1. Asagdakilerin her birini bitimli ondalkla yazinz:

(@) 011999 ...  (c) 479999 ...
(b) 0299999 ... (d) 9,999 ...
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3. Hanbi a/b rasyonel sayimn tamamen iki farkh onda-

4. Hangi a/b rasyonel sayisinin tamamen u¢ farkli onda-

]

2. Asa@dakilerin her birini bitimsiz ondalikla yazinz:

(a) 0,73 (b) 0,0009 () 13

hikla gosterilmesi mimkindir?

hkla gosterilmesi miimkiindiir?

26 Bir ozet

iki tip a/b rasyonel sayisi tefrik ederiz, 2 ve D den
gayri bolenleri olmayan b tamsayisi ile diger biitun gerl
kalanlar (a/b kesri en basitlesmis sekilde oldugu
edilir). Birinci tipte olanlar hem sonlu ve hem de sons
ondalikla yazilabilir; mesela

%=0,5=o,499999

Tkinci tip sayilar ancak sonsuz ondalik seklinde yazilabilirs
mesela

J
%'=0,33333---

1/2 ve 1/3 nin bu ifade edilme tarzlar disinda, tabii 0,50
gibi herkesce maliim gsterislerden gayri, her hangi bi

ondahkla gosterilemezler. Gelecek boliimde bunun nede
biyle oldugunu izah edecegiz.

Uzerinde ehemmiyetle durulan rasyonel saylar 3
onlarin ondalikla gosterilisleridir. Meseleyi tersine cevir
rek, bir an icin ondalikhi gosterisleri diistinelim. Bu bolur
deki biitiin sonsuz ondalik acihimlar peryodik idi.
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q = 0,1010010001000010000010000001 - - -

gibi peryodik olmayan ondaliklar hakkinda ne sdyleyebi-
liriz? Bu ¢ sayisi, birincisinde bir sifir, daha sonra iki
sifir, daha sonra iic sifir ve ilanihaye, sifirlarla ayrilmis
birlerden miirekkep bir seriden miitesekkildir.

Eger q bir say1 ise ne cins bir sayidir? Bu boliimdeki
tetkikatimizdan g niin bir say1 olmadigim biliyoruz. Gelecek

boliimdeki tetkikatimiza boyle q gibi sayilar1 ithal
edecegiz.




BOLUM 3
REEL SAYILAR

3.1 Geometrik noktai nazar

Geometriye koordinatlar sokuldugunda, bir dogru ¥
ekseni olarak gosterilip bu eksenin her noktas: bir sayiya
tekabiil etmek iizere taksimath olur. Bu dogru lizerinde,
iki nokta arasindaki mesafe wueunluk birimi veya birim.
wzunluk olmak iizere, 0 ve 1 gibi iki keyfi (fakat farkh)
nokta almabilir. Teamiil geregince (Sekil: 5) 1 noktast 0

= % 2

£ 2

Sekll: 5

noktasimin saginda alimr, bdylece 0 mn solundaki noktalar -
negatif sayilara tekabill eder. O noktasina baslangi¢
noktas) denir. Meseld 7 sayisina ait olan nokta baslangiC
noktasindan yedi uzunluk birimi uzakhfndadir. — 7 ye
ait nokta baslangic noktasimn yedi birim solundadir. Bu
yolda noktalar baslangic noktasmin solunda iseler negatif
isaretle, saginda iseler pozitif isaretle, ve sayilar noktanin
baslangic noktasina olan uzakhklar gostermek iizere, her
noktaya bir say1 baglamir. Sekil 6 da gosterildigi gibi

2 -3 -t TS el B 2 23

3

et

Sekil: 6

=0
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—4/3, 1/2 ve 2/3 gibi rasyonel sayilarin birim uzunluga
olan nispetlerine gére tamamen yerleri belli olur.

V2 senbolii kendisini kendisiyle carptigimizda 2 yi
veren bir sayiy1r gosterir; yani V2. V2=2 dir. V2 nin
geometrik anlamini gérmek icin Sekil 7 de gosterildigi

1

1| 2 1

1
Bekil: 7

Kenar uzunluklar: 1 olan
bir kare

gibi bir birim kareyi gbz oniine alir ve Pitagor teoremin-
den bir birim kare kosegen uzunlugunun 2 oldugunu

buluruz. Bundan dolay: késegen uzunluéunu V2 ile gos-

terip 2 sayisimi dogru iizerinde baslangic noktasindan
itibaren birim karemizin kosegen uzunluguna esit bir
uzakhktaki noktaya tekabiil ettiriyoruz.

Madem ki eksen iizerindeki her nokta baslangi¢ nok-
tasindan bir miktar uzaklikta bulunuyor, bdyle her noktaya
bir sayinin tekabiil etmesi entiiitif (hadsi) olarak asikardir.
Reel saylar olarak biitiin noktalara tekabiil eden biitiin
sayllar koleksiyonunu aliyoruz. Buna her rasyonel sayi
flahild_ir, zira her rasyonel sayiya baslangic noktasindan
itibaren muayyen bir uzaklik tekabiil eder. Bylece rasyo-
nel sayilarin reel sayilarin bir alt smifim teskil ettigini
soyleyebiliriz.

Mamafih rasyonel olmayan reel sayilar da vardir.
Dleride bu béliimde ispat edecegimiz gibi V2 sayist
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rasyonel degildir. Rasyonel olmayan V2 gibi her hangi
bir reel sayiya irrasyonel denir. Yapilan tarif tarzlarindan
dolay: her hangi reel bir say1 ya rasyonel veya irrasyonel-
dir. Yukarda tarif edildigi sekilde her noktasina bir sayl
tekabiil ettirilen dogru veya eksene reel dogru denir. Bu
dogru noktalarina tekabiil eden sayilarin rasyonel veya
irrasyonel olmalarmma gore noktalar ya rasyonel veya
irrasyoneldir.

Irrasyonel bir saymn yukardaki tarifi suna geldi-
gine dikkat ediniz: Iki tamsaymm a/b oram seklinde ifade

edilemeyen her hangi bir reel sayiya irrasyonel sayl
denir,

3.2 Ondalik gosteriligler

1/3 sayisim reel dogru iizerinde, sifir ile birim nokta-

lar1 arasim {ice blen mesafeye kolayca yerlestirmek
miimkiindiir (Sekil: 8).

s e

Sekil: 8

Simdi 1/3 in ondalikla gdsterilmesini gz Onine
alalim:

1

Bu esitlik 1/3 1 sonsuz terimli bir toplam olarak ifade
eder. Terim sayisinin sonu olmamasina ragmen toplamin
belirli, yani 1/3, bir degeri vardir. Eger 0,3, 0,33, 0,333,
0,3333, - - - lere tekabiil eden noktalar1 reel dogru iizerine
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yerlestirirsek 1/3 noktasina yakinsayan bir noktalar silsi-
lesi elde ederiz. Bu sekil 9 da gosterilmistir; burada

i

3
e —tyl {
o 030 033 .5

Sekil: 9

uzunluk birimi biiyiitiilmiistir. Her hangi bir sonsuz
ondalik aym sekilde reel dogrunun belirli bir noktasina
ait olacaktir. 0,99999 ... sonsuz ondahig halinde bunu
gosteren nokta

0.9, 0t991 03999, 0,999‘9, 0|%999, V.s.

noktalarina tekabiil eden noktalara yakinsar.

Sekil 10 da gosterildigi gibi bu noktalar evvelki
boliimdeki 1-=0,99999 ... esitliZine uygun olarak 1
noktasina yakinsarlar.

op op
1

0
Sekil: 10

Simdi evvelce misal olarak verilen

q = 0,1010010001000010000010000001 - . .

sayisinin tetkikine giriselim; bu saymin da reel dogrunun
belirli bir noktasina ait oldugunu buluruz. Bu noktaya su
asagdaki

0,1,

0,101,

0,101001,

0,1010010001,
0,101001000100001, V..
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noktalar zinciri boyunca yaklasidigim ~diisinebiliriz
Madem ki g peryodik bir ondalik degildir, o halde b
irrasyonel say1 olup buna tekabiil eden nokta da bir
yonel noktadir.

" Bu, reel sayiarn diger bir yolla yorumlanmas
hatira getirir. Reel sayilar, sonlu veya sonsuz

1734, 2,176, — 6,03722222..., g¢=10,1010010001 - --

gibi ondalik a¢iim koleksiyonudur. Evvelki bolimde
tetkikatimiza gore bu ondahk acihmlari rasyonel V
irrasyonel sayilara ayirabiliriz. Rasyonel sayilar ya sonl
veya peryodik ondalik olanlardir: irrasyonel sayiar ise
yvukaridaki g sayisi gibi peryodik olmayanlardir. Bundan
baska mademki her sonlu ondaliin (veya 0,43000 - - - gib
sonsuz sifin1 olan her ondalik) sonsuz peryodik ondalikla
da yazlabilecegini gordiik, o halde bu kisimda butin
rasyonel sayilarin sonsuz peryodik ondahklarla yazima
sim kabul edebiliriz. (Boyle bir kabulden sonra meseld
043 i 042999 ... seklinde yazabiliriz; bunun garip
gozilkmesine ragmen asagidaki tetkikati kolaylastirir.)
Simdi reel saylarm sonsuz ondalikla yegine bir

demektir.

Nigin sonsuz ondalik gosterilis yeganedir? Bu suali

sbyle cevaplandiririz: farkl sonsuz ondahik gosterilisi olan
iki sayiy1 g6z Oniine alahim. Madem ki gosterilisler fark-
hdir, en az bir rakkamda bu fark hakikaten goriilebilir;
mesela

a=—17,923416 ...,
b=17.923415..-.
a sayisinda 6 y1 takip eden rakkamlarin sonsuz sekild
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tevalisi, sonsuz sifirin tevalisi hari¢, okurun segmeyi
tasavvur ettigi her hangi bir koleksiyon olabilir. Aym
miilahaza b sayisina da kabili tatbiktir. Sifirin sonsuz
sekilde tevalisinin hari¢ tutulmasi keyfiyeti bize a min
kat'i olarak 17,923416 dan daha biiyiik oldugunu sdyler,
bu senbollerle soyle ifade edilir

a > 17,923416 .
Diger taraftan, b en fazla 17,923416 dir, zira ancak b de
«d» i takip eden rakkamlar silsilesinin hepsi dokuz olursa,
vani eger b= 179234159 olursa, b= 17923416 elde
edilebilir, b nin en fazla 17,923416 oldugu senbolik olarak
b =17923416 veya 17,923416 = b
seklinde yazihir. a ve b icin bu esitsizlikler
a> 17923416 = b

yi ifade eder ve bundan da @ > b ¢ikar. Su halde ¢ nin
b den daha bilyiikk oldugu sonucuna variriz; ve tabii bu
esitlik imkamm bertaraf eder. Ispatimiz belirli iki a ve b
sayilariin bir 6zel haline tatbik edilmistir, fakat muha-
keme farkli sonsuz ondalik gosterisli her hangi say1 cift-
lerine hemen tesmil edilebilir.

33 V2 nin irrasyonelligi

Simdi V2 nin irrasyonelligini gdsteren an’anevi
endirekt ispati verecegiz, ve gelecek boliimde ise daha
genel yollarin yardim ile diger bir ispat verecegiz.
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Boliim 1 de cift tamsayilarn ve aym sekilde te
tamsayilarn carpim altinda kapah oldugunu gostermist

Ozel bir hal olarak cift bir tamsaymn karesi cift, tek D
tamsaymmin karesi tektir.

Simdi V2 nin rasyonel bir say1 oldugunu farzedel
a ve b tamsayilar olmak iizere

edecefiz. Bilhassa a ve b nin her ikisinin de ¢ift olmacd
keyfiyetini kullanacagz, zira eger cift olsalard: kesir &
basitlestirilmis halde olmayacakti. Yukaridaki esitligif

elde ederiz. )
2b* terimi bir cift tamsay1 gosterir, dyleyse a* bi
cift tamsayidir, ve bundan dolay1 a bir cift tamsay1dif

a==2c demektir, burada ¢ de bir tamsayidir. a* =20
denkleminde a yerine 2¢ koyarak

(20)* =20, 4cr=2b, 20 =P

elde ederiz. 2¢* terimi bir cift tamsay: gosterir, dyleys
b* bir cift tamsayidir, ve bundan dolay1 b bir cift tan
sayidir. Fakat simdi @ ve b nin her ikisinin de cift olduf
sonucuna variyoruz, halbuki a/b en basitlestirilmis hal

oldugu kabul edilmisti. Bu celismezlik /2 nin rasyor
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a/b seklinde ifade edilemeyecegi sonucuna gotiiriir, ve

bundan dolay1 V2 irrasyoneldir.

34 /3 iin irrasyonelligi

V3 iin irrasyonel oldugu hakkindaki ispatlardan biri

heniiz verilen V2 nin irrasyonelligi ispatina benzer, su
farkla ki burada 2 ile béliinebilme yerine 3 ile béliinebilme
bahis konusudur. Ispata bir giris olmak iizere bir tamsay:
karesinin, eger ve ancak eger tamsaywmun kendisi 3 ile
boliinebilirse, 3 ile bolimebildigini tesis edecegiz. Bunu
gormek icin, 3 ile boliinebilen bir tamsaymmin 3n seklinde
oldugunu, halbuki 3 ile bélinemeyen bir tamsayinin
3n -1 seklinde veya 3n - 2 seklinde oldugunu miisahede
ederiz. Su halde

(3m)? = 9n* — 3(3n*),

(3n - 2)2 —9n* + 6n 4 1 =3(3n2 + 2n) + 1,
(3n 4 2)* —9n* 4 120+ 4 —3(3n* +-dn 4+ 1) 41

esitlikleri yukaridaki iddiay:1 teyit ederler.

Bundan sonra V3 {in rasyonel bir say1 oldugunu
farzederiz; yani
— @
VB2
b

dir; burada a ve b tamsayilardir. Tekrar, V2 halinde
oldugu gibi, a ve b nin her ikisinin de 3 ile boliinemedigini,
@/b nin en en basitlestirilmis halde oldugunu farzedelim.
Esitligin karesini alir ve basitlestirirsek
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3=—, a® = 3b* §
b

elde ederiz. 3b* tamsayisi 3 ile boliinebilir, yani a* 3 ile
boliinebilir. Oyleyse a nin kendisi 3 ile boliinebilir, a =

demektir, burada ¢ bir tamsayidir. a* — 3b* denklem
a yerine 3¢ koyarak

(3c)*=3b*, 9 =3, 3c=">*
elde ederiz. Bu b* nin 3 ile boliinebildigini ve bundan dolayl
b nin 3 ile boliinebildigini gésterir. Fakat a ve b nin her

ikisinin 3 ile boliinebildiZini tesis ettik, ve bu ise a/b nin
en basitlestirilmis halde olmas faraziyesine aykiridir. Bun-

dan dolay1 V3 irrasyoneldir.

35 V6 ve V2 + V_sl'inirruyonellii;

V2 ve V3 iin irrasyonellifi hakkindaki ispatlar
tamsayilarin sirasile 2 ve 3 ile boliinebilmelerine bagh idi,

fakat V6 ya tekabiil eden ispat hem 2 ve hem de 3 ile

bolinebilmesine bagh yapilabilir. Mesela, v 2 nin ispatina
paralel olarak,

VB
b

oldugunu kabul edecegiz; burada a ve b nin her ikisi de
cift tamsayilar degildirler. Karesini alarak

a*

em—, =
= 6b*

o PR
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‘elde ederiz. Simdi, 6b* cifttir, dyleyse a* de cifttir, oyleyse
a cifttir, a = 2¢ olsun. O halde

a* —6b:, (20)*=6b?, 4c¢'=6b, 20°= 3b*
yazabiliriz, Bu bize 3b* nin cift oldugunu soyler, oyleyse
b* cifttir ve boylece b cifttir. Fakat a ve b nin her ikisinin
cift olmadigi kabul edilmisti; bSylece V6 irrasyoneldir.

Okur bir ahstirma olmak iizere, v 3 in ispatina benzer bir
ispat yardimile, aym sonucu cikartabilir.
Bu béliimde irrasyonelligin son bir misali olmak

lizere V6 haline bagh olarak V2 V3 halini tetkik

ediyoruz. Farzedelim ki V2 -+ v 3 rasyonel olsun,

VZ 4 V3=r
densin. Karesini alir ve basitlestirirsek

24 2V6 -3 =12, 2v6 =1 —5,
— 5
R
v = [

elde ederiz. Rasyonel sayilar dort islem olan toplam,
@ikarma, carpma ve bolme (sifir haric) altinda kapalidirlar,

by béylece 1/2(r* — 5) rasyonel bir sayidir. Fakat V6
irrasyoneldir, ve bdylece bir celismezlige diiseriz. Bundan

dolay1 2 L /3 {in irrasyonel oldufu sonucuna Variriz.

. n==a.b tamsayis1 verildiginde Vn= va-b nin
irrasyonel oldugunu bilirsek, yukaridaki ispati taklit

ederek vq - Vb ifadesinin irrasyonelligini cikarabiliriz.
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Problem serisi 10

Bir tamsay1 karesinin, eger ve ancak eger tamsay

kendisi 5 ile boliinebilirse, 5 ile béliinebilecegine d

iki ispat veriniz. '

(a) Evvela, metindeki 3 ile boliinebilme halinde
analize paralel bir ispat veriniz. Her tamsa
5n, Sm+1, 5n-+2, 5n4 3, veya 5n -} 4
sekilden biri oldugundan hareket ediniz.

(b) Sonra, Aritmetigin Temel Teoremini kullanar
bir ispat veriniz.

V5 in irrasyonelligini ispat ediniz.

V15 in irrasyonelligini ispat ediniz.

V5 + V3 iin irrasyonelligini ispat ediniz.

V2 nin irrasyonelligini ispat ediniz.

PR

.

frrasyonel bir « (alfa) sayisi verildigi takdirde
a—2=1/¢ min da irrasyonel oldugunu ispat ediniz.
7. 0 rasyonel mi, irrasyonel midir?

36 Kullandigimiz kelimeler

Sayilarin muhtelif simifalrimi tarif etmek icin kullan-
digoriz dil tarihten bize kalan mirasin bir kismdir:
kelimelerin bazilar1 bize azicik acaip gelirse de bunlar
degistirmek miinasip olmaz. Mesela giinlilk konusmalari
mizda bir seyi «irrasyonel» olarak tarif edersek, ekseriy
iyi anlamdan ayrildigi1 ve bundan dolaym makul olmad
anlamina ahriz. Fakat tabii, irrasyonel sayilar1 maku
olmayan sayilar olarak grmeyiz. Goriiniise gbre Yunar
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lilay irrasyonel sayilari kesfettikleri vakit sasirmislardur,
Zira bir karenin kenar ve kosegeni olarak herhangi iki
gru parcasi verildiginde, dogru parca uzunluklarinin
Oram a/b olacak baz1 a ve b tamsayilarin mevecut olabile-
Cegini zannetmislerdi. Boylece «rasyonel» kelimesi mate-
Matikteki anlaminda bu tam sayilarin oranna aittir,
Ve «irrasyonel» kelimesi bdyle bir oramin meveut olma-

masini gésterir.
«Olciilebilir (commensurable)» kelimesi oranlari ras-
Yonel bir say1 olan iki uzunlugu tavsif etmek icin de
Imaktadir. ki 6lciilebilir uzunluktan biri digerinin
Yardimile agagidaki anlamda dlciilebilir: 11k dogru parcasi
bir kismi I uzunlugunda olmak iizere esit k& parcaya

e AT ) e =A
A : y v ' T T + +—
L TR TR k-1 k
o—.!—n
—— 1'
NN TR m-4 m
Sekil: 11

:‘o’ﬁlﬂﬁl‘se, ikinei dogru parcasi da béyle ! uzunlugunda
It m tam sayis: kadar Siciilebilirse, 0 zaman iki dogru
Parcas: uzunluklarmin oram

Kl k

ml m

dir, Yani rasyoneldir. (Sekil 11 e bakimiz). Mamafih, eger

parcalar1 uzunluklarinin oram irrasyonel olacak
Sekilde ise (mesela bir karenin kenar ve kisegeni), o zaman
-¥ukandaki ¢izim, k ne kadar biiyiik almirsa alinsin (ve
"€ kadar kiicitk alimrsa almsm), hi¢ bir zaman yapila-

““’z, ' Bu halde, verilen dogru parcalarina élgiilebilinmeyen
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Genel olarak va seklindeki v2, V24 gibi sayilan
kékler denir; burada a rasyonel ve n bir tamsayidir.

«Reel sayilar» terimi ge¢misten bize intikal eden dige!
bir mirastir. Eger bugiin onlar1 yeniden adlandirsaydiki
onlara «tek-boyutlu sayilar» derdik. Her hangi bir olayds
sayilari, reel sayilar bolgesinin haricinde «reel olmayan?
olarak gormeyecegiz. Okur muhtemelen, reel sayilar bir all
simifim teskil ettigi, karmasik sayilara asinadir. Karmasis
bir say1 @ - bi seklindedir; burada a ve b reel olup '
i*=—-—1 kuadradik formiili gercekler. Bu tarif dahd
ziyade sayr simflarinin tetkikini tamamlamak igin ith#
edilmistir. Bu kitabin konusu reel sayilar hakkinda oluf
karmasik sayilarin genis smifi ile meggul olmayacagiz.

37 Geometriye bir tatbik
Lise geometri ders kitaplarmin bir cogunun baz: ispat
lanir ve irrasyonel hal tamamlanmazsa gedik ortaya i ar

Bu ekseriya asagidaki sonucla vukua gelir.

TEOREM 3.1. Ug¢ paralel dogru, sekil 12 de goriildii
gibi, iki kem!e kesﬂi‘rse, A, B, c, Al’ B’, c kesit ‘nokta art
olmak iizere, 0o zaman

dir;burada meseli AB A dan B ye kadar olan dodt™
parcasimn uzunlugudur.
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b e
B B'
c g}
Sekil: 12

Bu teorem, benzer iicgenlerin temel teoremini ispat
igin kullanilabilir: eger bir iiggenin ii¢ agist diger iicgenin
g agisina sirasile esit ise o zaman tekabiil eden kenarlar
orantilidyr (Sekil 13). Bu sonuc ekseriya Pitagor Teore-

Sekil: 18

™Mini ispat etmek icin kullanilir ve nitekim trigonometri
Ve analitik geometri bu teoremlerin temelleri iizerine insa
edilmislerdir,

_ Simdi Teorem 3.1 i AB/BC nin irrasyonel olmas: hali
I6in ispat edecegiz. Teorem 3.1 i AB/BC nin rasyonel
Olmasi halini ispatsiz kabul edecegiz, ciinkil teoremin bu
kism, elementer geometri kitaplarinda ekseriya ispatian-
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mastir. Teorem 3.11 AB/BC nin irrasyonel olmasi hal
jcin ispat etmeden evvel asagidaki yardimel sonucu tesi .
etmek faydali olacaktir.

TEOREM 3.2.

m _ AB
n BC

olacak sekilde eger m ve n pozitif tamsaydar: mer
o zaman
m A'B

<
n B

dir.

iSPAT. Bir cizimle baslayalim. BC =na olacak
sekilde BC dogru parcasini, her parcasi o uzunl '
n esit parcaya bdlelim. Ondan sonra BA dogru par¢as
boyunca bu & uzunlugundaki parcalardan m tanesir
isaretleyelim, D noktasinda son bulacaktir.

o e

07 D
7 %
/ S
/ W
I Nt
87 AN
/ ¢
/ <
7 <
1 £
/ Y
o+ <
/ X
- <
L / ‘\C ]
Sekil: 14

deki gibi, D nin B ile 4 arasindé
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- oldugunu ispat edecegiz. Mademki BC =— nga ve DB — ma
dir

|

DB ma m
BC e, n

Yazabiliriz;
m _AB
n BC
Vi kabul ederek
DB AB
————— < ——
B BT

€lde ederiz. Bu son esitsizlik DB < AB yi tazammun eder,
2ira her iki kesrin paydas: ayni BC dir. Su halde mademki
BD AB den daha kisadir, bundan D nin AB dogru parcasi
iginde oldugu sonucu cikar.

Bundan sonra biitiin bu bélme noktalarindan 44’ ye
Paralel dogrular cizeriz; Sekil 14 deki gibi D ye sag
tarafta D’ noktas: tekabiil eder. Su halde rasyonel hal icin
Teorem 3.1 (dogrulugunu kabul etmistik) geregince B'C*
8Yni uzunlukta n esit kisma ve D’B’ aym uzunlukta m esit
Kisma bsliinmiis olur, soyle ki

Olsun. Mamafih Sekil 14 den DB’ < A’B’ oldugunu
Boriir ye :
DB AB m AP

L

< <
BCL B n  BC

SOnucuna variriz.
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< TEOREM 3.2 NIN SONUCU (KOROLER).

ﬁ)-A—B olursa, o zaman ﬂ>i§ ol
n BC n BC

Bu sonuc Teorem 3.2 ye benzer, ve boylece benzer bi
ispat caridir.

Boylece Teorem 3.2 ile bir koroler ispat etmis old
simdi bunlari kullanarak irrasyonel hal i¢in Teorem 3.1}
ispatlayacagiz. AB/BC oramini gosteren irrasyonel sayi
@ ile gosterelim. Bolum 3.2 deki gibi § mn ondalik goste:
rilisini kullanacagiz.

Yapmak istedigimizi izah etmek igin mes
x = 3,14159 . . . degerine § diyelim. Su halde

1 ¥

10 10’

i 34, a5
100 100
3141 3142

] yazabiliriz. Soldaki kesirler ondalik acihmda 3, 3,1, 3,14,
i 3,141 v.s. alarak elde edilmistir. Sagdaki kesirler, bu aynt
] sayilar 1, 0.1, 0,01, 0,001 v.s. artirarak, elde edilmistir.

|

(1) esitsizlikler zinciri say1s1 sonsuzdur; biz ise ancak
ilk dordiinii yazdik. Bu esitsizlikler tetkik ettigimiz g nn,
yani  nin, 6zel degerini karakterize ederler. Yani eger

B (1) esitsizliklerinin hepsini gerceklerse bu sayr1 = ye
esittir demektir. £

S
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- (1) egitsizlikleri bir misal vermek icin yazilmistir;
burada B r degerindeydi. Simdi bu misali birakacagiz,
fakat her hangi bir irrasyonel 8 degerini gtz Oniine ala-
Cagiz, bunun ondahk gosterilisi bize B yi tek sekilde
karakterize eden ve her esitsizlikte B iki rasyonel say:
arasinda bulunan

A 1+
Sepe-=h,
1 3
1+
A gectl
10 10
(2)
as B<1+a.’
100 100
a. 1+a,
—< "“’Vo34
1000 B<1000

bir esitsizlikler zinciri verecektir. @., @, as, - - - senbolleri
tamsayilar gistermektedir.

Planimiz A’B’/B'C’ oranm f’ ile géstermek ve B’ nn,
tipki 8 da oldugu gibi, (2) esitsizliklerini de gercekledigini
Ispat etmektir. Fakat bu esitsizlikler § sayisim karakterize
ederler ve bundan dolayi B’ nin

Olacak sekilde 8 ile bir oldufu cikar. Biitiin geri kalan ise
B’ min biitiin (2) esitsizliklerini gercekledigini gdstermek-
tedir. Bunu yapmak icin Teorem 3.2 yi kullanaca@z.
m\?ela a./1, a./10, a,/100. v.s. kesirlerinden her hangi
birini, mesela a,;/100 y1 alahm ve bunu Teorem 3.2 deki
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m/n rasyonel sayist olarak kabul edelim. O halde Teo
3.2 deki

m AB
n

ipotezi

olur, ve bu ise (2) esitsizliklerinden dolay1 caridir.
halde Teorem 3.2 bize

m AR

n B'C’
oldugunu soyler; bu ise

a, "
< »
100 8
dir. Boylece ' nin
a, a, a; a,
s ’; —— ’t TrrE s " ’g
g B 30 B 7 B e, = B

v.s. leri gercekledigini goriiriiz.
Benzer sekilde Teorem 3.2 nin korolerini kullanarak

B'<1+a1 I?',<1+a= @ l1+a, = 1+a,
1000 '

< ,
1 10 00 ' ¥

v.s. esitsizliklerini elde ederiz. Bundan dolay: §’, § da oldugu
gibi, (2) esitsizliklerini gercekler. Béylece § — @’ dir ve
Teorem 3.1 in ispati tamamdir.
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3.8 Bir ozet

Bu bélimde her reel sayiya «reel dogru» iizerinde
tam bir nokta tekabiil ettirilebilecegini gosterdik. Her
reel sayinin sonsuz bir ondalik (sonsuz sifirlarin tevalisini
yani, gostermelerimizde bitimli ondaliklar1 hari¢ tutmagi
sart kosarak) olarak tam bir gosterilisi oldugunu gordiik.
Sonsuz ondaliklarla bu gosterilis 3.7 kisminda elementer
geometrinin miihim bir teoremine tatbik edilmistir. Ilave

olarak v2, V3, V2 | V3, v.s. gibi baz1 sayilarmn irras-
yonelligini ispat ettik. Mamafih metodlarimiz oldukca
bélitk piirciik olup verilen bir sayinin rasyonel olup olma-
digim tayin edecek ok genel her hangi bir usul vermedik.

Gelecek béliimde irrasyonel sayilari cok daha siste-
matik yoldan tetkik edecegiz. Genis bir sayilar simfim
irrasyonel olarak simflandirilabilecek bir metod cikara-
cagz,




BOLUM 4
iRRASYONEL SAYILAR

Bu ve sonraki boliimde reel sayilarin yalmz rasyonel
ve irrasyonel sayilar olarak simflandiriimayip diger baska
iki kategoriye de ayrilabilecegini dgrenecegiz. Bir kategori
cebrik saylar denilenleri yani katsayilari tam olan cebrik
denklemlerin ¢oziimleri olanlari, digeri de biitiin geri kalan
ve transandant saydar denilenleri ihtiva eder. Bu tefrik
ileride daha mana kazanacaktir. Mamafih, cebrik sayilarin
pazilarimin rasyonel ve bazilarmmn irrasyonel ve fakat

biitiin transandant sayilarin irrasyonel olduklarim hemen
zikredelim.

Bu boliimiin tam gayesi verilen cebrik bir saymin
rasyonel olup olmadigim tayin eden sistematik bir metodun
verilmesidir. (Hakikatte biz cebrik sayilar simifim1 en genel
sekliyle tetkik etmeyecegiz, fakat metodumuzu bir cok
misale tatbik edecegiz.) Fakat bu metodu cikarmadan

evvel, irrasyonel sayilarin bazi basit 6zelliklerini tetkik
edecegiz.

4.1 Kapanma ozellikleri

Rasyonel sayilarin, gosterildigi gibi, toplama, qikar-
ma, carpma ve bélme (sifir ile hari¢) altinda kapanma-
sina mukabil irrasyonel sayilar bu zelliklerin hig birine
sahip degildir. Bunu gdstermeden evvel, verilen irrasyonel

bir sayidan sonsuz miktarda cok irrasyonel say: tegkiline
imkéan veren bir teorem ispatlayacagz.

_—T0 —
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" TEOREM 4.1. « herhangi irrasyonel bir sayr ve r
#ifwr hari¢ her hangi rasyonel bir sayi olsun. Bu takdirde,
T ve a mn toplam, gikarma, carpma ve boliimii irrasyonel
Saylary verir. — o ve a1 de irrasyoneldirler.

ISPAT. Bu sonucglar endirekt ispatlar yardimile
kolayca tesis edilecektir. Baslamak {izere — @ nin rasyonel
Yani v nin rasyonel oldugu tahmin edilen sayiy1 goster-
mek iizere —a=—17" oldugunu kabul edelim; su halde
o= — 1’ olacak ve — 7’ gene bir rasyonel sayidir. Boylece,
« irrasyonel oldugundan, bir celismezlige diisiiliir.

' Teorem —a, a *=1/a, a 47, a—T, r—a, Ta,
@/r ve r/a larin irrasyonel oldugunu iddia eder. Daha
Simdi — a y1 tetkik ettik. ¢~ in irrasyonelliginin ispatin~
da r = 1 ile /e nin bir 6zel hali oldugunu gériiriiz. Boy-
lece ayr olarak bu hali tetkik etmege liizum yoktur.

. Geri kalan alt1 halin hepsini birlikte, en genel sekliyle,
ispat edelim. Eger bu ifadelerden bir veya daha fazlas
Tasyonel olsaydi, o vakit asagidaki

o+r=r, =T r—oa=7ry

=7 =7 — =%

= e

L

denklemlerin bir veya daha fazlasi ciri olacakti; burada
Ty, Ty, Ty, T4, s, Ts baz1 rasyonel sayilar: gosterir. o ya gore
bu denklemleri cozerek

a=n—" a=rh+7r a=r—"7,
T r
o=,  ke=1r, = e===

‘lriu - . r‘

elde ederiz. Bu denklemlerin sag taraflari, rasyonel say:-
kapanma ozelliklerinden dolayi, rasyonel sayilardir.
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Bu denklemlerin hi¢ biri cari olmaz, ¢inki « irrasyonel-
dir. Bu sebepten a - 7, & — 7, v.S. sayilarindan her hangi
birinin rasyonel olmasi miimkiin degildir. Boylece teoremin
ispat1 tamamdir.

Teorem 4.1 yardimile tek bir irrasyonel sayidan biiyiik

bir irrasyonel sayilar smifim teskil edebiliriz, mesela
den. Teoremin her ifadesini tatbik ederek mesela

BRI SRR
V2
=k 5
..__2\/2’ _\f;_&‘ i_
V2

lerin hepsinin irrasyonel olduklarini séyleyebiliriz. Ma-
demki teoremin her iddiasi icin kullanabildigimiz sonsuz
sayida rasyonel say1 vardir, o halde bdyle sonsuz sayida
cok irrasyonel saymn teskil edilebilecegi asikardir.
Bundan bagka, boyle teskil edilen her hangj sayilar-

dan biri, mesela V2 4 5, teoremde yeni bir irrasyonel o
sayis1 olarak kullamilabilir. Bundan dolayl, mesela

V245

5V2 4 25, R

v.s. gibi sonsuz ¢ok irrasyonel say1 bdyle tek bir sayidam
iiretilebilir.

frrasyonel sayilar toplam altinda kapali midir?
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Hayir, degildirler. Bunu ispat icin toplami rasyonel olan
iki irrasyonel sayr vermemiz kafidir. Evvelki bdlimde

V2 nin irrasyonel oldugu gosterilmisti, bundan dolay:
Teorem 4.1 e gére — v 2 irrasyoneldir. Fakat v2ile — V2
hin toplami 0 olur, ki o da rasyoneldir; mesela - 3 V2 ile

_5 — V2nin toplami da 8yledir. Daha genel olarak 7, - a
ile 7, — ¢ mn (burada 7, ve 7, rasyonel ve « irrasyonel-
dir) toplami rasyoneldir.

g Irrasyonel sayilarin toplam altinda kapah olmadiklari
Onermesi, her hangi iki irrasyonel sayiyr topladiimizda
toplamin irrasyonel olacag anlamina gelmemelidir. Hic
Olmazsa yalmz bir halde toplam rasyoneldir anlaminadir.
Iki irrasyonel sayiy1 topladigimizda elde edilen sonucun
Ya rasyonel veya irrasyonel olmasi hareket ettigimiz iki

saylya baghdir. V2 ile — V2 nin toplam bir rasyonel
sayl olmasina ragmen, evvelki boliimde tesis ettigimiz

gibi v2 ile V3 iin toplam irrasyonel bir sayidir.
Irrasyonel sayllar cikarma altinda kapal mudirlar?

Hayir, ciinkii mesela V2 den kendini ¢ikarmrsak 0 rasyo-
nel sayisimi elde ederiz.

Benzer sekilde, irrasyonel sayilar carpim veya bolim
altinda kapal degildirler. Bu sonuclar evvelkilere o kadar
benzer ki ispatlarini gelecek problemler serisinde okura
birakacagz.

Problem serisi 11

(Bu problemlerin bazilarinda evvelki boliimde cikarilan

bazi sonuclari, yani V2, V3, V6, ve V24 V3 iin
irrasyonel olmalarini, kullanmak kolaylik temin edebilir.)

1. Farki irrasyonel olan iki irrasyonel say1 veriniz.
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2. Carpimi rasyonel olan iki irrasyonel sayi veriniz ve
irrasyonel sayilarin carpma altinda kapali olmadik-
larinin ispatini da yapimz.

3. Carpimu irrasyonel olan iki irrasyonel sayi veriniz.

4. Bolim sonucu rasyonel olan iki irrasyonel sayi
veriniz ve irrasyonel sayilarin bélme altinda kapali
olmadiklarimin ispatini da yapiniz.

5. Bolim sonucu irrasyonel olan iki irrasyonel sayi
veriniz.

* 6. \/?( V6 — 3) nin irrasyonel oldugunu ispatlayin.

7. o irrasyonel pozitif bir say1 olsun. v ¢ nin irrasyonel
oldugunu ispatlaym.

8. « ve ( irrasyonel, fakat « -}-B rasyonel olarak
verildigine gore « — 3 ve a-{-28 lerin irrasyonel
olduklarim ispatlaym.

4.2 Polinom denklemler

Evvelki bélimde V2, V3, ve V6 nin irrasyonel
olduklar: ispatlanmisti. Umuldugu gibi (veya belki de

. Pt
okurlarca zaten bilindigi gibi) V7, V5, ve :/_93_ gibi
sayilar da irrasyoneldir. Bundan sonra yapmak istedigimiz
sev biitiin béyle sayilarin irrasyonelligini teker teker
tetkik etmektense bunlari miisterek bir sema ile tesis
etmektir. Bunu yapmak icin dikkati sayilarin kendilerin:
den kokleri bu sayilar olan basit cebrik denklemlere kay-

dirmahyiz. Mesela, V2 2* —2-=—0 denkleminin bir
kokiidiir; diger deyimlerle: «vV2 2®—2-—0 in bir

coziimiidiirs veya «V2 #? — 90 denklemini gercek-
ler», Benzer gekilde, gz Oniine alman difer sayilar
asagidaki :
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v3, a*— 3=0
V6, a*— 6=0
M, L e (T 0
V5, a*— 5=0

vol, a°—91=0

|

denklemleri gercekler.

Yapacagimiz sey bu denklemlerin, ve daha genel
olarak bazi sartlar1 gergekleyen biitiin denklemlerin hi¢
rasyonel kokiiniin mevecut olmadigim tesbittir. Baslamak
icin denklemlerin tarifinde kullamlan bir kag terimi tarif
etmemiz lazimdir.

x li kuadratik polinom olarak ax® - bz + ¢ seklinde
bir ifadeyi anlariz: burada a, b ve ¢ ye sabitler denir.
Bir Kkiibik polinom, veya 3 iincii derece bir polinom
@2’ ;- by |- cx | d seklindedir. Derece arttikca yeni
harflerin kullanilmasim 6nlemek icin

Cs* |- 0., 2* -} 6% |- Co
yazmak elverislidir. Simdi, her hangi n inci derecede bir
polinom, e¢. sifirdan farkh olmak iizere
ot 4c a1+ + 0BG
seklindedir. Bir polinom denklem

1) c,a"+c, a1+ .- 08 C=0
seklinde bir ogitligin ifadesidir; ©,, €y, Coy ¢, Cn lere
katsayplar denir. : ; i
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MISAL. 32° 4 20° — '+ 102° + 42— 7=0
denkleminin yukaridaki (1) seklinde oldugu diisiiniiliirse
i, ¢, v.8. degerlerini tayin ediniz.

COZUM. Direkt kiyaslama ile goriiriiz ki

ﬂr—_=6, Ca=3, Ca=2, Ci=——1, ca=10,

&=0, =4 'c6—T1 dr.

(1) denkleminin katsayilarinin tamsayl olmalarinin
istenilmesi, katsayilarinin rasyonel olmalar:1 kadar kat'i
olmadigina dikkat ediniz; ciinkii eger katsayilar rasyonel
iseler' ¢, =a,/by, €, =0,/b;, Ca=0a/b,, ..., olur;
burada a lar ve b ler tamsayiardir. Biitiin bu Kkesirler
miisterek bir paydasi olacak sekilde yazilabilir, mesela
denklemin her iki tarafim b,b,b, . - - b. carpimui ile carpa-
bilir ve boylece katsayilar1 tamsayilar olan ve kokleri de
ilk denklemin kokleri ile ayni olan yeni bir denklem elde
ederiz.

2 cinsinden bir denklemin bir kokii, x in yerine
konuldugunda, denklemi gercgekleyen bir deger oldugunu

hatirlatiriz. Mesela, daha evvel belirttigimiz gibi V7
x? — T =0 1 bir kokiidiir.

MISAL. 2/5 102° | 62° 4 2 —2=0 1n bir kokii
miudiir ?

COZUM. = yerine 2/5 koyarak
2\ 2)’ E
10(5_) +s(5_ +=—2=0

elde ederiz ve bu da aritmetikte dogru bir ifadedir. Bundan |
dolay1 2/5 denklemin bir kékiidiir.
Simdi esas noktaya dénmege haziriz. Verilen bir
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sayinin irrasyonel olup olmadigim tayin etmek icin gelig-
tirmek iizere oldugumuz metodu ancak ve ancak gz 6niine
alnan sayilar1 bir kok olarak kabul eden bir polinom
| denklem yazabilirsek tatbik edilebildigini _tekrarlariz
|~ Metod yalniz evvelki bliimde irrasyonelligini tesis ettigi-
miz sayilar icin kullamlmayip, -+, —, X, : senbollerinin
sonlu bir kombinezonu olarak yazlabilenler ile rasyonel

sayilarin v kokleri icin de kullanilabilir. Mesela

I/\/2+ V3 + I/\{'i’-—\/"r'

\/25

bahsettigimiz say1 cesidinin karigik bir halidir.

Bdyle biitiin sayilarin katsayilar1 tamsayiar olan
Polinom denklemlerin kokleri olduklarim bu kitapta
Ispatlamayacagiz, fakat boyle bir cok sayilarin polinom
denklemleri gercekledigini yazacagiz.

Problem serisi 12

1. Asagidaki denklemlerin yukaridaki (1) denklemi sek-
linde oldugu diisiiniiliirse n, ¢, v.s. degerlerini tayin
ediniz:

(a) 15z° —23x* 492 —1=0

(b) 32°422°—3z—2=0

(¢) 2x%4 Ta* —3x—18=0

(d) 233‘—&’*3{5*-}—5:0

(e) 3¢5 —5x*+ 62— 12x+8=0
- () z* —3x* — 5% +9=0
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Do~ '(@) 1/3 yukaridaki (a) nin bir kokii mudir?
(b) — 2/3 yukaridaki (b) nin bir kokii mudiir?
(c) 3/2 yukarigagi (c¢) min bir kokii mudur?
(d) 2 yukaridaki (d) mn bir koku mudur?
(e) —2 yukandaki (e) nin bir koki mudur?
(f) 1/2 yukaridaki (f) nin bir koki mudir?

3. 'yTnin —;- 5 g — 0 1n bir kiki} oldugunt bulun.

4. Bir say1 eger a,/b. v.s. ler rasyonel katsayili

s I P e o s 5

ba:c +b2:c_ -+ blm-l_bu 0
gibi bir polinom denklemin bir kokii olursa, o zam
bu saymin katsayilar1 tamsayilar olan bir polinom
denkleminin bir kikii oldugunu ispat edin.

5. Evvelki problemin sonucunu 3 iincii derece denklem-
lerden n inci derece denklemler icin genellestirin.

4.3 Polinom denklemlerin rasyonel kokleri

Simdi gayemiz katsayilar:1 tamsayi olarak verilmis her
hangi bir polinom denklemin biitiin rasyonel koklerini
bulmak icin bize imkan veren, asagidaki Teorem 4.3 de
verildigi gibi, basit bir kural ckarmaktir. Boylece bir
denklemin rasyonel kokleri ile irrasyonel koklerini ayir-
maga, ve keza genis bir sayilar simfinin irrasyonelliginin
tesisine muktedir olabiliriz.

Fakat evvelad asagidaki yardimci sonuca ihtiyacimiz
vardir.

TEOREM 4.2. u vw nin bir bileni olacak ve wu ile
v nin asal miigterek ¢arpam bulunmamalk dizere u, v, W
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tamsayilar olsun. w su halde w nin bir bolenidir. Daha
genel olarak, u ve eger v"w nin bir béleni ise, n her hangi
bir pozitif tamsayr ve u ile v nin asal miigterek ¢arpans
Yoksa, u o0 zaman w nin bir bolenidir.

Ispata gecmeden evvel bu énermeyi bir ka¢ misélle
g0sterelim. _

(1) uw=—2v=—23ve vw=— 12 olsun. Simdi, 2 ve 3 iin
asal miisterek carpam yoktur. 2 de 12 nin bir bolenidir,
béylece Teorem 4.2 nin ipotezleri gerceklesir. 2 nin
W=12/v=4 {in bir boleni olduguna dair ¢ikan sonug
caridir,

(2) w=4, v=>5, v’w=>500 olsun. 4 ve 5 sayilari-
nin asal miisterek carpam yoktur, ve 4 500 ii boler. Daha
genel ifadenin sonucu, yani 4 iin w=500/125=4 i
béldiigii, gene caridir.

ISPAT. Bu ispatin terkibine giren esas madde Arit-
metiFin Temel Teoremi olup kitabin sonunda B Ekinde
ispatlanmig ve bize u, v ve w nin ancak tek bir tarzda asal
Carpanlara ayrilabilecegini temin eder. u vw yi béldiigiin-
den, % nun biitiin asal carpanlam vw icinde bulunur;
bundan baska, efer her hangi bir p asal sayis1 u da o
mertebesinde bulunursa, 0 zaman en az aym mertebeden
vw de bulunur, yani 8 = « olmak iizere vw de 8 merte-
besinde bulunur. Simdi mademki « ve v nin miisterek asal
carpam yoktur. bundan w nin carpanlara ayriimasinda
biitiin asal carpanlarin en az aym mertebeden u da bulun-
dugu sonucu cikar. Bu sebepten # w nin bir bdlenidir.

Teoremdeki son ifade benzer bir tarzda miinakasa
edilebilir. ¥ ve v nin miisterek asal carpam bulunmayis
ipotezi bize u ve v" nin miisterek asal carpam bulunma-
digin1 temin eder. % nun v"w nin bir béleni olmasmdan bir
kere daha v» in hic bir surette hissesi olmadigi ve béylece
% w nin bir béleni olmas: icap ettigi sonucu gikar.

el
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Asagidaki onermeyi ifade ve ispat icin simdi kafi
materyele sahibiz.

TEOREM 4.3 Katsayilar: tamsayi olan her hangi bir

(1) co"+ec, av*+4o w34

+ €2* 4 et + € =0
polinom denklemi goz oniine alalim. Eger bu denklemin
bir rasyonel a/b kokii varsa, o zaman a ¢, m bir boleni ve

ve b c. in bir bolenidir. Burada a/b en basit sekline irca
edilmis kabul edilmektedir.

Ispatin1 sunmadan evvel bu ifadeyi bir misal vererek

gosterecegiz.
2¢* —99* 4102 —3=0

denklemini géz Oniine alahm. Teoreme gore, eger en
basitlestirilmis a/b sekli bir kok ise, 0 zaman a — 3 {in
bir boleni ve b 2nin bir bélenidir. Bu sebepten a nin
miimkiin degerleri 1, —1, 43, —3 ve b ninki ise 1,
—1, 41, 42, —2 dir. Bu imkéanlar1 terkip ederek biitiin
miumkiin kokleri ihtiva eden asagidaki ctimleyi buluruz:

R R, BT, S, e e SR T
+1 A S S ST
48 L8 G AE g g N o
B R W T L RSP, e s g

Bu liste ancak sekiz farkli sayi ihtiva eder, yani 1, —1,
1/2, —1/2, 3, —3, 3/2, —3/2 leri ihtiva eder. Bun-
lardan ancak 1, 1/2 ve 3 sayilarn ,yerine koyarak okurun
gercekleyebilecegi gibi, denklemin hakiki kokleridir.

ISPAT. a/b (1) denkleminin bir kokii olsun. Bu,
z yerine a/b konulursa
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as)" M P +a(3) + a(3)+ =0

in dogru olacag anlamna gelir. n =3 ozel hal icin ispati
vermekle baslayalim, ciinkii okurun takip edebilmesi daha
kolay olur. Ondan sonra daha genel hal igin benzer bir
ispat verecegiz.
n =3 halinde (2) denklemi sadece
a3 I 3 a

c.(-:-) + (%) +o (3—) +o=0
dir. b ile carparak |

0:a° + €,a%b + c,ab* + cb* =0
€lde ederiz. Evvela (3) denklemini

Ci* = — C,a°b — €,ab* — Cb*
'Veya

ca*=>b (— c.a — clab.—- cb?)

seklinde yazariz. Bu b nin ¢,@® iin bir bleni oldugunu
8lsterir. u, v ve w lerin yerine sirasiyle b, a ve ¢, koyarak
bu nektaya Teorem 4.2 yi tatbik ederiz. % ve v nin miis-

- terek asal carpam olmamasi hakkindaki Teorem 4.2 nin_
- 1potezi gerceklenir, zira a ve b nin miisterek asal carpami
bulunmamak iizere a/b en basitlestirilmis haldedir. Bu -
Sebepten Teorem 4.2 den dolayr b nin ¢, in bir boleni
oldugu sonucuna varilir. Teorem 4.3 deki arzu edilen
Sonucun bir parcasidir, zira bu halde ¢. ¢; olmak iizere,
%==3 diir. ' 3

" Bundan sonra (3) denklemini
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Cb* = — C,ab? — C,0°b — C®

veya

Ogb’ =a ("‘ C;b’ — G,ﬂb e G;a')

seklinde yazariz. Bu @ nin ¢b* iin bir bédleni oldugunu
gosterir. Daha 6ncekine denk zimni bir muhakeme ile, yani
tekrar Teorem 4.2 yi tatbik ile, @ min ¢, 1n bir béleni oldu-
gu neticesine variriz. Boylece m=—3 hali icin ispat
tamamdir.

Teoremi her hangi bir n ic¢in ispat etmek igin (2)
denklemine doner ve

4 car+c,_a~b+4 ...
+ c.a?b—2 + c,ab™1 - ¢cb"* =10
elde e'tmek icin bu denklemi b” ile carpariz. (4) gene
ca"=—c, a~b—...
— c.a*b—2 — ¢,ab™1 — ¢,b*
veya
ca=(—c, .av1—
— C,a*b" — ¢y ? — cb*)

olarak yazlabilir. Bu b nin c.a” in bir béleni oldugunu
gosterir. u, v ve w lerin yerine sirasile b, a ve ¢. koyarak
Teorem 4.2 yi tatbik eder ve b nin ¢. in bir béleni oldugu
sonucuna variriz.

Bundan sonra (4) denklemini

cbr=a (—c a1 — ... — c.ab"—2 — ¢, hn—1)

olarak tekrar yazariz. Bu a nin ¢,b" in bir béleni oldufunu
gosterir. u, v ve w lerin yerine sirasile a, b, ¢, koyarak tek-
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rar Teorem 4.2 yi tatbik ederek, a min ¢, in bir boleni
oldugu sonucuna variriz. Bu Teorem 4.3 iin ispatim
tamamlar,

(4) denklemindeki bir simetrinin mevcut olmasina,
denklemde b c.e nazaran ne durumda ise a ¢, ye nazaran

tamamen aym durumda bulunduguna, dikkat ederek son

Paragrafin muhakemesinden sarfinazar edebilirdik.
Daha sonra, ¢.=—1 oldugu zaman, durumun ne ola-
cagim tetkik ediyoruz.

'KOROLER 1 (Teoremin sonucu). Katsayilar: tamsays
olan ‘

*+c, ald4e o244 ... 40+ CE+C=0
seklinde bir denklemi goz oniine alalvm. Eger boyle bir
denklemin rasyonel bir kokii var ise bu bir tamsaydir;
bundan bagka bu tamsay kik ¢, m bir bolenidir.

ISPAT. Her hangi bir a/b -ml kokiinii géz

Oniine alalm. b nin bir pozitif tamsay: oldugunu kabul
edebiliriz, zira b negatif olsayd: eksi isaretini a ya akta-
rabilirdik. Teorem 4.3 geregince b c¢. in bir béleni olmal-
dir; yani b 1 in bir boleni olmahdir. Fakat 1 ile —1
1in yegane bélenleridir, ve bdylece b icin her hangi
Negatif bir deger bertaraf edildiginden b= -+ 1 olmahdr.
Bundan tiirii her hangi rasyonel bir kok a/1 seklinde
olur ve bdylece a bir tamsayidir. Teorem 4.3 {in yardim
ile @ nin ¢, nin bir béleni oldugunu biliyoruz ve baylece
korolerin ispat1 tamam olur.

MISAL. V7 nin irrasyonel oldugunu ispat ediniz.

COZUM. +7 2* —7—01m bir kokiidiir. Burada,
Notasyonumuza uygun olarak ¢, — 1 ve ¢, — —7 dir.
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Simdi yiiriiyebilmek icin iki yol vardw. Bir yol
Koroler 1 i kullanarak: Eger #* — 7=0 1n rasyonel bir
a/b kokii varsa, o zaman bu kok bir tamsay: olacaktir,

demektir. V7 nin bir tamsayr olmadigimi ve bundan
dolayr #* — 7=0 1n rasyonel bir kokii olmadigim goste-

rebiliriz. Bundan otiirii irrasyonel bir kok olmahdir. VT
nin bir tamsay:1 olmadig1 asikardir, zira miiteakip 2 ve 3
tamsayilar1 arasinda bulunur; bu, sira ile, asagidaki esit-

sizliklerden cikar
C B (A 8
Vi < VT < V5,
2< MT o=tk
Diger bir yol da tam sekli ile Koroler 1 in kullamilmasi-
dir; buna gore x* — 7==0 1n her hangi rasyonel bir koki

— T nin tam bir béleni olan bir tamsayidir. — 7 nin yegéne
bolenleri 1, —1, 7 ve — 7 dir. Fakat bunlardan hic biri,

‘basit bir saglama ile goriilebilecegi {izere, kok degildir;

1P—T7=0, (—1)2—7=0, T*—7=0,
| (—N*—T7=0
denklemlerinin hepsi yanhstir. Bundan dolay1 2* —7=0
mn hi¢ tamsay1 kokii, dolayisile hi¢ rasyonel kokii yoktur,
ve V7 irrasyonel bir sayidir.
MISAL. V5 in irrasyonel oldugunu ispat edin.

W s
COZUM. V5 a*—5=—0 1 bir kokiidiir. Koroler |
1 e gore bu denklemin rasyonel bir kikii olsaydi, 5 in bir
boleni olan bir tamsay1 olurdu. 5 in bélenleri 41, —1,
45 ve —5 dir. Fakat bunlardan hi¢ biri kok degildir,
zira
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"

1P—5=0, (—1)*—5=0, 5—5=0,

(—5)*—5=0

! denklemlerinin hepsi yanhistir. Bundan dolay1 a* — 5= 0
T -
m rasyonel kokleri yoktur, ve béylece V5 in irrasyonel

~ oldugu ispatlanir.
Bu iki misal asagidaki daha genel sonucun &zel

halleridir: .
3 s
,Il KOROLER 2. ave n pozitif tamsayplar olan v a
~ seklindeki bir say ya irrasyonel veya bir tamsaydir;
sonuncu halde a bir tamsaywun n inci kuwvvetidir.

-
ISPAT. Bu Koroler 1 den cikar, zira va " —a= 0
In bir kdkiidiir, ve bu denklem rasyonel bir koke ﬂhip

ise, bu kék bir tamsayr olmalidir. Bundan baska, eger Vc
bir & tamsayis: ise, o zaman a = k" dir.

LI bl ait

T L

Problem serisi 13
1. V3 V3, Vi3 ve VOI lerin irrasyonel olduklarm
ispat edin.
2. (413 — 3)/6 nin irrasyonel oldugunu ispat edin.
3. V15 in irrasyonel oldugunu ispat edin. -
4 4/(16—3yT5) in irrasyonel olduunu ispat edin.
3. \f 6 nin 1rrasyone1 oldugunu ispat edin.
6. (1/3) (2\/6—1—7) nin irrasyonel oldugunu ispat edin.
7. «a/b en basit sekline irca edildigi kabul olunmus»

{ kelimeleri kaldiriirsa Teorem 4.3 iin yanhs bir ifa-
] deye varacagim ispat edin.

k . ¢
kﬁ_ X . . - o Shet
e . B e P —
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44 Daha baska misaller

Boliim 3 de oldukca genis bir sayilar sinifina bir

metodun tatbiki ile V2 4 V3 iin irrasyonel oldugu ispat-
lanmisti. Mamafih, daha genis bir sayilar simifi bile
Koroler 1 yardim ile tetkik edilebilir.

Yeniden v 2--V/3 ii miitalaa edelim. Eger x— /24 v3
yazarsak,

r— V2= V3

elde ederiz. Her iki tarafin karesini alirsak

@ —20V2+4-2=3

elde ederiz, ve terimleri yeniden diizenlersek
2 —1=20v?2

elde ederiz. Bunun tekrar karesfni alirsak
o — 2 + 1 =8a*

veya

(5) ¥ —102* 4 1=0 e

elde ederiz. (5) denkleminin kuruldugu tarzdan dolayi

V2 V3 iin bir kék oldugunu biliyoruz. Bundan sonra
(5) denkleminin rasyonel kokleri olmadigimi gostermek

icin Koroler 1 i tatbik edecegiz ve bundan V2 4 V3 iin
irrasyonel oldugu sonucuna varacagiz.

Koroler 1 in (5) denklemine tatbiki bu denklemin her
hangi rasyonel kokleri meveut oldugu takdirde bunlarin
1 i bolen tamsayilar olmasinin icap ettigini bize sdyleye-
cektir. Fakat 1 in yegane bolenleri 41 ve — 1 dir, ve
bunlardan hi¢ biri 2* — 102* 4- 1 =0 1n bir kékii degildir.
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Béylece vardigimiz sonu¢ (5) denkleminin rasyonel kok-
lerinin mevcut olmadizi ve V2 V3 iin irrasyonel
oldugudur.

Ayni sonuca varmak icin diger bir yol sudur:
+ 1 ve — 1 (5) denkleminin kékleri olup olmadigini

denemektense, su asagidaki muhakemeyi yapabiliriz. Eger
+ 1 veya — 1, veya her ikisi birden (5) denkleminin

kékleri olsalar bile, V2 - V3 kokiiniin -+ 1 ve — 1 den

farkli olduguna dikkat edebiliriz; meseld V2 ve V3 iin

her ikisi 1 e nazaran daha biiyiik olduklar, dolayisile
toplamlar1 -1 veya — 1 e esit olabilmesi igin oldukca

biiyiik olduklar1 muhakemesini yapabiliriz. Bu sebepten,
+ 1 veya — 1 in hakiki kokler olup olmamasina bakilma-

varak, V2 4 y3 iin (5) denkleminin miimkiin kokleri

arasinda bulunmayacag goriiliir. V2 + V3 iin irrasyonel
oldugu neticesi cikar.

MISAL. 2 — V3 iin irrasyonel oldugunu ispat edin,
COZUM. z— :/_2—— V3 yazarak,
: x4 V3= :/—2_
oldugunu gériiriiz. Simdi, her iki tarafin kiibiinii alarak -
@ 4-3V32° + 9z + 3VE=2 '
elde ederiz. Terimler yeniden diizenlenirse
2 4 9% —2=—3V3 (x* +1)

olur. Kare alarak ‘
2 4 18x* — 40° + 812° — 360 + 4 = 27 (x*4-2274-1)
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veya
x* — 92 — 4x® + 272 — 362 — 23 =0

elde ederiz.

Bu denklem V2— V3 bir kdk olacak ekilde kurul-
mustur. Fakat bu denklemin yegine mimmkiin rasyonel
kokleri tamsayilar olup — 23 iin bélenleridir. Bundan
dolay1 yegine miimkiin rasyonel kokler 1, — 1, 4 23

ve — 23 diir; dogrudan dogruya yerine konarak bunlarin
kokleri olmadiklar: goriiliir:

41 1%—9(1)*—4(1)*423(1)*—36(1)—23 — 0 (Yanhs!)

— 1 (—1)—9(—1)"—4(—1)*4-27(—1)*—
—36(—1)—23 =0 (Yanlhs!)

23: (23)°—9(23)—4(23)*+-27(23)*—36(23)—23 =0

(Yanhstir, zira mesela, (23)° o kadar biiyiiktiir ki
diger terimlerin hi¢ biri bunu karsiiayamaz.)

— 23: (—23)*—9(—23)*—4(23)*}-27(—23)*—
— 36(—23)—23 =0 (Yanlis!)

B L i
Bunlardan dolay: rasyonel kékler yoktur ve vV2— V3
irrasyoneldir.

Daha evvelki misaldeki gibi +1, —1, 423 ve —23
lerin denklemin k&kleri olup olmadiklarim denemeye

o T sl
lizum yoktur. Bunun yerine v 2— v/ 3 iin miimkiin olan bu
dort rasyonel kokiin her hangi birisinden farkh oldugunu

e —
muhakeme edebiliriz. V2 nin 1,2 civarinda ve V3 iin 1,7

i | Fa=ih -
civarinda oldugunu gériiriiz. Dolayisiyle v 2— v 3 takriben
— 0,5 dir, ve bu sebepten -1, —1, -1-23 veya —23 deger-
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lerinden hig birine esit degildir. Mademki miimkiin biitim

rasyonel koklerden farklidir, bundan \/2—-\!3 kokiiniin
irrasyonel oldugu sonucu cikar.

Problem serisi 14

V3 — V2 nin irrasyonel oldugunu ispat edin.
a'-‘—! ——_
V3 -+ V2 nin irrasyonel oldugunu ispat edin.
a"— —
V5 — V3 iin irrasyonel oldugunu ispat edin.

4.5 Bir ozet

Bu biliimde «cebrik irrasyonellers denilen irrasyo-
- nellerle mesgul olduk. Sonsuz ¢ok irrasyonel sayinin mev-
cut oldugunu gordiik ve bazilarini, verilen irrasyonel bir
sayidan itibaren kurma yollarim tetkik ettik.

Verilen bir k sayisinin irrasyonel olup olmadigimi
denetleyen asagidaki metodu da bulduk:

Evvela x— k degeri icin gerceklenen
c " + c”__la:'-l 4 s + & 4 ¢ =0

bir polinom denklem arariz. (Bdyle bir denklemi bulamaz-
sak, bu metodu tatbik edemeyiz.)

Daha sonra Teorem 4.3 ii veya ¢.=1 ise Koroler 11i
tatbik ederiz. Denklemin rasyonel hic bir kéke sahip olma-
dif1 ekseriya asikardir. O zaman k asikir olarak bir
irrasyonel koktiir. Bazan bir bakista % nin denklemin
miimkiin biitiin rasyonel kék namzetlerinden farkli oldu-
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gunu goriir ve boylece k nin irrasyonelligini ¢cikartabiliriz;
veya, dogrudan dogruya yerine koyarak, denklemin hakiki
kdkleri olan biitiin namzetlerden rasyonel sayilar1 seceriz.
Bundan sonra k nin irrasyonel oldugunu ispat icin, k nin

biitiin rasyonel kéklerden farkh oldugunu gostermemiz
lazimdir.



BOLUM 5

TRIGONOMETRIK VE LOGARITMIK
SAYILAR

Okur sin @ ve cos 0 gibi trigonometrik fonksiyonlara
- suiphesiz asinadir *, ve bu fonksiyonlarin her birine, her
0 acis1 icin, reel bir saymin tekabiil ettigini bilir. Her
pozitif reel x sayisina bir reel say1 tekabiil ettiren logarit-
mik log » fonksiyonuna da tesadiif etmis olmasi muhte-
meldir. Trigonometrik fonksiyonlarin degerleri, # acisinin
baz1 oOzel degerleri icin harig, irrasyoneldir **; benzer
sekilde hemen hemen biitiin o reel sayilar:1 icin log 2
degerleri irrasyoneldir, * ;
Bu iddialar1 en genel sekilleri ile burada ispat edemi-

vecegiz, dikkatimizi ancak bazi basit misallere inhisar -

ettirecegiz.

5.1 Trigonometrik fonksiyonlarm
irrasyonel degerleri

Evvelki boliimdeki metodlar1 ve bazi temel trigono-
metrik Gzdeslikleri kullanarak, bir cok @ acisina tekabiil

*)  Eger okur trigonometri veya logaritmalarm tetkikini yapmamis ise,
0 zaman bu konulara bir giris olmak iizere A.L. Nelson ve K W.
Folley'in 1956 da Harper'de hasilan «Plane Trigonometry» sine
milracaat edebilir.

**) Bir cetvelde ondalikla gosteriimis iseler, sonsuz ondalik ac¢ilimlar:
. olan irrasyonel sayrlar muayyen noktalarda kesiimislerdir. Diger bir
deyimle, biyle bir cetvel sayrlara yaklasitk de@erler verir.
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eden trigonometrik fonksiyon degerlerinin irrasyonel
olduklarim gosterecegiz.

Bu gaye ic¢in evveld su temel tngonometrik formiil-
leri hatirlayalim:

(1) cos (4 -4 B) =cos A cos B —sin 4 sinB,
(2) sin (4 + B) =sin 4 cos B |- cos A sin B.

A ve B yerine tek bir deger, mesela § yi, koyarsak

(3) cos 20 = cos *) — sin %0,
(4) sin 20 = 2 sin 0 cos 0

elde ederiz. Bundan sonra (1) de 4 yerine 28 ve B yerine
0 koyarsak

c0s 30 — cos 20 cos @ — sin 20 sin§

elde ederiz. (3) ve (4) i ve meshur cos® 4 sin®p=—1
ozdesligini kullanarak

cos 30 = (cos*® — sin’d) cos® — (2 sin 0 cos 0) sin 6,
= cos"® — 3 sin*) cos 0,
=c08"0 — 3(1 — cos*®) cos @
veya
(5) c0s 30 = 4 cos*) — 3 cos @
elde ederiz.

Simdi cos 20° sayisimi géz oniine alalim. (5) de
0 — 20° koyarak

cos 60° — 4 cos® 20° — 3 cos 20°
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elde ederiz. Eger cos 20° yerine » yazar ve cos 60° = 1/2
keyfiyetini kullanirsak

1

g e
veya
(6 8r* —6x —1=0

elde ederiz. (6) denkleminin kurulma tarzindan dolay:
cos 20° nin bir kok oldugunu biliriz. (6) denklemine
Teorem 4.3 ii tatbik ettigimizde bu denklemin yegéne
miimkiin rasyonel koklerinin -+ 1, + 1/2, + 1/4, + 1/8
olduklarim goriiriiz. Fakat, (6) denkleminde yerine konul-
dugunda goriilecegi lizere, bu sekiz imkindan hi¢ biri
hakiki bir kok degildir. Bu sebepten (6) denkleminin
hi¢ rasyonel kokii olmadigr ve boylece cos20° nin irras-
yonel bir say1 oldugu sonucuna varirz,

< #+1, +1/2, +1/4, + 1/8 miimkiin rasyonel kok-
lerinin (6) denkleminin hakiki kokleri olup olmadigim
denemeden de bu sonuca varilabilirdi. cos20° nin biitiin
bu sekiz degerden farkhh oldugunu gostermek kafidir.
Bunun icin bir trigonometrik cetvele, verilen cos 20° nin
degeri icin, bakmak kafidir. (Tabii, boyle bir cetvel ancak
vaklasik deger verir). Veya, cosinus bu acilar i¢in azalan
bir fonksiyon oldugundan, cos 20° nin cos 0° ile cos 30°
arasinda bulunduguna dikkat ederiz. Bbylece cos 20° nin

1 ve V3/2 arasinda bulundugunu goriiriiz; yani 1 ve 0,8
arasindadir. Bundan cos 20° nin (6) denkleminin her hangi
miimkiin rasyonel koklerine esit olamiyacagi, ve bundan
dolay1 cos 20° nin irrasyonel bir say1 oldugu sonucu cikar.

MISAL. sin 10° nin irrasyonel oldugunu ispatlaym.
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BIRINCI COZUM. Bu problemi cézmek icin bir yol
30 icin trigonometrik dzdeslikten, yani

(7) sin 30 = 3 sin § — 4 sin

den baslamaktir; (5) (1) den nasil elde edildiyse bu da
(2) den aym yolda elde edilmistir. (7) de § yerine 10°
koyarak ve sin 30° = 1/2 keyfiyetini kullanarak

1
§=38in10°——4sin’10°

elde ederiz.

elde etmek icin sin 10° yerine x yazin. (6) denkleminde
oldugu gibi 82 — 624 1=0 denkleminin rasyonel
kokleérinin olmadigim (Teorem 4.3 vasitasile) gostermek
giic degildir.

{KINCt COZUM. (3) denkleminin iki sekli vardir
(8) cos20=2cos'0 —1, cos20=1-— 2sin%;

her ikisi, sin*0 -}- cos*0 =1 6zdesligini kul'anarak, (3) den

cikanlabilir. Eger, (8) in ikinci sikkinda 0 yerine 10°
koyarsak,

(9) cos 20° —=1 — 2sin? 10°

elde ederiz. Simdi sin 10° nin rasyonel oldugunu farzedelim.
Bundan dolay1 sin? 10° ile 1 — 2 sin? 10° nin her ikisi de

rasyonel olacaktir. Fakat, heniiz ispatladgmiz gibi,
cos 20° irrasyoneldir. Bundan dolayr bir celismezlige
diiseriz, dyleyse 10° irrasyoneldir.
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Problem serisi 15

Bu problemleri cozerken, gerek metinden ve gerek
problemlerden, daha evvel bulunan sonuglari (nerede
faydal ise) kullammiz.

1. Asagidaki sayilarin irrasyonel oldugunu ispatlayin:
(a) cos40° (b) sin20° (c¢) cos10° (d) sin50°

2. (7) ozdesligini kurun.
3. (a) cos50 = 16 cos™@ — 20 cos'® | 5 cos 0 oOzdesligini
kurun.
(b) cos 12° nin irrasyonel oldugunu ispat edin.
4, Asagdakilerin hangileri rasyoneldir?

(a) sin0° (d) sin30° (g) sin45° (j) sin60°
(b) cos0° (e) cos30° (h) cos45° (k) cos60°
(c) tg 0° (f) tg 30° (i) tg 45° (1) tg 60°

52 Zincirleme bir usul

5.1 kisminda kullanilan metodlar derecelerin, dakika-
larin ve saniyelerin tam sayilar: olan her hangi bir acimin
trigonometrik fonksiyonlarmmin irrasyonelligini, bariz bir
kac istisna hari¢, ispat icin genisletilebilir. Bdylece
14° 41’ 33” gibi agilardan bahsederiz. 0°, 30°, 45°, 60° 1i
actlar. ve bu dort aciva 90° nin tamsay: katlar: ilave ve
cikarmalarile elde edilen her say, icin istisna yapilmahdir.
Bu, mesela 30° nin biitiin trigonometrik fonksiyonlarinin
rasyonel oldugunu stylemek degildir, fakat en az 30° nin
trigonometrik bir fonksiyonu rasyoneldir.

Bu iddialar en genis genellikte kurulmiyacaktir, zira
cos 14°41’33” gibi boyle sayilardan ileri gelen denklemler,
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bahis konusu yapmamiz icin, olduk¢a karsiktir, Bununla
beraber basit tek bir prensip bizi olduk¢a uzaklara gétii-
riir, o da sudur:

0, cos 20 irrasyonel olacak sekilde her hangi bir ags ise,
o zaman cos 0, sin 0 ve tg 0 da irrasyoneldirler.

Bunu ispat i¢in evvela (8) denklemini kullanalim. cos §
nin rasyonel oldugunu kabul edelim. O zaman cos®® ile
2 cosd —1 de rasyonel olacaktir., Fakat 2 cos® —1
wwrasyonel olan cos 20 dir.

Benzer sekilde sin@ nin rasyonel oldugunu kabul
edelim. O zaman sin*) rasyonel olacak ve keza 1 — 2 sin®0
de rasyonel olacaktir, Fakat bu gene cos 29 dir.

Nihayet tg nin rasyonel oldugunu kabul edelim. O
zaman tg*d rasyonel olacak ve bunun icin cos®§ nin rasyonel
oldugunu gérmek i¢in meshur

1
cos*d

trigonometrik 6zdesligi kullaniriz. Fakat gene (8) denkle-
minden cos 20 nin rasyonel olacag cikar, ve béylece bir
celismezlige diiseriz. Bu sebepten tgf irrasyonel olmaldir.

Heniiz simdi ispatladifimiz prensibin tekrar tekrar
tatbikile sonsuz cok trigonometrik saymm irrasyonelligini
kurabiliriz. Mesela cos 20° nin irrasyonelliginden

cos 10° sin 10° tg 10°
cos 5° sin 5° 1g 5°
cos 2°30/ sin 2°30y tg 2030
cos 1915 sin 1°15* tg 1915

cos 37'30" sin 37'30~ tg 37'30”

lerin irrasyonel olduklar sonucunu cikartiriz,
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Problem serisi 16

1. Asagidaki sayilarin irrasyonel olduklarmi ispatlayin

(a) cos15° sin 15° tg 15°
(b) cosT7°30 sin 7°30" tg 7°30
(¢) cos22°3(Y sin 22°3( tg 22°30/
(d) cos35° sin 35° tg 35°
(e) cos25° sin 25° tg 25°

2. 14°41’13” nin bazi rasyonel sayi ile 90° nin carpimina,
yani 14°41’13” nin 90° nin rasyonel bir kati oldugunu
ispatlaymn. '

3. (a) cos 0 rasyonel olursa bu takdirde cos 30 nin de

rasyonel olacagim ispat ediniz.
(b) Bu, cos 30 irrasyonel oldugunu ispat etmek cos 0
nin irrasyonel oldug'unu ispat etmek midir?

4. sin 30 irrasyonel olursa sin § nin da xrmsyonel oldugunu
ispat edin.

53 Adi logaritmalarin irrasyonel degerleri

Bu kitapta tetkiki yapilan biitiin logaritmalar 10
tabanina gére alinmistir, béylece bu durumu her sefer
belirtmege liizum yoktur. Verilen pozitif bir y sayisimin 10
tabanina gore logaritmasi 10%¥ — y olacak sekilde bir k
sayisi olarak tarif edildigini hatirlayalim. Béylece her
hangi bir ¥ > 0 icin

log y=Fk
ve

100 =y
esdeger ifadelerdir. Biitiin ispatlar, her. hangi bir tamsa-

Fi
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yimun yalmz bir gekilde asal sayilar carpanlarina ayrilaca-
gna dair olan, B Ekinde ispat edilmis bulunan Aritmetigin
Temel Teoremine dayanir.

MISAL 1. log 2 nin irrasyonel oldugunu ispatlayin.

COZUM. a ve b pozitif tamsayilar olmak iizere,
bilakis log 2=a/b oldugunu kabul edolim. log 2 pozitif
oldugundan @ ve byi pozitif almak akla yakindir. Bu
denklem

2 — 109/b
anlamna gelir. Her iki tarafin b kuvvetini alirsak
2b =100 — 25'53

elde ederiz. Bu, pozitif tamsayilar arasinda bir esitliktir, su
halde Aritmetigin Temel Teoremi tatbik edilebilir. Haki-
katen Temel Teorem bu denklemin cari olamiyacagim zira

2% nin bir tamsay1 olup, b ne degerde olursa olsun, 5 ile

boliinemeyecegini gosterir, halbuki 295¢ g pozitif bir say1

oldukea 5 ile béliinebilir. Bundan dolayx log 2 irrasyoneldir.
MISAL 2. log 21 in irrasyonel oldugunu ispatlayin.
COZUM. Bilakis

a
108217—'6' veya 21 =—=1Qw/b \

olmak {izere a ve b tamsayilarinin meveut oldugunu kabul
edelim. Gene her iki tarafin b kuvvetini alarai

21 —10s
elde ederiz. Fakat bu esitlik ifadesi, 10¢ mn asa] carpan-

lar1 2 ve 5, 21 nin asal ¢arpanlan 3 ve 7 oldugundan, cari
olamaz.
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MISAL 3. ¢ ve d negatif olmayan iki farkhi tamsayi
olsunlar. log (2°5%) nin irrasyonel oldugunu ispatlayin.

COZUM. Gene endirekt bir muhakeme kullaniyoruz.
¢ ve d nin tabi tutulduklar: sartlardan dolayi, log (2¢59)
pozitif olmak iizere, 2¢5¢ nin 1 i gectigini biliyoruz. a ve b
pozitif tamsayilar olmak iizere

log (2°54) E%

oldugunu kabul edelim. O zaman

2054 — 10a/®
oldugunu biliriz. Her iki tarafin b kuvvetini alirsak
2vo5bd — 1()8 — 2a50

elde ederiz. Aritmetigin Temel Teoremine gére bu denklem
be =a ve bd = a, yani bc = bd, oldugu takdirde caridir.
Fakat mademki ¢ ve d farkh tamsayilardic, su halde be ve
bd de farkhdirlar. Su halde log (2°5%) irrasyoneldir.

Problem serisi 17

log 3/2 nin irrasyonel oldugunu ispatlayin.

log 15 in irrasyonel oldugunu ispatlayin.

log 5 4 log 3 iin irrasyonel oldugunu ispatlayin.

1, 2, 3, ..., 1000 tamsayilarmmn birbirini értmeyen {i¢
farkh simfa ayrilabilecegini ispatlayin. ;

A smfi: 1, 10, 100, 1000 tamsayilar,

B smfi: ¢ ve d egit olmamak {izere 2°5¢ seklindeki
tamsayilar,

C sifi: Hic olmazsa 5 e esit olmayan tek bir p asal
sayisina béliinebilen tamsayilar;

gt o B e
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n eger ve ancak eger A smifinda oldugu takdirde log n
rasyoneldir.

5.4 Transandant sayilar

Reel sayilar: rasyonel ve irrasyonel olarak siiflandi-
rilmasindan baska cebrik ve transandant diye diger bir
ayrilmasi daha vardir. Eger reel bir say:

c”m" > aﬂ-——lwﬂ_1 + cn-—RmH"l" Tl +
+c!m2 “l" Clx —I-‘c“:o

seklinde katsayilar1 tamsay:r olan bazi denklemi gercek-
lerse, bunun bir cebrik say: oldugunu séyleriz. Eger reel
bir say1 béyle hi¢ bir denklemi gerceklemezse, ona bir
transandant sayrdir denir. (Karmasik sayilar ayn sekilde
cebrik ve transandant sayilara ayrilir, fakat biz konumuzu
reel sayllara inhisar ettirecegiz.) :

Her rasyonel sayinin cebrik bir say; oldugunu gérmek
kolaydir. Meselda 5/7 Tex —5=—0 denklemini gercekler
ve bu denklem zikredilen tiptendir. Daha genel olarak, her
hangi a/b rasyonel sayist bxr —a=0 denklemini saglar
ve dolayisile cebrik bir sayidir. /

Her rasyonel sayi mademki cebriktir, bundan her
cebrik olmayan sayilarin rasyonel olmadiklari sonucu
ctkar (sahife 34 deki «Efer 4 ise 0 zaman B (dir)» i ifade
etmenin 12 tarzi icin [12] ye bakin), veya daha basmakalip

ifadeyle, her transandant say irrasyoneldir. Bunu, Sekil
15 deki gibi, sematik olarak gésterebiliriz,

Sekilde cebrik sayilara misal olarak 3 ve v7
verilmistir. Bunlar cebriktir, zira sirasile

*—2=0 ve g_7—0
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Rasyonel (biitjin bunlar ecebrik sayilardir,)

Reel sayilar /
) R

\ Cebrik, mesela V?ve VT
Irrasyonel

V2
Transandant, mesela 2 ° ,

log 2 ve
Rasyonel
'
¥, Cebrik ¢

irrasyonel
Reel sayrlar <

Transandant (Biitiin bunlar irrasyonel sayilardir.)

Sekil: 15 °

denklemlerini saglarlar. Diger taraftan log 2 ve & sayilari
transandant sayilar olarak verilmistir (x sayis1 3,14159. ..
- degeri ile her hangi bir dairede cevre uzunlugunun capa
olan oranmidir.) Bunlarin transandant olduklarimi burada
ispatlayamay1z, zira boyle ispatlar icin kullanmakta olduk-
larimizdan daha derin metodlara ihtiyacimiz vardir. =
sayisinin transandant oldugu 1882 den beri biliniyordu,

. fakat 2V? ve log 2 nin transandanthklar: daha yeni sonuc-
lar olup ancak 1934 yilindan beri bilinmektedirler. 1900
- ‘vilinda biiyiik matematik¢i David Hilbert tarafindan
askida kalan coziilmemis matematik sorular teskil eden

- 23 problem ihtiva eden meshur listesi verildiginde, 2V?
ozel bir misal olarak kullamlnustir, Ozellikle, Hilbertin
vedinei problemi, « ve B verilen cebrik sayilar olmak
iizere, af nin cebrik veya transandant olup olmadiklarini
tayindir. (=0, 8=1 ve § rasyonel olma halleri haric

P —— e

— At oo =
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tutulmustur, zira bu hallerde «f nin cebrik oldugunun
ispat1 oldukca kolaydir.) 1934 yiinda A. Gelfond ve miis-
takilen Th. Schneider «f nin transandant oldugunu kesip

atmslardir, Tabii 2V? nin transandantlifi genel sonucun
ozel bir halidir. Diger bir 0zel sonuc ta log 2 nin transan-
dant olusudur; zira eger log2 @ ve 10 « ile gosterilirse
bu takdirde adi logaritmanin tarifi geregince

101082 — gf — 9

dir. B cebrik ve irrasyonel olsaydi o zaman Gelfond-
Schneider teoremine gore 2 transandant olacakti, Fakat
hal béyle degildir, su halde B-—log2 ya rasyonel veya
transandanttir. Rasyonel olmadigimi gorditk. Bundan
dolay1 log?2 transandanttir.

Daha genel olarak, r in rasyonel ve log r in irrasyonel
olmasim sart kosarak, Gelfond-Schneider teoremi log r in
transandanthgin tesis eder. 5.3 kisminda heniiz ispatla-
digimizdan dolay: asagidaki

weey 109,104, 103, 102, "10+%
10°, 10%, 102, 108, 104, 105, ....

ler haric, » her hangi pozitif ragyonel bir sayi oldugunda,
bu log r in transandant oldugunu sdyler. Bu kitapta zikre-
dilen biitiin logaritmalarin &di logaritmalar oldugunu yani
10 tabamna gore olduklarint akilda tutmahdir.

Boylece n==1, n =10, n==100, ve n=1000 haric,
1 ile 1000 arasinda n her hangi bir tamsay: oldugunda,
log n sayist transandanttw. Diger taraftan bu bsliimiin
evvelki kisminda irrasyonelligi ispat edilen cos20° gibi
trigonometrik sayilar cebrik sayilardir, Genel sonuc sudur:
r her hangi bir rasyonel sayi olsun ve (907)° 90° nin r
ile carpimim gosteren a1 olsun. O halde
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sin (90r)°, cos (90r)° ve tg (90r)°

cebrik sayillardir. (Bu ifadeye eklenecek yegane sart
tg (90r) © hali icindir; burada r rasyonel sayisi bu trigono-
metrik fonksiyonun reel bir say1 olarak mevcut oldugu
degerlere inhisar ettirilmelidir. Meseld tg 90° reel bir
sayl olmadigindan r» =— 1 kabul edilmez.)

Yukarida « nin transandant bir sayi oldugunu sodyle-
dik. Bu = nin bir irrasyonel say1 olduguna deldlet eder, ve
hatta bu kitap konusunun disinda olsa bile r nin irrasyonel
oldugunu ispat transandant oldugunu ispattan daha
kolaydir.

Problem serisi 18
1. Asagidaki sayilarin cebrik oldugunu ispatlaymn:

(@Y VB . WG (RN
(d) c0s20°,  (e) sin10°

*2. mnin transandant bir say!r oldugunu kabul ederek
2r nin transandant bir say1 oldugunu ispatlayin.

55 Uc meshur cizim problemi

Cebrik ve transandant sayilar teorisi matematikcilere,
ta antikiteden zamanimiza gelen, i{ic meshur geometri
problemini halletmegi miimkiin kilmistir. Bu ii¢ problem
«Kiibiin iki katina esit bir kiibii bulmas», «bir acinin iice
boliinmesi» ve «daireye esit bir kare cizimi» gibi 6klid
geometrisinin cetvel ve pergel metodlarile asagidaki
cizimlerin yapilmasindan ibarettir.
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(1), «Kiibiin iki katim almaks» =— «kiibiin diiplikas-
yonu» verilen bir kiibiin hacminin iki katina egit bir
kiibiin ¢izimi anlamina gelmektedir. Her ne kadar bir kiib .
uzay geometride bir sekil ise de, hakikatte bir diizlem
geometri problemidir. Verilen kiibiin bir kenarini uzunluk

s
birimi olarak alirsak, problem V2 uzunlugunda bir dog-
runun ciziminden ibarettir, zira bu, verilen kiibiin iki kat
hacminda bir kiibiin kenar uzunlugu olacaktir (Sekil: 16).
(2) «Bir acinin lice bélinmesi» yukarida verildigi
kabul edilen aletleri kullanarak her hangi bir acinin iice
béliinmesini veren bir metod anlasilir. Mesela 45° ve 90°

¥ 28

kﬂi

: b3
Sekil: 16

gibi muayyen bazi égllar vardir ki cetvel ve pergelle iice
boliinebilir; fakat genel bir ac1 yukarida verildigi kabul
edilen aletlerle ii¢ esit aciya béliinemez.

(3) «Daireye esit bir karenin c¢izimi» alan bakimin-
dan verilen bir daireye esit bir karenin cizimi, veya buna
esdeger olan verilmis bir kareye esit bir dairenin cizilmesi
anlasilir.

Simdi bu fi¢ ¢izimin imkansiz oldugu bilinir, yani Oklid
geometrisi geregince verildigi kabul edilen cetvel ve pergel
ile cizilemezler. Bir cok amatér, ‘gayretlerinin beyhude
oldugunu bilmeden, bu problemler iizerine calismaga devam
etmektedirler. Bununla beraber hi¢ bir matematikcinin
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heniiz bu cizimleri basarmaga muktedir olamadiklari bu
amatorler bilirler, fakat her halde ¢izimin imkansiz
olusunun ispat edilmis olmasindan habersizdirler. Arada
sirada bir amator matematikcinin basardigi sey bu prob-
lemlerin yaklagik bir cozumii olup hi¢ bir vakit tam bir
coziimil degildir. Burada fark barizdir: Mesela Kkubiin
diiplikasyonu probleminde mesele teorik bakimdan mii-

kemmel aletler | vardimi ile \/E uzunlugunu yaklasik
-

olarak degil de, tam olarak V2 uzunlugunda bir dogruyu

verebilecek bir c¢izim bulmaktir. Mesela 10(8 — V62) ile

B i
V 2 sayilar1 alti ondallk haneye kadar uygun olmalarina

ragmen, 10(8 — V 62) uzunlugunda bir dogru parcasinin '

bir cizimi ile problem c¢oziilmus sayilmaz.

Ozel bir anlasmamazlhk kaynag da acinin iice boliin-
me probleminde ortaya cikar. Eger cetvel kenar1 rakkamla
isaretlenmis ise her hangi bir aciy1 tice bé6lmek mumkiin-
diir. Boylece, genel bir aciyl lice bolme imkansizlign iddiasi
ancak kabul edilebilen c¢izim metodlarinin pergel ve
isaretlenmemis cetvel yardimile olmas1 sartile yvapilabilir.

Bu iic¢ klasik problemi cevreleyen biiylik karisikhktan
dolay1 simdi ¢izimlerin imkansiz olduklarimn nasil tesis
edilebilecegi hakkinda kaba bir fikir verecegiz. Detaylar
oldukca teknik olacagindan, ispatlarn tamamim vereme-
vecegiz. Bununla beraber konuyu anlasilir bir hale sokmagi
{imit ederiz. Her hangi bir okur bunlarla ugrasmak isterse,
aciy1 iice bdlme ve kiibiin diiplikasyonu hakkinda R.
Courant ve H. Robbins’'in What Is Mathematics? (Yani,
Matematik nedir?) adli esere miiracaat ederek bu konu-
larin tam bir tetkikini bulabilir. Dairenin bir kareye esit
olmasi- imkansiziginin ispat1 diger iki ispattan cok daha
zordur,

-,

> = T -
L o R

L

—
=
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Bu cizimlerin imkansiz olduklarinin ispati nasil miim-
kiindiir? Ilk adim, bir birim uzunluk verildigi takdirde
cetvel ve pergelle ne cins uzunluklarin cizimi yapilabildigi
hakkinda bazi fikir elde etmektir. Cizimleri yapilabilen
uzunluklar arasinda rasyonel sayilara tatbik edilen mesela,

p3 / — / —
(10) V2, V14v2, V5—3vV14v2

f e —
V14-V5-3v14v2

gibi, kare kokler silsilesinin olduguny ispatsiz ifade ederiz.
(Geometrik ¢izimlere &sina biri ifadenin dogrulugunu
anlar.)

Bu sayilarin hepsi cebriktir,

(10) da misal olarak
verilen dordii sirasile

(11) r—2=0,

12) T — 2 —1=—0,

(13) n:’-—-20m”+132:z:‘—320:’r:’+94;: 0,
(14) ' — 8ax't |- 8™ |- G40 __ 98%

—184a° 4 200" 4 22402 113 —

denklemlerinin kokleridir. Bunlarda

n bir tanesini, mesela
(13) i secelim ve tahkikini y.

f"'__——————.-___,__
o= V5—3J1+v§

ile bashyalim. Karesini alarak

/ =
T*=5—38V14 y2

elde ederiz. Bir terimin yerini degistirip yeniden karesini
alarak
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e
gt —5=—3y1-4 V2,
ot — 1022 25 =9 4+ 9V2,
ot — 102° - 16=9V2
elde ederiz. Sonuncu bir defa her iki tarafin karesini
almak bizi (13) e go6tiiriir. =
;‘ Simdi yalmz (10) sayilart (11) den (14) e kadar

denklemlerin kokleri olmayip bu sayilardan hi¢ biri
katsayilar: tamsayili daha alcak dereceden bir denklemin

bir kokii de degildir. Mesela \!II + V2 sayisim alalim.
4 {incii derecedeki (12) denklemini gercekleyip katsayilari
tamsayih 3, 2 veya 1 inci dereceden hi¢c bir denklemi
gerceklemez. (Bu iddiay1 ispatlamiyacagiz.) Her ne zaman
cebrik bir sayr katsayilari tamsayi olan n dereceli bir
denklemin bir kokii olursa, fakat katsayilar: tamsay: olan
daha alcak dereceli hic¢ bir denklemin bir kokii olmazsa, o
~ zaman n ci dereceden cebrik bir saydwr deriz. Boylece
(10) sayilar sirasile 2, 4, 8 ve 16 nc1 dereceden cebrik
sayilardir. Oklid geometrisinin metodlarile cizilebilen
uzunluklar hakkinda asagidaki temel hakikat akla gelir:

GEOMETRIK CIZIMLER HAKKINDA TEOREM.
Birim wzunlukta bir dogru parcasi ile baslayarak, cetvel
ve pergel metodlarile cizilebilen, her hangi bir uzunluk
1, veya 2, veya 4, veya 8, ... v.8. inci dereceden, yani
genel olarak derecesi 2 min bir kuvveti olan cebrik bir
saydar.

Eger okur bu sonucun dogrulugunu kabul ederse,
meshur {i¢ cizimin imkénsizligim gosterebiliriz *.

N
*) Bu teoremin, m 2 nin bir kuvveti olmamak iizere, m derecell cebrik
sayrlarmm pergel ve cetvelle cizilemeyecegi; transandant sayi-
larin da boyle cizilemeyeceZi ifadesini tazammun ettigini hatirlaya-

caktir. (Bakiniz sahife 34, [12]).

4
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Kiibiin diiplikasyonu, veya iki katimi alma ile basla-
yahm. Problemi ortaya koydugumuz zaman gérdiigiimiiz

gibi mesele verilen bir birim uzunluktan :/'i‘uzumgunda

bir dogrunun cizimine miincer olur. Fakat ;’? cizilebilir
bir uzunlukta midir?

(15) »r—2—=0

’ P
denklemini gercekler ve bu V2 nin 3 iincii derece cebrik
sayl oldugunu hatira getirir. Hakikaten de bu boyledir;

bunun ispatim1 yapmak icin yalmz ':/3 nin katsayilari
tamsay1 ve derecesi 1 veya 2 olan hi¢ bir denklemi ger-
ceklemedigini tesbit etmeliyiz. Her ne kadar bu gii¢
degil ise de biraz maharet ister: by ispat1 daha sonraki
bolilme tehir edecegiz.

¥

Mademki V2 nin derecesi 3 olan cebrik bir sayidir
yukarida ifade edilen Geometrik Cizimler Teoremine gﬁﬂ;
¢izimi yapilamaz. Bu sebepten kiibii diiplike etmek imkan-
sizhgmna varirz.

Bundan sonra aciyi iice bdlme problemini gbz Gniine
alahm. Bunun imkansiz oldugunu tesbit etmek icin, verilen
metodla 6zel bir acimin tice bﬁ]iil;emiyecegini gﬁ;;termek
kafidir. Alacagimiz ac1 60° dir. 60° lik bir aciy1 fice bilme
20° lik bir acimin c¢izimini vapmak demektir. Bu, verilen
1 uzunlugunda bir dogru parcasindan, uzunlué-u‘ cos 20°
olan bir dogru parcasini cizmege miincer olur. Bunu
gormek icin, Sekil: 17 de gdrilldigii izere, taban aclam
. 60° ve 90° olan 1 taban uzunlugunda bir iicgeni goz

oniine alalim. Boylece tabam AB-— 1 BAC aqis1 — 60°
ABC agis1 = 90° olan' bir iicgen olur. BC dc?émst;

iizerinde, BAD acis1 — 20° olacak tarzda, D noktasi olsun
Elementer trigonometriden .
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AD. 'AD -~ .
oldugunu biliriz. Boylece 60° lik agmn e bﬁ!ﬁnmesi
sec 20° uzunlugunda bir dogru parcasmin ¢izimine muncer
olur. Fakat bu, bu sefer cos20° uzunlugunda bir dogru
parcasimn ¢izimine miincer olur, zira cos 20° ye sec 20°
birbirlerinin tersidir; muayyen bir dogru parcasimn ¢izimi

C

yapilabilirse, o zaman tersinin de cizimi yapilabildigi
maltmdur,

Su halde mesele sudur: Veril_e_n 1 uzunlugunda bir
dogru parcasindan cos 20° uzunlugunda bir dogru parca-
simn cizimi yapilabilir mi? (6) denkleminden cos 20° nin
kiibik bir denklemin, yani derecesi 3 olan bir denklemin,
kokii oldugunu biliyoruz. Bundan baska cos20° nin,
katsayilarm tamsayr ve derecesi 1 veya 2 olan, hic bir
denklemi gerceklemediini (biraz giic oldugundan ispatsiz

| e
olarak) ifade ettik. Boylece cos20°, /2 gibi, 3 iincii
dereceden cebrik bir sayidir, ve su halde cos 20° nin
Geometrik Cizimler Teoremine gore cizimi yapilamaz.

Boylece 60° ik aciy1 cetvel ve pergel metodlarile uge
bolmek imkansizdir.
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En nihayet, dairenin bir kareye esitlenmesi problemini
goz oniine alalm. Her hangi bir daire verildiginde, daire-
nin yaricapini uzunluk birimi olarak alabiliriz. Dairenin
alani, bu birim ile, = kare birimine esittir. Aym boyutta

bir kare V= uzunlugunda bir kenara malik olacaktir.
Boylece daireye esit bir karenin bulunmasi verilen bir

birim uzunluktan V= uzunlugunda bir dogrunun cizimi-
ne balig olur. Geometrik c¢izim teorisinde 1 ve a uzunluk-
larindaki dogru parcalarindan, a* uzunlugunda bir dogru

parcasinin ¢izilebilecegi malimdur. Su halde eger v
uzunlugunda bir dogru parcasi ¢izilebilirse, « uzunlugunda
bir dogru parcasi da cizilebilir.

Fakat evvelki kisimda = nin transandant bir sayi
oldugunu, yani = nin cebrik bir say1 olmadigim ifade
etmistik. Bu sebepten, Geometrik Cizimler hakkindaki
teorem geregince wn uzunlugunda bir dogru parcasmi
cizmek miimkiin degildir. Boylece «daireye esit karenin»
cizilmesi imkéansizdir.

Promlem serisi 19

(2 ve 3 problemleri geometrik cizimler hakkinda
bilgisi olan Ggrenciler igindir.)

1. (10) numarah birinei, ikinci ve dordiincii sayilarin
sirasile (11), (12) ve (14) denklemlerinin kékleri
olduklarim ispatlayin.

2. 1 ve sin20° uzunlufunda dogru parcalar1 verildigi
takdirde cos 20° uzunlugunda bir dogru parcasimn
cetvel ve pergel metodlarile cizilebilecegini ispatlaymn.

3. 1 ve tg20° uzunlufunda dofru parcalam verildigi
takdirde cos20° uzunlugunda bir dogru parcasimn
cetvel ve pergel metodlarile cizilebilecegini ispatlayin.
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£.6) ‘2 i dabia ilets ansliai

VZ iin evvelki bolimde derecesi 3 olan cebrik bir

 JEies
sayl oldugunu ifade etmistik. Yani V2 a*—2=0
denkleminin bir kokii olup, katsayilari tamsay: olan 1
veya 2 dereceli hi¢ bir denklemin kokii degildir. Simdi bu
iddiay1 ispat edecegiz.

:/5 niin katsayilar1 tamsay: ve derecesi 1 olan hi¢
bir denklemin bir kokii olmadigin tesbit etmek igin,
L —
av24+b=0
olmak iizere, a sifirdan farkli hic bir a ile b sayilarinin
mevcut olmadigim ispat etmeliyiz Eger boyle tamsayilar
mevcut olsaydl, 0 zaman \/ 2 bir rasyonel sayl olacak
sekilde \/2-— — b/a olacakti. Fakat 4.3 klsmmdald
Koroler 2 ye gore \/ 2 nin irrasyonel oldugunu biliyoruz.
V2 nin
ar® 4+ bx 4+ c=0
gibi katsayilar1 tamsayr olan her hangi kuadratik bir
denklemin kokii olmadigimi ispat etmek daha zordur.
P .
V2 yi bbyle bir denklemin kékii farzederiz ve biylece bir
celismezlige diiseriz. Boylece
a(V2)* +bVZ =0
yani %
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a”ﬁ+ PNEE o

farzederiz. Her iki tarafin karesini alir ve basitlestirirsek
G o
b*V4 + 2a*V2=c*— 4ab

3. F | WL

elde ederiz. Son iki denklem V4 ve V2 miktarlarinmn
lineer iki simiiltane denklemi olarak diistiniilebilir.: a, b
katsay1 ciftinin ve b* 2¢* lerin orantili olup olmadigina
bagh olarak ya cozillebilir veya coziilemezler.

e
Eger coziilebilirlerse, mesela v 4 i1 elimine ederek

v da%h — act — b
Vz_ b* — 2a®

elde ederiz. Fakat \..e’?irrasyonel oldugundan bir celismgz-
lige diiseriz.
Diger imkan ise katsay: ciftinin orantih olmasidir.

Bu
5 i e e
P P ) g
anlamina gelir. Gene bir celismezlige diigeriz ve bdylece

V2 nin 3. dereceli cebrik bir say1 oldugu sonucuna variriz.

Problem serisi 20

1. V2 nin 2 dereceli bir cebrik say1 oldugunu ispatlaymn.
[ R—
2. V3 nin 3 dereceli bir cebrik say1 oldugunu ispatlayin.
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5.7 Bir ozet

Trigonometrik fonksiyonlar ile adi logaritmalarin
elementer cetvellerde listelenmis olan ekseri degerlerinin
irrasyonel oldugunu gostermek igin evvelce gelistirilen
metodlarn bu bélimde tatbik ettik. Bundan sonra reel
sayilari, cebrik ve transandant olmak {izere, iki yeni simifa
ayirdik ve evvelce reel sayilarin rasyonel ve irrasyonel
sayilar olarak ayirtlama ile bu simflarin akrabahklarini
gorditk. Eger bir uzunluk pergel wve cetvel yardimile
verilen bir birim uzunluktan itibaren cizilebilirse, o zaman
k negatif olmayan miinasip bir tamsay1 olmak lizere, bu
uzunlugun 2% dereceli cebrik bir sayi oldugunu, ispatsiz
ogrendik. (Analitik geometrive oldukca asina bir okur,
cetvel ve pergel ile yapilabilen islemlerin cebrik anlaminin
analizini yaparak, bu teoremin geometrik cizimler baki-
mindan dogrulugu icin bir dereceye kadar kendini tatmin
edebilir. Ue hal, bir dogrunun bir dogruyu kesmesi, bir
dogrunun bir daireyi kesmesi, ve bir dairenin bir daireyi
kesmesidir.) Boylece uzunlugu 3 dereceli cebrik bir sayi-
ninki kadar olan bir dogrunun cizim imkénm elimine
ederek, verilen metodlarla bir kiibiin iki katimin alinami-
yacagini ve genel bir acinin iige béliinemiyecegini gordiik.
Uzunlugu bir transandant sayr olan her hangi bir dogru
parcasinin ciziminin imkansizhigindan dolayl, daireye esit
" karenin bulunmasi probleminin nasil halledildigini gérdiik:
bu cizim lizumundan fazla imkansizdir.

T i . T e Tl s b




BOLUM 6

iRRASYONEL SAYILARIN RASYONEL
SAYILAR YARDIMILE YAKLASIK
IFADE EDILMELERI

' Bu bélim, bir irrasyonel saymin rasyonel sayilarla
yaklasik ifade edilmesinin yaklasikhk derecesine aittir.

Simdi, gorecegimiz gibi, mesela V2 ye, arzu ettigimiz
kadar yakin rasyonel sayilar elde edebiliriz. V2 ye 10—1°
veya 10—2° farkla veya istedigimiz her hangi bir fark
dahilinde a/b rasyonel sayilar1 mevcuttur. Ve bu yalmz
V2 igin dogru olmayip her hangi irrasyonel bir say: icin
de dogrudur.

Fakat irrasyonel bir sayidan 10—2° daha az bir farkla
fark eden bir a/b rasyonel sayisi bulmak icin, cok bilyiik
bir b paydal a/b aramahyiz. Eger b nin 10%° kadar biiyiik

olmasina miisaade edersek, sartlara uygun bir a/b kesri
bulabiliriz. Eger b nin 10" veya 10" dan daha biiyiik

olmamas1 sartini kosarsak ne olur? Problem daha derin
ve daha belal olur. Bu cins meselelere bakarken, V2 ve

/3 gibi tamamen bazi 6zel halleri degil de, irrasyonel her
say1 icin ne sdylenebilindigi ile mesgul olacagiz.

Bir saymn bir digeri ile yaklasik ifade edilmesi hak-
kinda konusmak icin esitsizlikler dili ve notasyonundan
istifade etmefe mecburuz. Bu sebepten bu konu ile
bashyacagiz.

— 114 —
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6.1 Esitsizlikler *

Ne zaman u v den biiyiik olursa > v yazariz, ve bu
% — v nin pozitif oldugu anlamina gelir. Tabii, ne zaman
u v den biiyiikse, v nin % dan kiiclik oldugu sonucu cikar

(Matematik notasyonla v < u olarak yazilir). Dolayisiyle
dort '

U>v, u—v>0, v<uy, v—u<0

esitsizligi  ve v arasindaki ayni temel miinasebeti ifade
eden basit dort tarzdir. Benzer sekilde « = v wnun v den
daha biiylik veya esit oldugunu, ve bu da u— v nin

pozitif veya sifir (fakat negatif olmayan) oldugu anla-
mina gelir.

TEOREM 6.1.

(a) Eg'er%>v,vewherhmrgibirsaysise,omm
U+ w>v-4+w dr ¢

(b) Egeru>v,vewherhangibir&mise,omm
U—w>v—w dir.

(c)Eg‘eru>vvewherkaugipoeiﬁfbirsaysise,o
zaman ww > vw dir, :

(d) Eger u > v, ve w her hangi pozitif bir san ise, o
2aman w/w > v/w dir,

(e) Eger u > v, ve u ve v pozitif iseler, o zaman w* > v*
ve fakat 1/u < 1/v dir.

(f) Eg‘eru>v,vev>wise,ozamanu>wdér.

(8) > ve < esitsielik isaretleri yerine > we = kondu-
gunda biitiin bu sonuclar cari kalir.

*) Esitsizlikler ig¢in bu serinin E. Beckenbach ve R, Bellman, An
Introduction to Inequalities'e miiracaat ediniz. (Bu seride 10 say1lt
nesriyat: «Esitsizliklere Giriss Ceviren Halil Yiiksel).

L e s

\E
P14
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iSPAT. 1ki pozitif sayimn toplam ve carpimlarimn
pozitif olmasi hakkindaki iki prensipin gercekligini kabul
edecegiz.

(a) aw=-v yu pozitif olarak verdik, ve (w -+ w) —
(v — ) mn pozitif oldugunu ispatlayacagiz. Bu aslkar-
dir, zira

f U —v=(U®+w) — (v -+ w)

dir.

(b) Gene wu—v yi pozitif olarak verdik, ve
(4 — wy — (v — w) mn pozitif oldugunu ispatlayacagiz.
Evvelki gibi bu

u—v=(uU—w) — (v—w)
den cikar.

(¢) u—v ve w yi pozitif olarak verdik, ve uw — vw
min pozitif oldugunu ispatlayacagiz. Bu uw=—vw=—
w(u —w) keyfiyetinden, ve iki pozitif sayr carpiminn
Po;_itif oldugundan cikar,

(d) Hakikatte bu (¢) kisminda bulunur, ¢linkii eger
w pozitif olsa, o zaman 1/w olur. Dolaysile (c) kisminda
w yerine 1/w carpan olarak kullanilabilir; bbylece egel‘

u > v ise, o zaman u(1/w) > v(1/w) dir.

(e)  Mademki u ve v pozitiftirler, oyleyse u + v de
pozitiftir. Fakat ¥ > v % —v nin pozitif olduguna delalet
eder ve bundan dolayr (u 4 v) (u — v) carpim pozitif-
tir. Boylece

u+v) (u—2) >0 w—v>0 w>»

dir. Diger taraftan % > v nin her iki tarafim 1/uv ile
carpmaya hakkimiz olmas: icin (¢) kismimi kullamirsak
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1 |
ey AR ¢ /R g

olur ve bundan dolay1

1 1 1
— > veyg  gv=
v u

elde ederiz.

(f) u — v ve v — w pozitif olarak verildigi takdirde,
# — w nin pozitif oldugunu ispat etmek istgriz._

w—w==(u-—2v) + (v—w)

ise de, gene tekrar yalmz iki pozitif say1 top]am1h_1_;_i pozitif
olmas: prensibini kullandik.

(g) (g) kismini 1spat]amanm b:r yolu da (a) (b),
.+, (f) kistmlarm, her hal icin taze bir tahlilini yaparak
gozden gecirmektir. Mamafih daha kolay bir yol vardir.
(a) dan (f) ye kadar kisimlarin ispatlar iki pozitif
say1 toplamimin ve carpmmunin kendileri de pozitif olma
prensiplerine dayanir. Halbuki « > v u — v nin pozitif
oldugu anlamina geliyor, w = v -« — v nin pozitif veya
sifir oldugu anlamina gelir, yani bu u — v nin negatif
olmamasi demektir. Bundan baska, negatif olmayan her
hangi saymm toplam ve carpimlarimin kendileri de
negatif degildir, ve bu esas lizerine (a) dan (f) e kadar
olan biitiin ispatlarin > halinden, otomatik olarak, =
haline tesmil edilmesi lazimdir.

Eger w ve v sayiari, Bolim 3 te izah edlldlgl gibi,
reel dogru lizerine yerlest]rlllrse v < u esitsizligi v nin
% nun solunda, veya % nun v nin saginda oldugu anlamina
gelir (Sekil: 18).

v, u

-2 G . :’ 1 ¥ b ; i LR e
Sekil: 18. v ~ u nin gosterilmesi.
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w < v < u esitsizlikleri v w ve w nun arasinda olmak
lizere w < v ve v < u anlaminda alinmistir (Sekil: 19).
«Arasi» kelimesinin kullamhisini izah etmemiz lazimdir.

w

¥
A
t

u
L

Sekil: 19. w < v <~ u nun gisterilisi.

Eger w < v < u yazarsak, v nin «tamamen arasinda»
oldugunu ve ne w ve ne de u ile intibak etmedigini anla-
rz; fakat eger «arasinda» dersek veya w=v =u
yazarsak, v nin w ye veya u ya esit olma imkanlarim da
dahil ederiz. Bu imkéanlardan ancak birinin kabuliinii
isteyebiliriz, mesela w < v =u veya w =v < u. Sen-
boller anlami tamamen asikar kilmaktadir. .

Problem serisi 21

1. u ve v pozitif olmak lizere u* > v* verildigi takdirde,
u > v yi ispatlaym.

2. r > s verildigi takdirde, —r « — 35 i ispatlayin.

3. Esitsizliklerdeki terimlerin bir taraftan diger tarafa
isaretlerinin degistirilmesini goz 6niine almak sartile
gecirebilecegini ispatlayin. Bilhassa, eger a |- b
—c¢>d+e—f olursa, o zaman a—e-4f>
d — b I ¢ olacagim ispatlayn.

4. n = k olacak sekilde n ve k pozitif tamsayilar veril-
diginde J

l .
n

v

T M ¥
k

2=

LA
fon
olacagim ispatlayin.

5. Asagdakilerin dogru ve yanhs olanlarim tespit edin:
(a) Eger r > 8 ise, 0 zaman 1 > s* dir,




i
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(b) Eger r > s ve ¢ her hangi bir say: ise, er > cs dir.
(¢) Eger —1/2 < L < 1/2 cari ise, 0 zaman
—1 < A <1 de caridir.
(d) Eger —1/2 < A < 1/2 cari ise, 0 zaman
—3/2 <\ < 3/2 de caridir.
(e) Eger 0 < A < 1/2 cari ise, o zaman
—1/2 <\ < 1/2 de caridir.
(f) Eger —1/2 < A < 1/2 cari ise, 0 zaman
—1/3 <, < 1/3 de caridir.
(g) Eger —1/2n < L < 1/2n cari ise, o zaman
—1/n < A < 1/n de caridir.
6. Belirli bir irrasyonel )\ sayisi: tamamen — 10 ile 10
arasindadir. Bunu matematik notasyonla yaziniz.
7. Eger w negatif ve u > v ise, uw < vw y1 ispatlaymn.
8. (a) wvew 1,23, .-.,10 dan secilmis her hangi iki
‘say1 olsun.

—9=u—v=9

oldugunu ispatlayin. .
(b) Eger (a) da u ve v nin farklh olmas1 sartim y
koymazsak, gene : )

—9=u—v=9

dogru olur mu?

6.2 Tamsayilar ile yaklasikhik

koyarak yuvarlarsak, yapilan hata en fazla 1/2 olacaktir.
Mesela 6,3 yerine 6, veya 9,7 yerine 10, veya 7,5 yerine 7
veya 8 den birini koyarsak, her halde hata 1/2 den biiyiik
olmaz. Eger irrasyonel bir say1 yerine en yakin bir : ‘
tamsay1 koyarsak, hata 1/2 den kiiciiktiir, ve yaklastkhk

teorisine bu basit hal ile baslanz.

E
i
¥
Her hangi reel bir say1 yerine ona en yakin tamsayiyl '
|
i
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TEOREM 6.2. Her hangi o irrasyonel sayisma
yegdne bir m tamsayis

1
P = SRl -y My S
2 2

olacak sekilde, tekabiil eder.

ISPAT. m i a ya en yakin tamsay: olarak seciyoruz.
Meseld, efer a= V3=173... ise, m=2 seceriz,

veya eger a = 2y 3==346 ... ise, m =— 3 seceriz. Boylece
m, hangisi daha yakinsa, o dan hemen daha biiyiik, veya
a dan- hemen daha kiiciik tamsay1 olabilir. (Birinin a ya
digerinden daha yakin olacag asikardir, aksi takdirde o
birbirini takip eden iki n ve n -}- 1 tamsayilarimin arasinda
yar1 yolda bulunacaktir. Fakat o zaman rasyonel bir say:
olan n -}- 1/2 e esit olacaktir, bu ise ipotezimize aykiridir.)
Biz bunu diger bir tarzda ifade edebiliriz. Reel bir dogru
fizerine uzunluk biriminde (yani bir birim uzunlugunda),
Sekil 20 deki gibi, her hangi bir AB dogru parcas: isaret-
lendiginde, A ve B tamsay1 noktalar olmadikca, tipatipr
bir tamsay1 ihtiva edecektir.

Sekil: 20

Simdi 4 y1 a—1/2 ye tekabiil eden nokta ve B yi
o -+ 1/2 ye tekabiil eden nokta olarak alahm. ¢ —1/2 ve
o -+ 1/2 tamsayl olmadiklarindan (rasyonel bile degildir-
ler — Bakimz Boéliim 4, Teorem 41), A ve B tamsay!l
noktalar1 olamiyacagm biliriz. AB dogru parcasi iizerin-
deki yegane tamsayiyr m ile gdstererek m in tamamen

a—1/2 ile «+1/2 arasinda bulundufunu gdriiriz.
Biylece
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1 1
ag——<m<a T
2 +2
dir. ¢ y1 @akararak

l<”‘lv—|‘12<l
2 2

elde ederiz. Simdi eger bir m —a sayis1 —1/2 ile 1/2
arasinda bulunursa, isareti degistirerek elde edilen sayi,
bundan dolayi1 «—m —1/2 ile 1/2 arasinda bulunur.
Boylece Teorem 6.2 nin esitsizliklerini elde ederiz.

m tamsayis) yeganedir, zira

kg ot &
2 2
y1 saglayan diger bir n tamsayisi olsaydi, o zaman n

2 in—a<
2 2

v1 gercekleyecekti. Bu esitsizljkler‘e a y1 ilave edersek,
n in

1 1
o — ==K B
2 +2

y1 sagladigimi goriiriiz. Fakat AB dogru parcasi ancak bir
tamsay: ihtiva eder, oyleyse n m in aymdir.

Problem serisi 22

(Bu ve daha sonra gelen problem serilerinde okur

VZ—141421 ..., V3—173205 ..., n—314159...
degerlerini kullanabilir).
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1. (@) V2, (b) 2V2 (c) 3v2 () 4V2, (e) 3V3
#) 4V3, (@ = (h) 10x, () — V3, () —Tn
lere en yakin tamsayilar: bulun. ‘

2. Her hangi bir a irrasyonel say:1 verildiginde

0<a—g<1
olacak sekilde yegane bir g tamsaylsmm meveut
oldugunu ispatlayin.

6.3 Rasyonellerle yaklasikhk

v 2 gibi, irrasyonel bir sayimin yaklasik ifade edilme-
sinin bir yolu da

V2=—141421...

ondalik sekli kullanmaktadir. 1, 1,4, 1,41, 1,414, 1,4142,

141421, ... sayilar1 V2 nin gittikce daha yakin yaklasik
bir ciimlesini teskil etmektedir. Bu yaklasiklarin hepsi

rasyonel sayilardir; bdylece v'2 nin sonsuz bir msymel
vaklasiklar silsilesine, sal’up oluruz:

| = 1 14 141 1414 14142 141421
,l{! 17 10 ' 100" 1000 " 10000’ 100000’

f Bu sayilar, ciimle boyunca ilerlendikce, gittikce \f 2 ye
0 daha yaklasirlar. Bundan sonra
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' w0
- < V2 < —,
1 1

14 - 15
o 2L —
10 % 10

141 - 142
e, 2
100 100

1414 1415
1000 1000
14142 —o . 14348
e P P S
10000 10000

141421 . 141422
— s Y Ky, ¥
100000 100000

<V2<

esitsizliklerini yazabiliriz. Bu esitsizlikler (1) in sonsuz
terimlerinin v 2 ye istedigimiz yakinhkta oldugunu goste-

rir. Mesela, V2 ye 0,0001 yakinhkta sonsuz cok rasyonel
saymnin mevcut oldugunu bilmek istedigimizi farzedelim.
(1) silsilesinin, ilk dérdii harig, terimlerin hepsini alarak
bunu temin edebiliriz.

Mamafih, (1) rasyonel sayilarinin paydalari, 10 un
kat1 olmak gibi, gbze carpan oOzellige sahiptirler. Genel
-olarak, rasyonel sayilar icinde, paydalar1 hakkinda her

hangi bir sart kosmadan, V2 ye daha iyi yaklasiklar
meveut olabilir.

i

Tetkikatimizi izah edecek meshur bir misal olan =
irrasyonel sayisina donelim. = 3,14159 ... degerinde
«oldugundan, = icin (1) e benzer
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2 3 31 314 3141 31415 314159
@) 1’ 10’ 100" 1000~ 10000° 100000 '

dir. Mamafih 22/7 nin 31/10 a nazaran = ye daha yakin
bir yaklagig: oldugunu biliriz. Her ne kadar (2) silsilesinin
daha sonraki terimlerinden daha yakin degilse de 22/7
314,100 den daha yakindir.

10, 10%, 10°, v.s. paydalarina baglihgimizdan kurtul-
mak gayesiyle evvela her irrasyonel saymmin her hangi
verilen bir paydas: olan bir rasyonel sayi ile yaklasik
ifade edilebilecegini gosterecegiz.

TEOREM. 6.3. )\ her hangi irrasyonel sayr ve n her
her hangi bir pozitif tamsay olsunlar. Bu ha!de

olacak sekilde, n rasyonel paydalh, m/n olan bir sayv
meveuttur.

Bu teoremin ispatinin izahim bir misalle verelim..
% nin V2 ve nin 23 oldugunu farzedelim. V2 icim
1,41421 ... ondahik acihmi kullanarak

I-’ vaklagik degerini haiz 23V2 irrasyonel sayisim goz oniine-

| alahm.r Boylece 23V2 ye en yakin tamsay: 33 olup,
f o= 23V 2 icin

s v g
—— < 23y2— —
2< v 38(2
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ifade eden bu Teorem 6.2 nin «m» idir. Fakat 33 ayni
zamanda Teorem 6.3 iin «m» idir: ciinkii, Teorem 6.1 e
gbre

1 — 33 1

WA A sl s o
46 23 46

elde etmek icin bu esitsizlikleri 23 ile bolebiliriz.

ISPAT. Genel olarak, her hangi irrasyonel bir )\ ve
her hangi pozitif bir » tamsayisi ile baslar, Boliim 4 deki
Teorem 4.1 geregince, n). nin irrasyonel olduguna dikkat
ederiz. Bundan sonra m i A ya en yakin olan tamsayi
olarak tarif ederiz; bu sebepten Teorem 6.2 geregince

1 1
N R
2 2

dir. Bu esifsizlikler Teorem 6.1 dolayisile

verecek sekilde, n pozitif tamsay: ile boliinebilir. Binaen-
aleyh Teorem 6.3 ispatlanmistir.

MISAL. n=1,2, 3, 4,5,6, 7, 8 9, 10 icin Teorem

6.3 deki gibi, A= V2 hali icin, m/n rasyonel sayilar
bulunuz.

COZUM. Basit hesapla

V2, 2V2, 3V2 4y2, ' 5y3

6vV2 17V2, 8vV2 9v2 10V2
lere en yakin tamsayilar

|
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1, 3, 4, 6, 7, 8, 10, 11, 13, 14 diir. Bu sebepten tayini
istenen rasyonel sayilar

S Lo
TR

1

tb'O'i

dir; bu yq,klagakhklarm herbirinin hatasi, n paydadaki
tamsay1 olmak iizere, 1/2n den kiigiiktiir.

Bu misal Teorem 6.3 deki m/n kesrinin en basitles-
tirilmis bir kesir olmasim icap ettirmedigini gosterir.

Problem serisi 23

1. A=V3 ve n=1,23,4,56,7 8,9, 10 olan hal
icin Teorem 6.3 deki m/n rasyonel sayilar1 buluruz.

2. n=1,23,4,5,6,7,8,9, 10 igin, A =5 = 3,14159 - . -
halinde Teorem 6.3 deki m/n rasyonel sayilarini
bulunuz.

3. Her hangi irrasyonel bir ) sayisi ve her hangi pozitif
bir n tamsayis1 verildiginde

1
n n n

olacak bir m tamsayisinin meveut oldugunu ispatlayin.

%4, Muayyen bir irrasyonel ) sayisi ve muayyen pozitif
bir n tamsayisi icin, Teorem 6.3 deki esitsizlikleri
gercekleyen yegéne bir m tamsayisinin mevcut oldu-
gunu ispat edin.

*5. m/n i kasdederek «En basitlestirilmis» kelimeleri ek-
lenirse, soyle ki «Bu halde n paydali, en basitlestiril-
mis sekliyle m/n olan bir rasyonel say1 mevcuttur.. s
Teorem 6.3 in yanhis olacagini ispatlayin.
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6.4 Daha iyi yaklasgikhklar

Her hangi bir irrasyonel ) sayisinin «1,/2n icginde»,
vani 1/2n den daha kii¢iik bir hata ile, bir rasyonel m/n
sayis1 ile yaklasik ifade edilebilecegini Teorem 6.3 sOyler.
Bu 1/3n, veya 1/4n, veya daha yakin olarak yapilabilir
mi? Cevap evettir. Oniimiizdeki teoremde ) nin, arzu
ettigimiz her hangi bir k icin (k==3, k=4, k=1000
v.s.), 1/kn icinde, m/n ile yaklasik ifade edilebilecegini
gosterecegiz. Halbuki Teorem 6.3 de yaklasikhik 1/2n iginde
her pozitif n tamsayisi icin yapilabiliyorsa da, Teorem 6.4
de arzu edilen k icin, 1/kn icinde yaklasiklik her n icin
elde edilemez.

Her hangi irrasyonel bir ) sayisim 1/n%, veya 1/n?
veya hattd daha yakin civarinda m/n ile yaklasik ifade
edebilir miyiz? 1/n* civarinda evet; 1/a° civarinda ise
cevap hayirdir. Fakat bunlar daha sonraki kisimlarin

konusudur. A nin 1/kn civarinda m/n ile yaklasik ifade
edilmesile ise baslayahm.

TEOREM 6.4. Her hangi irrasyonel bir ) sayist ve
her hangi bir k tamsayis: verildiginde
1 m ¢ |

—_——— L A== —
nk n nk

olacaksekﬂdenpaydas:kylamayanbirm/ﬁsaw
vardir,

Her hangi bir ) ve k igin cari olan Teorem 6.4 iin bir
ispatim1 takdim etmeden evvel, teoremi ozel bir misal,

A== V3 ve k=S8, icin ispatlayacagz. ). mmn evvela 1.\

dan k.. ya kadar katlarim sayalm. V3 iin katlarimmn,
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her kati1 iki pozitif sayimn, bir tamsayinin ve birden
kiiciik bir saymmn toplami olarak yazarak, listesini

yapalim:

V3= 140732..., y3— 1=0,732-..,
2vV3= 340464 ..., 2V3— 3—0464 ..,
3V3= 540196 ..., 3V3— 5=—0196 .-, :
4V3—= 640928 ..., 4V3— 6—0928..:, '
5vV3=— 8-+ 0660 -, 5V3-— 8==0,660:::, .
6v3=1040392..., 6V3—10-=0,392 ...,
7V3=12 40124 ..., RS =12 G A4 - 1 55
8vV3=134083% ..., 8V3 — 13 - 0,856 -

{1 Sag siitundaki ifadeler, sol siitundakilerden tamsay: kismi- L
, m cikararak elde edilmistir. |
Daha sonra, Sekil: 21 de gosterildigi gibi, birim
arah@ I, I, - - -, I; sekiz kisma ayiriyoruz.
. 1, I, 1, Iy I, lg 1,

4 L 1 1 1 y 1 "
'. 0 - 5 % S IR ek S
’ Sekil: 21
ﬂ Boylece I, 0ile 1/8 arasindaki sayilar, I, 1/8 ile 2/8
1

arasindaki sayilar, I, 2/8 ile 3/8 arasindaki sayilari
teskil ederler *. Su halde V3 iin katlarinin sekiz ondalik

-------

i +) Mademkl tam manasiyle esitsizlikier elde etmek arzu ediyoruz, o
|

1 halde ¢arasinda» y1 «tamamen arasmdas anlamima yommlamamm
daha uygundur; biylece I, araliklar

G—1)/8B cu < i/8
olacak sekllde biitlin » noktalarmi thtiva edecektir.




Irrasyonel Sayilarin Rasyonel Sayilaria ifade Edilmeleri 129

kisimlarini, asagidaki gibi, 7,, 1., - - ., I, kategorilere ayirip
smiflandiriyoruz:

0,732 ... I, dadir (ciinkii 0,732 ... 5/8 ile 6/8
arasindadir)
0,464 ... I, dedir,
0,196 ... I. dedir,
0,928 ... I, dedir,
0,660 ... I, dadir,
0,392 ... I, dedir,
0,124 ... I, dedir,
0,856 ... I. dedir.

Yukaridaki listede I, icinde bulunan sayiy1 kullaniyoruz:

0,124 ... I, dedir; yani 7V3— 12 I, dedir.
Fakat I, deki %ayllar 0 ile 1/8 arasindadir, su halde

0<'N§——12<-1§

dir. Simdi, mademki 7v3—12 0 ile 1/8 arasindadir,
muhakkak — 1/8 l]e 1/8 arasinda bulunur, Gyleyse

1 o 1
——<7V3—12<—
g <3

dir. Bu esitsizligi 7 ile bolerek

B ¢ — 12
<w/7

potac il
7.8 v

7.8

elde ederiz. Bu k=8, n =7 ve m — 1211e'1‘eorem64de
ifade edilen sekilde bir sonuctur.

] M

- —— TS ade

-
®
1

1
#3
o
v

‘.




i -|||\'|

130 Rasyonel ve Irrasyonel Sayiar

Ispatimiz 7Vv3—12 nin I, de olmasi keyfiyetine
dayanir; I, arahginda hic bir sayir olmasaydi ne yapa-
caktik? Eger I, de hic bir say1 olmasaydi, cevap olarak
o zaman I,, I, - - -, I; arahklarindan birinin iki veya daha
fazla say: ihtiva edecegidir. Simdiki misalde, I, de yalmz
bir say1 olmayip, I, de de iki ve I, da da iki say1 vardir.
I, daki cifti gbz oniine alahm:

0,732 .- I, dadir; yani V3—1 [, dadir;

ve

0,660 - -- I, dadir; yani 5V3—8 I, dadir.

Simdi ne zaman I; da (veya arahklarin her hangi birinde)
iki say1 varsa, farklar1 — 1/8 ile 1/8 arasinda bulunmak
iizere, birbirlerinden 1/8 cxvannda bulunurlar. Bllhassa

I, daki iki say1 icin .

1 i A e 1
—e BB VB o
8 8

-1

—— <4\/§*7<l
8 8

olur. 4 ile bolerek

\ 1 R N

—— V iy et
'l| 4.8 i
| o
_ elde ederiz, bu A== V3 ve k = 8 i¢in, Teorem 6.4 iin ifade
H ettigi, fakat bu sefer n=—4 ve m=—7 ile, diger bir
sonuctur.

Jit TEOREM 6.4 UN ISPATIL. Simdi tartigmasim yapti-
| gimiz ozel misaller Teorem 6.4 iin ispat: icin 6rnek vazi-
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fesini gorebilir. Irrasyonel bir ) ve pozitif bir k tamsayisi
verildiginde A, 2\, 3k, 4\, ---, kL k sayisim ahr ve
bu sayilarin her birini bir tamsay: arti bir Kesir veya
ondahk kisim olarak yazabiliriz:

A =0+ By, A—a=h,
2),,:(12-‘—3,, 2)._02=Bh
3\ =a, + B, 3\ —a, =8,
4\ =a, -+ B,, 9 —a, =84,
kL = a: + B, Kh ===

@, ., ---, a» senbolleri tamsayilary, halbuki 8,, B, ---,
B senbolleri 0 ile 1 arasindaki sayilar: temsil etmektedir.
Bundan sonra her birinin uzunlugu 1/k olmak tizere, birim
arali@, k parcaya boluyoruz: I,, I., ---, I+ (Sekil: 22).

| I I 1 I

1 2 3 4 k
b + + + + + + + -
0 J- -g- A i 'R L] ﬂ -k- =3
k k k k k k
Sekil: 22

Boylece I, arahig O ile 1/k arasindaki sayilardan, I. 1/k
ile 2/k arasindaki sayilardan, I, 2/k ile 3/k arasindaki
sayilardan, v.s. ibarettir. «Arasinda» kelimesi burada
kelimenin tam anlaminda kullamlmistir, dyle ki, mesela
2/k ve 3/k sayilarmmn kendileri I, arahgmm' iiyeleri
degildir. Boliim 4 iin Teorem 4.1 i geregince, her B,, B,

.-, B sayilarimn irrasyonel olmasina “dikkat etmeli.
Hic bir 8

k—1 k
E Ok

y ey

v
R

arii-'
arl_w
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rasyonel sayilarimin hic birine esit olamayacag sonucu
cikar. Boylece her @ I,, I, I,, ---, I. araliklarimin tama-
men birinin icinde bulunur.

I, bakimindan iki imkéan vardir: ya I, § lardan bir
veya bir kacim ihtiva eder, veya I, (3 lardan hi¢c birini
ihtiva etmez. Bu iki imkam ayr ayri tetkik edecegiz.

Hal 1. I, aralg @ lardan bir veya bir kacim ihtiva
eder. Boylece bir §, bu mesela #. olsun, I, aralhiginda
bulunur. n senbolu 1, 2, 3, - .., k arasindan baz1 tamsay1y1
gosterir. 8. sayisi nkh — a. nin aymdir, dolayisile

h |
O<nh—a. < —
k

W oldugunu biliriz, zira I, 0 dan 1/k ya kadar olan araliktir.
Bundan

1 %y 1
—_—— il P
k <k

cikar, ve taraflan n ile bilersek

i 1 e 1

| | < l_——' - T

N . kn n 2 kn :
. elde ederiz. Boylece 6.4 Teoremi bu hal icin ispatlanmis
!] olur, ziraa.tamsay:slolarakmitarifedebﬂjﬂz

1

q|

Hal 2. I, arallgl B lardan hic birini ihtiva etmez.
Bu halde k sayilar

i.! | rz- r.'l,! "'JI’C---I 2 h

k—1 arabklarinda bulunur. Bu noktada, efer k—1
delikte Kk giivercin varsa, bir giivercin deliginde hic
olmazsa iki veya daha fazla giivercinin bulunmasinin
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lazzm oldugunu soyliyen Dirichlet’'nin giivercin - delik
prensibini tatbik ederiz. Boylece f lardan iki veya daha
fazlasini ihtiva eden en az bir araligin bulunmas: lazim-
dir. »ve §j 1,2, 3, ..., k arasindan iki farkh say1 olmak
iizere (- ve 3, nin aym aralkta oldugunu soyliyelim. j nin
r den daha biiyiik oldugunu farz edersek, j—r in k dan
kiiciik pozitif bir tamsay1 oldugunu biliriz.

Mademki 8. ve 8/ 1/k uzunlugundaki aym arahk
icinde bulunurlar, farklar1 da — 1/k ile 1/k arasinda
bulunur. Boylece

3 2
e gy
dir. Fakat
r : E
—— <L h—a)—(r—a) <—
k e 2 k
veya
1 1
—_——< (§— — (@ —a- =
. F—7)h— (& ! )<k

olacak sekilde 8i—=j—a ve .=r—a dir. n i j—r
gibi, ve m i @ — a. gibi tarif edersek, bu halde

1
—— <M —Mm < —
k » k

olur. Tarif geregince = in pozitif bir tamsay1 oldugunu
goriiriiz, ve boylece Teorem 6.1 (d) geregince n ile
bolerek :

1 m 1
—_——— A —— L —
kn n kn

T -
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elde ederiz. Buna ilaveten, n j—1r e esit oldugundan,
k dan daha kiiciik oldugunu biliriz.

fi m/n sayisinin muhakkak en basitlestirilmis kesir
halinde olmadigina dikkat etmeli. Eger j — r ile @/ — @ nin

miisterek carpanlari yoksa m/n en basitlestirilmis kesir
halindedir; aksi halde degildir.

Problem serisi 24

1. Teorem 6.4 ifadesine uyarak ) — V3 ve k-8 icin
verilmis bir misal vardir. Eger I, deki iki 0,464 ...
ve 0,392 ... sayllarmm I, daki iki say1 yerine secip
alirsak m ve n degerleri ne olacaktir?

2. Asa@daki hallerin her birine Teorem 6.4 iin ispatinda

Sl verilen metodu tatbik edin, ve bdylece Teorem 6.4

W deki esitsizlikleri gercekleyen m ve n degerlerini

‘ bulunuz:

N (@ A=V3 k= 2 (h) A=vV2 k= 8;

A B A=V3 k= 4; () A=vV2 k=10;

¥ © A=V3 k=6 @) r=v3 k=14;
(d A=V3 k=10; (k) A= =« k= 2;
© A=VZ k= 2" 1= & k=&
M A=vV2,%k= 4 (m)N= =% k= 6;
® A=vV2 k= 6 @ k= = k= 8

6.5 1/n° civarindaki yaklasik ifadeler

6.4 kisminin baslangicinda tetkikatimizin  yoniinii
bildirmistik, bu ise irrasyonel her hangi bir ). sayis: icin
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daha iyi yaklasikliklar1 se¢mektir. Teorem 6.3 de her
hangi bir n icin 1/2n civari icinde L min m/n ile yaklasik
olarak ifade edilmesinden, baz1 n = k icin 1/kn civari
icindeki Teorem 6.4 deki yaklasik degerlere gectik, Simdi
de 1/n* civarindaki yaklasikliklar: elde ediyoruz.

TEOREM 6.5. Irrasyonel her hangi bir L\ sayisi
verildiginde
1 m 1

LN
n’ n n?

olacak sekilde somsuz ¢ok, en basitlestirilmis sekliyle,
rasyonel m/n sayar: vardar.

ISPAT. Evvela, Teorem 6.4 iin esitsizligini gercek-
leyen rasyonel her hangi bir m/n sayisimn otomatik
olarak Teorem 6.5 inkini de gercekledigini goriiriiz. Buna
sebep n in k y1 gecmemesidir, k¥ = n den dolay1 Teorem
6.1 deki (d), (e) ve (g) kisimlarim1 kullanarak

i ko, Jioiatsdon Gl

Je o fen n?
olacagl sonucunu cikaririz. Bu sebepten — 1/kn ile 1/kn
arasinde bulunan her hangi bir sayi siiphesiz —1/n* ile
1/n* arasindaki bdlgede bulunmahdir.

Bundan sonra, en basitlestirilmis halde bulunmayan
rasyonel her hangi bir m/n sayisinin teoremin esitsizlik-
lerini gercekledigini ve sonra da en basitlestirilmis haldeki
aynl rasyonel sayimmn miinasip esitsizlikleri de gercekle-
mesinin icap ettigini goOsterecegiz. m/n in en basitlesti-
rilmis halini M/N ile gosterelim. » ve N in her ikisini
de pozitif kabul edebiliriz, zira her hangi bir negatif
isaret varsa bu isaret paya verilebilir. Bundan dolay:

. 2 , 0O<N<n
n N
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dir, zira en basit terimlerine irca edilis kesrin degerine
tesir etmez, fakat paydamn biiyiikliigiinii kiictltiir. Teorem

6.1 den
1 1 s RN |
n N n N
sonucu cikar ve boylece eger )
3 ;G |
Sl NS o=
n’ n n*

yi gerceklerse, o zaman otomatik olarak

yi de gercekler.

Teorem 6.5 1 tamamlamak icin ispat1 gereken sey
esitsizlikleri gercekleyen en basitlestirilmis terimi sonsuz
cok m/m rasyonel sayilarin mevcut olusudur. Bildkis,
farzedelim ki, bu kesirlerden yalmz sonlu sayida mevecut

olsun:
m, m, mg & ﬂ
B o
\
| Blmdan'sonraiadet
_d )

]l.l n n g e n
|

sayilar1 géz oniine ahmr. Boliim 4 {in Teorem 4.1 i gere-
gince bunlarin hepsi irrasyonel sayilardir, ve dolayisile
\§ bunlarin hic¢ biri sifir degildir. Bazilan pozitif ve bazlar
\} negatif olabilirler; biz 1/k min 0 ile biitiin pozitif sayilar
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arasinda bulunacak sekilde ve gene — 1/k mn 0 ile biitiin
negatif sayilar arasinda bulunacak sekilde, kafi biiyiik-
likkte bir k tamsayisini seceriz. Bunu yapabiliriz zira k y1
ne kadar biyiik secersek 1/k ve — 1/k 0 a o kadar yakla-
sir. Boylece, biitiin asagidaki esitsizlikler yanhs olacak
sekilde k y1 boyle biiyiik sectik:

i 1

_‘__<l_m <'_"1"
k n, k

(3) k . K i
1 i
k N k '

k nin bu degeri ile Teorem 6.4 {i tatbik eder ve

=2 S

el < )L—2<—I:l
kn n kn

olacak sekilde rasyonel bir m/n sayisim elde ederiz. Simdi,
bu L—m/n in —1/kn ile 1/kn arasinda bulunmasimn
ve béylece L — m/n in — 1/k ile 1/k arasinda bulunmasi-
nmin icap ettigini soyler; senbolle bu

e i -

1
e e b : '
k n k ' il

dir. Fakat mademki biitim (3) esitsizlikleri yanhstir, m/%
in i adet m,/n,, m./n., ---, m/n: sayilarimin her birinden

k. &
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farkhh oldugu sonucunu cikartiriz. Dolayis: ile Teorem
6.5 in esitsizliklerini saglayan bir rasyonel kesir daha elde
ettik.

MISAL. Irrasyonel x sayisina, Teorem 6.5 esitsizlik-
lerini gercekleyecek, kafi yakinlikta (en basitlestirilmis)
dort rasyonel yaklasik deger bulunuz.

COZUM. Evvela m— 3,14159 ... oldugundan

1 3 1 1 3 5
I —— L g—— < — Ve —= —_——
il 1: T 1 12 < T <

: : 1: g

oldugunu goriiriiz. Diger ikisini bulmak icin 2, 3 vesaire
I paydali en yakin
6 9 13 16 19 2
A 2 ] 3 r 4 ] 5 ] 6 ] 7 ] btk
b rasyonel sayilari elde etmek icin Teorem 6.3 teki metodu
, kullanabiliriz. 6/2 ile 9/3 Qi atariz, zira en basitlestirilmis

; halde degillerdir, ve digerlerini ise Teorem 65 teki
esitsizliklerde deneriz; mesela

—_——_—< (o e Eas Ao 1
36 = 6<36 ‘(Doﬁru.)

Boylece 13/4 ile 16/5 i atmaga, ve 19/6 ile 22/7 yi
| alikoymaga sevk olunuruz. Béylece 3/1, 4/1, 19/6 ve 22/7
18 ciimlesi soruya cevap teskil ed i

J

!
; | 22/7 rasyonel sayisi = nin cok iyi bir yaklasigdir.
W Paydasi 1 ile 56 arasinda olan ve = ye daha yakin olabi-
| -I. lecek hi¢ bir rasyonel sayr meveut degildir. 179/57 ras-
yonel sayisl = ye 22/7 den biraz daha yakindir, fakat
:._:_l Teorem 6.5 deki esitsizlikleri saglamaz, 355/113 rasyonel
| g sayisi Teorem 6.5 in esitsizliklerini saglar ve x ye 22/7
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ve nazaran bariz olarak daha yakindir. Hakikatte bu alti
ondahk haneye kadar sahihtir.

Teorem 6.5 in asagidaki kuvvetli ifadesini ispat etmek
miimkiindiir: /rrasyonel her hangi bir ). sayst verildiginde

% m 1

nin -+ 1) < n<n(n+1)

olacak segilde, en basitlegtirilmis, sonsuz ¢ok m/n rasyonel
saaplar vardar. :

Bu teoremin yardimile (= nin nisbeten zayif bir
yaklasigl olan) 4/1 sayisi yukaridaki misalden elenebilir.

Teorem 6.5 in kuvvetli ifadesini ispat etmek igin,
Teorem 6.4 iin kuvvetli bir ifadesine ihtiyacimiz vardir.
Biz ancak esas kademelerin taslagini verip teferruatlari
okura birakacagz.

Teorem 6.4 lin ispatinda, k araliklarinda dagilmis k
say1 verildiginde, ya ilk aralikta bir sayimin varhigmi, veya
bu sayilardan en az iki veya daha cok sayiy: ihtiva eden
bir arah@mn mevecut oldugunu sdyleyen, Dirichlet’nin
giivercin-delik prensibi kullanilmistir. Teorem 6.4 iin daha
kuvvetli bir ifadesini elde etmek icin birim araliklarimzi
k -1 alt arahklarina ayrinz ve: k 4 1 aralikta dagilmis
Ik sayis1 verilirse, ya ilk arahkta bir sayimin varhgm, veya
en az iki sayr ihtiva eden bir aralhigin mevcudiyetini
sovleriz. Gilivercin-delik prensibinin kullamlmasi, bize
ifadeyi degistirmeden, Teorem 6.4 de simdi ortaya cikan
«daha kuvvetli

v WS, S, NPT S

1 | m s

n(k +1) n n(k +1)

esitsizligini ikame etmek imkamimi vermektedir. Simdi
“Teorem 6.5 in kuvvetli seklinin ispat1i hemen yapilir.
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Problem serisi 25

1. Verilen irrasyonel bir ) icin, Teorem 6.5 in «sonsuz
cok rasyonel m/n sayllarindan» ikisinde n =1 oldu-
gunu, yani tamsayilar olduklarim ispatlayin.

9. ) verilmis bir irrasyonel say:1 olsun. Tek bir istisna-
dan gayri, Teorem 6.5 in esitsizliklerini gercgekleyen
her hangi bir rasyonel say1 otomatik olarak Teorem
6.3 iin esitsizliklerini de gercekledigini ispatlayin.

3. Tamsayillar olmayan, Teorem 6.5 in esitsizliklerini

(@) A= V2; (b) x=v3: (¢) A\=+V5

icin gercekleyen iki rasyonel say: bulun.

4. (a) (1) dizisindeki ilk bes sayidan hangileri,
A= V2 ile, Teorem 6.3 iin esitsizliklerini
gercekler?

(b) Hangileri Teorem 6.5 in esitsizliklerini ger-
cekler? '

5. (a) (2) dizisindeki ilk bes sayidan hangileri,

A= V3 ile, Teorem 6.3 iin esitsizliklerini

gercekler?
| (b) Hangileri Teorem 6.5 in esitsizliklerini ger-
' cekler?
b *6. »—=—23/5 hali i¢in Teorem 6.5 ifadesinin yanhs
(| oldugunu ispatlayin.
|

*7. (a) a/bile m/n en basitlestirilmis pozitif paydalr
I rasyonel sayilar olsunlar. n > b olursa esit
;‘ f c':ﬂfimayacak]anm ispat edin. Buradan n > b
|'| 1¢In
',, o R0 SF, W 1l
i | bn b n bn
| esitsizliklerinin yanhz oldugunu ispatlayn.
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(b) A her hangi sabit rasyonel bir )\ = a/b sayisi
ise Teorem 6.5 in ifadesinin yanhs oldugunu
ispatlayin.

*8. Teorem 6.5 in kuvvetli ifadesinin ispatim (bu problem
serilerinden hemen evvel verilmis krokiyi takip
ederek) tamamlaym. n—4/1 ile =—19/6 mn
kuvvetli esitsizligi gerceklemedigini, fakat = — 22/7
nin gercekledigini gosteriniz.

6.6 Yaklagikliklarin simirlanmas:

1 m 2 i !

i g R A e !

2n n 2n i

olacak sekilde, her hangi irrasyonel bir ) saysma tekabiil

eden sonsuz sayida m/n rasyonel sayilarimin meveut oldu-
gunu Teorem 6.3 de ispatladik. Sonra da Teorem 6.5 de

< AN——
2n* n 2 2n>

1 1 {

e ;

n n o w AR

olacak sekilde sonsuz cok m/n lerin meveut oldugunu tesis e
m 5 a ! ?

olacak sekilde sonsuz ¢cok m/n in meveut oldugunu ispat
etmek miimkiin midiir?

Ispatimt burada yapmayacagimiza ragmen cevap
evettir, Hakikaten

1 Wl
= Ly B R
v5n? n V5 n
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olacak sekilde irrasyonel her hangi bir ) sayisina tekabil
eden sonsuz cok m/n lerin bulundugunu, ve bundan baska

V5 in en iyi yaklasigi veren sabit oldugunu ifade eden

meshur bir teorem vardir. Bu, eger v 5 yerine daha bilyiik
her hangi bir sabit konuldugunda ifadenin yanhs olacagi
anlamina gelir.

Sabit biiyiikliigiinin bir limiti oldugunun nasil ispat edile-
bilecegi imkanina dair biraz fikir vermek icin, asagidaki
sonucu tesis edecegiz:

(4) e

olacak sekilde rasyomel m/n sawplari sonsuz ¢ok mevecut
degildir.

Hakikatte, 10 dan biiyilk her hangi bir n tamsayist
icin (4) ii ispat etmek imkéansizdir,

Ispat direkt degildir. n > 10 yaninda bazs m ve =
tamsayilar icin (4) iin cari oldufunu farzederiz.

1 = m
——<y2-2
on? v
esitsizligi, n > 10 i¢in
m — 1 PO
5 — < V24— < V24—
(5) 2 -+ o < V24 = &2

olacagina delalet eder. Diger taraftan

N A <_1_

2 o
esitsizligi, n > 10 icin
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1 1 "l
m — —— n
(6) — 5 Y2————> Y2——=—1
n Sn* 500

olacagina delalet eder. i
Simdi eger m/n i (4) esitsizliklerin taraflarina ilave ;
edersek '.'l
|
m 1 1 st
(7) i g \/2<—+—-—- )
n Sn* Sn* gl
elde ederiz. ,
Teorem 6.1 (e) geregince, bu ii¢c kismin her birinin N

karesi alinabilir ve, her kismin pozitif oldugunu ispat
etmek sartile, esitsizlikler muhafaza edilebilir. (6) '
geregince ‘
1 1 gl
m 3 1
—— >1——>1——3>0 s
n 5n? Sn* 500 % .1
olacagim goriiriiz. Bu sebepten (7) nin bitiin kisimlarr #4"3
pozitiftir, ve hepsinin karesini alarak g n4
i
N

B-dfereEei).

m* 2m a m# 2m 1
— LB = -+
n* sn? * 25n* n* g 5nd 25n*
y elde edilir. »* ile carparak
2m 7
| @ m—m << m +—+

on 25n*
elde edilir. Simdi (5) den dolayi

9
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2 1
¢ _2__,_,
2o g D

9) POy
2 Cacain] e m: 1
<m —t—5 +2500< o

olacagam goruriiz. Diger taraftan (5) den dolay

(10) 4
> m’-——-g >m*—1

yazabiliriz. (8) e (9) ve (10) u tatbik ederek

1
25m*

-—1<m’—--§-(3) + < 2w

2 ﬁ”__ ....];._ 2 g
smfom g cm L

m*—l<2n* <m® +1
elde ederiz. Fakat 2n® bir tamsayidir, ve eger m* —1 ile
m* -+ 1 tamsayilari arasinda bulunursa, m* ye esit olma-
hdir. Bu sebepten
.2ﬂ’=m2 » 2=1n-*., V—EE
n n

sonucuna variriz; burada m ve n tamsayiar olarak

farzedilir, V2 irrasyonel oldugundan bu bizi bir gells-
‘mezlige disiiriir.
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Problem serisi 26

1 — m 1
1. (a) A s
; 5n* Sn
olacak sekilde, n > 10 ile, rasyonel hi¢ bir m/n
sayisinin mevcut olamayacagim ispatlayin.
(b) Bu esitsizlikleri gercekleyen biitiin rasyonel m/n

sayllarini bulun.
1 m i &
2. (a) —— < V2—=< =
: n' e

olacak sekilde, n > 10 ile, rasyonel hi¢ bir m/n
sayisinin meveut olamayacagim ispatiayin.

(b) Bu esitsizlikleri gercekleyen biitiin rasyonel m/n
sayilarin bulun.

]_ il
3. (a) —_—< \/3—ﬁ<i
nd

n' n
olacak sekilde, n > 10 ile, rasyonel hi¢ bir m/n
sayisinin meveut olamayacagim ispatlayin.
(b) Bu esitsizlikleri gercekleyen biitiin rasyonel sayi-
lar1 bulun.

6.7 Ozet

Sonsuz cok rasyonel m/n sayilar: ile her hangi irras-
yonel bir ) sayisina ne kadar yaklasilabilecegi hakkinda
bir cok sonuclar tesis ettik. Kuvvetli teorem, . ya 1/n
civar1 dahilinde yaklasik ifade edilebilecegini, ifade eder.
Bundan sonra 6.6 kisminda negatif bir sonuc tesis ettik,

yani V2 nin 1/(5n%) civar1 dahilinde m/n rasyonellerinin

¥z 0
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gonsuz cok olamiyacaklarim tesis ettik. Benzer negatif
bir sonuc ta her hangi cebrik bir sayiya tatbik edilir. Her
hangi cebrik bir ) sayis: i¢in, A ya 1/n° civan dahilinde
sonsuz cok rasyonel m/n sayilarimin meveut olamiyacag
dogrudur, fakat burada ispat1 verilmemistir. Genel olarak
transandant sayilar icin bu stylenemez; hepsi icin dogru
olmayip, baz1 transandant sayilar icin dogrudur. Gelecek
béliimde, sonsuz cok m/n ile yaklasik ifade edilebilen bir
sayinin yalmz 1/n° civarn icinde olmayip, fakat 1/n¢
1/n' ve, hatta okur j yi ne kadar biiyiik secerse secsin,
1/% civan icinde yaklasik ifade edilebilecegini gostere-
cegiz. Ortaya konulan boyle sayilarin cebrik olmadiklar:
ispat edilecektir, ve biylece bu gibi seylerin transandant
sayilar olduklarim gostermis olacagiz. Mevcut olduklarini
bile bilmeden, simdiye kadar, bunlardan bahsettik!




BOLUM 7

TRANSANDANT SAYILARIN
MEVCUDIYETI

Transandant sayilarin mevcudiyetini nasil biliyoruz?
Bu sorunun cevabimi bu nihai biliimde verecegiz. Tran-
sandant bir sayiy:r gostermek oldukca kolaydir; transan-
dant oldugunu ispat ise tamamen baska bir konudur.
Transandanthgim tesis edecegimiz ozel sayimmn ondabk
acihmi, pek cok sifirdan ibaret olma gibi miihim bir
ozellige sahiptir. Bu sayiyil « ile gosterecegiz; degeri

o = 0,1100010000 . . .
dir; burada birler
1, 2, 6, 24, 120, 720, 5040, - ..
numarali ondalik hanelerde, yani |
1%, 21, 31,145 5L 6l VT, we

numarali ondahk hanelerde bulunur. k bir tabii say:
olmak ilizere, k! senbolu faktoriel k olarak okunmalidir

ve 1 den k ya kadar biitiin tabii sayilarm carpimim gos-
terir; su halde

k'—1.2.3.... . (k—2).(k—1).%k
dir.

a min ondahk ac¢ihmindaki biitiin rakkamlar, yukarida -

verleri faktoriel sayilarla tarif edilenler hari¢c, sifirdir.

!
e FT

N

£
!
i
L
|
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Dolayisiyle « 10un negatif kuvvetlerinin bir toplami1
olarak yazilabilir; yani

(1) a=10—2 4 10—2 4 108 { 104! | 105 4 ...
— 101 +10—2 4105 4 10—24 4+ 10120 4 ...
— 0,1 4+ 0,01 + 0,000001 - - ..

dir. Bu « sayisina, transandant sayilarin meveudiyetini ilk
gosterip ispat eden Fransiz matematik¢isine izafeten, bir
Liouville sayis1 denir.

o mn cebrik olmadigim ispat ic¢in transandant o
sayisimn hangi musahhas (konkret) ozelligini kullanabi-
liriz? Cevap, a sonsuz cok rasyonel m/n ile yalmz 1/n*
civar: dahilinde yaklasik ifade edilebilmeyip, 1/n°, 1/n%,
ve r her hangi pozitif bir say1 olursa olsun, 1/n” civari
icinde de ifade edilebilecegidir. Hic bir cebrik sayr bu
ozellige sahip degildir. Eger )\ her hangi irrasyonel bir
say1 ise, Teorem 6.5 de gordiigiimiiz gibi, 1/n* civari
icinde sonsuz cok m/n rasyonel ile yaklasik ifade edile-
bilir. Fakat eger ) cebrik ise, sonsuz cok m/n ile 1/n°
civarindan veya hattda 1/n*' civarindan daha yakin
vaklasik ifade edilemez; 1/n" lerin arasinda miimkiin olan
en iyisi 1/n° civart dahilidir. Cebrik sayilar hakkindaki
bu cins bir sonucu bulmak, senelerce ¢ézillemeyen askida
kalmis bir problemdi. Ingiliz matematikcisi K.F. Roth
1955 yilinda problemi ¢dzmiis ve hiinerli bu calisma icin
1958 yilinda Iskocyada Edinburgda Milletlerarasi Mate-
matikciler Kongresinde bir Fields madalyas: kendisine
teveih edilmistir. Sonuc¢ Thue-Siegel-Roth teoremi olarak
bilinir, zira Thue ve C.L. Siegel Roth'un calismasinin
dayandig1 baz: belli bash sonuclar ispat ettiler.

Soyledigimiz gibi, « mn transandanthigim ispat etmek
o mn ondalik acilimini yazmaktan cok daha zor bir mese-
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ledir. Kisim 6.1 deki esitsizlikler hakkindaki fikirleri
kullanacagiz. Mutlak deger kavramina da ihtiyacimiz
vardir. Okur belki bu kavrama asinadir, fakat asina degil
ise, bu konuya ve carpan teoremine Kkisa bir giris
veriyoruz.

7.1 Cebire ait bazi baslangic bilgiler

Her hangi reel bir a sayisi ya pozitif, ya negatif veya
sifirdir. Boyle her a sayisi icin, | a | senbolu ile gosterilen,
«a nin mutlak degeri» ni tarif edecegiz *. Eger a pozitif
veya sifir ise, @ min mutlak degerini | a | = a denklemi ile

tarif ederiz. Eger a negatif ise, tarif |a|=—-—a dir.
Mesela,
10| =0, |7]=71 |—4]|=4, |—6|=F6
|83]=3, |—5|=5, |—1000|=1000.

o nin pozitif, sifir, veya negatif olmasina gore tarifi
hallere ayirmak yerine, @ nin mutlak degerini

la|= Ve
4

basit denklemi ile tarif edebiliriz, zira va* mn hic bir 1
vakit negatif bir deger gdstermeyecegi konvansiyonu
vardir. ’
u ~ Iki saymin esit olmasinin esas bir sonucu da mutlak
. degerlerinin esit olmasidir. Eger a-—>b ise, senbollerle

|a|=|b| yazlir. (2) tarifimizin basit diger bir sonucu, j

*) Mutlak defer kavrammin daha yakindan tetkiki icin Edwin Becken- ! 4
bach ve Richard Bellmanin bu serideki monografinin Biltim IIT '{ine i
bakmnnz.
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dir. Eger a ve b degisik isarette iseler, biri pozitif ve digeri
negatif ise, 0 zaman a--b de bir miktar birbirini gotiirur,
ve [a + b| nin |a| ve [b| nin en biiyiigiinden kiiciik oldugunu
soyleyebiliriz. Bundan

la +b| < |af + [bf

cikar.
Eger sayilardan biri, mesela b=0, sifir olursa, o
zaman

la 4+ bl =la+0/=la|, bl=10{=0,
ve dolayisi ile
_ - b| = la| + |b|
olur. |
Ozet olarak, biitiin hallerde
@+ bl=—la| + 5| veya la+b|<lal+ bl

den biri vardir. . -
$ Mutlak degerler hakkindaki biitiin bu sonugclar asagi- ik
daki teoremde toplanmistir. :

TEOREM 7.1. Biitiin a ve b reel salar igin

(1) Eger a=Db ise, o zaman |a| = |b| dir; ol
(2) laj=|—al; !
(3)  |ab| = |a] - [b]; !
4) |a+b| < la/ 4 [B]

" vardyr.

p 3 Bundan sonra cebirdeki garpan teoremini ispat ediyo-
ruz. Hakikatte bunu ijlerdeki ihtiyaclarimz icin ispat

edecegiz.

TEOREM 7.2. f(x) katsayplar: tamsmp olan bir
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polinom ve rasyonel B saysy f(x) = 0 m bir kokii olsun.
Bu takdirde x—8 f(x) in bir ¢arpamdir; yani f(x) —
(x—B) qlx) olacak sekilde bir q(x) polinomu vardir.
Bundan baska q(x) in katsayplar, rasyonel ve derecesi de
f(x) in derecesinden bir derece asagidir.

ISPAT. f(x)i z—B ye bolersek bir ¢(x) bolim
sonucu ile bir » kalani elde ederiz. Kalanin derecesi daima
bélenin (bu halde birinci derece bir polinom olan x — @)
derecesinden daha ufak oldugundan, » x ten miistakil bir
pir sabittir. Bundan

f(x) =(x—B) q(x) +r

cikar, ve bolme islemindeki kademeler rasyonel operas-

yonlar diye bilindiginden, ¢(x) in katsayilarimmn rasyonel
olmalar1 lazimdir. Yukaridaki denklem 2 -cinsinden bir
ozdesliktir, su halde x yerine $ koyarak

FB) =7

elde edgriz. Mamafih f(B) = 0 dir, zira 8 f(x) = 0 in bir
kokiidiir. Bundan dolayr » = 0 dir. Béylece f(x) in x — 3
jle boliimii bir sifir kalan verir, ve boylece '

f®) = (x—B) g(x)

dir. En nihayet, f(x) in derecesi ne olursa olsun, ¢(x) in
derecesi bir derece asagidir.

Problem serisi 27

1. 12|, |-=2|, |—8|, ve 10| in degerlerini yazn.
2. Eger a=Db ise |a| = |b| oldugu metinde tesis edilmisti.
Bunun karsiti dogru mudur?

3. |a+b4el =lal+ b + e oldugunu ispat edin.
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4. (a) « = —T olursa | | 7|=u - 7 olacagin, fakat
x = —Tolursa [¥ - 7| =—a — T olacagim ispat
edin. ;

(b) |x—T|=x— 7T nin benzer bir analizini verin.

5. « in, eger varsa, hangi degerleri icin asagidaki denk-

lemler caridir?

@) |@+7=5+|af; (o) |Jo+T+]z—T|=z|+T;
(b) |a = |e—24 (d) |2x| = 2|x|.

6. Bolim 6 daki Teorem 6.5 in

1 m 1
e S i e e
n: n n*
esitsizliklerinin
m
| ==l
7 n?

seklinde yazilabilecegini ispatlayin.
7. 8!'=—8(T!) oldugunu ispat edin: (j}+1)!'= (j+1) (")
oldugunu da ispat edin.
8. (j+1)!'—j!'—34(j) oldugunu ispat edin.
9. 3/2 nin 20 — 132 - 272* — 4 — 21 — 0 1n bir kokii '
oldugunu deneyin. Sonra bu polinomu f(x) ile gosterip
Teorem 7.2 yi, f(x) in x — 3/2 ile bélinmesinde g (x)
béliim sonucunu hesaplayarak, gercekleyin.

7.2 ¢ ya yaklasik bir hesaplama

o nin transansanthiginin belli bash sebebi baz1 rasyo- l
nel sayilarla fevkalade iyi sekilde yaklasik hesaplanabile-
cegidir. Biz simdi bunu ispatlayacagiz. « min iyi bir
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rasyonel yaklagigi, o y1 tarif eden (1) serisinin terimlerini
sonlu sayida almakla, elde edilebilir. (1) de verildigi gibi
o min ilk j teriminin toplamim § olarak tarif ederiz; yani

(3) B=10"1410-2 410! 4 10—4 4 ... 4 10—

dir. j tamsayisinin degeri daha sonra aciklanacaktir. 8 nin
rasyonel oldugunu goriiriiz, ciinkii paydalar1 10 un kuv-
vetleri olan kesirlerin bir toplami olarak vazilabilir;

X : | 1 b |

b= T Tam "t

Biitiin bu kesirler miisterek 10" paydasi ile yazﬂablllr ve
boylece basit bir

Bk t
107

Kesrini vermek iizere toplanabilir; burada ¢ payi tam
degeri bilinemeyen bazi tamsayu gosterir.

B rasyonel sayisi a ya cok yakindir. (1) ve (3) esit-
liklerinden

a—B=10—0+D! | 100G+ | 10—G+D! | ...

oldugunu goriiriiz. « — 8 nmin ondahk acilimi, o nin kendi-

sinde oldugu gibi, sirf sifir ve birlerden ibarettir. 1 rak-

kamu ilk defa (j 4 1)! hanesinde rastlamir, bundan sonra

(j 4- 2)! hanesinde rastlanir, v.s. Boylece ¢ — § say1si
0,000000 - . . 0000002

den daha Kiiciiktiir; burada (j 4 1)! hanesindeki 2 rakkami |
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harig¢ biitiin rakkamlar sifirdir. Bunu séylemenin diger bir
volu da

2
2 s 100G+ 1)
dir.

a ve B y1 ihtiva eden baska baz basit esitsizliklere
ihtiyactmiz olacaktir. Mademki o« ve [( pozitiftirler, o
halde o ve  nin biitiin kuvvetleri de pozitiftir., Bundan
baska, & < 1 ve 8 < 1 oldugundan, her hangi pozitif » ve
- tamsayilar: icin o” < 1 olacagini, 8* < 1 olacagim, ve
a8 < 1 olacagim goriiriiz, ve boylece

16) O<a’r<l; Vel OowPt <l

olur.

7.3 Ispatin bir plam

o mn transandant oldugunu ispat etmek icin, tama-
men aksini kabul edecegiz, yani & mn cebrik oldugunu
kabul edecegiz ve bir celismezlige diisecegiz. « nin cebrik
oldugunu kabul etmek a« nin, katsayilar1 tamsayilar olan,
baz1 cebrik denklemi gercekledigi anlamindadir. « tarafin-
dan gerceklenen katsayilar tamsayilar olan biitiin cebrik
denklemler arasindan en alcak derecelisini secelim, bu

(7) c, an - c“_l:r:"—1 R c"__g.’c"—’
+ .re +-02* + 0% +0, =0

olsun. Isi kisa tutmak icin (7) nin sol tarafindaki polinom
verine f(x) yazacagiz. Bu f(x) polinomu Béliimiin geri

|
f
o
b
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kalan kismi boyunca miihim bir rol oynayacaktir. f(x)
hakkinda akilda tutulmasi icap eden temel faraziyeler
sunlardir:

(1) Katsayllarn tamsayilardir;

(2) o sayisy, f(a) idantik olarak sifir olacak sekilde
f(x) =0 in bir kékudiir; [burada f(«) olarak
f(x) de x yerine a koyarak elde edilen sonucu
anhyoruz|;

(3) « sayisi, katsayillar: tamsayilar olan, n den daha
asagi derecedeki hi¢ bir denklemin kokii degildir.

f(x) de x yerine B Koyarak elde edilen f(8) saysi da
analizde buiyiik rol oynayacakfir.

Ispatin esas fikri sudur. f(a) —f(B) [veya f(a) =0
oldugunda aym degerde olan — f(B)| sayisina iki farkh
yoldan bakacagiz. — f(8) y1 8 cinsinden katsayilar1 tam-
sayl olan bir polinom olarak goriiriiz. Mademki § rasyo-
neldir, — f() de rasyoneldir, ve mutlak degerinin nisbeten
biiyiik oldugunu goriiriiz. f(a) —f(8) w1 iki polinomun
fark: olarak goriiriiz; ve gelecek kisimda nisbeten kiiciik
olan bu farkin o — B nin biiyiikliigli mertebesinde oldu-
gunu gosterecegiz [Bakiniz, denklem (5)]. Boylece, a y1
cebrik kabul ederek, f(a) — f(B) icin catisan iki biiytiklik
mertebesi cikariyoruz ve bdylece bir celismezlik tesis
ediyoruz.

Bunun icin f(8) nin sifir olmadigim ve f(a) — f(8)
nin a — B ile aym bilyiikliik mertebesinde oldugunu goste-
rerek gelecek kisma yol hazirliyoruz.

Problem serisi 28

L@ ot 8= (a—B) (o + B+ uBt + B);




—
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(b) pi=— = (=5}
(U-‘ +_ auB + a‘:B’.‘ __}_ aB:-, + Bl};
(¢) a*—f'=(a—B)
(a® + a'B + a'f* 4 a*B’ + B 4 B°)
ozdesliklerini gercekleyin.
2. Derecesi 6 olan bir polinom ile ¢ — 3 nin carpimimn
o' — @7 olacagim ifade eden bir ozdeslik yazin.

3. Cebrik bir sayinin, katsayilar tamsayilar olan, sonsuz
cok cebrik denklemlerin kokleri oldugunu ispatlayin.

7.4 Polinomlarin ozellikleri

TEOREM 7.3. B says1 (7) denkleminin bir Kkoki
degildir; yani f(8) + O dir.

ISPAT. Eger B(7) nin bir kékii olsaydi, o zaman
Teorem 7.2 geregince z — B f(x) in bir carpani, yani

f(x) = (x—B) q(x)

olacakti. Teorem 7.2 dolayisile q(x) in_rasyonel katsayi-
lar1 vardir, ve derecesi f(2) in derecesinden bir asagidir.
Simdi, & f(x) =0 in bir kékii oldugundan

fl@) = (@ —B) g(a) =0

olur. Fakat ancak eger carpanlardan en az biri sifir ise
bu carpmm sifirdir. @ —@ carpam sifir degildir, zira a
f dan farkhdir. Su halde g («) = 0 dir; yani & g(2) = 0in
bir kokii ve q(x) in derecesi n— 1 dir. Eger ¢(x) in
rasyonel katsayilarinin biitiin paydalarinin carpimini k ile
gosterirsek, o zaman kq(x) carpiminin katsayilar1 tamdir
ve a kg(x) =0 in bir kokiidiir. Fakat bu, « nin katsa-
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yilar1 tamsayili olan n den daha kiiciik derecede hi¢ bir
denklemi saglamadigi olayr ile cgelisme halindedir.
f(B) =0 ipotezi bir celismezlige sevkettiginden f(B) + O
sonucuna variyoruz.

Bundan sonra son kisimda verilen ana hatti takip
ederek |f(a) — f(B )| nin, ¢ok kiiciik olan |a — @] nin aym
biiyiiklilkk mertebesinde oldugunu gosterecegiz (Bakimz
Kisim 7.2).

TEOREM 74. [f(a) —f(8)| < N (a —B)
olacak sekilde ve ancak f(x) in katsaylar ile derecesine
bagh bir N saysi vardr.

ISPAT. N sayisi

8) N=mnjc |+ E®B—Dlc, . |+ 8—2(fc, ,]
+ oo+ 26l + e

denklemi  ile tarif edilmistir. Bilhassa 8 nin tarifinde
kullamlan j tamsayisina N in bagh olmadigina dikkat
ediniz.

Ispat boyunca a* — @* nin carpanlara ayrimas: ile
o* — B* nin sagladif1 bir esitsizligi kullanacagiz. Carpan-
lara ayrilma

o — B = (a—PB) (@ + a*2B + o*—3
+ oo - a?BS | gfk—2 | gr—1)
jle verilmistir; burada k her hangi pozitif bir tamsayidir.

Bu carpanlara ayrilma (9) denkleminin sag tarafi carpi-
larak saglanabﬂir:\ '

)

a(a* 4 a*—B 4 .. 4 aBt-2 fqft-1)
=a* +a* B4 ... | a2 | of*k—




" .,
h
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ve
Bla* + a* 28 4 ... | aff—2. | k1)
= a* 1B + ok 22 4 ... 4ot gE
Eger bu 1ki denklemi birbirinden cikartirsak, ilk denkle-

min ilk terimi ve ikinci denklemin son terimi harig, biitiin

terimlerin yok oldugunu goriiriiz. Boylece ancak a* — B%
kalr.

(9) denkleminin sag tarafina baktigimizda, (6) esit-
sizlikleri sayesinde a1, a* 28 v.s. terimlerin her birinin
1 den kiiclik oldugunu goriiriiz. Fakat mademki bu terim-
lerden tam k tanec vardir ve o — (3 pozitiftir, su halde
(10) af —fF < (a—B) (1 +1+4 --.

+14+14+1)=k(a—8)

vazabiliriz. .
Simdi (7) denklemini kullanarak f(a) ve f(B) y1
hesaplar ve f(a) dan f(8) y1 cikartiriz. Boylece
fl@) —i(B) =c, (U_-“ ol i I o O _(F!”""l R

13 Aefe—B

elde ederiz.
Bundan sonra sag taraftaki biitéin terimlere miisterek
o — B carpanmim disar1 almak icin (9) 6zdesligini kullaniriz.
Bu bize
f@—1@) = (a—8) [c, (@™ +a2B+ -
+ CI.B"_2 + ﬁn—-l)
+ cn-—-l (au-—-ﬂ _l,_ GHB + e 5 + EBW—S
+ 82 4 - el

o =
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verir. Mutlak degerleri alip Teorem 7.1 ve (10) esitsizli-
gini kullanarak

b
If(a) —f(B)| < la—B] [nje, |
+ m—1e, .|+ --- +|a]]

elde ederiz. |o — 8= a— [ olduguna dikkat ederek ve
N sayisim tarifleyen (8) denklemini kullanarak nihayet

fla) —f(B)| < N(a—B)

elde ederiz. Boylece teorem ispatlanmis olur.
75 o mn transandantlig: -

Simdi (1) denklemi ile tarif edilen & sayisimin transan-
danthigmn ispatim tamamlayacagiz. Evvela f(a) — f(B)
v1 baska bir yoldan tetkik edecegiz.

TEOREM 75. j pozitif tamsaysma ne deger veri-
, ~r

(11) ;@) —f(@)] - 10"
sayst pozitif bir tamsaydar. : : ' '

, sayl
[—f®)]-10"" veya [f(B)]. 10%#

seklinde yazlabilir. (7) ve (4) denklemlerinden

RN

ISPAT. Mademki f(a) =0 dw, sbz konusu. edilen
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118) =e . p*Fec, B ol St - - GE 0
c,t O VAN Loa 1 e

n—1 n—2

W 10m.4! h 10tn—1)jt ot 10(n—2)5!
| (RN e
10+

oldugunu goriiriiz. 1077 ile carparak

@) - V= gt 10 Lo f-F0RS
4 ooe o eE—DI L g 10!

elde ederiz; sag taraf bir tamsayidir. Bu tamsayi sifir

olamaz, zira Teorem 7.3 geregince f(8) + 0 dir. Mutlak
degerleri alarak

|£(B) - 10|  veya |f(B)] - 10"

nin bir pozitif tamsay1 oldugunu goriiriiz; Boylece teorem ;
ispatlanmis olur. :

Simdi, (11) ile verilen saymmn 0 ile 1 arasinda bulun- '
dugunu gostererek Teorem 7.5 ile acik bir celismezlige
diisecegiz. Bunu yapmak icin, 8 nin tarifinde kullamlan,
4 tamsayisini

2N - 104 It
{12) ——ter ] }
10G+1)!

gercekleyecek sekilde sececegiz. Bu yapilabilir mi? Yapi-
labilir, zira bu esitsizlik

|
| L
100G +1)! —n.j! v t Sy J it
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e denktir, burada paydadaki s
G4+1!'—ni= G4+ Dil—njl= G+ 1—mn)j!

gibi yazilabilir. Sabit n icin j yi ¢ok biiyiik alarak bu is
istenildigi kadar biyiik yapilabilir. n ve N (7) ve (8)
denklemlerile tesbit edilmistir; fakat mademki j ne n e ve
ne de N e bagh olmadigindan (12) saglanacak sekilde j yi
biiyiik alabiliriz. _

Bundan sonra (11) ile verilen sayimnn 0 ile 1 arasinda
bulundugunu Teorem 7.4 ve (5) esitsizligini kullanarak
gosterecegiz; boylece

if (@) —f(B)] - 10" < N(a—B) - 10"
2N.101_lJ!
10G+1)!

= %

dir; burada en son adimda (12) yi kullandik. Tabii (11)
deki say1, Teorem 7.3 geregince, pozitiftir.

Bu yiizden bir celismezlige diiseriz, ve o« nin (7)
seklinde her hangi bir denklemi saglamadigi sonucuna
varirniz. Su halde « transandant bir sayidir. N

76 Ozet

Bu bolimde «Her hangi bir transandant say1 var
midir?» sorusunu bir Liouville sayisim ortaya koyup
bunun transandant oldugunu, yani cebrik olmadigim
ispatladik. :

Detaylar ispat1 golgeliyebileceginden ispatin tama-
mini tekrar gozden gecirelim. Esas fikir olarak

[
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@ =101 4+ 10-2' 4 10— 4 10— + ...

sayisimin rasyonel sayilar ile cok siki yaklasiginin bulu-
nabilecegini boliimiin baslangicinda soyledik. Hakikaten
bu olay, § ya nazaran o — @ mn cok kiiciik oldugunu
soyliyen (5) esitsizliginde ifade edilmistir. 8 nin paydas:
107! olan rasyonel bir say1 oldugunu [Bakmiz: (4) denk-
lemi|, fakat o — f nin ise 10— U*1! mertebesinde oldu-
gunu hatirlayalim. Bu biyiikliigiin kiicik mertebesi
Teorem 7.4 de o —  den f(a) — f(B) ya tesmil edilmistir;
burada f(x) x = a icin sifir olan ve katsayilar: tamsayi-
lar olan bir polinomdur. |

Diger taraftan Teorem 7.5 de f(z) —f(B8) yi tama-
men farkl bir yoldan gbz 6niine alarak, f(a) — f(B) nin
biiyiikliigiiniin daha evvel yapilan tahminden daha biiyiik
oldugunu gosterdik. (Teorem 7.5 de 10m7' carpani esash
bir rol oynamamaktadir; f(a) —f(8) nin iki biiyiikliik
mertebesi arasindaki bariz tezadi gostermek icin mevcut-
tur.) Bu f(a) —f(B) nin sadece — f(B) oldugunu ve
f(8) nin paydasi 10"# olan bir rasyonel say1 oldugunu
kabul etmekle yapilmistir. Bu sebepten o« mmn f(x) =0 i
gercekledigi ipotezi bize f(a) — f(8) nin daha evvel hesa-
bmin gosterildiginden cok daha biiyilk olma ispati
imkanim vermektedir. Bu tezad o nin transandant oldugu
olaymm tesis eder.

e Al T




EK A

SONSUZ GOK ASAL SAYI
MEVCUDIYETININ ISPATI

i

‘Burada yapilan ispat endirekt ispat adi ile maruftur,
veya celismezlikle veya reductio ad absurdum ile ispat
diye bilinir. Bu tip ispatta 6nermenin yanhs oldugu kabul
edilir sonra da bu ipoteze ayki bir sonuc c¢ikartilir.
Simdiki onerme halinde, su halde, ancak sonlu sayida asal
sayinin meveudiyetini kabul ederiz.

Bundansonmasalsayﬂarigmbwnotasymsistemi
tesis edecegiz. Ancak sonlu bir sayida olduklarindan onlar

D, P2y Psy, -+ Pk

ile gosterelim. k her hangi bir tabii say1 olmak iizere, bu
notasyon tam k sayida asal saymn mevcut oldugunu
gosterir. Bu asal sayilarin bilyiikliiklerine gore siralandik-
larim kabul edersek, tabii p,=2, p.=3, p,=5, p.=T,
v.s. olur. Bununla beraber bu ispatta 2, 3, 5, v.s. yerine
P1, D, Ps, V.S. notasyonunu kullanmak daha elverislidir.

Her tabii saymnin asal sayilar carpanlarina ayrilabil-
diginden her tabii saymmn

‘p'l..r P!; ?3:, Lty pk

asal sayilarindan en az birisi ile béliinebilecegini goriiriiz,
ciinkii ipotezimize gére bunlardan gayr: baska asal sayr
yoktur. Fakat biitiin asal sayilarin carpimina 1 ilavesi ile







ARITMETIGIN TEMEL
TEOREMININ ISPATI

-

Bu ekde 1 den gayr her tabii saywmn, carpanlarm
swrast hari¢, ancak tek bir tarzda asal sayr carpanlarina
aynrlabilecegi ispatlanmistir. 23 de oldugu gibi, kendisi
asal bir say1 olan her hangi bir tabii sayida oldugu gibi
bir «asal savilar carpanlarina ayrilma» anlasilir. Sonuc
Kkiiciik tabii sayilar icin kolayca saglandign gériiliir. Mesela
10 2.5 olarak carpanlara ayrilabilir, ve baska bir carpan-
lara ayriimanin miimkiin olmadifim tecriibe ile biliriz.
10 a kadar olan biitiin sayilar icin aymsi dogrudur: -

2=—=2

3=3

4—2.2

5=5

6=2.3

T="1 ;
8—2.2.2

9=3.3

10—2.5

Bu liste devam edilebilir, fakat ne kadar uzun olursa olsun
bdyle bir listeleme bir ispat teskil etmez. Ciinkii, ne de
olsa, sonsuz cok sayida tabii say1 vardir; biitiin hepsinin
carpanlara ayrilmasinin kontrolunu yapamayiz.

Bunun icin matematik bir ispata liizum vardir. 2 den
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10 a kadar biitiin tabii sayilarin, her birinin yegane
tarzdaki carpanlara ayrilmalar: ile, listesi yapimistir.
Simdi her tabii say: icin ya bu liste yegane carpanlara
ayrilmasim1 vermek iizere sonsuz olarak genisletilebilir
veya listenin bir yerinde yegane tarzda bolenlere ayrilma
son bulur. Bunlar yalniz mumkin olan iki imkéandir. Bu
iki imkandan birincisini tesis etmek istiyoruz ve bunu
biz endirekt bir ispatla yapacagiz. Ikinci imkanin cari
oldugunu farzederiz, yani tabii sayilarin listelenmesinin
bir yerinde yegane sekilde carpanlara ayrilma o6zelliginin
son buldugunu, ve bunun bir celismezlige sevkettigini
gosteririz.

Oldukc¢a uzun olan bu ispatin teferruatlarini yerine
getirmeden evvel okura yol gostermek icin, kisa bir taslak
veriyoruz.

Birden daha fazla tarzda asal carpanlara ayrilabilen
ilk tamsayiyr m ile gosterecegiz, ve m icin iki farklh
carpanlara ayrilma yazacagiz. Ispatin Kisim I’inde, m in
bir carpanlara ayrilmasinda gecen hic bir asal saymnn
diger carpanlara ayrilmada gecmiyecegini gosterecegiz.
Eger m in hakikaten iki farkl tarzda carpanlara ayrilmasi
varsa, birindeki biitiin asal sayilarin digerindeki biitiin
asal sayilardan farkl olacagim tesis ettikten sonra, niha-
vet, m den daha kiiciik olan ve iki farkh yoldan carpanlara
ayrilabilen bir sayiy1 ispatin Kisim II sinde insa ederiz.
Bu, m in iki farkhh asal carpanlarina ayrilan en kiiciik
tamsayl olmasi faraziyesini yalanlar, ve bu ise ispati
tamamlar.

Birden fazla tarzda asal carpanlarina ayrilabilen ilk
tamsaylyl m ile gosterelim. diger bir deyimle, m den kiiciik
her tabil saymin yegane tarzda carpanlara ayrilma &zelli-
gine sahip oldugunu farzederiz, halbuki m in birden fazla
carpanlara ayrilmasi vardir. Béylece m in en az iki farkh
carpanlara ayrilmasinin meveut oldugunu biliriz. Bunlar:
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M=0:P:Ps ---P V€ M=0q1QGs ---q:

olarak yazariz. Bu notasyondan ne kastederiz? m in p,,
P, Ps, V.S. p- e kadar asal ¢arpanlarina ayrilabilecegini, ve
m in diger bir q,, q., @s, V.S. g. e Kadar asal ¢arpanlarina
ayrilmasmin baska bir yolunun daha varhgm kastediyo-
ruz. Neden q,, gs, @s, V8. - e kadar degil? Ciinkii carpan-
lara ayrilmanin her ikisinde asal carpanlar sayisinin ayni
oldugunu farzedemeyiz; biitiin bildiklerimiz icin ayn
olabilir.

Notasyonun daha ¢ok izahata ihtiyaci vardir. Ek A
da yaptigimiz gibi, p, in 2 asal sayisimn tam baska bir
etiketi, p. nin 3 asal sayisimn baska bir etiketi, v.s. oldu-
gunu kastetmiyoruz. Asla. 2 asal sayisimn p,, p., ---, p-
yigiminda olup olmadigini bilmeyiz. Boylece p, 2 olabilir,
veya 23 olabilir, veya 47 olabilir, veya bunlardan hic¢ biri
olmayabilir. Sadece asal bir sayidir. Benzer sekilde p. her
hangi bir asal sayidir. p, gibi aym asal say1 olabilir, veya
olmayabilir. Biitiin farzedecegimiz sey m tabii saymn
asal carpanlarina ayrilmasinin iki farkl yoldan yapilabi-
lecegidir. ,

ISPATIN BIRINC! KISMI. Simdi gésterecegimiz
ilk sey birinci yigindaki p,, p,, - - -, p. asal sayilarmn ikinci
yigindaki q,, q., - - q. asal sayillarindan tamamen farkh
olmasidir. Diger bir deyimle, birinei yigindaki 7 asal sayisi
ikinci yiginda gecmez. Bu tamamen asikar olmadigindan
bir ispat vermege mecburuz. Iki yigimn miisterek bir asal
sayisi olsaydi, her yiZinda asal saymmin birinci olmasini
gosterecek sekilde notasyonu diizenlerdik, boylece p, — g,
olurdu. (Bunu yapabiliriz ¢iinkii her carpanlara ayrilmada
asal sayllar her hangi bir sirada diisiiniilebilir.) Simdi
P, = @, oldugundan g, yerine p, de yazabiliriz, béylece iki
carpanlara ayrilma

Biicie
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M—=7D0:P:Ps ---P V€ M=0(1q9:Gs ---Q

olur. Bu denklemleri p, ile bolersek

m m
— =Py - - Pr ve —=4q:qs --+ G
Y2 U

elde ederiz. Simdi m/p, tabii sayisimin iki farkh carpan-
lara ayrilmasina sahibiz, ciinkii m i¢in iki farklh carpan-

Jara ayrilma ile bashyoruz. Fakat bu imkansizdir zira m

birden fazla tarzda carpanlara ayrilmasi olan en kugiik
say1 idi, ve m/p, m den kiictiktiir.

ISPATIN IKINCI KISMI. Bodylece m in birinci car-
panlara ayrilmasindaki p,, p., - - -, p- asal sayilarinn ikin-
cideki gq,, q., ---, @ asal saylarindan tamamen farkh
oldugunu tesis ettik. Bilhassa p, in g, e esit olmadigm
biliriz; matematik olarak p, + g, sembollerile yazilir. Her
ikisinde p, in en kii¢ik oldugunu kabul edecegiz; yani
P < q, dir. Bunu farzetmege bir hakkimiz vardir zira
notasyon asal sayilarin iki yigim arasinda tamamen simet-
riktir. Boylece, p, < g, halindeki ispati tamamliyabilirsek,
p ler ve ¢ ler aralarinda degistirildiginde, simetrik bir
ispat benzer sekilde p, > ¢, haline tatbik edilebilir.

Su halde p, < g, i kabul ederek, iki farkh sekilde
carpanlara ayrilmasi olan, m den kiiciik bir say1 sunacagiz.
Bu, ispati tamamlayacaktir clinkii birden fazla tarzda
carpanlara ayrilmasi yaninda m in en kiiciik say1 oldu-
guna dair baslangicta yaptigimiz faraziye ile celismezlige
diisecegiz. Ifade edilen sartlar1 karsilayacak bir tabii sayl

n= (g, — P:1)q:Q:qs + " q.

olacaktir. n in nasil teskil edildigine dikkat edin: ql—-P:J

g.dh—é_—'m;-_..-»n..'. PR e
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ile ¢., q., - - -, q. asal sayillarinin carpimidir. Bir fark olarak
yazilabilir;

N=q\q:qs -+ Q— Thq«Qy - -+ @

veya
N=Mm—D:q:qs - - - Qs

ve mademki p,q.q, - - - g- pozitif bir sayidir bu n in m den
kiiciik oldugunu gosterir.

Nihayet, n tabii sayisimn iki farkh ¢arpanlara ayril-
masinin oldugunu tesis ederiz. Bunu yapmak icin, n in
derpis edildigi sekle bakariz, soyle ki

n=(q,—p1)q.q; --- q. .

G-, qs, - - -, @ carpanlarindan her biri bir asal sayidir, fakat
ilk g, —p, carpami muhakkak bir asal say1 degildir.
q. — p. asal carpanlarina ayrisaydi, carpanlardan biri
olarak p, asal sayswn ihtiva etmeyecek n in asal carpan-
larina ayrilmasina sahip olacaktik. Bunu gdérmek icin
ispatin Kisim I inde gosterildigi gibi q., q,, ---, q. asal
sayilarimn aralarinda evveld p, in olmayacagina dikkat
ederiz. Ikinci olarak, ¢, —p, in nasil asal carpanlarina
ayrildigimi goz oniinde tutmayarak, p, asal sayis1 meveut
olmayabilir; clinkii eger p, g, —p, in asal carpanlarina
ayrilmasinda bir carpan olsaydi, o zaman p, q, —p, in
bir bdleni olacakti. Yani, b bélme isleminde béliim sonucu
olmak uzere

ql =% p: ——— 'DLb
denklemi cari olacakti. Fakat bu bizi

¢ =p+mb ve q =p(l|b)
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denklemlerine sevkedecekti; sonunecu p, yi g, in bir béleni
olarak yorumlayarak ifade edilebilir, bu ise, bir asal say1
diger bir asal sayimnin béleni olamiyacagindan, imkansizdir.

Bundan sonra, p, asal carpanlarin biri olmak Ulzere,
n diger bir yolda carpanlara ayrilabilecegini gosteriyoruz.
Bunu yapmak icin, daha evvelki bir

N—=—M — P1q.4;s - - - gs

i

denklemine doéntliyor, m yerine

M ==Dpip.p; - - Dr

koyuyor ve boylece

R=DP:Ps * -+ Pr— D105 - -~ G
= pl (pzp.-; LR pr — ng:‘ e q,)

elde ediyoruz. Parantez icindeki kistim muhakkak bir asal
say1 degildir; fakat bunu eger asal carpanlarina ayirirsak,
p, asal sayisini ihtiva eden, n in bir asal carpanlara ayril-
masina malik olacagiz. Boylece » in iki tarzda carpanlara
ayrilmasim sunduk, veya daha dogrusu,.biri carpanlar
arasinda p, asal sayisinin bulunmayam ve digerinde bulu-
nant olmak lizere n in carpanlara ayrilmas: icin iki usul
verdik. Diger bir deyimle, m den kiiciik olan n sayisinin
iki farkli asal carpanlara ayrilmasi vardir. Bu ispati
tamamlar.



EK C

TRANSANDANT SAYILARIN VARLIGI
HAKKINDA CANTOR'UN ISPATI

Boliim 7 de birini sunarak transandant sayilarin
varhgim gosterdik. Bu Ekde tamamen degisik bir metodla
varhklar1 hakkinda, aym zamanda sonsuz c¢ok sayida
transandant sayilarin meveut oldugunu géstererek, ba-
@imsiz bir ispat verecegiz. Bir bakima, hakikatte, transan-
dant sayilarin cebrik sayilara nazaran daha fazla olduk-
larim tesis ederiz.

1lk énce dikkatimizi cebrik reel sayilar ile transan-
dant reel sayilara hasredecegimizi acikliyalim. Mesela
2?1 1 =0 1 kokleri cebrik olup 7reel cebrik sayilar
degildir. Ifade ettigimiz sonuc ve ispatlar karmasik sayi-
larda da caridir, fakat biz dikkatimizi reel sayilara hasre-
derek ufak giicliiklerden sakinmis oluruz.

Bir S ciimlesi ile muayyen, iyi ayirtlanabilen esya
toplulugunu kastederiz. Bu esyalara 8 ciimlesinin iiyeleri
veya S ciimlesinin elemanlar: denir. Bir S ciimlesi, mesela
20 den kiiciik '

S={2, 3, 5,17 11, 13, 17, 19}

asal sayilar ciimlesi gibi sonlu olabilir; veya 8, mesela
biitiin tabii sayilar ciimlesinde oldugu gibi sonsuz olabilir:

§={1,2345,6, ...}

e Y




EK C 173
Sonsuz bir ciimleye, eger tyeleri

@, A, ds, a"l) e

gibi bir dizi halinde, ciimlenin her uyesi dizide bulunabi-
lecek sekilde yazilabilirse, sayilabilir (veya tadad edile-
bilir) denir. Mesela dizide = ci terim 2n olacak sekilde
cift sayilar cilimlesi

, 2,4, 6,8, 10, 12, -

olarak yazilabilir, su halde bu bir sayilabilir ctimledir.
Biitiin tamsayilar climlesi sayilabilir, ¢linkii

0, 1 X— 0y &n s By =By iy g s

dizisi halinde yazilabilir. Diger bir tarzda bir dizi halinde
de yazilabilir, fakat her hangi bir yol ciimlenin sayilabilir
oldugunu gistermege kafidir.

Bir climlenin sayilabilir oldugu sonucuna varmak icin
bir ctimlenin 7 inci terimini veren has her hangi bir
formiiliinii bilmemize liizum yoktur. Mesela

2,3 5 17, 13, 17,.19, ...

asal sayilar ctimlesi, hattd yiiz milyonuncu asal sayimn
tam kat’i degerini bilmesek bile, sayilabilir. Biitiin ciimle
icin bir dizisel sira tasavvur edebilerek boyle bir asal
saymin var oldugunu bilmek kafidir.

7 _

Bundan sonra biitiin rasyonel sayilar ciimlesinin sayi-
labildigini tesis ederiz. Her hangi bir rasyonel saymnn,
katsayillar1 a ve b tamsayilari olan, ax -b=—0 lineer
bir denklemin bir kékii oldugunu goriiriiz. Bundan baska
genellikten her hangi bir sey kaybetmeden a min pozitif
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olma sartim koyariz Mesela 3/5 rasyonel sayisi 5x—3=—=0
in bir kokidiir. ax -+ b= 0 denkleminin endisi

1+4a+ b

dir deriz; bir denklemin endisi bOylece pozitif bir tamsa-
yidir. Mesela 52 — 3 = 0 denkleminin endisi 9 dur. Endisi
1 olan hic bir denklem yoktur, ve endisi 2 olan ancak bir
tane denklem vardir, o da =0 dir. C1 Tablosu endisi
5 e kadar olan biitiin lineer denklemleri ihtiva eder.
Biiyiikliik sirasina gére, C1 Tablosundaki denklemlerle
ithal edilen rasyonel sayilar, C2 Tablosunda gosterildigi
gibi, cetvel halinde de yazlabilirler.

Her hangi bir j endisi icin ancak sonlu sayida lineer
denklemlerin mevcut oldugu asikardir. Hakikatte, j endisli
2j— 3 denklem vardir (tam saymin hakikatte bir ehem-
miyeti yoktur). Boylece her artan bir endis ile ancak yeni
rasyonel sayilar sonlu sayida sunulur. Bu sebepten ras-
yonel sayilar: her defasinda, 2 endisli denklemlerin, sonra
3 endisli denklemlerin, ve daha biiyiik endlsh denklemlerin
koklerinin cetvelini yaparak

sk X o |
0,__-1, 13_2!__1 =g 2!_3! T e 3, " s ld
2 2 Fsa

gibi bir dizi seklinde yazabiliriz.

TABLO C1
Endis Denklemler

2 =1

3 20 =0 2+1=0, t—1=0

4 3xr=0, 20+4+1=0, 20—1—0,
x+2=0 2—2=—0

5 4r=0, 3x-+1=0, 2xr4+2=0,

20—2=0, x4+3=0, 4+3=0
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TABLO C2
Endis Sunulan rasyonel sayilar
2 0
g
4 —2, ——, —, 2
2 =2
3 bl
S _3s SRR e 3
2 Il

Mademki her rasyonel sayr bu dizide gececektir, bundan
rasyonel sayilarin sayilabilir oldugu sonucu cikar.

Hakikatte ayni ispat cebrik sayilar ciimlesinin sayi-
labilir oldugunu tesis icin kullanilabilir. Fakat evvela bir
cebrik denklemin kac¢ tane kokii olabilecegi hakkinda bir
geyler bilmemiz lazimdir. Cebrik bir sayinin

(1) () =ao"+a, 2" '+a ,z"2
+ oo+ 0 4 0@ + 4, =0

tipinde, Kkatsayilar1 tamsayilar olan, f(x) denklemini
sagladigini hatirlayiniz, a. i pozitif alabiliriz, eger negatif
ise, o zaman koklerine dokunmadan, denklemi —1 ile
carpabilirdik.

TEOREM C 1. (1) seklindeki her hangi bir denk-
lemin en fazla n farkh kokii vardr.

ISPAT. Ispat edilecek olanin aksine (1) denkleminin
n -+ 1 farkh kokii oldugunu farzedelim, bunlar 8,, 8., Bs,
«++y BB 41 olsun. Biz simdi Teorem 7.2 yi, veya daha
dogrusu, bu sonucta biraz farkli olamm kullamriz. Bu
teoremin ispati bize, § ister rasyonel bir say1 olsun veya

hw‘ S N
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ister olmasin, eger B f(x) =01 bir kokii ise, x —8
f(x) in bir ¢carpam oldugunu temin eder. 8 mn irrasyonel
olmasi1 halinde, bdliim sonucu ¢(2) in katsayilari irrasyo-
neldir, fakat bu hal burada bahis konusu degildir. Boylece
bu kisimda » — 8, in f(x) in bir ¢arpanm oldugunu gorii-
riiz; q,(2) bdliim sonucu olmak uzere

f(ilf) =S (-T—BI)QI(w]

dir. Mademki 8. f(x) = 0 in diger bir kokudir, o halde
q.(x) =0 1n da bir kokil olmasinin lazim geldigini gorii-
riiz, ve boylece x— 8. q.(x) in bir carpamdir; q.(x)
boliim sonucu olmak iizere

a:(z) = (2 —B.)q.(2)
(@) = (x— B.)q: (%) = (x —B,) (. —B.)g:(x)

dir. Bu islem 8., B., - - -, 3. ile devam edilirse, f(x) in
(2 fx)=(@x—B)(@—B)(x—B))- - -(x— B«lqul:cl)

seklinde carpanlara ayrilabilecegini goriiriiz. Fakat f(x)
in derecesi n dir, su halde g.(x) bir sabit olmahdir; haki-
katte bu carpanlara ayrilmanin (1) denk]emine uygun
diismesi icin g-(xz) a- olmahdir.

Simdi biitiin diger koklerden farkl: olan . kokiini
g6z Oniine alalim. f(Bu+1) = 0 olmasindan, (2) den sifir

olmayan terimlerin carpimlarinin sifir olmasi imkansiz
olan

(ﬂn«}l_ BI) (Bs+l =¥ Bz) (Bn+1_'Ba}' up (B”H—ﬁ”)a_:ﬂ

cikar. Boylece Teorem C 1 ispatlanmis olur.

3
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TEOREM C 2. Cebrik sayilar ciimlesi sayiabilir.
ISPAT. n-ta 4 la, | 4lal 5]
A i o 0 Gl i 0

ne (1) denkleminin endisidir deriz. a. pozitif oldugundan
bu bir pozitif tamsay1 olup bir lineer denklem endisi
tarifinin acik bir genellestirilmesidir. Endislerin ufak
degerlerine tekabiil eden biitiin denklemleri, Tablo C 3 de
gosterildigi gibi, cetvel halinde verebiliriz.

TABLO C3
Endis Denklemler
=2 2=0"
=0, 20=0, ¥+4+1=0, t—1=0
4 =0 20=0 4+1=0 2—1=0
3x=0, 204+1=0, 2r—1=0,
r4+2=0, x—2=0

Lineer denklemler halinde oldugu gibi, Tablo C 3 iin
denklemlerinden cikan biitiin yeni cebrik sayilarin simdi

listesini yapariz. Bunlar: her endis icin biiyiikliik sirasina
gore alirsak

= e ¢
0; _]-p 1; _21 T v % 2; _—'3:
2
i 3 [5—1
(3) __V +1:‘_\!2)_—v !__v ]
2 2
V3 olB-=T ol ofS
T de e (i o \’ |Ls \/2, v +1!
R W2 2 2
3; —4,
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dizisini elde ederiz. 0 sayisi endisi 2 olan bir denklemden,
—1 ve 4 1 sayilar1 endisi 3 olan, —2, —1/2, 1/2, 2
sayllar1 endisi 4 olan, v.s. denklemlerden gelmektedir.
Tesbit edilen her hangi bir h endisli denklemin sayisi
sonludur, zira n derecesi ve a., .-, @, katsayilar1 sonlu
bir tamsayilar climlesine inhisar etmektedir. Aym zaman-
da her denklemin Teorem C 1 geregince en fazla n kokii
olacagim biliyoruz. Bu sebepten (3) dizisi biitiin reel
cebrik sayilari ihtiva eder. Mamafih daha yiiksek endis-
lere gectigimizde, verilen her hangi bir endisdeki biitiin
denklemlerin her safhada listesini gikarabilmemize rag-
men, (3) de ilk bir ka¢ sayiy1 elde ettigimiz gibi, has kok
sekillerinin listesini yapmaga devam edemeyiz.

Teorem C 2 den, O ile 1 arasindaki reel cebrik sayi-
larin sayilabilir olduguna dair yeni bir sonuc tesis etmek
arzu ediyoruz. Bu, altciimlelere ait bir teorem ile ifade
edecegimiz genel basit bir prensipten cikar. Eger M in
her elemam 8 in bir elemani olursa bu takdirde bir M
ciimlesine bir S ciimlesinin bir alteiimlesidir denir.

TEOREM C3. Her hangi sawplabilir sonsuz bir
altciimlenin kendisi de sayilabilir.

ISPAT. M sayilabilir bir ciimle olan S in bir sonsuz
altciimlesi olsun; bu 8 = {a, @, a,, a,, -..} olsun. a;, 8 in
M de bulunan ilk elemam, a:.. ikinci elemam, v.s. olsun.
Bu halde

Hz{ﬂ-l;, iz, iy, "‘}

M ciimlesi olup bunun da sayilabilir oldugu asikardir.

Buraya kadar goz Oniine aldigimiz her sonsuz ciimle
sayilabilirdi. Simdi sayilamiyan farkh bir ciimleyi tetkik
edecegiz.
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TEOREM C4. Reel sayilar ciimlesi sayilamaz.

ISPAT. Teorem C3 den dolayi, O ile 1 arasindaki
reel sayilar icin bunu ispat etmek kafi gelecektir; bilhassa
1i ihtiva edip 01 haric tutan 0 < x =1 yi saglayan
x reel sayilar icindir. Farzedelim ki O ile 1 arasindaki reel
sayilar ciimlesi sayilabilir. olsun:

Ty ?'4_-, T:-!) rvu T A

Biitiin bu hallerde sonsuz peryodik sekilleri kullanarak
(Bakimz Kisim 2.5) bitimli ondahklardan kaginarak bu
sayilar: ondahk sekilde yazin. Mesela 1/2 0,5 den ziyade
0,499999 . .. olarak yazilmahdir. Boylece

7y == 0,010,405 0 Qs < v
Yo— Ooacla 2ol 24@us, - - -
Ts = 0,000 Q3304: -+, V.8

olacaktir. Simdi bir
B = 0,b:b.byb, --- -

sayisini asagidaki sekilde teskil edelim. b, 1 ile 9 arasinda,
b, a,, den farkl olmasi mecburiyeti haric, her hangi bir
rakkam olsun. Benzer sekilde, b. a.. den baska her hangi
sifir olmayan bir rakkam olsun. Genel olarak, b a. dan
baska sifir olmayan her hangi bir rakkam oisun. Bu sebep-
ten [ sayis1 r, den farkli (zira birinci ondahk basamakta
farkederler), r, den farkl (zira ikinci ondallk basamakta
farkederler), ve genel olarak § 7 dan farkhdir (zira k inci
ondalik basamakta farkederler). Béylece B r lerin her
birinden farklhidir. Fakat § 0 ile 1 arasindaki- reel bir
sayidir, su halde bir celismezlige diiseriz.
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Bu teoremden, mademki O ile 1 arasindaki cebrik
sayilar sayilabilir ve fakat 0 ile 1 arasindaki sayilar sayi-
lamazlar, su halde cebrik olmayan reel sayilarin mevecut
olmasinin icap ettigi sonucuna variriz. Bunlar, varhklar:
boylece ispatlanan, transandant sayilardir.

TEOREM C5. Reel transandant saylar -ciimlesi
saylamazlar.

ISPAT. Reel transandant sayilarin sayilabilir oldu-
gunu farzedelim; bunlar

tl! t’u t-‘) tt: =

olsunlar. Mademki reel cebrik sayilar Teorem C 2 geregin-
ce Sayﬂabilir! bunlar a, @, ay, a,, --- omar, Teorem
C 4 {in aksine reel sayilar ciimlesi

tl; al: t&‘, a‘:, ta,, a:, t.;, d‘l, X

gibi dizi halinde listesi verilebilir, Bdylece bir celismezlige
diiser ve Teorem C 5 tesis edilmis olur.

Nihayet, Teorem C2 ve C5 i, transandant sayilarin
cebrik sayilardan «daha fazla» oldugunu sdyleyerek yo-
rumlayabiliriz. Cebrik sayilarin sonsuz bir dizi halinde
listesi yapilabilir, fakat boyle bir dizi halinde listelemeyi
miimkiin kilamiyacak kadar cok sayida transandant sayi
vardir.

Problem serisi 29

1. (a) 6 endisli biitiin lineer denklemlerin listesini yapin,
ve (b) bu denklemlerin, daha alcak endisli lineer
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denklemlerin kokleri olmayan, biitiin koklerinin
listesini verin.

Pozitif ve negatif, biitiin tek tamsayilar climlesinin
sayilabilir oldugunu ispat edin.

a ve b si biitun tabii sayilar bolgesinde olan a -+ ba*
polinomlar ciimlesinin sayilabilir oldugunu ispat edin.
Endisi 5 olan biitiin denklemlerin listesini yapin, ve
sonra eleman 3 e kadar (3) dizisini saglaymz.

a ve b si biitiin rasyonel sayilar bolgesinde olan a -}- b
3 seklindeki sayilar ciimlesinin sayilabilir oldugunu
ispat edin.

Bir A climlesi sayilabilir B ve C ciimlelerine ayrila-
bilirse 4 nin sayilabilir oldugunu ispat edin.

Reel sayilar ciimlesinin (tamamen) 0 ile 0,1 arasinda
sayllamaz olduklarim ispatlayn.

Biitiin irrasyonel sayilar ciimlesinin sayilamaz oldu-
gunu ispat edin.



SEGILMiIS PROBLEMLER iGIiN
OGUTLER VE CEVAPLARI

Seri 1

1. (a) Yanhs: 1-1=2.
(b) Dogru.
(c) Yanhs: 1— (— )-*‘-2
(d) Dogru.

*(e) Yanhs: 2" |-2*—6, ve 6 2 nin tamsayi bir
kuvveti degildir. —

2. Sekiz, sunlardir: 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30

3. Bes, sunlardir: 1, 2, 4, 8§ 16.

4. 4.

5. 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97.

*6. Ogiit. Verilen bir d sayisimin tam katlar olan sayilar
icin iyi bir notasyon bulunuz.

Seri 2

1. Evet; g=—1T. 7. Hayir.

2. Evet; g=—1. 8. Evet; g=1.

3. Evet; g=T1. 9. Hayr, ciinkil g yegine

4. Hayrr. degildir.

5. Evet; q-——35 10. Evet. -

6. Evet; g=0. 11. Evet.

!
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Seri 3

(a), (b), ve (f) dogrudur; (c), (d), ve (e) yanhstir.
Biitiin hallerde dogrudur.

(a), (c), ve (d) dogrudur; (b) ve (e) yanhstir.

(a), (b), (¢), ve (d) dogrudur; (e) yanhstir.

Seri 4

(a) kapali degildir, (b) kapahdir, (c) kapahdir,
(d) kapali degildir, (e) kapahdir, (f) kapahdr,
(g) kapalidir.

Seri 6

(a) 0,25; (b) 0,015; (c) 0,8025;
(@) 0,0112;  (e) 2816;  (f) 1,259.

Seri 7

(a) Yanls, meseld b — 10 halinde;
(b) Dogru; 1
(¢) Yanhs, meseld b=—10 halinde;
(d) Yanhs, meseld b=—"7 halinde;
(e) Yanlis, meselda b=—7T halinde;
(f) Dogru.

(a) Yanlis, meseld 3/6 kesri halinde;
(b) Dogru;

(¢) Yanlis, mesela 3/6 kasri halinde.
ab =0 olursa, o zaman a=—0 veya b—0 (ohn‘)
(b) Evet.
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Seri 8

(a) 1/9;

(b) 17/3;

(c) 3706/9900 — 1853/4950
(d) 9978/9990 — 1663/1665;
(e) 1/9900;

&) L

Seri 9

(a) 0,12; (b) 0,3; (c) 48; (d) 10,0.

(a) 0,72999 ...; (b) 0,0098999 ...; (c) 12,999 ....

b 2 ve 5 den gayn hig bir asal say1 ile béliinemiyecek
ozelligini haiz ve a + 0 olan (basitlestirilmis) a/b
rasyonel sayilari.

Hic biri.

Seri 10

Seri 11

V3 ve — V2 alacaktir.
V2 ve V2 olacaktir.
V2 ve V3 olacaktir.
V2 ve V2 olacaktir.
V3 ve 1/V2 olacaktir.
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Seri 12
(a) n=3, c.=15, ¢.=—23, 6,=9, ¢, =—1;
(b) n=3, =3, €:=2,6=—38, co=——2;
(c) n:3, c.'l=2, 0227, 01:‘_3, C;,=—18;

() n=4d.0,=2, e.=0,5;=—1 €,=—3,
Gy =20}

(e)in=05;6:=3, ci=0,5=—581c;=—05;
¢, =—12, ¢,—8;

(B n—=4lc.=1, =0 =—3 ¢ =9
Cg——-—g.

(a) evet; (b) evet; (c) evet; (d) haywr; (e) evet;
(f) hayir.
Ogiit. Denklemi b .b.b,b, carpimi ile carpinz.

Seri 13

Ogiit. Teorem 4.1 ile Problem 1 deki sonuglardan
birini kullanimz. -

Ogiit.  Mesela 2/2 z*—1=0 1n bir kokiidiir.
Seri 15

(a) Ogiit. (5) denkleminde 0 yerine 40° koyunuz,

ve cos 120° =— — 1/2 olaymm kullanmz.
(b) Ogiit. Problem 1(a) daki sonug ile denklem (8) i
kullaniniz.

(¢) Ogiit. 8 = 10° ile (8) denkleminin birinci Kkis-
mint kullaniniz.

(d) Ogiit. Problem 1(a) daki sonu¢ ile cos8
=sin(90° — §) ozdesligini kullanimz.
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(a) Ogiit. (1) denkleminde A yerine 30 ve B yerine
20 koyunuz ve (3), (4), (5) ve (7) denklemlerini
kullanimz.

(a), (b), (e), (d), (i), (k) rasyoneldir.

Seri -16

(a) Ogiit. cos 30° = V3/2 yi kullanimz.

(¢) Ogiit. cos45° = \'2/2 yi kullaninz.

(d) Ogiit. cos40° nin irrasyonel olma olayini, ve
cos 2.35° = cos T0° = cos(90° — 20°)=sin 20°,
v.s olaymm kullanimz.

(b) Evet.

Seri 17

Ogiit. log m -+ log n = log mn oldugunu hatirlayimz.
Ogiit. Diger seyler meyaninda metindeki Misal 3 ii
kullanimiz.

Seri 18

(a) Ogiit. 2* — 3==0 nin bir kokiidiir.

(b) Ogiit. x* —5=—0 nin bir kékiidiir.

(e) Ogiit. x* — 10x* -+ 1 = 0 nin bir kdkiidiir. Bolim
4 deki denklem (5) e bakimz,

(d) Ogiit. Boliim 5 deki denklem (6) ya bakimz.
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Seri 21

(a) Mesela eger r==—2 ve s = — 3 ise yanlstir;

(b) Mesela eger r—4, s—23, ve ¢=—2 ise yan-
histir;

(c) Dogru;

(d) Dogru;

(e) Dogru;

(f) Mesela eger A =—2/5 ise yanlistir;

(g) Dogru

— 10 < % <20, .

(b) Evet. Fark sudur ki w—wv (b) de sifir olabilir

fakat (a) da olamaz.

Seri 22

(a) 1, (b) 3, (c) 4, (d) 6, (e) 5, () T, (g) 3, (h) 31,
(i) —2, (G) —22

Seri 23

2/1, 3/2,5/3, T/4, 9/5, 10/6, 12/7, 14/8. 16/9, 17/10.
3/1, 6/2, 9/3, 13/4, 16/5, 19/6, 22/7, 25/8, 28/9,
31/10.

Ogiit. Bunu Teorem 6.3 den cikarimz.

Ogiit. ) — V2 ve n — 4 halini gbz dniine aliniz, ve

1 m 1
—_—— L N—— g —
8 4 8

olacak sekilde hi¢ bir (basitlestirilmis) m/4 kesrinin
bulunamiyacagini tesis ediniz.



.

Rasyonel ve lIrrasyonel Sayilar

Seri 24

n==4 m="T

(@ (b) (¢) (@ () () (&)

2 3 4 4 1 3 5

3 5 7 7 1 4 7

i @) (k) @O (m) (n)
- Tadiohs - Byl Sl NS St ¢

7 7 3 3 3 22
Seri 25

Ogiit. Tamsayiy1 ). dan hemen daha biiyiik ve tam-

sayly1 hemen biraz kii¢iik alimz.

(a) 3/2 ve 4/3 olacaktir.

(b) 3/2 ve 5/3 olacaktir.

(e¢) 7/3 ve 9/4 olacaktir.

(a) Onlarin hepsi.

(b) 1/1, ve 14/10 7/5 in irca edilmis seklinden
alinmstir.

(a) 3/1, 31/10, 314/100; (b) 3/1.

Ogiit. Teorem 6.5 deki esitsizliklerin ) —3/5 ve

n > 5 ile her hangi bir m/n in asagidaki sekilde

oldugu gibi dogru olmadigim ispat ediniz: \—m/n

yva pozitif veya negatiftir. Poz:tif ise en az 1/5n

oldugunu, negatif ise en fazla —1/5n oldugunu

gosteriniz.

(a) Ogiit. Ek B de verildigi gibi, Aritmetigin Temel
Teoremini verilen rasyonel sayilarin esit olma--
diklarimn ispatinda kullanimz.
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(b) Ogiit. Teorem 6.5 deki esitsizliklerin » i b den
biiyiik olan her hangi bir m/n rasyonel sayisi
icin cari kalamiyacagin ispat ediniz.

Seri 26

(b) Hic biri yoktur.
(b) 1/1, 2/1, 3/2.

(b) 1/1, 2/1.
Seri 27
2, 2, 8; vel0—1
Hayir.
(e =7 ' ise  |e—T|=g—T diry =57 ¥e
|2 —T|=—& 4T dir,

(8) a=—1; (b) #=2; )x=T Wio=—1
(d) ’in biitiin degerleri.

Seri 28

o' — B = (& —B) (° + a'B 4+ a*f?

+ a*f® + o*B* + aff® 4 B°).
Ogiit. f(x) =0 in her hangi bir kokii f(2)g(x) =0
in de bir kokiidiir.

Seri 29

(@) S50=0, 4x +1=0, 32 +2=0, 2r + 3=0,
zx4=0;

(b) —4, —3/2, —2/3, —1/4, 1/4, 2/3, 3/2, 4.

Mesels, d, — 1,3, —3,5, —5, 7, —%1,9' =9 ...
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Ogiit. a -+ ba* in endisi olarak a -+ b yi tarif ediniz;

_sonra verilen her hangi bir endis icin sonlu sayida

polinomlarin mevcut oldugunu goériiniiz, ve hepsini
sayiniz.

r=0 2°=0 22x1=0 z*tzx=0,
=0 3r=0 2r*+1=0, 2*+2=—0,
20 + 2=0, *+2z+1=0, @ +2x=—0,
4r—0, 3x+1=0, 22 +2=0, +3=0.
Ogiit. Biitiin bu sayilar cebriktir; Teorem C3 ii
Ogiit. b,, b., b,, --- B nin elemanlarinin dizi halinde
listesi olsun; bu halde A dizi halinde

by €0y Cs; By, €5 s

yazilabilir.
Ogiit. Teorem C4 iin ispatim takip edin; fakat
all, az‘l., axh TR sayﬂan simdiki kmm hEP

sifirdir. Arzu edilen listelenmemis sayilan b, =0,
b. + @, ve b, 0, by +a,, ve b, +0, ve genel
olarak, b 4 a,_, , ve b, + 0 secerek kurunuz.
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