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BU YAYINLAR HAKKINDA 

Matematigin kendi degeri yanmda, fizik, kimya ve dola­
y1siyle miihendislik, askerlik gibi pratik sahalara ve bilhassa 
son zamanlarda biyoloji, ekonorni ve hatta sosyal bilimlere 
yard1m1 h1zla artbgmdan, bu bilim her millet i~in hayati bir 
onem kazarum§tlr. 

Oteyandan, matematik de bu bilimlerin problernlerini 
~ozebilmek i~in gerek metod, gerekse fikir bakunmdan 
geli§mek zorundad1r. 

Bundan dolayi bir ~k memleketlerde bu sahaya daha 
fazla sayida istidatlan c;ekmek ve bunlan erkenden k~fetmek, 
en nihayet bunlarm egitimi i~in her tilrlil fedakarhga katlan­
mak en onemli bir milli egitim siyaseti olmu§tur. 

Yeni istidatlar1 erkenden ke§fetmek i~in dii§iiniilen ted­
birlerin ba§mda. matematik kiiltiiriinii geni§ kitlelere yaymak 
geHr. 

1kinci Dtinya Harbinden sonra bir~ok memleketlerde, 
gen~lerin tecessiislerini tahrik etmek ve bunlann matematik 
bilimlerine kar§t ilgilerini arttlrmak i¢n yeni bir tip mate­
matik literatiirti meydana gelmi§tir. Bu c;e§it literatiirde 
aranllan ozellikler k1saca §unlar olmahdir: a) Problem vaz'1 
sun'i olmamab, b) Bunlan anlamak ii;in fazla on bilgiye 
ihtiya~ bulunmamal1, c) Okuyucuyu aktif i§birligine ve bir 
§eyler ke§fetmege sevketmeli. 

l§te Turk Matematik Dernegi bu cereyam memleketimize 
de getirmek maksadiyle bu yayinlara ba§lam1§ bulunmaktad1r. 
Bu yaymlar, resmi mq!redata bagb ders veya yard1mc1 
kitaplar olmay1p, konulan yukanki prensiplere uygun olarak 

m 



s~ilmi!i eserlerdir. Bunlarm anla§llmas1 i<;in lise mate· 
matiginin bir k1sm1 ile okuyucunun sagduyusu ve iyi niyeti 
kafidir. 

Tamamen hizmet olan bu te§ebbi.isiimi.iziln mali kaynagt, 
Milli Egitim Bakanhgim1zm ve Ford Foundation'nun bagt§· 
lartdtr. 

Ttirk Mat.ematlk Demegi 
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16 H!lsyoneJ ve lrrasyonel Say1lar 

bilhassa irrasyonel saydarm, muhtelif ozelliklerini c1kar­
maktir. 

Su halde tamsayllar toplam, c;;1karma ve c;;arp1m altm­
da kapallchrlar. BOlme altmda kapah degildirler, zira 
mesela 2 nin 3 e oolUnme BOnucu tam bir say1 degildir ve 
bu sebepten bizi tamsayilar sm1fmm d1~ma sevkeder. 

Tamsay1larm oolilnmesini tarif etmeden evvel diger 
i~lemleri ve bunlarm sonuc;;lar1ru tetkik edelim. Tamsay1Ja­
rm toplamrm goz onUne ald1g1m1zda, yalmz iki tamsaymm 
toplammm tekrar bir tamsay1 oldugunu gorrneyip toplam 
olarak ancak bir tek tamsaymm mevcut oldugunu gorUrUz. 
Mesela, 3 ve - 1 in toplanu, 5 veya ba~ka bir say1 olmay1p, 
2 dir. Bu keyfiyeti ,iki tam38.y1 verildiginde ikisinin toplam1 
olan tek bir UcUncU tamsaymm mevcudiyeti olarak ifade 
edebiliriz. Carp1m i<;in benzer ~kilde: iki tamsay1 veril­
diginde ikisinin carp1m1 olan tek bir U~ncU tamsayi 
vard1r. 

Tabii sayllarm oolilmUnU tetkik ettigimizde verilen 
her hangi b ve d iki tabii say1 icin bOlum sonucu b = dq 
olacak ~ekilde bir Uc;;UncU tabii saymm her zaman mevcut 
olmad1gmi gorlirliz. Bununla beraber, ne zaman ooyle bir 
Uc;;UncU q tamsay1s1 mevcut olursa, bunun ancak tek bir 
tane oldugu a~ikar olup b = dq olacak ~kilde q niin 
yegane oldugunu s0ylemekle rahats1z olmay1z. Mamafih 
aym oollim kavramJarml tamsayllar CUml€5i i<;in tarif 
ettigimizde oollim sonucunun yegane oldugu ~rtm1 ilave 
etmeliyiz. Simdi bunun nic;;in llizumlu oldugunu tahlil 
edecegiz. 

Evvela 3 - 7 ne kadard1r? (- 2) . (- 3) ne kadard1r? 
8 : 4 ne kadard1r? deki her sorumuzun yalmz bir cevab1 
olmasmm arzu edildigini kabul etmeliyiz. Diger deyimle, 
i~lemlerimiz i<;in tek bir sonuc elde etmek isttyoruz. 
Bundan sonra tamsayilar climlesinde oollimil g0z online 
ahrsak ne olacagm1 gorelim. Gene, b ve d verilen tam­
sayllar olsun ve q oollim sonucunun tarifi b = dq olacak 
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yazabilirdik ve ooylece 35 (veya her hangi diger tabii bir 
say1) icin asal sayllarm carp1m1 bir tarzdan fazla $ekilde 
ifade edilmi$ olurdu. Tabii Temel Teorem gene cari kahr 
fakat ifadesine « ... haric» veya « ... den maada» gibi daha 
tavsif edici k1sa cUmleler eklemek icap ederdi. BOylece 1 i 
asal sayllar listesinden clkararak, sonuclanmiz1 daha k1sa 
ve zarif !jekilde ifade edebillriz. 

1.3 Tamaaydar 

1, 2, 3, 4, . . . tabii sayllar toplam ve carp1m altmda 
kapah olup c;1karma veya ooliim altmda kapah degildirler. 
Bir say1 cUmlesine s1f1r ve negatif sayilar1 0, -1, - 2, 
- 3, - 4, ... ekleyip te$mil ederek c1karma altmda kapan­
ma elde cdilebilir. Bunlar, tabii say1larla beraber almmca 

... , - 5, - 4, - 3, -2, - 1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, ... 

tam.sayilart veya tam say1lar1 te$kil ederler. Okur muhte­
melen, a, b, c her hangi tamsay1lar olmak Uzere 

a f b= b+a, ab= ba, a.O=Q.a=O, 

(a+ bl + e=a+ <b+ cl, (ab)c=a(bc), (-a) (--b)=ab,. 

temel ozelliklerine A$inad1r. Bu ozellikler bu kitapta bahis 
konusu edilen bUtUn say1 sistemleri ic;in muteberdir. Bu 
ozelliklerin men$elerini tart1$mak niyetinde degiliz. BOyle 
bir tart1$ma say1 sistemlerinin kurul~nun tetkikine 
(konusu bu serinin diger kitaplarmm birinde) sevkeder 
ve burada goz onilne alman konudan uzakl8$1;mr. Niyetl­
miz kurulu~larm1 oldugu gibi kabul ederek sayllarm~ 
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hi~ olmazsa asal say1ll ~arpanlara ayirma i~m bir ifade 
beyan etmek amac1 ile asal saytlar1 diger sayllardan ay1rt 
etmek lilzumunu ortadan kaldlrdlk. 

Tabii bir sayrmn asal saylli ~arpanlara ayrtlmasmm 
ancak yegane bir tarzda yapilabilecegi matematikte temel 
bir sonu~tur. Mesela 94.860 say1s1 yukar1da verilenlerden 
farkh her hangi asal say1ll ~arpanlara aynlamaz. Tabii, 
carpanlarm siras1 farkl1 olabilir; mesela 

94.860 = 3 x 17 x 2 x 5 x 31 x 3 x 2 

Fakat boyle s1ra degi~melerinden sarfmazar 94.860 m 
carpanlara ayrllmasmm diger hie bir ~ekli yoktur. Bu 
sonu~ Tek §ekilde ~arpanlara ayirma teoremi veya Aritme­
tigin temel teoremi diye bilinir, ve ~eklen a~g1daki gibi 
ifade edilir: 

AR!TMEI1G!N TEMEL TEOREid!. 1 den farkli 
her tabii sayi, carpanlarin sirast bir tarafa, ancak bir 
tarzda asal sayzli carpanlara ayrilabilir. 

Bu sonu~ B Ekinde ispatlanm1~br. Konumuzda ilerle­
dik~ kullanacag1m1z bir teoremdir. !spat1 bir eke koyma­
nm sebebi olduk~ kar1~1k olmasmdand1r. Mamafih 
kitapta, somalan gececek hi~ bir fikir ispatta kullarulma­
m1~t1r; ooylece okur arzu ederse ~imdiden B Ekine mlira­
caat edebilir. Yahut daha kolay kavramlari evvela, daha / 
zor olanlan daha sonra elde etmek icin B Ekinin tetkikini 
sonraya b1rakabilir. 

Aritmetigin Temel Teoreminin yukandaki ifadesi 1 
sayJSmm ni~in asal sayilar arasma sokulmad1gi hakkmda 
bir ip ucu verir. Eger 1 asal bir sayi olarak almsayd1, 
mesela o zaman 
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say1sm1 goz oniine alahm. Daha ileri giderek 9486 nm 2 
ile, 3 ile, hattA 9 ile ooltinebildigi gorillUr. BOylece 

94.860 = 10 x 2 x 9 x 527 
=- 2 x 2 x 3 x 5 x 527 

yazabiliriz. Eger 527 bir asal say1 olsa, yukar1 ifade 
9.860 m asal Garpanlara ayrilma if adesi olacaktl. Fakat 
527 asal bir say1 degildir, zira 527 = 17 X 31 dir. Bu 
sebepten asal ~arpanlara ayr1lma olarak 

94.860 = 2 x 2 x 3 x 3 x 5 x 17 x 31 

yazabiliriz. 94.860 gibi muayyen bir say1 ile ~hyoruz, 
fakat hangi tabii n say1smdan hareket edersek edelim 
muhakeme usulU aynen i$leyecektir. 1ster n bir asal say1 
olsun veya olmasm. Eger asal say1 degilse, n = ab 
olacak $ekilde, a ve b gibi daha kU~k iki ~arpana 

ayr1labilir. Bu sef er a ve b sayllarmdan her biri ya asal 
bir say1d1r veya daha kU!;;Uk sayilar halinde ~lara 
ayrllabilirler. Bu i$leme devamla n 'i en sonunda tama­
men asal say1h ~arpanlara ay1rabiliriz. 

Evvelki paragraftaki ilk cUmle asal say1lar1 diger tabii 
sayllardan ay1rtlar. Matematikte ekseriya arzu edilen $CY 
tariflerin bir ~ok hallere boltinmeleri IUzumsuz kllacak 
genellikte olmas1d1r. Mesela «asal say1h ~Iara ay1nna> 
dan, bir saymm (mesela 12 nin), bir ka~ asal sayinm bir 
~rp1m1 olarak gosterilmesini anhyoruz; misalimizde 
2 X 2 X 3 dUr. $imdi «asal say1h ~ara ayirma> nm, 
tek bir asal say1 ic;ine alacak $Ckilde, anlam1m geni$1ete­
llm. Mesela 23 asal say1s1, tek 23 Garpanmdan ibaret, bir 
asal sayih ~arpana ayr11ma olacaktir. «Asal say1h ~arpan­
lara ayrtlma> anlammm bu geni~etilmesi ile ilk ifademiz 
cl hari~ her tabii say1 asal sayih ~arpanlara ayr1labllinin 
cUmlesile degi$tirilebilinir. BOylece cfunleyi k1saltt1k ve 
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• (e) 2 nin pozitif kuvvetler cilmlesi toplam altmda 
kapal1d1r. 

2. 30 un ka~ ooleni vard!r? 
3. 16 nm ka~ ooleni vardlr? 
4. Ancak tam ti<; ooleni olan en ktic;i.ik tabii say1 nedir? 
5. 50 ile 100 arasmdaki btittin asal say1lar1 bulun. 

• 6. Eger 3 iki saymm ooleni ise toplamlanrun ve fark­
larmm da ooleni oldugunu ispatlaym. Bunu genel­
le~tirin ve eger d, b. ve b, gibi iki saymm ooleni ise 
d 'nin b, + b, ve b, - b: 'lerin bir ooleni oldugunu 
ispatlaym. 

1.2 Y egine tekilde ~Iara ay1rma 

Gittik~e btiytiyen tabii say1lar1 goz ontine aldlkca asaJ 
sayllar nadirl~ir. Bundan ne anl~1ldlgm1 g()stennek icin 

1 ile 1000 arasmda 168 asal saymm, 
1000 ile 2000 arasmda 135 asal saymm, 
2000 ile 3000 arasmda 127 asal saymm, 
3000 ile 4000 arasmda 120 asal saymm, 
4000 ile 5000 arasmda 119 asal saymm 

mevcut oldugunu belirtelim. Bununla beraber asal saytla­
rm listesi sonlu degildir; yani sonsuz c;:ok asal sayi vard1r. 
Bu keyfiyet kitabm sonundaki A Ekinde ispatlannu~tir. 

lspat her hangi 0zel bir bilgiye ihtiya~ g0stennez ve 
dolay1sile okur arzu ederse onu okuyabilir. Bu ispatl bir 
eke koyduk, zira ispatm sonucunu bu kitaptaki diger bir 
onennede kullanmak ihtlyacm1 gormedik. lspat verilmif;­
tir, ~nkti sonu<; ashnda enteresand1r. 

1 hari<; her tabii sayi ya bir asal sayidtr veya asal 
say1 c;arpanlanna aynlabilir. Mesela 94.860 -:-- 10 X 9486 
oldugundan a!jikar olarak asal sayi olmayan 94.860 tabll 
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r 
cevabm tekrar dort oldugu c;;1kar, yani 1, 11, 17, 187. 11 
ve 17 oolenlcrini bulmak ic;;in okur uf ak bir gayret sarfet­
mi$ olabilir, fakat 1 ve 187 oolenleri a$ikflrd1r. Benzer 
i;ekilde 179 un bolenleri 1 ve 179 dur, ve bunlarm yegane 
oolenler oldugu sonucu c;;1kar. Eger, 179 halinde oldugu 
gibi, bir tabii saymm yalmz tam iki bOleni varsa, ooyle bir 
say1ya asal veya asal sayi denir. Bunu diger bir deyii;le 
bir asal sayi batenleri 1 ve kendisi olan tabii bir sayidir 
diye ifade edebiliriz. BUyUkliik s1rasma gore ilk bir kac; 
asal say1 

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47 I ••• d1r. 

1 in asal say1 listesinde gosterilmemi$ olmasma dikkat 
ediniz. 1 in asal olmayI$ keyf iyeti matematik bir teamill 
(konvansiyon) veya bir anla$mad1r, veya diger bir yoldan 
ifade edersek, bir tarif konusudur. Matematikc;;iler l e 
asal dememekte anla$mI$lard1r. 1 i asal sayllar arasma 
sokmakla diger bir yolda da karar verilebilirdi. Fakat 1 i 
haric;; tutarak, daha sonra gosterilecegi Uzere, istiBna ve 
tavsifler yapmadan asal say1lar hakkmda onermeler 
(propozisyon) tesis etmek mlimklindlir. 

Problem serisi 1 

[Problem sertlerlnde y1ldizla l&aretlenml• problemler 
en zor olanlar1d1rl 

1. A$8g1daki ifadelerin hangileri dogru, hangileri yanh$ 
olduguna karar veriniz. 

(a) 1, 0, - 1 ctimlesi toplam altmda kapahd1r. 
(b) 1, 0, -1 climlesi carp1m altmda kapahd1r. 
(c) 1, 0, -1 climlesi c;;1karma altmda kapal1d1r. 
(d) 2 nin pozitif kuvvetler climlesi, yani 21, 22 , 23

, 

2 1
, 2\ 2", 21

, • •• • ctimlesi c;;arp1m altmda 
kapahd1r. 
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almak istersek, hangilerini ctimlemize ald1g1m1z1 belirtiriz. 
Boylece tabii say1lar cilmlesinin toplam altmda kapand1-
g1m, fakat ancak 1, 2, 3 Uc tabii say1dan ibaret ozel cilm­
lenin kapanmad1gm1 gordilk. 

Tabii sayllar c;1karma altmda kapanmazlar. Bunu 
gormek ic;in, bir tabii say1dan diger bir tabii saymm her 
c;1karilmasmda bir ta6ii say1 elde edilemiyecegini goster­
mek kafidir. Mesela 4 den 7 ~1kari1Irsa sonuc; - 3 olur, 
bu ise tabii bir say1 degildir. Tabii, eger 7 den 4 g1kar11Irsa 
sonug 3 olan tabii say1dir; tarifimize uyarak, milmkiln her 
gikarma sonucunun bu cilmle ic;inde bulunmad1kc;a, c;1karma 
ile bir sayllar cilmlesinin kapandlg1m soyleyemeyiz. Ayru 
~ekilde tabii sayllar bolilm altmda kapal1 degildir, c;Unkil 
meselfl 4, 7 ile bolilnilrse sonuc olan 4/ 7 kesri tabii bir 
say1 degildir. 

Bir gok hallerde iki tabii say1 sonuc; olarak bir tabii 
say1 verecek $ekilde boliinebilir, mesela 35, 5 ile bolilndti­
gilnde 7 verir. Bu halde 5, 35 in bir tam bolenidir, veya 
daha k1saca, 5, 35 in bir bOleni veya Qarpanid1r deriz. 
!fadeyi c;evirerek, 35, 5 in bir katidir deriz. Genel olarak, 
b ve d her hangi iki tab ii say1y1 gostersin; eger b = dq_ 
olacak $ekilde bir Uc;UncU q sayIS1 varsa, o zaman d, b 'nin 
bir bO"leni, veya b, d 'nin bir katidir denir. Yukar1daki 
misalde b = 35 ve d = 5 dir ve dolay1sile q 'nUn degeri 
7 olur. 

1.1 Asal say1lar 

35 say1smm kag bOleni vard1r? Biltiln oolenlerin 
listesini yaptig1m1zda cevabm dart oldugunu gortirilz: 
1, 5, 7, 35. Soru gtic; degildi, c;iinkU 35 nisbeten klic;Uk bir 
tabii say1d1r. Fakat $imdi mi.iteakip soruyu goz online 
alahm: 187 say1smm kac; ooleni vard1r? Bunu cevaplan­
d1rmak o kadar kolay degildir, fakat 1, 2, 3, v.s. yi denersek, 
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T A B i i ve T A M S A Y I L A R 

Matematigin say1 sistemi, saymada kullamlan 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, .... 

adi say1larla ba$lar. Bunlar, tabii sayilar ad1 verilen, 
pozitif tam say1lard1r. En kilGilk tabii say1 1 dir; fakat en 
bUyUk tabii say1 yoktur, Gilnkli ne kadar bliyilk bir sayi 
se<;ilirse sec;ilsin bundan daha bliytigu mevcuttur. BOylece 
sonsuz tabii saymm mevcut oldugunu s0yleriz. 

Eger herhangi iki tabii say1 toplamrsa sonuc; tabii 
bir say1 olacaktir, mesela 4 -r- 4 = 8 ve 4 + 7 = 11. 
Benzer $ekilde, eger her hangi iki say1 ~1hrsa, Garp1m 
tabii bir say1 olacakbr; mesela, 4 X 7 = 28. Bu iki ozellik, 
tabii say1larm toplam i~lemi altinda kapandigini ve Qarpim 
i§lemi altinda kapandi{jmi soyleyerek k1saca ifade edile­
bilir. Diger bir deyimle, eger bir i$lem (operasyon} (me­
sela toplam olsun) ve bir $ey (obje} koleksiyonumuz 
(mesela bilttin tabii say1lar cUmlesi olsun} varsa, oyle ki 
cilmlemizin hangi Uyelerine, mesela 4 ve 7 ye, bu i$lemi 
tatbik ettigimizde sonuc; ilk koleksiyonun gene bir Uyesi 
olsun, bu takdirde bu i$lem altmda cUmlenin kapand1g-Im 
soyleriz. Yalmz 1, 2, 3 sayllarm1 goz online ald1g1m1z1 
farzedelim. Yalmz Uc; say1dan ibaret bu ctimle toplam 
altmda kapah degildir, Glinkli 1+3 = 4 dUr, ve 4 bu 
cUmlenin bir Uyesi degildir. Tabii sayilarm climlesinden 
bahsedersek biiWn tabii say1larm te$kil ettigi cUmleyi 
anlamahyiz. Eger bunlardan ancak baz1sm1 goz onUne 

- 9-
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mamasmdan dolayi ilk seferde ~IZhk olabilir, fakat 
neticede ogrenci ~in Sll'l'lDl ogrenir. Matematik ispatm 
muammas1 da ooyledir. Konularnmzm bazilan ispat tek­
nigmin orneklerine ~Ik tutmak icindir, ooylece okur ispat 
metod ve kavramlarma ab~mhr. Madernki bir iBpatm ne 
vaklt muteber ve ne vak1t muteber saytlamayacagmm kat'i 
r~tesini veremeyiz, konu hakkmda bazJ ~yler s0yleriz, 
ve Umit ederiz ki okur bu kitabm sonuna e~eden yalmz 
muteber ispatlar1 tammakla kalmay1p kendisi de bazilar1m 
kurabilsin. 
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yakm gortinilr veya kcndiliklerinden a~ikard1rlar.) Gaye­
miz konuya, olduk~ entilitif !;;ergeve i!;;inde, ilk bir b~ 
sunmakd1r. BOylece, tetkikatim1za bir temel te~kil etmesi 
i!;;in, ne bir aksiyom ve ne de bir postula sunuyoruz. 
neride matematikgi olacag1 umulan kimse eline bu kitabl 
aldlgmda, bir gtin reel sayi sisteminin aksiyomatik geli­
~imini dikkatle tetkik etmegi arzu ettiginde yolunu bula­
bilecektir. Bu neden ooyledir? Bunun sebebi burada go­
rti~ilmtiztin gok tasviri olmas1, dolay1s1 ile baz1 temel 
sorularm cevaps1z b1rakllmas1dir. Mesela, BOlfun 3 de reel 
say1lar bu yolda, ~u yolda veya diger bir yolda tarif 
edilebilir demekteyiz. Fakat bu muhtelif yollarm ayru 
sistemin tarifleri olduguna nasll emin olabiliriz? Bir 
soruya daha elle tutulur bir miBa.1 vermek ic;in bu kitapta 

_ _ _ a_ a_ a_ 
nas1l v 2 . v 3 ·- v 6 veya v 5 . v 7 = v 35 .olduklar1m 
cevapland1rm1yoruz. BOyle sorulara cevap verebilmek igin 
irrasyonel sayllarm i~lemlerinin tam bir tarif ini vermek 
laz1md1r. GOzilkttigil kadar kolay olmad1gmdan bu burada 
verilmeyecektir; en iyisi, ogrencinin matematik baklmm­
dan daha mahir olmasmdan ziyade, matematik ispatlann 
mahiyet ve anlamalarmm degerini daha iyi anlaymcaya 
kadar bu tip i$1emleri geri b1rakmakt1r. Amerikan mate­
matikgisi E. H. Moore'un dedigi gibi cHer gUne kendi 
katiyeti yeti$ir>. 

cMatematik ispatm mahiyet ve anlanu!> Burada ve 
$imdi bir ispatm nelerden ibaret oldugunun tam bir tari­
fini vermek milmkiln deglldir, bunun ic;inde matematige 
yeni ba$1ayan ogrenci ic;in korlru veren muammalar bulu­
nur. Eger ispatm mahiyeti detayh olarak tarif veya ifade 
edilemezse, herkes onu nic;in ogrensin? Cok basitl~irilm1' 
bir benzeti$ kullanarak bpk1, bir ~gun renkleri, yani 
b8$ka birinin y~il, mavi C$Yalar, v.s. olarak tC$his ettiginl 
gorerek ve sonra da gordilgtinU taklit etmesi gibl ogrenilir. 
S1mf (Kategori) veya orneklerln kfil'i derecede a.n18$tla-
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gok me~hur e~itsizlikler harig, kitabm diger kls1mlarmdan 
mUstakildir. 

Ek C, laz1m olan Teorem 7.2, garpan teoremi harig, 
Boli.im 7 den mi.istakilen okunabilir. Eger ci.imleler teori­
sine pek a~ina degilse, okur Ek C deki fikirleri gok yeni 
bulacaktir. 

Asal sayllarm sonsuzlugu hakkmdaki A Eki bu kitap­
taki i~lenen ispatlar igin zaruri degtldir; asas konu ile 
s1k1 ilgisinden ve bu zarif onermenin Oklid zamanma 
dayand1gmdan dolay1 dahll edilmi~tir. Diger taraftan 
aritmetigin temel teoremi hakkmdaki B Eki ispatlanmlz 
igin, bilhassa BOli.im 4 ve 5 ler i<;in elzemdir. Bu teoremin 
ispat1 bir eke terk edilmi~tir, zira biraz uzun ve ilk be~ 
bolUmdeki ispatlara nazaran zordur. Matematik bak1mm­
dan tecriibesiz olan okur aritmetigin temel teoremini iti­
mada dayanarak kabul edebilir . 

.KJ.s1mlarm sonlarmda bir gok ah:;;tirma vardir; okur, 
metini anlayip anlamadlg1m kontrol igin, bunlardan bi.iyi.ik 
say1da <;ozmegi denemelidir. (Ba~kalarmm yaptiklarm1 
seyrederek matematik ogrenilemez!) Daha gi.i<; olduklarm1 
gostermek i<;in problemlerin baz1lar1 birer ylld1zla i~ret­
lenmi~tir. Okur bunlarm hepsini <;Qzemedigi zaman mesut 
olmamas1 gerekmemektedir. B~r1s1 ekseriya matematik 
bak1mmdan olgunluguna baghdir, yani matematigin diger 
k1s1mlarmm tetkikatmdan elde ettigi oldukga geni~ mate­
matik kaideleri tammasma baglldir. Kitabm sonunda 
problemlere ait cevaplar ile daha zor problemler i<;in baz1 
tavsiyeler verilmi~tir. 

Rasyonel ve irrasyonel say1lar sistemine ispatta iste­
nilen mi.ikemmellik seviyesile temas edilebilir. (lspattaki 
mi.ikemmeliyet (= ingilizce «rigor») kelimesi matematikte 
teknik olarak, bir konunun dikkatli mantik bakrmmdan 
i~leme derecesini gostermek i<;in kullamlm1~t1r; buna mu­
kabil enti.iitif (hadsi) olanlarda ise ileri sUrillen iddialar 
dogru olarak kabul edilir, zira bir dereceye kadar akla 
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bol oldugunu ispat etmekle bir UstUnltik saglam1$tlr. 
Mademki sonsuz cebrik say1 ve sonsuz transandant sayi 
vardlr, ooyle bir ifade sonsuz sm1flarm k1yaslanmasrm 
icap ettirmektedir. Bu kitabm tetkik edilen esas konula­
rmda bu fikirler bir dereceye kadar terkedilmi$ ve 
Cantor'un transandant sayllarm mevcudiyeti hakkmdaki 
ispab Ek C de verilmi$tir. 

Kitabm plam tabii sayllari, tamsayllan, rasyonel 
sayilar1 ve reel sayilar1 ilk ti~ ooltimde vermektir. Ondan 
sonra BOltim 4 de in:asyonel sayllari te$his etmek ic;in 
standart bir metod verilmi~ir. BOltim 5 trigonometrik ve 
logaritmik sayllarla, yani degerleri trigonometrik ve 
logaritmik fonksiyonlarm cetvellerinde yakla$1k olarak 
verilmi$ sayllarla me$gul olmaktadrr. BOltim 6 irrasyonel 
saytlarm rasyonel saytlarm yard1m1 ile ne dereceye kadar 
yakla$1k ifade edilebilmesi imkarundan bahseder. Bu 
ooltim evvelki ooltimlere nazaran daha zor ve daha dar 
bir konudad1r. Yeni cinsten matematik delilleri ar~mna 
i<;in baz1 okurlara firsat verir. 

Boltim 7 ve Ek C, BOltim 7 Liouville metodu ile, Ek 
C Cantor metodu ile, transandant saytlarm mevcudiyetini 
gosteren tamamen iki mtistakil ispat sunarlar. !spat tek­
nikleri goze <;arpacak kadar farkll olup her birini takip 
ettiginde okur iyice tatmin olacakt1r. BOltim 7 deki ispat 
ka~1mlmas1 mtimkUn olmayan teknik detaylarla doludur; 
hatta ilk ooltimlerden daha fazla olarak delilleri takip 
edebilmesi i<;in okur kalem ve kagida ihtiyac; gosterecektir. 
Hatta okurun BOliim 1 den 5 e kadar c;ok fazla gtic; bulma­
yacag1, BOliik 6 YI oldukc;a zor ve BOltim 7 yi de hakikaten 
gtic tahammtil edilir bulacag1 mtimki.indtir. BOyle bir halde 
okura Bolllm 7 nin tetkikini, matematik tecrtibesi artmcaya 
kadar, sonraya b1rakmas1 tavsiye edilir. Diger taraftan, 
BOltim 1 den 5 e kadar takip etmede en ktic;tik bir zorluga 
rastlayan her okur BOltim 7 den evvel BOltim 6 y1 okumayi 
tercih edebilir. Hakikaten BOlUm 7, Kisrm 6.1 de verilen 
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sonsuz say1da gok rasyonel nokta ihtiva etmesine ragmen 
rasyonel say1larla ifade edilemeyen uzunluklar ol~n gok 

say1da b~ka ( ' '2, it, v.s. gibi)noktalarm da mevcut 
oldugunu buluruz. Fakat bir defa btitiln reel sayllar nazar1 
itibara almmca, dogru tizerindeki her noktaya tam bir reel 
say1 ve her reel say1ya dogru tizerinde tam bir nokta 
tekabi.il eder. BiiW.n uzunluklarm reel sayllar cinsinden 
ifade edilebilecegi keyf iyeti bu sayllarm tamamltk ozelligi 
olarak bilinir, ve matematik analizin btitiln geli~mesi bu 
ozellige dayamr. 

Reel sayllar ooylece iki cinstir, rasyonel ve irrasyo­
nel sayilar. Reel sayllarm daha yeni olan cebrik sayilar 
ile transandant sayilar diye iki kategoriye ayr11mas1 da 
vard1r. Bir reel say1 eger katsay1lar1 tamsayllar olan baz1 
cebrik denklemleri saglarsa, ona cebrik say1 denir. Mesela 

\ 12 cebrik bir say1dir, cilnkti x : - 2 = 0 1 saglar. Cebrik 
olmayan bir say1ya transandant denir. Bu tariften, her 
hangi transandant say1larm, yani cebrik olmayan say1la­
rm, mevcudiyeti a~ikar degildir. 1851 ytlmda Fransiz 
matematik~isi Liouville transandant sayilarm mevcudiye­
tini ispat etti. Liouville bunu baz1 sayilarm cebrik olma­
d1klar1m gostermekle ispatlam1~br. Transandant saytlarm 
mevcudiyetini ortaya koyrnak i~in, BOltim 7 de Liouville'in 
metodunu takip edecegiz. 

19 uncu ytizyilm sonlarmda 'lt nin transandant bir 
say1 oldugu ispatlanm1~, ve bu netice cdaireyi kareye 
~virme> diye bilinen eski bir geometrik ~m problemini 
halletmi~tir. Bu BOltim 5 de tetkik edilm~ir. 19 uncu 
ytizy1lda diger bir ilerlemeyi Alman matematik~isi Cantor, 
tamamen farkh bir ~kilde meseleyi ele alarak, transan­
dant sayilarm mevcudiyetini tesis etmi~tir. Her ne kadar 
Cantor'un metodu Liouville'inkinin aksine eksplisit ~kllde 
bir transandant say1y1 ortaya koymazsa da, bir bakim­
dan cebrik say1lara nazaran transandant sayllann daha 
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olmay1~1d1r. Diger bir deyimle; bir karenin kenar ve 
ko$egeninin, ne kadar kti~Uk olursa olsun, katlar1 olabile­
cek boylc bir birim yoktur. Yunanhlar i~in bu garip bir 
ke$ifti, c;Unkti geometrik iBpatlarm ~ogunda iki dogru 
par~s1 verildigi takdirde mti$terek bir uzunluk biriminin 
mcvcudiyeti kabul edilmekte idi. BOylece Oklit geometri­
sinin mantlki yap1smda bir gedik, uzunluklann oran ve 
orantilarmm tart1$1lmasmda bir eksiklik vard1. Kts1m 3.7 
de bu noksanhgm nasll kapanabilecegi ve orantI teorisinin 
nas1l tamamlanabilecegi gosterilecektir. 

Benzer $ekilde, bir dairenin ~mberi ~pm irrasyonel 
bir kat1d1r; bu katm degeri 'It dir. Matematikte baz1 temel 
fonksiyonlan ifade etmege ~alI$tigimizda b~ka irrasyonel 
saytlar ortaya c;Ikar. Mesela bir trigonometrik fonksiyon 
olan sin x in degerlerini bulmaga c;alI$IrSak, x in degeri 

60° oldugu vak1t v 3/2 irrasyonel say1s1m elde ederiz; 
benzer $ekilde, eger log x fonksiyonunu x in rasyonel 
degerleri i~in ifade etmek istersek ekseriya irrasyonel 
sayilar elde ederiz. Her ne kadar logaritmik ve trigono­
metrik fonksiyonlann cetvellerindeki listelenmi$ sayllar 
gortintirde rasyonel iseler de hakikatte, bir ka~mm istis­
nas1 ile irrasyonel olan hakiki degerlerin ancak rasyonel 
yakla$1klar1dlr. $u halde irrasyonel saytlarm elementer 
matematikte ttirlti tabii yollardan ortaya ~1ktigi ~ik8.rd1r. 

Reel aaytlar btittin rasyonel ve irrasyonel say1lardan 
ibaret olup matematigin merkezsel sayi sistemini te$kil 
ederler. Geometride uzunluklarm, alanlarm veya hacim­
lerin her hangi bir tetkiki hemen reel say1lara gottirilr. 
Hakikaten, geometri reel sayilann yani verilen bir uzun­
luk birimi cinsinden mtimktin biltUn UZ\Ulluklan ol~ek 
i~in lazun olan say1larm tarifi i~in entilltlf (hadsi) baslt 
bif usul verir. Bir dogru par~aa1 boyunca saytlann nokta­
lar olarak gosterili$lerini tekrar goz onUne al1rsak, ne 
kadar ki.i~k olursa olsun, her hangi bir dogru p~smm 
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cebircileri negatif say1lar1 icat ettiler. $ek. 3 de gosteril­
digi gibi bunlar da bir dogru par<;as1 iizerinde gosterile­
bilinir. 

-2 -I Q 

$ekll: 3 

2 
3 

2 

Matematikc;iler rasyonel say1lardan bahsettikleri zaman 
(oran olarak gosterilebilen, yani 2 = 2/1-- 6, 3, v.s. olan) 
pozitif ve negatif tam saytlar1, s1f Ir ve a.di kesirleri kaste­
derler. Pozitif ve negatif tam saytlar ve s1f1ra tamsaya'lar 
da denir; bundan dolay1 rasyonel say1lar sm1f1 tamsay1lar 
sm1fm1 ihtiva eder. 

Adi kesirlerin geometrik maksatlar ic:;in kafi geleme­
yeceginin ke$fi bundan 2500 ylldan daha fazla bir zaman 
evvel Yunanhlar tarafmdan yap1lm1$tlr. Kenarlan birim 
uzunlukta bir karenin ko$egen uzunlugunun her hangi bir 
rasyonel say1 ile ifade edilemeyecegini, hayret ve hayal 
kmkhgi ile, tesbit etmi$1erdir ($ek. 4). (Bunu BOliim 3 de 
ispat edecegiz.) 

I 

Seki!: 4 

Bu keyfiyeti bugtin (Pitagor teoremine gore ooyle bir 
karenin k0$egen uzunlugu olan) 2 nin kare koktiniin bir 
irrasyonel sayi oldugunu s0yleyerek ifade edebiliriz. Geo­
metrik olarak bunun ifade ettigi anlam, bir karenin hem 
kenarma ve hem de ko~genine konulabilecek bir tam say1 
misli kadar hie; bir mii!?terek uzunluk biriminin, ve ne 
kadar has.c;as olursa olsun hie; bir mii$terek olc:;egin mevcut 



GI RI~ 

En basit sayllar, say1mda kullamlan 1, 2, 3, vesaire 
gibi pozitif tam sayllard1r. Bunlara tabii sayilar denir ve 
binlerce yd bizimle beraber mevcut olan bu sayilar i~in 
tanmm1~ matematik~i Kronecker cTanr1 tabii sayllar1 
yaratt1, bilttin geri kalan ise insamn eseridir» m~hur 
s0ztinti sarfetmi~tir. 

Gilnltik hayatm temel ihtiya~lar1 1/ 2, 2/ 3, 5/ 4, v.s. 
gibi Mi kesirlerin ithalini icap ettirdi. BOyle say1lara 
rasyonel sayil,ar denmesi bunlarm «akla yakm» olmalarm­
dan ziyade tam Bayllarm oran1ar1 olmalarmdan dolayid!r. 

Tabii sayllarm bir dogru par~as1 ($ek. 1) boyunca 

3 4 

Seidl: 1 

noktalarla g0sterildigini d~ilnebiliriz. Mesela her nokta 
t1pk1 bir ~erit metrodaki santim sayllar1 gibi bir evvelki 
noktadan bir uzunluk birimi uzakhgmda bulunur. Rasyonel 
say1lar1 aym dogru par~s1 (~k. 2) ilzerinde gosterebilir 

Sekil: 2 

ve bunlarm uzunluk kesirlerini Ol~tUgiinU tasavvur 
edebiliriz. 

Daha sonralar1 Hintliler en mUhim say1 olan 0 '1 icat 
ettiler, ve modern zamanlarm ba~lang1cmda i6e ltalyan 

-1 -
/. I. 
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~ekilde bir tamsay1 oJ&sun. Mesela b = - 12 ve d = 3 
olsun. q = --- 4 oldugu a$ikard1r, ~i.inki.i - 12 = 3 · ( - 4) 
dir. Uygun bir q mevcuttur ve yeganedir. Bundan sonra, 
b her hangi bir tamsay1 ve d, 0 tamsay1 olsun. b = 0 · q 
olacak bir q bulmahy1z. Eger b + 0 ise, bu denklem 
~ozillemez; yani dogru olabilecek hi~ bir q mevcut degildir. 
Eger b = 0 ise, o zaman denklem 0 = 0. q olarak mi.italaa 
edilir ve her hangi bir tamsay1 ile tahkik edilir. Diger 
deyimle, $ayet b = 0. q ni.in bir q c<>zi.imi.i varsa bu c;Ozi.im 
yegane degildir. Aritmetik i$lemlerin madem ki yegane 
Olan SOnU<~larI mi.ihimdir, 0 halde iki tamsaymm ooli.im 
sonucu yalmz mevcut olmay1p bu sonucun da yegane 
olacak $ekilde bir say1 sistemi te$kil etmemiz gerekir. 
Plan sadece s1firla oolmeyi kabul etmemektir. Eger b = dq 
olacak $ekilde yegane bir q tamsay1s1 mevcut ise, bir d 
tamsay1sma bir b tamsay1smm bir oolenidir dendigini 
ifade edebiliriz. (~u halde yukar1daki di.i$i.ini.i$ tarz1 ile 
d + 0 d1r.) Yahut b • dq olacak $ekilde bir q tamsayis1 
mevcutsa, s1f1r olmayan d tamsayisma b 'nin oolenidir 
diyebiliriz. (Mi.imki.in olan oolenler arasmda 0 Gizilirse, 
boli.im sonucu otomatik olarak yegane olacaktir.) 

Daha evvelki tetkikimizde, 35 say1smm kaG ooleni 
vard1r? sorusunu sorduk. 0 zaman, tetkikat tabil say1lara 
inhisar etmi$ti ve bu soruya cevap dOrt idi, yani 1, 5, 7 
ve 35. ~imdi eger, bOlenlerin tamsay1lar oldugunu kabul 
ederek, soruyu yorumlarsak, cevap sekizdir: + 1, ± 5, 
± 7 ve ± 35. 

1. - 5 
2. 5 
3. - 5 
4. 3 

Problem serisi 2 

35 in bir ooleni midir? 
- 35 in bir ooleni midir? 
- 35 in bir ooleni midir? 
- 35 in bir ooleni midir? 

5. 1 - 35 in bir ooleni midir? 

f. • . 
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6. 
7. 
8. 
9. 

10. 
11. 
12. 

Rasyonel ve !rrasyonel Sayrlar 

1 0 m bir ooleni midir? 
0 1 in bir ooleni midir? 
1 1 in bir ooleni midir? 
0 0 m bir ooleni midir? 
1 her tamsaymm bir ooleni midir? 
0 35 in bir kati nuchr? 
1 ile 100 arasmda yirmi be~ asal saymm ve 
100 ile 200 arasmda yirmi bir asal saymm 
mevcut oldugunu ger~ekleyiniz. 

1.4 ~ift ve tek tamsay1lar 

Bir tamsayi 2 ile bollinebilirse o say1ya ¢ft denir; 
aksi takdirde tek oldugu soylenir. BOylece f,;ift tamsaytlar 

... , -8, -6, -4, -2, 0, 2, 4, 6, 8, ... drr, 

ve tek tamsaytlar 

... ,-7,-5, - 3, - 1, 1,3,5,7,... chr. 

Bir f,;ift tamsay1 2 ile bollinebildiginden, n sembolU her 
hangi bir tamsay1 olmak tizere, her Qift tamsay1y1 2n 
i;;eklinde yazabiliriz. Eger (konumuzdaki n harfi gibi) bir 
sembole baz1 muayyen cisimler cUmlesinin her hangi bir 
Uyesini temsil etme imkam saglarursa, bu sembol deger­
lerinin bOlgesine muayyen ciimledir deriz. GOz online 
alman halde, her f,;ift taJnsaymm 2n ~eklinde yazllabildi~ 
gini soyleriz; burada n bolgesi tamsay1lar cilmlesidir. 
Mesela 18, 34, 12 ve - 62 ~ift sayilar1, n s1rasile 9, 17, 6 
ve - 31 oldugu vak1t, 2n ~eklindedir. n harfinin kulla­
mlmasmda ozel bir maksat yoktur. <;;ift tamsay1larm 2n 
~eklinde oldugunu soylemektense, pek ala 2m ~eklinde, 

veya 2j ~eklinde veya 2k ~eklinde tamsay1larm mevcut 
olduklarm1 soyliyebiliriz. 
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lki cift tamsay1 toplarursa, sonuc cift bir tamsayidlr. 

12 
14 

26 

30 
22 

52 

46 
-14 

32 

-10 
-46 

-56 

misallerile gosterilir. Bununla beraber gift tamsayilann 
toplam altinda kapandiUi genel prensibini ispat etmek icin 
daha eok sayida misale ihtiyac;; varchr. BOyle bir ispat 
sunmak icin c;;ift bir tamsay1 ic;;in 2n ve cift diger tamsay1 
ic;;in 2m notasyonunu kullanmz. 0 halde toplanu 

2m +2n = 2(m +n> 

~klinde yazabiliriz. 
2m + 2n toplam1 ile 2 ile oolUnebildigini gostermek 

icin 2(m + n) ~eklinde yaz1lnu~br. 

2n+2n=4n 

yazmak kflfi degildir, zira bu bir c;;ift tamsay1 ile kendisinin 
toplam1ru gosterir. Diger bir deyimle, her hangi c;;ift iki 
tamsay1 toplammm c;;ift bir say1 oldugunu ispat yerine, 
c;;ift bir saymm iki katmm tekrar c;;ift (filhakika, 4 ile 
ooltinebilir) oldugunu ispat etmi~ olacagiz. Bu sebepten 
dolay1 her hangi c;ift bir tamsay1 ic;;in 2n ve diger c;;ift bir 
tamsay1 i~in bu tamsaymm aym olmasmm gerekli olma­
d1g1m gostermck ic;;in, 2m notasyonunu kullamyoruz. 

Tek tamsay1lari gostermek ic;;in hangi notasyonu kul­
lanabiliriz? Ne zaman c;;ift bir tamsayiya 1 ilave edersek 
c;;ift bir tamsay1 elde ettigimize dikkat etmeliyiz. Her tek 
tamsaymm ooylece 2n + 1 ~klinde yazllabilecegini s0yle­
yebiliriz. Bu ~ekil yeganc $Ckil dcgildir. Keza c;;ift bir tam-
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say1dan ne zaman 1 c1karll'sak tek bir tamsay1 elde etti­
gimizi pek ala gorebiliriz. BOylece tek her tamsaymm 
2n - 1 §eklinde yaztlabilecegini s0yleyebiliriz. Bu meselede 
her tek tamsay1mn 2n 1- 3 §eklinde, 2n - 3 §eklinde veya 
2k - 5 v .s. §eklinde yazllabilecegini s0yleyebiliriz. 

Her tek tamsaymm 2n2 + 1 §eklinde yazllabilecegini 
s0yleyebilirmiyiz? n icin 

... , - 5, -4, -3, -2, - 1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, ... 

tamsay1 degerlerini yerine koyarsak 2n2 + 1 icin 

... ' 51, 33, 19, 9, 3, 1, 3, 9, 19, 33, 51, 

tamsay1lar ctimlesini elde ederiz. Bunlarin her biri tektir, 
fakat biltiln tek tamsayllan te§kil etmezler. Mesela, 5 tek 
tamsayIBl bu §ekilde yaz1lamaz. BOylece her tek tamsay1-
mn 2n2 ·I- 1 $eklinde yaztlabilecegi yanh$tir; fakat 
2n" -r 1 §eklindeki her hangi bir tamsaymm tek oldugu 
dogrudur. Benzer §ekilde, k oolgesi biltiin tamsayllar 
ctimlesi olmak Uzere her cift tamsay1mn 2k2 §eklinde 
yazllabilecegi de yanh§t1r; mesela, 6 nm 2k2 ye e§it olma­
sm1 temin edecek hie bir k tamsay1s1 secilemez. Fakat 
2k2 §ekJindeki her tamsaymtn cift O}dUgu dogrudur. 

Bu ifadelerin arasmdaki milnasebet tipk1 «biltiln kedi­
ler hayvandll'» ile «bilttin hayvanlar kedidir» ifadeleri 
arasmdaki milnasebet gibidir. Birincisinin dogru, ikincisi­
nin yanlt§ oldugu a§ikardir. Bu milnasebet daha ileride 
«egen, «ancak eger», «eger ve ancak eger» cilmleciklerini 
ihtiva eden if adeler tetkik edildiginde bahis konusu 
olacakt1r. 
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Problem serisi 3 

A~g1dakilerin hangileri dogru, hangileri y~tlr? 
(n, m, j , .. . , degerler oolgesi, bUtiln tamsayilar cUmlesi 
olarak anl~Jlmabdlr.) 

1. Her tek tamsay1 

(a) 2j - 1 
(b) 2n + 7 
(c) 4n + 1 

$eklinde ifade edilebilir. 

(d) 2n2 + 3 
(e) 2n2 + 2n + 1 
(f) 2m - 9 

2. Yukarida (a) ~eklindeki her tamsay1 tektir; benzer 
$ekilde (b) , (c), (d), (e) ve (f) i<;in. 

3. Her ~ift tamsay1 

(a) 2n + 4 
(b) 4n + 2 
(c) 2m - 2 

$eklinde ifade edilebilir. 

(d) 2 - 2m 
(e) mi+ 2 

4. Evvelki problemde (a) $eklindeki her tamsay1 <;ifttir; 
benzer ~ekilde (b), (c), (d) ve (e) i~in. 

1.5 Kapanma ozellikleri 

A~ag1daki iki onerme mUteakip bir oolUmde kullan1-
lacaktlr. 

(1) (lift tamsayt'Ulr ciimlesi carptm altinda kapalidtr. 
(2) Tek tamsayt'Ulr ciimle8i carpim alttnda kapalidtr. 



22 Rasyonel ve 1rraayonel S&yilar 

(1) iddiasm1 ispat icin her hangi cift iki tamsaylOE 
carp1m sonucunun cift oldugunu gostermemiz laz1mdn' 
Her hangi cift iki tamsay1y1 sembolik olarak 2m ve 2 
ile gosterebiliriz. <;arp1m1 yaparak 

(2m) (2n) = 4mn = 2(2mn) 

elde ederiz. <;arp1m sonucu iki ile oolilnebilir ve dolay1sile 
cifttir. 

(2) iddiasm1 ispat etmek icin, tek iki tamsaym1~l 

carp1m sonucunun tek oldugunu g0stermemiz 18.zlmdlr. Tei 
iki tamsayiyi 2m + 1 ve 2n + 1 ile gOsterip, bunlan 
carparsak 

(2m -+- 1) (2n + 1) = 4mn + 2m + 2n + 1 = 
= 2(mn + m + n> + 1 

elde ederiz. Bu ifadede m ve n yerine hangi tamsayllan 
koyarsak koyahm 2(2m + m + n) cifttir. Bu sebepte 
2(2mn + m + n) + 1 tektir. 

(1) ve (2) iddialar1 tek bir ~kilde carpanlara ayrllma 
sonucunun bir tatbikatI ile de ispat edilebilirdi, fakat bU 
iki usulden birinin se<;ilmesi teferruatma girmeyecegiz. 
(Okur kendi kendine <;ah~arak bunu bulabilir. Tek bir 
~kilde <;arpanlara ayrilmada eger ve ancak eger 2 bulu­
nursa tamsaymm cift bir tamsayi oldugu okura habrlabl­
mahd1r.) 

Cift ve tek tamsaytlar, yani 2m ~eklinde ve 2m + 1 
~klinde tamsayllar, Uzerine teksif edildik. Tamsayllann 
teklik ve ciftligi 2 ile oolilnebilmelerine baghd1r. Buna 
benzer ~kilde 3 ile ooltinebilir, yani 

.. . , -12, -9, - 6, - 3, 0, 3, 6, 9, 12, . . . 
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tarnsayllari goz onUne alabiliriz. Bunlar 3 Un katlaruhr. 
3n $eklindeki tamsaytlar sm1h olarak ta tarif edilebllirler. 
3n + 1 $eklindeki tamsayilar 

... , - 11, - 8, -5, - 2, 1, 4, 7, 10, 13, 

dir, ve 3n + 2 $eklindeki tamsay1lar 

... , -10, -7, - 4, - 1, 2, 5, 8, 11, 14, 

dir. Tamsay1larm bu tig listesi bUtiln tamsayllar1 igine 
ahr; her hangi bir tamsay1 ooylece tamamen 3n, 3n + 1, 
veya 3n + 2 $ekillerinden birine aittir. 

1.6 lapabn mahiyeti hakkanda bir diitiince 

<;ift tamsay1larm toplam altmda kapandlguu, yani her 
hangi c;ift iki tamsayi toplam1 sonucunun c;ift oldugunu 
ispat maksadile 12 + 14 = 26 gibi ancak bir kag ozel 
misal tetkikinin kafi gelemeyecegmi daha evvelden s0y­
lemi~tik. Madem ki sonsuz say1da gift tamsay1 vardlr, gift 
tamsay1larm c;ifter c;ifter 0zel toplamlarmm biltiln hallerini 
kontrol edemeyiz. DolayJBile baz1 cebrik sembollere mu­
racaat etmek icap etmektedir; mesela, her hangi blr 
tamsay1y1 ifade etmek icin kullamlabilen 2n sembolU bize 
c;arpun altmda btitiln tarnsaytlar ciimlesinin kapand1guu 
ispat etmek imkamm vermektedir. 

Bununla beraber cc;ift tamsayllar toplam altmda 
kapah degildir> gibi negatif bir onermeyi ispat etmek icln 
2m + 1 e benzer her hangi genel cebrik sembollere ihti­
yac1m1z yoktur. Buna sebep ooyle blr lddlanm tek blr 
misalle tahakkuk edebllecegidlr. Bir cUmledeki bUtUn 
tiyelerin muayyen bir 0zellikte olmamasuu lddia eden her 
hangi blr ifadeyi ispat igin, bu 0zel11Ai halz olmayan tek 
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bir Uyenin bulunmasmm kafi gelecegi a$ikard1r. Bilti.in 
erkek gocuk gozlerinin kahverengi olmad1gm1 ispat igin, 
ancak mavi gozlil veya ela gozlil bir erkek gocugun bulun­
mas1 laz1mdir. Tek iki tamsaymm her toplammm tek 
tamsay1 olmad1gm1 ispat etmek igin, 3 + 5 = 8 ettigini 
g0z onilne koyahm; toplam sonucu gift bir tamsay1 veren 
tek iki tamsaymm toplammm bu tek hali kafi bir ispatt1r. 
Bununla beraber eger her 1tangi tek iki saymm toplam 
sonucunun bir c;ift tamsay1 ettigini ispat etmek istersek, 
3 + 5 = 8 yazmak kafi gelmez. Hatta 7 -t 11 = 18, 
5 + 53 = 58, v .s. gibi bir gok halleri yazsak bile onerme­
nin matematik bak1mdan dogru bir ispatm1 yapm1i; 
olmayiz. 

Negatif bir onermenin diger bir misali: «Her asal 
say1 tek degildir>. Bunu ispat etmek igin sadece 2 gift 
say1smm bir asal say1 oldugunu belirtmek laz1md1r. 

Problem serisi 4 

(Uk tic problem neaatlt onermeler lhtiva eder ve bundan 
dolayr tek blr nUmerlk mlslU vererek cOzUieblllr.] 

1. Tek tamsayllarm g1karma altmda kapah olmad1gm1 
ispa t ediniz. 

2. 3n + 1 $eklindeki tamsayllarm toplam altmda kapall 
olmadlg1m ispat ediniz. 

3. 3n + 2 $eklindeki tamsayJ.larm garp1m altmda kapall 
olmadlgm1 ispat ediniz. 

4. Her hangi tek iki tamsayi toplammm c;ift bir tamsay1 
oldugunu ispat ediniz. 

5. A$ag1daki climlelerin gosterilen i$lemler altmda kapall 
oldugunu gosteriniz: 

(a) <;;arp1m altmda, 3n + 1 $eklindeki tamsayllar; 
(b) Toplam altmda, 3n $eklindeki tamsayllar; 
(c) <;;arp1m altmda, 3n ~klindeki tamsay1lar. 
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6. GOsterilen i~lem altmda ~g1daki ci.imlelerin hangi­
lerinin kapah olduguna karar veriniz, ve her hal i~in 
bir ispat veriniz: 

(a) Toplam altmda, 6n + 3 ~eklindeki tamsayllar; 
(b) <;arp1m altmda, 6n + 3 ~klindeki tamsayllar; 
(c) Toplam altmda, 6n ~klindeki tamsaytlar; 
(d) <;;1karma altmda, 6n t 1 ~eklindeki tamsayilar; 
( e) <;;arp1m altmda, 6n + 1 ~eklindek i tamsayllar; 
(f) <;arp1m altmda, 3n ~eklindeki tamsayllar; 
(g) <;;arp1m altmda, 3n ~klinde olmayan tamsayilar. 
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RASYONEL SAYILAR 

2J1 Raayonel aaydaran tarifi 

1, 2, 3, 4, 5, . . . tabii saytlarm toplam 
altmda kapah olduklarm1, ve 

... , - 5, - 4, - 3, - 2, - 1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, ... 

tamsay1larm da toplam, ~rp1m ve <;1karma altmda ka 
olduklarm1 gordUk. Mamafih bu climlelerin hi~ biri oor· 
altmda kapab degildir, zira tamsayllarm bolUmU 4/3, 7 / 6 
- 2/ 5, v.s. gibi kesirler verebilir. BOyle kesirlerin kolek 
siyonunun tamam1 rasyonel sayllar1 te~kil ederler. Bi5ylec6 
bir rasyonel sayi ( veya bir rMyonel kesir), a ve d tamsayt 
ve d sifirdan farkli olmak iizere, a/ d ~kline konulabil' 
bir saytdir. Bu tarif hakkmda bir ka<; s0zUmUz vard1r: 

(1) d nin SI.firdan farkh olmas1m istedik. Matematik 
bak1mdan d + 0 olarak ifade edilen bu istek lmmd1r, 
!;ilnkU d haklkatte bir oolendir: 

a 21 ::l 
(a) hali a = 21, d = 7, -=-=-=3; 

d 7 1 

a 25 4 
(b) hali a = 25, d = 7, -=-- = 3 --

d 7 7 

misallerini g0z onUne alahm. (a) halinde, d evvelki oolfun· 
deki anlamda bir oolendir; yani 2, 21 in tam bir oolenidir. 

-2fl-
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(b) halinde d yine bir oolendir fakat farkll bir anlamdachr, 
~Unkti 7, 25 in tam bir ooleni degildir. Fakat eger 25 e 
bOW:nen, vc 7 ye bOlen adlarm1 verirsek, 3 bir bOW.m 
sonu.cu ve 4 bir bOlUm kakzni eldc ederiz. BOylece bOlen 
kclimesini, BOltim 1 de kullanchg1m1zdan daha geni$ ~­
Jeri kapsamak tizere, daha geni$ bir anlamda kullaniyoruz. 
Mamafih, BOli.lm 1 deki oolen kavram1 ooyle yukar1daki 
· (a) halindeki misallerde kabili tatbik kalmaktad1r; bu 
sebepten, BOltim 1 deki gibi, d = 0 1 hari~ tutmahy1z. 

(2) Ra.syonel sayi ve rasyonel kesir terimleri ayru 
anlamda kullamld1g1 mtiddet<;e, tek ba$ma kesir kelimesi 

17 
veya 

~2 - '/l 

zt-yi 

de oldugu gibi bir pay ve bir paydas1 olan her hangi cebrik 
bir ifadeyi gostermek i~in kullamhr. 

(3) Rasyonel saymm tarifi «a ve d tamsayllar ve 
d + 0 olmak Uzere a/ d ~kline koy1dabilen bir say1d1r> 
kelimelerini ihtiva eder. Ni~in «a ve d tamsayllar ve 
d + O olan a/d $eklinde bir say1chr» demek kilfi degildir? 
Bunun sebebi, verilen bir kesrin sonsuz yollardan ifade 
edilebilmesinin mlimktin olmas1 (mesela 2/ 3 i~in ancak bir 
ka~ tanesini zikretmek lizere 4/ 6, 6/9, ... , veya 21t/3it, 

veya 2"\/3/ 3v3 veya -10/-15 yazllabilir), ve rasyonel 
say1 tarifinin her hangi bir kimsenin onun yaztlI$1IlI ozel 
$Ckildc se~mesine bagh kalmamasm1 istememizden 
ileri gelmektedir. Bir kesir, pay ve paydas1mn her ikisi 
aym miktar ile ~plld1g1 takdirde, degeri degi!Jmeyecek 
li$ekilde tarif edilmi$tir; fakat verilen bir kesire ~yle bir 
bakmakla rasyonel olup olmad1g1m s0ylemek daima imkAn 
dahilinde degildir. Mesela 
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v'12 

v3 
ve 

v'15 

v3 

sayI1arm1 goz on line alahm; yaz1h~larma gore buradaj 
a ve d tamsayilar olmad1gmdan hie birisi a/ d ~klin~ 
degildir. Bununla beraber, ilk kesir tizerine baz1 aritmetilC 
i~lemler tatbik ederek 

2v'3 2 
--=--=--= -

v3 v'J v'3 1 

elde edilir. BOylece verilen kesre ~it fakat a= 2, d = l 
olacak ~ekilde belirtilen bir say1ya varmz. Boylece 

Y 12/ v' 3 tin rasyonel oldugunu gorilrtiz. v' 15/ v' 3 halinde 
ise 

v15 v'S· v3 _ 
- - = = vs 

v'3 v3 

i~lemleri v5 say1sm1 verir. A~ag1daki ooltimlerde v'S in 
tamsayllarm bir oram olarak gosterilemeyecegini ve bu 
sebepten irrasyonel oldugunu ogrenecegiz. 

( 4) Her tamsaymm bir rasyonel say1 olduguna dik· 
kat ediniz. 2 tamsaylSl halinde bunun ooyle oldugunu 
demin gordilk. Genel olarak tamsaydar t 

-5 -4 -3 - 2 -1 0 1 2 3 4 5 .. . ,--,-- ,-- ,- -, - -, -,-, - ,-, - ,-, ... 
1 1 1 1 1 111111 

~eklinde yaz1labilir; burada her payda 1 olarak verilmi~tir. 
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Problem serisi 5 

1. 2 tamsay1smm a. d rasyonel $eklinde (a ve d tamsa­
yilar ile) sonsuz tarzda yazllabildigini ispatlaym1z. 

2. 1/ 3 rasyonel say1smm a/ d rasyonel $eklinde sonsuz 
tarzda yaz1labildigini ispatlaym1z. 

3. 0 tamsay1smm a/ d rasyonel ~klinde sonsuz tarzda 
yaz1labildigini ispatlaym1z. 

4. Her rasyonel saymm rasyonel ~kilde sonsuz tarzda 
ifade edilebilecegini ispatlaym1z. 

5. Tari/. k her hangi bir say1 olsun; bu takdirde k nm l 
tersiniri (rcsiprok) k. l =- 1 olacak ~kildedir. 
Bu tariften ~1kan sonu!;, 0 hari!;, bilttin sayllarm ter­
sinirlerinin mevcut olduklar1d1r. k + 0 verilince, tarif 
geregince, l tersiniri k. z ==- 1 denklemini saglar; bundan 

1 
l= ­

k 

nm anca,k k + 0 oldugu takdirde bir manas1 vard1r. 
Slf1r hari!;) her hangi bir rasyonel saymm tersiniri­
nin rasyonel oldugunu ispatlaymiz. 

2.2 Bitimli ve bit imsiz ondal1klar 

1/ 2 rasyonel say1smm 2/ 4, 3/ 6, 4/ 8, v.s. den fark.11, 
0,5 gibi ondallkh, bir diger gosterilme $ekli daha vard1r. 
Baz1 kesirlerin ondahkla gosterilmesi bitimli veya sonlu­
dur; mesela 

1 
-=0,5, 
2 

2 
- =0,4, 
5 

1 
-=0,0125 . 
80 
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Mamafih diger kesirlerin bitimsiz veya sonsuz ondahkla 
gosterilmeleri vardtr; mesela 

1 
- = 0,33333 • • • 1 

3 

1 
- = 0,16666 ... , 
6 

5 
- = 0,454545 ... 
11 

Bu sonsuz ondallklar, kesirde pay1 paydaya oolerek, eldl 
edilebilir. Mesela 5/ 11 halinde, 5,000 i 11 ile oolilyoruz ~ 
0,454545 . . . sonucunu elde ediyoruz. 

Hangi a/ b rasyonel kesirlerin bitimli ondahkla gos­
terilmeleri mUmkilndUr? Bu soruya genel bir cevap ver­
meden evvel bir misali tetkik edelim, bu misal 0,8625 
bitimli ondahg1 olsun. 

8625 
0,8625=--

10000 

oldugunu ve her hangi bitimli bir ondallgm paydas1 10, 
100, 1000 veya 10 un bir UssU olan bir rasyonel kesii 
olarak yazllabileegini biliriz. Eger sag taraftaki kesirl 
basitle$tirirsek 

8625 69 
08625=--=-

' 10000 80 

elde ederiz. 80 paydas1 10.000 in, 10.000 ile 8625 in m~ 
terek en bUyUk bOleni olan 125 ile bOIUnmesile elde edil• 
mi$tir. 10.000 deki gibi tamamen asal c;arpanlara ayr1lmada 
80 tamsay1S1nm ancak 2 ve 5 iki asal Qarpam vard1r. 
0,8625 yerine her hangi bir bitimli ondahktan hareke~ 
edersek, buna tekabill edecek en basitle$tirilmi$ a/b ras .. 
yonel kesrinin aym ozellige sahip olacag1 8$ikardir. Yani. 
b paydas1 2 ve 5 asal Garpanlarma sahip olup ba$ka asal 
Garpanlar da mevcut olamaz, zira b daima 10 un her hangi 
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bir Ussuniln ~arpamdir, ve 10 = 2. 5 dir. Bu kat'i neticeyi 
verir. $u genel ifadeyi ispat edecegiz: 

En basit haline irca edilmi§ bir a/ b rasyonel ke8rinin., 
ancak ve ancak e{jer b tamsayisinm 2 ve 5 den gayn asal 
bOlenleri yoksa, bitimli bir ondlllik <191Zimi vardir. 

b nin 2 ve 5 i asal !;al'Pan olarak malik olmadJgi 
anla$1lmahd1r; ancak birine malik olabilir veya hi~ birine 
asal ~rpan olarak malik olmayabilir: 

1 
- - = 0,04, 
25 

1 
- = 0,0625, 
16 

7 
· -=7,0 

1 

burada b 25, 16 ve 1 degerlerine maliktir. MUhim olan 
kavram b nin 2 ve 5 den gayri diger her hangi bir asal 
~ana sahip olmamas1d1r. ' 

Yukaridaki onermede eger ve ancak eger keliniele­
rinin bulunduguna dikkat etmeli. §irndiye kadar bUtUn 
ispat ettigimiz ancak e{jer k1snud1r, ~UnkU b ancak eger 
2 ve 5 den gayri asal sayllarla bOIUnebildiginde bitirnli 
bir a~1hmm olacag1ru gosterdik. (Diger deyimle, eger b 
2 ve 5 den gayri asal say1larla oolilnebilirse, o zarnan en 
basitlc$tiri1mi$ haldeki a/ b kesrinin bitimli ondallkh a~1hm1 
olmayacakt1r.) 

Oncrmenin eger k1sm1, eger b tamsay1smm 2 ve 5 den 
gayn bir asal ~arparu yoksa, o zaman en basitl~irilmi$ 
haldeki, a/ b rasyonel kesrinin bitimli bir ondahkh a~1h­
mmm mevcut oldugunu, ifade eder. Eger k1snuru ispat 
etmek i~in, b nin en fazla 2 ve 5 asal ~arpanlarma malik 
oldugunu kabul cderek her hangi en basitlc$tirilmi$ haldcki 
bir a l l> rasyonel kesriyle i$e ba$layacag1z ve tekabUI 
eden ondahk ifadenin bitimli tipte oldugunu ispat edece­
giz. Evvela bir misali, mesela 
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a 9741 9741 
- =--=--
b 3200 21.52 

y1 goz onilne alahm. Bunu bir ondahga tahvil etmek i~in 
sadece paydas1 10 un bir iissil olan bir kesire ~viriyo 
Bu, hem pay1 ve hem de payday1 5" ile c;arpmakla el 
edilebilir: 

9741 9741 . 5~ 30440625 
--= - - - = ----= 3,0440625. 
21 . 52 21 . 5 7 10 1 

Bu ozel halden her hangi bir misalc tatbik ic;in bu ispa 
~u a$ag1daki yoldan genelle$tirilebilinir: m ve n poziti 
tamsay1lar veya s1fir olmak ilzere b nin 2 111 • 5n $eklind 
oldugunu kabul edelim. ~imdi, ya n, m den kil~ilk vey 
m e e$ittir (n ~ m yaz1hr) veyahut n, m den bUyti.ktU 
(n > m yaz1hr). n ~ m ise, kesrin hem pay ve hem de 
paydas1m 5m-ll ile ~rpariz: 

a a 
-=--=------ --- - ---
b l()m 

Madem ki m - n pozitif veya s1f1rdir, 5m- 11 bir tamsayt• 
d1r, ve ooylece a.sm-11 de bir c tamsay1dlr. Bu sebepten 

a c 

b 10"' 

yazabiliriz, ve madem ki c nin lQm ile oolUnmesi sadece 
ondabk virgillUntin dogru yerle$tirilmesini istemektedir, 
bir bitlmli ondahk elde ederiz. 

Diger taraftan, n > m ise, a/ b nin pay ve paydasm1 
2"'- " ile c;arpmahyiz: 
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a a a-2"-m 
-=--=----------
b 

a. 2" 111 tamsay1s1 i!;in d yazarak, 

a d 
·-=--
b 10"' 

elde edcriz. BOylece evvclki gibi bitimli bir ondallk elde 
ederiz. 

Problem serisi 6 

1. A~ag1daki kesirleri bitimli ondahklar olarak ifade 
ediniz: 

(a) 
1 3 321 7 

4' (b) 
200' 

(c) 
400 

(d) -
625' 

352 3149 
(e) 

125 (f) 2500 . 

Z.3 Onermelerin muhtelif yolclan ifade 
ve ispat edilmeleri 

Tam tarifini vermeden eger ve ancak eger cUmle 
par~s1m kullandlk. Oyle ise bu noktada rasyonel sayilann 
tetkikine biraz mola vcrip matematik ifadelerde kullarulan 
baz1 ifade tarz1m ve bu if ade tarzmm bellib8$h man bk 
kaidelerile olan irtabatm1 k1saca izah edelim. Matematik­
te iddia ve onermelerin iki esash c;e~idi vardlr: 

Eger A ise o zaman B ( dir), 
Eger A ise o zaman B (dir), ve miltekabilen. 

f. 8 
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Bunlarm tetkikine gir~lim. 

«Eger m ve n cift tamsay1lar ise, o zaman mn 
diye, Kls1m 1.5 de yaptlg1miz gibi, ifade edersek, iddi 
«eger A ise o zaman B ( dir) > c~idine malik oluruz. $im 
ooyle bir iddia bir ~k yoldan, a~g1daki listcde g0ste 
mi~ oldugu gibi, ifade edilebilir: 

«Eger A ise o zmnan B (dir) i ifade etmek yo'llari 

[1] Eger A dogru ise o zaman B de dogrudur. 
[2] Eger A cari ise o zaman B de caridir. 
[3] AB yi icap ettirir. 
[4] B A tarafmdan icap ettirilmi~ir. 
[5] B A dan c1kar. 
(6) A B icin kafi bir ~rtt1r. 

[7] B A icin 18.z1m bir ~tlr. 
[8] B nin dogru olmasi A nm dogru olmas1m verir. 
[9] A dogru ise B dogrudur. 

flO] Ancak eger B dogru ise A dogrudur. 
[11] Aym zamanda hem A nm dogru, hem de B 

yanh~ olmas1 milmkiln degildir. 
[12] Eger B yanh~ ise o zaman Ada yanh~r. 

MUmkUn ifade ~killerinin say1smm bir sm1n olma 
gmdan bu liste ancak en ~k kullanllan ~kllleri ihti 
edip, tamam degildir. Mesela [6] ve [7] gibi baz1 maddel 
bu kitapta kullanllmam1~ olup ifadelerin tamam o 
icin listeye almm1~t1r. [12) haric hepsi «icap ettirir» 
«1Az1m ~>, «kAfi ~rb, ve «ancak egen gibi terimle 
tarifi olarak gorillebilir. 

Mesela, matematikte «ancak eger> teriminin tekn 
kullanllmas1 olan [101 u g0z onilne alal1m. A ve B sem 
bolleri yerine, evvelki tetkikatim1zdaki m ve n hak 
daki iddialar1 koyarsak, a~g1daki onermelerin her i · 
de ayru ~yi s0yledigi sonucuna vannz: 



cEgPr m ve ft tamsayllan ~ift iseler, o zaman ma tam­
sayl61 cifttir. • 

cAncak eger mn tamaayun c1ft lae m ve ft tamsay1lan 
~ifttir.• 

Eger okur aym !jeyleri saylemec:llklerinl hlasedene, 
bu hlssi «ancak> kelimesinin gQnlUk kullan1Jmamna 
ab,lkllgmdan ileri gelmektedir. Bu takdirde, matematilln 
telmik dlll ile her giin kullandlii ingilizce arasmda bir 
tefrik yapm8S1 llzundlr. Bu dillerln milfterek lnmmlan 
oldugu gibi, tetkik konusu ettijimtz misalde oldulu glbl 
farklan da vardlr. (Bir kimse matematik dill kullanmakta 
mahir olunca, g\inlUk konUIJID& feldl olarak, eier aegene, 
o 'yu kullanabllir. Mamaflh bOyle bir seclm yaparsa, alell­
de blr klmse tarafmdan ukalA, yapmaclkh, veya en az 
eski kafah olarak gfuillecektir.) 

BOylece listede ceter A ise o zaman B (dir)> l MSyleme 
tarzlanmn llstesi haklonda bayli a5yleyeoetimlz [1] den 
[ 11] e kadar eekillerin matematlkte bansl yolda dll 
kullandlgunlZlD anlqmalara dayanmamndan baelm blr teY 
olmadlg1dlr. [12] fjekll yaJmz yenl blr DlOil1 thtlva 
etmeytp manbgm temel bir akslyom\Dlu da lstilzam 
etmektedir. [12] nin «eter A lae o zaman B (dlr)> De 
ayru .,eyi slSylemesi keytlyetlnln ea&8I manbkta o1up kell­
melerln sadece farkh blr dlzlHflnden llerl gelmemektedlr. 
Manbiln lsnad edllen akslyomu (ortayt ~ tutata kanM 
adi albnda blllnen) ya A nm doln1 veya A nm yanlJf 
olmasuu ifade eder; burada A lle anaUze mOsalt her hangl 
blr ifadeyi anlayoruz. 1'1n ea&81, akslyom A nm dolrululu 
Ye Yanl1'hi'I arasmdald her hangl blr ara ball bertaNt 
eder. Bu akslyomu oldulu glbl kabul edellm ve bu balde 
(1] ve [12] iJekDlerlnln aym teYl llSylec:llllnl lspatlayahm. 

Bunu yapmak lcln [11 In [12J yt lstUmm ettftJnl, ve 
mUtekabllen [12] nln [1] l lstlJzam ettllfnl !pt etme-



36 Raayonel ve lrruyonel Sayllar 

liyiz. Evvela [1] i kabul eder ve soma da [12] yi 

onUne ahr1z: 

cEger B y~ ise, o zaman A da yanh,t1r.> 

Bu sonucun y~ olmasl, cA dogrudur> olmas1 mfunkiln 
mildUr? Eger bu ooyle olsaydl, 0 zaman llJ i kullanarak 
B nin dogru oldugu sonucuna varacaktlk; fakat bu [12] 
deki ipotezi nakzeder. Bundan dolay1 cA yanh,t1r> sonucu 
dogrudur. 

~1t olarak [121 yi kabul ederek lll den 

Eger A dogru ise, o zaman B de dogrudur. • 

sonucu ttkacaguu ispatlayalun. Bu sonucun yani1' olup 
olmad1g1m soruyoruz; «B y~tlr> olmah mi? Eget" 
ooyle olsaydl, o zaman {12] yi kullanarak A run Y~ 
oldugu sonucunu ttkaracakt1k; fakat bu [1 l ipote'Lini 
yalanlar. Bundan dolayi cB dogrudur> dogru sonu~. 

[11] ve [121 !jekilleri V8Sltah (endirekt) ispatm mahi­
yeti i~in ip ucu verirler. Farzedelim ki ceger A ise, o 
zaman B (dir)> iddiasmm ispatuu istiyoruz. Vas1tasiz 
(direkt) bir ispat da A ifadesini dogru kabul edip sonra 
da B ifadeslni bundan ~- Fakat eger {111 ~k­
llnl tetkik edersek, hem A run dogrulugunu ve hem de 
B nin yanl1$hguu kabu1 edip bundan blzi blr ~li~e'Zllge 
g0tUren blr lspat verebllecegimizi gijrUriiz. Bu, endlrekt 
ispat metodlanndan blrl olan, ~11$me'Zlik sayesinde ispat­
tlr. lspatin bu tipi, lspatta ifade edllen ipote'Zlere dikkat 
ederek tesbit edllebllir; ekserlya. Yanl1'11ii ispatlanacak 
ifadenin evvell dogrulugu kabul edllir. lspatm sonunda 
kullamlan c . . . ve bOylece blr ~l~e-zlige dii$U1Ur ve teorem 
ooylece lspatlanm1' olUr> gibl ifade tani Ue de endlrekt 
ispatlar yapllablllr. 

Her gUn kullamlan dlger endlrekt blr ispat tlplni de 
(121 habra getlrlr. BOylece ceger A ise o zaman B (dlr) > l 
ispat etmek i~in B nin y&nWJ oldugu kabul edilir ve bun-
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dan da A nm yanl1i;;hg1 <;1kar1llr. Tespit ettigimiz U~ ispat 
tipi i;;unlard1r: 

A kabul edllip B sonucu <;1kartl1r. (direkt ispat) 
A run dogru ve B nin yanl1i;; oldugu kabul edilip bir 

Geli$mezlige d~UlUr. (endirekt ispatm bir ~kli) 
B nin yanlii;; oldugu kabul edilip A nm yanlI$ oldugu 

sonucuna var1hr. (endirekt ispatm diger bir i;;ekli) 

(Elimizdeki bu kitap dahil) matematik kitaplarmm 
yazllma tarz1 hakkmda merakh bir i;;ey de, ekseriya hangi 
tipin hangi ozel zamanda kullantlacagm1 a~lk~ belirtme­
clen, bu Uc; ispat tipinin gelii;;igUzel kullamlmas1d1r. Haki­
katte kendi dU$tin~ usullerine uygun olarak ve kullarulacak 
ispatm tipini SeGerek okurdan uf ak bir problemin ~zUmU 
beklenir. Mamafih problem zor olmay1p ekseriya okur 
ispatm ba$ k1smmda yazar tarafmdan yapllan ipotezleri 
izleyebilir. 

Bundan sonra, matematik onermenin ikinci nev'ini, 
bu bOltimtin ba$lang1cmda bahis konusu olan 

«Eger A ise o zaman B (dir), ve mUtekabilen» 

'i goz onUne alacagra. Ve miUekabiZen kelimesi «eger B 
ise o zaman A (d1r) » anlamma olup bu ise «eger A ise o 
zaman B (dir) >'in mUtekabilidir. Bir ifade ik mlitekabi­
linin (kar$1tmm) iki farkh $ey oldugunu okur muhteme­
len farkmdadir. Vaziyete gore biri dogru ve digeri yanb$, 
her ikisi dogru, veya her ikisi de yanl1$ olabilir. MeselA 
«eger m ve n ~ift iseler, o zaman mn <;ifttir > ifadesl 
dogrudur, halbuki bunun mUtekabili olan «eger mn ~ift 
ise, o zaman m ve n <;ifttirler» yanh$br. 

$imdi daha evvelki listemizi mukayese ederek ceger 
A ise o zaman B (dir), ve mUtekabilen> 'i ifade etmenin 
degi$ik yollarrm gosterelim: 
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Eger B ise o zaman A d1r, ve miltekabilen. 
Eger ve ancak eger B dogru ise A da dogrudur · 
Eger ve ancak eger A dogru ise B de dogrudur · 
Eger ve ancak eger B ya~ ise A da yanli$t1r · 
Eger ve ancak eger A yanh$ ise B de yanl1ljtir. 
A B yi tazammun eder, ve miltekabilen. 
B A y1 tazammun eder, ve miltekabilen. 
A B i~n 18.zim ve kafi bir ljartbr. 
B A i<;in lizim ve kafi bir ljarttrr. 
A ve B eyleger ifadelerdir. 

BUilin bu ifadeler aym ljeyi if ade ederler. 

' 

$imdi ceger A ise o zaman B (dir), ve miltekabilen» 'i 
tesis i<;in bol ~e$itte mevcut ispat metodlarim tespit edelim. 
Daha evvel gordilgfunilz gibi ceger A ise o zaman B (dir)> 
in ispatl i<;in U<; esash yol vardlr. Benzer ljekilde ceger B 
ise o zaman A (dlr)> m ispat1 i~in de miimklin ii~ metod 
vard1r. 1lk ii~Un her hangi biri ile ikinci u~ her hangi 
biri tertip edilebildiginden ceger A ise o zaman B (dir), 
ve miitekabilen> in 9 tertip ispat imkim vardlr. Belki en 
malUm ornek her tarzm direkt ispattdtr, yani: 

(1) A YI kabul ederek B sonucunu ~lkarmak. 
(2) B yi kabul ederek A sonucunu Gtkarmak. 

Diger maliim ~ir ornek de $Udur: 

(1) A YI kabul ederek B sonucunu G1karmak. 

' 

(2) A nm yanll$hg1Ill kabul ederek B nin yanllff 
oldugu sonucunu ~kannak. 

Biraz karl$tk ispatlarda bu omekler ekseriya birbirlerl 
ile tertiplenir. «Eger A ise o zaman 11' (dir)> in bir ispatl 
ceger A ise o zaman B (din, ceier B ise o zaman C (dir) >1 
ceger C ise o zaman D (dir)>, ceger D ise ozaman E (dir}> 
ceger E ise o zaman 11' (dir)> ifadeler zinciri ile kurUla· 

~ I 
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bilir. Bu halde her ifade daha sonrakini tazammun eder. 
Eger her ifade ve k~Itl yukar1daki orneklerden birinin 
yard1m1 ile kurulabilirse, o zaman «eger F ise o zaman 
E (dir) », «eger E ise o zaman D (dir) », «eger D ise o za­
man 0 (dir) », «eger 0 ise o zaman B (dir) », «eger B ise 
o zaman A ( d1r) » cari olurlar ve ilk ifadenin k~1ti olan 
«eger F ise o zaman A (d1r)» de c3.ridir. «!spat kademe­
lerinin s1rasm1 tersine ~evirerek kar~1tl ispatlanabilir> 
diyen bir mliellif bunu kasteder. 

BUtlin bu ornekler matematik kitaplarmda rastlamr, 
ve daha evvel soyledigimiz gibi, ekseriya bir ispata giri~ 
tiginde yazar takip ettigi ispat omegini ac1k olarak 
belirtmez. Yazar okurun ispat tekniginin btinyesini kendi 
kendine bulabilecegini umar. 

Problem serisi 7 

1. «Eger mm <;ift ise, o zaman m ve n de ~rler> 
ifadesinin yanh~ oldugunu ispatlaym. 

2. ~ag1daki ifadelerin hangileri dogru, hangileri y~ 
t1r? En basitl~tirilmi~ a/ b rasyonel kesrinin 

(a) eger ve ancak eger b 2 den gayri hi~ bir asa.l sa.yi 

ile oollinmezse; 
(b) eger b 2 den gayri hi~ bir asal sayi ile oolUnmezse; 
( c) ancak eger b 2 den gayri hie bir sayi ile bOliin-

mezse; 
(d) eger ve ancak eger b 3 ile oolilnmezse; 
(e) eger b 3 ile bOliinmezse; 
(f) ancak eger b 3 ile bOIUnmezse 

bitimli ondallk gOste~i vardlr. 

3. A~gidaki ifadelerin hangileri dogru, hangileri yan­
l~tir? a/ b rasyonel kesrinin : 
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(a) eger ve ancak eger b nin 2 ve 5 den gayri bir as 
~1 yoksa; 

(b) eger b nin 2 ve 5 den gayri bir asal ~arpam yoksa 

( c) ancak eger b nin 2 ve 5 den gayri bir asal 
yoksa 

bitimli bir ondahk a~mu vard1r. 

Not: a/ b nin en basi~tirilmi!} kesir olduguna dair bit 
kayidm mevcut olmadlgma dikkat ediniz. 

4. Son zamanlarda cebire ait i,;lkan bir kitap a!jagtda 
ifadeyi bir aksiyum olarak kullanmaktadlr: 
<ancak eger a = 0 veya b = O oldugu takdirde ab = 0 
dir>. Bunu <eger A ise o zaman B ( dir) > !} eklinde 
yeniden ifade ediniz. 

5. (a) Eger 13 (beta) rasyonel bir say1 ise, o zaman 132 nin 
de rasyonel oldugunu ispatlaym. 

(b) Bu ~2 nin irrasyonel olmasiru ispat etmek f3 nm da 
irrasyonel olmasiru icap ettirmekte midir? 

2.4 PerycMfik ondahklar 

Simdi rasyonel sayilar konusuna donelim. Rasyonel 
kesirleri bitimli ondahk11 ve sonsuz ondahkh olmak Uzere 
lld suufa aylrdlk. Her bOyle sonsuz ondahgt 

5 
--= 0,454545 . . . ve 

11 
3097 --= 0,31282828 ... 
9900 

gibi tekrarlanan basamakh olarak kurabiliriz. Kolayhk 
olmasl i~ peryodik ondahklan, tekrarlanan k1smm 
tizerine bir ~ koyarak, standard notasyon ile kulla· 
nacaiiz: 



5 -
--= 0,45, 

11 
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3097 
=03128 

9900 ' ' 

1 

- = 0,16 ' v.s. 
6 

41 

1 -
-=0,3, 
3 

Tekrarlanan basamaklar k1smmm sebebi bir kesri, mesela 
2/ 7 yi, ondahkh ~kle tahvilini goz ontine ald1g1m1Zda 
gorulebilir: 

2,000000 
14 

60 
56 

40 
35 

50 
49 

10 
7 

30 
28 

2 

7 

0,285714 

2 
- = 0,28.CJ714 
7 

BOlme i~leminde kalanlar s1ras1 ile 6, 4, 5, 1, 3, 2 dir. Kalan 
2 ye eri~tiginde sikl (devir) tamamlamr ve bundan sonra 
20 nin 7 ile ooli.imtinU yeniden elde ederiz. Kalanlann hepsi 
7 ooleninden daha kti!;;Ukttir, oyle ki ancak alt1 mi.imkUn 
kalan kalmcaya kadar bir tekrarlama olmahd1r. (0 kalani 
konu harici tutulmu~tur, zira bitimli ondahklan tetkik 
etmiyoruz.) 

Yukar1daki misalde, 20 nin 7 ye oolilnmesi ikinci bir 
defa vukua gelirse tekrarlama olur. 20 de 7 btittin ooli.im 
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· l uun· • ilk a..i· ...... •chr llk adurun tekrarlanan biri olmaSl ~em \ilu~ • • •• 

icap etmez. Mesela 209/ 700 Un ondahk ~kle ~vrilmesmi 
gOz onUne alahm: 

209,00000000 
1400 

6900 
6300 

6000 
5600 

4000 
3500 

5000 
4900 

1000 
700 

3000 
2800 

2000 
1400 

\ 

700 

0,29857142 

209 
= 0,29857142 

700 

600 

Tekrarlama burada kalamn, bir kac adlm evvel ortaya 
~kan, 600 e eri~igi zaman vukua gelir. 700 ooleni halinde, 
mUmki.in olan kalanlann 1, 2, 3, . .. , 699 saytlari oldugunu 
biliyoruz. BOylece tekrarlamaya erli$ebilmek icin bir kac 
adlm daha atrnaga mecbur olabilmemize ragmen kalamn 
tekranndan emin oluruz. 

alb genel hali benzer tarzda mtinak~ edllebilir. a 
tamsay1s1 b tamsayisma bOUlniirse yeg8ne mUmkiln olan 
kalanlar 1, 2, 3, ...• b - 2, b -1 dir, ve ooylece b01Um 
i$1eminin tekran kat'tdir. BOlme i$lemi tekrarlamrsa bir 
sikl ortaya c1kar ve sonuc peryodik bir ondahkbr. 
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!spat edebildigimiz kadar1 a$ag1daki onermenin yar1-
s1d1r: 

Her hangi bir rasyonel a/ b kesri bir bttimli ondal.ik 
veya bir sonsuz peryodik ondaltkla ifade edil.ebilir; kart}'t 
olarak ister bitimli ister sonsuz peryodik o'lsun her M.ngi 
bir oruialik aqilim baz1 rasyonel sayiya ~it olacaktir. 

Kar$1t1, bitimli ve sonsuz peryodik olmak Uzere, iki 
dns ondahktan bahseder. Bitimli ondahklar zaten tetkik 
edilmi$ ve bunlarm rasyonel saytlan gosterdiklerini gor­
m~ttik. ~imdi sonsuz peryodik ondahklarm tetkikine 
donelim. Evvela, biltiln halleri kapsayacak bir $ekilde genel­
le!]tirilebilen bir metod kullanarak, muayyen sonsuz per­
yodik bir ondahgm rasyonel oldugunu gOsterelim. Ozel bir 
hali tetkik ettikten sonra ayru metodu her hangi bir 
peryodik ondahga tatbik edecegiz. 

Sonsuz peryodik 

x - 28,123456 veya x = 28,123456456 ... 

ondahgim goz online alahm. Evvela bunu bir sayi ve sonra 
da diger bir say1 ile <;arpahm; bu sayllar oyle s~ileceklerdir 
ki, iki <;arp1mm farkmt aldtgtmtzda, sonsuz peryodik klsun 
ortadan kalksm. Misalde, 1()6 ve 103 sayllar1 bu gayeye 
hizmet ederler, zira 

10" . x - 28123456,456 
ve 

103 • x == 28123,456 

oldugundan 10'1 . x - 103 • x fark1 

999000x = 28095333 dir. 
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Bundan dolay1 

28095333 
X= 

999000 

x in rasyonel bir say1 oldugunu ortaya koyar. 
Bu metodu genell~irmede 103 ve 10-S saytlar 

«kafarmzdan atmadlgunw> sistematik olarak se~ildikler· 
gosterecegiz. Ondallgm tamsay1 k1srrum ihmal edip terk 
decegiz (yani yukandaki misalde 28 e tekabtil eden k1sm1) 
zira i$lemde kat'i sonu~ verecek bir rol oynamamaktadlr 
BOylece her hangi (tamsay1h klsrru olmadan) tekrarlana 
ondal1g1 

§eklinde yazabiliriz; burada a,, ~ •... , a, tekrarlanmay 
klsnun mliteakkip s adet rakkaIIUm ve bi, b2, • • ·, b• tek 
rarlanan t adet rakkarrum gOsteren kls1mlardlr. (Yukan 
daki misalde, 8=3, t=3; a,=1, ~=2, a.= 
bi= 4, b2 =5, ba = 6 dlr.) Eger x 'i 1oa+t ile sonra 
1()8 ile c;arpar ve birbirinden ~karirsak 

ve 

bundan da tamsayi-bOlii-tamsayi $eklinde olan 

a,ai . .. a,b1b2 ... bt - °'241 ... a, 
X=------------

1oa+«-1oa 
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yi elde ederiz. Binaenaleyh bu, ispatm1 yapmak istedigimiz 
gibi, rasyoneldir. 

Problem serisi 8 

1. ~ag1daki ondahklara e$it rasyonel say1lar1 bulunuz: 

(a) 0,111 ... 

(d) 0,9987 

(b) 5,6666 ... 

(e) 0,0001 

(c) 0,3743 

(f) 0,9 

2.5 Her bitimli ondabk peryodik bir ondabk 
olarak yaz1labilir 

Bu ooltimde baz1 rasyonel sayllarm bitimli ondahkla 
diger rasyonel sayllarm ise sonsuz veya bitimsiz ondahkla 
ifade edilebileceklerini ispat ettik. 4in garibi, (slfll' hari~) 
her bitimli ondahk bitimsiz $ekilde ifade edilebilir. Tabii 
bu gayet a$ikar olarak 6,8 yerine 6,8000 . . . yazarak, yani 
sonsuz s1f1rlar silsilesi ile, yapllabilir. Bu bitimli bir ondahgi 
bitimsiz ondahga bir yigm s1f1r dizisi ekleyerek degi~e 
i$leminden gayri diger bir yol daha varcbr ki biraz $~11'­
tlc1cbr. 1/ 3 Un me$hur ondallk a~ll1m1 ile b~llyal1m: 

1 
- =0,33333 ... 
3 

Bu e$itligin her iki tarafm1 3 ile ~arsak 

(1) 1=0,99999 ... 

acaip sonucunu elde ederiz. Boylece bitimli 1 veya 1,0 
ondaligi ile bitimsiz 0,99999 . . . ondahgi arasmda bir 
e$itlige sahip oluruz. 

(1) e$itligini ba$ka bir baktmdan g0zden g~irelim. 
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0,99999 . . . sonsuz ondahgm1 x ile gosterdigimizi 
delim, yani 

(2) X=0,99999 · · · 

lOile~ 

1~ = 9,99999 ... = 9 + 0,99999 .. . 

elde ederlz. 
(2) E!$itligini bundan ~ 

9x=9 veya :r:=l 

elde ederiz. BOylece (1) ~tllgmi ilk ~ tarzmdan 
farkh bir !jekilde lspat etmilj olduk. 

$imdi (1) E!$itligt 10, 100. 1000, 10000 v.s. ile ool\in· 
mekle 

0,1 = 0,099999 .. . 

0,01 = 0,0099999 .. . 
(3) 

0,001 = 0,00099999 .. . 

0,0001 = 0,00009999 . . . v .s. 

sonu~lar sllsilesini verir. Her bangl bir bltimll ondahgi bir 
bitimsiz ondahk !jelde ~ek i<;ln bu son~ ku}lam· 
labilir. Mesell, 

6,8 = 6,7 + 0.1=6, 7 + 0,099999 ... = 6,799999 .. . 

yazabilirlz. 

BaZ1 bqka mlsaller: 

0,43 = 0,42 + 0,01 = 0,42 + 0,009999 •.• = 
= 0,4299999 .. . ; 
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0,758 = 0,757 + 0,001 = 0,757 + 0,00099999 ... = 
= 0,75799999 . .. ; 

0,102 = 0,101 + 0,001 = 0,101 + 0,00099999 ... = 
= 0,10199999 ... ; 

6,81 = 6,8 + 0,01 = 6,8 + 0,0099999 . .. = 
= 6,8099999 .... 

47 

Bu hesap hileisi bize her hangi bitimli bir ondahgm bitimsiz 
~kilde yaZilmas1 imkamm vermektedir. Buna mukabil 
(1) ve (3) e$itlikleri bize her hangi sonsuz say1da dokuz­
larla devam eden bir ondahgi bitimli bir ondahga ~virmek 
imkarum verirler: 

0,4699999 ... = 0,46 + 0,0099999 ... = 
= 0,46 + 0,01=0,47, 

18,099999 ... = 18, + 0,099999 = 18, + 0,1 = 18,1. 

Verilen bir saymm ne kadar ondahkla gt>sterilme 
irnkan say1s1 sorusu bir tefsir konusudur. Cfutkil 0,43 Un 
0,42999 · . . gibi yazllmasma ilAveten bu saym.m 

0,430, 0,4300, 0,43000, 0,430000, 

iJekillerini de yazabiliriz. Mamafih bunlar 0,43 Un o kadar 
herk~ malum ~killeridir ki bunlan farkl1 gOstermeler 
olarak hesaba katrmyoruz. Biz 0,43 gibi ooyle bir saym.m 
sonsuz ondahkh ~klini ziktetmek istersek, 0,42999 · · · u 
kasdeclip, 0,43000 . .. 1 murad etmeyiz. 

Problem serisi 9 

1. A.!}agidakilerin her birini bitlrnll onda11kla yazmiz: 

(a) 0,11999 .. . 
(b) 0,299999 .. . 

(c) 4,79999 · · · 
(d) 9,999 ... 
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2. A~g1dakilerin her birini bitimsiz ondahkla yaz1111z: 

(a) 0,73 (b) 0,0099 (C) 13 

3. Hanbi a1 b rasyonel saymm tamamen iki farkh onda· 
hkla g0sterilmesi mUmkiindUr? 

4. Hangi a/b rasyonel say1smm tamamen i.i<; farkll onda· 
hkla gosterilmesi mi.imktindUr? 

2.6 Bir 0zet 

1ki tip a/ b rasyonel say1s1 tefrik ederiz, 2 ve 5 den 
gayri oolenleri olmayan b tamsaylS1 ile diger bUtiin geri 
kalanlar (a/b kesri en basitl~i$ ~kilde oldugu kabUl 
edilir). Birinci tipte olanlar hem sonlu ve hem de sonsUZ 
ondallkla yazllabilir; mesela 

1 - = 0,5 = 0,499999 ... 
2 

tkinci tip say1lar ancak sonsuz ondallk ~klinde yaztlabilir; 
mesela 

1 
-=0,33333 . .. 
3 

1/2 ve 1/3 nin bu ifade edilme tarzlan dl$mda, tabii o,500 
gibi herk~ malfun gosteri$lerden gayri, her hangi bit 
onda11kla gosterilemezler. Gelecek oolUmde bunun nede!I 
ooyle oldugunu izah edecegiz. 

Uzerinde ehemmiyetle durulan rasyonel saytlar ve 
onlarm ondallkla g0sterili$leridir. Meseleyi tersine <;evire" 
rek, bir an ic;in ondal1kll gosteri$leri di.i$Unelim. Bu oolUII\" 
deki bUtiln sonsuz ondallk ac;1hmlar peryodik idi. 
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q = 0,1010010001000010000010000001 ... 

gibi peryodik olmayan ondahklar hakkmda ne s0yleyebi­
liriz? Bu q sayis1, birincisinde bir s1f1r, daha sonra ild 
s1f1r, daha sonra ti~ s1fir ve ilanihaye, s1f1rlarla ayr~ 
birlerden mtirekkep bir seriden mi.ite~ekkildir. 

Eger q bir say1 ise ne cins bir say1d1r? Bu ooli.imdeki 
tetkikatumzdan q ni.in bir say1 olmad1giru biliyoruz. Gelecek 
bOltimdeki tetkikatim1za ooyle q gibi sayllarl ithal 
edecegiz. 

f. 4 



BOLOM 3 

REEL SAYILAR 

3.1 Geometrik noktai nazar 

Geometriye koordinatlar sokuldugunda, bir dogru ~ 
ekseni olarak gOsterilip bu eksenin her noktaSl bir sayiya 
tekabill etmek Uzere taksimath olur. Bu dogru Uzerinde, 
iki nokta arasmdaki mesafe UNttluk birimi veya birim 
u.zunluk olmak Uzere, 0 ve 1 gibi iki keyfi (fakat farkl1) 
nokta almabilir. Teamill geregince ($ekll: 5) 1 noktas1 0 

-2 0 1 2 

!;5ekll: s 

noktasmm sagmda alrmr, ooylece 0 m solundaki noktalar 
negatif saytlara tekabill eder. 0 noktasma ~Zang~ 
noktas1 denir. Mesela 7 sayisma ait olan nokta ba~langi<; 
noktasmdan yedi uzunluk birimi uzakhgmdad1r. - 7 ye 
ait nokta b~angic; noktasmm yedi birim solundadlr. Bu 
yolda noktalar ~langic; noktasmm solunda iseler negatif 
~etle, sagmda iseler pozitlf ~etle, ve sayilar noktanm 
ba$langic; noktasma olan uzakhklan g0stermek Uzere, her 
noktaya bir sayi baglamr. $ekil 6 da gOsterildigi gibi 

-2 l Ji 2 23 

Seldl: 6 

- 50 -
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- 4/ 3, 11 2 ve 2/ 3 gibi rasyonel sayllarm birim uzunluga 
olan nispetlerine gore tamamen yerleri belli olur. 

v2 senbolli kendisini kendisiyle ~rptJgimlZda 2 yi 

Veren bir say1y1 gosterir; yani v2 · v2 = 2 dir. v2 nin 
geometrik anlam1m gormek i~in *kil 7 de gOsterildigi 

J 

{21 
$ekll: 7 

Kenar uzunluklar1 l olan 
btr kare 

gibi bir birim kareyi goz ontine abr ve Pitagor teoremin­
den bir birim kare ko$egen uzunlugunun 2 oldugunu 

buluruz. Bundan dolay1 k6$egen uzunlugunu v 2 ile gOs­

terip v 2 say1sm1 dogru Uzerinde ba$lang1!; noktasmdan 
itibaren birim karemizin ko~gen uzunluguna e$it bir 
uzakhktaki noktaya tekabill ettiriyoruz. 

Madem ki eksen Uzerindeki her nokta ba$lang1g nok­
tasmdan bir miktar uzakhkta bulunuyor, ooyle her noktaya 
bir saymm tekabtil etmesi enttiitif (hadsi) olarak a$ikarrur. 
Reel say1lar olarak btittin noktalara tekabill eden btiti.in 
say1lar koleksiyonunu allyoruz. Buna her rasyonel say1 
dahildir, zira her rasyonel say1ya ba$langig noktasmdan 
itibaren muayyen bir uzakbk tekabill eder. BOylece rasyo­
nel sayllann reel sayllarm bir alt sm1f1m t~kil ettigini 
sOyleyebiliriz. 

Mamafih rasyonel olmayan reel saytlar da vard1r. 

lleride bu oolilmde ispat edecegimiz gibi v 2 sayis1 
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rasyonel degildir. Rasyonel olmayan v2 gibi her hangi 
bir reel say1ya irrasyonel denir. Yaptlan tarif tarzlanndan 
dolay1 her hangi reel bir sayi ya rasyonel veya irrasyonel­
dir. Yukarida tarif edildigi §ekilde her noktasma bir say1 
tekabill ettirilen dogru veya eksene r eel <Logru denir · Bu 
dogru noktalanna tekabill eden saytlann rasyonel veya 
irrasyonel olmalarma gore noktalar ya rasyonel veya 
irrasyoneldir. 

lrrasyonel bir saymm yukandaki tarifi ~una geldi­
gine dikkat ediniz: tki tarnsayirun a(b oraru ~eklinde ifade 
edilemeyen her hangi bir reel say1ya irrasyonel say1 
denir. 

1 / 3 saylSrm reel dogru Uzerinde, Slf1r ile birim nokta­
lar1 arasrm u~ oolen mesafeye kolayca yerl~rmek 
milmkUndUr ($ekil: 8). 

0 l. 
' 

13ekll: 8 

l 

~imdi 1/ 3 Un ondahkla gosterllmesini goz on\ine 
alallm: 

1 3 3 3 
3 = 0•33333 . . . = 10 + 100 + 1000 + .. .. 

Bu ~itlik 1/ 3 il sonsuz terimli bir toplam olarak ifade 
eder. Terim say1smm sonu olmamasma ragroen toplamm 
belirli, yani 1/ 3, bir degeri vardir. Eger 0,3, 0,33, · 0,333, 
0,3333, . · · lere tekabill eden noktalan reel dogru Uzerine 
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yerl~tirirsek 1/3 noktasma yakmsayan bir noktalar silsi­
lesi elde ederiz. Bu ~ekil 9 da g0sterilmi~ir; burada 

0 

$ekll: 9 

I 
3 

030 033 . ~ 

uzunluk birimi bi.iytitUlm~tlir. Her hangi bir sonsuz 
ondahk aym ~kilde reel dogrunun belirli bir noktasma 
ait olacakt1r. 0,99999 . . . sonsuz onda11gi halinde bunu 
gosteren nokta 

0,9, 0,99, 0,999, 0,9999, 0,99999, v.s. 

noktalarma tekabUI eden noktalara yakmsar. 
$ekil 10 da gOsterildigi gibi bu noktalar evvelki 

oolUmdeki 1 = 0,99999 . . . ~itligine uygun olarak 1 
noktasma yakmsarlar. 

0 

$ekll: 10 

$imdi evvelce misal olarak verilen 

q = 0,1010010001000010000010000001 ... 

say1smm tetkikine giri~lim; bu saymm da reel dognmun 
belirli bir noktasma ait oldugunu buluruz. Bu noktaya ~ 
a~agidaki 

0,1, 
0,101, 
0,101001, 
0,1010010001, 
0,101001000100001, v.s. 
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noktalar zinciri boyunca yakla!J!lchgml d~Unebil~ 
Madero ki q peryodik bir ondahk degildir, o h~ld~ bi 
irrasyonel say1 olup buna tekabill eden nokta da brr irras 
yonel noktachr. 

Bu, reel say1larm diger bir yolla yorumlanmasmi 
hat1ra getirir. Reel say1lar, sonlu veya sonsuz 

17 ,34, 2,176, - 6,03722222 ... ' q = 0,1010010001 ... 

gibi ondahk ac;1hm koleksiyonudur. Evvelki oolUmdeki 
tetkikat1m1za gore bu ondahk ac;1hmlan rasyonel ve 
irrasyonel sayilara ay1rabiliriz. Rasyonel sayllar ya sonlu 
veya peryodik ondahk olanlardir; iri·asyonel sayilar ise 
yukar1daki q say1s1 gibi peryodik olmayanlarchr. Bundan 
ba~ka mademki her sonlu ondahgm (veya 0,43000 . · · gibi 
sonsuz s1fm olan her ondahk) sonsuz peryodik ondahkla 
da yaz1labilecegini gordUk, o halde bu k1s1mda bUti.in 
rasyonel eayilarm sonsuz peryodik ondahklarla yazilma­
s1m kabul edebiliriz. (BOyle bir kabulden sonra mesela 
0,43 U 0,42999 · · · ~klinde yazabiliriz; bunun garip 
gozUkmesine ragmen ruµtg1daki tetkikatl kolayla$tLnr.) 

l:}imdi reel saytlann SOMUZ ondaltkla yegane bir 
gosterili~i o1dugunu gosterecegiz. Yani ancak eger rakkam 
be rakkam birbirine o~ i3e iki 807l.8UZ ondaltk efittir 
demektir. 

Nic;in sonsuz ondahk g0st.erlli$ yegAnedir? Bu suali 
$()yle cevaplanchnnz: farkh sonsuz ondahk g0sterili$i olan 
iki say1y1 g0z onUne alahm. Madem k\ gOsterili!Jler fark­
hchr, en az bir rakkamda bu fark hakikaten gorUlebillr; 
mesela 

4= 17,923416 . . . , 

b = 17,923415 ... . 

a sayismda 6 y1 takip eden rakkamlarm sonsuz !)ekilde 
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tevalisi, sonsuz slf mn tevalisi haric, okurun seQineyi 
tasavvur ettigi her hangi bir koleksiyon olabilir. Ayru 
millfillaza b sayisma da kabili tatbiktir. SlflrID sonsuz 
$ekilde tevalisinin haric tutulmas1 keyf iyeti bize a run 
kat'i olarak 17,923416 dan daha btiyi.ik oldugunu soyler, 
bu senbollerle $Oyle ifade edilir 

a > 17,923416 . 

Diger taraftan, b en fazla 17,923416 d1r, zira ancak b de 
«5» i takip eden rakkamlar silsilesinin hepsi dokuz olursa, 

yani eger b = 17,9234159 olursa, b = 17,923416 elde 
edilebilir, b nin en fazla 17,923416 oldugu senbolik olarak 

b ~ 17,923416 veya 17,923416 ~ b 

$eklinde yaz1llr. a ve b iGin bu e$itsizlikler 

a > 17,923416 ~ b 

yi ifade eder ve bundan da a> b c;1kar. $u halde a nm 
b den daha bilyilk oldugu sonucuna vannz; ve tabii bu 
e$itlik imkarum bertaraf eder. tspabm1z belirli iki a ve b 
say1larmm bir 0zel haline tatbik edilmi$tir, fakat muha­
keme farkh sonsuz ondahk gosteri$1i her hangi say1 cift­
lerine hemen t~il edilebilir. 

3.3 -../i nin irrasyonelliii 

$imdt v 2 nin irrasyonelligmi gOsteren an'anevl 
endirekt ispati verecegiz, ve gelecek oolilmde 1se daha 
genel yollarm yard1m1 ile diger bir ispat verecegiz. 
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BOlfun 1 de ~ tamsaytlann ve aym ijekilde. t . 
tamsayilann ~un altmda kapah oldugunu gOstemu~ 
Ozel bir hal olarak cift bir tamsaymm karesi cift, tek b 
tamsaymm karesi tektlr. 

~imdi v2 nin rasyonel bir sayi oldugunu farzedel· 
a ve b tamsayllar olmak Uzere 

- a v2=­
b 

olsun. a /b rasyonel kesrin en basitl~irilm~ ijekilde olm 
ispat icin elzemdir, biz de bunun ooyle oldugunU ka 
edecegiz. Bilhassa a ve b nin her ikisinin de cift olmadl 
keyfiyetini kullanacagiz, zira eger cift olsalardl kesir 
basitl~irilm~ halde olmayacaktl. Yukandaki e$itli • 
karesini al1p, basitl~irirsek 

a'=2b2 

etde ederiz. 
2b2 terimi bir ~ tamsay1 gOsterir' oyleyse a1 

~t tamsayuhr, ve bundan dolayi a bir cift tamsaY• 
a= 2c demektir, burada c de bir tamsayidlr. 
denkleminde a yerlne 2c koyarak 

4c'=W, 

elde ederiz. 2c2 terimi bir cift tamsayi gosterir, oyle 
b2 bir cift tamsayidll', ve bundan dolayi b bir cift 
sayid1r. Fakat !}imdi ave b nin her ikisinin de cift ol 
aonucuna vanyonrz, halbuki alb en basitle$tirllmi$ hal 

oldugu kabul edilml!Jtl. Bu ~li!Jlllt!'Zlik v 2 ntn rasyo 
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a/ b ~eklinde ifade edilemeyecegi sonucuna gotlirtir, ve 

bundan dolay1 v2 irrasyoneldir. 

3.4 v3 iin irrasyonelligi 

v3 tin irrasyonel oldugu hakkmdaki ispatlardan biri 

henliz verilen v2 nin irrasyonelligi ispatma benzer, ~u 
farkla ki burada 2 ile boltinebilme yerine 3 ile ooltinebilme 
bahis konusudur. !spata bir giri$ olmak tizere bir tamsayi 
karesinin, eger ve ancak eger tamsayinin kendi8i 3 ile 
bOZunebilirse, 3 ile bolUnebildigini tesis edecegiz. Bunu 
gormek ic;in, 3 ile oolUnebilen bir tamsaymm 3n !jeklinde 
oldugunu, halbuki 3 ile oolilnemeyen bir tamsay1mn 
3n + 1 ~eklinde veya 3n + 2 $eklinde oldugunu m~hede 
ederiz. $u halde 

(3n)2 = 9n2 = 3(3n2 ), 

(3n + 2) 2 = 9ni + 6n + 1 =3(3n2 + 2n) + 1, 

(3n + 2) 2 = 9n2 + 12n + 4 = 3 (3n2 + 4n + 1) + 1 

e$itlikleri yukaridaki iddiay1 teyit ederler. 

Bundan sonra v3 iin rasyonel bir say1 oldugunu 
farzederiz; yani 

- a 
v3=­

b 

dir; burada a ve b tamsay1lard1r. Tekrar, v2 halinde 
oldugu gibi, a ve b nin her ikisinin de 3 ile oolilnemedigini, 
a/ b nin en en basitle$tiri1mi$ halde oldugunu farzedelim. 
~itllgin karesini altr ve basitle!jtirirsek 
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elde ederiz. 3bZ tamsayJBl 3 ile OOlUnebilir, yani a2 3 ile 
oolilnebilir. Oyteyse a nm kendisi 3 ile oolUnebilir, a= 3c 
demektir, burada c bir tamsay1d1r. a"= 3b2 denkleminde 
a yerine 3c koyarak 

elde ederiz. Bu b2 nin 3 ile oolUnebildigi.ni ve bundan dolayt 
b nin 3 ile oolUnebildigi.ni gOsterir. Fakat ·a ve b nin her 
ikisinin 3 ile oolUnebildigi.ni tesis ettik, ve bu ise a/ b nin 
en basitlel)tirilmi$ halde olmas1 faraziyesine aykmdir. Bun-

dan dolay1 v3 irrasyoneldir. 

3.5 v 6 ve vZ + v 3 iin irraayoneltiji 

v2 ve ...;3 Un irrasyonelligi hakkmdaki ispatlar 
tamsayilarm SJrasile 2 ve 3 ile oolUnebilmelerine bagll idi, 

fakat ...;6 ya tekabill eden ispat hem 2 ve hem de 3 lle 

oolilnebilmesine bagh yap1labilir. Mesera, v2 nin ispatma 
paralel olarak, 

- a vs=­
b 

oldugunu kabul edecegiz; burada ave b nin her ikisi de 
~ft tamsayilar degtldlrler. Karesini alarak 

at 
6=-, 

b2 
a2=6b2 
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elde ederiz. ~imdi, 6b2 <;ifttir, oyleyse a 2 de <;ifttir, oyleyse 
a Gifttir, a= 2c olsun. 0 halde 

a2 = 6b2 , (2c p = 6b'' , 4c~ = 6b=, 2& =--=- 3b2 

yazabiliriz. Bu bize 3b2 nin <;ift oldugunu s0yler, oyleyse 
b: <;ifttir ve ooylece b c;ifttir. Fakat ave b nin her ikisinin 

c:itt 01mad1g1 kabul edilmi~ti; ooylece v6 irrasyoneldir. 

Okur bir ah!}tirma olmak Uzere, v3 Un ispatma benzer bir 
i~pat yard1mile, aym sonucu <;1kartabilir. 

Bu oolilmde irrasyonelligin son bir misali olmak 

ilzere v6 haline bagh olarak v2 + v3 halini tetkik 

ediyoruz. Farzedelim ki v2 ..i- v3 rasyonel olsun, 

v2 + v3= r 

densin. Karesini ahr ve basitle!}tirirsek 

2 + 2vG -+- 3 = r\ 2v6 = r2 - 5, 

v6=· ra-5 
2 

elde ederiz. Rasyonel sayilar dort i!}lem olan toplam, 
<;Ikarma, <:arpma ve oolme (s1fir hari<;) altmda kapahdtrlar, 

ve ooylece 1 '2(r2 - 5) rasyonel bir say1dlr. Fakat v6 
irrasyoneldir, ve ooylece bir c;eli~ezlige dU$eriz. Bundan 

dolay1 v 2 + v3 Un irrasyonel oldugu sonucuna varinz. 

n =- a · b tamsay1s1 verildiginde v n = v a · b nin 
irrasyonel oldugunu bilirsek, yukar1daki ispatl takllt 

ederek v-a + vb ifadesinin irrasyonelllginl <;1karabiliriz. 
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Problem serisi 10 

1. Bir tamsay1 karesinin, eger ve ancak eger tamsay 
kendisi 5 ile ool\inebilirse, 5 ile ool\inebllecegine da 
iki ispat veriniz. 
(a) Evvela, metindeki 3 ile ool\inebilme halindeld 

analize paralel bir ispat veriniz. Her tamsaymUl 
5n, 5n + 1, 5n -! 2, 5n + 3, veya 5n + 4 
$ekilden biri oldugundan hareket ediniz. 

(b) Sonra, Aritmetigin Temel Teoremini kullanarale 
bir ispat veriniz. 

2. v5 in irrasyonelligini ispat ediniz. 

3. 'I/ 15 in irrasyonelligmi ispat ediniz. 

4. -../5 + v3 Un irrasyonelligini ispat ediniz. 
a_ 

5. v 2 nin irrasyonelllgini ispat ediniz. 

6. trrasyonel bir a. (al fa) say1s1 verildigi takdirde 
a.- 1 = 1 1 a. run da irrasyonel oldugunu ispat ediniz. 

7. 0 rasyonel mi, irrasyonel midir? 

3.6 Kulland1iumz kelimeler 

Say1larm muhtelif s1mfalnru tarif etmek i~ kullan· 
dlgimiz dil tarihten bize kalan mirasm bir k1sm1d1r; 
kelimelerin bazllan bize azlClk acaip gelirse de bunlan 
degi~tinnek milnasip olmaz. Mesela gUnlUk kon~alar1· 
mizda bir $eYi «irrasyoneb olarak tarif edersek, ekseriya 
iyi anlamdan ayrtld1gi ve bundan dolayi makul olmad1gt 
anlamma almz. Fakat tabii, irrasyonel saytlan makUl 
olmayan sayllar olarak gormeyiz. GOrUn~ gore Yunan· 
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hlar irrasyonel sayllar1 k~fettikleri vak1t ~~1rrru~lard1r, 
zira bir karenin kenar ve ko$egeni olarak herhangi iki 
dogru parc;as1 verildiginde, dogru par~a uzunluklarmm 
oram a/ b olacak baz1 a ve b tamsay1larm mevcut olabile­
cegini zannetmi$lerdi. BOylece «rasyoneb kelimesi mate­
tnatikteki anlammda bu tam saydarm oranma aittir, 
Ve «irrasyonel» kelimesi ooyle bir oranm mevcut olma­
tnasm1 gosterir. 

«Olc;tilebilir (commensurable) > kelimesi oranlan ras­
Yonel bir say1 olan iki uzunlugu tavsif etmek i~in de 
kuUamJmaktadir. !ki olc;Ulebilir uzunluktan biri digerinin 
Yard1mile a$ag1daki anlamda olc;Ulebilir: !lk dogru parc;as1 
her bir k1sm1 l uzunlugunda olmak Uzere C$it k parc;aya 

t-- -1 .. 
I I I I I 2 3 ••• k-1 k 

....... ..1 ... 
I I I I I 2 3 ... m-t m 

$ekll: ll 

~li.ini.irse, ikinci dogru pai·c;as1 da ooyle l uzunlugunda 
bir m tam say1s1 kadar olc;Ulebilirse, o zaman iki dogru 
Parc;as1 uzunluklarmm oram 

kl k 

ml m 

:r~ Yani rasyoneldir. (~ekil 11 e bak1mz). Mamafih, eger 
ogru parc;alan uzunluklarmm oram irrasyonel olacak 

~kilde ise (mesela bir karenin kenar ve ko$egeni), o zaman 
f1kar1daki c;izim, k ne kadar btiytik abmrsa almsm (ve 

ne kadar kti<;tik ahmrsa almsm), hie; bir zaman yaplla-

d
tnaz? Bu halde, verilen dogru par~anna ol¢llebilin:meyen 
enir. 
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,. _ - a_ 
Genel olarak 'I/ a §Cklindeki 'I/ 2, v 24 gibi say1la 

kOkler denir; burada a rasyonel ve n bir tamsay1d1r. 

«Reel sayllar> terimi g~~ten bize intikal eden dig 
bir mirastir. Eger bugiln onlar1 yeniden adland1rsayd1 
onlara «tek-boyutlu sayilan derdik. Her hangi bir olay 
sayilar1, reel sayllar oolgesinin haricinde creel olmayan 
olarak gormeyecegiz. Okur muhtemelen, reel sayilar bir 
s1rufm1 te~il ettigi, karm&!jtk sayilara ~inadlr. Kann~ 
bir say1 a + bi §Cklindedir; burada a ve b reel olup 
i~ = - 1 kuadradik formillil ge~kler. Bu tarif da 
ziyade say1 sm1flarmm tetkikini tamamlamak i~in i 
edilm~tir. Bu kitabm konusu reel sayllar hakkmda ol 
karm8ljtk say1larm geni~ smif1 ile mC$gul olmayacag-tz. 

3. 7 Ceometriye bir tatbik 

Lise geometri ders kitaplar1run bir (;ogunun baZI is 
veya ispatlarmda irrasyonel sayllar ortaya ~kt1g-tndan 
gedik kalmaktad1r. Bir sonuc; yalruz rasyonel halde ispat 
lamr ve irrasyonel hal tamamlanmazsa gedik ortaya ~1kat 
Bu ekBeriya a$3gtdaki sonu(;la wkua gelir. 

TEOREM 3.1. Vt; paralel dogru,, fekil 12 de gOri.Ud·· ~ 
gibi, iki kesenle kesilfrse, A, B, C, A', B', C' kesit nokta 
olmak iizere, o zaman 

AB A'B' --=--
BC B'C' 

dir ;burada meseza AB A dan B ye kadar olan 
parqa81nin uzun!ugudur. 
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Sek.ii: 12 

Bu teorem, benzer ti~enlerin temel teoremini ispat 
iein ku11amlabilir: eyer bir ~genin ~ ~ diger ii.{;genin 
~ ~sina sirasile e§'it ise o zaman tekabill eden kenar'lar 
orantilidir (~ekil 13}. Bu sonuc ekseriya Pitagor Teore-

$ekll: 13 

mini ispat etmek ic;in kullarulrr ve nitekim trigonometri 
ve l\nalitik geometri bu teoremlerin temelleri tizerine i!l$a 
edibni~Ierdir. 

. . ~imdi Teorem 3.1 i AB/ BC nin irrasyonel olmas1 hall 
•~in ispat edecegiz. Teorem 3.1 i AB/ BC nin rasyonel 
01rnas1 halini ispats1z kabul edecegiz, ~ti teoremin bu 
k1SJn1 elementer geometri kitaplannda ekseriya ispatlan-
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m1!jtlr. Teorem 3.1 i AB, BC nin irrasyonel olmas1 ~ • 
igin ispat etmeden evvel ~g1daki yardlmc1 sonucu tes~ 
etmek faydah olacaktir. 

TEOREM 3.2. 
m AB 
-<­
n BC 

o"/acak ~ekil.de eger m ve n pozitif tamsayilan mevcut 

o zaman 

dir. 

m A'B' -<-­
n B'C' 

1SPAT. Bir gizimle ~layahm. BC ='n« ola 
~kilde BC dogru pargas1m, her pargas1 ex uzunlugun 
n e!jit pargaya oolelim. Ondan sonra BA dogru pargasl 
boyunca bu ex uzunlugundaki par~ardan m tanesinl 
$1retleyelim, D noktasmda son bulacakbr. 

$ekil: 14 

Evvela, §ekil 14 deki gibi, D nin B ile A arasm~ 
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-Oldugunu ispat edecegiz. Madernki BC = na. ve DB= 1114 
d1r, 

Yazabiliriz; 

Yi kabul ederek 

DB ma. m 
- - =--= -
BC ncx. n 

m AB - <­
n BC 

DB AB 
-<­
BC· BC 

elde ederiz. Bu son e~itsizlik DB <AB yi tazammun eder, 
zira her iki kesrin paydas1 aym BC dir. $u halde mademki 
8D AB den daha k1sad1r, bundan D nin AB dogru part;aSJ 
ir;inde oldugu sonucu c;1kar. 

Bundan sonra blitlin bu oolme noktalarmdan AA' ye 
Paralel dogrular c;izeriz; $ekil 14 deki gibi D ye sag 
tarafta D' noktas1 tekabill eder. $u halde rasyonel hal ic;in 
1'eorem 3.1 (dogrulugunu kabul etmi$tik) geregince B'C' 
ayni UZUnlukta n e$it k1sma ve D'B' aym uzunlukta m e!;iit 
k1sma bollinmli~ olur, !;iQyle ki 

D'B' m 

B'C' n 

'OlSUn. Mamafih $ekil 14 den D'B' < A'B' oldugunu 
goJiir ve 

D'B' A'B' -- < - -, 
B'C' B'C' 

sonucuna varinz. 

m A'B' -<-­
n B'C' 

/. , 
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TEOREM 3.2 NlN SONUCU (KOROL.ER). 

m AB m A'B' - > -- olursa, o zaman - > -­
n BC n B'C' 

Bu sonu~ Teorem 3.2 ye benzer, ve ooylece benzer b" 
lspat carid1r. 

BOylece Tcorem 3.2 ile bir koroler ispat etmi~ oldukr 
eimdi bunlari kullanarak irrasyonel hal i~m Teorem 3.1 l 
ispatlayacag1z. AB/ BO orarum g0steren irrasyonel say1yl 
~ He gosterelim. BOhim 3.~ dek1 g1bi ~ nm ondallk goste­
rili~ini kullanacag1z. 

Yapmak is tedigimizi izah etmek 1~m 

~ = 3,14159 · · · degerinc ~ diyelim. Su halde 

(1) 

3 4 -<'1< -
1 "" 1 ' 

31 32 - <f.l< -
10 ~ 10' 

314_ <a< 31s 
100 100 ' 

3141 (.I 3142 
1000 < ~ < 1000 ' .. . , v.s. 

yazabiliriz. Soldaki kesirler ondahk ac;1hmda 3, 3,1, 3,14,. 
3,141 v.s. alarak elde edilmi~tir. Sagdaki kesirler, bu aym 
say1lan 1, 01, 0,01, 0,001 v.s. artlrarak, elde edilmi~tir. 

(1) e~itsizlikler zinciri saylSl sonsuzdur; biz ise ancak 
ilk dordUnU yazd1k. Bu ~itsizlikler tetkik ettigimiz B nm, 
yani 11: nin, 0zcl degerini karakterize ederler. Yani eger 
a (1) ~its1z1iklerinin hepsini gerc;eklerse bu sayi 1t ye 
e$ittir demektir. 
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(1) e$itsizlikleri bir misal vermek 1gm yaz1lrm$tlr; 
burada (3 1t degerindeydi. Simdi bu misali b1rakacagiz, 
fakat her hangi bir irrasyonel ~ degerini goz ontine ala­
cag1z, bunun ondallk gosterili$i bize ~ yi tek $ekilde 
karakterize eden ve her e$itsizlikte (3 iki rasyonel sayi 
arasmda bulunan 

(2) 

a1 (3 1+~ -< <--1 1 • 

ai fl l+a, -<1-1<--
10 10 ' 

aa fl 1 +<la --< ...,<--. 
100 100 

a. fl 1 +a. --<I"'< ... , v.s. 
1000 1000 • 

bir ~itsizlikler zinciri verecektir. a 1, a2, a3, ••• senbolleri 
tal'l16ay1lari gostermektedir. 

Plamm1z A'B'/ B'C' oramm Wile gostermek ve W nm, 
hpk1 B da oldugu gibi, (2) e$itsizliklerini de gergekledigini 
ispat etmektir. Fakat bu e$itsizlikler ~ say1s1m karakterize 
ederler ve bundan dolay1 W nm 

AB A'B' , 
'3=--=- -= ~ 

BC B'C' 

olacak $ekilde f3 ile bir oldufi:u c1kar. Btitiln geri kalan tse 
a· nm btiti.in (2) e$itsizlik1erini ger~ekledigini gostermek­
tedir. Bunu yapmak icin Teorem 3 2 yi kullanacagiz. 
Evvela a 1/l, a2 /l0. a~/100. v.s. kesirlerinden her hangi 
birini, mesela a 3/l00 yi alal1m ve bunu Teorem 3.2 deld 
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m/n rasyonel saylSl olarak kabul edelim. 0 halde Teored 
3.2 deki 

ipotezi 

m AB 
-<-
" BC 

olur, ve bu ise (2) ~itsizliklerinden dolay1 caridir. $U 
halde Teorem 3.2 bize 

m A'B' -<--
n B'C' 

oldugunu wyler: bu ise 

aa fl.' --<!-' 
100 

dir. BOylece W nm 

as fl.' --<p, 
as 
-< a' 
100 ' 10 

v .s. leri ger<;ekledigini gorilrilz. 

a. 
--<f.I! 
1000 l-'• 

Benzer !>ekilde Teorem 3.2 nin korolerini kullanarak 

1 + a1 
~' <--. 

1 

1 + a~ 
W<---. 

10 

1 + a, 
W<-- · 

1000 

v.s. ~itsizliklerini elde ederiz. Bundan dolay1 {3', f3 da oldugu 
gibi, (2) ~itsizliklerini ger~kler. BOylece f3 = {3' dlr ve 
Teorem 3.1 in ispatJ tamamd1r. 
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3.8 Bir ozet 

Bu bollimde her reel say1ya «reel dogru» Uzerinde 
tam bir nokta tekabill ettirilebilecegini gosterdik. Her 
reel saymm 1Sonsuz bir ondahk (sonsuz s1firlarm tevalisini 
Yani, gostermelerimizde bitimli ondahklar1 hari<; tutmagi 
~rt ko$arak) olarak tam bir gosterili$i oldugunu gordUk. 
Sonsuz ondahklarla bu gosterili$ 3.7 k1smmda elementer 
geometrinin mtihim bir teoremine tatbik edilmi$lir. !lave 

olarak v 2, y 3, v2 t -..;3, v.s. gibi baz1 say1lann irras­
yonelligini ispat ettik. Mamafih metodlar1m1z olduk~ 
bOIUk ptir<;iik olup verilen bir saymm rasyonel olup olma­
d1g1m tayin edecek ~ok genel her hangi bir usul vermedik. 

Gelecek bOltimde irrasyonel say1lar1 <;ok daha siste­
matik yoldan tetkik edecegiz. Geni$ bir saytlar Slnlf1m 
irrasyonel olarak sm1flandmlabilecek bil metod <;1kara­
cag1z. 
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Bu ve sonraki ooltimde reel say1larm yalmz rasyonel 
ve irrasyonel sayilar olarak smlflandmlmay1p diger ba$ka 
iki kategoriye de ayrllabileccgini ogrcneccgiz. Bir kategori 
cebri1~ !{ay11ar denilenleri yani katsayllar1 tam olan cebrik 
denklemlcrin c;ozlimlcri olanlar1, digeri de bi..itUn geri kalan 
ve transandant say1lar denilenleri ihtiva eder. Bu tefrik 
ileridc daha miina kazanacaktir. Mamafih, cebrik say1larm 
bazilarmm rasyonel ve baz1larmm irrasyonel ve fakat 
bi..itlin transandant say1larm irrasyonel olduklar1m hemen 
zikredelim. 

Bu boltimlin tam gayesi verilen cebrik bir saymm 
rasyonC'l olup olmad1gm1 tayin eden sistematik bir metodun 
verilmcsirlir. (Hakikattc biz ccbrik say1lar sm1fm1 en genel 
$Ckliyle tetkik etmeyecegiz, fakat rnetodumuzu bir c;ok 
misale tatbik edecegiz.) Fakat bu metodu c;1karmadan 
evvel. irrasyonel sayilann baz1 basit ozelliklerini tetkik 
edecegiz. 

4.1 Kapanma ozellikleri 

Rasyonel sayilarm, g0sterildigi gibi, toplama, c;1kar­
ma, c;arpma ve bolme (s1f1r ile haric;) altmda kapanma­
sma mukabil irrasyonel sayllar bu ozelliklerin hi<; birine 
sahip degildir. Bunu gosterrneden evvel, verilen irrasyonel 
bir say1dan sonsuz miktarda <;ok irrasyonel sayi te$kiline 
lmkan veren bir teorem lspatlayacagiz. 

-'l'O-
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TEOREM 4.1. a herhangi irrasyonel bir sayi ve r 
!8ifir har~ her hangi rasyonel bir sayi olsun. Bu takdirde, 
.r ve a nin toplam, ((&karma, ~arpma ve bOZUmu irrasyonel 
8ayilari verir. - a ve a-1 de irrasyoneldir'ler. 

1SPAT. Bu sonw;lar endirekt ispatlar yard1mile 
kolayca tesis edilecektir. Ba$lamak Uzere - a. nm rasyonel 
.Yani r' nin rasyonel oldugu tahmin edilen say1y1 goster­
mek Uzere - a= iJ oldugunu kabul edelim; $U halde 
u = - r' olacak ve _ ,J gene bir rasyonel say1d1r. BOylece, 
u irrasyonel oldugundan, bir celi$mezlige dli$Uliir. 

Teorem - a, a-1 = 1/ a, a -i- r, a - r, r - a, ra., 
a.fr ve r ·a larm irrasyonel oldugunu iddia eder. Daha 
~imdi - a y1 tetkik ettik. a-1 in irrasyonelliginin ispatm· 
da r = 1 ile r / a nm bir ozel hali oldugunu gorlirUz. BOy­
lece ayn olarak bu hali tctkik etmege IUzum yoktur. 

Geri kalan alti halin hcpsini birlikte, en genel $ekliy1e, 
ispat edelim. Eger bu ifadelerden bir veya daha fazlas1 
rasyonel olsayd1, 0 vak1t a$ag1daki 

a. 
ra = r., -=r,, 

r 

r-a.=r., 

r 
-=r, 
a 

denklemlerin bir vcya daha fazlas1 cari olacakt1; burada 
r1, r2, r~. r~, r6 , r0 baz1 rasyonel sayllar1 gosterir. a. ya gore 
bu denklemleri ~zerek 

" I 

a = r,-r, 

r, 
a.=-, 

r 

a.•= T2 + T, 

a=rr~, 

a=r-r,, 

r 
a=-, 

Te 

~)~~ ederiz. Bµ denklemlerin sag taraflar1, rasyonel sayi~ 
la:nn kapanma ozelliklerinden dolayi, rasyonel sayilardlr. 
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Bu denklemlerin hi~ biri cari olm.az, ~UnkU <X. irrasyonel­
dir. Bu sebepten <X. + r, <X. - r, v.s. say1larmdan her hangi 
birinin rasyonel olmas1 mtimkUn degildir. Boylece teoremin 
ispat1 tamamdir. 

Teorem 4.1 yard1mile tek bir irrasyonel say1dan bUyUk 

bir irrasyonel say1lar sm1fm1 te$kil edebiliriz, mesela y 2. 
den. Teoremin her ifadesini tatbik ederek mesela 

- y2, 1 
v'2+5, 3- v2. 

Y2 

- 2v'2, 
v2 4 

7 v2 

lerin hepsinin irrasyonel olduklarm1 soyleyebiliriz. Ma­
demki teoremin her iddias1 i~in kullanabildigimiz sonsuz. 
say1da rasyonel say1 vardir, o halde boyle sonsuz say1da 
c;ok irrasyonel saymm te$kil edilebilecegi a$ikardir. 

Bundan ba$ka, boyle te$kil edilen her hangi say1la1·-

dan biri, mesela v 2 + 5, teoremde yeni bir irrasyonel <10 

.say1s1 olarak kullamlabilir. Bundan dolay1, mesela 

- v'2 -5, 
1 

v2+5 

5v2+25, 

v.s. gibi sonsuz ~ok irrasyonel say1 ooyle tek bir say1dan 
Uretilebilir. 

trrasyonel sayllar toplam altmda kapah m1dtrt 
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Hayu-, degildirler. Bunu ispat ic;in toplam1 rasyonel olan 
iki irrasyonel say1 vermemiz kafidir. Evvelki oolilmde 

v 2 nin irrasyonel oldugu gosterilmi$ti, bundan dolay1 

Teorem 4.1 e gore ...;2 irrasyoneldir. Fakat ...;2 ile - v 2 

nin toplam1 0 olur, ki o da rasyoneldir; mesela + 3 v 2 ile 

5 - /2°nin toplam1 da oyledir. Daha genel olarak T1 + « 
ile r~ - a nm (burada r1 ve 1·~ rasyonel ve « irrasyonel­
dir) toplam1 rasyoneldir. 

lrrasyonel say1larm toplam altmda kapah olmachklar1 
onermesi, her hangi iki irrasyonel say1y1 toplad1g1m1zda 
toplamm irrasyonel alacag1 anlamma gelmemelidir. Hie; 
ohnazsa yalmz bir halde toplam rasyoneldir anlammad1r. 
1ki irrasyonel say1y1 toplad1g1mizda elde edilen sonucun 
Ya rasyonel veya irra.syonel olmas1 hareket ettigimiz iki 

say1ya baghdtr. v2 ile - v2 nin toplaml bir rasyonel 
say1 olmasma ragmen, evvelki ooltimde tesis ettigimiz 

gibi v'-2 ile v-3 i.in toplaml irrasyonel bir say1d1r. 
1rrasyonel sayllar c;1karma altmda kapah m1d1rlar? 

Hay1r, c;i.inki.i mesela v 2 den kendini c;1karn'Bak O rasyo­
nel say1sm1 elde ederlz. 

Benzer $Ckilde, irrasyonel sayllar carPlffi veya ooltim 
altmda kapab degildirler. Bu sonuc;lar evvelkilere o kadar 
benzer ki ispatlarm1 gelecek problemler serisinde okura 
b1rakacagiz. 

Problem serisi 11 

(Bu problemlerin bazllarmda evvelki oolilmde c;1karllan 

baz1 sonuc;lan, yani "2, v 3, v 6, ve v2 + v3 Un 
irrasyonel olmalarm1, kullanmak kolayhk temin edebilir.) 

1. Fark1 irrasyonel olan iki irrasyonel say1 veriniz. 
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2. <;arp1m1 rasyonel olan ik.i irrasyonel say1 veriniz ve 
irrasyonel say1Jarm carpma altmda kapah olmad1k­
larmm ispatm1 da yapm1z. 

3. <;arp1m1 irrasyonel olan iki irrasyonel say1 veriniz. 
4 . BolUm sonucu rasyonel olan iki irrasyonel sayi 

vcriniz ve irrru;yonel sayllarm bOlme altmda kapab 
olmadlklarmm ispabm da yapm1z. 

5. BOIUm sonucu irrasyonel olan iki irrasyonel say1 
veriniz . 

• 6. yJ( v6 - 3) nm irrasyonel oldugunu ispatlaym. 

7. o. irrasyonel pozitif bir say1 olsun . .y-;; nm irrasyoneJ 
oldugunu ispatlaym. 

8. o. ve f3 irrasyonel, fakat a +· f3 rasyoncl olarak 
vcrildig inc gore o. - f3 ve a ·; 2f3 lerin irrasyoneJ 
olduklar1m ispatlaym. 

4.2 Polinom denklemler 

Evvelki boHimde v2, v3, ve vG nm irrasyoneJ 
olduklari ispatlanm1~tl. Umuldugu gibi (veya belki de 

- 3 _ '-
okurlarca zaten bilindigi gibi) v 7, v 5, vc v 91 gibi 
say1lar da irrasyoncldir. Bundan sonra yapmak istcdigimiz 
$CV htitti11 bOylc say1larm irrasyonelligini tcker tekcr 
tetkik ctmektense bunlan mli~erek bir ~ema ile tesi1 
etmektir. Bunu yapmak i<;in dikkati say1larm kendilerin! 
den kokleri bu sayllar olan basit cebrik denklemlere kay-

d1rmahyiz. Mesela, v2 x2 
- 2 = 0 denkleminin bir 

koklidtir; diger deyimlerle : « v 2 x2 
- 2 =-:- O in blr 

coztimUrtiir» veya « v2 x2 ·- 2 =- 0 denklemlni gerc;ek­
ler• . Benzer ~ekllde, goz onUne al man dl~er sayilar 
B$ag1daki 
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v3, x2 
- 3=0 

....;6, X2 - 6=0 

y7, X 2 - 7=0 
3-

v5, X 3 
- 5=0 

5_ v 91, x~ - 91 = 0 

denklemleri ger~ekler. 

Yapacag1m1z $ey bu denklemlerin, ve daha genel 
olarak baz1 $artlari gerc;ekleyen blitiln denklemlerin hi~ 
rasyonel kokUnUn mevcut olmad1gm1 tcsbittir. Ba$lamak 
i~in denklemlerin tarifindc kullamlan bir ka~ terimi tarif 
etmemiz Iaz1md1r. 

x Ii kuadratik polinom olarak a.x' I bx i- c $Cklinde 
bir ifadeyi anlanz; burada a, b ve c ye sabitler denir. 
Bir kiibik polinom, veya 3 uncii derece bir polinom 
ax1 -t bx2 -!- c:t. t d $Cklindedir. Dercce artt1kc;a yeni 
harflerin kullamlmasrm onlemek i~in 

yazmak elveri$lidir. ~imdi, her hangi n inci derecede bir 
Polinom, c .. s1f1rdan farkh olmak Uzere 

~klindedir. Bir polinom denklem 

$eklinde bir e$it1igin ifadesidir; Co, c,, C2, • · ., C• lere 
kat8ayalar denir. 
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MlSAL. 3X'1 
1 2x3 x' + 10x3 + 4x - 7 = 0 

denkleminin yukandaki (1) $eklinde oldugu di.i$linilltirse 
n, c,, v.s. degerlerini tayin ediniz. 

COZOM. Direkt klyaslama ile goriirilz ki 

n = 6, c~ = 3, c~ - 2, c~ - - 1, c~ = 10, 

Cz = 0, C1 = 4, Co - 7 dir. 

(1) denkleminin katsay1larmm tamsay1 olmalarmm 
istenilmesi, katsayllarmm rasyonel olmalar1 kadar kat'i 
olmad1gma dikkat ediniz; ~i.inki.i eger katsayllar rasyonel 
iseler Co= au/bo, C1 = a ,/bi, Cz = a2/b2, ... I olur; 
burada a lar ve b ler tamsayilard1r. Bi.iti.in bu kesirler 
mti$terek bir paydas1 olacak $ekilde yaz1labilir, mesela 
denklemin her jki tarafm1 bub,bz · · · b. ~arp1m1 ile ~rpa­
bilir ve bOylece katsay1lan tamsay1lar olan ve kokleri de 
ilk denklemin kokleri ile aym olan yeni bir denklem elde 
ederiz. 

x cinsinden bk denklemin bir kOkU, x in yerine 
konuldugunda, denklemi gerc;ekleyen bir deger oldugunu 

hatlrlahriz. Mesela, daha evvel belirttigimiz gibi v"f 
x2 

- 7 - O m bir kokildi.ir. 

M1SAL. 2/ 5 lOxJ f 6x2 + x- 2 = O m bir kokU 
mtidi.ir? 

<;OZOM. x yerine 2/ 5 koyarak 

elde ederiz ve bu da aritmetikte dogru bir ifadedir. Bundan 
dolay1 2/5 denklemin bir kokildtir. 

$imdi esas noktaya donmege hazmz. Verilen blr 
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.saymm irrasyonel olup olmad1g1m tayin etmek igin geli~­
tirmek Uzere oldugumuz metodu ancak ve ancak gaz ontine 
ahnan sayllan bir kok olarak kabul eden bir polinom 
denklem yazabilirsek tatbik edilebildigini tekrarlariz. 
Metod yalmz evvelki oollimde irrasyonelligini tesis ettigi­
miz sayllar igin kullamlmay1p, +, -, x. : senbollerinin 
sonlu bir kombinezonu olarak yazllabilenler ile rasyonel 

"'-say1lann v r kokleri i~in de kullamlabilir. Mesela 

Uft_ 

-v2s 

bahsettigimiz say1 ~~idinin kar1~1k bir halidir. 

BOyle btitiln say1larm katsayllar1 tamsay1lar olan 
P<>linom denklemlerin kokleri olduklarm1 bu kitapta 
ispatlamayacag1z, fakat ooyle bir c;ok sayllarm polinom 
denkJemleri ger~kledigini yazacag1z. 

Problem serisi 12 

1. ~g1daki denklemlerin yukaridaki (1) denklemi ~k­
linde oldugu dU~UnUIUrse n, c., v.~. degerlerini tayin 
ediniz: 

(a) 15x3 - 23x~ t- 9x - 1 = 0 
(b) 3x3 + 2x2 

- 3x 2 = 0 
(c) 2x3 + 7x~ - 3x -18=0 
(d) 2x4 - x2 - 3x -t 5=0 
(e) 3x3 - 5x3 + 6x2 

- 12x t- 8 = 0 
<f> x4 -Jx2 _ Sz -i 9 ~o 
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2. (a) 1/ 3 yukar1daki (a) nm bir kokU mildilr? 
(b) - 2/ 3 yukandaki (b) nm blr kokU mu<.1Ur? 
(c) 3/~ yukanuai<1 (c) mn bll' kokti mudur? 
(d) 2 yukar1daki (u) nm bir kokU mtidilr? 
(e) - 2 yukandak1 (e) nm bu· kokU mudu1'? 
(f) 1/ 2 yukandaki (f) nin bir kokil mlidilr? 

3. v 7 nin .!.. xi - 2 = 0 m bir kokU oldugunu bulun. 
3 3 

4. Bir say1 eger a,/b3 v.s. ler rasyonel katsay1h 

a, ~ ai ao 
- xs + - a;2 + - x + - = 0 
ba b2 bi b., 

gibi bir polinom denklemin bir kokU olurrn, o zaman 
bu saymm katsayilan tamsayilar olan bir polinom 
dcnkleminin bir kokil oldugunu iGpat edin. 

5. Evvelki problemin sonucunu 3 UncU derccc denklem­
lerden n inci derece denklemlcr i~in genelle~tirin. 

4.3 Polinom denklemlerin rasyonel kokleri 

$imdi gaycmiz katsay1l.ar1 tamsny1 olarak verilmi$ her 
hangi bir polinom denklemin bilttin rasyoncl koklerinl 
bulmak i~in bize imkan vcren, a$ag1daki Teorem 4.3 de 
verildigi gibi, basit bir kural ~1karmaktlr. Boylece bir 
denklemin rasyonel koklcri ile irrasyonel koklerini ay1r­
maga, ve keza geni$ bir say1lar sm1fmm irrasyonelliginin 
tesisine muktedir olabiliriz. 

Fakat evvela a$ag1daki yard1mc1 sonuca ihtiyac1m1z 
vard1r. 

TEOREM 4.2. u vw nin bir bOleni olacak ve u ile 
v nin asal mii§terek ~rpani bulunmamak ii.zere u, u, t0 
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tarn.sayi"lar o'lsun. u §U ha'lde w nin bir b61.enidir. Daha 
genel olarak, u ve ei}er v'"w nin bir boleni ise, n her hangi 
bir pozitif tamsayi ve u il.e v nin asal mii§terek ~arpam 
'J/Oksa, u o zaman w nin bir b01.enidir. 

lspata gegmeden evvel bu onermeyi bir kag misfille 
gosterelim. 

(1) u = 2,v = 3 vc vw = 12 olsun. $imdi, 2 ve 3 Un 
asal mli~terek garpam yoktur. 2 de 12 nin bir oolenidir, 
bOylece Teorcm 4.2 nin ipotezleri gercekle~ir. 2 nin 
w = 12/ v = 4 Un bir ooleni olduguna dair c1kan sonug 
cAridir. 

(2) u = 4, v = 5, v3w = 500 olsun. 4 ve 5 say1lari­
nm asal mU$terek <;arpam yoktur, ve 4 500 ii ooler. Daha 
gene! ifadcnin sonucu, yani 4 Un w = 500/125 = 4 U 
boldUgu, gene caridir. 

!SPAT. Bu !6patm terkibine giren esas madde Arit­
metiP;in Temel Teoremi olup kitabm sonunda B Ekinde 
lspatJanm1$ ve bizc u, v ve w nin ancak tek bir tarzda asal 
Garpanlara ayr1labilecegini temin eder. u vw yj ooldtigtin­
den. iit nun btitiin asal garpanlar1 vw i<;inde bulunur; 
bunctan ba$ka, egcr her hangi bir p asal say1s1 u da a 
mertebesinde bulunursa, o zaman en az aym mertebeden 
1nQ de bulunur, yani S ~ IX Olmak Uzere VW de f3 merte­
besinde bulunur. Simdi mademki u ve v nin mi.i$terek asal 
<'arn<tm yoktur. bundan w nin c;arpanlara ayr1lmasmda 
bUtUn asal <;arpanlarm en az aym mertebeden u da bulun­
dugu sonucu c1kar. Bu sebepten tt w nln bir bOlenidir. 

Teoremdeki son ifade benzer bir tarzda milnaka$a 
edilcbiJir. u ve v nin mil$terek asal <;arpam bulunmayri;i 
ipatezi bize u ve v" nin mil$terek asal ~rpam bulunma­
d1gim temin eder. u nun v"w nin bir ooleni olmasmdan bir 
kere daha v" in big bir surette hissesi olmad1g1 ve ooylece 
" w nin bir ooleni olmas1 icap ettigi sonucu g1kar. 
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A$ag1daki onermeyi ifade ve ispat i~in $imdi kMi 
materyele sahibiz. 

TEOREM 4.3 Katsayilan tamsayt olan her hongi ~r 

(1) cnx" t en ,xn-1 j c,,_2a;n-2 + ... 
f- c2x2 , clx -I c,, = 0 

polinom denklemi goz onune alaltm. Eger bu denklemin 
bir rasyonel a/ b kokil varsa, o zaman a c,, m bir boleni ue 
ve b c. in bir bOlenidir. Burada a b en ba.c;it §ekline irca 
edilmi§ kabul edilmektedir. 

tspatlm sunmadan evvcl bu ifadeyi bir misfll vererek 
gosterecegiz. 

2 x' - 9 x~ I- 10 x 3 - 0 

denklemini goz onUne alahm. Teoreme gore, eger en 
basitle$tirilmi$ a/ b $ekli bir kok isc, o zaman a 3 Un 
bir boleni vc b 2 nin bir bolenidir. Bu sebcpten a nm 
mUmkUn degerleri . 1, - 1, L3, -3 ve b ninki ise t-1. 

1, t-1, I 2, -2 dir. Bu imkanlan terkip cderek bUtUn 
mUmkUn kokleri ihtiva eden a$ag1daki cUmleyi buluruz: 

+ 1 + 1 + 1 + 1 - 1 -1 1 1 
--, --, 

1-2' 
- ' 

--' --' t-2' +i - 1 - 2 ~ 1 - 1 2' 

;3 +3 + 3 .... 3 - 3 -3 ·-3 - 3 
--, --' --, 2' --, --, ""T2' ~- 1 - 1 + 2 +-1 - 1 2 

Bu liste ancak sekiz farkh say1 ihtiva eder, yani 1, l, 
1/ 2, - 1/ 2, 3, - 3, 3/ 2, - 3/ 2 leri ihtiva eder. Bun­
lardan ancak 1, 1/2 ve 3 say1lar1 ,yerine koyarak okurun 
ger~kleyebilecegi gibi, denklemin hakiki kokleridir. 

tSPAT. a/b (1) denkleminin bir kokti olsun. Bu, 
x yerine a/ b konulursa 
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in dogru olacag1 anla.m.ma gelir. n = 3 ozel hal i~in ispatl 
vermekle baljilayahm, ~Unkil okurun ta.kip edebilmesi daha 
kolay olur. Ondan sonra daha gene! hal i~ benzer bir 
ispat verecegiz. 

ti = 3 halinde (2) denkle.mi sadece 

.dir. b3 ile ~arparak 

C3a3 + c2a2b + C1ab2 + Cob3 = 0 

elde ederiz. Evvela (3) denklemini 

veya 

C:1a~ = b ( - C2a2 - C1ab - Cob
2

) 

ljieklinde yazanz. Bu b nin C3a3 Un bir ooleni oldugunu 
g&;terir. u, v ve w lerin yerine s1rasiyle b, a ve Cs koyarak 
bu noktaya Teorem 4.2 yi tatbik ederiz. u ve v nin mil$· 
~erek asal c;arpam olmamas1 hakkmdaki Teorem 4.2 nin 
lP<>tezi gerc;eklenir, zira a ve b nin mili;;terek asal ~rpam 
bulunmamak Uzere a/ b en basitle~tirilmii;; haldedir. Bu 
sebepten Teorcm 4.2 den dolay1 b nin Ca Un bir ooleni 
oldugu sonucuna var1hr. Teorem 4.3 deki arzu edilen 
sonucun bir parc;as1d1r, zira bu halde c. C3 olmak ilzere, 
"' = 3 dtir. 

Bundan sonra (3) denklemini 

/. , 
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veya 

$eklinde yazar1z. Bu a nm c0b3 tin bir ooleni oldugunu 
gosterir. Daha oncekine denk zmmi bir muhakeme ile, yanl 
tekrar Teorem 4.2 yi tatbik ile, a run Cu m bir ooleni oldu­
gu neticesine varmz. BOylece n = 3 hall icin ispat 
tamamdlr. 

Teoremi her hangi bir n icin ispat etmek icin (2) 
denklemine doner ve 

(4) c,.a" + c,. __ 
1
a-1b + ... 

+ c2a2bn- 2 + c1ab-1 + Cob" = 0 

eldc etmek icin bu denklemi b" ile carpar1z. (4) gene 

c a"= - c a-1b - ... 
" n-1 

veya 

c a" = (- c a-1 - ... 
" n-1 

olarak yaztlabilir. Bu b nin c.a· in bir ooleni oldugunu 
gosterir. u, v ve w lerin yerine s1rasile b, a ve c. koyarak 
Tcorem 4.2 yi tatbik eder ve b nin c. in bir ooleni oldugu 
sonucuna var1r1z. 

Bundan sonra (4) denklemini 

olarak tckrar yazariz. Bu a nm c,,b" in bir ooleni olduP,unu 
g0sterir. tt, v ve w lerin yerine s1rasile a, b, c0 koyarak tek-
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rar Teorem 4.2 yi tatbik ederek, a run Co in bir ooleni 
oldugu sonucuna varmz. Bu Tcorem 4.3 tin ispatm1 
tamamlar. 

( 4) denklemindeki bir simetrinin mevcut olmasma, 
denklemde b c. e nazaran ne durumda ise a Co ye nazaran 
tamamen aym durumda bulunduguna, dikkat ederek son 
paragrafm muhakemesinden sarfmazar edebilirdik. 

Daha sonra, c. = 1 oldugu zaman, durumun ne ola­
cagm1 tetkik ediyoruz. 

KOROLER 1 (Teoremin sonucu). Katsayilari tamsayi 
o'lan 

l}eklinde bir denkZemi goz onilne a/,altm. Eger l>Oyle 'bir 
denklemin rasyonel bir kOkil var ise "bu 'bir tamsaytdtr; 
bundan 'l:>a§ka bu, tamsayt kok c0 tn 'bir b01enidir. 

!SPAT. Her hangi bir a/ b rasyonel kokilnti gCSz 
ontine alahm. b nin bir pozitif ta"msay1 oldugunu kabul 
edebiliriz, zira b negatif olsayd1 eksi i~aretini a ya akta­
rabilirdik. Teorem 4.3 geregince b c. in bir ooleni olmah­
chr; yani b 1 in bir_ b01eni olmaJ1d1r. Fakat + 1 ile - 1 
1 in yegane oolenleridir, ve ooylece b igin her hangi 
uegatif bir deger bertaraf edildiginden b = + 1 0Jmahd1r. 
Bundan otiirti her hangi rasyonel bir kok al l ~klinde 
olur ve ooylece a bir tamsay1d1r. Teorem 4.3 tin yard1m1 
ile a nm Co nin bir ooleni oldugunu biliyoruz ve ooylece 
korolerin ispati tamam olur. 

M1SAL. ...; 7 nin irrasyonel oldugunu ispat ediniz. 

C0ZtThr. ...;7 x2 - 7 = O m bir kokildiir. Burada, 
notasyonumuza uygun olarak c? = 1 ve Co = - 7 dir. 
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Simdi yi.irtiyebilmek ic;in iki yol vardlr. Bir yol 
Koroler 1 i kullanarak: Eger xz - 7 = 0 m rasyonel bir 
a/b koki.l varsa, o zaman bu kok bir tamsay1 olacakt1r, 

demektir. v7 nin bir tamsay1 olmadlgm1 ve bundan 
dolay1 x• - 7 = O m rasyonel bir koki.l olmadlgm1 goste-

rebiliriz. Bundan oti.irti irrasyonel bir kok olmahdrr. v 7 
nin bir tamsay1 olmad1g1 a!jikard1r, zira milteakip 2 ve 3 
tamsayilari arasmda bulunur; bu, s1ra ile, ~g1daki ~it­
sizliklerden c;1kar 

4 < 7 < 9, 

v4 < -v7 < v9, 

2 < -v7 < 3. 

Diger bir yol da tam ijekli ile Koroler 1 in kullamlmas1-
d1r; buna gore x 2 

- 7 = O m her hangi rasyonel bir kokii 
-7 nin tam bir ooleni olan bir tamsay1dir. -7 nin yegAne 
oolenleri 1, -1, 7 ve - 7 dir. Fakat bunlardan hie; biri, 
basit bir saglama ile gorillebilecegi Uzere, kok degildir; 

12 -7=0, (-1)2 -7=0, 72 -7=0, 

(-7)'-7=0 

denklemlerinin hepsi yanh~1r. Bundan dolayi x' - 7 = 0 
m hie; tamsayi kokU, dolay1sile hie rasyonel kokU yoktur, 

ve v7 irrasyonel bir sayidlr. ·-MtsAL. v 5 in irrasyonel oldugunu ispat edin. ·-COZOM. v 5 x• - 5 = 0 m bir koktidtir. Koroler 
1 e g0re bu denklemin rasyonel bir kokU olsayd1, 5 in bir 
ooleni olan bir tamsay1 olurdu. 5 in oolenleri + 1, - 1, 
+ 5 ve - 5 dir. Fakat bunlardan hie biri kok degildlr, 
zira 
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l8 - 5 = 0, (- 1)~ -5=0, 53 - 5 = 0. 

(- 5) 8 -5=0 

denklemlerinin hepsi yanh~1r. Bundan dolay1 x3 - 5 ::::::;; 0 
a_ 

m rasyonel kokleri yoktur, ve ooylece v 5 in irrasyonel 
oldugu ispatlamr. 

Bu iki misal a$ag1daki daha genel sonucun We.I 
haJleridir: 

• 
"-KOROLER 2. a ve n pozitif tamsayilar olan v a 

~eklindeki bir says ya irrasyonel veya bir tamsayidir;' 
acmuncu hal,de a bir tamsayimn n inci ktwvetidir. 

,._ 
!SPAT. Bu Koroler 1 den cikar, zira v a X" - a= 0 

m bir kokUdUr, ve bu denklern rasyonel bir koke sahip 

·-ise, bu kok bir tamsay1 olmahd1r. Bundan ba$ka, eger v a 
bir k tamsay1s1 ise, o zaman a= k" dlr. 

Problem serisi 13 

l . v 2, ...; 3, y' 13 ve ~ 91 lerin irrasyonel olduklaruu 
ispat edin. 

2. ( 4 y' 13 - 3) / 6 nm irrasyonel oldugunu ispat edin. 

3. v 15 in irrasyonel oldugunu iBpat edin. 

4. 4/ (16 - 3 y 15) in irrasyonel oldugunu ispat edin. 

5. 
a_ v 6 nm irrasyonel oldugunu ispat edin. 

8_ 

6. (1/ 3) (2 v 6 + 7) nin irrasyonel oldugunu ispat edin. 
7. «a/ b en basit ~kline irca edildigi kabul olunrn~> 

kelimeleri kaldmhrsa Teorern 4.3 Un yanh!j bir ifa­
deye varacagim ispat edin. 
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4.4 Dab.a batka miaaller 

BO Him 3 de olduk<;a geni~ bir sayllar sm1f ma bir 

metodun tatbiki ile v 2 + v 3 tin irrasyonel oldugu ispat­
lanm1~t1. Mamafih, daha gcni~ bir sayilar sm1f 1 bile 
Koroler 1 yard1m1 ile tetkik edilebilir. 

Yeniden v2 .i v 3 ii mtitalaa edelim. Eger X= v 2-j- v 3 
yazarsak, 

elde ederiz. Her iki tarafm karesini ahrsak 

elde ederiz, ve terimleri yeniden diizenlersek 

X 1 - 1 - 2xv2 

elde ederiz. Bunun tekrar karesini ahrsak 

X I 2:r" + 1 = 8.r.~ 

vcya 

(5) ,l; • - 10,l'2 I 1 - 0 

elde ederiz. (5) denkleminin kuruldugu tarzdan dolay1 

v2 v 3 tin bir kok oldugunu biliyoruz. Bundan sonra 
(5) denkleminin rasyonel kokleri olmad1g1m gastermek 

i<;in Koroler 1 i tatbik edeccgiz ve bundan v 2 t \ 1 3 tin 
irrasyonel oldugu sonucuna varacag1z. 

Koroler 1 in (5) denklemine tatbiki bu denklemin her 
hangi rasyonel kokleri mevcut oldugu takdirde bunlarm 
1 i oolen tamsayilar olmasmm icap ettigini bize s()yleye­
cektir. Fakat 1 in yegane oolenleri + 1 ve - 1 dir, ve 
bunlardan hi<; biri x' 10x2 + 1 = 0 m bir kokti degildir. 
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BOylece vard1g1miz sonuc (5) denkleminin rasyonel kok­

lerinin mevcut olmad1g1 ve v2 + v3 tin irrasyonel 
oldugudur. 

Aym sonuca vannak icin diger bir yol ~dur: 
+ 1 ve - 1 (5) denkleminin kokleri olup olmach~ 

denemektense, ~u a~gidaki muhakemeyi yapabiliriz. Eger 
+ 1 veya - 1, veya her ikisi birden (5) denkJeminin 

kokleri olsalar bile, v 2 + v3 kokilniln + 1 ve - 1 den 

farkh olduguna dikkat edebiliriz; meseJA v2 ve v 3 Un 
her ikisi 1 e nazaran daha bilyilk olduklan, dolayislle 
toplamJar1 + 1 veya - 1 e ~it olabiJmesi icin oldukca 
bilyilk 0JdukJar1 muhakemesini yapabiJiriz. Bu sebepten, 
+ 1 veya - 1 in hakiki kokler olup olmamasma balolma-

yarak, v2 + v 3 Un (5) denkleminin milmkUn kokleri 

arasmda bulunmayacagi gorillilr. v2 + v3 Un frrasyonel 
oJdugu neticesi c1kar. 

MlSAL. 
~- -v 2 - v 3 Un irrasyonel oldugunu ispat edin. 

,_ -
COZOM. x = v 2 - v 3 yazarak, 

- ,_ 
x+ v3 = v2 

oldugunu gorilrilz. $imdi, her iki tarafm kilbUnU alarak • 

x' + 3 v3 x2 + 9z + 3 v3 = 2 

eJde ederfz. Terimler yeniden diizenlenfrse 

w + Sz - 2= - 3v3cx2 + 1) 
olur. Kare alarak 

f1J' + 1sw - 4x-i + slx2 - 36x + 4 = zr <x4+2x•+u 
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veya 

x" - 9x4 - 4x3 + 27x2 
- 36.T - 23 =- 0 

elde ederiz. 

Bu denklem ~2 - v3 bir kok olacak ekilde kurul­
m~tur. Fakat bu denklemin yegane rntimktin rasyonel 
kokleri tarnsayllar olup - 23 tin oolenleridir. Bundan 
dolay1 yegane miimklin rasyonel kokler t- 1, - 1, +- 23 
ve - 23 dilr; dogrudan dogruya yerine konarak bunlarm 
kokleri olmadlklar1 gorillilr: 

+ 1: 1•-9(1)•-4(1) 8 + 23(1)2- 36(1)- 23 = 0 (Yanh$!) 

- 1: (- 1)9- 9(- 1)4-4 (- 1 > ~+27(-1)'-

- 36(- 1)- 23 = 0 (Yanlt$!) 

23: (23)G-9(23)•-4(23P+ 27(23)2- 36(23)- 23 = 0 

(Yanlt$tlr, zira mesela, (23)n o kadar biiyiiktUr ki 
diger terimlerin hie; biri bunu ka~1layamaz.) 

- 23: (- 23)•-9(- 23)4-4(23)3+ 27(- 23)2-
- 36(- 23)- 23 = 0 <Yanh$!) 

·- -Bunlardan dolay1 rasyonel kokler yoktur ve '\/ 2-'\/3 
irrasyoneldir. 

Daha evvelki misaldeki gibi + l, -1, + 23 ve - 23 
lerin denklemin kokleri olup olmad1klarim denemeye ·- -lilzum yoktur. Bumm yerine v 2- v 3 tin miimkiin olan bu 
dort rasyonel koktin her hangi birisinden farkh oldugunu 

a_ -
muhakeme edebiliriz. v 2 nin 1,2 civarinda ve '\/3 tin 1,7 ·- -civarmda oldugunu goriiriiz. Dolayisiyle v 2- v 3 takriben 
- 0,5 dir, ve bu sebepten + 1, - 1, -+-23 veya - 23 deger-



trrasyoncl Say1lar 89 

.lerinden hie birine e~it degildir. Mademki mUmkiln biltiin ·- -.rasyonel koklerden farkhd1r, bundan v 2- v 3 kokilniln 
irrasyonel oldugu sonucu c;1kar. 

1. 

2. 

3. 

Problem serisi 14 

v3 - v 2 nin irrasyonel oldugunu ispat edin. 
a 

..;3 + v2 nin irrasyonel oldugunu ispat edin. 
s_ -v 5 - v 3 i.in irrasyonel oldugunu ispat edin. 

4.5 Bir ozet 

Bu ooli.imde «cebrik irrasyoneller> denilen irrasycr 
nellerle me~gul olduk. Sonsuz cok irrasyonel saymm mev­
cut oldugunu gordtik ve baztlar1m, verilen irrasyonel bir 
say1dan itibaren kurma yollanm tetkik ettik. 

Verilen hir k say1smm irrasyonel olup olmad1gm1 
denetleyen a~agidaki metodu da buJduk: 

Evvela ,r. = k degeri ic;in gerc;eklenen 

C X" + C X--1 + · · · + C1X + Co= 0 
" -1 

bir polinom denklcm arar1z. (BOyle bir denklemi bulamaz­
sak, bu metodu tatbik edemeyiz.) 

Daha sonra Teorem 4.3 ii veya c. = 1 ise Koroler 1 i 
tatbik ederiz. Denklemin rasyonel hie; bir koke sahip olma­
d1gi ekseriya ~ikarchr. 0 zaman k ~ildir olarak blr 
irrasyonel kokttir. Bazan bir bak1$ta k run denklemin 
mfunkUn btiti.in rasyonel kok namzetlerinden farklt oldu-
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gunu gorilr ve ooylece k run irrasyonelligini <;lkartabiliriz; 
veya, dogrudan dogruya yerine koyarak, denklemin hakiki 
kokleri olan biltiln namzetlerden rasyonel say1lan s~riz. 
Bundan sonra k nm irrasyonel oldugunu ispat i!;in, k nm 
bilttin rasyonel koklerden farkh oldugunu gostermemtz 
laz1md1r. 



BOLtiM 5 

TR I GONOME T RiK V E LOGARITMIK 

S A YIL AR 

Okur sin 0 ve cos 0 gibi trigonometrik fonksiyonlara 
~Uphesiz ~inad1r •, ve bu fonksiyonlarm her birine, her 
0 a<;1s1 icin, reel bir saymm tekaoill ettigini bilir. Her 
pozitif reel x say1sma bir reel say1 tekabill ettiren logarit­
mik log J' fonksiyonuna da tesadUf etmi~ olmas1 muhte­
meldir. Trigonometrik fonksiyonlarm degerleri, O ac;1smm 
baz1 ozel degerleri ic;in hari<;, irrasyoneldir .. ; benzer 
!)ekilde hemen hemen bilttin m reel sayllari i<;in log x 
degerleri irrasyoneldir. 

Bu iddialar1 en genel $ekilleri ilc burada ispat cdemi­
yecegiz, dikkatimizi ancak baz1 basit misallere inhisar 
ettirecegiz. 

5.1 Trigonometrik fonk1iyonlar1n 
irrasyonel degerleri 

Evvelki ooH.imdeki metodlan ve baz1 temel trigono­
metrik ozde$likleri kullanarak, bir <;ok 0 a<;1sma tekabtil 

• i Elter okur trtiionometrl veya lo gar! tmn lnrm tetklklnl yapmam11 lae, 
o zaman bu konulara blr gtrlfl olmak Uzere A. L. Nelson ve K. W. 

Folley'ln 1956 dn Harper'de bas1lnn «Plane Trioonomet111> sine 
mUracaat edeblllr . 

... ) Bir cetvelde ondahkla 20sterllml!I l11eler, sonsuz ondallk ac1llmlar1 

olan lrrasyonel 11ay1lar muayyen noktalarda kesllml1lerdJr. Dliter blr 
deytmle, boyle blr cetvel sayllara yaklMlk de~erler verlr. 

-91-
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eden trigonometrik fonksiyon degerlermin irrasyonel 
olduklar1m gosterecegiz. 

Bu gaye igin evvela $U temel trigonometrik formi.il­
leri hatulayalrm: 

(1) cos (A -f- B) - cos A cosB - sin A sin B, 

(2) sin (A + B) = sin A cos B + cos A sin B. 

(3) 

(4) 

Ave B yerine tek bir deger, mesela 0 y1, koyarsak 

cos 2~ =- cos 20 - sin 20, 

sin 20 = 2 sin 0 cos 0 

elde ederiz. Bundan i-onra (1) de A 'yerine 20 ve B yerine-
0 koyarsak 

COS 30 = COS 20 COB 0 - sin 20 i::in 0 

elde ederiz. (3) ve ( 4) ti ve me~hur cos20 + sin20 = 1. 
ozde$1igini kullanarak 

cos 30 = (cos2e sin20) cos0 - (2 sin 0 cos 0) sin 0, 

= cos'0 - 3 sin20 cos 0, 

= cos10 - 3 n cos2e ) cos e 
veya 

(5) cos 30 = 4 COS80 - 3 cos 0 

elde ederiz. 

$imdi cos 20° say1sm1 goz onUne alahm. (5) de 
0 - 20° koyarak 

cos 60° - 4 COS8 20° - 3 cos 20° 
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elde ederiz. Eger cos 20'' yerine x yazar ve cos 60° -= 1/ 2 
keyfiyetini kullamrsak 

veya 

(6 

1 
-=4x5 - 3x 
2 . 

elde ederiz. (6) denkleminin kurulma tarzmdan dolay1 
cos 20° nin bir kok oldugrmu biliriz. (6) denklemine 
Teorem 4.3 ti tatbik ettigimizde bu denklemin yegane 
mtimki.in ·rasyonel koklerinin ± 1, ± 1/ 2, ± 1/ 4, ± 1/ 8 
olduklarm1 goriirtiz. Fakat, (6) denkleminde yerine konul­
dugunda goriilecegi iizere, bu sekiz imkandan hig biri 
hakiki bir kok degildir. Bu sebepten (6) denkleminin 
hit; rasyonel kokti olmad1{?;1 ve boylece cos 20° nin irra.s­
yonel bir say1 oldugu sonucuna vat1riz. 

- ± 1, ± 1/ 2, + 1/4, + 1/ 8 milmkiln rasyonel kok­
lerinin (6) denkleminin hakiki kokleri olup olmadlgrm 
denemeden de bu sonuca varllabilirdi. cos 20° nin blitiln 
bu sekiz degerden farkll oldugrmu gostermek kafidir. 
Bunun igin bir trigonometrik cetvele, verilen cos 20° nin 
degeri if;in, bakmak kafidir. (Tabii, boyle bir cetvel ancak 
yakla~1k deger verir). Veya, cosinus bu a!;Ilar igin azalan 
bir fonk1Siyon oldugundan, cos 20° nin cos 0° ile cos 30° 
arasmda bulunduguna dikkat ederiz. BOylece cos 20° nin 

1 ve y 3/ 2 arasmda bulundugunu gorlirtiz; yani 1 ve 0,8 
arasmdadlr. Bundan cos 20° nin (6) denkleminin her hangi 
milmkUn rasyonel koklerine e~it olam1yacag1, ve hundan 
dolay1 cos 20° nin irrasyonel bir say1 oldugu sohucu g1kar. 

M!SAL. sin 10° nin irrasyonel oldugunu ispatlayrn. 
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B!R1NC1 <;OzUM. Bu problemi <;Ozmek i~in bir yol 
30 i~in trigonometrik ozde~likten, yani 

(7) sin 30 = 3 sin 0 - 4 sin80 

den ba~lamaktir; (5) (1) den nas1l elde edildiyse bu da 
(2) den aym yolda elde edilmi~tir. (7) de 0 yerine 1oc­

koyarak ve sin 30° = l / 2 keyfiyetini kullanarak 

., 
- = 3 sin 10° - 4 sin8 10° 
2 

elde ederiz. 

1 
-=3x-4x3, 
2 

elde etmek i~in sin 10° yerine x yazm. (6) dcnkleminde 
oldugu gibi 8x1 

- 6x + 1 =0 denklcminin rasyonel 
koklerinin olmad1gim (Teorem 4.3 vas1tasile) gostermek 
gU<; degildir. 

' 1KtNC1 <;OZOM. (3) · denkleminin iki ~kli vard1r 

(8) cos 20 = 2 cos20 - 1, cos 20 = 1 - 2 sin20; 

her ikisi, sin20 -t cos20 = 1 0zd~ligini kullanarak, (3) den 
~1karI1abilir. Eger, (8) in ikinci ~1kkmda 0 yerine 10° 
koyarsak, 

(9) cos 20° = 1 - 2 sin2 10° 

elde ederiz. $imdi sin 10° nin rasvonel oldugunu farzedelim. 
Bundan dolayi sin2 10° ile 1- 2 sin2 10° nin her iki!=i de 
rasyonel olacaktir. Fakat, henliz ispatlad1g1m1z P"ibi, 
cos 20° irrasyoneldir. Bundan dolay1 bir c:eli~mezlige 

dli5eriz, oyleyse 10° irrasyoneldir. 
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Problem serisi 15 

Bu problemlcri <;ozerken. gerek metinden ve gerek 
problemlerden, daha evvel bulunan sonm;lari (nerede 
faydah ise) kuUammz. 

1. A~ag1daki sayllarm irrasyonel oldugunu ispatlaym: 

(a) cos 40° (b) sin 20° (c) cos 10° (d) sin 50° 

2. (7) ozde$1igini kurun. 
3. (a) cos 50 = 16 cos~a - 20 cosne + 5 cos 0 ozde$1igini 

kurun. 
(b) cos 12° nin irrasyonel oldugunu ispat edin. 

4. A$ag1dakilerin hangileri rasyoneldir? 

(a) sin 0° (d) sin 30° (g) sin 45° 
(b) cos 0° (e) cos 30° (h) cos 45° 
(c) tg 0° (f) tg 30° (i) tg 45° 

5.2 Zincirleme bir aaal 

(j) sin 60° 
(k) cos 601) 
(l) tg 60° 

5.1 k1smmda kullamlan metodlar derecelerin, dakika­
larm ve saniyelcrin tam saytlan olan her hangi bir a<;mm 
trigonometrik fonksiyonlarmm irrasyonelligini, bariz bir 
kac; istis'la haric;, ispat i<;in geni$1etilebilir. BOylece 
14° 41' 33" gibi a<;I1ardan bahsederiz. 0°, 30°, 45c, 60° Ii 
ac;1lar. ve bu dort a<;1ya 90° nin tamsayi katlan ilave ve 
c;1karmalarile elde edilen her say1, i<;in istisna yapllmahd1r. 
Bu, mesela 30° nin biltiln trigonometrik fonksiyonlarmm 
rasyonel oldugunu soylemek degildir, fakat en az 30° nin 
trigonometrik bir fonksiyonu rasyoneldir. 

Rn Mrli:ilar en geni$ genellikte kurulm1yacakt1r, zira 
cos 14°41'33" gibi ooyle say1lardan ileri gelen denklemler. 
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bahis konusu yapmam1z i~in, oldukc;a kan$1ktir. Bununla 
beraber basit tek bir prensip bizi olduk<;a uzaklara gotU­
riir, o da $Udur: 

o, cos 20 irrasyonel ol.acak §ekflde he1· ha:n,gi bir ~ ..,e, 
Q zaman cos 0, sin a ve tg a da irrasycmeldirler. 

Bunu ispat i~in cvvela (8) denklemini kullanahm. cos 8 
run rasyonel oldugunu kabul edelim. 0 zaman cos2e ile 
2 cos2a-1 de rasyonel olacaktir. Fakat 2 cosze - 1 
iirrasyonel olan cos 20 dir. 

Benzer $ekilde sin a nin rasyoncl oldugunu kabul 
edelim. O zaman sin~a rasyonel olacak ve keza 1 - 2 sinzo 
de rasyonel olacakt1r. Fakat bu gene cos 2~ dir. 

Nihayet tg 0 nin rasyonel oldugunu kabul edelim. 0 
zaman tg20 rasyonel olacak ve bunun i<;in cos2e nin rasyonel 
oldugunu gormek i~in m~hur 

1 
1 +tg20=sec20=-

cos~a 

trigonometrik ozde$ligi kullanmz. Fakat gene (8) denkle­
minden cos 20 nin rasyonel olacagi ~1kar, ve bOylece bir 
celi$mezlige dU$eriz. Bu sebepten tg6 irrasyonel olmalldir. 

HenUz $imdi 1spatlad1g1miz prensibin tekrar tekrar 
tatbikile sonsuz ~k trigonometrik saymm irrasyonelligini 
kurabiliriz. Mesela cos 20° nin irrasyonelliginden 

cos 10° sin 10° tg 10° 
cos 5° sin 5° tg 5° 
cos 2°30' sin 2°30' tg 2°30' 
cos 1°151 sin 1°151 

tg 1°151 

cos 37130" sin 37'30"' tg 37130'' 

terin irrasyonel olduklan sonucunu ~1kartmz. 
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Problem serisi 16 

1. A~ag1daki say1larm irrasyonel olduklarm1 ispatlaym 

(a) cos 15 sin 15 tg 15° 
(b) cos 7 30' sin 7°301 tg 7°30' 
(c) cos 22°301 sin 22°301 tg 22°301 

(d) cos 35° sin 35 tg 35° 
(e) coo 2f> sin 25 tg 25 

2. 14°41'13" nin baz1 rasyonel say1 ile 90° nin 1;arp1mma, 
yani 14°41'1~" nin 90° nin rasyonel bir kat1 oldugunu 
ispatlaym. 

3. (a} cos O rasyonel olursa bu takdirde cos 30 nin de 
rasyonel olacagm1 i.spat ediniz. 

(b) Bu, cos 30 irrasyonel oldugunu ispat etmek cos 0 
nm irrasyonel oldugunu ispat etmek midir? 

4. sin 30 irrasyonel olursa sin a nm da irrasyonel oldugunu 
ispat edin. 

5.3 Adi logaritmalarm irrasyonel degerleri 

Bu kitapta tetkiki yap1lan biltlin logaritmalar 10 
tabanma gore ahnm1!?tlr, boylece bu durumu her sefer 
belirtmege H.izum yoktur. Verilen pozitif bir y 1Say1s1mn 10 
tabamna gore logaritmas1 10k = y olacak !;ekilde bir k 
say1s1 olarak tarif edildigini hatirlayalim. Boylece her 
hangi bit' y > 0 ic;in 

log ~1 - k 

Ve 

10k = y 

'f'$deger ifadelerdir. BUH.in ispatlar, her hangi bir tamsa-

/ , 7 
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yuun yalmz bir §ekilde asal sayilar ~arma ayrilaca­
gma dair olan, B Ekinde ispat edilm~ bulunan Aritmetigin 
Temel Teoremine dayamr. 

M!SAL 1. log 2 nin irrasyonel oldugunu ispatlayin. 

<;OZOM. a ve b pozitif tamsayilar olmak ilzeret 
bilakis log 2 = a/b oldugunu kabuI etl~lim. log 2 pozitif 
oldugundan a ve b yi pozitif almak akla yakmd1r. Bu 
denklem 

2=10alb 

anlamma gelir. Her iki tarafm b kuvvetini ahrsak 

2b = lOa = 2°5a 

elde ederiz. Bu, pozitif tamsaytla1 arasmda bir e§itliktir, !}U 

halde Aritmetigin Temel Teoremi tatbik edilebilir. Haki­
katen Temel Teorem bu denklemin cari olam1yacag1m zira 
2" nin bir tamsayi olup, b ne degerde olursa olsun, 5 ile 
oollinemeyecegini gosterir, halbuki 2°5° a pozitif bir sayI 
olduk~ 5 ile oollinebilir. Bundan dolayi log 2 irrasyoneldir. 

M!SAL 2. log 21 in irrasyonel oldugunu ispatlayin. 

<;OZOM. Bilakis 

a 
log21=b veya 21=tOatb ' 

olmak lizere a ve b tamsayllarmm mevcut oldugunu kabu1 
edelim. Gene her iki tarafm b kuvvetini alarak 

21b=l0a 

elde ederiz. Fakat bu e§itlik ifadesi, lQa nm asal <;arpan~ 
Jan 2 ve 5, 21 b nin asal <;arpanlari 3 ve 7 oldugundan, cari 
olamaz. 
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MlSAL 3. c ve d negatif olmayan iki farkh tamsay1 
olsunlar. log (2c51t) nin irrasyonel oldugunu ispatlaym. 

c;OZUM. Gene endirekt bir muhakeme kullaruyoruz. 
c ve d nin tabi tutulduklari ~rtlardan dolayi, log (2c5d) 
pozitif olmak tizere, 2c5ci nin 1 i ge(;tigini biliyoruz. a ve b 
pozitif tamsay1lar olmak i.izere 

a log (2C5d) - -- b 

oldugunu kabul edelim. 0 zaman 

2°5d = 10a/b 

oldugunu biliriz. Her iki tarafm b kuvvetini ahrsak 

2bo5bd = 1oa = 2a50 

elde ederiz. Aritmetigin Temel Teoremine gore bu denklem 
be = a ve bd = a, yani be= bd, oldugu takdirde caridir. 
Fakat mademki c ve d farkll tamsayilardtr, ~ halde be ve 
bd de farklldtrlar. $u halde log (2c5d) irrasyoneldir. 

Problem serisi 17 

1. log 3/ 2 nin irrasyonel oldugunu ispatluym. 
2. log 15 in irrasyonel oldugunu ispatlayin. 
3. log 5 + log 3 tin irrasyonel oldugunu ispatlayin. 
4. 1, 2, 3, ... , 1000 tamsayllarmm birbirini ortmeyen Uc 

farkll sm1fa ayrilabilecegini ispatlaym. 
A smlf1: 1, 10, 100, 1000 tamsayilar1, 
B smlf1: c ve d e$it olmamak Uzere 20511 $eklindekl 

tamsayilar, 
C smlf1: Hie olmazsa 5 e e$it olmayan tek bir p asal 

say1sma oolUnebilen tamsay1lar; 
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n eger ve ancak eger A s1mfmda oldugu takdirde log n 
rasyoneldir. 

5.4 Transandant saydar 

Reel sayilar1 rasyonel ve irrasyonel olarak suufland1-
l'llmasmdan ba$ka cebrik ve ti-ansandant diye diger bil 
aynlmas1 daha vardir. Eger reel bir say1 

c xn + c xn-1 + c :x;ti-2 + ... -1_ 
11 ?l-1 >1-2 I 

$eklinde katsay1lar1 tamsay1 olan baz1 denklemi ger<;;ek­
Jerse, bunun bir cebrik sayl oldugunu soyleriz. Eger reel 
bir say1 boyle hi<;; bir denklemi gerc;eklemezse, ona bir 
transandant .~ay1d1r denir. (Karm3$1k sayllar aym $ekilde 
cebrik ve transandant saytlara ayrihr, fakat biz konumuzu 
reel say1lara inhisar ettirecegiz.) 

Her rasyonel saymm cebrik bir sayi oldugunu gormek 
kolayd1r. Mesela 5/ 7 7x - 5 = 0 denklemini ger<;;ekler 
ve bu denklem zikredilen tiptendir. Daha genel olarak, her 
hangi al b rasyonel say1s1 bx - a = 0 denklemini ~aglar 
vc clolay1sile cebrik bir sayidJ.r. 

Her rasyonel sayi mademki cebriktir, bundan her 
cebrik olmayan say1larm rasyonel olm:id1klar1 sonucu 
c;1lrnr (suhife 34 deki «Eger A ise o zaman B (dir)» i ifade 
ctmenin 12 tarz1 ic:;in [121 ye bakm). veya daha basmakahp 
ifacteyle, her transandant sayi irrasyoneldir. Bunu, ~ckil 
15 cleki gibi, $ematik olarak gosterebiliriz. 

- ~-$ekilde cebrik sayilara misal olarak v2 ve "1/7 
vcrilmi$tir. Bunlar cebriktir, zira s1rasile 

ve 
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/ 
Hasyonel < btitjln bunlar rebrik sayllard1r. l 

Reel suy1lar / .. _ 
lrrnsyonel 

/ Cebrik, meselll ..,/2 ve ,11 

. 
y2 

Transandant, mes'-'li'l 2 , 
log 2 Vt' 'It 

Rasyonel 

Rt't-1 say1lar \ 

/ Cebrlk /' 

trras~·onel 

Trnn~undant (Biltiln bun Jar irrasyonel say1l11rchr. l 

$ek11: 15 · 

denklemlerini saglarlar. Diger taraftan log 2 ve 'It sayllari 
transandant saytlar olarak verilmi!;>tir ( 7t say1s1 3,14159 ... 
degeri ile her hangi bir dairede c;evre uzunlugunun qapa 
olan oramd1r.) Bunlarm transandant olduklar1m burada 
ispatlayamayIZ, zira bOyle ispatlar i<;in ku!lanmakta olduk­
lar1m1zdan daha derin metodlara ihtiyac1m1z vard1r. r. 

say1smm traJ16andant oldugu 1882 den beri biliniyordu, 

fakat 2v2 ve log 2 nin transandanthklari daha yeni sonw;­
lar olup ancak 1934 yllmdan beri bilinmektedirler. 1900 
y1hnda biiyiik matematik~i David Hilhert tarafmdan 
ask1da kalan ~ziilmemi$ matematik soruiari te$kil eden 

23 problem ihtiva eden me$hur listesi verildiginde, 2 v2 

ozel bir misal olarak kullarulm1$t1r. Ozellikle, Hilbertin 
yedinci problemi, a ve B verilen cebrik say1lar olmak 
Uzere, a.# nin cebrik veya transandant olup olmad1klarm1 
tayindir (a.= 0, B = 1 ve B rasyonel olma halleri hari<; 
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tutulm~tur, zira bu hallerde a/3 nin cebrik oldugunun 
ispat1 oldukGa kolaydir.) 1934 y1hnda A. Gelfond ve mtis­
takilen Th. Schneider a.fl nin transandant oldugunu kesip 

atm1$lar<hr. Tabii 2 ¥2 nin transandanthg1 genel sonucun 
ozel bir halidir. Diger bir ozel sonu<; ta log 2 nin transan­
dant olu~udur; zira eger log 2 ~ ve 10 a. ile gosterilirse 
bu takdirde Mi logaritmanm tarifi geregince 

101oir 2 = a/l = 2 

dir. ~ cebrik ve irrasyonel olsayd1 o zaman Gelfond­
Schneider tcoremine gore 2 transandant olacakb. Fakat 
hal ooyle degildir, ~u halde ~= log 2 ya rasyonel veya 
transandanttir. Rasyonel olmad1gm1 gordtik. Bundan 
dolay1 log 2 transandantt1r. 

Oaha gene! olarak, ,. in rasyonel ve log 1· in irrasyonel 
olmasm1 $<ll"l ko$(lrak, Gelfond-Schneider teoremi log r in 
transandanthg1m tesis eder. 5.3 k1smmda henUz ispatla-

• d1g1m1zdan dolay1 a$<lg1daki 

. . . , 10-5, 10- 1, lo-3, 10- 2, 10-1, 

100. 101, 102, 103, lQ-1, 10\ 

ler hari<;, r her hangi pozitif ra~onel bir say1 oldugunda, 
bu Jog ,. in t ransandant oldugunu s0yler. Bu kitapta zikre­
dil£'n bUtiln logaritmalarm adi logaritmalar oldugunu yani 
10 tabamna gore olduklarm1 ak1lda tutmahdir. 

BOylecc n -= 1, n - 10, n • 100, ve n = 1000 hari<;. 
1 ile 1000 arasmda n her hangi bir tamsay1 oldugunda, 
log n ~ayun tmnsandantt1r. Diger taraftan bu oolUmiln 
evvelki k1smmrla irrasyonelligi ispat edilen cos 200 gibi 
trigonometrik sayllar cebrik sayilardlr. Genel sonu<; $Udur: 
r her hangi bir rasyonel say1 olisun ve (90r)'° 90° nin r 
ile i;arp1mm1 gosteren ac1 olsun. 0 halde 
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sin (90r) 0
, cos (90r) 0 ve tg (90r) 0 

cebrik sayllardtr. (Bu ifadeye eklenecek yegane ~ 
tg (90r) 0 hali icindir; burada r rasyonel sayis1 bu trigono­
metrik fonksiyonun reel bir sayi olarak mevcut oldugu 
degerlere inhisar ettirilmelidir. Mesela tg 90° reel bir 
say1 olmad1gmdan r = 1 kabul edilmez.) 

Yukar1da '7t nin transandant bir sayi oldugunu st>yle-­
dik. Bu 1t nin bir irrasyonel say1 olduguna dela.Iet eder, ve 
hatta bu kitap konusunv'l ~mda olsa bile '7t nin irrasyonel 
oldugunu ispat transandant oldugunu ispattan daha 
kolayd1r. 

Problem serisi 18 

1. ~gidaki sayilarm cebrik oldugunu iBpatlaym: 

s_ 
(a) -../3, (b) -../5. 

(d) cos 20° , 

(c) v2 + -../3, 

(e) sin 10° 

1112. 1t nin transandant bir say1 oldugunu kabul ederek 
2'7t nin transandant bir say1 oldugunu ispatlaym. 

s.s o~ tne§hur ~ problemi 

Cebrik ve transandant saytlar teorisi matematik~llere, 
ta antikiteden zaman1rmza gelen, Uc me$hur geometrl 
problemini halletmegi mtimktin k:tlm1§tlr. Bu Uc problem 
.:Kiibtin iki katuia e§it bir ktibti bulma:., «bir a~nm iiQe 
ooltinmesi» ve «daireye e$it bir kare cizimi> gibi oklid 
geometrisinin cetvel ve pergel metodlarile a$agidakt 
~izimlerin yap11mas1ndan ibarettir. 
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(1) «Kilbiln iki katm1 almak» - «kilbUn dliplikas­
yonu» verilen bir ki.ibiln hacminin iki katma e$it bir 
ki.ibi.in !;izimi anlamma gelmektedir. Herne kadar bir ki.ib 
uzay geometride bir $ekil ise de, hakikatte bir dilzlem 
geometri problemidir. Verilen kilbiln bir kenarm1 uzunluk 

3_ 

birimi olarak ahrsak, problem v 2 uzunlugunda bir ·aog-
runun ~iziminden ibarettir, zira bu, verilen kUbiln iki kat 
hacmmda bir ki.ibiln kenar uzunlugu olacakt1r ($ekil: 16). 

(2) «Bir a!;mm Uc;e bOIUnmesh yukar1da verildigi 
kabul edilen aletleri kullanarak her hangi bir ac;mm u~ 
ooli.inmesini veren bir metod anla$tl1r. Mesela 45° ve 90° 

~ 
l 

~ 
• 1 

72 
$ckll: 16 

gibi muayyen baz1 ac;dar vard1r ki celvel ve pergelle Uc;e 
bOlUnebilir; fakat genel bir ac;1 yukar1da verildigi kabul 
edilen filetlerle Uc; e$it ac;1ya bOlUnemez. 

(3) «Daireye e$it bir karenin c;izimi, a.Ian baklmm­
dan verilen bir daireye e$it bir karenin c;izimi, veya buna 
e$deger olan verilmi$ bir kareye e$it bir dairenin c;izilmesi 
anla$tllr. 

!Simdi bu Uc; c;izimin imkans1z oldugu bilinir, yani Oklid 
geometrisi geregince verildigi kabul edilen cetvel ve pergel 
ile c;izilemezler. Bir <;ok amator, gayretlerinin beyhude 
oldugunu bilmeden, bu problemler Uzerine <;ah$maga devam 
etmektedirler. Bununla beraber hie; bir matematik<;inin 
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heni.iz bu c;izimleri ba$armaga muktedir olamad1klarm1 bu 
amatorler bilirler, fakat her halde ~izimin imkans1z 
olu$unun ispat edilmi$ olmasmdan habernizdirler. Arada 
s1rada bir amator matematikGinin ba$ard1g1 $ey bu prob­
lemlerin yakla§ik bir <;ozlimU olup hi~ bir vakit tam bir 
Gi)zlimU degildir. Burada fark barizdir: Mesela klibtin 
dUplikasyonu probleminde mesele teorik baknndan mil-

" -
kemmel filetler yard1m1 ile v 2 uzunlugunu yakla$1k 

a_ 
olarak degil de, tam olarak v 2 uzunlugunda bir dogruyu 

verebilecek bir <;izim bulmaktir. Mesela 10 ( 8 - v 62) ile ·-v 2 say1lari alt1 ondahk haneye kadar uygun olmalarma 

ragmen, 10 ( 8 v' 62) uzunlugunda bir dogru par<;asmm 
bir <;izimi ile problem <;ozlilmi..i$ saytlmaz. 

Ozel bir anla$mamazhk kaynag1 da a<;1run ii<;e boltin­
me probleminde ortaya <;1kar. Eger cetvel kenan rakkamla 
i$aret1enmi$ ise her hangi bir a<;1y1 il<;e bolmek mUmktin­
diir. Boylece, genel bir aGIYJ liGe bolm.e imkans1zhg1 iddias1 
ancak kabul edilebilen <;izim metodlarmm pergel ve 
i,<Jaretlenmemi."i cetvel yard1mile olmas1 $artile yap1labilir. 

Bu liG klasik problemi ~evreleyen bUyUk kari$1khktan 
dolay1 $imdi <;izimlerin imkans1z olduklarmm nastl tesis 
edilebilecegi hakkmda kaba bir fikir verecegiz. Detaylar 
olduk<;a teknik olacagmdan, ispatlarn tamamm1 vereme­
yecegiz. Bununla beraber konuyu anla$Ihr bir hale sokmagi 
i.imit ederiz. Her hangi bir okur bunlarla ugra$mak isterse, 
a<;1y1 U<;e bolme ve kUbUn dliplikasyonu hakkmda R. 
Courant ve H. Robbins'in What Is Mathematics? (Yani, 
Matematik nedir?) adh esere mUracaat ederek bu konu­
larm tam bir tetkikini bulabilir. Dairenin bir kareye e$it 
olmas1 imkans1zhgmm ispatl diger iki ispattan GOk daha 
zordur. 
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Bu gizimlerin imkans1z olduklarmm ispat1 nasll milm­
kiindilr? nk ad1m, bir birim uzunluk verildigi takdirde 
cetvel ve pergelle ne cins uzunluklann gizimi yapllabildigi 
hakkmda baz1 fikir elde etmektir. <;;izimleri yaptlabilen 
uzunluklar arasmda rasyonel say1lara tatbik edilen mesela, 

(10) ..;2, 
,- I 1--

v1+v2, v5 3v'1+v2, 

I 1-,--= 
v1+ v5-3v'l+v'2 

gibi, kare kokler silsilesinin oldugunu ispats1z ifade ederiz. 
(Geometrik Gizimlere a~ina biri ifadenin dogrulugunu 
anlar.) 

Bu saydarm hepsi cebriktir. (10) da misal olarak 
verilen dordU sirasile 

(11) X 2 -2=0, 

(12) x' - 2x2 - 1 = 0, 

(13) X
8 

- 20x6 + 132x1 
- 320x2 + 94 = 0, 

(14} :r10 
- 8.-vH -+- 8x12 + 64:r10 - 983'• 

- 184x" I 200x 1 + 224x2 - 113 = o 
denklemlerinin kokleridir. Bunlardan bir tanesini meseli 

l (13) ii s~elim ve tahkikini yapahm. 

;- 1--= 
:1'= \ 15-3vl-J v2 

ile ba~byal1m. Karesini alarak 

/­
x~-5-3yl + v2 

elde ederiz. Bir terimin yerini dE$~tirip yeniden karesini 
alarak 
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I 
x2 - 5=- 3v1+ v2. 

$" - 10x2 + 25 = 9 + 9 v 2, 

x• -10x2 + 16 = 9v2 
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-elde ederiz. Sonuncu bir defa her iki tarafm karesini 
almak bizi (13) e gotlirUr. 

~imdi yalmz (10) sayilari (11) den (14) e kadar 
denklemlerin kokleri olmay1p bu sayllardan hi~ biri 
katsayllar1 tamsay1h daha alc;ak dereceden bir denklemin 

1----= 
bir kokU de degildir. Mesela v 1 + v 2 say1sm1 alahm. 
4 iincii derecedeki (12) denldemini gerc;ekleyip katsay!lar1 
tamsay1h 3, 2 veya 1 inci dereceden hi{! bir denklemi 
gerc;eklemez. (Bu iddiayi ispatlam1yacag1z.) Her ne zaman 
cebrik bir sayi katsayllar1 tamsayi olan n dereceli bir 
denklemin bir kokU olursa, fakat' katsayllari tamsay1 olan 
daha alcak dereceli hiG bir denklemin bir koki.i olmazsa, o 
zaman n ci dereceden cebrik bi?' say1dir deriz. Boylece 
(10) sayilan sirasile 2, 4, 8 ve 16 nc1 dereceden cebrik 
say1lardll'. Oklid geometrisinin metodlarile Gizilebilen 
uzunluklar hakkmda a~g1daki temel hakikat akla gelir: 

GEOMETR!K <;1ZiMLER HAKKINDA TEOREM. 
Birim itzunlukta bir dofjn.t par9as1 ile ba~'layarak, cetvel 
1·e pel'gel metod'larile 9izilebilen, her 1iangi bit uzunluk 
1, veya 2, veya 4, veya 8, . . . v.s. inci dereceden, yani 
genel 01.arak derecesi 2 nin b-ir kuvveti olan cebrik bir 
sayidir. 

Eger okur bu sonucun dogrulugunu kabul ederse, 
me$hUr U~ ~izimin imkans1zhgm1 gosterebiliriz • . 

•) Bu leoremln. 111 2 nln bir kuvveti olmamak ilzere. m dere<:ell cebrtk 
say1larm pergel ve c-etvelle clzllemeyece~I ; transandant say1-
larrn da boyle ctzilemeyece!tl ltadesinl tazammun ettli:?lnl hat1rl11ya­
c-.aktrr. <Bakm1z sahlfe 84, [12)) . 
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Ki.ibi.in di.iplikasyonu, veya iki kahm alma ile ba~la­
vahm. Problemi ortaya koydugumuz zaman gordi.iglimi.iz 
• I_ 

gibi mcsele verilen bir birim uzunluktan v 2 uzunlugunda 
a_ 

bir dogrunun Gizimine mi.incer olur. Fakat , 12 Gizilebilir 
bir uzunlukta m1d1r? 

< I;)) .~· - 2=0 

,_ 
dcnklemini gcrGekler ve bu \12 nin 3 Unrll derecc cebrik 
say1 oldugunu hat1ra getirir. Hakikaten de bu ooyJedir; 

3_ 

bunun ispatm1 yapmak iGin yalmz v 2 nin katsay1lar1 
tamsay1 vc derecesi 1 veya 2 olan hi<; bir denklemi gcr­
c;eklemedigin; tesbit etmeliyiz. Her ne kadar bu gi..i<; 
degil ise de biraz maharet ister; bu ispat1 daha i:;onraki 
bbH.ime tehir edecegiz. 

s_ • 
Mademki \/ 2 nin derecesi 3 oJan cebrik bir say1d1r, 

yukanda ifade edilen Geometrik <;izimler Troremine gore 
c;izimi yap1lamaz. Bu sebepten klibli dtiplikf> etmek imkan­
s1zhgma varinz. 

Bundan sonra aG1y1 i.iGe oolme problemini goz oni..ine 
alahm. Bunun imkans1z oldugunu tesbit etmek ic;in, verilen 
mctodla ozel bir ac;mm i.ic;e ooltinemiyece~ini gostermek 
karidir. Alacag1m1z ac;1 60n dir. 60° lik bir ac;1y1 i.ic;e oolme 
20" Uk bir ac;mm c;izimini yapmak demektir. Bu, verilcn 
1 uzunlugunda bir dogru parc;asmdan, uzunlugu cos 20° 
oJan bir rlogru parc;asm1 Gizmege mlincer olur. Bunu 
gormek ic;in, $eki1: 17 de gorUldtigu lizere, ta ban ac;1Jar1 
60° ve 90° olan 1 taban uzunlugunda bir Uc;geni goz 
oni.ine alahm. Boylece tabam AB= 1, BAC aG1s1 = 60°, 
ABC aG1s1 90° oJan bir U<;:gen o1ur. BC dogrmm 
Uzerinde, BAD ac;1s1 20° olacak tarzda, D noktas1 olsun. 
Elementer trigonometriden 
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AD AD 
AD= - - =-= - = sec 20 

1 AB 
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oldugunu biliriz. Boylece 60° lik a«;;mm ilc;e bolilnmesi 
sec 20° uzunlugunda bir dogru parc;asmm gizimine milncer 
olur. Fakat bu, bu sefer cos 20° uzunlugunda bir dogru 
parc;asmm <;izimine mUncer olur, zira cos 20° ye sec 20 ~ 
birbirlerinin tersidir; muayyen bir dogru parc:asmm <;izimi 

~ckll: 17 

yap1labilirse, o zaman tersinin de c;izimi yap1labi1digi 
malumdur. 

~u halde mesele $Udur: Verilen 1 uzunlugunda bir 
dogru par<;asmdan cos 20 ' uzunlugunda bir dogru par<;a­
smm c;izimi yap1labilir mi? (6) denkleminden cos 20° nin 
kUbik bir denklemin, yani derecesi 3 olan bir denklemin, 
kokil oldugunu biliyoruz. Bundan b~ka cos 20° nin, 
katsay1lan tamsay1 ve derecesi 1 veya 2 olan, hig bir 
denklemi gerc;eklemedigini (biraz gtic; oldugundan ispats1z 

olarak) ifade ettik. Boylece cos 20°, v 2 gibi, 3 tincti 
dereceden cebrik bir say1dir, ve $U halde co~ 20° nin 
Geometrik <";izimler Teoremine gore> c;izimi yap1lamaz. 
Boylece GO" hk ag1y1 cetvel ve pergel metodlarile U<;e 
bolmek imkans1zd1r. 
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En nihayet, dairenin bir kareye e$itlenmesi problemini 
goz ontine alahm. Her hangi bir daire verildiginde, daire­
nin yangapm1 uzunluk birimi olarak alabiliriz. Dairenin 
alam, bu birim ile, 'It kare birimine e$ittir . Ayru boyutta 

bir kare v 'It uzunlugunda bir kenara malik olacaktll'. 
BOylece daireye e$it bir karenin bulunmas1 verilen bir 

birim uzunluktan v 'It uzunlugunda bir dogrunun gizimi­
ne balig olur. Geometrik gizim teorisinde 1 ve a uzunluk­
larmdaki dogru pargalarmdan, a" uzunlugunda bir dogru 

pargasmm gizilebilecegi malfundur. Su halde eger v ~ 
uzunlugunda bir dogru pargas1 gizilebilirse, 'It uzunlugunda 
bir dogru pargas1 da gizilebilir. 

Fakat evvelki k1s1mda 'It nin transandant bir say1 
oldugunu, yani 'It nin cebrik bir say1 olmadlgiru ifade 
etmi$tik. Bu sebepten, Geometrik ~izimler hakkmdaki 
teorem geregince 1t uzunlugunda bir dogru pargasm1 
gizmek mUmkiln degildir. BOylece «daireye e$it karenin> 
gizilmesi imkAns1zd1r. 

Promlem serisi 19 

(2 ve 3 problemleri geometrik ~imler hakkmda 
bilgisi olan ogrenciler igindir.) 

1. (10) numarah birinci, ikinci ve dordiincii saytlarm 
sirasile (11), (12) ve (14) denklemlerinin kokleri 
olduklanm ispatlaym. 

2. 1 ve sin 20° uzunlugunda dogru parc;alan verildigi 
takdirde cos 20° uzunlugunda bir dogru pargasmm 
cetvel ve pergel metodlarile gizilebilecegini ispatlaym. 

3. 1 ve tg 20° uzunlugunda dogru par~lan verildigi 
takdirde cos 20° uzunlugunda bir dogru pargasmm 
cetvel ve pergel metodlarile cizilebilecegini ispatlaym. 
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a_ 
5.6 y 2 nin daha ileri analizi 

3_ 

...; 2 Un evvelki boltimde derecesi 3 olan cebrik bir 
a _ 

say1 oldugunu ifade etmi~tik. Y ani v 2 w - 2 = 0 
denkleminin bir kokil olup, katsayllari tarnsay1 olan 1 
veya 2 dereceli hiG bir denklemin kokil degildir. ~imdi bu 
iddiay1 ispat edecegiz. 

~-
...; 2 nUn kat.5ayllar1 tamsay1 ve derecesi 1 olan hi~ 

bir denklemin bir kokU olmacbgiru tesbit etmek i!;in, 

olmak ilzere, a s1f irdan farkh hi!; bir a ile b saytlarmm 
mevcut olmad1g1m ispat etmeliyiz. Eger ooyle tamsayrlar· 

3 _ 

mQfJcut olsayd1, o zaman v 2 bir rasyonel say1 olacak 
3_ 

~kilde v2 = - b/ a olacakti. l"akat 4.3 losmmdaki 
a _ 

Koroler 2 ye gore v 2 nin irr8B}'onel oldugunu biliyoruz. 
11 _ v2 nin 

ax2 + bx + c = O 

gibi katsay1lar1 tarnsay1 olan her hangi kuadratik bir 
denklemin kokil olrnad1g1m ispat etrnek daha zordur. ·-...; 2 yi ooyle bir denklemin kokil farzederiz ve ooylece bir . 
celi~mezlige d~eriz. BOylece 

a_ a_ 
a ( v 2) 2 + b v 2 + c = O 

yani 
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·- 3_ 

av'4-t bv'2 = - c 

farzederiz. Her iki tarafm karesini allr ve basitle~tirirsek 

3_ -

elde ederiz. Son iki denklem \ 14 ve v 2 miktarlarmm 
lineer iki similltane denklemi olarak dU~untilebilir. a, b 
katsay1 c;iftinin ve h~. 2a" lerin oranhh olup olmad1gma 
bagh olarak ya c;ozillcbilir veya goztilemczler. 

s_ 
Eger <;ozUlebilirlcrse, mesela v 4 U climinc ederek 

~2" 4a2b - ac2 
- b2c 

b· -20 1 

elde ederiz. Fakat v2 ina5yonel oldugundan bir c;eli$~­
lige d~eriz. 

Diger imkan ise katsay1 c;iftinin oranhlt olmas1d1r. 
Bu 

3 

2= b3 =(~) ai a . 

anlamma gelir. Gene bir c;eli$mezlige dU$eriz ve ooylece 
s_ v 2 nin 3. dereceli cebrik bir say1 oldugu sonucuna vanr1z. 

Problem serisi 20 

1. ,12 nin 2 dereceli bir cebrik say1 olrlugunu ispatlaym. 
3_ 

2. v 3 nin 3 dereceli bir cebrik say1 oldugunu ispatlaym. 
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S.7 Bir Oizet 

Trigonometrik fon.ksiyonlar ile Adi logaritmalann 
elcmenter cetvellerde listelenm~ olan ekseri degerlerinln 
irrasyonel oldugunu gostennek iein evvelce geli~tirilen 

metodlan bu oolilmde tatbik ettik. Bundan sonra reel 
sayllari, cebrik ve transandant olmak Uzere, iki yeni s1rufa 
ay1rchk ve evvelce reel sayllarm rasyonel ve irrasyonel 
saytlar olarak ayrrtlama ile bu sm1flann akrababklarm1 
gordtik. Eger bir uzunluk pergel ve cetvel yardunlle 
verilen bir birim uzunluktan itibaren «;izllebilirse, o zaman 
k negatif olmayan milnasip bir tamsay1 olmak Uzere, bu 
uzunlugun 2k dereceli cebrik bir say1 oldugunu, ispatsiz 
ogrendik. ( Analitik geometriye oldukca ~ina bir okur, 
cetvel ve pergel ile yapllabilen ~lemlerin cebrik anlanunm 
analizini yaparak, bu teoremin geornetrik c;:izimler bakl­
nundan dogrulugu ii;ln bir dereceye kadar kendini tatmln 
edebilir. Oc;: hal, bir dogrunun bir dogruyu kesmesi, blr 
dogrunun bir daireyi kesmesi, ve bir dalrenin blr daireyl 
kesmesidir.) BOylece uzunlugu 3 derecell cebrik blr sayi­
rnnki kadar olan bir dogrunun c;:izlm lmkA.mm elimlne 
ederek, verilen metodlarla bir kUbUn iki katmm almarm­
yacagm1 ve genel bir ac;:mm Uc;:e oolUnemiyeceglni gijrdUk. 
Uzunlugu blr transandant sayi olan her hangi bir dogru 
~mm c;:iziminln imkfmsizbgmdan dolay1, datreye e$lt 
karenin bulunmas1 probleminin nas1l halledildiglnt gijrdUk: 
bu c;:izim ltizumundan fazla imkanslzdlr. 

f . • 
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iRRASYONEL SAYILARI N RA SYONE L 

SAYILAR YARDIMiLE YAK L A ~ I K 

iFADE EDILMELER I 

Bu ooltim, bir irrasyonel saymm rasyonel sayilarla 
yakla$1k ifade edilmesinin yakla$1khk dereccsine aittir. 

$imdi, gorecegimiz gibi, mesela v2 ye, arzu ettigimiz 

kadar yakm rasyonel say1lar elde edebiliriz. .../ 2 ye 10-10 

veya 10-20 farkla vcya istedigimiz her hangi bir fark 
dahilinde a/ b rasyonel sayllar1 mevcuttur. Ve bu yalmz 

{2 i<;in dogru olmay1p her hangi irrasyonel bir say1 i~in 
de dogrudur. 

Fakat irrasyonel bir say1dan 10-20 daha az bir farkla 
fark eden bir a/b rasyonel say1s1 bulmak i<;in, t;ok bliyilk 
bir b paydah a/ b aramahyiz. Eger b nin 1020 kadar bliylik 
olmasma mlisaade edersek, ~rtlara uygun bir a/ b kesri 
bulabiliriz. Eger b nin 101 :· veya 1010 dan daha bliylik 
olmamas1 ~rtm1 ko~rsak ne olur? Problem daha derin 

ve daha belah olur. Bu cins meselelere bakarken. v2 ve 

v3 gibi tamamen baz1 ozel halleri degil de, irrasyonel her 
say1 i~in ne soylcnebilindigi ile me$gul olacag1z. 

Bir saymm bir digeri ile yakla$1k ifade cdilmesi hak­
kmda konU$mak iGin C$itsizlikler dili vc notasyonundan 
istifade etmege mecburuz. Bu sebeptcn bu konu ile 
ba$hyacag1z. 

114 -
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6.1 EfitsizJikler • 

Ne zaman u v den btiytik olursa tl. > v yazanz, ve bu 
u - 1· nin pozitif oldugu anlamma gelir. Tabii, ne zaman 
u v den biiytiksc, i: nin u dan kti~k oldugu sonucu c1kar 
(Matematik notasyonla 1' < u olarak yazillr). Dolay1siyle 
do rt 

e$itsizligi u ve v arasmdaki aym temel mtinasebeti ifade 
eden basit dort tarzd1r. Benzer ~ekilde u ~ v u nun v den 
daha btiytik veya ~it oldugunu, ve bu da u - v nin 
pozitif veya s1~1r (fakat negatif olmayan) oldugu anla­
mma gelir. 

TEOREM 6.1. 

(a) Eger u > v, 1·e w her hangi bir sayi ise, o zaman 
u + w > 11 + w dir. 

(b) Eger u > v. ve w her hangi bir sayi ise, o zaman 
u - w > v - w dir. 

(c) Eger u > ti ·11e w 1u?r hangi 'JX>Zitif bir sayi ise, o 
zaman uw > vw dir. 

(d) Eger u > v, vc w her hangi pozitif mr sayi ise, o 
zaman u w > ·v/ w dfr. 

(e) Eger 1t > v . ve u vc v pozitif iseler, o zaman u 2 > v 7 

ve fakat 1/ u < 1/v dir. 
(f) Eger u. > v, ve v > w ise, o zaman u > w dir. 
(g) > ve < e,,_<:titsizlik ~aretleri yerine ~ ve ~ kondu­

rju.nda bii.tii,n 011.. son~'lar cari k<ilir. 

•) E$llRlzllkler l<:tn bu t<<'rlnln E. Beckenbach ve R. Bellman, An 
tntrorlurtton to 1n<'Qunlltles'e mUracnat edinlz. (Bu sertde 10 a&YJlJ 
ne~rlyat: «Esltslzllklerc Clrln Cevlren Halli YiikseJ). 
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!SPAT. 1ki pozitif saymm toplam ve <;arpmtlarmm 
pozitif olmas1 hakkmdaki iki prensipin ger<;ekligini kabul 
edecegiz. 

(a) tF-'- v yu pozitif olarak verdik, vc (tt + w) -
(v - w) nm pozitif oldugunu ispatlayacag1z. Bu ~ikar-
dlr, zira 

u - v = (u + w) - (v + w) 

dir. 

(b) Gene tt -v yi pozitif olarak verdik, ve 
(u - w) - (v · w) nm pozitif oldugunu ispatlayacag1z. 
Evvelki gibi bu 

u - v = (u-w) - (v - w) 

den c;lkar. 

(c) u -v ve w yi pozitif olarak verdik, ve ttw - vw 
run pozitif oldugunu ispatlayacagiz. Bu uw - 1JW = 
w ( u - w) keyfiyetinden, ve iki pozitif sayi <;arpnmnm 
pozitif oldugundan c;1kar. 

(d) Hakikalte bu (c) kismmda bulunur, c;linkU eger 
w pozitif olsa, o zaman 1/w olur. DolayISile (c) k1smmda 
w yerine l /w <;arpan olarak kullamlabilir; b<>ylece eger 
u > 1· ise, o zaman u(l/ w) > v(l/ w) dir. 

(e) Mademki u ve v pozitiftirler, oyleyse u + v de 
pozitiftir. Fakat u > v u - v nin pozitif olduguna deWet 
eder ve bundan dolay1 (u + v) (u - v) c;arp1m1 pozitif­
tir. BOylece 

(u + v) (u - v) > 0, uz - v2 > O, u.2 > v2 

dir. Diger taraftan u > v nin her iki taraf1ru l/uv ile 
c;arpmaya hakklmiz olmasi ic;in (c) kISm1m kullamrsak 
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1 1 
U·-->V·--

UV UV 

olur ve bundan dolay1 

elde ederiz. 

1 1 - > - veya 
v u 

1 1 
-<­
u v 

(f) u - v ve v - w pozitif olarak verildigi takdirde, 
u w nin pozitif oldugunu ispat etmek isteriz. 

t~ - w= (u - v) + (v - w) 

ise de, gene tekrar yalmz iki pozitif say1 toplammm pozitif 
olmas1 prensibini kullanchk. 

(g) (g) k1smm1 ispatlamanm bir yolu da (a), (b), 
... , (f) k1s1mlarrm, her hal i~in taze bir tahlilini yaparak 
gozden g~irmektir. Mamafih daha kolay bir yol vard1r. 
(a) . dan (f) ye kadar klsrmlann ispatlar1 iki pozitif 
say1 toplammm ve ~unmm kendileri de pozitif olma 
prensiplerine dayarur. Halbuki u > v u - v nin pozitif 
oldugu anlanuna geliyor, u ~ v u - v nin pozitif veya 
s1f1r oldugu anlamma gelir, yani bu u - v nin negatif 
olmamas1 demektir. Bundan b~ka, negatif olmayan her 
hangi saymm toplam ve ~1mlarmm kendileri de 
negatif degildir, ve bu esas tizerine (a) dan (f) e kadar 
o1an biltiln ispatlann > halinden, otomatik olarak, ~ 
haline tei?mil edilmesi laz1mdrr. 

Eger u ve v sayllar1, BOlilm 3 te izah edildigi gibi, 
reel dogru tizerine yerl~tirilirse v < u ~itsizligi v nin 
u nun rolunda, veya tl nun v nin sagmda oldugu anlamma 
gelir ($ekil: 18). 

u 

-2 -1 • 0 2 

$ekll: 18. " < " n1n atisterllmesl. 
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w < v < u e!jitsizlikleri v w ve u nun arasmda olmak 
Uzere w < v ve v < u anlammda almmt!jb.r ($ekil: 19). 
cAras1> kelimesinin kullamh!jm1 izah etmemiz laz1md1r. 

w IJ 

$ekll: 19. w < u < u nun sosterlll$i. 

Eger w < v < u yazarsak, v nin «tamamen arasmda» 
oldugunu ve ne w ve ne de u ile intibak etmedigini anla­
nz; fakat eger carasmda• dersek veya w ~ v ~ 1t 

yazarsak, v nin w ye veya u ya e!jit olma imkanlanm da 
dahil ederiz. Bu imkanlardan ancak birinin kabultini.i 
isteyebiliriz, mesela w < v ~ u veya w ~ v < u. Sen­
bo1ler anlam1 tamamen a$ikar kllmaktadir. 

Problem se1isi 21 

1. u ve v pozitif olmak Uzere u 2 > vz ·.;erildigi takdirdz, 
u > 1· yi ispatlaym. 

2. r > s verildig1 takdirde, - r < - ,'J i ispatlaym. 
3. E!jitsizliklerdeki terimlerin bir taraftan diger tarafa 

i$8retlerinin degi!jtirilmcsini gijz ontine almak $8ftile 
ge<;irebilecegini ispatlaym. Bilhassa, eger a j • b 
- c > d -t e f olursa, o zaman a e -1 f > 
d - b + c olacaguu ispatlaym. 

4. n ~ k olacak $ekilde n ve k pozitif tamsay1lar veril­
diginde 

1 . 1 
-2:­
n - k 

olacagm1 ispatlaym. 

ve 1 1 
-2:-­
n2 - kn 

5. A$8gtdakilerin dogru ve yanh$ olanlarw tespit edin: 
(a) Eger r > s ise, o zaman r: > s2 dir. 



trrasyonel Su)'rlarm Rasyonel Sa)'llarla trade EdHmelerl 119 

(b) Eger r > s ve c her hangi bir say1 ise, er > cs dir. 
(c) Eger - 1/ 2 < A. < 1/ 2 cari ise, o zaman 

-1 <A. < 1 de caridir. 
(d) Eger - 1.'2 < A.< 1/ 2 cari ise, o zaman 

- 3/ 2 < ). < 3/ 2 de caridir. 
(e) Eger 0 <A. < 1/ 2 cari ise, o zaman 

- 1/2 < A. < 1/2 de caridir. 
(f) Eger -1/2 < A. < 1/ 2 earl ise, o zaman 

- 1/ 3 < A. < 1/3 de caridir. 
(g) Eger -1/2n <A.< 1/ 2n cari ise, o zaman 

- 1/n < A. < 1/ n de caridir. 
~- Belirli bir irrasyonel A. sayJB1 tamamen - 10 ile 10 

arasmdadlr. Bunu matematik notasyonla yazmiz. 
7. Eger w negatif ve u >v ise, uw < vu• YI ispatlaym. 
:8. (a) tt ve v l , 2, 3, ... , 10 dan ~ilmi$ her hangi ild 

say1 olsun. 

-9 ~ u -v~ 9 

oldugunu ispatlaym. 
(b) Eger (a) da u ve v nin farkh olmas1 38i"tim 

koymazsak, gene 

- 9~tl - 1J~9 

dogru olur mu? 

6.Z Tamaayt)ar ile yaklq1kbk 

Her hangi reel bir say1 yerine ona en yakm tamsaYIYl 
koyarak yuvarlal'6ak, yaptlan hata en fazla 1/ 2 olacakbr. 
Mesela 6,3 yerine 6, veya 9,7 yerine 10, veya 7,5 yerine 7 
veya 8 den birini koyarsak, her halde hata 1/2 den bUyUk 
olmaz. Eger irrasyonel bir say1 yerine en yakm blr 
tamsay1 koyarsak, hata 1/2 den kU~tUr, ve yaklqtld1k 
teorisine bu basit hal Be ba$1anz. 
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TEOREM 6.2. Her hangi a. irrasyonel sayiatna 
yegane bir m tamsaytM 

1 1 
-- <a. - m < --

2 2 

olacak §ekilde, tekabiil eder. 

!SPAT. mi a. ya en ya.km tamsay1 olarak ~iyoruz. 

Mesela, eger a. = v3 = 1,73 · · · ise, m = 2 ~riz, 

veya eger a. = 2 v 3 = 3,46 · · · ise, m = 3 ~riz. BOylece 
m, hangisi daha yakmsa, a. clan hemen daha bUyUk, veya 
a. dan hemen daha kil~ tamsay1 olabilir. (Birinin a. ya 
digerinden daha yakm olacag1 a!iikil.rdlr, aksi takdirde a. 
birblrini takip eden iki " ve n. + 1 tamsayllarmm a.rasmda 
yar1 yolda bulunacakbr. Fakat o zaman rasyonel bir sayi 

olan n + 1/ 2 e ~it olacaktrr, bu ise ipote'limize ayk1ndlr.) 
Biz bunu diger bir tanda ifade edebiliriz. Reel bir dogru 
Uzerine uzunluk biriminde (yani bir birim uzunlugunda), 
Sekil 20 deki gibi, her hangi bir AB dogru pa~1 i~­
lendiginde, A ve B tamsayi noktalan olmadlk~, tipabp 
bir tamsayi ihtiva edecektir. 

-3 -2 -1 0 2 3 

A B 

$imdi A y1 a. - 1/ 2 ye tekabill eden nokta ve B yi 
a. + 1/2 ye tekabill eden nokta olarak alahm. a. - 1/2 ve 
a.+ 1/ 2 ta.msay1 olmadlklanndan (rasyonel bile degildir­
ler - Bak1mz BOIUm 4, Teorem 4.1), A ve B ta.msay1 
noktalan ola.m1yaca.gu11 biliriz. AB dogru ~1 Uzerin­
deki yeg&ne tamsayiyi m Ue gOstererek m in tamamen 
a. - 1/ 2 lie a. + 1/ 2 arasmda bulundugunu gijrUriiz. 
B6ylece 
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1 1 
a-- <m<a+-

2 2 

dir. a y1 ~kararak 

1 1 -< m - a< -
2 2 

elde ederiz. ~imdi eger bir m - a say1s1 - 1/ 2 ile 1/~ 
arasmda bulunursa, i$<lreti degi~tirerek elde edilen sayi, 
bundan dolay1 a - - m - - 1/ 2 ile 1/ 2 arasmda bulunur. 
BOylece Teorem 6.2 nin e~itsizliklerini elde ederiz. 

m tamsaylSl yeganedir, zira 

1 1 -- <a-11<-
2 2 

y1 saglayan diger bir n tamsay1s1 olsayd1, o zaman n 

1 1 -- <n-a<-
2 2 

y1 ger<;ekleyecekti. Bu ~itsizliklere a y1 Have edel'9ek, 
n in 

1 1 
a--<"<a+-

2 2 

y1 saglad1gmi gortirtiz. Fakat AB dogru ~1 ancak bir 
tamsayi ihtiva eder, oyleyse n m in aynubr. 

Problem serisi 22 

(Bu ve daha sonra gelen problem serilerinde okur 

...;2-= 1,41421 . . . . ...; 3=1,73205 . . . • 'It= 3,14159 .... 
degerlerini kulJanabilir). 
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1. 

R11Rynnel ve trrnsyonel Say1\ur 

(a) v2, (b) 2v'i. (c) 3.../2, (d) 4\!2, (e) 3v3 

ct) 4v3, <g> 1t, <h> 10it, o> - ..;3, u> -77t 

lere en yakm tamsayllar1 bulun. 

2. Her hangi bir a. irrasyonel say1 verildiginde 

O<a. - q<l 

olacak ~kilde yegane bir q tamsay1smm mevcut 
oldugunu ispatlaym. 

6.3 Raayonellerle yakla,1klak 

v2 gibi, irrasyonel bir saymm yakla$lk ifade edilme­
sinin bir yolu da 

v2 - 1,41421 ... 

ondahk $ekli kullanmaktadu·. 1, 1,4, 1,41, 1,414, 1,4142, 

1,41421, ... saydar1 v 2 nin gittikc;e daha yakm yakla$Ik 
bir cumlesini t~kil etmektedir. Bu yakla$1klarm hepsi 

rasyonel saydard1r; ooylece v 2 nin sonsuz bir rasyonel 
yakla$1klar silsilesine, sahip oluruz: 

(1) 
1 14 141 1414 14142 141421 
1' 10 I 100 I 1000 1 10000 I 100000 I 

Bu sayilar, ctimle boyunca ilerlendik<;e, gittikc;e v 2 ye 
daha yakla$1rlar. Bundan sonra 
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1 - 2 < ...;2 < - . 
1 1 

14 v2<~. -- < 
10 10 

141 ...;2 142 -- < <--. 
100 100 

1414 - - 1415 
< ...;2<--

1000 1000' 

14142 ...;2· 14143 < < - -
10000 10000' 

141421 v-2·< 141422 
< 100000 I 

v.s. 
100000 

-esitsizliklerini yazabiliriz. Bu e$itsizlikler (1) in sonsuz 

terimlerinin v2 ye istedigimiz yakmhkta oldugunu goste­

ril'. Mescla, v2 ye 0,0001 yakmhkta sonsuz ~ok rasyonel 
saymm mevcut oldugunu bilmek istedigimizi farzedelim. 
( 1) silsilesinin, ilk dordU hari<;, terimlerin hepsini alarak 
bunu temin edebiliriz. 

Mamafih, (1) rasyonel sayllarmm paydalar1, 10 un 
kat1 olmak gibi, goze ~pan ozellige sahiptirler. Genel 
olarak, rasyonel sayllar i<;inde, paydalar1 hakkmda her 

hangi bir $al't krn~madan, \f'f ye daha iyi yakla$Iklar 
mevcut olabilir. 

Tetkikat1m1z1 izah edecek mC$hUr bir misal olan 'It 

irrasyonel say1sma donelim. 1t 3,14159 . . . degerinde 
•oldugundan, 1t i~in (1) e benzer 
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(2) 
3 31 

Rasyonel ve lrrasyonel Say1lar 

314 3141 31415 

1000 ' 10000 ' 

314159 
100000, 

dir. Mamafih 22/ 7 nin 31/ 10 a nazaran 7t ye daha yakm, 
bir yakla~1g1 oldugunu biliriz. Her ne kadar (2) silsilesinin 
daha sonraki terimlerinden daha yakm degilse de 22/7 
314/ 100 den daha yakmd1r. 

10, 1oz, 103 , v.s. paydalarma baghbg1mizdan kurtul­
mak gayesiyle evvela her irrasyonel saymm her hangi 
verilen bir paydas1 olan bir rasyonel say1 ile yakla~1k 

ifade edilebilecegini gosterecegiz. 

TEOREM. 6.3. A. he1' hangi irrasyoneZ sayi ve n her· 
her hangi bir pozitif tamsayi ol.mnlar. Bu 'halde 

1 m 1 --< A.--<-
2n n 2n 

ollJcak ~kilde, n rasyonel paydali, m / n olan bir sayi· 
mevcuttur. 

Bu teoremin ispatmm izah1m bir misalle verelim .. 

). nm v 2· ve n in 23 oldugunu farzedelim. ...;2 i~in 
1,41421 . . . ondahk aG1hm1 kullanarak 

23v2 = 32,s2 ... 

yakla~Ik degerini haiz 23 v2 irrasyonel say1s1m gOz ontine· 

alahm. BOylece 23 v 2 ye en yakm tamsay1 33 olup,. 

Cl - 23 v2 i~in 

1 - 1 -- < 23v'2-33 < -
2 2 
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ifade eden bu Teorem 6.2 nin «m» idir. Fakat 33 ayru 
.zamanda Teorem 6.3 Un «m:. idir: ctinkti, Teorem 6.1 e 
gt>re 

_2- < v2- 33 < _1_ 
46 23 46 

elde etmek icin bu e$ilsizlikleri 23 ile bolebiliriz. 

!SPAT. Genel olarak, her hangi irrasyonel bir A. ve 
her hangi pozitif bir n tamsay1s1 ile b~lar, Boltim 4 deki 
Teorem 4.1 geregince, nA. nm irrasyonel olduguna dikkat 
ederiz. Bundan sonra m i nA. ya en yakm olan tamsayi 
olarak tarif ederiz; bu sebepten Teorem 6.2 geregince 

1 1 -- < nA. - m <-
2 2 

dlr. Bu ~itsizlikler Teorem 6.1 dolay1sile 

1 m 1 - -<>.. - -<-
2n n 2n 

verecek $ekilde, n pozitif tamsayi ile boli.inebilir. Binaen­
aleyh Teorem 6.3 ispatlannrn~tir. 

M1SAL. n = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 icin Teorem 

6.3 deki gibi, A. = v 2 hali icin, m/n rasyonel sayllan 
bulunuz. 

COZOM. Basit hesapla 

...;2, 2...;2, a...;2, 4...;2, sv2, 

sv2 1v2, sv2, 9v2, 1ov2 
lere en yakm tamsayilar 
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1 3 4 6 7 8, 10, 11, 13, 14 dUr. Bu sebepten t.ayini ' , , , , 
istenen rasyonel sayllar 

3 10 
-, 
2 

--. 
7 

11 13 

8' g' 
14 

10 

' 

dir; bu yakl~1khklarm herbirinin hatas1, n paydadaki 
tamsay1 olmak Uzere, 1/ 2n den kti<;Ukttir. 

Bu misal Teorem 6.3 deki m/ n kesrinin en basitle;;­
tirilmi$ bir kesir olmasm1 icap ettirmedigini gosterir. 

Problem serisi 23 

1. A. =- v 3 ve n - 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. 9, 10 olan hal 
i<;in Teorem 6.3 deki m/ n rasyonel sayllan buluruz. 

2. n =- 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 ic;in, A. = 1t = 3,14159 · · · 
halinde Teorem 6.3 deki min rasyonel say1lanm 
bulunuz. 

3. Her hangi irrasyonel bir A. say1s1 ve her hangi pozitif 
bir n tamsay1s1 verildiginde 

1 m 1 --<A.--< -
n n n 

olacak bir m tamsay1smm mevcut oldugunu ispatlaym. 
e1. Muayycn bir irrasyonel }.. say1s1 ve muayyen pozitif 

bir n tamsay1s1 i<;in, Teorem 6.3 deki ~itsizlikleri 

gercckleyen yegane bir m tamsay1smm mevcut oldu­
gunu ispat edin. 

• 5. m/n i kasdederek «En basitle$tirilmi$» kelimeleri ek­
lenirsc, $0ylc ki cBu halde n paydali, en basitle$tiril­
mi$ $ekliyle m/n olan bir rasyonel say1 mevcuttur ... », 

Teorcm 6.3 in yanh$ olacagm1 ispatlaym. 
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6.4 Daba iyi yaklatakbldar 

Her hangi bir irrasyonel A. say1smm «1;2n ic:;inde», 
yani 1; 2n den daha ktic:;tik bir hata ile, bir rasyonel m/n 
sayis1 ile yakl~1k ifade edilebilecegini Teorem 6.3 soyler. 
Bu 1, 3n, veya 1/ 4n, veya daha yakm olarak yapllabilir 
mi? Cevap evettir. Ontimtizdeki tcoremde A. nm, arzu 
ettigimiz her hangi bir k i~in (k = 3, k = 4, k = 1000 
v.s.), 1/ kn ic:;inde, m,'n ile yakla~1k ifade edilebilecegini 
gt>sterecegiz. Halbuki Tcorem 6.3 de yakla$1khk 1/2n ic:;inde 
her pozitif n tamsay1s1 ic:;in yap1labiliyorsa da, Teorem 6.4 
de ar.tu edilen k ic:;in, 1 kn ic:;inde yakla$1khk her n ic:;in 
eldc edilemez. 

Her hangi irrasyonel bir A. say1sm1 l / n2 , veya l / n8 , 

veya hatta daha yakm civarmda m/ n ile yakla$1k ifade 
edebilir miyiz? l / n2 civannda evet; 1/n3 civannda ise 
cevap hay1rdJr. Fakat bunlar daha sonraki k1s1mlarm 
konusudur. A. nm 1/ kn civarmda min ile yakla$1k ifade 
edilmesile i~ ba~layahm. 

TEOREM 6.4. Her hangi irra.<tyonel bir A. sayt.cn ve 
h<'r hangi bir k tanuiayisi verildiginde 

1 m 1 
-- <A.--<-

nk n nk 

oktcak ~kilde n P<lY<iasi k yi a.'1Ylayan bir m/ n &aY18' 
t•ardtr. 

Her hangi bir ). vc k ic:;in cari olan Teorem 6.4 tin bir 
ispatm1 takdim etmeden evvel, tcoremi ozel bir misal, 

A. v 3 ve k = 8, ic:;in ispatlayacag1z. ). nm evvela 1. A. 

dan k ·A. ya kadar katlar1m sayahm. v 3 tin katlarmm, 
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her kat1 iki pozitif say mm, bir tamsaymm ve birden 

kilcUk bir saymm toplarm olarak yazarak, listesini 
yapahm: 

v3- 1 + 0,732 ... , \ :~ 1 - 0,732 .. . , 

2v3= 3 + 0,464 . .. , 2v3 :~ 0,464 . .. , 

3¥3 = 5 + 0,196 ... , 3 v 3 5· 0,196 . .. , 

4v3-= 6 + 0,928 ... , 4 ,1 3- 6 0,928 .. . , 

5v3- 8 + 0,660 . . . , 5{3 8 0,660 ... , 

6v'3= 10 + 0,392 .. . ' 6 v' 3 10 0,392 .. . , 

7..;-3·_ 12 + 0,124 ... . 7 v 3 12 0,124 ... , 

8v3= 13 + 0,856 .. . , sv3 - t3 - 0,856 . . . . 

Sag siltundaki ifadeler, sol siltundakilerden tamsay1 k1sm1-
m ~1kararak elde edilmi$1:ir. 

Daha sonra, $ekil: 21 de gosterildigi gibi, btrim 
arabgi 11, I:. · · ·, Is sekiz k1sma aymyoruz. 

0 ! 
8 

2 a 3 
ii 

4 
ii 

Sekll: 21 

.! 
e 

1 
8 

BOylece I 1 0 ile 1/ 8 arasmdaki sayllar1, I~ 1/ 8 ile 2/ 8 
arasmdaki saytlan, I a 2/ 8 tie 3/ 8 arasmdakl sayilan, . .. .. . 

te$kil ederler •. $u halde v3 Un katlarmm sekiz ondahk 

•) Mademkl tam mlnulyle eeltslzllkler elde elmek arzu ecUyoruz, • 
halde cal'l\ltnda• yr ctamamen arumda• anlam1na yorumlamama 
cla,ha uypndur: blSylece 11 arabldan 

(J - 1)/8 <. < 118 

olaealc eeldlde bQtUn • noktalanm lhttva edecelttlr. 
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k1s1mlarm1, a~g1daki gibi, I i. I i, ... , l s kategorilere ay1r1p 
sm1fland1riyoruz: 

0,732 ... 16 dad1r (<;ilnkli 0,732 ... 5/ 8 ile 6/ 8 
arasmdachr) 

0,464 . . . l~ dedir, 
0,196 · · · l u dedir, 
0,928 · . · I , dedir, 
0,660 . . . Ir. dad1r, 
0,392 . . . I. dedir, 
0,124 . . . / 1 dedir, 
0,856 ... I , dedir. 

Yukaridaki listede / 1 ic;inde bulunan say1y1 kullaruyoruz: 

0,124 ... /, dedir; yani 7'1/3 - 12 /
1 

dedir. 

Fakat / , deki sayllar 0 ile 1/ 8 arasmdachr, ~ halde .. 
- 1 0<7¥3-12<-

8 

<hr. $imdi, mademki 7v3- 12 O ile 1/ 8 arasmdachr, 
muhakkak - 1/ 8 ile 1/ 8 arasmda bulunur, oyleyse 

1 - 1 
-- < 7'1/3 - 12 <-

8 8 

dir. Bu ~itsizligi 7 ile b<Uerek 

1 - 12 1 
--< v3--<-

1.8 7 7.8 

elde ederiz. Bu k - - 8, n = 7 ve m -= 12 ile T~rem 6.4 de 
ifade edilen $ekilde bir sonu~ur. 

/. ' 
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!spatumz 7-../3- 12 nin 11 de olmas1 keyfiyetine 
dayamr. 11 arahgmda hi~ bir say1 olmasaydl ne yapa­
caktik? Eger 11 de hi~ bir say1 olmasaydl, cevap olarak 
o zaman 12, 13, ••• , 11 arahklarmdan birinin iki veya daha 
fazla say1 ihtiva edecegidir. $imdiki misalde, 11 de yalnlz 
bir say1 olmay1p, I, de de iki ve I ., da da iki say1 vardll'. 
16 daki ~ifti goz ontine alahm: 

0,732 ... I~ dad1r; yani v3-1 16 dadlr; 

ve 

0,660 ... I~ dadlr; yani 5-../3- 8 J,1 dadir. 

$imdi ne zaman Ir. da (veya arahklarm her hangi bil'inde) 
iki say1 varsa, farklan - 1/8 ile 1/8 arasmda bulunmak 
Uzere, birbirlerinden 1/8 civarmda bulunurlar. Bilhassa, 
I 6 daki iki say1 i~in • 

-~ < (5y3-8) - (-../3-1) < 1 

8 ·i' 
., - 1 

--<4-../3-7<-
8 8 

olur. 4 ile oolerek 

1 - 7 1 
--< -../3--<-

4.8 4 4.8 

elde ederiz, bu A. = v3 ve k = 8 i~in, Teorem 6.4 tin ifade 
ettigi, fakat bu sefer n = 4 ve m = 7 ile, diger bir 
sonuctur. 

TEOREM 6.4 UN !SPAT!. $imdi tart1~masm1 yaptt­
g1miz ozel misaller Teorem 6.4 tin ispati i!;in orilek vazi-
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fesini gorebilir. 1rrasyonel bir A. ve pozitif bir k tamsay1s1 
verildigindc A.. 2A., 3).., 4A., ... , k).. k say1sm1 ahr ve 
bu My1larm her birini bir tamsay1 art1 bir kesir veya 
ondahk k1s1m olarak yazabiliriz: 

>. . a1 + ~ .. 
2). - ~ + ~:. 
3A. - Ct ;i + ~. 
4A. - a, + ~ .. 

k). a. f ~· · 

).- a.i -= ~. 
2).. - a, =-= ~. 
31.. - a" - ~3 · 
4). - a , - ~ •• 

k).. - a, 6•. 

a1 , a.. a. senbolleri tamsay1lar1, halbuki ~ •• 62, · · ·, 
~· senbolleri 0 ile 1 arasmdaki sayllari temsil etmektedir. 
Bundan sonra her birinin uzunlugu l / k olmak lizere, birim 
arahg1, k parc;aya b01Uy01uz: / 1, I~, .. ., I (~kil: 22). 

Ik 
~~-+-~ ........ ~--~--+-~-+~--!~~~ -4 

0 .! 
k 

1... 2 
k k 

~ ... 
k 

!;t:kll: 22 

k-l .!!.. • 1 
k k 

BOylece I , arahg1 0 ile 1/ k arasmdaki saytlardan, I , 1/ k 
ile 2 'k arasmdaki say1Iardan, / 3 2/ k ile 3/ k arasmdaki 
say1lardan, v.-s. ibarettir. «Arasmda> kelimesi burada 
kelimenin tam anlammda kullanllm1$t1r, oyle ki, mesela 
2/ k ve 31 k say1larmm kendileri /., arahgmm Uyeleri 
degildir. BOlUm 4 Un Teorem 4.1 i geregince, her 6,, ~z • 

. . . , ~· say1larmm irrasyonel olmasma dikkat etmeli. 
Hi(' bir ~ 

... , k-1 k 
- k- ,k 
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rasyonel saytlarmm hi~ birine e~it olamayacag1 sonucu 
<;1kar. BOylece her B l,, l~, l a, · · ·, l• arahklarmm tama­
men birinin ·i<;inde bulunw·. 

l 1 bak1mmdan iki imkan vard1r: ya l . ~ lardan bir 
veya bir ka<;m1 ihtiva eder, veya l, ~ lardan hi<;; birini 
ihtiva etmez. Bu iki imkam ayr1 ayri tetkik edecegiz. 

Hal J. 11 arahg1 ~ lardan bir veya bir kac;m1 ihtiva 
eder. BOylece bir ~. bu mesela ~ olsun, I , arahgmda 
bulunur. n senbolu 1, 2, 3, · · ·, k arasmdan baz1 tamsay1yi 
gO.Sterir. ~ .. say1s1 nA.- a.. nm aymd1r, dolaylSile 

1 
0 < n>.-a.. < -

k 

oldugunu biliriz, zira l. 0 dan 1/ k ya kadar olan arahktlr. 
Bundan 

1 1 
-- -< t&).-a.. <-

k k 

<;1kar, ve taraflar1 n ile oolersek 

1 a. 1 - -<>.--<-
kn n kn 

elde ederiz. BOylece 6.4 Teoremi bu hal igin ispatlanm1~ 
olur, zira a. tamsayis1 olarak m i tarif edebiliriz. 

Hal 2. I, arahgi ~ Iardan hi<; birini ihtiva etmeoz. 
Bu halde k sayilan 

I~, I , , ···,I rc- 1 

k - 1 arahkl~mda bulunur. Bu noktada, eger k - 1 
delikte k gUvercin varsa, bir gilvercin deliginde hi<;; 
olmazsa ikl veya daha fazla gUvercinin bulunmasmm 
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Jaz1m oldugunu s0yliyen Dirichl.et'nin giivercin - dcltk 
pren.~bini tatbik ederiz. BOylece (3 lardan iki veya daha 
fazlas1m 1htiva eden en az bir arabgm bulunmas1 laz1m­
d1r. r ve j 1, 2, 3, ... , k arasmdan iki farkh say1 olmak 
i.izere (3 . ve (3, nin aym arahkta oldugunu 60yliyelim. j nin 
r den daha bUytik oldugunu farz edersek, j - r in k dan 
klii;Uk pozitif bir tamsay1 oldugunu biliriz. 

Mademki (3. ve (31 1/ k uzunlugundaki aym arahk 
i~inde bulunurlar, farklari da - 1/k ile l / k arasmda 
bulunur. BOylece 

1 1 -- < (31- ~ < -
k k 

dir. Fakat 

1 1 - -< (f>..-ai) - (r-a.) <-
k k 

veya 

1 (" 1 - - < 1-rn.- (01-a.) < -
k k 

olacak ~ekilde (3, = j - a, ve (3. = r - a. dlr. n i j - r 
gibi, ve mi a, ~ a, gibi tarif edersek, bu halde 

1 1 
- - < ft).-m < -

k k 

olur. Tarif geregince n in pozitif bir tamsay1 oldugunu 
gorUrUz, ve boylece Teorem 6.1 ( d) geregince n ile 
oolerek 

1 m 1 
-- <).-- <-

kn n kn 
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elde ederiz. Buna ilaveten, n j - r e e$it oldugundan, 
k dan daha ki.i<;Uk oldugunu biliriz. 

m/ n say1smm muhakkak en basitle$tirilmi$ kesir 
halinde olmad1gma dikkat etmeli. Eger j - r ile a, - a. nin 
mi.i$terek <;arpanlari yoksa ni/n en basitle$tirilmi$ kesir 
halindedir; aksi halde degildir. 

Problem serisi 24 

1. Teorem 6.4 ifadesine uyarak A. - v 3 ve k 8 i<;in 
verilmi$ bir misal vard1r. Eger I, deki iki 0,464 .. · 
ve 0,392 . · · sayllarm1 I.. daki iki say1 yerinc seGiP 
ahrsak m ve n degerleri ne olacaktir? 

2. ~g1daki haJlerin her birine Teorem 6.4 Un ispatmda 
verilen metodu tatbik edin, ve ooylece Teorem 6.4 
deki C$itsizlikleri ger<;ekleyen m ve n degerlerini 
bulunuz: 

(a) A. = ..J3, k = 2· 
' 

(h) A. = v2, k = 8· . 
(b) A. = v3. k = 4· . (i) A. = \ ' 2, k = 10; 

(c) A. = .../3, k = 6; (j) A. = ,/2, k = 14; 

(d) A. = .../3. k - 10; (k) A. = it, k = 2; 

(e) A. = v2. k = 2: (1) A. = 1t, k - 4; 

(f) A. = -v2. k = 4· 
' (m) A. = 1t, k 6· I 

(g) A. = -v2. k - 6· I (n) A. = 1t, k 8. 

6.5 1/n~ civarmdaki yaklatik ifadeler 

6.4 klsmmm ba$lang1cmda tetkikabmizm yonunu 
bildirmi$tik, bu ise irrasyonel her hangi bir }.. say1s1 i<;in 
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daha iyi yakla.$1kllklar1 s~mektir. Teorem 6.3 de her 
hangi bir n igin 1/2n civar1 iginde).. run m/n ile yakl~ 
-0larak ifade edilmesinden, baz1 n ~ k i<;in 1/ kn civan 
i<;indeki Teorem 6.4 deki yak.la$lk degerlere g~tik. $imdi 
de 1/ n2 civarmdaki yakla$1kllklar1 elde ediyoruz. 

TEOREM 6.5. lrrasyonel her hangi bir ).. saym 
t:erildiginde 

1 m 1 
-- <~:-- <-

n2 n n2 

olacak !]ekilde sonsuz <;ok, en basitle§tirilmi§ :iekliy"le, 
rasyonel m / 11 sayilari va1·dir. 

!SPAT. Evvela, Teorem 6.4 tin e$itsizligini gerc;ek­
leyen rasyonel her hangi bir m/ n sayislDID otomatik 
-0Iarak Teorem 6.5 inkini de gergekledigini goriiriiz. Buna 
sebep n in k y1 ge<;memesidir, k ~ n den dolay1 Teorem 
6.1 dekl (d}, (e) ve (g) k161mlar1ru kullanarak 

1 1 
- .s - ve 
k-n 

olacag1 sonucunu <;1karmz. Bu sebepten - 1/kn ile 1/ kn 
arasmde bulunan her hangi bir say1 $liphesiz - l / n2 ile 
1/ n2 arasmdaki oolgede bulunmalu:hr. 

Bundan sonra, en basitl~irilmi$ halde bulunmayan 
rasyonel her hangi bir m/ n sayislnIIl teorernin t!$itsizlik-
1erini gerc;ekledigini ve sonra da en basitl~rilmi$ haldeki 
aym rasyonel sayimn mtinasip ~itsizlikleri de gergekle­
mesinin icap ettigini gosterecegiz. m/n in en basitl~­
rilmi$ balini M / N ile gosterelim. n ve N in her ikisini 
de pozitif kabul edebiliriz, zira her hangi bir negatif 
"i$8ret varsa bu i$8ret paya verilebilir. Bundan dolayi 

m JI 

n N 
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dlr, zira en basit terimlerine irca edili$ kesrin degerine 
tesir etmez, fakat paydanm bUyUkltigtinU kti¢.ilttir. Teorem 
6.1 den 

1 1 
-<­
n N 

ve 

sonucu c;1kar ve ooylece eger A. 

1 m 1 --< A.--<-
n,2 n n,2 

yi ger<;eklerse, o zaman otomatik olarak 

yi de ge~kler. 

1 11 1 
-< A.-- < ­
N' N N 2 

Teorem 6.5 i tamamlamak i~in ispat1 gereken $eY 
~itsizlikleri ge~kleyen en basitl~rilmi$ terimi 80ft8U 

r;ok m/ n rasyonel sayllarm mevcut olU$Udur. Bilakis, 
farzedelim ki, bu kesirlerden yalruz sonlu say1da mevcut 
olsun: 

m,. ~ --, --, 
,... 11.:i 

Bundan sonra i adet 

m,. m, m. "" x- -, ).---, }.---, .. . , ).---
n, n, 1t3 " ' 

sayllan g0z ontine ahmr. BOlfun 4 Un Teorem 4.1 i gere­
gince bun1arm hepsi irrasyonel say1lardlr, ve dolayisile 
bunJarm hie; biri s1f1r degildir. Baztlar1 pozitif ve baztlan 
negatif olabilirler; "biz 1/k nm 0 ile bUttin pozitif sayllar 
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arasmda bulunacak ~kilde ve gene - 1 -k nm 0 ile bUttin 
negatif sayllar arasmda bulunacak i,;ekilde, kafi bUyi.ik­
ltikte bir k tamsay1s1m se<;eriz. Bunu yapabiliriz zira k y1 
ne kadar btiyi.ik se<;ersek 1/ k ve ~ 1/k 0 a o kadar yakla­
$Ir. BOylece, btitUn a~gidaki e$itsizlikler yanh$ olacak 
~kilde k y1 ooyle bUyi.ik se<;tik: 

1 m1 1 --<A.--<-, 
k n 1 k 

(3) 

1 m. 1 
--< A.--<-

k n. k 

k nm bu degeri ile Teorem 6.4 U tatbik eder ve 

1 m 1 --< A.--<-
kn n kn 

olacak $ekilde rasyonel bir m / n, say1sm1 elde ederiz. $1mdi, 
bu A. m n in - 1 ·kn ile 1/kn arasmda bulunmasmm 
ve ooylece l - m 'n in - l!k ile l 1k arasmda bulunmas1-
nm icap ettigini soyler; senbolle bu 

1 m 1 
--< l --<-

k n k 

dir. Fakat mademki btitiln (3) ~itsizlikleri yanl$f, m / ft 
in i adet m1ln., ~'n.i, ... , m./n, sayllanmn her birlnden 
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farkh oldugu sonucunu !;lkartll'iz. Dolay1s1 ile Teorem 
6.5 in e~itsizliklerini saglayan bir rasyonel kesir daha elde 
ettik. 

MlSAL. lrrasyonel n saylSma, Teorem 6.3 e$itsizlik­
lerini ger<;ekleyecek, kafi yakmhkta (en basitle$tirilmi$) 
dort rasyonel yakla$1k deger bulunuz. 

<;OZOM. Evvela 'lt - 3,14159 · . . oldugundan 

1 3 1 
-- < "Jt - <- ve 1 1 1 

p 1 l1 --< 'lt --<-
p 1 1~ 

oldugunu gori.iri.iz. Diger ikisini bulrnak i<;in 2, 3 vesaire 
paydah en yakm 

6 9 13 16 19 22 

2' 3 4 5 6' 7' 
rasyonel say1lar1 elde etmek i~in Teorern 6.3 teki rnetodu 
kullanabiliriz. 6/ 2 ile 9 3 ii atariz, zira en basitle$tirilmi$ 
halde degillerdir, ve digerlerini i-se Teorem 6.5 teki 
e!}itsizliklerde deneriz; meselii 

1 19 1 
- < "Jt -- < -

36 6 36 
(Dogru!) 

Boylece 13; 4 ile 16 ·5 i atmaga, ve 19/ 6 ile 22/ 7 yi 
ahkoymaga sevk olunuruz. BOylece 3/ 1, 4/ 1, 19/ 6 ve 22/ 7 
ci.irnlesi soruya cevap te$kil edecektir. 

22/ 7 rasyonel say1s1 1t nin <;ok iyi bir yakla$1g1d1r. 
Paydas1 1 ile 56 arasmda olan ve 7t ye daha yakm olabi­
lecek hi<; bir rasyonel say1 mevcut degildir. 179/ 57 ras­
yonel say1e1 'lt ye 22/ 7 den biraz daha yakmd1r, fakat 
Teorem 6.5 deki e$itsizlikleri saglamaz. 355/ 113 rasyonel 
say1s1 Teorem 6.5 in e!}itsizliklerini saglar ve 'lt ye 22/ 7 
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se nazaran bariz olarak daha yakmdlr. Hakikatte bu alh 
ondahk haneye kadar sahihtir. 

Teorem 6.5 in ~g1daki kuvvetli ifadesini ispat etmek 
mUmkUndilr: frrasyonel her hangi bir A. sayisi verildiginde 

1 m 1 --- -< A.- --<-- - -
n(n + l> n n<n + l> 

olacak t}egildc, en basitle~tirilmi.,, .~on.mz <;ok min rasyonel 
say1ku1 vardar. 

Bu teoremin yard1mile (;; nin nisbeten zay1f bir 
yakla~1g1 olan) 4; 1 say1S1 yukar1daki misalden elenebilir. 

Teorem 6.5 in kuvvetli ifadesini ispat etmek ic;in, 
Tcorem 6.4 Un kuvvetli bir ifadesine ihtiyac1m1z vard1r. 
Biz ancak esas kademelN'in taslag1m vcrip teferruatlan 
okura birakacag1z. 

Teorem 6.4 Un ispatmda, k arahklarmda dagilm1~ k 
:'ay1 verildiginde, ya ilk arahkta bir saymm v~rhgm1, veya 
bu .say1lardan en az iki veya daha ~k say1y1 ihtiva eden 
bir arahgm mevcut oldugunu sayleyen, Dirichlet'nin 
gUvercin-delik prensibi kullamlm1$br. Teorem 6.4 tin daha 
kuvvetli bir ifadesini elde etmek i<;in birim arahklar1m1Z1 
J.- 1 alt arahklarma ayr1r12 ve: k -! 1 arahkta dagtlmu~ 
1: say1s1 verilirsc, ya ilk arahkta bir saymm varhg1ru, veya 
en az iki say1 ihtiva eden bir arahgm mevcudiyetini 
~oyleriz. GUvercin-delik prensibinin kullamlmas1, bize 
ifadeyi degi~tirmeden, Teorem 6.4 de $lmdi ortaya <;1kan 
daha kuvvetli 

·~_1 _ _ < A. --~ < __ 1 __ 
n(k + 1) n n(k + 1) 

esitsizligini ikame etmek imkamm vennektedir. $imdi 
'Teorem 6.5 in kuvvetli ~klinin ispab hemen yap1hr. 
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Problem serisi 25 

1. Verilen irrasyonel bir A. i~in, Teorem 6.5 in csonsuz 
c;ok r asyonel m n sayllarmdan> ikisinde n = 1 oldu­
gunu, yani tamsayllar olduklar1m ispatlaym. 

2. ). verilmi~ bir irrasyonel say1 olsun. Tek bir istisna­
dan gayri , Teorem 6.5 in ~itsizliklerini ger~kleyen 
her hangi bir rasyonel say1 otomatik olarak Teorem 
6.3 \in ~itsizJiklerini de ge~kledigini ispatlaym. 

3. Tamsayllar olmayan, Teorem 6.5 in ~itsizliklerini 

(a ) A. = v2; (b) A. = v 3; (c) A. = v5 

ic;in gerc;ekleyen iki rasyonel say1 bulun. 
4 . (a) (1) dizisindeki ilk be$ say1dan hangileri,. 

A. = v 2 ile, Teorem 6.3 tin ~itsizliklerini 

ger~kler? 

(b) Hangileri Teorem 6.5 in ~itsizliklerini ger­
c;ekler? 

5. (a) ( 2) dizis indeki ilk be$ say1dan hangileri,. 

A. = Y 3 ile, Teorem 6.3 iin ~itsizliklerini 
gerc;ekler? 

(b) Hangileri Teorem 6.5 in ~itsizliklerini ger­
c;ekler? 

"6. ), - 3/ 5 hali ic;in Teorem 6.5 ifadesinin yanl•f 
oldugunu ispatlaym. 

•1. (a ) a ,b ile m /n en basitl~tirilmi~ pozitif paydab 
rasyonel sayllar olsunlar. n > b olursa ~it 

olamayacaklarm1 ispat edin. Buradan n > b­
ic;in 

1 a m 1 ---<---<-
lm b n lm 

~tsizliklerinin yanlIZ oldugunu ispatlaym. 
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(b) ).. her hangi sabit rasyonel bir ).. --=-= a/ b say1s1 
ise Teorem 6.5 in ifadesinin yanh!? oldugunu 
ispatlaym. 

•s. Teorem 6.5 in kuvvetli ifadesinin ispatm1 (bu problem 
serilerinden hemcn evvel verilmi!:? krokiyi takip 
ederek) tamamlaym. 1t - 4/ 1 ile 1t - 19/ 6 nm 
kuvvetli ~itsizligi gerc;eklemcdigini, fakat 1t - 22/ 7 
nin gergekledigini gosteriniz. 

6.6 Y aklafakbldann 1amrlanma11 

1 m 1 --<A.--<-
2n n 2n 

olacak ~kilde, her hangi irrasyonel bir ). saywuna tekabill 
eden sonsuz say1da m/ n rasyonel sayllanmn mevcut oldu­
gunu Teorem 6.3 de ispatladlk. Sonra da Teorem 6.5 de 

1 m 1 --< l --<-
n2 n nl 

olacak ~kilde sonsuz ~k m/ n Jerin mevcut oldugunu tesis 
ettik. 

1 m 1 · ---- <A.--< -
2ni 1' 2n,Z 

olacak ~kilde sonsuz t;ok m/ n in mevcut oldugunu ispat 
etmek milmkiln miidilr? 

lspabm burada yapmayacaguru7.a ragmen cevap 
evettir. Hakikaten 

1 m 1 ---< A. --<--
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olacak !iiekilde irrasyonel her hangi bir A. say1sma tekabUI 
eden sonsuz ~k m · n lerin bulundugunu, ve bundan ba!7ka 

...;5 in en iyi yakla$1g1 veren sabit oldugunu ifade eden 

rne$hur bir teorem vardir. Bu, eger ...;5 yerine daha bUyUk 
her hangi bir sabit konuldugunda ifadenin yanh~ olacag1 
anlamma gelir. 
Sabit bUyUkltigtinUn bir limiti oldugunun nasll ispat edile­
bilecegi imkanma dair biraz fikir vermek i~in, a~g1daki 
sonucu tesis edecegiz: 

(4) _ __!___ < '1/2- m <_!__ 
5'1.2 n 5n2 

olacak §ekikle rasyonel m/n say.Zart son8UZ !;Ok mevcut 
degildir. 

Hakikatte, 10 dan bUytik her hangi bir n tarnsaylSl 
ic;in (4) U ispat etrnek imkans1Zd1r. 

lspat direkt degildir. n > 10 yanmda baz1 m ve n 
tarnsay1lar1 i~in ( 4) Un cari oldugunu f arzederiz. 

1 - m --< 'l/2--
5ni 2 

~itsizligi, n > 10 i~in 

(5) 
m 1 - 1 
-< v2+-< v2+-<2 
n 5n.2 500 

olacagma delalet eder. Diger taraftan 

- m 1 
'\/2-- <-

2 !)n2 

e$itsizligi, n > 10 i~in 
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m 
-> 
n 

. 1 - 1 
v 2 - -> v 2- - >1 

5n" :>00 

olacagma delalet eder. 
$imdi eger m n i ( 4) e~itsizliklerin taraflarma Have 

edersek 

(7) 
m 
n 

1 - m 1 - < y 2 < -- T --
5n1 n 5n-

elde ederiz. 
Teorem 6.1 (e) geregince, bu U~ kismm her birinin 

karesi ahnabilir ve, her kismm pozitif oldugunu ispat 
ctmek $C\rtile, e!$itsizlikler muhafaza edilebilir. (6) 
geregince 

m 1 1 1 
---> 1--> 1-- >0 
n 5n~ 5n2 500 

olacagm1 gori.irUz. Bu ·3ebepten (7) nin btittin k1s1mlan 
pozitiftir, ve hepsinin karesini alarak 

nz 

- -- <2< (
m 1 )2 
n 5n~ 

2m 
---. 
5n1 

1 

25n' 

(m + _!_)2, 
n · 5n2 

m2 2m --+--
n' 5n'· 

1 +- --
25n• 

elde edilir. n" ile c;arparak 

(8) .. 2m 1 . 2m 1 
m- - - - -t -- < 2n- < m 2 !-- -- + - -

5n 25n~ 5n 25n'• 

elde edilir. ~imdi (5) den dolay1 
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2 1 2 
m~ + -

5 
{ ';) + - < m ' I- - (2) 
. 25n2 5 

1 
t --
25n~ 

(9) 4 1 
< m 2 + - + -- < n ... ~ + 1 

5 2500 

olacagm1 goriiriiz. Diger taraf tan ( 5) den dolay1 

(10) 

mi-~(~) +-1 > m2 -~(~) 
5 n 25n~ · 5 n 

4 
> m.2

-- > m' - 1 
5 

yazabiliriz. (8) e (9) ve (10) u tatbik ederek 

2 (m) 1 
m.2 - l < m'-- - +--< 2n2 

5 n 25n~ 

. 2m 1 
< m-+- !--- < m2 + 1, 

5n 25n~ 

m 2 
- 1 < 2n2 < mJ + 1 

elde ederiz. Fakat 2n2 bir tamsay1d1r, ve eger m.' - 1 ile 
m.2 + 1 tamsayllan arasmda bulunursa, m 2 ye e?it olma­
hd1r. Bu sebepten 

2ft2= m2 I 
m• 

2=- , 
n: 

sonucuna var1r1z; burada m ve n tamsayllar olarak 

farzedilir, v2 irrasyonel oldugundan bu bizi bir ~Ii~ 
me-zlige d~Urilr. 
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Problem selisi 26 

1 · m 1 
- -< v3- - < -

5n2 n 5ni 

olacak !?ekilde, n > 10 ile, rasyonel hi~ bfr m;n 
say1smm mevcut olamayacagm1 ispatlaym. 

(b) Bu e$itsizlikleri gerc;ekleyen bUti.in rasyonel m/ n 
say1larm1 bulun. 

2. (a) 
1 - m 1 - -- < ...; 2 -- - < -
n3 n. n" 

olacak ~kilde, n > 10 ile, rasyonel hi~ bir m/ n 
say1smm mevcut olamayacagm1 ispatlaym. 

(b) Bu C$itsizlikleri gerc;ekleyen btitUn rasyonel m , n 
sayilarm1 bulun. 

.3. (a) 
1 - m 1 

- - < v3-- < -
n1 n n.s 

olacak $ekilde, n > 10 ile, rasyonel hie bir rn / 11 

say1smm mevcut olamayacagm1 i5patlaym. 
(b) Bu C!?itsizlikleri gerc;ekleycn btittin rasyonel say1-

lar1 bulun. 

6.7 Ozet 

Sonsuz cok rasyonel m/ n say1lar1 ile her hangi irras­
yonel bir A. say1sma ne kadar yakla$dabilecegi hakkmda 
bir <;ok sonuclar tesis ettik. Kuvvetli teorem, A. ya 1/n 
civar1 dahilinde yakla$1k ifade edilebilecegini, ifade eder. 
Bundan sonra 6.6 k1smmda negatif bir sonuc tesis ettik, 

yani v2 nin 1/ (5n2 ) civari dahilinde m n rasyonellerinin 

/. tO 
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sonsuz ~k olanuyacaklar1m tesis ettik. Benzer negatif 
bir sonu~ ta her hangi cebrik bir say1ya tatbik edilir. Her 
hangi cebrik bir ).. sayis1 ic;in, ).. ya 1, n civan dahilinde 
sonsuz ~k rasyonel mi n say1lanmn mevcut olam1yacag1 
dogrudur, fakat burada ispat1 verilmemi~r. Genel olarak 
transandant sayllar i~in bu s0ylenemez; hepsi ic;in dogru 
olmay1p, baz1 transandent sayilar i~in dogrudur. Gelecek 
ooliimde, sonsuz ~k m /n ile yakla$Ik ifade edllebilen bir 
sayimn yalmz 1/ n.' civan i~inde olmay1p, fakat 1/ft', 
1jn10" ve, hatta okur j yi ne kadar bilyiik sec;erse se(.'Sin, 
1/ n) civar1 h;inde yakl~ ifade edilebilecegini g0stere­
cegiz. Ortaya konulan ooyle sayilarm cebrik olmadlklan 
ispat edilecektir, ve ooylece bu gibi ~ylerin transandant 
sayilar olduklanm g0stermi$ olacagiz. Mevcut olduklanna 
bile bilmeden, $imdiye kadar, bunJardan bahsettik! 



BOLO.M 7 

TRANSANDANT SAYILARIN 

MEVCUDiYETI 

Transandant sayllarm mevcudiyetini nasil biliyoruz? 
Bu sorunun cevabm1 bu nihai oollimde verecegiz. Tran­
sandant bir say1y1 gostermek olduk~a kolaychr; transan­
dant oldugunu ispat ise tamarncn ba$ka bir konudur. 
Transanctanthgm1 tesis edecegimiz O:zel &aymm ondahk 
a{'1hm1, pek c::ok s1f1rdan ibaret olma gibi milhim bir 
ozellige sahiptir. Bu say1y1 a ile g0sterecegiz; degeri 

a = 0,1100010000 ... 

dir; burada birler 

1, 2, 6, 24, 120, 720, 5040, 

numarah ondahk hanelerde, yani 

l!, 2!, 3!, 4!, 5!, 6!; 7!, . . . 

numarah ondahk hanelerde bulunur. k bir tabii say1 
olmak tizere. k! senbolu faktoriel k olarak okunmahd1r 
ve 1 den k ya kadar blitiin tabii sayllann carpunm1 gOs­
terir; $U halde 

k! -- 1 . 2. 3 ..... (k- 2) . (k - 1) . k 

d1r. 
a nm ondahk a~1hm1ndaki biitUn rakkamlar, yukar1da · 

yerleri faktoriel sayllarla tarif edilenler hari<;, s1f1rd1r. 
I 
-147-
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Dolaytsiylc a. 10 un negatif kuvvetlel'inin bir toplam1 
olarak yaz1labilir; yani 

(1) a. _ 10-1! + 10- 2! -;- 10 3' --.!- 10 I! + 10-5~ t 

= 10 - 1 t- 10-2 + 10-~ -1- 10- 24 + 10-120 + 
- 0, 1 -+ 0.01 0.000001 + ... 

dir. Bu a. e;ay1sma, transandant say1larm mevcudiyetini ilk 
gosterip ispat eden Frans1z matematikc;isine izaf eten, bir 
Liouville say1s1 denir. 

a. mn cebrik olmad1gm1 ispat ic;in transandant a. 
say1smm hangi m~hhas (konkret) ozelligini kullanabi­
liriz? Cevap, a sonsuz c;ok rasyonel m/ n ile yalmz l / n2 

cirnn dahilinde yakla$1k ifade edilebilmeyip, 1/ n ', l!n•. 
ve t her hangi pozitif bir sayi olursa olsun, 1/n.r civar1 
i<;inde de ifade edilebilecegidir. Hi~ bir cebrik say1 bu 
ozellige sahip degildir. Eger }.. her hangi irrasyonel bir 
say1 ise, Teorem 6.5 de gordtigfuntiz gibi, 1/n~ civar1 
ic;indc sonsuz c;ok m/ n rasyonel ile yakl8$lk ifade edile­
bilir. Fakat eger }.. cebrik ise, sonsuz c;ok min ile 1/ n3 

civarmdan veya hatta l /n?.1 ctvanndan daha yakm 
yakla$1k ifade edilemez; 1/nr lerin arwnnda mtimktin olan 
en iyisi 1/ n2 civar1 dahilidir. Cebrik sayllar hakkmdaki 
bu cins bir sonucu bulmak, senelerce <;Ozillemeyen ask1da 
kalml$ bir problemdi. 1ngiliz matematik~isi K. F. Roth 
1955 yllmda problemi ~~ ve htinerli bu c;al1$ma i<;in 
1958 yilmda lsk~ada Edinburgda Milletleraras1 Mate­
matikc;iler Kongresinde bir Fields madalyas1 kendisine 
tevcih edilmi$tir. Sonuc; Thue-Siegel-Roth teoremt olarak 
bilinir, zira Thue ve C. L. Siegel Roth'un <;a.11$masmm 
dayand1g1 baz1 belli ba$11 sonuc;lan ispat ettiler. 

SOyledigimiz gibi, a nm transandanthgm1 ispat etmek 
a nm ondahk ac;1hm1m yazmaktan c;ok daha zor bir mese-
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ledir. K1s1m 6.1 deki ~itsizlikler hakkrndaki fikirleri 
kullanacag1z. Mutlak deger kavramma da ihtiyac1m1z 
vardir. Okur belki bu kavrama a$inad1r, fakat a$ina degil 
ise, bu konuya ve <;arpan teoremine k1sa bir giri$ 
vel'iyoruz. 

7.1 Cebire ait baza ba,langa~ bilgiler 

Her hangi reel bir a say1s1 ya pozitif, ya negatif veya 
s11'lrd1r. BOyle her a say1s1 i<;in, a senbolu ile gosterilen, 
«a nm mutlak degeri» ni tarif edecegiz "'. Eger a pozitif 
veya s1fir ise, a nm mutlak degerini J a 1 ~a denklemi ile 
tarif ederiz. Eger a negatif ise, tarif a = -- a d1r. 
Mesela, 

J o - o. 111 =- 1. - 4 - 4. - 6 = 6 

J3 ': 3, J- 5 J= 5, J- 1000 ! =1000. 

a nm pozitif, s1fir, veya negatif olmasma gore tarifi 
hallere ay1rmak yerine, a nm mutlak degerini 

basit denklemi ile tarif edebiliriz, zira , 1 a2 nm hi<; bir 
vakit negatif bir deger gostermeyecegi konvansiyonu 
vard1r. 

tki saymm e$it olmasmm esas bir sonucu da mutlak 
degerlerinin e$it olmas1d1r. Eger a . b ise, senbollerle 
I a I - - I b I yaz1hr. (2) tarifimizin basit diger bir sonucu, 

• ) Mutlak dea'ter kavrammrn daha yakrndan tetkikl lcln Edwin Bet'ken­
ba<'h vc Rlrhard Bellman•rn bu 11erldekl monoerarrnrn BOJUm TTY 'One 
bnkrn1z. 
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a ne degerde olursa olsun, a ve - a nm aym mutlak 
degerle1·e sahip olu!?udur. Senbollel'le . a , - - a yaz1hr. 

Diger onemli bir 50nu<; ta 

I ab - I a · b 

dir. Bunu (2) yi kullanarak kolayca 8.!?<ig1daki ~kilde ispat 
edebiliriz: 

I ab =I a . bl 

olacak !?ekilde 

al -= v a~. 1b = v lY, ab = \1 a'b'' - - v a' . './ b: 

dir. 
Daha sonra a ~ · b nin a 1 • b ile mlinasebeti nedir? 

la + b ~ al., b· 

oldugunu gosterecegiz. Kanna!?1k say1larda Vr;gen e-ljit.~i:!­

Zigi diye bilinen bu sonucu ispat etmek ic;in, problemi 
hallere ay:mrtz. 

Eger a ve b nin her ikisi de pozitifse, o zaman 

a r- bi= a t [bj 

olacak ~kilde 

la -t b1 = a + b. al~ a, b· . b 

dir. Eger a ve b nin her ikisi de negatifse, o zaman tekrar 

1a L b1 =-" 'a + lbl 

olacak ~kilde 

ta 1- bi =-- - a - b. al -= - a, !bl = - b 



dlr. F.Cer a ve b deiifik Jtarette IBer, birl pmltlf ve diiSl 
n ltttf lae, o zaman a+b de bir mlktar blrllliiDl aMQrtlr, 
ve ja + bl n1n !al ve tbl Din en bUyUIUnden kOeOk ~ 
~J.eyebillrlz. S.mdan 

la + bl < lat + .l"f 
~Jkar. 

F.ler sayilardan blrl, meaell b = 0, llflr olunl8, d 
amen 

ve dolayw lie 

Glur. 
ORt ola1'8k, blltiln ~ 

la + bl = !al + !tit W7a. I& +Ill < 18' + flJj 

. 
'TmRDI 7.L Bl* o "8 b Nfll ...... folll 

(1) .,,,,. Clc:i= b - 0 ··-flt=""•.: 
(2) lat = I-at; 
(3} ""' = "" . Iii; 
(4) 1° +bl~ fat+ lif 
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polinom ve rasyonel (3 saytsi f (x) = O m bir koku olsun. 
Bu takdirde x - (3 f (x) in bir <;arpantdtr; yani f(x) = 
(x- (3) q(x) olacak §ekil.de bir q(x) polinomu vardtr. 
Bun<l.an ba§ka q(x ) in katsaytlan rasyonel ve derecesi de 
f(x) in derecesinden bir derece afO.{}idir. 

1SPAT. /(x) i x- (3 ye oolersek bir q(x) oolUm 
sonucu ile bir r kalam eJde ederiz. Kalanm derecesi daima 
bOJenin (bu halde birinci derece bir polinom oJan x - (3) 
derecesinden daha uf ak oldugundan, r x ten mUstakil bir' 
bir sabittir. Bundan 

f(x) = (x- (3) q(x ) + r 
~1kar, ve oolme i$lemindeki kademeler rasyonel operas­
yonlar diye bilindiginden, q(x) in katsayIJarmm rasyonel 
olmalar1 laz1md1r. Yukandaki denklem x cinsinden bir 

I ozd~Jiktir, $U halde X yerine (3 koyarak 

f (~) = T 

elde ederiz. Mamafih f((3) = 0 dlr, zira (3 f (x) = O in bir 
kokUdUr. Bundan dolayi ,. = O dir. BOylece f(x) in x- ~ 
ile ooltimU bir s1f1r kalan verir, ve ooylece 

f{x) = (x - ~) q{x) 

dir. En nihayet, f (x) in derecesi ne olursa olsun, q(x) in 
derecesi bir derece ~gid1r. 

Problem serisi Z7 

1. ]21, l- 21, l-8j, ve 110-1 ' in degerlerini yazm. 
2. Eger a= b ise ]al = lbl oldugu metinde tesis edilm~L 

Bunun kaf$1t1 dogru mudur? 
3. la + b + cl ~ !al + lb! -L Jc' oldugunu ispat edin. 
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4. (a) x ~ - 7 olursa Ix + 7j = x + 7 olacagm1, fakat 
x ~ - 7 olur..sa Ix + 71 = - x - 7 olacag1m ispat 
edin. 

(b) Ix - 71 = x - 7 nin benzer bir analizini verin. 
5. x in, eger varsa, hangi degerleri i~in a$ag1daki denk­

lemler caridir? 

(a) Ix + 7j = 5 + lxl ; 
(b) lxj = lx-41 ; 

(c) ,x-71+1x- 7j=lxl+7; 
(d) j2xj = 21xl . 

6. BoJUm 6 daki Teorem 6.5 in 

1 m 1 
--< A.--<-

e!)itsizlik1erinin 

n~ n n2 

m 1 
IA.--1 <-

n n2 

$ek1inde yazilabilecegini ispatlaym. 
7. 8! = 8 (7!) oldugunu ispat edin: (j+ l) ! = (j+l) (j!) 

oldugunu da ispat edin. 
8. (j + 1) ! - j! = j(j!) oldugunu ispat edin. 
9. 3 /2 nin 2x' -13x'1 f 27x2 -4x- 21 = 0 m bir kokti 

oldugunu deneyin. Sonra bu polinomu f (x) ile gosterip 
Teorem 7.2 yi, f(x) in x-3/2 i1e ooltinmesinde q(x) 
boltim sonucunu hesaplayarak, ger~ekleyin. 

7.2 a. ya yaklatik bir hesaplama 

a. nm transansanthgmm belli ba$h sebebi baz1 rasyo­
nel say1larla fevkaJade iyi $ekilde yakla$Ik hesaplanabile­
cegidir. Biz $imdi bunu ispatlayacag1z. a. nm iyi bir 
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rasyonel yakl~1g1, a y1 tarif eden (1) serisinin terimlerini 
sonlu say1da almakla, elde edilebilir. (1) de verildigi gibi 
a nm ilk j teriminin toplamm1 ~ olarak tarif ederiz; yani 

(3) f3 = 10- u + 10 2 ! + 10 3! -j lQ- 4! + ... + 10- 1! 

dir. j tamsay1smm degeri daha sonra a<;1klanacakt11·. ~nm 
rasyonel oldugunu gortiri.iz, Glinkti paydalari 10 un kuv­
vetleri olan ke.sirlerin bir toplam1 olarak yazllabilir; 

1 1 1 

~ = 1011 + 102! + HP' I 
1 

+ 1Q1! 

BUti.in bu kesirler mW?terek lQJ! paydas1 ile yaz1labilir, ve 
ooylece basit bir . 

kesrini vermek i.izere toplanabilir; burada t pay1 tam 
degeri bilinemeyen baz1 tam.say1y1 gosterir. 

~ rasyonel say1s1 a ya <;ok yakmd1r. (1) ve (3) ~it-

1iklerinden 

a - ~= 10-'Jf 1)! + 1Q- <i+ 2 l! l 10-U+3)! + ... 

oldugunu gortiri.iz. a - B run ondahk aG1hm1, a nm kendi­
sinde oldugu gibi, sirf sifir ve birlerden ibarettir. 1 rak­
kam1 ilk defa (j -1 1) ! hanesinde rastlamr, bundan eonra 
(j -+ 2) ! hanesinde rastlamr, v.s. Boylece a. - ~ say1s1 

0,000000 ... 0000002 

den daha ki.ic;tiktUr; burada (j + 1) ! hanesindeki 2 rakkam1 
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haric; bUtUn rakkamlar stfirdn-. Bunu s0ylemenin diger bir 
_, olu da 

(5 ) 

<lit'. 

2 
a. - (3 <---

10<, +l )! 

a. ve S y1 ihtiva eden b~ka baz1 basit e~itsizliklere 

iht iyac1m1z olacakt1r. Mademki a. ve {3 pozitiftirler, o 
halde a. ve S nin bUtUn kuvvetleri de pozitiftir. Bundan 
ba~ka, a. < 1 ve a < 1 oldugundan, her hangi pozitif r ve 
s tamsaytlar1 h;in a.•· < 1 olacag1m, ~~ < 1 olacagm1, ve 
a.'W < 1 olacagm1 gortirUz. ve ooylece 

f6) 0 < Q.r < 1, 0 < aR < 1, 0 < a.Ta• < 1, 

·olur. 

7.3 lapatan bir plana 

a. run transandant oldugunu ispat etmek icin, tama­
men aksini kabul edecegiz, yani a. nm cebrik oldugunu 
kabul edecegiz ve bir ~li~ezlige dU$eceiiz. a. run cebrik 
oldugunu kabul etmek a. nm, katsaydan tamsayllar olan, 
baz1 cebrik denklemi ge~kledigi anlanundadtr. a. tarafm­
dan ger.;eklenen katsayllar tamsaytlar olan biltiln cebrik 
rlenklemler arasmdan en ah;ak derecelisini 8e'y'e1im, bu 

(7) c ,, X" + c" -1X"- 1 -I- c" 2 :r.--2 

+ · · · + C: X : + C1X + C0 = 0 

olsun. 11Ji k1sa tutmak icin (7) nin sol tarafmdaki polinom 
yerine f(x) yazacagaz. Bu f(x) polinomu BOIUmiln ~rt 
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kalan k1sm1 boyunca mi.ihim bir rol oynayacaktir. f (x) 
hakkmda akllda tutulmas1 icap eden temel faraziyeler 
$Unlardir: 

( 1) Katsayllart tamsay1lardir; 
(2) ex. say1s1, f (ex.) idantik olarak s1f1r olacak $ekilde 

f (x) = 0 in bir koktidi.ir; l burada f (ex.) olarak 
f (x ) de ,l' yerine ex. koyarak elde edilen sonucu 
anl1yoruz I ; 

(3) ex. say1s1, kat~ay1lar1 tamsay1lar olan, n den daha 
a$ag1 derececteki hi<; bir denklemin kokti degildir. 

t <:r) de .l yerine a koyarak elde edilen t<~> say1s1 da 
analizde btiytik rol oynayacaktrr. 

tspatm esas fikri $Udur. f(a.l - /HH l veya /(a.) - 0 
oldugunda aym degerde olan - /((3) I say1sma iki farkh 
yoldan bakacag1z. f H~> y1 a cinsinden kat~ayilar1 tam­
say1 olan bir polinom olarak gortiri.iz. Mademki f3 rasyo­
neldir, - f (f3) de rasyoneldir, ve mutlak degerinin nisbeten 
bi.iytik oldugunu gori.irtiz. /(ex.) --· f<B> y1 iki potinomun 
fark1 olarak gori.iri.iz; ve gelecek k1s1mda nisbeten kti<;tik 
olan bu farkln a. - a nin bi.iyiikli.igi.i mertebesinde oldu­
gunu gosterecegiz f Bak1mz, denklem (5) l. BOylece, ti y1 
cebrik kabul ederek, f (cx.) - f(f3) i<;in c;ati~ iki btiyukli.ik 
mertebesi c;1kariyoruz ve ooylece bir <;eli$mezlik tesis 
ediyoruz. 

Bunun ic;in /((3) nin s1fir olmad1g1m ve /(a.) - /((3) 
nin cx. a ile aym btiytikltik mertebesinde oldugunu goste­
rerek gelecek kisma yol hazirhyoruz. 

Problem serisi 28 
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(b) a r.- 13 .. (a - {3) 
(a.' I a'{3 I- a"B' I aW t- {3'); 

(c) a .. - {3 - (a - {3) 
(a~+ a.'{3 r a 13: t a-{31 

- a!'3' {3 .) 

ozde$liklerini geq;ekleyin. 
2. Derecesi 6 olan bir polinom ile a - {3 nin carp1mmm 

a1 - {37 olacagm1 ifade eden bit' ozde$lik yazm. 
3. Cebrik bir saymm, katsayllar1 tamsayllar olan, sonsuz 

<;ok cebrik denklemlerin kokleri oldugunu ispatlaym. 

7.4 Polinomlaran ozellikleri 

TEOREM 7.3. 13 say18'1 (7) denkleminin lh kokU 
de{}ildir; yani f ( {3) .P 0 dir. 

lSPAT. Eger $(7) nin bir koki.l olsayd1, o zaman 
Teorem 7.2 geregince x-{3 f (x ) in bir carpam, yani 

f(x) = (x-{3) q(x) 

olacakb. Teorem 7.2 dolay1sile q(x) in rasyonel katsay1-
lar1 vardlr, ve derecesi f (x) in derecesinden bir a$8g1d1r. 
$imdi, oc f(x) 0 in bir koki.l oldugundan 

/(a.) = (a -{3) q(oc) = 0 

olur. Fakat ancak eger carpanlardan en az biri s1fir ise 
bu <;arp1m s1f1rd1r. a - {3 carpam s1f1r degildir, zira a 
~ dan farkhdlr. $u halde q(a) = 0 dir; yani a q(x) -= 0 in 
bir koki.i ve q(x ) in derecesi n - 1 dir. Eger q(x) in 
rasyonel katsay1larmm bi.iti.in paydalarmm carp1m1m k ile 
gosterirsek, o zaman kq(x) <;arp1mmm katsayllar1 tamd1r 
ve a kq(x) = 0 in bir koki.idi.ir. Fakat bu, a nm katsa-
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y1lari tamsay1h olan ?t den daha kii<;tik derecede hi~ bir 
denklemi saglamad1g1 0Jay1 ile ~li~me haJindedir. 
/(~) = O ipotezi bir ~li~mczJige sevkettiginden f (~) + 0 
sonucuna var1yoruz. 

Bundan sonra son k1s1mda verilen ana hatt1 taldp 
ederek If (a.) - t<r3 ) ! nin, ~k kU~iik olan ja. -- r3i nin aym 
btiytikltik mertebesinde oldugunu gt>sterecegiz (Bak1m7. 
Kls1m 7.2). 

TEOREM 7.4. 'f la) - I ({3) I < N <a -- P> 
olacak ~kil,de ve ancak f(x) in katsayilan ile derece..<tiM 
ba{fli bir N sayist varctir. 

!SPAT. N say1s1 

(8) N =tljc "I + (n - 1) jc"_ 1 I+ (ti- 2( ic,._ 2 I 
+ · · · -f 2!c2 ! + jcij 

denklemi ile . tarif edilm~ir. Bi1hassa a nin tarifinde 
kullamlan j tamsay1sma N in bagb olrnad1gma dikkat 
ediniz. 

tspat boyunca a.k - ak nin ~rpanlara aynlmas1 ile 
ak - ~k run saglad1gi bir e$itsizligi kullanacagiz. GarJ>an­
lara aynlrna 

(9) 
ak - ~k = (a. - a> (a.k-1 + a"-2a + ak-Sa2 

+ ... + a2fik--S + aak-2 + ak-1) 

ile verilmi~ir; burada k her hangt pozitlf bir tamsay1d1r. 
Bu <;arpanlara aynlma (9) denkleminin 88g taraf1 c;arp1-
larak saglanabllir: 

a(a.k-1 + ak-2(3 + . .. + aprt-2 +aa&:-1) 

= a'lr + art-1p + ... + a2(31c-2 + a.a'lr -1 
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ve 

fHak--1 + ak· 2 f3 l · · · · aW· 2 r W· -1 > 

= ak lf3 f- ak 2(32 + ... T af3k 1 -1 W• . 

Eger bu iki denklemi birbirinden ~lkartirsak, ilk denkle­
min ilk terimi ve ikinci denklemin son terimi hari<;, bi.itUn 
terimlerin yok oldugunu gortiri.iz. BOylece ancak ak - (3k 
kahr. 

(9) denkleminin sag tarafma bakhg1m1zda, (6) e!?it­
sizlikleri sayesinde ak 1, ak- 2f3 v.s. terimlerin her birinin 
1 den ki.i~Uk oldugunu gortirliz. Fakat mademki bu terim­
lerden tam ].; tanc vard1r ve a f3 pozitiftir, ~u halde 

(10) a" - f3k < (a - f3) (1 + 1 + · · · 
+ 1 + 1 + 1) = k (a - f3) 

yaza biliriz. 
$imdi (7) denklemini kullanarak f (a) ve f{f3) YI 

hesaplar ve /(ex) dan .f(f3) y1 ~1karbnz. BOylece 

/(a.) - f (fi) = C n (a,>1 - f3"} + C n-1 (a.»-1 - (3"-1) 

+ · · · + C1(a.-f3) 

elde ederiz. 
Bundan sonra sag taraftaki btitttn terimlere m~terek 

a - f3 <;arpamm cb!?an alrnak i<;in (9) 0zd~Iigini kullan1riz. 
Bu bize 

/(a.) - f (f3) = (a - f3) [c11 (a-1 + t1-2 a + ... 
+ af3tt-2 + (3--1) 

+ c (cx-2 + all--3 a + ... + a.(3"-3 
n-1 

-t (3"- 2) + · · · + C1) 
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verir. Mutlak degerleri ahp Teorem 7.1 ve (10) ~itsizli­

gini kullanarak 

f<a.> -t<~> I < a. -~ Lnlc .. I 

+ (n - l) lc .. 1 1 + ... -r 1c.j I 

elde ederiz. la. - ~ = a. - ~ olduguna dikkat ederek ve 
N say1sm1 tarifleyen ( 8) denklemini kullanarak nihayet 

/(a.) - f(~> I < N(a. - ~) 

elde ederiz. BOylece teorem Lspatlanm1~ olur. 

7.5 a. nm transanclantlaja 

Simdi ( 1) denkleml ile tarif edilen a. say1s1mn transan­
dantl1guun lspatm1 tamamlayacaiiz. Evveli /(a.) - f(f" 
y1 ba$ka bir yoldan tetkik edecegiz. 

TIDREM 7 .5. ; pcnitif tamsay1stna ne deger veri­
lirse verilBi• 

(11) lf<td - Ha>I . 1<>" .Ji 

aaym pcnitif bir tamaayutir. 

tSPAT. Mademkl /(a.) = 0 d1r, s0z konusu. edllen 
. say1 

I-Ha>! · 1<>".J! veya !f<fU I . 10-.1! 

~kJlnde yazilabllir. (7) ve (4) denklemlerinden 
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c t" c t""- 1 c t""- 2 
n 11 1 " - 2 

=--+ +---1on.1! 1o<n- 1>1! 10<n-2 >J! 

.o1dugunu gortiri.iz. 10"·'! ile ~arak 

/ (ll) · 10"·'' = C t" + C tn 11QJ! + C tn- 21()2·1! 
P ti n 1 " · -2 

+ ... + cit<" l>j! + c0l011·;! 

elde ederiz; sag taraf bir tamsayid1r. Bu tamsay1 s1f1r 
-0lamaz, zira Teorem 7.3 geregince f(~) =I= 0 dir. Mutlak 
degerleri alarak 

I f (~) . 10"·'! I veya I f ({3) I . 1011-11 

nin bir pozitif tamsay1 oldugunu gortirtiz; BOylece teorem 
ispatlarum$ olur. 

$imdi, (11) ile verilen say1mn 0 ile 1 arasmda bulun­
dugunu gostererek Teorem 7.5 ile a~1k bir ~li$me'Llige 
dti~cegiz. Bunu yapmak i~in, {3 nm tarifinde kullarulan, 
; tamsayunm 

2N . l()tl-l! 
(12) ----<1 

10<1 +1>! 

.. r. ger~kleyecek ~kilde se<;ecegiz. Bu yaptlabilir mi? Yap1-
labilir, zira bu ~itsizlik 

2N 
------<1 
1ou+ t>' - "·i' 

/. It 
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e denktir, burada paydadaki tis 

<i + lJ!-n. j! - U -t- l)j!-n-j! = <1 + 1 - n)j! 

gibi yaztlabilir. Sabit n i~in j yi ~k bi.iylik alarak bu Lis 
istenildigi kadar bi.iyuk yaptlabilir. n ve N (7) ve (8) 
denklemlerile tesbit edil~tir; fakat mademki j ne n eve 
ne de Ne bagh olmad1gmdan (12) saglanacak $ekilde j yi 

bi.iyi.ik alabiliriz. 
Bundan sonra (11) ile verilen saymm 0 ile 1 arasmda 

bulundugunu Teorem 7.4 ve (5) ~i~izligini kullanarak 
gosterecegiz; ooylece 

If (a.) - /( (3)1 • 10"·'! < N(a. . (3) . 1on.1! 

2N-1Qn·1: 
<----

lQ<i+ l)! 

<1 

dir; burada en son ad1mda (12) yi kulland1k. Tabii (11) 
deki say1, Teorem 7.3 geregince, pozitiftir. 

Bu yi.izden bir c.-el~mezlige d~eriz, ve a. nm (7) 
$Cklinde her hangi bir denklemi saglamadlg1 sonucuna 
varmz. ~u halde a transandant bir sayidir. 

7.6 Ozet 

Bu ooli.imde «Her hangi bir transandant say1 var 
m1d1r?» sorusunu bir Liouville sayis1m ortaya koyup 
bunun transandant oldugunu, yani cebrik olmad1gm1 
i~patlad1k. 

Detaylar ispah golgeliyebileceginden ispatm tama­
mm1 tekrar gozden g~irelim. Esas fikir olarak 
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ex = 10- t! - 10 2 ! t 10- 3 ! +- 10- 4! + 
say1smm rasyonel say1lar ile c;ok s1k1 yakl~1gmm bulu­
nabilecegini ooli.imiin ba~lang1cmda s0yledik. Hakikaten 
bu olay, ~ ya nazaran ex - ~ run wk kti~ oldugunu 
soyliyen (5) e~itsizliginde ifade edilmi~tir. ~ nin paydas1 
l()J! olan rasyonel bir say1 oldugunu I Bak1mz: ( 4) denk­
lemi I. fakat ex · -- ~ nin ise 10- '' t 1 ) ! mertebesinde oldu­
gunu hatlrlayahm. Bu btiytikltigtin kiit;iik mertebesi 
Teorem 7.4 de ex - B den f (ex) - f (~) ya t~mil edilmi~tir: 
burada f (x) .r a i~in s1fir olan ve katsayilari tamsay1-
lar olan bir po1inomdur. 

Diger taraftan Teorem 7.5 de /(a.) - /(~) yi tama­
men farkh bir yoldan goz ontine alarak, /(o:) - Ha> nin 
biiyiikli.igtiniin daha evvel yapllan tahminden daha biiyiik 
oldugunu gosterdik. (Teorem 7.5 de 1011.i! ~rpam esash 
bir rol oynamamaktadir: /(ex) - t<a> nin iki biiyi.ikliik 
mertebesi arasmdaki bariz tezad1 gOstermek i~in mevcut­
tur.) Bu f (ex) - t<a> nin sadece - t<rn oldugunu ve 
f <a> nin paydas1 1011·;! olan bir rasyonel say1 oldugunu 
kabul etmekle yapllm1~t1r. Bu sebepten a. nm f(x) = 0 i 
ger~ekledigi ipotezi bize /(ex) - Ha> nin daha evvel hesa­
bmm gosterildiginden wk daha biiyiik olma ispah 
imkamm vermektedir. Bu tezad a. nm transandant oldugu 
olay1m tesis eder. 



EK A 

SONSUZ <;OK ASAL SAYI 

MEVCUDIYETiNIN iSPATI 

Burada yapllan ispat endirekt ispat adl ile maruftur, 
veya c;eli!jimezlikle veya reductio ad absurdum ile ispat 
diye bilinir. Bu tip ispatta onermenin yanllij oldugu kabul 
edilir sonra da bu ipoteze ayk1n bir sonuc; c;1kartlhr. 
$imdiki onerme halinde, !jiU halde, ancak sonlu say1da asal 
saymm mevcudiyetini kabul ederiz. 

Bundan sonra asal saytlar ic;in bir notasyon sistemi 
tesis edecegiz. Ancak sonlu bir sayida olduklanndan onlan 

ile gosterelim. k her hangi bir tabii say1 olmak Uzere, bu 
notasyon tam k sayida asa1 saymm mevcut oldugunu 
gosterir. Bu asal sayilarm biiyilklUklerine gore siraland1k­
lanm kabul edersek, tabii P1 = 2, P! = 3, p3 = 5, p4 = 7, 
v.s. olur. Bununla beraber bu ispatta 2, 3, 5, v.s. yerine 
p, , p" p .. v.s. notasyonunu kullanmak daha elveri~dir. 

Her tabii saymm asal sayilar c;arpanlanna ayrtlabil­
diginden her tabii sayinm 

asal sayilanndan en az birisi ile ooliinebilecegini gorfui.iz, 
c;Unkii ipotezimize gore bunlardan gayn ba$ka asal sayi 
.voktur. Fakat bUtiln asal say1lann c;arpurul"la 1 ilAvesi ile 

-184-
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elde edilecek tabii n say1sm1 goz oniine alahm: 

Bu n saylSl p, ile ooli.inemez, <;Unkii p, i n ile oolersek 

ooliim sonucu = P2Pa • · · P,. kalan. ~ 1 

bir ooliim sonucu ile bir kalan elde edilir. 
Eger n p, ile ooliinebilseydi kalaf1 0 olacakt1; $U 

halde n p1 ile ooliinemez. 
Benzer bir ispat >l in p 2 veya p veya p., ...• veya pt 

il c> ooli.inemedigini gosterir. 
Hangisi ile olursa olsun hie bir asal say1 ile ooliine­

meyen bir n sayismm mevcudiyetini g0sterdik. bu ise 
sa~ma bir sonu<;tur. BOylece, ancak sonlu miktarda asal 
sayinm mevcudiyeti ipotezi bir manhki ~li~mezlige 

sevkeder, dolay1s1 ile bu ipotez yanl1$ olmahd1r. Bu sebep­
ten sonsuz c;ok sayida asal sayi vard1r. 
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EK B 

ARiTMETiGIN TEMEL 

, TEOREMiNiN ISPATI 

Bu ekde 1 den gayn her tabii .'laymm, ~arpanlan.n 
sii·a.~1 hari~, anca}c tek bir tarzda asal say1 9arpanlilnna 
aynT,abilecegi ispatlanm1$tir. 23 de oldugu gibi, kendisi 
asal bir say1 olan her hangi bir tabii say1da oldugu gibi 
bir «asal saydar c;arpanlanna ayrilma> anla$ll1r. SonU<; 
kiic;iik tabii say1lar ic;in kolayca sagland1g1 gorilliir. Mesela 
10 2 . 5 olarak c;arpanlara ayrdabilir, ve ba$ka bir c;arpan­
lara ayrilmanm miimklin olmadlgm1 tecrtibe ile biliriz. 
10 a kadar olan biitiin sayilar i<;in ayms1 dogrudur: 

2 2 
3 3 
4 2.2 
5 - 5 
6 2.3 
7 7 
8 ·- 2.2.2 
9 --- 3.3 

10 -- 2 .5 

Bu liste devam edilebilir, fakat ne kadar uzun olursa olsun 
ooyle bir listeleme bir ispat t~kil etmez. CUnkti, ne de 
olsa. sonsuz ~k sayida tabii say1 vard1r; btitUn hepsinin 
c;arpanlara aynlmasmm kontrolunu yapamayiz. 

Bunun ic;in matematik bir ispata liizum vardlr. 2 den 

-188-
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10 a kadar btitiin tabii saytlarm, her birinin yegane 
tarzdaki c;arpanlara aynlma1ar1 ile, listesi yapllm1$tlr. 
~imdi her tabii say1 ic;in ya bu liste yegane ~anlara 
aynlmasm1 vermek tizere sonsuz olarak geni$letilebilir 
veya listenin bir yerinde yegane tarzda oolenlere ayrdma 
son bulur. Bunlar yalmz mtimktin olan iki imkandir. Bu 
iki imkandan birincisini tesis etmek istiyoruz ve bunu 
biz endirekt bir ispatla yapacagiz. tkinci imkanm earl 
oldugunu farzederiz, yani tabii saydann listelenmesinin 
bir yerinde yegane $ekilde c;arpanlara ayrilma ozelliginin 
son bu1dugunu, ve bunun bir c;eli$mezlige sevkettigini 
gosteririz. 

Oldukc;a uzun olan bu ispatm teferruatlarm1 yerine 
getilmeden evvel okura yo! gostennek ic;in, k1sa bir taslak 
veriyoruz. 

Birden daha fazla tarzda asal <;arpanlara ayr1labilen 
ilk tamsay1y1 m ile gosterecegiz, ve m ic;in iki farkh 
c;arpanlara ayrllma yazacagiz. 1spatm Klsrm I 'inde, m in 
bir c;arpanlara aynlmasmda ge~n hie; bir asal saymm 
diger c;arpanlara ayr1lmada gec;miyecegini gosterecegiz. 
Eger m in hakikaten iki farkh tarzda <;arpanlara aynlm.asl 
varsa, birindeki btittin asa.1 sayllarm digerindeki biltiin 
asal .sayllardan farkh olacagim tesis ettikten sonra, niha­
yet. m den daha kilc;ilk olan ve iki farkh yoldan c;arpanla.ra 
ayrllabilen bir sayiyi ispatm Kis1m II sinde in~ ederiz. 
Bu, m in iki farkh asal c;arpanlanna aynlan en kilc;ilk 
tamsayi olmaSJ faraziyesini yalanlar, ve bu ise ispatl 
tamamlar. 

Birden fazla tarzda asal c;arpanlarma aynlabilen ilk 
tamsay1y1 mile g0sterelim. diger bir deyimle, m den kilc;ilk 
her tabii saymm yegane tarzda c;arpanlara aynlma 0zelli­
gine sahip oldugunu farzederiz, halbuki m in birden fazla 
c;arpanlara aynlmasI vard1r. BOylece min en az Ud farkl1 
c;arpanlara aynlmasmm mevcut oldugunu biliriz. Bunlan 
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olarak yazariz. Bu notasyondan ne kastederiz? m in Pv 
p~, pJ, v.s. p. e kadar asa1 ~arma aynlabilecegini, ve 
m in diger bir qi, q2, qa, v.s. q, e kadar asal carpanlarma 
aynlmasmm ba~ka bir yolunun daha varhgiru kastediyo­
ruz. Neden qi, q2, q" v .B. q. e kadar degil? <;tinkti carpan~ 
Iara ayrllmarun her ikisinde asal ~Jar say1smm ayru 
oldugunu farzedemeyiz; btitUn bildiklerimiz i~in ayri 
olabilir. 

Notasyonun daha ~k izahata ihtiyaCI vardlr. Ek A 
da yaptigimiz gibi, P1 in 2 asal say1smm tam ba$ka bir 
etiketi, P: nin 3 asal say1sllllll ba$ka bir etiketi, v .s. oldu~ 
gunu kastetmiyoruz. Asia. 2 asal say1smm p 1, Pi, •.•. P• 
yigmmda olup olmad1gim bilmeyiz. BOylece p1 2 olabilir, 
veya 23 olabilir, veya 47 olabilir, veya bunlardan hi~ biri 
olmayabilir. Sadece asal bir say1drr. Benzer ~kilde p 2 her 
hangi bir asal say1dlr. p, gibi ayru asal sayi olabilir, veya 
olmayabilir. BUtUn farzedecegimiz ~Y m tabii saymm 
asal ~rpanlarma ayr1lmasmm iki farkh yoldan yapllabi­
Jecegidir. 

1SPATIN B1R1NC1 KISMI. $imdi g0sterecegimiz 
i1k ~Y birinci y1gmdaki P1. p,, · · ·, p. asal sayilarm ikinci 
y1gmdaki q,. qi. · · · q. asal saytlarmdan tamamen farkh 
olmas1d1r. Diger bir deyimle, birinci yigmdaki 7 asa1 sayis1 
ikinci y1gmda g~~. Bu tamamen 8.!)ika.r olmadlgindan 
bir ispat vermege mEJCburuz. tki yiginm mU$terek bir asal 
say1s1 olsayd1, her y1ginda asal saymm birinci olmasm1 
gOsterecek ~kilde notasyonu dtizenlerdlk, bOylece p 1 = q .. 
olurdu. (Bunu yapabiliriz c;UnkU her c;arpanlara aynlmada 
asal say1lar her hangi bir Slrada dtif\inillebillr.) $imdi 
p 1 Qi oldugundan q1 yerine P1 de yazabiliriz, ooylece iki 
c;arpanlara ayrllma 
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olw·. Bu denklemleri Pi ile oolersek 

ve 

elde ederiz. $imdi m, P1 tabii say1smm iki farkh c;;arpan­
lara ayr1lmasma sahibiz, c;i.inki.i m ic;in iki farkh carpan­
lara ayrilma ile baijhyoruz. Fakat bu imkans1zdir zira m 
birden fazla tarzda c;arpanlara ayr1lmas1 olan en ki.i~ 
say1 idi, ve m/ p1 m den kU<;Ukttir. 

1SPATIN 1K1NC1 KISMI. BOylece ni in birinci <;ar­
panlara ayrilmasmdaki p,, Pi, .... P· ar>al saydarmm ikin­
cideki q,, q2, ••• , q. asal sayllarmdan tamamen farkh 
oldugunu tesis ettik. Bilhassa P1 in Q1 c e!}it olmadlgm1 
biliriz; matematik olarak p, + qi sembollerile yaztl1r. Her 
ikisindc P1 in en ki.ic;i.ik oldugunu kabul edecegiz; yani 
Pi < q1 dir. Bunu farzetmege bir hakk1miz vardir zira 
notasyon asal say1larm iki y1gm1 arasmda tamamen simet­
riktir. BOylece, p 1 < q 1 halindeki ispat1 tamambyabilirsek, 
p ler ve q ler aralarmda degi$tirildiginde, simetrik bir 
ispat benzer $ekildC' p, > q1 haline tatbik edilebilir. 

$u halde p, < Qi i kabul ederek, iki farkh $Ckilde 
c;arpanlara aynlmas1 olan, m den ktic;Uk bir say1 sunacag1z. 
Bu, ispat1 tamamlayacakt1r c;i.inkti birden fazla tarzda 
c;arpanlara ayrilmas1 yanmda m in en kilcilk say1 oldu­
guna dair baijlang1c;ta yapt1g1m1z faraziye ile ~li$mezlige 
dii~giz. !fade edilen ~rtlar1 kar.;;1layacak bir tabii sayi 

n <q1 - p ,)q,q ,q, . .. q. 

olacakt1r. n in nasll te!}kil edildigine dikkat edin: qi -Pi 
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ile q~, q ,, . . . , q. asal say1larmm <;arp1m1dir. Bir fark olarak 
yaz1labilir; 

n : q.Q,CJ .1 · · · q p.q,q .. . q. 

veya 

ve mademki p1q~q · · · q, pozitif bir say1d1r bu n in m den 
kU<;lik oldugunu gosterir. 

Nihayet, n tabii say1smm iki farkh c;arpanlara ayrll­
masmm oldugunu tesis ederiz. Bunu yapmak ic;;in, n in 
derpi$ edildigi $ekle bakariz, $Oyle ki 

q_ , q .... . • <J• c;arpanlarmdan her biri bir asal say1d1r, fakat 
ilk q , - JJ 1 <;arpam muhakkak bir asal say1 degildir. 
q , - p. asal c;arpanlarma ayr1lsayd1, <;arpanlardan biri 
olarak Pi m~al .~ams1m ihtiva etmeyecek n in asal ~­
larina ayr1lmasma sahip olacaktik. Bunu gormek i<;in 
ispatm Kis1m I inde gosterildigi gibi q, , q,. , ... , q. asa1 
saydarmm aralarmda evvela p, in olmayacagma dikkat 
ederiz. lkinci olarak, q , - p, in nasll asal c;arpanlanna 
ayrtld1gim goz ontinde tutmayarak, Pr asal say1s1 mevcut 
olmayabilir; c;tinkti eger p, q , - p, in asal ~nlanna 
ayrilrnasmda bir c;arpan olsayd1, o zaman p , q1 - p 1 in 
bir ooleni olacakt1. Yani, b oolrne i$1eminde oolilm sonucu 
oJmak iizere 

denklemi cari olacakt1. Fakat bu bizi 

q, - p 1 + p,b ve q , p, (1 + b) 
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denklemlerine sevkedecekti; sonuncu P1 yi q1 in bir bOleni 
olarak yorumlayarak ifade edilebilir, bu ise, bir asal Bay1 
diger bir asal saymm boleni olam1yacagmdan, imkans1zdlr. 

Bundan sonra, P1 asal Qarpanl.ann bir-i olmak i.izere, 
n diger bir yolda carpanlara aynlabilecegini gosteriyoruz. 
Bunu yapmak icin, daha evvelki bir 

n = m - p,q~q,. · · · q. 
I 

denklemine dontiyor, m yerine 

koyuyor ve boylece 

n = P1P:P• · · · p, - p ,q~q3 · · · q 

- p l (p;p , ... p, -q;q , ... q.) 

elde ediyoruz. Parantez ic;;indeki k1sun muhakkak bir asal 
say1 degildir; fakat bunu eger asal c;;arpanlarma aYJ.rll'S8.k, 
p, asal say1s1m ihtiva eden, n in bir asal ~rpanlara ayrll­
masma malik olacag1z. Boylece n in iki tarzda ~rpanlara 
ayrilmasm1 sunduk, veya daha dogrusu, biri <;arpanlar 
arasmda p, asal say1smm bulunmayaru ve digerinde bulu­
nam olmak i.izere n in c;;arpanlara ayrllmas1 ic;;in iki usul 
verdik. Diger bir deyimle, m den ktic;;tik olan n say1smm 
iki farkh asal <;arpanlara ayrllmas1 vard1r. Bu ispatl 
t amamlar. 
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EK C 

TRANSANDANT SAYILARIN VARLIGI 

HAKKINDA CANTOR'UN iSPATI 

BOIUrn 7 de bil·ini sunarak transandant say1larm 
varhg1m gosterdik. Bu Ekde tamamen degi~ik bir metodla 
varhklar1 hakkmda, aym zamanda sonsuz <;ok say1da 
transandant sayllarm mevcut oldugunu g0stererek, ba­
g1m~1z bir ispat verecegiz. Bir bak1ma, hakikatte, tranS&n­
dant saytlarm cebrjk !';ay1lara nazaran daha fazla olduk­
lanm tesis ederiz. 

tlk once dikkatimizi cebrik reel sayilar ile transan­
dant rPel say1lara hasredecegimizi a<;1khyahm. Mesela 
x = ..; 1 - 0 m kokleri cebrik olup reel cebrik say1lar 
degildir. !fade ettigimiz sonu~ ve ispatlar karmai;;1k say1-
larda da caridir, fakat biz dikkatimizi reel say1lara hasre­
derek ufak gi.i<;ltiklerden sakmrm~ oluruz. 

Bir S climlesi ile muayyen, iyi ay1rtlanabilen e~ya 
toplulugunu kastederiz. Bu ~yalara S cilmlesinin ilyelerl 
veya S ciimlesinin elemanlar1 denir. Bir S climlesi, mesela 
20 den kilc;ilk 

S = {2, 3. 5, 7, 11, 13, 17, 19} 

asal say1lar cUmlesi gibi sonlu olabilir; veya S, mesela 
bilttin tabii sayllar cilmlesinde oldugu gibi sonsuz olabilir: 

s = { 1, 2, 3, 4, 5, 6, ... } 

-172-
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Sonsuz bir cUmleye, eger tiyeleri 

gibi bir dizi halinde, ciimlenin her Uyesi dizide bulunabi­
lecek l;jekilde yazilabilirse, sayilabilir ( veya tadad edile­
bilir) denir. Mesela dizide n ci terim 2n olacak ~kilde 
~ift sayilar ciimlesi 

2, 4, 6, 8, 10, 12, ... 

olarak yaz1labilir, $U halde bu bir sayilabilir ctirnledir. 
Biittin tamsaytlar ciimlesi saytlabilir, gtinkti 

0, 1, - 1, 2, -2, 3, -3, 4, -4, ... 

dizisi halinde yaz1labilir. Diger bir tarzda bir dizi halinde 
de yazilabilir, fakat her hangi bir yol ctimlenin saytlabilir 
oldugunu gootermege kafidir. 

Bir ciimlenin sayilabilir oldugu sonucuna varmak igin 
bir ctimlenin n inci terimini veren has her hangi bir 
formilltinti bilmemize liizum yoktur. Mesela 

2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, ... 

asal say1lar ciimlesi, hatt:a yiiz milyonuncu asal saymm 
tam kat'i degerini bilmesek bile, sayllabilir. Biltiln ciimle 
i~in bir dizisel s1ra tasavvur edebilerek ooyle bir asal 
saymm var oldugunu bilmek kifidir. 

Bundan sonra biittin rasyonel sayilar ciimlesinin sayi­
labildigini tesis ederiz. Her hangi bir rasyonel sayimn, 
katsayi.Jar1 a ve b tamsaytlan olan, ax + b = 0 lineer 
bir denklemin bir kokil oldugunu gorilriiz. Bundan bal;ika 
genellikten her hangi bir $eY kaybetmeden a nm pozitif 
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olma ~rtm1 koyar1z Mesela 3'5 rasyonel say1s1 5.x-3-=0 
m bir kokUdur. ax : b = 0 denkleminin endisi 

1 + a + lbl 

dir deriz; bir denklemin endisi ooylece pozitif bir tamsa­
y1d1r. Mesela 5x - 3 - - 0 denkleminin endisi 9 dur. Endisi 
1 olan hi<; bir denklem yoktur, ve endisi 2 olan ancak bir 
tane denklem vardir, o da x = 0 dir. C 1 TablOBu endisi 
5 e kadar olan biitiin lineer denklemleri ihtiva eder. 
BiiyUkliik sirasma gore, C 1 Tablosundaki denklemlerle 
ithal edilen rasyonel say1lar, C 2 Tablosunda gosterildigi 
gibi, cetvel halinde de yaz1labilirler. 

Her hangi bir j endisi i.;;in ancak sonlu say1da lineer 
denklemlerin mevcut oldugu a~ikardlr. Hakikatte, j endisli 
2j- 3 denklem vard1r (tam saymrn hakikatte bir ehem­
miyeti yoktur). BOylece her artan bir endiB ile ancak yeni 
rasyonel sayllar sonlu say1da sunulur. Bu sebepten ras­
yonel say1lari her defasmda, 2 endisli denklemlerin, sonra 
3 endisli denklemlerin, ve daha btiyiik endiBli denklemlerin 
koklerinin cetvelini yaparak 

1 1 1 1 
0, - 1, 1, - 2, --, -, 2, - 3, --, - . 3, 

2 2 3 3 

gibi bir dizi $eklinde yazabiliriz. 

End is 

2 

3 
4 

5 

TABLO Cl 

Denklemler 

X=O 
2x=0, x+ 1=0, x-1=0 

3x = 0, 2x + 1=0, 2x-1=0, 
x + 2=0, x-2=0 

4x = 0, 3x + 1=0, 2x + 2=0, 
2x - 2 = 0, x+3=0, x+3=0 
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TABLO C2 
- --
End is Sunulan rasyonel say1lar 

2 0 

3 - 1, + 1 

1 1 
4 - 2 -·-

I 2 r 2' 2 

5 1 1 
- 3, --, - , 3 

3 3 

Mademki ner rasyonel say1 bu dizide ge<;ecektir, bundan 
rasyoncl say1larm txty1labilir oldugu sonucu <;1kar. 

Hakikatte aym ispat cebrik saytlar climlesinin say1-
labilir oldugunu tesis i{;in kullamlabilir. Fakat evvela bir 
cebrik denklemin ka<;; tane kokti olabilecegi hakkmda bir 
$eyler bilmemiz laz1mdir. Cebrik bir saymm 

(1) /(X) = a X" + a a;tt- l + a xn- 2 
n n- 1 tt - 2 

ti pin de, katsay1lan tarnsayJlar olan, f (x) denklemini 
saglad1g1m hat1rlaym1z, a. i pozitif alabiliriz, eger negatif 
ise, o zaman koklerine dokunmadan, denklemi - 1 ile 
<;arpabili rd ik. 

TEOREM C 1. (1) §eklindeki her hangi bir denk­
lemin en f azla n f arklt kokU vardir. 

!SPAT. tspat edilecek olamn aksine (1) denkleminin 
n + 1 farkh kokU oldugunu farzedelim, bunlar f3., f32, f33, 
· · ·, f3., f3 •. 1 oJsun. Biz $imdi Teorem 7.2 yi, veya daha 
dogrusu, bu sonu<;ta biraz farkh olamm kullamriz. Bu 
teoremin ispatI bize, f3 ister rasyonel bir say1 olsun veya 
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ister olmasm, eger {3 [l:r) - 0 m bir kokii iase, .t: - {3 
f(x) in bir c;arpam oldugunu temin ecler. a nm irrasyonel 
olmas1 halinde, ooliim sonucu q(.l') in katsayilan irrasyo­
neldir, fakat bu hal burada bahis konusu degildir. BOylece 
bu k1s1mda .,. 13, in f ( x) in bir c:;arpam oldugunu gorii­
riiz; q, (.x·) ooli..im sonucu olmak iizere 

dir. Mademki f3: /( ~l'l = 0 m diger bir kokiidiir, o halde 
q 1 (.r) - O m da bir kokii olmasmm laz1m geldigini goril­
riiz, ve ooyleCC .1' (3 .. q , (X) in bil' c:;arpamd1r; q2 (X) 

ooliim sonucu olmak iizere 

q 1 (x) = (x - {3, )q~ (x) 

I (x) = (:r - {3. )q.(X) = (X - a.)(:)' - f3~)q:(X) 

dir. Bu i~lem {3 • (3 •• · · · , ~ ile devam edilirse, f(:x:) in 

(2) f (.1') --= (X -- {3, ) (.r. - · (3,) (:r - {3,) · · · (.1' ·- B-)Q•lX) 

~klinde c;arpanlara ayr1labilecegini goriirilz. Fakat /(x) 
in derecesi n dir, ~u halde q. (x) bir sabit olmahd1r; hak1-
katte bu c;arpanlara ayrdmanm (1) denklemine uygun 
dii~mesi i.;in q. (x) a.. olmahd1r. 

$imdi biltiin diger koklerden farkh olan {3"+1 koki.inii 
goz oniine alahm. f(!3"+i> -= O olmasmdan, (2) den S1f1r 
olmayan terimlerin c;arp1mlarmm s1fir olmas1 imkansiz 
olan 

<;1kar. BOylece Teorem C 1 ispatlanm1~ olur. 
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TEOREM C 2. Ceb'rik sayilar ciimlesi sayilabilir. 

!SPAT. n + an + I an-1 I + I a,._2 I 
+ · · · + I a.i I + I al I + I ao I 

ne (1) denkleminin endisidir deriz. a. pozitif oldugundan 
bu bir pozitif tamsay1 olup bir lineer denklem endisi 
tarifinin a~1k bir genelle$tirilmesidir. Endislerin ufak 
degerlerine tekablil eden bi.ittin denklemleri, Tablo C 3 de 
gosterildigi gibi, cetvel halinde verebiliriz. 

En dis 

-2 

3 

4 

TABLO C3 

Denklemler 

X = O . 

x~ = 0, 2x = 0, x + 1 = 0, x - 1 = O 

x~ = 0, 2x2 = o, x2 + 1=0, lf - 1 = 0, 
3x = 0, 2x + 1 = 0, 2x- 1 = 0, 

x+ 2 = 0, x-2=0 

Lineer denklemler halinde oldugu gibi, Tablo C 3 tin 
denklemlerinden ~1kan btiti.in yeni cebrik saydarm $imdi 
listesini yapariz. Bunlari her endis i~in btiytikltik Sirasma 
gore ahrsak 

(3) 

1 1 
O; - 1, 1; - 2, - - , - , 2; -3, 

2 2 

v'S + l- - v'2 v'S - 1 
- 2 , - v2' - - 2-, - 2 ' 

1 1 v'S - 1 v2 _ v' s + 1 
- 3· 3' 2 , - 2-, v'2, 2 , 

3; - 4, 

/ . 18 
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dizisini elde ederiz. 0 say1s1 endisi 2 olan bir denklemden, 
- 1 ve 1 1 saydan endisi 3 olan, - 2, - 1 2, 1, 2, 2 
say1lar1 endisi 4 olan, v.s. denklemlerden gelmektedir. 
Tesbit edilen her hangi bir h endisli denklemin say1s1 
sonludur, zira n derecesi ve a., . · ·, a" katsay1lan sonlu 
bir tamsayilar ctimlesine inhisar etmektedir. Aym zaman­
da her denklemin Teorem C 1 geregince en fazla n kokU 
olacag1m biliyoruz. Bu sebepten (3) dizisi bUtUn reel 
cebrik saydari ihtiva eder. Mamafih daha ytiksek endis­
lere g~tigimizde, verilen her hangi bir endisdeki bUtUn 
denklemlerin her safhada listesini ~rabilmemize rag­
men, (3) de ilk bir kac; say1yi elde ettigimiz gibi, has kok 
~ekillerinin listesini yapmaga devam edemeyiz. 

Teorem C 2 den, 0 ile 1 arasmdaki teel cebrik say1-
larm sayilabilir olduguna dair yeni bir sonu~ tesis etmek 
arzu ediyoruz. Bu, altctimlelere ait bir teorem ile ifade 
edecegimiz genel basit bir prensipten c;1kar. Eger M in 
her elemam S in bir elemam olursa bu takdirde bir M 
cUmlesine bir S cUmlesinin bir altcUmlesidir denir. 

TEOREM C 3. Her hangi saydabilir · 80'n8'UZ bir 
altcilmlenin kendisi de saytl.abl1ir. 

!SPAT. M sayllabilir bir ctimle olan S in bir sonsuz 
altctimlesi olsun; bu S = { a1 U:?, a., a., .. . } olsun. a.1 S in 
M de bulunan ilk elemam, a.~ ikinci elemam, v.s. olsun. 
Bu halde 

M cUmlesi olup bunun da saytlabilir oldugu ~ikardlr. 
Buraya kadar goz onUne ald1gim1z her sonsuz cilmle 

sayllabilirdi. ~imdi saydam1yan farkh bir cUmleyi tetkik 
edecegiz. 
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TEOREM C 4. Reel say1lar ciimlesi saytlamaz. 

tSP AT. Teorem C 3 den dolay1, 0 ile 1 arasmdaki 
reel say1lar ic;in bunu ispat etmek kafi gelecektir; bilhassa 
1 i ihtiva edip 0 1 haric;: tutan 0 < x ~ 1 yi saglayan 
.r reel say1lar ic;:indir. Farzedelim ki 0 ile 1 arasmdaki reel 
saylla1· cUmlesi saytlabilir olsun: 

ButUn bu hallerde sonsuz peryodik ~killeri kullanarak 
(Bakm1z Kls1m 2.5) bitimli ondahklardan ka~marak bu 
sayllan ondahk ~kilde yazm. Mesela 1/2 0,5 den ziyade 
0,499999 . . . olarak yaz1lmahdJr. BOylece 

olacakt1r. $imdi bir 

say1s1m a~g1daki ~kilde t~kil edelim. b1 1 ile 9 arasmda, 
b, au den farkh olmas1 mecburiyeti harh;, her hangi bir 
rakkam olsun. Benzer ~kilde, b" a:i, den ~ka her hangi 
s1f1r olmayan bir rakkam olsun. Genel olarak, b, au dan 
ba$ka s1f1r olmayan her hangi bir rakkam oisun. Bu sebep­
ten B say1s1 r, den farkh (zira birinci ondahk basamakta 
farkederler), r" den farkh ( zira ikinci ondahk basamakta 
farkederler), ve genel olarak (3 r. dan farkhdJr (zira k inci 
ondahk basamakta farkederler). BOylece ~ r lerin her 
birinden farkhd1r. Fakat (3 0 ile 1 arasmdaki · reel bir 
say1d1r, $U halde bir <;eli$ffiezllge dil~riz. 
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Bu teoremden, mademki 0 ile 1 arasmdaki cebrik 
sayllar say1labilir ve fakat 0 ile 1 arasmdaki say1lar say1-
lamazlar, $U halde cebrik olmayan reel say1larm mevcut 
olmasmm icap ettigi sonucuna var1riz. Bunlar, varhklari 
ooylece ispatlanan, transandant saytlardtr. 

TEOREM C 5. Reel transandant sayilar ciimlesi 
sayalamazlar. 

!SPAT. Reel transandant c;ayllarm saytlabilir oldu­
gunu farzedelim; bunlar 

olsunlar. Mademki reel cebrik sayllar Teorem C 2 geregin­
ce sayllabilir, bunlar a,, a,, aJ, a,, . . . olsunlar, Teorem 
C 4 Un aksine reel sayllar ctimlesi 

gibi dizi halinde listesi verilebilir. BOylece bir ~li$mezlige 
dU$er ve Teorem C 5 tesis edilmh; olur. 

Nihayet, Teorem C 2 ve C 5 i, transandant c;ayllann 
cebrik say1lardan «daha fazla» oldugunu s0yleyerek yo­
rumlayabiliriz. Cebrik saytlarm sonsuz blr dizi hallnde 
listesi yap1labilir, fakat ooyle bir dizi halinde llstelemeyi 
mtimktin ktlam1yacak kadar eok sayida transandant sayi 
vard1r. 

Problem serisi 29 

1. (a) 6 endisli bilttin lineer denklemlerin listesinl yapm. 
ve (b) bu denklemlerin, daha al~ endisli lineer 
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denklemlerin kokleri olmayan, bilti.in koklerinin 
listesini verin. 

2. Pozitif ve negatif, biltiln tek tamsayllar cilmlesinin 
say1labilir oldugunu ispat edin. 

3. a ve b si biltiln tabii sayilar oolgesinde olan a + bx4 
polinomlar cilmlesinin sayilabilir oldugunu ispat edin. 

4. Endisi 5 olan biltiln denklemlerin Jistesini yapm, ve 
sonra eleman 3 e kadar (3) dizisini saglaym1z. 

5. a ve b si biltiln rasyonel say1lar oolgesinde olan a -t- b 
3 ~eklindeki sayllar cilmlesinin sayllabilir oldugunu 
ispat edin. 

6. Bir A cilmlesi sayllabiJir B ve C cilmlelerine ayrlla­
bilirse A nm say1labilir oldugunu ispat edin. 

7. Reel sayllar cilmlesinin {tamamen) 0 ile 0,1 arasmda 
sayJlamaz olduklarm1 ispatlaym. 

8. Biltiln irrasyonel saydar cilmlesinin sayllamaz oldu­
gunu ispat edin. 



SE<;iLMi~ PROBLEMLER l<;iN 

Ob0TLER VE CEVAPLARI 

Seri 1 

1. (a) Yanh~: 1 + 1 = 2. 
(b) Dogru. 
(c) Yanlu~: 1 - (- 1) = 2. 
(d) Dogru. 

• (e) Yanh$: 21 + 22 = 6. ve 6 2 nin tamsay1 bir 
kuvveti degildir. 

2. Sekiz, $Unlardir: 1, 2, 3, 5, 6, 10. 15, 30. 
3. Be$, $Unlardir: l, 2, 4, 8, 16. 
4. 4. 
5. 53, 59, 61. 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97. 

• 6. Ogut. Verilen bird say1smm tam katlar1 olan sayilar 
i<;in iyi bir notasyon bulunuz. 

Seri 2 

l. Evet; q - 7. 7. Hay1r. 
2. Evet; q --- 7. 8. Evet; q = l. 
3. Evet; q - 7. 9. Hay1r, <;Unkil q yegane 
4. Hayn·. degildlr. 
5. Evet; q =- 35. 10. Evet. 
6. Evet; q = O. 11. Evet. 

-182-
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Seri 3 

1. (a), (b), ve (f) dogrudur; (c), (d), ve (e) yanh$br. 
2. BUtUn hallerde dogrudur. 
3. (a), (c), ve (d) dogrudur; (b) ve (e) yanl1$br. 
4. (a) , (b), {c), ve (d) dogrudur; (e) yanl~tlr. 

Seri 4 

6. (a) kapah degildir, (b) kapaluilr, (c) kapal1dlr, 
(d) kapah degildir, (e) kapahdlr, (f) kapahd1r, 
(g) kapahd1r. 

1. (a) 0,25: 
(d) 0,0112; 

Seri 6 

(b) 0,015; 
{e) 2,816; 

Seri 7 

(c) 0,8025; 
(f) 1,2596. 

2. (a) Yanl1$, mesela b = 10 halinde; 
(b) Dogru; 
(c) Yanlu;;, mesela b = 10 haltnde; 
(d) Yanh$, meselA b =-:: 7 halinde; 
(e) Yanl1$, meseUl b = 7 hallnde; 
(f) Dogru. 

"3. (a) Yanh$, meselA 3/ 6 kesri halinde; 
(b) Dogru; 
(c) Yanh$, mese1A 3 /6 kesri halinde. 

4. ab = 0 o1ursa, o zaman a= 0 veya b = 0 (o1ur). 
5 . (b) Evet. 
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Seri 8 

1. (a) 1/ 9; 
(b) 17/ 3; 
(c) 3706/ 9900 = 1853/ 4950 
(d) 9978/ 9990 = 1663/ 1665; 
(e) 1/ 9900; 
(f) 1. 

Seri 9 

1. (a) 0,12; (b) 0,3; (c) 4,8; (d) 10,0. 
2. (a) 0,72999 ... ; (b) 0,0098999 ... ; (c) 12,999 .... 
3. b 2 ve 5 den gayn hi~ bir asal say1 ile bOIUnemiyecek 

0zelligini haiz ve a :+= 0 olan (basitl~tirilmi$) a/ l> 
rasyonel sayllan. 

4. Hi~ biri. 

Seri 10 

7. Rasyonel. 

Seri 11 

1. v3 ve - i2 alacaktlr. 

2. v2ve v2 olacakt1r. 

3. v2ve v3 olacakt1r. 

4. v2ve v2 olacaktlr. 

5. v3 ve 1/v2 olacaktir. 



Se<:llmt~ Problemter kln Oautle1· ve Cevaplan 185 

Seri 12 

1. (a) n=3, c, ~ 15, C2 =-23, C1= 9, c.,=-1; 
(b) n=3, C, 3, C2=2, Ci=-3, Co=-2; 
(c) n = 3, C,1..,,....,. 2, C2 = 7, c, = - 3, c0 = - 18; 
(d) n = 4, c., c 2, Ca = 0, C2 =- 1, Ci =- 3, 

C0 =5; 
(e) n=5, c, 3, c.=0, C3 = -5, C2=6, 

C 1 =-- 12, C.,=8; 
(f) n=4, C, 1, C.,=0, C2 = -3, Ci=-5, 

Cu=9. 
2. (a) evet; (b) evet; (c) evet; (d) hay1r; (e) evet; 

(f) hay1r. 
4. Ogut. Denklemi b ,b2b 1bo Garp1m1 ile Garpm1z. 

Seri 13 

2. Ogut. Teorem 4.1 ile Problem 1 deki sonuGlardan 
birini kullammz. 

7. Ogut. Mesela 2, 2 x 2 -1 = O m bir koktidtir. 

Seri 15 

1. Ca) Ogut. <5) denkleminde e yerine 40° koyunuz, 
ve cos 120 - - l/2 olaym1 kullammz. 

(b) Ogut. Problem l(a) daki sonu~ ile denklem (8) i 
kullammz. 

(c) Ogiit. e c-=-- 10° ile (8) denkleminin birinci k1s­
m1m kullammz. 

(d) Ogiit. Problem l(a) dakl sonu~ ile cos 8 
= sin(90° - 0) 0zd~iglnl kullanmiz. 
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3. (a) Ogut. (1) denkleminde A yerine 36 ve B yerine 
20 koyunuz ve (3), (4), (5) ve (7) denklemlerini 
kullammz. 

4. (a), (b), (c), (d), (i), (k) rasyoneldir. 

Seri 16 

1. (a) Ogut. cos 30 = v 3/ 2 yi kullammz. 

(c) Ogut. cos 45° = v 2/ 2 yi kullammz. 
(d) Ogut. cos 40° nin irrasyonel olma olaym1, ve 

cos 2.35c =cos 70° = cos(90 - 20° ) =- sin 20 J, 
v.s olaym1 kullammz. 

2. (b) Evet. 

Seri 17 

3. Ogut. log m .:__ log n = log mn oldugunu hatirlaym1z. 
4. O{'jut. Diger ~yler meyamnda metindeki Misal 3 ti 

kullammz. 

Seri 18 

1. (a) Ogut. x 2 
- 3 = O nin bir kokildiir. 

(b) Ogu.t. xi- 5 = O nin bir kokildiir. 
(c) Ogut. x' - lOx2 + 1=0 nin bir kokUdflr. Millin 

4 deki denklem (5) e baktmz. 
(d) Ogut. BOIUm 5 deki denklem (6) ya baktmz. 
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Seri 21 

5. (a) Mesela eger r - - - 2 ve s '--- - 3 ise yanh~tir; 
(b) Mesela eger r -, 4, s -- 3, ve c = -2 ise yan-

b~t1r; 

(C) Dogru; 
(d) Dogru; 
(e) Dogru; 
(f) Mesela eger A. = 2/ 5 ise yanl~ir; 
(g) Dogru 

6. 10 <).. < 10. 
8. ( b) Evet. Fark ~udur ki u - v (b) de s1f1r olabilir 

fakat (a) da olamaz. 

Seri 22 

2. (a) l, (b) 3. (c) 4, Cd) 6, (e) 5. (f) 7, (g) 3, (h) 31, 
(i) - 2, (j) -22. 

Seri 23 

1. 2/ 1, 3 / 2, 5.13, 7/ 4, 9/ 5, 10/ 6, 12/ 7, 14/8, 16/9, 17/10. 
2. 3 / 1, 6 2, 9 13, 13/ 4, 16/ 5, 19/ 6, 2217, 25/8, 28/9, 

31110. 
3. Ogut. Bunu Teorem 6.3 den c;lkanmz. 

•s. Ogii.t. ). = , 12 ve n ~ 4 halini goz onUne ahmz, ve 

1 m 1 
--<'A.--<-

8 ,4 8 

olacak $ekilde hie; bir (basitl~tiril~) m/4 kesrlnln 
bulunam1yacag1m tesf6 ediniz. 
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Seri 24 

1. Jt = 4, m = 7. 

2. (a) (b) (c) (d) (e) (f) (g) 

:-1 2 3 4 4 1 3 5 

3 5 7 7 1 4 7 

(h) (i) (j) (k) (1) (m) (n) 

:-1 5 5 5 1 1 1 7 

7 7 7 3 3 3 22 

Seri 25 

1. Ogut. Tamsayiy1 ). dan hemen daha btiyilk ve tam­
say1y1 hemen biraz kticiik allmz. 

3. (a) 3; 2 ve 4/ 3 olacaktir. 
(b) 3 ,2 ve 5/ 3 olacakt1r. 
(c) 7/ 3 ve 9/ 4 olacaktlr. 

4. (a) Onlann hepsi. 
(b) 1/ 1, ve 14/ 10 7/ 5 in irca edilmi$ ~klinden 

ahnm1'tll'. 
5. (a) 3/ 1, 31 / 10, 314/ 100; (b) 3/ 1. 

•s. Ogut. Teorem 6.5 deki ~itsizliklerin ). = 3/ 5 ve 
n > 5 ile her hangi bir m/n in a~gidaki ~kilde 
oldugu gibi dogru 0Jmad1gim ispat ediniz: ). ;.._ min 
ya pozitif veya negatiftir. Pozitif ise en az 1/ 5n 
oldugunu, negatif ise en fazJa - 1/ 5n oJdugunu 
gosteriniz. 

"7. (a) Ogut. Ek B de verildigi gibi, Aritmetigin Temel 
Teoremini veriJen rasyonel sayilann ~it olma­
d1klanmn ispatmda kulJammz. 
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(b) Ogut. Teorem 6.5 deki el)itsizliklerin n i b den 
bliyi.ik olan her hangi bir m/n rasyonel say1Sl 
i~in cari kalam1yacagiru ispat ediniz. 

Seri 26 

1. ( b) Hi~ biri yoktur. 
2. (b) 1/ 1, 2/ 1, 3/ 2. 
3. (b) 1/ 1, 2/ 1. 

Seri 27 

1. 2, 2, 8; ve10-1. 
2. Hayir. 
4. (b) x~ 7 ise lx-7 1=x-7 dir; x~ 7 ise 

I x - 1 l = - x + 1 dir. 
5. (a) x=- 1; (b) x= 2; (c) x = 7 ve x = -1; 

(d) x 'in blitlin degerleri. 

Seri 28 

2. a.1 - W = (a - f3) (aG + asf3 + a.'f32 
+ a,3f33 + a2fi• + «f311 + a·>. 

3. Ogut. f(x) = 0 in her hangi bir kokil f(x)g(x) =0 
in de bir kokildtir. 

Seri 29 

1. (a) 5x = 0, 4x ± 1 = 0, 3x ± 2 = 0, 2x ± 3 = 0, 
x ± 4 = 0; 

(b) - 4, - 3/ 2, - 2/ 3, - 1/ 4, 1/4, 2/ 3, 3/ 2, 4. 
2. Mesela, 1, - 1, 3, - 3, 5, - 5, 7, - 7, 9, - 9, .. . 
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3. O!}iit. u + bJ.:-' iln endisi olarak a t- b y i tarif ediniz; 
sonra verilen her hangi bir endis ic;in sonlu say1da 
polinomlarm mevcut oldugunu gorilnUz, ve hepsini 
saym1z. 

4. :r c 0, 2x 1 = 0, .r.~' ± 1 = 0, x ± x :;_ 0, 
x · ± x~= o. 3:r2 - 0, 2x~ ± 1 = 0, .r.: ± 2 =0, 
2x z ± x = 0, x;2 ± .r. ± 1 = 0, X 2 ± 2x = 0, 
4x = 0, 3x ± 1 = O. 2x ± 2 = 0, a: ± 3 = 0. 

5. Ogut. BUtUn bu saydar cebriktir; Teorem C 3 ii 
kullammz. 

6. Ogut. b ,, b". b ,, .. . B nin elemanlarmm dizi halinde 
listesi olsun ; bu halde A dizi halinde 

b,, C, , b". Cz, b,, C,, · · • 

yazLlabilir. 
7. Ogut. Teorem C 4 Un ispahm takip edin; fakat 

a., , az, , a,lt . . . sayilar1 ~imdiki konumuzda hep 
s1f1rd1r. Arzu edilen Jistelenmemi~ sayllan b 1 = O, 
bz + a12 ve b2 + 0, b3 + a.:i, ve b, + 0, ve genel 
olarak, b, + a i - t ; ve b, + 0 ~rek kurunuz. 
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