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BU YAYINLAR HAKKINDA

Matematigin kendi degeri yaminda, fizik, kimya ve dolayi-
siyle miihendislik ve askerlik gibi pratik sahalara ve bilhassa son
zamanlarda biyoloji, ¢konomi ve haltd sosyal bilimlere yardim:
hizla arttifindan, bu bilim her millet igin hayati bir Snem ka-
zanmighir,

Ote yandan, matematik de bu bilimlerin problemlerini ¢ze-
bilmek ig¢in gerek metod gerek fikir bakimindan geligmek zo-
rundadir,

Bundan dolayr bircok memleketlerde bu sahaya daha fazla
sayida yeni istidatlar1 ¢ekmek ve bunlari erkenden kegfetmek,
en nihayet bunlarin egitimi igin her tiirltt fedakdrhifa katlanmak
en Snemli bir milli effitim siyaseti olmugtur.

Yeni istidatlar: erkenden kegfetmek i¢in dilgiiniilen tedbir-
lerin baginda, matematik kiiltiiriinii genig kitlelere yaymak gelir.

Ikinei Dilnya Savagindan sonra bir gok memleketlerde, geng-
lerin tecessiislerini tahrik etmek ve bunlarin matematik bilim-
lerine kars: ilgilerini arttirmak i¢in yeni bir tip matematik lite-
ratiiril meydana getirilmigtir. Bu cegit literatiirde aranilan dze-
likler kisaca gunlar olmalidir: a) Problem vaz'i suni olmamali,
b) Bunlan anlamak igin fazla Onbilgiye fhtiyag bulunmamali,
¢) Okuyucuyu aktif igbirligine ve bir gseyler kegfetmeffe sevket-
meli. !

Iste Tirk Matematik Dernegti bu cereyan1 memleketimize de
getirmek maksadiyle bu yayinlara baglamig bulunmaktadir. Bu
yayinlar, resmi miifredata bagh ders veya yardime:r kitaplar ol-
mayip, konular1 yukariki premsiplere uygun olarak segilmig eser-
lerdir, Bunlarin anlagilmas: igin lise matematifinin bir kismi
ile okuyucunun sagduyusu ve iyi niyeti kafidir.

Tamamen hizmet olan bu fiegebbfisiimiiziiln mali kaynag,
Milll Egitim Bakanhigimizin ve Ford Foundation’un bagiglaridir.

Tiirk Matematik Dernegi




ONsOZ

Higbir iddia tagimiyan bu eserde, bahsedilen konularin ke-
sin bir izahina rastlamlmiyacaktir. Zira bu, matematikeilere
mahsus bir eser olmayip, ¢ok daha mfitevaz1 bir maksatla kaleme
ahinmigtir. $oyle ki, geometrinin geligimini, ana gizgileriyle an-
latmak istedik, ve bunu da o gekilde yapmaga c¢ahgtik ki orta
Srenimde edinilen kiiltiir seviyyesinden daha yiikseine sahib
olmiyanlar dahi bizi takib edebilsinler. Tabii boyle bir tegebbil-
stin dofuracaffi tiim gii¢liiflin farkindayiz ve bu hususta okur-
larin hoggtriirliglintt diledigimizi gimdiden bildirmek isteriz.

Eski Yunanhlardan bize elementer geometri kaldiffr igin,
fnce onlarin bu alandaki buluglarini hatirlatmakla ige baghyaca-
cafiz. Yunan geometrisinin geligimi birlakim merhalelerle gize
carpar: Puyracoras, Erearitar,” Euxkiempes, Aporronios. Bu
merhalelere dair ltizumlu kisimlar: ihtiva eden birinei bdllime,
Quérerer ve DanpeLiN’in koniklerle ilgili teoremleri hakkinda
bazi bilgiler ekledik ; zira bu teoremler, okuyanlar higbir hay-
rete dilglirmeden, AroLLoNios’un koniklere dair kitabinda da pek
414 yer alabilirdi.

Eski Yunanhlarin faaliyet gosterdikleri devreden sonra, geo-
metride yeni usullerin meydana ¢ikmasini gtrebilmek igin, 17
nei yiizyila kadar beklemek gerekir. Bu yeni usuller arasinda,
ilkbnce, DescarTes ve FERMAT'min koordinatlar usuliinl, ya da
Analitik Geometri’yi sayabiliriz ki bu da ikinei bSlimfin konu-
sunu tegkil etmektedir. lkinei olarak, aymi usuller arasinda,
Desarcues ve Pascal ile birlikte ve Analitik Geometri ile aym
zamanda ortaya ¢ikan izdiigimler usulil zikredilebilir. Fakat




Vil ONsOZ

1zdiigel Geometri’nin bir kurnlma safhasina girebilmesi ¢ok afir
bir tempo ile vaki olmugtur: gercekten, bu bilim dali, ancak 18
inci ylizyiln baglarina dogru, Monce ve L. CarnoT’dan sonra,
PoncerLeET tarafindan bagimsiz bir doktrin halinde tesis olunmug

ve Cuasies tarafindan da gok geligtirilmigtir. Bu geometri de
tiglineli bylimiin konusunu vilcuda getirmektedir.

Dordtincll boliimti, geometri ilkeleri fizerindeki araghirmala-
rin agiklanmasina, beginei boliimii de gurup kavraminin geomet-
riye sokulmasina ayirdik. Hayati, kisa oldugu nispette 1zdirap
iginde gegen, Evariste Gavroms adinda yirmi yaglarinda bir ma-
tematikei tarafindan ortaya atilan bu gurup kavrami sayesinde,
S. Lie ve F, Kieivin cegitli geometrileri makul bir simiflandir-
maya tabi tuttuklar bilinen bir keyfiyyettir. Bu kitabt yazmak
igin dnceden kararlaghirdifimiz sinirlar agmamak istegi de, ELE
CARTAN tarafindan Lie ve Krem'in fikirlerine verilmig olan teg-

milden, ancak kisa bir atif yapmak suretiyle, bahsetmemizi
miimkiin kild:.

Son boliimde Topologi bahis konusudur. Bunu da, F. ENRIQUES
in bir fikrine dayanarak, yini Elementer Geometri’den hareket
etmek ve birbiri ardinca sira ile dnce dogra gizgi, sonra da uzak-
hk kavramlarimi bir yana birakmak suretiyle, ithal ettik. Okur-
larin, daha cok sezgilerinin yardimindan yararlanmak suretiyle

bu geometrinin mahiyyeti hakkinda bir fikir edineceklerini umu-
yoruz.

Bundan sonraki sahifelerde ele alinan teoriler hakkinda ta-

mamlayie:r bilgileri, gerektiffinde okurlar, Bibliyografya kisminda
bulabileceklerdir.

/

Kitabimizda ele aldiklanmizin diginda bahsetmemiz gereken
daha birgok noktalarin bulundugunu takdir ediyoruz. Nitekim,
hiperuzay geometrilerinden olsun, cebirsel ‘geometriden olsun,
nibayet kldsik infinitezimal geometriden olsun, kisaca bahsettik.
Bu geometriler arasinda bagta kaydettiklerimizden, bagka bir






CEVIRENIN NOTU

Kitabin asli, ¢ok acele yazildiff1 izlenimini uyandirmakta-
dir. Ogyle ki farkli baskilarda aym dizgi yanhglar: tekrarlanmig-
tir. Ornegin (compatibilité - bagdagabilirlik) kelimesi gerek me-
tinde gerek kitabin sonundaki (lgindekiler) kisminda, ayr: ayn
baskilarda, hep (comptabilité - muhasebe) geklinde dizilmigtir.
(Cok taninmig baz1 matematikeilerin adlarinin ilk harfi tiirlii bas-
kilarda, hep aym gekilde hatali yazilmigtir. Meseld e CARTAN,
A, CarTAN olmugtur. Sekiller de, tatmin edici olmaktan cok uzak-
tir. Bu tiirldl ve daha bagka eksikliklerine ragmen, L. Gopeaux

tarafindan yazilmig bulunan bu eserin okurlara ¢ok yararh ola-
caffi kanisindayiz.

Aranilan konularin kolayhkla bulunmalarini temin amaciyle,
¢evirinin bag tarafina bir (Alfabetik Konu Indeksi) ni ekledigi-
miz gibi, sonuna da eserde adi1 gegenlerle ilgili bir indeksin bu-
lunmasini uygun gdrditk. Sekilleri oldugu gibi birakmaga da pek
gonliimiiz raz1 olmadi. Hepsini yeniden, bazt ildvelerle, cizdik.
Kitabin ashnin hazirlandig: tarihten bu yana, ayni alanda pek
¢ok eser yayinlandify igin, bunlarin en Onemlilerini, kisa bir
Ek Bibliyografyada suma@ yararhi bulduk,

Sadeceé kendi hatamiz yiiziinden gdziimiizden kagan ve ilk
bakigta farkina varilabilen birkag¢ dizgi yanlig: i¢in de ayriea bir
cetvel hazirlama yoluna gitmedik.

F. §.
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BIRINCI BOLUM
i . ELEMENTER GEOMETRI

1. Geometrinin dogusu. Ilk geometrik aragtirmalar genel-
Ilikle Misir ve Babillilere atfolunur.

Misirda Nil nehri dolayisiyle husule gelen su basmalarinin =

periyodik bir tarzda vaki olugu, arazi Slelimil ile meggul olan
qkimse]eri, bu arazinin sinirlarini her yil yeni bagtan ¢izmek zo-

runda birakiyordu. Fakat Misirhlara héis olan Geometri, teeriibi
bir karakter tagiyordu, kullamlan formiilller de ampirikti. Nite-
kim, kenar uzunluklari a, b, ¢, d olan bir ddrtgenin alanini he-
saplamak i¢in onlar
1 - ate b+d

2 2

formiiliinti kullamiyorlardi; halbuki bu formiil, bahis konusu dért-
gene ait agilarin dik agilara yakin olmalar: nispetinde yaklagik
1 bir deger verir.

Bunun gibi, kenar uzunluklari a, a, b olan bir ikizkenar
figgenin alani, onlara gire
a+b
2
formiilil ile belli oluyordu, halbuki bu formiiliin temin ettigi yak-
~ lagiklik, @ nin b den biiyiik olmas: nispetinde ehemmiyetlidir.

Yarigapt R olan dairenin alani da

(lg)? R!

9

~ formiildi ile hesaplaniyordu ki bu da ¢gember gevresinin ¢apa orani
olarak: 3,160¢... degerini veriyordu.

L
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Migir matematifgi hakkinda bildiklerimizin ¢ofu kismi, Rux
papiriisiiniin EseNLonRr tarafindan yapilan terciimesine dayan
miistensth AuMES’in Hesap Elkitab’ndan baska bir sey olmiya
bu papirits, M. 0. 1700 il 2000 yillarina aittic. Moskova da m
hafaza edilen bagka bir papiriisiin son zamanlarda yapilan t
climesi sayesinde STruve girddl ki Misirhlar hem kiire yiizeyi
hem de eksik piramidin haemim hesaplamasmni biliyorlardi.

Babilliler de, muhtemelen gene arazi dlglimiinden ve tic
ihtiyaclardan dogma, bazi matematik bilgilere sahibdiler. Muh
melen M. 0. 2000 yillarina ait olan ve Brrmism Museum’da m
hafaza edilen bir yontma tag {izerinde, bir ikineci derece denk
minin, hattd bir ikikat kareli denklemin ¢bzlilmiine irca olun
bir takim problemler vardir '),

Bir dik figgenin hipoteniisiiniin karesi ile ilgili teoremi
bazi zel hallerde; Hindliler tarafindan da bilindigi saniliyor.

Misirhilarin ve Dugulularin matematik bilgileri, ticari al
verigler sayesinde Eski Yunanistan’a intikal etti. Misir geometri
sinin Eski Yunanistan'a sokulmasi hususu, M, (. 600 seneler
civarinda yagiyan ilk Yunan geometricilerinden Tuares’e atf
lunur.

2. Pythagoras Geometrisi. M. O. 572 seneleri civarind
Sisam adasinda dilnyaya gelen Puyracoras, Kroton’da sonrada
gok taninmig bir okul Ikurdu; buranin hem ilmi hem de felse
olan Ofretimi baglangicta gizli ve mistik bir vasif tasiyordu
fste bu okulda, muhtemelen ilk defa olarak, Geometri artik sades
ce tatbikat: bakimindan yayulmadi, istididli bir gekle de sokuldu.

) F. Tumeau—Daxcing L'équation du second degré dans la mlﬂaémq
tique babylonienne, d'aprés une fublatie inidite du British Musewmnt,
—Buirist Museos'da bulunan ve hakkinda henfiz yayin yapilmamis olan bir
yontma taga gre, Babll matematiginde ikinci derece denklemi — (fevue
d'Assyriologie, 1936, 8, 27 48, ve Tevtes malhdmatiques babiloniennes
Babil'e alt matematik tekstler, (aym dergi, 5. 656 -84).
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Paur TANNERY'ye giire, muhtevasy EukLEDES'inkine oldukea
benziyen bir PyTHAGORAs geometrisi kitabi muhtemelen vardi.
Fakat bu kitapta nokta, ¢izgi ve yiizey kavramlar: tamamiyle
farkh bir mahiyette idiler. PyTHAGORAS'a gire nokta, henuz bi-
zim geometrimizdeki boyutsuz nokta degildi; bu, kilglik kum zer-
resini ampirik olarak sezigimizes uyacak tarzda dilgliniilen boyutiu
bir nokta idi; buna monad veya bir durumu haiz birim denili-
yordu. Bir ¢lzgi, monadlardan miitegekkil bir dizi, yini bir nevi
¢ok ince tel geklinde dilgliniiliiyordu; bir ¢izginin hareketi neti-

| cesinde meydana gelen bir yilzey, az ¢ok kalinhiffi olan bir Urtil
| idi.

PyrracorAs Geometrisinde, biri m tteki de n sayida monad:
ihtiva eden iki dofiru pargasinin uzunluklarimin orami m:n ye
egitti; biitlln uzunluklar ortak dlglimlit idi ve Geometrik Oranti-
lar Teorisi de bu esasa gdre kurulmugtu.

Bununla beraber, Pyrnacoras teoremi —yani «Bir dik fig-
gende hipoteniisiin- karesi, diger iki dik kenarin karelerl topla-
mina egittir.» teoremi— monad kavrami fizerine kurulmus olan
geometriyl yikacak delili saghyacakti.

m ve n aralarinda asal iki sayiy1 gstermek ({izere, hipote-
nilsiiniin dik kenara orani m:n ye egit olan bir ikizkenar dik
liggeni nazar1 itibara alalim., Bu halde, hipoteniisiin karesi ile
ilgili teorem

mr=2n'

sonucunu gerektirir. Bu takdirde m nin bir ¢ift sayr olmas: la-
zimdir, dolayisiyle m®, 4 iin katidir. Buna gore n ¢ifttir ve her
iki say1, hipotezin tersine, aralarinda asal iki say: degildir. Bu
geligme gbsterir ki ikizkenar dik figgenin hipoteniisii ile dik ke-

nari, bagka deyimle, bir karenin kdgegeni ile kenar: ortak Olgiim-
It degildirler.

Uzun zaman gizli tutulan bu bulug, MeraronTioN'lu Hippasos
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tarafindan agiga vuruldu. Rivayete gire, bu olay fizerine Kzo-
tox’daki okuldan kovulan Hippasos bir deniz & e Bl
suretiyle Tanrilar tarafindan cezalandinildi.

3. Elea Paradokslan. Tirene denizi kiyilarmdaki Elea adh '
bic Yunan gehri, baghea miimessilleri PARMENIDES ve onun yetig-

tirmesi Zenon’dan ibaret bulunan bir okulun mark&l idi. Par-

MmENIDES, M (). 50U senesi civarinda Elea'da dilnyaya geldi; byle

aniliyor ki nokta, ¢izgl, ylizey ve genellikle G 4 qakill'erinin 3
bir ideal varhifa sahib olduklarinin ilk farl s

idi. EukLEmEs'de rastlanan agafdaki !uiﬂ', Prokros opna atfeder
nokta, kisimlart olmiyan seylir.

{Istadinin fikirlerini savunmak amaciyle, Zexox, zamani-

kadar sohretlerini muhafaza eden dort .pcradok;u ortaya

atti; biz burada ancak, sadece Geometriyi ilgilendiren ilk ikisini
stz konusu edeceffiz :

miza

1. Hareketli bir nokta, bir A noktasmdan bir B noktasina |
gidebilmek igin, Onee AB dofiru pargasinin C orta noktasindan
sonra CB dofru pargasinin D orta noktasindan, ila.. . gymek zo:

rundadir; ve bu harekete ila nlhnse devam edecektir. Su halde
B ye asla varamiyacaktir.

2. Ayagina gabuk AxiLLEss kendl-indan biraz ilerde bulunan
kaplumbagay! hicbir zaman yakaliyamiyacaktir. Zira, farzede-
lim ki Axiievs kaplumbagiadan 100 metre num“'“ ondan
0 kere daha hzh kosabilmektedir. Efar baglangigta Amuu:A
da kaplumbagia da B de bulunuyorlarsa, Axmreus B ye vardi
saman, kaplumbaga da 10 metre katetmig olacak ve C 1
cektir. AxiLLeus C ye gelince, kaplumbagia da 1 metre h::ﬂ::.

lemig bulunacak ve bu, bbylece nihayetsiz bir
iy gldbakitr. y sekilde devam

Paur TANNERY'ye gire, bu doks
’ para lar, Pyruaconras’cilars
his fikirlerin abese ireat seklinde telakki ol;nmﬂmrlu l:‘ ad
on
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denilen gey varsa, her dogrn pargasi bir ¢ miktarindan daima
bllyiiktiir ve sonsuz sayida dogru parcasinin toplami sonsuzdur;
iste Zexon paradokslar: biyle bir hipotezin manasizhiffini gisterir.

Siras1 gelmigken, ZeutHEN’le birlikte, gurasim da kaydede-
lim ki Zenon paradokslar: bir geometrik dizi toplamimin bilindi-
gini tazammun eder. Birinci paradokstaki AB uzunlugu birim
olarak alindig: takdirde

-1 1 l LR R ]
1_2+4+s+ ;i
dir,

Ikincisinde de

100+10+1+ 55 -|- +--.—-mo+—- :

veya her iki tarafi 100 le bdlerek

g5t ios o =143

dur,

Esagen Elealilar tarafindan yapilan tenkid monad kavrami-
na dldiiriictt darbeyi indirdi ve pek az bir siire sonra bu kavram
Yunan Geometrisinden kalkti.

4. Eukleides Geometrisi. Euxkremes M. 0. 800 senesi eci-
Varinda Iskenpertye’de yagiyordu. Onun, bu giin dahi dgretimi-
mizin temelini teskil eden Eleman’larinda, Aritmetik ve Geo-
metri’nin esas kisimlari, belirli sayida birtakim ipotezlere daya-
Dilarak, mantiki bir gekilde izah edilmektedir.

Eukiemes’in eseri onli¢ kitaba blilnmiigtar : ilk dordfi Dilz-
lem Geometri ile ilgilidir, begincisi bilyiiklitkler ve bunlarin
oranlari hakkindaki genel teoriyi ihtiva eder ve bu teori altinci
kitapta Diizlem Geometriye tatbik edilmigtir. Bundan sonraki
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fi¢ kitap aritmetige, onuncusu ortak Sl¢limsiiz sayilarin tasnifi-

ne, ve nihayet son ti¢t de Uzay Geometrisine tahsis olunmugtur.

Euxkremes Geometrisinin dayandiffi hipotezler fig -tlirlidir:
tammlar, postiilatlar ve aksigomlar. Netice itibariyle en tnemlileri

sayilabilen ve birinei kitapta bulunan hipotezleri stz konusu ede-
cefiz.

Once gu noktayl kaydedelim ki Eukiemes’in verdigi ta-
mimlar, tammlanan nesnelerin varh@inl highir zaman tazammun
etmez, Esasen bu tamimlarn bir¢ogu miibhemdir. Meseld dogruyu

tammlarken, Euxiemes, ashna bakilirsa, sadece dofru denilen
glzgilerin varhim sdylemektedir. Ancak ilk postiilatlarin ifade

edilmesi sayesinde daha etrafhca bilgi sahibi olunacaktir.

Eukieioes tarafindan vazedilen tamimlardan birkag: goyledir:
Nokta, kisimlart olmigan gegdir.

Cizgi, fﬂl"uﬂ olmigan bir uzunluktar.
Bir ¢izginin uglart noktalardan ibarettir,

Yiizey sadece uzunluk ve genigligi olan seydir. Bir yiizeyin

i
uglart gizgilerden ibarettir. Dofru her noktasinda kendisinin agnt
kalan gizgidir.

Diizlem, iizerinde bulunan biitin dogrulara gére aym kalan
yﬁug'.‘ﬁr.

Bir dofru, bagka bir dofru ile egit komsu apilar wacada geti-

rirse, asit apilardan her biri bir dik agidir ve ilk dogfru ikinciye
diktir, denilir.

Paraleller bir diizlemin &yle dogrularidir ki nihagetsiz bir se-
kilde uzatildiklart zaman birbirlerini kesmezler,

Postulit’larin sayis1 begtir.

1. lki noktadan bir dogru gesirilebilir.
1. Swmrly bir dogru nihagetsiz bir sekilde uzatilabilir.
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111, Merkezi ve yaricapt verilen bir cember gizilebilir.
IV, Biitiin dik agilar birbirlerine egittir.

V. Bagka iki dogruya kesen bir dogru, bu iki dogru ile agn
tarafta, toplamlar: iki dik apidan kiigiik i¢ apilar meydana getirirse,
iki dogru veya bunlarin uzantilari, i¢ agilarin toplam iki dik agrdan
kiigiik olan tarafta kesisirler.

Daha tnee sbyledigimiz gibi, ilk iki postulat, iki noktanin
bir doggru belirledigi ve dogrunun sinirsiz oldugu hususlarim ke-
Sin bir gekilde tasrih ederek dogru kavramini uyd‘mlatlrlar.

Beginci postulat, EUKLEIDES postulit: adi altinda taminmig-
tir; hem daha Snceki postulitlara dayanarak beginci postulat: is-
pat etmek igin yapilan tegebbiisler, hem de bu tegebbiislerdeki
blmuu.hgm, geometrinin kalkinmasina sebep olugu yiiziinden
bu beginei postulat pek taninmgtir.

Bilylikliikleri inceleyen biitiin bilimlerde aksiyomlar ortaktir;
bunlarin sayilar sekizdir.
1. Ayni bir geye esit olan gsyler birbirlerine esittir.
Il. Esit geglere esit seyler eklenirse, toplamlar esit olurlar.
1I1. Egit olmiyan seylere esit seyler eklenirse, toplamlar esit .
olmazlar.
IV. Esit seylerden esit seyler gikarlirsa, kalanlar esit olarlar.
V. Esit geylerin iki katlary esittir.
VI. Esit geglerin yarilar: esittir.
VIL. Birbiri iizerine konulabilen seyler birbirine egittir.
Vi, Biitiin, pargasindan biigiiktiir.
lllk!e:::u,:::lj;:?{l: EukLEmpes bu aksiyomlar yardimiyle bilyiik-
mamlamaktadir. Hususiyle, yvedinei aksiyom,

Heometrik gekiller arasindaki egitligin, birbiri lizerine konabilmek
suretiyle ispatianacafini gostermektedir.
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5. Agimn iige bilinmesi. M. O. V inei ylizyildan itibaren
Yunanhlar, sonradan cok meghur olan, su fi¢ problemle ufragti-
lar: aznin iige bdliinmesi, kilbiin iki kat kilinmasi, dairenin karelen-
mesi. Bu problemleri, cetvel ve pergel yardimiyle yapilan gizim-
Jerle gbzmek istediler. Halbuki ancak yakin zamanlarda, sz ko-
pusu problemlerin bu cegit gizimlerle ¢dzlilemiyecedi ispat edile-
bildi, bununla beraber Yunanlilarin bu husustaki aragtirmalari
boga gitmedi; bu sayede bazi efriler incelendi. Belki de konik

kesitlerin ilk defa tetkiki keyfiyetini bu aragtirmalara baglamak
yerinde olur,

Agqmin iige bilinmesi problemi, verilen bir agiy i egit par-

caya bolmekten ibarettir. Yunanh Geometriciler tarafindan ileri
siirfilen ¢dzlimlerden figlinll gdzden gecirelim :

1. Og egit pargaya bOlinmesi gereken agi < AOB olsun
(Sek. 1). B den OA ya BC dikmesini indirelim, sonra B den OA

Sek. 1

mn BE paralelini gegirelim, nihayet O dan itbaren syle bir OF
dogrusunu ¢izelim ki DE dogru pargasinin uzunlogu 2.08 ye egit
olsun. Buna gore, DE nin orta noktas: F ise

OB = DF =FE = BF

dir, ve dolayisiyle 3 BOE, < BFO agulan birbirine egittir. Bun

lardan sonuncusu, <€ BEF agisimin iki katina, yani AOE agsinu
iki katina egittir. O halde
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& AOE = “:? + AOB
die.

Bbylece problemin g¢dziimil, iki BC, BE dogrusu arasina, O
dan gecmesi gereken bir dogeu Gizerinde, verilen bir DE=2.08
Uzunlufunun yerlestirilmesine irca edilmig oluyor.

BC yi D’ noktasinda kesen herhangi bir dogru O dan geci-
Filir ve bu dogru fizerinde D’ den itibaren OD’ ydniinde bir
D'E’ = 9,08 uzanlugu ahnirsa, E’ niin geometrik yeri Nikomepes
Konkoidi denilen bir egridir; bu ogri BE yi E noktasinda keser.
Bu defa problem, bir dogru ile bir egrinin arakesitini bulmaya
irca edilmigtir. Bu ef@iri, kolayca tasavvur olunabilen mekanik
bir alet yardimiyle esasen silrekli bir ¢izgi halinde gizilebilir.

2. Ug egit pargaya bolenmesi gereken ag1 gene <= AOB olsun
(Sek. 2). Merkezi O olmak fizere, a¢inin kenarlarini A, B nok-
talarinda, ve 40 nun uzantisini da C de kesen bir gember gize-
im. Bu gemberi D de ve AO nun uzantisi da £ de kesmek
Uzere B den syle bir dogru gegirelim ki ED= OB olsun. OED,
BOD u¢genleri ikizkenar olduklarmdan

Y AEB=L 4y 0pB=1 3 DBO
dl.lr.. i 2 -

O dan, gemberi F noktasinda kesen ve £D ye paralel olan
Yu gegirelim. Bu takdirde

FAOF = & AEB = & DBO = ¥ BOF = 4 AOB
dir,

J Burada da problem bir gerlestirme’ye, yini B den gegen bir
Ofru (zerinde bulunmak izere, DE=0B uzunlufunun, AO
dogrusu ile gember arasina yerlegtirilmesine irca edilmistir.

Eger B den, 40 y1 £’ de kesen bir dogru gegirilir ve £’
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den itibaren bu dofiru ilzerinde ve E’B yoniinde bir E'D"=0B

uzunlugu alimirsa, D’ nln geometrik yeri cemberi D de kesen
ikinel bir konkoiddir. . .

Bu suretle kargilaghifnmiz iki konkoid bir nevi birbirinin
tamamlayieisidir. Gergekten, tneeki gekilleri bir tarafa birakarak,
bir O noktasiyle bu noktadan gegmiyen bir » ‘dogrusunu ele ala-
hm. O dan gecen ve r yi P de kesen bir p dofirusu iizerinde,
P den itibaren ve P nin her iki tarafinda, verilen bir uzunlufa
esit PM, PM’ dogru parcalarim alalim. Farzedelim ki, PM’ par-
casimin yonii, P den O ya giden ydndiir. p dofrusu defigtigi tak-

dirde, M noktasi birinei ¢izimde kullanilan konkoidi, M’ noktas
da ikinci gizimde kullanilan konkoidi gizer.

3. Parros tarafindan nakledilen figlinet bir ¢izimde, kon-
koid yerine bir ikizkenar hiperbol kallamlmaktadir.

{J¢ esit pargaya bollinmesi sz konusu olan < AOB acisint
yeniden ele alahm. (§ek. 3). B den 0A ya BC dikmesini indire-

D B
E
H
(ST SR |
Sek. 3

lim ve kenmarlari OC, BC olan OCBD dikddrtgenini tamamhya-
lim. B den Oyle bir BF dogrusu gegirelim ki bunun dzerinde 4O,
OD dogrulannin ayirdifs EF dogru parcasinin uzunlugu 2.0B ye
esit olsun. Nihayet EF nin orta noktasmna da G diyelim. <~ OFE
agiel, << OGB aqmnin yarisina, yani < OBG agisinin yarisinga
egittir. Ote yandan, <" OFE, 4 DBE agilar egittir ve nihayet
< 0BD ags, verilen < AOB agisma egittir. Buradan da < OFE
aqsin, 5. AOB nin Ggte birine egit oldugu neticesi qikanlir.
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Bu anlagildiktan sonra, D den BF nin ve F den de BC nin
Daralellerini gegirelim; bu iki dogru A da kesigirler. Benzer BCF,
BED uggenlerinden

CF__BC
BD ™ DE’
buradan da
CF-FH=0C-CB
Sonuen gikarilir.

OC ve BC sabit tutulduguna gre, A/ noktasi; asimptotlar
CF, CB olan bir 4 ikizkenar hiperbolil iizerindedir. Bu hiperbol,
CB=0D oldugundan, D noktasindan da geer. DH dogru par-
fas1nin uzunlogu EF = 2.0B dir; dte yandan, B noktasi segildi-
#flne gore, D noktas: belirlidir ve A noktas: da merkezi D ve
yaricap: 2.0B olan ¢ember ilzerindedir.

H noktas, 3 ikizkenar hiperbolii ile biraz Snee bahsedilen
Yemberin arakesiti olarak belirlendigine gore, F noktas: belirlidir
Ve problem gOzilmigtiir.

Ik iki gizimde oldutu gibi, bu figlinell ¢izimde de problem,

Bace bir yerlegtirme’ ye, sonra iki egride ortak bir noktanin belir-
lenmesing irca olunmugtur.

6. Kiibiin iki kat kilnmasi. Kiblin ikikat kihnmas: prob-

leminde, hacmi, verilen bir kibinkinin ikikati olan bir kibiin
insag: bahig konusudur.

Verilen kiblin ayrit: uzunluk birimi olarak alimirsa, ikin-

=12
denklemini gtzmek suretiyle elde edilecektir.

H“m.“*m daha genel olarak bu problemi, hacmi, a* kn;e

tabanl ve b yitkseklikli bir dik paralelyiizlinkine egit bir kiiblin
ingasing, yani
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=g

denkleminin ¢bziimilne ireg etti.

HIPPOKRATES, verilen a, b dog

fU4 parcalart arasina jki L2
orantili ortalarinin yerlegtirilm

esiyle, yani
(1)

Problemin sonyeg haglanacagini kayd-
etmektedir,

ARKHYTAS da by problemi,

birazdan jzap edilecegi gekilde,
bir kesik ¢izginin bir a¢l igine

¢izilmesi Problemine irea etti.

Bir 9 A0B agisim dligiinelim (Sek. 4) ve A dan OB ye AX
X
&
o Y A
' Sek, 4

04 :'OX-_:ox;oy‘
ve benzer OXY, Oyg licgenleri de

00X : 0}’-_—.0}':03
egitliklerini verirler,
Efer

' OA:‘“' OB'-'—‘b, 0X=x‘

dersek, (1) bagintilariy, buluryg,

OY——_-y
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Su halde problem, OA ve OB uzunluklar1 bilindiffine gore,
tyle bir <4~ A0B acisinin bulunmasina irca edilmig olur ki bunun
Igine AX Y8 kesik ¢izgisi gizilebilsin. Bu giziml bilfiil yapabil-
mek jgin Yunanlilar birtakim mekanik aletler diiglindiller, Cok
daha sonralari, Descarrtes, Geometri adli kitabinda, bunlara ban-

‘Zer bir alet tasavvur edecekti.

HirpokrAaTES’in orantil ortalar probleminl, MENECHME, ara-
kesitlerini aradiffi konikler yardimiyle ¢tzdli. Bu hususta Me-

NECHME tarafindan yapilan gizimleri, asagida modern dile gevi-
Tiyoruz :

(1) Bagintilarindan
(2)

x*=ay, y'="bx, xy=ab
egitlikleri ¢ikarilir,

Ox, Oy birbirine dik iki eksen olsun. (2) denklemlerinden
birincisi, tepesi O ve ekseni Oy olan bir parabold gdsterir; ikin-
ciel tepesi O ve ekseni Ox olan bir parabolll temsil eder; sonun-
¢usu da asimptotlar1 Ox, Oy olan bir ikizkenar hiperboliln denk-
lemidir., HippokraTes problemi, ya yukarikiiki karabollin arake-
sitini, yahut da ikinci parabol ile ikizkenar hiperboliin ara kesi-
Sitini diiginmek suretiyle, Menecume tarafindan ¢bzaldil.

7. Dairenin karelenmesi. Dairenin karelenmesi problemi
Yunanlilay tarafindan iki bakundan ele alinmigdi. Bir yan-
den, yarigap: verilen bir dairenin alanma tekabill eden degeri
hesapla bulmak istamiglerdi, ki bu da daire cevresinin gapina
olan oraninip defferini aramak demektir. Ote yandan, alam, ve-

rilen bir dairenin di’mm_g;jt bir kareyi grafik olarak c¢izmege
Caligmiglard,,

" Problemin birinei tarzda anlagilmas: keyfiyetine gelince, ta-
n'flyle problemin ¢iziimilne dairenin i¢ ve dig gokgenlerinin dii-
#linilmesi ile girigildi. Bu hususta kesin bir sonucun elde edil-

mesi ArkuiMEDEs'le (M. (). 287—212) baglar.
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Dairenin 8lgiimil adh kitabinda ARKHIMEDES Once gu keyliyeti
jspatile ige baglar: Bir dairenin alani, tabam dairenin gevre uzun-
luguna ve yiksekligi de dairenin yaricapina egit bir tiggenin ala-
pina egittir. Boylece dairenin karelenmesi meselesi, dairenin
cevre uzunlufunun gapa olan orammn hesaplanmasina irca edil-

mig olur ki halen bu oran = ile gbsterilmektedir. Bu maksatla

ArksiMeEDES, her biri 96 kenarh bir i¢ bir de dig cokgen dilgi-
niir. Bunlardan i¢ ¢okgenin g¢evre uzunlufu B% kere captan bii-
1
ylktiir ve dig ¢okgeninki de 3 T kere captan kiigitktiir. Buna

gbre = sayist B% ile 317 arasindadir,

Problemin ikinei tarzda ele alinmasi keyfiyeti de, daha bn-
ce stz konusu edilen problemlerde oldugu gibi, Yunanhlarin
yardimer egrileri diiglinmelerini gerektirdi. Bunlardan karelegici

denilen bir tanesi transandant bir egridir ve dik koordinatlarda
denklemi

n
=3t —_—
rR\v—

geklinde yazlir.

Ancak 1882 yilinda, HermITE'in bir usuliin@i kullanan LiN-

DEMAN (1852—1919) # sayisinm hicbir cebirsel denklemin kakil ol-

madiiny, yani = nin bir transandant sayidan ibaret bulundugunu

ispat ettigl vakit sabit oldu ki cetvel ve pergel yardimiyle dai-
renin karelenmesi imkinsizd:,

Bu tirlil diglinceler dolayisiyle geometriciler, yalniz cetvel
ve pergel kullanmak sgartiyle grafik olarak ¢bzillebilecek prob-

lemleri incelemef@ie koyuldular, Bu kategoriye sokulabilecek ve:

gine problemler cebir yolu ile ancak birinei ve ikinei dereceder
denklem sistemlerinin ¢dziimilne irea olunabilenlerdir, Bunlardas
gayri problemlerin grafik olarak ¢bziilebilmeleri igin, daha kar
gik aletlerin, meseld daireden baska eﬂl‘uﬂ,l de ¢izmefle yariyal
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ve kiirvigraf denilen aletlerin kalllanilmasi gereklidir. Igte
Yunanhlar tarafindan ele alinan ve biraz Once sbz konusu edilen
lig problem hakkinda bilhassa bu hal varid olar.

Modern aragtirmalar gbstermigtir ki cetvel ve pergel yar-
dimiyle grafik olarak c¢bzillebilen problemler, birbirine paralel
iki kenar1 haiz bir cetvel, yini bildigimiz cetvelle de ¢dzillebilir.

Uggen geometrisi f{izerindeki c¢abigmalariyle ok taninmig
olan E, Lemoisg isimli bir fransiz mhendisi, Geametrografi adi
altinda, cstvel ve pergzl yardimiyle ¢bdziilebilen problemler igin
bir sinama yolu dilgiindii.

LemoiNe bu hususta gu beg iglem semboliinil ithal ediyor:
R, : Bir cetvelin kenarini verilen bir noktadan gegirmek.
R,: Bir cetvelin kenarn boyunca bir dofru gizmek.

C.: Bir pergelin sivri neunu verilen bir noktaya koymak.

C,: Bir pergelin sivri ucunu, verilen bir dofrunun igaret-
lenmemig bir noktasina koymak. '

Ci: Bir pergal yardimiyle bir cember ¢izmek.

Verilen bir problemin grafik ¢tziimiinde bu islemler birkag
bahis konusu olabilirler. Farzedelim ki her biri sirasiyle

Ly 1y, m,, my, m, kere bahis konusu oluyor. Bu takdirde elde
edilecek ¢oziim

defa

11R1+!!Rt+mlci+ mic!+mlcl

sembolind haiz olacaktir.

Cizimin basitlik katsagis:, blitlin iglemlerin bahis konusu
Qldugu

f!+’!+ml+m!+ml

t
loplm‘ Ve dogralak katsagis: da, daha ziyade ressamin el usta-

‘E10a bagh iglemleri ilgilendiren

r-_ e
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l; -+ m, + my
toplamidir.

En iyi gizim, imkin nispetinde kilglik basitlik ve dogruluk
katsayilarini sagliyan gizim olacaktir. (Bu hususta daha etrafll
pilgi igin E. LemoNE’in La Géométrographie ou art des cons-

tructions géométriques - Geometrografi veya geometrik gizimler

gan’ati-, Paris, 1902 adli eserine bakinmz.)

8. Yunanhlann konik kesitlerle ilgili ilk aragtirmalar.
Evvelee gordiigiimiiz gibi, Yunanhlar konik kesitleri, bir agmn
fige boliinmesi ve bir kibiin ikikat kilmmas: problemlerinde kul-

Janmiglardi. Bu egriler dnce bir donel koninin kesitleri olarak
tarif edildiler.

Tepe agisi @ ve tepesi S olan bir A donel konisini ele ala-
lim. Bu koninin bir anadofirusu s, buna dik olan ve S tepesin-
den ge¢miyen bir diizlem de o olsun. Yunanlilara gore, A koni-
sinin o diizlemiyle arakesiti, tarif geregince, bir y konik kesiti-
dir; onlar 4 nin difer diizlem kesitlerini itibara almiyorlardi. @
agisiin dar, dik veya genig olmasina gore y egrisi bir elips, bir
parabol veya bir hiporboldir. Zaten Arorronios’dan Once bu
efgriler bu gekilde adlandirlmiyorlardi; o zamanlar bunlara dar

agih, dik agili veya geniy a¢ili koninin kesitleri deniliyordu.
Hattd ArxuiMeDES bile bunlam hep bu isim altinda ele alir.

Konik kesitleri incelemek figin Yunanhlar bunlarin tarifin-
den karakteristik bir planimetrik dzelik qikariyorlardi. Elips ha-

linde, Yunanlilar tarafindan takib edilen yolu agagida gosteriyo-
raz :
s anadogrusundan ve koninin ekseninden gegen x dfizle

miyle o dizleminin ara kesidi, 7 koniginia a ile gosterilen bi
simetri eksenidir.

(39“-. 5) koninin z diizlemiyle kesitini gbstersin ve konini
z  diizlemindeki anadofrulariyle o diizleminin ortak noktalal

S
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A4, B olsun, O gartla ki SA dogrusu s anadoffrusundan ibaret bu-
lunsun, (Buna gdre SA ve AB dogrulari birbirine diktir), A4, 8
noktalar1, y elipsinin a ekseni fizerindeki tepeleridir. AB nin
koni ekseni ile kesim noktas: L olsun.

AB dofrusunun herhangi bir P noktasini ele alahm ve P
den « diizlemine gikilan dikmenin koni ile kesim noktalarindan
birisi M olsun. M noktas: y konigine aittir.

P noktasindan koni eksenine dik olarak gegirilen diizlem
koniyi L’ merkezli y* cemberi boyunca SA ve SB yi de sirasiyle
A, B noktalarinda keser. (Jemberin bilinen bir bzeliffi gereffince

©) PM’ = A'P-PB’
dfl.l'.

’ 'A dan, SB yi C ve SL yi de C" noktasinda kesmek {izere
A'B" ntin paralelini gecirelim. APA” ve C’AL benzer ti¢genleri

AP:LA=AP: AC’

bagintigin, verirler.

S el LRl
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9. Apollonios’un konik kesitleri. ArovLrosios, —262 yil-
larina doffru Anadoluda Perca gehrinde dlinyaya geldi; hayatinin
bliyik kismim Iskenperivve’de, Eukiembes’in yerine gegenlerin
Yaninda gegirdi. Konik kesitlerl fizerine, ancak yedisi elimize
gecebilen sekiz kitaplik bir eser hazirladi. lik dort kitap konik
kesitleri teorisinin esaslarim ihtiva eder ; bundan sonrakiler baz
0zel meselelerden bahseder; Urneffin, begineisi normaller proble-
mine ve dzel olarak bir koniffe diizlemindeki bir noktadan gizilen
Bormaller problemine hasredilmigtir.

~ Konikler teorisindeki ®nemli ilerlemeleri AroLroxios'a
borgluyuz ; bu geometrici, kendisinden Once gelenlerin ok dar
anlamli tanimin bir yana birakarak, ¢ember tabanhi bir koninin,
tepeden gegmiyen herhangl bir diizlem kesitine konik adim ver-
mektedir, .

Bir o" dilzleminde bir y* gemberi ile o digjinda bir § nok-
tasin ele alalim. S den, y* ye dayanan dogrular: gegirelim ; bSy-
lece Arorronios’un iki yaygsimi da kaale aldigi, S tepeli ve
(eémber tabanli bir A konisini elde ederiz. A konisinin § den
8e¢miyen herhangi bir o diizlemi ile kesiti, tamim geregince
bir » konigidir. Koninin iki yaygisini da ele almasi keyfiyeti
AroLronios’a hiperboliin iki kolunu da aym1 zamanda, aym bir
eriyi vucuda getiriyorlarmig ‘gibi. inceleme firsatini verdi ki bu
kendisinden ouce yapilmiyordu.

Arorronios’un konik diye 4 conisinin ' herhangl bir ¢ diiz-
lemiyle olan kesitine dedigini yazarken bu geometrici tarafindan
Yapilan bir kayitlamay: bir tarafa birakmig oluyoruz. APOLLONIOS,
4 konisinin dairesel kesitlerini bir yana birakiyor ve ige bu gegit
kesitleri belirlemekle baghiyor. Agikdrdir ki, o’ ye paralel diiz-
lemler 4 konisini bir takim ¢emberler boyunca keserler, ama
8¥n1 Ozelifgi haiz olan birbirine parslel bagka bir dizlem ailesi
daha vardir, S tepesini y* gemberinin C merkezine birlegtiren doji-
fuya, A konisinin ekseni diyelim ; eksenden gegen ve o’ diizle-
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mine dik olan diizlem o nlin iki A, B noktasindan gecen flki
anadogtru boyunca koniyi keser. SA nmn A" ve SB nin de B’ gibi
syle iki noktasimi ele alalim ki, AB ve A’B" kenarlan birbi.rln-e
paralel olmamak fzere (giinimilzde gogu kere kullanilan bir
ifade gergince bu dogrular antiparaleldirler) SAB ve SB’AT dg-
genleri birbirinin benzeri olsunlar. A’8” den gegen ve SAB diiz-
lemine dik olan diizlem, A konisini bir gember boyunca ke~
ser, ve buna paralel her diizlem igin aym hal varid olur. lste
Arorronios bunlara ters yOnlii kesitler adini verir. Biraz Once
rastladifimiz diizlem silelerine ait olmiyan herhangi bir dizlem

ile koninin arakesitinin bir cember olamiyacagin1 bu geometrici
ispat eder; bu kesit bir koniktir.

Bu nokta anlagildikian sonra, A konisini bir y konifi, ve
¢’ cemberinin ¢’ diizlemini de bir » dofrusu boyunca kesen bir
o diizlemini ele alahm. 7* cemberinin r dofrusuna dik olan ¢a-
pini gizelim ve bu gapla koninin S tepesinden gegen diizlemi dil-
glinelim. Bu diizlem koniyi iki anadoggru boyunca keser; bunlar

o ve o dilzlemlerini sirasiyle 4, A" ve B, B’ noktalarinda de-
lerler.

Eger y mn bir M noktasindan, 7 yi1 ikinei bir defa bir M’
noktasinda kesmek fizere, r nin paraleli gegirilirse, MM’ dofru
pargasinin P orta noktasi AB dofirusunun bir noktasidir. O halde

AB dofrusu y nin bir ¢capidir ve bunun eglenifi olan kirigler »
dofirusunun paralelleridir.

Bu sonug bir kere elde edildikten sonra, Arorronios, donel
koni halinde kullanilan bir usulin benzeri yardimiyle, konikle-
rin planimetrik bir dzelifini bulacaktir. Buglinki dile cevirmek
maksadiyle MP dojiru pargasina y, AP dogru parcasina x, PB
dojgru pargasma x’, AB dofru parcasina 2a ve nihayet C nok-

tasi koninin ekseni ile o dlizleminin arakesitini gostermek fzere
AC dogru pargasina da p diyelim. Bu takdirde
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olur ve y nin bir elips olmas1 halinde x -+ x" = 2a, bir hiperbol
olmas: halinde x” — x = 2a dir ve effer y bir parabol ise

§'=2px
dir.
Bundan sonra ArorLonios songuz sayida ¢capin varhgini ve
bunlar fginde hi¢ olmazsa birinin kendi eglenik kiriglerine dik ol-
dugunu ispat eder. Bu sonug da, Arorionios’dan dnce ele alinan

ddnel koni kesitleriyle kendi egrilerinin dzdegligini gistermesine
Yarar.

ArorLonios'un bahis konusu eseri, caplar, eksenler, mer-
kezler, asimptotlar haklinda buglin bilinen ozelikleri ihtiva et-
mekdedir. Elips ve hiperbol halinde odaklar ithal edilmekte, ama
dofrultmanlar bahis konusu olmamaktadir. Bu vakia da parabo-
lin odagh kavramimin yoklugunu izaha belki medar olabilir. Elips
Ve hiperboliin odaklarina gelince, AroLrLonios, efrinin bir nokta-
Sinin odaklardan uzakhklar ile ilgili 6zelifi vermektedir; yani:
elipsin bir noktasinim odaklardan uzakhklarinin toplami sdbittir;
hiperboliin bir noktasinin odaklardan uzakhklarinin fark: sabittir.

Bir konik kesitin DescArTEs ve FERMAT sayesinde 17 nei
Ylizyilda ortaya ¢ikacak olan denklemi kavramina eski yunanli-
n varamamasina gagilabilic. Bunun sebebi, ecebirsel hesabin
bilinmemesidir ; yunanlilarda cebir geometrikti ; onlar, uzunluklar,
alanlar ve hacimler izerinde muhakeme yiriitiyorlards.

10. Belgikalilarin koniklere dair teoremleri. AroLroNiOS
e yunanli geometricilerden ¢ok sonralari, konikler Desarcurs
Ve PascAL tarafindan koni kesitleri alarak yeniden ele alinacakts,
ima bu matematikeiler, ilerde de goritlecefi gibi, incelemelerinde,
Sonradan izdtigel geometrinin dogmasina vesile olan, yeni me-
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Gergekten, M noktasindan 4B ye MP dikmesini indirelim.
M noktasinin » den olan uzaklifi PR ye egittir, Eksene dik olan
Mp dogirusu ile 4 noktasindan eksene dik olan diizlemleri gegi-
Telim ve bu diizlemlerin SA yi kestikleri noktalar siraslyle G

£\
A

v
-

Sek. 6
Ve £ olsun. SB dogrusu ile = dilzleminin kesim noktasina da D
diyelim, BRD, BPG, BAE {icgenlerinin benzerlifinden

DG : PR = BE: BA
Sitligi qikarilir. Fakat
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Doguya yaptign seyﬁhntler sirasinda matematik 8frenimi yapmak
firgatini elde etti. Italya’ya donilgliinde tiirli eserler yayinladi;
bunlar arasinda Aritmetik ve Cebirden bahseden Liber Abaci
Ve bilhassa EukLemrs’in uzay geometrisi izerine yazdifh kitaplar-
dan pargalar ihtiva eden Practica Geometriae yi zikredebiliriz.

18 inci yiizy1lda Evkiemes’den yapilan geviriler daha da siklas-

mafa bagladi ve Jorpanus pE NEmMORE ve ingiliz BRADWARDIN
gibl bazi matematikciler tiggen ve gokgenlere dair kendi aragtir-
malarin: tanittilar. :

14 {inefl ylizyilda Paris Universitesinin JEAN BURIDAN, ALBERT
DE Saxe, NicoLe Ogresme, Nicoras pe Cues, Dominigue Sorto
gibl birgok hocalar1 modern mekaniffin mijdécileri oldular. Bun-
lardan Oresue, analitik geometriyi sezdi.

AroLLoNIOS’un eserlerini bati tilkeleri Eukremes'inkilerden
¢ok daha sonralar: tanmiyabildi. Nitekim Aporronios’un koniklere
dair ilk dsrt cildinin JeAan.MAarmE-Memus tarafindan yapilan ve
VEsEpik’te yayinlanan bir litince tercfimesi igin 1587 yilim
beklemek gerekti. Ayni kitaplarin bir ikinei terctimesi Frépiric
Commanni tarafindan 1566 yilinda BoroxyA’da yayimmlandi. Bun-
dan sonralki ylizyilda ceviriler daha da ¢ofaldi, ve bunlardan
bazilan arapga metinlere dayanilarak yapildi.
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Fakat Oresme, ii¢ boyutlu uzaya ve hatta Dunem’in kay-
dettigi gibi, ger¢ekte, modern geometricilerin dért boyutlu uza-
Yim andiran bir uzaya da gegmekle daha da ilerilere gitmig oluyor.

Bununla beraber, NicoLE Oresue’in yagadifi siralarda cebir
sembolismi henuz yaratilmamigt: ve analitik geometrinin pratik
bir gekil almaer icin de XVII neci yiizyih beklemek gerekiyordu.
Bu sonuec da Revt Descartes (1596 - 1650) ve Pierre pE FErMA
(1506 - 1663) adli iki fransiz bilgininin eseridir.

Bu geometricilerin eserlerinde, koordinatlar dik olmak {izere,
analitik geometriye buglin aligkin oldugumuz gekilde rastlanir.
Nitekim Descartes, Géométrie adli eserinde ') bir hiperboliin
denklemini, tipografik yazig tarz farkiyle

yr'= cg-—--g-xy-l-' ay — ac
$eklinde verir.

FerMAT'ya gelince, Introduction aux lieux plans et solides®)
(Ditzlem ve uzay geometrik yerlere girig) adli eserinde, a ve e
herhang‘l bir noktanin koordinatlarini ve =z de bir sabiteyi gis-
termek tizere, bir ikizkenar hiperboliin denklemini

ae =z"

$eklinde yazar.

13. Koordinatlar usulii. Koordinatlar usuliiniin ilkelerini
hatirlatalym. Uizerinde, pozitif ytn diye adlandirmag uygun bul-
dugumuz, bir hareket yonfindl tespit ettigimiz bir x dogrusunu
ele alalm. Oteki hareket yoniine negatif ybn diyecegiz. Bu tak-
dirde bir ygartm-dogru nun bahis konusu oldugunu sdyliyecegiz.
Bu yarim-dogru f{izerinde iki A, B noktas: tespit edildigine gore,

2 Rexe Descanres, La Géométrle, Paris (1061).

o
) Pave Tawxeny ve Cmaries Hysey tarafindan bastirilan Permar min
Eserlert, cit 111, s, 85 - 108, Paris, 1806,
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Simdi diizlem fizerine ¢izilmig bir C efrisini diiglinelim. Bir
X degerini, yini Ox ekseninin bir M noktasini verelim, Bu nok-
tadan Oy ye gizilen paralel C efrisini, ordinatlarimi g, gy, ... ile
G0sterecegimiz M, M,, ... noktalarinda kesecektir. $u halde C
efirisini vermek demek, » in her de@erine y nin bir veya birkag
defferini tekabiil ettirmek demektir. Bagka deyimle, C efrisini
Vermek demek, x ile y nin degerleri arasinda sembolik olarak.

(1) F(x, y)=0

denklemiyle gosterilen ve C egrisinin denklemi denilen bir teka-
blil kurmak demektir. ;

Bunun tersine, (1) geklindeki bir denklem bir effrinin denk-
lemi, yani diizlemin, koordinatlari bu denklemi saghiyan nokta-
larmip meydana getirdigi bir topluluk geklinde diigiiniilebilir.

Buna gire, C egrisinin incelenmesi demek, (1) denkleminin
Incelenmesi demektir ; igte koordinatlar metodu da bundan iba-
Tettir,

Bununla beraber bazi noktalara dikkati gekmek yerinde olur.

Her geyden 8nce, koordinatlar usulii pratikte ancak, F(x, y)
fonksiyonunun bilinen semboller yardimiyle ifade edilebilmesi
halinde uygulanabilecektir. Tabiatiyle analitik geometrinin do-
fugu siralarinda gorilg tarzi bu merkezdeydi; o zamanlar ele ali-
‘_lll denklemlere csbirsel, trigonometrik, eksponansiyel veya lo-
Baritmik fonksiyonlar giriyordu. Bagka fonksiyonlarm varhi
Muhtemelen tasavvur dahi olunamiyordu ama analitik geometri-
Do gimdiki fonksiyon kavraminmn tegekkild {izerine etkide bu-
lundugu da muhakkak gibidir. Onceden verilen bir egrinin denk-
lemini kurmak probleminin, fonksiyon kavrammnin geniglemesine
Yol agtiginda da giiphe yoktur.

~ Bir bagka yonden, baglangigta incelenen efriler, fizerlerinde
kolaylikia iglem yapilabilen, incelenmeleri egrilerinkinden daha
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tegkil ettigi negatif ag: diye, a yarim-dojrusunu O noktasi etrafin-
da negatif yonde ¢evirerek b yarim-dofrusu ile ¢akigtirmak suretiy-

/“"-u
le elde olunan agilardan herhangi birisine denilir; bu ag1 — (a, 5)
Yyazig tarzi ile gosterilir.

Eger @ nin b ile tegkil ettigi pozitif agilardan herhangi bi-
risi, o’ niln b’ ile vileude getirdifi pozitif a¢ilardan birine egitse

iki (ﬁ), (af,_-f-:’) agisina birbirine egittir, denilir; effer a ile b
arasindaki pozitif acilardan herhangi birisi, o ile 4" arasimdaki
negatif agilardan birisine egitse, bdyle iki agiya da egit ve ters
igaretli denilir. Birinei halde

(@ B =(d", )

ve ikinci halde de

—— —
(“! b} =— (a’, b’)
yazilir, _

Ik bakigta tanimlar biraz muflak goriinebilir. Gergekte,
agilarin 2« nin hatlar: farkiyle belirli olduklar:, bunun da bu
acilarin trigonometrik fonksiyonlarinda bir degigiklik husule ge-
tirmiyeceti keyfiyetlerine dikkat edilecek olursa, bu muglakhk
da ortadan kalkar. a ile b arasindaki pozitif agilardan en kiigl-
#linti o ile gosterirsek, yukariki tamimlara gore, k sifir olabilen
herhangi bir pozitif sayiya delilet etmek lizere

—— o —
(a, b)y=0 42 k=, —(a, b)=27—w—2k=
dir,
Acgilarin egitligi de ekseriya bu kelimeye verilen minada
bir egitlik degildir: nitekim iki a¢i aneak 2% nin katlari kadar
farkli olduklar: vakit egittirler. Boylece

(6 B ==, Sl @ =






E__—_

ANALITIK GEOMETRI . 88

u=o-+2ka, v=p, veya u=o0+4+2k+1)n, o=—p
dur,

(Bir ag1 ve bir dogru pargasindan ibaret olan) kutupsal ko-
ordinatlar verildigi takdirde diizlemin bir tek noktas: belirli olur,
buna mukabil diizleme ait bir noktanin sonsuz kutupsal koordi-
nat takim vardir. Bu mahzuru bertaraf etmek igin @ agms1 0 ile
% arasinda farzolunabilir, veya ¢ daima pozitif olarak alinabilir.
Pratikte, bu itibarlara gbre hareket etmemek daha elveriglidir.
Bununla beraber, yukaridaki formiillerde genel olarak k=0 farz-
olunacaktir. !

Ote yandan,

X = Cos o, y=opsinw
dir,

Kutupsal koordinatlar cinsinden g¢ok basit olan

p

q=1—-ecosm

denklemi, bir odag O ve odaksal ekseni Ox olan bir konigi gds-
terir. e nin mutlak defer bakimindan birden kilglik, bire esit
veya birden biiyiik olmasina giire bu konik de sirasiyle bir elips,
bir parabol veya bir hiperboldilr.

Bagka koordinat sistemleri de dilglinebilir. Meseld Ox, O'x"
iki eksen olsun, O, O’ noktalar: etrafinda pozitif ddnme ybnleri
segelim (Sek. 10). Ox in OM yarim-doggrusu ile ve O’¢’ nfin de
oM yarim-dogrusu ile tegkil ettikleri @, o’ acilarina bir M
noktasinin ¢ift katupsal koordinatlar: diyebiliriz. Bir M noktas:-
Din sonsuz ¢ift kutupsal koordinat takimi vardir, fakat (iki agi-
dan ibaret olan) bir ¢ift kutupsal koordinat takimi genel olarak
bir tek nokta belirler. Esasen, » ve o’ agilan igin 27 den kitgitk

olma gart: kogulursa, bir noktanin bu neviden bir tek koordinat
takim olacaktir.
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rularidir, Biraz nce de kaydettifimiz gibi, OO’ dogrusunun bil-
tin noktalar: aym koordinatlar1 haizdirler. Burada, daha evvelki
sistemlerde rastlamilmayan bir belirsizlik vardir.

« Birazdan tarifini vereceffimiz bir koordinat sistemini daha
tagavvur edelim. Bir M noktasinin koordinatlar diye, bunun sa-
bit iki O, O’ noktasindan olan o, ¢° uzakliklarina diyelim. Bu
takdirde, verilen bir noktann bu nevi koordinatlar1 temamiyle
belirli oldugu halde, ayn1 koordinatlar1 haiz olan ve OO’ ye gire
simetrik bulunan iki nokta vardir. Bununla beraber, diizlemin
sadece OO’ dogrusunun belirli bir tarafinda bulunan noktalar:
ele alindigi, veya bu doffruya gore simetrik gekillerin incelen-
mesi gerektifgi zaman bu koordinat sistemi yararli olabilir. Bu
defa, koordinat gizgileri, O ve O’ merkezli ¢emberlerdir.

Sarasini da kaydedelim ki bir M noktasimin koordinatlar:
Olarak u=p +¢’, v =0 —¢’ miktarlar1 da alinabilic. Bu tak-
dirde, koordinat ¢izgileri, O, O ortak odakll u=u, elipsleriyle,
v= v, hiperbolleridir. Ote yandan, bu ¢izgilerin dik olarak ke-
Sigtikleri de bilinen bir keyfiyettir.

16. Diizlem egrilerin simiflandirilmasi. Karteziyen koor-
dinatlar: yeniden ele alalim. Gordik ki dizlemin her cfirisine,

_ bu efiriye ait noktalarin koordinatlarinin saggladif bir f(x, ») =0

denklemi tekabiil ettirilmektedir. Denklemleri, analizin mutad
foﬂkslyonlariyle ifade olunabilen efirilerle yetinelim; esasen 17
Ve 18 inci yizyillarda yagamig olan geometricilerin goriigh de
bu merkezde idi.

Egrileri simiflandirmak, acikea, bunlara tekabiil eden denk-
lemleri siniflandirmak demektir. Ama bu siniflandirmay1 hargi
kriterlere dayanarak yapmak gerekir? Diizlem fizerine ¢izilmig
bir ¢ efrisi diiglinfildtijii takdirde, bunu analitik olarak gister-
mek icin, Oxy mukayese sistemini keyfi olarak segebiliriz. Buna
gbre, egrilerin veya denklemlerinin simiflandiriimasi, mukayese
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caktir. f(r, y) fonksiyonunun, egrilerin siniflandirilmasinda esas
tutulacak olan karakterlerine, ¢ (x’, ") fonksiyonunda da rastla-
mak gerekir.

f(x, y) ve ¢ (x’, ') fonksiyonlarinin ayni zamanda cebirsel
Veya transandant olacaklarinin bBylece derhal farkina wvarihir.
DOhylaiyle. diizlem egrileri, denklemlerinin mahiyyetine gbre,
iki sinifa ayirmak gerektigi sonucuna varilir :

a) Cebirsel efriler.
b) Transandant efriler.

Su noktaya da dikkati cekelim ki f(x, y) nin cebirsel bir
fonksiyon olmas: halinde, (toplamalar, carpmalar, kuvvetlere
Vlikseltmeler seklindeki) rasyonel iglemlerle, egrinin denklemi
F(x, y) =0 gekline sokulabilir; burada F(x, y) ifadesi x, y cin-
Sinden tam ve rasyonel bir gokterimlidir. Bu gartlar altinda,
Fle, =0 denkleminde, x, y yerine (1) baffintilariyle verilenler
konulacak olursa, @ (x’, ") lonkslyonﬁ F(x, y) ile aynidereceyi
haiz olmak ve x', ' cinsinden tam ve rasyonel bir ¢okterimliyi
BUstermek f(izere, bir ¢ (x’, ') =0 denklemi elde olunacaktir.
Buradan da, cebirsel dilzlem egrilerin bu derecenin deferine gire
Siniflandirilabilecefgi sonucuna varilir,

neinci dereceden diizlem cebirsel egri diye, denklemi, ras-
yonel iglemlerle, sifira egit kilinan n-ninci dereceden bir ¢okte-
rimli gekline sokulabilen diizlem cebirsel efirilere denilir.

Boylece
Vi +vVu =1

effrisi cebirseldir. Ciinkil, kareye yiikseltmelerle, bunun denk-
lemi 1

drg—(1—x—p)*=0
§ekline sokulur; su halde bu bir ikinei derece egrisidir. Yalniz,
koordinatlar: ikinci denklemi sagliyan bltfin noktalar birinei
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duga, yani degigken birtakim u,, s, ..., up parametrelerinin bu-
lundugu bir bafintiy: sagladiklarim gdriiriz. Bu baghinti
(1) ft (%, 7y @uy Qgy eevy “k)_=u
olsun,

Bagka gartlar1 bir tarafa birakacak olursak, geometrik ye-
rin bir noktasinin koordinatlarimin ikinei bir

‘2) f! (l'-, By Uyy Ugy enny n;,}=0

Dbagintisin1 sagladigim goriiriiz.

Ele ahinmamis olan Steki gartlar da ifade olundugu takdir-
de, problemin belirli olmas: halinde, degigken parametreler ara-
Sinda

{8) L (an Ugy veey ug) =0, P2 =0y c00y Pp—1=0

seklinde k —1 bafint: elde edilir.

u,, @y, ..., up parametrelerinin (1), (2), (8) denklemleri ara-
Binda yokedilmesi, aranan geometrik yerin denklemini verecektir.

(8) denklemleri u,, us, ..., ux parametrelerinden k — 1 tane-
sini, geriye kalan ve u ile gosterilen cinsinden ifade etmemizi
saflarlar, Bu ifadeler, (1) ve (2) denklemlerinde yerlerine kona-
cak olursa, iki

@) Fi(x, g, ))=0, Fy(x, y, ) =0
denklemi bulunacaktir.

Bu denklemlerden her biri bir efiri ailesini temsil eder. Ele
alinan geometrik yer, iki ailenin egrileri arasinda au parametre-
Sinin ayn1 degerine tekabill edenlerde ortak olan noktalardan
Meydana gelecektir.

Problemin ¢tziimfinl tamamlamak tizere, (4) denklemleri
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M noktasinin koordinatlarina x,, y, dersek, M ye yeterde-
recede yakin olarak segilmig M’ noktasinmkileri x, + Ax, y,+ 1y
ile gdsterebiliriz. MM dogrusunun denklemi

dir,

M’ noktast M ye yaklagh@f vakit, Ax slhr; yaklagaca$
Eib_!, Ay igin de aymi hal vérid olur; M noktasindaki tefetin agl
Kateayir 2 in limitidir. Egrinin denklemi

g=f)
$eklinde verilmigse, gu halde tcffetin agi katsayis:

£ (e 4+ Ax) — flxy)

Ax

ifadesinin limiti, yani f(x) in x, noktasmdaki f’(x,) tiirevidir.
Analitik geometrinin kurulugundan sonra tegetler problemiyle
Uragan ilk geometriciler dyle efrileri ele aldilar ki, - bunlarin

denklemeri, -11—% itadesinin limiti, elemanter usullerle bulunabi-

lecek gekilde, basitti. Bu bakimdan, diferansiyel hesabin keg-
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kesin bir gekilde (1) egrileri genel olarak m ve n ninei derecedcn
efirilerse, (2) denkleminin derecesi genel olarak mn olacakfir, ve
dolayisiyle dereceleri m ve n olan iki cebirsel diizlem efirinin
genel olarak mn ortak noktasi vardir. Bu da Bezour (1730 - 1788)
teoreminden ibarettir.

Genel ifadeler elde etmek endigesi geometricileri, analitik
geometri denklemlerinin uygulanma alanini, itibari noktalarin
ithali suretiyle genigletmeye sevketti : biylece bir yandan sanal
Boktalar, Ste yandan da sonsuzdaki noktalar dilgiiniildi.

tki konipin arakesidini incelemek euretiyle bu diigiincelere
nasil varildig: hakkinda fikir edinilebilir.

Iki C, C” konigini, meseld iki elipsi ele alalim. Daha fazla
kolayhig temin maksadiyle de, bu iki elipsin ortak bir noktala-
Tlnmm bulunmast halinde, bu noktadaki tefetlerinin aym olmadi-
#im farzedelim. Koordinat eksenleri herhangi bir gekilde alin-
Migsa, koniklerin denklemleri arasinda y yi yoketmekle (2) gek-
linde dordiinet dereceden bir denklem elde edilecektir. Konikle-
Yin denklemlerindeki katsayilar gergel olduguna gdre, (2) denk-
lemleminin katsa yilar: da gergel olacaktir.

Bu nokta anlagildiktan sonra, (2) denkleminin

x=a-+bi
$eklinde bir sanal kokil oldufunu farzedelim.

Bu deger, C ve C’ koniklerinin denklemlerinde yerine ko-
Bulacak olursa, ortak bir g* kokiinil haiz g li iki denklem elde
Olungeaktir. C, C’ elipslerinin x =a - bi, y° koordinath ortak
bir sanal noktalarinin bulundugfunu sdylemek tabiidir.

Buna gtire, iclerinden hig olmazsa bir tanesi sanal olan iki
*» ¥ sayisindan meydana gelen koordinat takimioa diizlemde
%anal nokta diyecegiz. Koordinat doniigtiiriimil formiilleri de da-
hil olmak iizere, analitik geometri formfillerini bu itibari nokta-
lara uygulayacagiz.
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Buna gtre, gunu kabul edeceffiz ki, paralel iki dofrunun
Sonsuzdaki noktalar: ayni olmak {izere, her dofru iizerinde son-
#uzdaki nokta ad1 verilen itibari bir nokta vardir. DEsarcurs
Zamaninda dahi bilinen bu kavram ¢ok daha sonralar1 tasrih
edilmigtir. llerde bu konuya yeniden ddnecegiz.

Ne olursa olsun, bu itibarlar yardimiyle, Brzour teoremi gu
gekilde ifade olunabilir: Dereceleri m ve n olan iki cebirsel diiz-
lem egrinin mn saynda ortak noktas: vardir; bunlar gergel veya sa-
nal, farkl vega ¢akigik, sonlu uzaklikfa veya sonsuzia olabilir.

Ozel olarak, derecesi n olan bir diizlem ve cebirsel egriyi
ayn1 diizlemin herhangi bir dofrusu n noktada keser.

20. Cramer paradoksu. Bir dofrn

Ax+By+C=0

#eklinde birinci dereceden bir denklemle temsil edildigine gore,
bir dogeunun belirlenmesi igin, ii¢ 4, B, C katsayisindan ikisi-
Bin Uigiinetiye oranimi bilmek gerekir. Bir dogrunun farkh iki

Doktadan gectigi analitik olarak ifade edildigi takdirde bu oran-
lar belli olur.

Bunun gibi, bir
Ax*+ A'¢* + Bxy+Cx+C'y+D=0

konifini belirlemek igin de 4, A’, ..., D katsayilarindan beginin
altineiya oraniny bilmek gerekir. Buradan da bir konifin bes
farkl noktasiyle belirlendigi sonucu ¢ikanlr,

Uglineti dereceden bir dizlem efirinin, veya bir diizlem kii-

. biffin, denkleminde on katsayi vardir ve bu egriyi belirlemek
igin by katsayilar arasinda kurulmug dokuz bafintinin bilinmesi
lAzimdir. Buoa gore bir diizlem kibik birbirinden farkh dokuz
noktasiyle temamiyle belirli olur. Bununla beraber, Bezour teo-
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21, Uzayda koordinatlar usulii. Koordinatlar usulii, ko-
layea uzaya tegmil olunur.

Ayni bir diizlemde bulunmiyan ve aym O baglangig nokta-
Sin1 haiz olan fi¢ Ok, Oy, Oz koordinat eksenini segelim (Sek. 12).

Sek. 12

Bir y noktasindan, xOy diizlemini M" noktasinda kesen ve Oz
¥e paralel olan doggruyu gegirellm ve bunun Oz gibi ydnlendizil-
%ioi kabul edelim. M” noktasindan da Ox i bir M’ noktasinda
kesen ve Oy ye paralel olan doffruyu gegirelim ve bu dofirunun
Og gibi ysnlendigini dustinelim. M noktast OM’, M'M’, M"M
doggru pargalarinin  miltekabil blgiimleri olan x, y, z sayilarim
temamiyle belirledigi gibi, bunun tersine, bahis konusu sayilar da
M noktasin temamiyle belirlerler. Bu x, y, z sayilari M nokta-
Sloia koordinatlaridir.

M noktasinin bir ylizey ¢izdigi diglintilecek olursa, x ve y
fayllarmin her deger giftine z nin bir veya birgok deferi teka-
bl edecektir ve bu baginti

F(x » Uy .9) =0
denklemiyle gosteritecektir.

Ele alinan ylzey, koordinatlar1 yukariki denklemi sagliyan
:‘*’““ toplulugu ile meydana gelmigtir. Yizeyin incelenmesi
O¥lece denkleminin incelenmesine irca olunmugtur.
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(1) denklemleri arasinda u, v yi yokedecek yerde bu denk-
lemler «, ¥, z ye gire qbziilebilir. Boylece ylizeyin

(s) x=g, (a, v), §= ¥, (us v), ‘ zZ= 1 (ui v)

Parametreli denklemleri elde olunur.

v ye belirli bir deger verelim. (3) denklemleri bu takdirde
Ylizey {izerine ¢izilmig ve u efrisl diyecegimiz bir efriyi gbste-
Titler, o nin degigmesi halinde bu egri ylzeyi dogurur. Bunun
gibl, eger ya belirli bir deffer verecek olursak, (3) denklemleri
© efrisi denilen ve u nun de@igmesi halinde yiizeyi doguran bir
‘mﬁ gusterirler.

@ ve v efrileri ylizey {izerinde tipki diizlemde koordinat
%izgilerinin belirttiklerine benzer bir gebeke meydana getirirler.
Bu benzerlik dolayisiyle yiizeyin bir M noktasindan gegen bir a
e8risi ile bir o egirisini elde etmek igin (3) denklemlerinde u ve o
Y@ verilmesi gereken degerlere yiizeyin bu M noktasinin egrisel
inatlar: denilir. Bagka deyimle, M noktasimin egrisel koor-
" '-“llal:larl, (8) denklemlerinde yerlerine konulduklarinda M nok-
tasinip x, y, z koordinatlarini1 veren u, v defferleridir.

Genel olarak bir u egrisi ile bir v cgrisi, egrisel koordinat-
1ar1 ayn) olan birkag noktada kesigebilirler. Fakat yiizeyin kafi
derecede kiigitk dyle bir parcasiyle iktifa olunabilir ki bu ki-
Simda ¢ ve o egrileri birbirini tek noktada kessinler. Bu tak-

koordinat sistemlerinin sagladiffi faydalar bahis konusu
olur, gje yilzey, noktalarindan biri civarimda incelenmek isten-
4 zaman bu usul bilhassa faydaldir ; iste infinitezimal geometri
bu usuly kullanir,

Egrisel koordinatlara dair en basit misal, klirenin paramet-
"‘;’“ temsiliyle elde olunur. Merkezi baglangic noktasi ve yarigap
Olan bir kiirenin parametreli denklemleri
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Bu iki yiizey, uzay kilbiginden bagka Ox (y=2z=0) dofru-
Su boyunca kesigirler.
Cebirsel bir uzay egrisini tanimlamak igin, bu egrinin denk-
lemleri bir u parametresine bagh iig
(1) F;(xggg zsu)=0! F!(x‘lg| z!u)! Fl(xly! z,a}=0

Ylzeyinde ortak olan bir noktanin geometrik yeri geklindeki
doguruluguna bagvarulur.

Eger
a. (1) yiizeyleri cebirsel ise,

b. (1) denklemlerinin birinei taraflar1 a parametresinin ce-
birsel fonksiyonlar: ise, bahis konusu egri cebirseldir.

Bununla beraber bu tanimin, bir Srnekle anlatmaga caliga-
caffimiz, bir mahzuru vardir.

Dik eksen sisteminde, ikinci dereceden yflizeylerle tarif edi-
len bir

@) X +g'+ 2 +af(x, g, 2)=0

demetini ele alalm, ve u nun degigmesi halinde baglangigtan
(2) kuvadrigine indirilen normallerin ayaklarinin geometrik ye-
Tini aragtiralim.

O dan (2) ylizeyine indirilen normallerin ayaklarinin

(3) x = g df= - 3
dx ( z
2x + u— 2y+u3; 22—]—:13—}.

of
efrisi tizerinde bulundugu bilinen bir keyfiyettir.

Aramilan geometrik yer (2) ve (8) denklemleri arasinda u
YU yoketmekle bulunacaktir. Biraz tnce verilen tamma gore de
ba bir cebirsel egridir. Halbuki, u = 0 igin (2) ve (3) denklemleri
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tyttat=

e mineer olur ki bu da merkezi baglangig noktasi ve yarngapt 1
olan kilreyi gosterir. O halde bu kiire de geometrik yere aittir.
Esasen bu keyfiyet de geometrik olarak agikardir,

Genel hale dondiglimizde gorlirtiz ki  nun bazm degerleri
igin (1) denklemleriyle gosterilen yiizeylerin ortak kisimlari bu-
lunabilir ve bu kisimlarin hesaba katimamas: gerekir.

Bir cebirsel uzay efrisinin yukarida verilen tamm yerine
agafidakinin alinabilecefi ispat olunur:

Cebirsel uzay efrisi diye tyle bir poktanin geometrik ye-
rine denilir ki bu noktanin koordinatlar bir cebirsel denklemi
sagihyan iki u, o parametresinin rasyonel fonksiyonlaridir.

Eger fi(u, ©), fi(a, v), f;(a, v) rasyonel fonksiyonlarsa ve
f(u, v) tam ve rasyonel bir ¢okterimli ise,

x=f, 9=fy z=f, f=0

denklemleri, tanim gereflince, bir C cebirsel uzay egrisini gbs-
terirler.

a, v ye bir diizlemdeki kartezyen koordinatiar gozii ile ba-
kalun. f=0 denklemi bu dbzlemde bir I' cebirsel egrisini gos-
terir. I' min bir noktasina C nin bir noktas: tekabiil eder, fakat
bunun tersine C nin bir noktas: I' min birgok noktasina tekabiil

edebilir. C efrisinin I" nin rasponel bir transformesi olduffu sby-
lenir,

Bir cebireel uzay effrisinin derecesi, herhangi bir diizlemle
bu efrinin gercel veya sanal kesim noktalarmnin sayisidir.

24. Bir uzay egrisinin izdiigiiren silindirleri. Bir C uzay

efirisini ele alahm ve bunun her noktasindan Oz ekseninin pa-
ralellerini gegirelim. Bu dogrular, denklemi

g
]
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f(xn 5 =0

geklinde yazilan bir silindir dogururlar.

Bu silindire egrinin izini Oz ye paralel olarak diisiiren silin-
dir denilir. Tabiatiyle C nin izini Ox e ve Oy ye paralel olarak
diigliren silindirler de diigliniilebilir.

Evvelee gorditk ki bir uzay efrisinin, iki yfizeyin arakesi-
tinin temamindan ibaret bulunmasi gart degildir. ki yfizeyin
arakesitinin izdligliren silindirlerinin ele alinmasi, bu arakesitin
Mmahiyeti hakkinda fikir verebilir.

ki
(1) Fi(xs g,2)=0, Folx, yy 2)=0

Ylzeyini ele alahim.

Bu iki ylizeyin arakesitinin izini Ox e paralel olarak digi-
rén gilindirin denklemi, yukariki denklemler arasinda x i yok-
ederek bulunur. lki yizeyin arakesitinin izini Oy ve Oz ye pa-
ralel olarak diigliren silindirlerin denklemleri de aym gekilde (1)
denklemleri arasinda y veya =z yi yoketmekle elde olunacaktir.
Boylece (1) denklemlerinin arakesidini gtstermek fizere fig -

{2) fi (yt z) =0, f!(‘! x) =0, fs {x, 9-)

denklemleri elde edilecektic. Surasi agiktir ki bu arakesit birgok

efriden meydana geliyorsa, (2) silindirlerinden ikisi pargalana-
Caktir,

Ornegin, iki
x—yz=0, p'—rxz=0

Ylzeyleri bahis konusu olsun.

Bu iki yiizeyin arakesitinin izdiigiiren silindirlerinin denk-
lemlerj ;
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Yunca kesigirler. Bu anadoffrulardan birisinin C’ egirisi ile ortak
Boktas: P’ olsun. C” niin P’ ye yakmn bir M’ noktasioi ele ala-
hm. M’ noktasmna C efirisi fizerinde tekabll eden M noktasinin
koordinatlar temamiyle belirlidir. M’ noktasini C’ efirisi Ozerin-
de P* yo yaklaghirahm, f(x, ), v (x, y) fonksiyonlar: sifira yak-
l?lrlar ve iki hal virid olabilir:

a. ¢(x, y) fonksiyonu P’ noktasinda sifirdan farkhdir.
b, (x, y) fonksiyonu sifirn yaklagir.
Birinei halde, M noktasinin z kotu, M" niin P’ ye yaklag-

mag: halinde sonsuza gider. Fakat bu, Oz ekseninin sonsuzdaki °

Noktasinin C ye ait bulunmamas: hipoteziyle geligme halindedir.

Geriye miimkiin olabilen yergine hal olarak ikinecisi kahr.
Yani f(x, y) =0, v (r, y) =0 silindirlerinin ortak bir anadogrusu
#(x, y)=0 silindirine de aittir.

f=0 silindirl n ninei derecedendir. Buna gire

) zylx, ) —o (x, ) =0

Ylzeyinin derecesi m olsun.

Bu takdirde v (x, y) =0 silindiri m—1 inci derecedendir. ve
F=0 silindiri ile n (m—1) ortak anadoffruyu haizdir. Bua dogru-
lar (1) yiizeyine aittir ve dolayisiyle f=0 silindiri ile (1) yiize-

¥inin arakesiti C egrisinden ve Oz ye paralel n (m — 1) dogrudan
ibarettir,

(1) yiizeyi monoid admi tagir; bu yiizeyin = ekseni fizerinde
Sonsuzda m — 1 inci mertebeden bir gokkat noktas: vardir (yani
z eksenine paralel her dogru bu ylizeyi sonlu uzakhikta ancak bir
Boktada keser).

26. Analitik Geometride kullanilan fonksiyonlar hak-
“kanda, Bundan 8nceki kisimlarda, denklemlere giren fonksiyon-
12 hakkinda higbir hipotez yiriitmedik ; gergekte, bu fonksiyon-
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27. Desargues'in koniklerle ilgili arastirmalari. Evvelce
_"mﬁgﬂmllz gibi, Arorronios, konikleri, gember tabanh bir ko-
Binin diizlem kesitleri olarak diglinmiigtii; fakat gerek Arorvro-
Nios'a gerek biitlln yunanh geometricilere giire elips, parabol ve
"_llipa'rbol birbirinden temamiyle farkh egrilerdl ve bunlarmn ince-
lenmesi her birine has dzel usullerle yapihyordu, Bu (¢ effrinin
Ayn) zamanda incelenmesinin milmkiin oldufunu sirfi geometrl

. He ispat etmek Lyon'lu Girarp Desarcues (1593 - 1662) a nasib
Olmugtar ; DescArTEs’da analitik geometri yardimiyle ayn: tarih-
lerde bu sonuca varacakt:.

Desarcues'in yagadift siralarda, Ronesans devrine ait mi-
mar ve ressamlarin tesiriyle, Perspektif bliyilk geligmeler kay-
detmig, esasen Lyon'lu geometrici de Perspektif Gzerine Méthode

- Universelle de mettre en prespective les objets donnés réel-
lement, ou en devis, avec leurs proportions, mesures, éloig-
Rements, sans employer, aucun point qui soit hors du champ
de ouyrage adi altinda Paris’de 1636 yilinda basilan bir eser
Degretmigti. DrsARGUES ayrica, sonunda gllneg saatlerine ait bir
Botla birlikte Tag Kesimine ait bir eser de yaymlanmigtir (1610).

Desarcurs'in ana fikri, perspektif usullerini geometri’ye naklet-
mek olmugtor,

Bir 2 ddézlemiyle bu diizlemin bir y ¢emberini ve x ya ait
Olmiyan bir § noktasim diislinelim. J dan gegen ve y ya dayanan
0 bir A konisini meydana getirirler. § dan gegmiyen ikinel
bir 2' diglemi 1 konisini bir 7 konigi boyunca keser. Bu y* ko-
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nigi 7 gemberinin 3 noktasina gbre 2’ dilzlemi Uzerindeki izdd-

gfimfidiir. y ¢emberine ait har dzelik, 7 koniginin cinsi ne olursa
olsun, bu konife bu suretle naklolunabilecektir.

Desarcues bu fikriai geligtirmek fizere Brouillon projet
d’une atteinte aux événements des rencontres du chne ave: un

plan ad1 altinda 1658 da yayinlanan, ¢ok nidir rastlanan ve

varhffi Pascar ve BEAUGRAND sayesinde bilinen kilgiik bir kitap
hazirladi. -

Iste DEsARGUES isminin bagh kaldif: agagiki teoreme bu ki-
tapta rastlanir: Tepeleri bir konik Gizerinde bulunan LMNP dort-
geniyle bunun LM, NP karg: kenarlanim A, A" de, diger LP, MN
karg: kenarlarm B, B’ de konigi de C, C’ de (Sek. 18) kesen

Sek. 13

bir dofiruyu ele alalin. Bo takdirde, Desarcues’in altt nokta ara-
sindaki involasyon bagintist adim verdigi

AB-AB" _ AC-AC’
A'B-A'B"— A'C.AC
bagintisi meventtur. Bu bagintidan

BA-BA’ _ BC-BC’
B’A-B'A" B'C-B'C"

CA-CA* _ CB-CB
CrA ‘C'A’ . C:B.CtBr
egitligi grkarilir, ve bu fig bagntidan herhangi biri diger ikisini

gerektirir; ydni (4, 4%, (8, B") ve (C, C) giftlerinin simetrik
rolleri vardir. ;
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Fakat Desarcups daha da ileriye giderek bazi ciftleri tegkil
eden noktalarin gakigmalari hallerini de ele alir. Eger meseld
B, B’ noktalar: cakigirsa, yukariki bagintilar

( AB )'_, AC-AC’ (cB )*_ CA-CA’
AB) = Ac-Ac” C’'B) T CACA

$eklini alirlar,

Ayrica C, C’ noktalamn da gakigirsa

( AB )’_ ( AC )’

A B TNMAE

olur ki bu da BC giftinin A4’ ¢ifti tarafindan harmonik olarak
bolitnmesine tekabiil eden bagint gekline sokulabilir.

Ote yandan DEesArcuEs gurasimi da kaydeder ki konik ye-
fine iki dogrunun vucuda getirdigi gekil de alnabilir. Bu tak-
dirde Parros tarafindan da bilinen bir dzelik elde olunur.

Bir gemberin izini diigiirerek hiperboller ve paraboller elde
ﬁh‘“- Desarcues, sonsuzdaki nokta kavramina da varacakti.

ARGUES, bu kavram hakkinda gayet sarih fikir sahibi olan-
lardan j1i sayilabilir ; fistelik, paralel iki dogrunun, ortak nok-
talart sonsuzda bulunan iki kesigen dogru sisteminin bir dzel
hali gibi telakki olunabilmesi onun ¢ok bildigi bir keyfiyetti.

Cok sonralari geometri ilkelerinin tartigilmasinda Onemli
bir ro) oyniyan bir teoremi de DEsArRGUES'a borgluyuz: Ayni
diizlemde bulunsun bulunmasin iki ABC, A’B’C’ ticgeni AA’,
‘B': ce’ dogrular: ayn1 bir noktada kesigecek gekilde verilmig-
5¢, kargit BC ve B'C’, CA ve C’'A’, AB ve A’B’ kenarlarinin
kesim noktalar: da aym bir dogru fizerinde bulunurlar. ABC,
aBc licgenlerinin aymi bir diizlemde bulunmamalar: halinde

em derhal ispat olunur, Teoremi, iki {iggenin aym dilzlemde

h‘-ﬂ‘lnmum halinde ispat etmek igin DesarcuErs, kesenler teorisini
kullanyorgy, '
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98. Pascal’in <Essais pour les coniques (Konikler fizerine

deneme)» adh eseri. Daha ancak onalti yaglarinda iken PAsSCAL

(1628 - 1662) konik kesitleri iizerine, higbir vakit basilmyan,

bir eser hazirlamigh ;bunnﬁ varlifn, Lemmitz tarafindan (PAsCAL’-
1n yegeni) PEriER'ye yazlan ve bamldift takdirde igindeki ba-
hislerin hangi sirada tertiplenmesinin uygun dligecegi igaret olu-
nan bir mektuptan bilinmektedir. Bereket versin ki Pascar 1640
yilinda Essais pour les coniques adi altinda yaymladiffs kiigik
bir risalede daha nce elde ettigi teoremlerin 'baghcalanm bil-
dirdi. Bu teoremler arasinda en ¢ok dikkati cekeni, Pascar’in
kendisinin Mistik Hekzagram diye adlandirdiff1 altigeni ilgilendi=

ren, ve bir konige ait alt: nokta arasinda ilk defa bir durum
bagintist vereni idi :

Tepeleri bir konik fizerinde bulunan bir ABCDEF altigenini
ele alalm ; kargit Ug ¢ift AB ve DE, BC ve EF, CD ve FA ke:
narlarimin kesim noktalart ayni bir dofiru fizerindedirler.

Pascar yukanda adi gecen Essais (Denemeler) inde DESAR=
cues’in usullerini kullanarak eserini viicuda getirdigtini agikes
bildirmekte ve bu nokta esasen Lemnrrz’in mektubu ile de teyid
olunmaktadir. Beg noktas: ile belirli olan bir konigi inga etmeK

igin Pascar’in yukarida bahis konusu edilen teoremini kullan-
diff1 da gene aymi mektuptan anlagilmaktadir.

29. De La Hire ve Le Poivre'n galismalari, DESARGUES
ve PAscALin ortaya attiklari usuller onlardan sonra birgok geo-
metriciler tarafindan kullanild: ve bunlardan da De La HirE

(1640-1718) ve Le Porvee (.... —1710) 1n isimlerini hatirda tut-
mak uygun olur,

De La Hire 1685 de Sectiones conicoe in novem libros
distributae ad1 altinda konik kesitleri {izerine bir eser yayinladi.

Bu eser, DEsARGUES ve Pascat'in anlayigina gore dtizenlenmigtir i
konikler burada, gember tabanli bir koninin kesitleri olarak ele
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'.hMIglard:r, kutup ve kutup doffrular: teorisi temamiyle geo-
Metrik bir tarzda geligtiriimig ve bir nevi bu eserin temelini teg-
kil etmigtir,

Bu kitabin temel Bnermesini bir' P noktasimin bir konife
BOte kutup dagrusu ile ilgili olan ozelik, yani P den gegen bir
kesene kutup doffrusunun ortak noktas:, kesenle konifin kesim
Boktalarina gére P nin eglenigidir, dzeligi tegkil eder.

De LA Hire'in bu eserinde, modern dile ¢evirdifimiz aga-
Biki teoremlere rastlanir:

Bir P noktasindan gegen bir dojru ile bit koniffin ortak
Boktalarindaki tefietler, P noktasinin p kutup dofirusu fizerinde
k,mﬂl'lar. Kargit olarak, p doffrusunun her haogi bir noktasin-
dan bir konige tegetler cizilirse, degfme kirigi p dogrusunun P
kutbundan geger,

Tepeleri bir konik tizerinde bulunan bir dirtgenin herhangi
kargilikls iki kenarinin ortak noktasinin koniffe gore kutup dog-
TUsu, kargihikl: diger iki kenar giftinde ortak noktalardan gecer.

Fakat De La Himre'in konikler teorisinin geligmesindeki
baghca himmeti yukarida stylediklerimizden farkli mahiyettedir.

~ Desarcues ve Pascar’a gbre bir konik, bir ¢emberin, diiz-

lemi digindaki bir S noktasindan itibaren bir diizlem (zerindeki

12dlglimtinden ibaretlir. 1673 de Nouvelles méthodes en géomét-

Tie, pour les sections des superficies coniques et cylindriques

81 altinda yayinladigs bir eserde De La Hire bir gemberden

kendj diizleminde bulunan bir kon.lCB gegmefti saglhiyan bir usul
vvar etti.

Ayni usul Le Povee tarafindan bulunmug ve Paris'de 1704
Vilindg yayinlanan Traité des sections du cylindre et du cdne
‘onsidérées dans le solide et dans le plan, avec des démons-

trations simples et nouvelles adli eserinde etraflica izah olun-
Mugtar,
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Tepesi S ve tabani bir C ¢emberi olan bir A konisini ele ala-
lim (Sek. 14). Bir kesit diizlemi b ve buna § den paralel olarak

gegirilen dfizlem b’ olsun. C gemberinin ¢ dilzlemiyle b, b" dilz=
lemlerinin arakesit dogrularina a, o’ diyelim. C nin bir M nok-

tasindan, e ve o’ dofrularim sirasiyle A ve A" noktalarinda ke-
sen herbangi bir r dofrusunu gegirelim. A noktasindan A’S dogt-

rusuna gizilen paralel M5 dofrusunu bir M’ noktasinda keser ki
bu nokta da MS dogrusu ile b dilzleminin kesim noktasindan bag®
ka bir gey degildir ve dolayisiyle A konisinin b diizlemiyle olan
C’ kesitine aittir. M noktasindan hangi r dofrusu gegirilirse
gegirilsin, zlten hep aymi M’ noktast bulunur, C cemberine ait .'
noktalardan C’ konifininkine gegmei saghyan bu gizim, hattd
S noktasinin ¢ diizleminde, yini C gemberi diizleminde bulun-
mas1 halivde de dogrudur; bu takdirde a, o’ paralel dogrulart
keyfi olarak segildifine gdre biitiin g¢izim bu diizlemde yapilir-
Bunu ispat etmek igin, ya De La Hixe'in yaptigs gibi C gembe-
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Tinin ¢ diizlemi b diizlemi {izerine yatirilir, ya da Le Poivee’in
yaptifi gibi uzay geklinin izi, ¢ diizlemi ilzerine diigliriillie.

Bahsi- edilen usul yardimiyle izilen koniklere De La Hire
“planikonik» adim veriyordu. Ayn1 geometriei, 1679 da yaym-
lanan bir eserinde koniklerl, odakli tariflerini ele alarak, yani
¥a sdbit iki noktadan vzaklarimin toplami veya fark: sabit olan
Noktalarin geometrik yeri (elips veya hiperbol) olarak, ya da
£&bit bir nokta ile sibit bir dofrudan esit uzakhktaki noktalarin
geometrik yeri geklinde (parabol) inceliyordu.

Le Porvre da 1708 de Monrs’da basilan ikinei bir eserinde,
kendi yontinden, konik kesitleri incelemelk maksadiyle, buglinkil
de!'hjniyle__ iki perspektif dizlem kullamiyordu. Yazarin dikkatini
€0 gok g¢eken gey de teffetlere ait tzeliklerdir.

30. Tasar1 Geometri. Nagil ressamlar ve mimarlar tarafin-
dan kullamlan perspektif kurallari DESARGUES’In geometriye yeni
kavramlar getirmesini gerektirdiyse, aym gekilde epfirlerin ve bil-
hassa mijstahkem mevki planlarinin ¢izimi de Monce (1746 - 1818)
Un Tasarr Geomers!'yi yaratmasina sebeb oldu.

MonGe usulitnlin neden ibaret oldugu bilinmektedir. Uzay-
da bir F gekliyle birbirine dik iki x, 2’ diizlemi verildigine gore,
F geklinin  ve «’ dizlemleri tizerindeki dik izdglmleri alimr
Ve 2, 2’ diizlemlerinden birisi arakesitleri etrafinda ddndtirillerek
differi tizerine yatirilir, ve boylece ayn1 bir diizlem fizerinde F
#eklinin izdigimlerinden ibaret olan Gyle iki gekil elde olunur
ki bunlar, uzayda kolayca yapilmasi imkinsiz olan geometrik
¢izimlerin duzlemde basitce icrasim1 milmkiin kilarlar, a, 2" diiz-
lemleri de genellikle diigey ve yatay diizlemlerdir.

MonGe Tasari Geometriyi yaratmak suretiyle, kendisinden
nee uzun hesaplar1 gerektiren ve az gok ampirik bir mahiyet
'agiyan epur ¢izimlerini agik birtakim ilkelere bagliyarak tat-
Yiki bilimlere biiyiik bir hizmette bulunmakla yetinmeniig, aym
“manda Sirf] Geometriye de ayni derecede faydali olmustur.
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Gergekten, MoNGE'un bu alandaki usulleri, gekiilerin ozeliklerini
tespit igin aragtirma aract olarak kullamlmigtir, esasen PoNCELET’ -

nin de agikga kabul ettigi gibi, lzdtigel Geometri’nin _yaratilma-
ginda bu usullerin belli bir etkisi olmugtur.

Tasar) Geometri sayesinde nzayin ve bilhassa Ikinci derece
ylizeyleri veya kuvadrikierin geometrik Ozeliklerini incelemekle

kalinmamig, ayn1 zamanda diizlem geometride yeni dzelikler de
elde olunmugtur.

31, Metrik 8zelikler ve konum Bzelikleri. Desarcurs, PAs-
cAL ve Monce’un usulleri ve Lazare Carnor (1753 - 1823) nun
Géométrie de position et ’Essai sur la théorie des transver-

sales adli eseri, geometricilerin geometrik 8zelikleri iki kategori
halinde siniflandirmalann gerektirdi:

a. Ag ve uzaklik Oiglilerinin bahis konusu oldugu metrik
tzelikler.

b. Geometrik elemanlarin sadece birbirine gore konumlari-
nin bahis konusu oldugu konum bzelikleri veya tasan bzelikler.

Orpegin bir dik figgende hipoteniistin karesiyle ilgili teorem
agik bir gekilde bir metrik Szelikdir, buna kargihk Pascar’in
mistik hekzagram hakkindaki teoremi de bir konum Ozeligidir.

Hig olmazsa diizlem gekiller halinde, bu iki tiirli dzelik ara-
sindaki fark, konum Ozeliklerinin izdliglim neticesinde bir defi- 4
siklige uframiyacaklan, buna mukabil metrik dzeliklerin genellik-
le baki kalmiyacakiar vakiasinden meydana gikacakti. Bununla
beraber, bir konum Szeligi metrik gekilde de goze carpabilir ve
esasen ilk zamanlarda daima bu hal virid olmugtur. Nitekim,
Desarcues’in - bir konum Szeligi olan alti nokta arasindaki invo:
lusyon bafiintisl, ilk bakigta bir metrik ifade gibi gorinebilir.

Birgok hallerde Avalitik Geometri yardimiyle metrik dzelik- :
ler izdligel Ozelikden ayirdedilebilir. Birineiler, dik veya egik
koordinat sistemlerinin se¢ilmesine gore az veya qok kangik he- |
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‘Saplar) gercktirirler; bunun tersine, bir konum 8zeligi bahis ko-
‘Dusy ise, hesaplar her iki halde de aym kolayhkla yapilir.

Gergekte, ilerde gbrecegimiz gibi, .gurup kavrammin geo-
Mmetriye sokulmas: sayesinde, bu iki tiirlll tzelik arasindaki fark
Ancak son zamanlarda agikea tesbit edilebilmigtir.

32. Le Traité des propriétés projectives des figures (Se-
killerin izdiigel dzelikleri) adli eser hakkinda. Pawis Politeknik
Okulunun eski drencilerinden JeAN.Victor Poxcerer (1788-1867)
Franga jle Rusya arasindaki savag sirasinda Maregal Ney idare-
8inde bulunan kolorduda gdrevliydi. 18 Kasim 1812 de csir edi-
len ve SaraTova'da silirglin hayat yagiyan PoNceLET, kenlisine
v‘kﬂyle Geometri derslerinde dfretilenleri, higbir nota bagvur-
Madan ve herhangi bir eserin yardim: olmadan yeniden hatir-

i l_‘mlia ¢aligti. Onun bu derin dilgiinceleri sonunda Paris’de
1822 yilinda basilan ve orijinal fikirlerle dolu olan Traité des
Propriétés projectives des figures adli eseri dogdu. Bbylece
12dlgel geometri muhtar bir doktrin haline geldi.

Poxcerer'nin eserindeki ana fikir iki iglemin kallanilmasina
d'!’lmr Iz digiim ve kesim.

Nokta ve dog:ulardan ibaret bir F dizlem geklini diigline-
n_‘“ ve bu geklin, dlizleminde buluumayan bir S noktasindan iti-
baren, izdiiglimlind alalim. Bu suretle .S noktasindan gegen dofi-
T ve diizlemlerden tegekkill eden yeni bir F’ geklini elde ede-
Mz, F geklinin konum ozelikleri, veya tasar ozelikleri, yahut
da Poxcrrer'nin dedifi gibi izdiigel ézelikleri F” geklinin izdtigel
Y2eliklerine yol agarlar. Simdi F” geklini S den geemiyen bir
diizlem|e keselim. Bbylece izdigel ozelikleri F’ niinkinden, dola-
Visiyle F ninkilerden ¢ikan ve nokta ve dogrulardan husule ge-
len Wglinea bir F” geklini elde ederiz. F, F” gekilleri ayni bir

- :d $eklinin kesim'leridir. F’ gekli ise F veya F' niln izdisiim’-
Har, ‘
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Uzayda homologi ile A, B, ... noktalarina byle A’, B'...

~ noktalar: tekabiil eder ki A4°, BB" ... dojrular: (homologi merkezi

denilen) sabit bir 5 noktasindan gegerler ve AB,... ve A8, ...

dogrular: (homologi diizlemi adi verilen) bir dfizlem fizerinde ke-
sigirler,

Homologi teorisi izdligim ve kesim iglemlerine dogrudan
_dntrnys baghdir. Ayn bir noktadan gecen dofiru ve diizlemler-
den ibaret bir geklin iki ayr1 diizlem kesiminden ibaret olan iki
F, F’ dtzlem geklini ele alalim. Herhangi bir noktadan itibaren
F, F” gekillerinin bir dtizlem fizerine izlerini dislinelim. Bu diz-
lem nizerinde bu tarzda ithal olunacak gekiller diizlem homologi

- halindedir, ve esasen diizlem homologi halindeki gekillerin hepsi
bu yolla bulunabilir.

! 33. Stireklilik ilkesi. Aym dlzlemde bulunan iki konik
d8rt noktada kesigirler, ve evvelce gorddgiimilz gibi, sanal nokta

kavraminin ithaliyle analitik geometri yukariki ifadeye genel bir
anlam kazandirir.

Iki 7, * Koniginde ortak noktalar A, B, C, D olsun, ve
Once bu dort noktayr gergel sayalim. Bu dort noktadan gecen
konikler arasinda 48, CD dogrularindan tegekkiil eden parca-
lanmig bir konik vardir. A, B noktalariyle y konigini sabit tu-
top 3 konigini stirekli bir gekilde deglgtirelim. »* nfin bazi du-
“Tfumlarinda C, D noktalar: sanaldir, yani iki y, » koniffinin or-
tak gergel noktalarinin sayis1 ancak ikidir. Fakat gergel dofiru
Olarak CpD dogrusu daima meveuttur. Poxcerer budogruya y, 7
_h_llliklerlnin ortak ideal kirigi aciml verir. Baz1 dzelikler, CD ki-
- Tiginin ideal olmas halinde de bAki kahrlar. Nitekim bu kirig
ideal olsun olmasin, CD dogrultusunun 3, »* koniklerindeki eg-
¥ lenik caplar1 CD yi ayn1 noktada keserler.

- Noktalardan, dogrulardan ve effrilerden ibaret bir dizlem
F geklini atgtnelim ve bunun stirekli bir tarzda gcklini tebdil
ederel yer defigtirdigini farzedelim, Bu geklin bir F’ konumu
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igin, elemanlarindan bazilarinin - sanal hale geldiklerini kabul .
edelim. F geklinin bu elemanlan ilgilendirmiyen, fakat belki de
bu elemanlar: kullanmak suretiyle tesis edilmig bulunan bir &ze- {
ligi, F’ sekli igin de muteber olacaktir. Kendi kitabinda bu hu-

susu agik bir gekilde ifade etmemig olmakla beraber, PONCELET’
nin siireklilik ilkesi igte bundan ibarettir.

Bu ok genel gekli altinda bahis konusu ilke tabiatiyle dog-
ru olmiyan sonuglara vardirabilir.

Modern elegtirme, silreklilik ilkesinin uygulanma alanini
belirlemigtir: denilebilir ki bahis ]mguuu Gzeliklerin analitik geo-
metride cebirsel bsgintilarla ifade edilebilmeleri hallerinde bu
ilke muteberdir. PONCELET nin yapmak istedifii gibi, Cebirin yar-

dim: olmadan bu ilkeyi Geometriye sokmak imkinsiz gibi giriin-
mektedir.

Surasim da kaydetmek yerinde olur ki sanal elemanlann,
hattd gdritnlg bakimindan suf grometrik olan digiinceler halinde
dahi, Geometri de ele alinmalari Monce ve Carxor’nun aliga-
geldikleri geylerdi. Nitekim, bir dogrupun bir kuvadrite gore eg-
leniftine ait bzelikleri tesig igin Moxce bn dofirudan kuvadrife
iki tegfet diizlem gegirilebilecegiini kabul eder. Bu diizlemlerin
daima gergel olmadiklan bilinmektedir. Buna gtre MONGE'un
takib ettigi yol, gergel ve sanal elemanlari birtutmakian iba
rettir ki, bu da hilen ccbirsel geometride alisilagelen bir geydir.

34. Diialite ilkesi. Bir dlizlemde bir I' konigini ele alahm.
Banun diizleminin bir P noktasina, bu noktanin I' ya gore p ku-

tup dofrusunu tekabill ettirelim. P noktasindan I' ya gizilen te-
getler ister gergel ister sanal olsunlar, bu kutup dogrusu gizile-
bilir. Gergekten I' koniglini sirasiyle 4 ve 4’, B ve B’ noktala-
rinda kesmek fzere P den iki a, b dofrusunn gegirelim. p kutup
doggrusu AB ve A'B" dogrularmmn kesim noktasiyle AB’ ve A'B
doficularinin  ortak noktasindan geger (D ra Hixe tarafindan
bulunan teorem),
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Diizlemin P noktalariyle p dogrulari arasindaki bu donfig-
tirimiin dnemli bir dzeligi vardir. p dofrusu bir P noktasinin

- kutup doprusu ise, p nin bir P’ noktasinin kutup dofirusu p nin

P kutbundan gecer. Buradan da su netice ¢ikar ki bir nokta hir
doffruyu gizdigi takdirde, bu noktanin kutup dogrusu bahis ko-
nusu dogrunun kutbundan geger. Buna kuhip ve kutup d'og'ruln-
Fimn kargit dzeligi denilir. : ; .
Bir konige gre kutup ve kutup dogrusu olma keyfiyetine
kutupluluk dersek, bu déniigtfirim gonucunda :
1. Bir P noktasina bir p dogrusn;

2. Bir p” dogrusunun noktalarina, bir P° noktasindan ge-
¢en dogrular,

8. Bir p’ dogrusu lizerinde bulunan bir P noktasina, homo-

~+ lofu p’ olan bir P” noktasindan gegen bir p dofrusu tekabiil eder.

Noktalardan ve dogrulardan ibaret bir F gekline ait bir
Uzeligi tesis ettigim'izi tasavvur edelim ve F §e ait nokta ve
dogrular yerine bunlarin verilen bir konige gtre kutup dogiru-
lart ve kutuplarinin alinmasiyle meydana gelen gekle F’ diye-
lim. F gekli i¢in bahis konusu olan Szelifin ifadesindeki <noktas
Ve «dogru» kelimelerini sirasiyle «dogru» ve «nokta» kelimele-
riyle tebdil etmek suretiyle F’ gekli igin de bir 5zelik elde olu-
Bacak midir ? Bunun mutlaka bdyle olacagini styliyemeyiz; zira
bbyle olabilmesi icin bahis konusu dzeligin ifadesine metrik kav-
Tfmlar (yani dogru pargalarinin ve agilarin Slglimleri) girmeme-
lidir ; bagka bir deyimle, bu zeligin bir konum veya izdiigel
Szelik olmags: gereklidir.

Su halde Poncerer ile birlikte, diizlemde diialite ilkesi de-
nilen agagiki ilkenin ifadesini verebiliriz:

Dizlemin her konum Gzelifine, bu zeligin ifalesindeki <nokta»
ve «dogrus kelimelerinin yerine srasiyle <dogru» ve snokta» ke-
limelerini koymak suretiyle yeni bir Gzelik tekabil eder.

izDUSEL GEOMETRI 69
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Ve bu yeni ozelifi ispat elmege lizum yoktur, clinkil ilk
szeliin bir konifie gbre kutopluluk yolu ile dénfigmil netice-

sinde bu yenisinin elde olunmasi vakiast bunun zimnen ispafl
demektir.

Yeni geometrik Ozelikler elde etmek igin bir konigge gbre

kutupluluk dondgtiriminin kollamimast keyfiyeti Moxce'un

ve onun yaninda yetigenlerin bildikleri bir geydi. PoncELET bunu

sistemli bir gekilde kulland: ve Micuer Crasies (1793 - 1880) da

ona bilyllk bir tegmil imkiinin1 sagladi.

Surasini da kaydedelim ki diialite ilkesinin ifadesinde, bir

konige gore kutuplulngun tarifindeki Gg¢linell Gzelik bahis ko-

pusu degildir. Ote yandan, her noktaya bir dogru tekabill et-
tiren dyle bagka usuller diigfinitlebilir ki bir dogrunun noktalari-
na da bir noktadan gegen dofirular tekabfil etsin. O halde, diia-

lite ilkesinin, bir konige gire kutupluluktan mistakil olmas: ge-

rekir, Gergekten de bdyledir ve geometrinin sonraki geligmesi ]

bu noktanin tasrihini miimklin kilmigtir,

Duialite ilkesi tabiatiyle uzaya da tegmil olunur ve bunun
da mengei bir kuvadrife gbre, MoNGE ve Okulu tarafindan ince-
lenen, kutupluluk olmugtur. Bunun ifadesini vermekle yetinelim:

Uzagin her konum Gzelifine, banun ifadesindeki «nokta» ve
«diizlem> kelimeleri yerine sirasigle «diizlem» ve «nokta» keli-

melerinin konulmasigle ifade olunan ikinci bir 5zelik tekabiil eder.

«Dofiru» kelimesinin bu tdrld ifadelerde deigtirilmemesi
lazimdir, fakat <iki noktadan gecen dofirue ifadesinin yerine

«iki dlizlemin arskesiti olan dofru» ifadesinin konulmas: gerek-
tigiini sbylemegfe de hemen hemen ihtiyag yoktur.

35. Sonsuzdaki elemanlar. Evvelce igaret ettigimiz gibi,
sonsuzda nokta kavrami DEesarcues’e kadar gider, Bu geomet-

riciye gbre, birtakim paralel dojrular, kesim noktalar: sonsuzda
telakki olunmak fizere, birtakim kﬂl'ell doﬁruhnn benzeri idi.

—r T
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. Fakat bir diizlemin sonsuzdaki noktalar: toplulugunun bir dogru
I','llkllnde ele alinmas: gerektigine ilk igaret eden PoNcELET'dir.

Bu kavramlar geometriye agagidaki tarzda kesin bir gekilde
- Sckulabilir :

Once diizlemle yetinelim. [tibari olarak iki paralel dogru-
Dun ayni dogrultu yu haiz olduklarmi sdyliyelim, Buna gre aga-
Biki vzelikleri ifade edebiliriz:

Farkl: iki nokta bir dogra belirtir.

Bir nokta ile bir dogrultu bir dogru belirtir (yiinl bir nokta-
dan verilen bir dofiruya paralel bir dofru gegirilebilir.)

Kelimenin aligilmig ménasindaki bir noktaya has nokta, ve
bir dogrunun dogrultusu ifadesine de sonsuzda mokta veya has ol-
Migan nokta diyelim. Bu takdirde biraz Onceeki iki ifade birtek
ifade geklinde birlegtirilebilir :

Hig olmazsa birisi has olan iki nokta bir dogru belirtir.

Bu ifadede de hald bir istisnai hal vardir. Effer bir dlizlemin
tirls dogrularinin hasolmiyan noktalar: topluluguna diizlemin son-
suzdaki dogrusu veya hasolmiyan dogrusa demegi uygun bulur-
82k, bu istisnal hali de ortadan kaldirabiliriz. Bu takdirde diye-
biliriz ki :

Farkly iki nokta bir dopru belirler.

Bu itibari tammlarla, [zdiigel diizlem denilen seyi tarif et-
Mig oluyoruz. Elementer geometrideki diizlemle bunun arasindaki
fark, hasolmiyan yani sun’i noktalar1 ihtiva eden ve hasolmi-

-¥an dogru denilen sun’t bir dogrunun bu diizleme katilmasindan
Ueri gelir,

Bu kavramlarin uzaya tegmili kendiliginden olur. Once iki
Paralel diizlemin aym génelimi haiz bulunduklarim, iki paralel
d%uun aymi dofraltula olduklarini, ve bir dofirunun bir diizle-
Me paralel bulunmas: halinde dogrultusunun diizlemin ydnelimine

*

;*“.__ -
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ait oldugnou ihbarl olarak soyliyelim. Bu takdirde agagidaki ifs-

_deler. ileriye siirillebilir :
| . F m'kh ig nokia b'r diizlem belirler.

" Farkl: iki nckta ile bir degrulta bir diizlem behrfer (yani ki
noktadan gegen ve tabii bu iki noktay1 birlegtiren dofruya pa-
ralel olmiyan bir dogruya paralel olan bir diizlem mevcuttur.)

Bir hokta ile farkl: iki dogrulta bir dislem belirler (yani bir

noktadan gecen ve farkli iki dofiruya paralel olan bir dizlem

meveuttur).

Bir doffirunun dofrultusuna hasolmigan nokta, bir diizlemin

yonelimine hasolmayan dofru ve nihayet hasolmiyan nokta ve

doggrularin meydana getirdigi gekle de hasolmiyan diizlem demeffi

uygun goriirsek, bu takdirde bir tek ifade elde ederiz
Farkl: ii¢ nokta bir diizlem belirler.

Hasolmiyan elemanlar1 elementer geometrideki uzaya kat-
makla [zdisel uzay elde olunur.

T

Bundan Oneeki kismlarda raslanan (hasolmiyan) ve (sonsuz- .
da) ifadeleri eganlamdadir ; bundan sonra da bunlan ayirdetmeden

kullanacagiz.

36. Harmonisiz oran. Bir dofru fizerinde bulunan dort
(has) A, B, C, D noktasini ele alalim. Bu takdirde

. 4B =455

itadesine 4, B, C, D noktalannm harmonisiz oram veya c::ﬂ'
oramt denilir.

Bu kavramin izlerine taa Parros g.am-anmd‘ bhile rastlanirsa

da bunun izdiigel geometrideki Snemini ortaya koyanlar CHASLES
ve Mosus (1790 - 1868) olmustur, Ustelik bu geometriciler bahis
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‘konusu kavrami ayni bir noktadan gegen ve aymi bir diizlem

fizerinde bulunan ddrt dogrudan ve bir dofgrudan gecen dort dilz-

hlﬂden ibaret sistemlere de tegmil etmiglerdir.

1 bir (has) noktadan gaqarse, (ac), (ad), ... girasiyle a ve ¢, a
ve d, ... dofirular arasmdnki agilar1 gostermek fzere, bu dort
d“ﬂtunnn karmonisiz orammin ifadesi

sin (ac) _ sin(be)

(@ b, ¢, )= gin (ad) * sin (bd)

.-dlr.

Eger dbrt z, f, 7, 8 diizlemi aynt bir (has) dogrudan ge-
giyorsa, (xy), (29), ... lar sirasiyle = ve 7, % ve d,,.. diizlemleri
aragindaki iki dizlemli agilar: gostermek fizere, bu ddrt diizlem
arasindaki harmonisiz oran

sin (zy) _ sin (@)

(@ fs 1 D= Gin@dy * sin (39)

dir.
Aym bir dlizlem fizerinde bulunan ve aymi bir S noktasin-
dan ‘gegen dort a, b, ¢, d dofrusunu yeniden ele alalm ve bun-

lari § den ge¢miyen bir s dogrusu ile keselim. Kesim noktalar:
4, B, C, D, ise derhal gorilir ki

(4, B, C, D)=(a| 6: €y d)

dir,
Gergekten
sin (ac) sin (ac) gin (ad) __ sin (as) d
TR D -, AD 8D
gin (be) gin (lu) sin (b1) _ sin (bs)
BC ANSt 7 TRAEREE: T T
dir, .

Aym diizlem ﬁzarinde bulunan dort a, b, ¢, d dngmsu ay-
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- Buna gore diyebiliriz ki aym diizlemde bulunan a, b, ¢, d
doggrularinin bir s doffrusu ile kesilmesi neticesinde hnmonisil'l
oram dort dogrununkine egit olan dort nokta elde olunur, veyd
pagka deyimle, aym bir dogru dizerinde bulunan dort 4, B, C,
noktasinin bir S noktasindan itibaren izleri diigliriilecek olursa,

harmonisiz oran1 ddrt noktaninkine egit olan dort dogru elde
olunur.

Aym derecede kolayhikla ispat olunur ki aym bir dofgrudan
gegen dort =, f, v, 4 dizlemi bir dofiru ile dort A, B, C, D nok-

tasinda veya bir dizlemle dort a, b, ¢, d dogrusu boyunca ke~
sllirse '

(=, #, v, 9) = (A4, B, C, D)=(a, b, ¢, d)
dir.

Bundan 8nceki tamimlara, agafidakilerini de katalim: ayn!
bir diizlem fizerinde bulunan dort paralel dogrunun, veya birbi

rine paralel dort diizlemin harmonisiz oran1, bu dort dofiru veya

dfizlemin bir dogru ile kesilmesi neticesinde bulunan dort noktas
nin harmonigiz oranina egittir.

Artik harmonisiz oranin izdtigel geometrideki tnemini belir-
ten agafnki teoremi ifade edebiliriz : :
(Has) bir dogra iizerinde bulanan dért noktanin, veya aynt

bir diizlem iizerinde bulanan ve (has veya hasolmiyan) bir nokta-
dan gegen dért dofrunun. veyahat (has veya hasolmiyan) bir dof-
rudan gecen dort dizlemin harmonisiz oranlari, bu gekillerin birin-

den diferine sonla sayida izdiigimler we kesimlerle gegilebildigi
takdirde, birbirine egittir,

lzdiigiim ve kesim islemlerine karsi harmonisiz oranin bir in=
varyant oldugu da sbylenebilir.

37. Dort noktanin harmonisiz orammin degerleri. Bir
dofra fizerinde bulunan d¥rt A, B, C, D noktasin1 yeniden ele
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‘hhm Bu dort noktanin harmonisiz oraninin degeri bu nokta-
larin siralanig gekline baghidir. Halbuki drt nokta yirmidort
farkls gekilde siralanabileccffine gore, ince elenip sik dokunulma-

@i takdirde, d6rt noktanin aym sayida harmonisiz oran vere-
&ﬁ zehab1 uyanabilir. Hakikatte, deffer bakimindan farkl olan-

lanig sayisi, genel olarak, altidir.
Gergekten, bir kere
AC BC BD AD _CA DA DB CB

yini
(4, B, c, Dy=(B, A, D, C)=(C, D, A, By=(D, C, B, A)

[ olduguna igaret edelim.

Bagka deyimle, ilk iki nokta ile son iki nokta kendi arala-
finda aym zamanda degigtirilirse, veya ilk iki nokta ile son iki
Noktanin yerleri tebdil olunursa harmonisiz oran degigmez.

-Bu anlagildiktan sonra

’ x=(4, B, C; D)

dersek, -

(4,8, D, cy=21, (4, ¢, B, Dy=1-2, (4,C, D, Bl=7—+
(A, D, B, =215 (4, D, C, B=;"+

olur,

Bunlar dort nokta ile tegkil olunabilecek humonhls oran-
larin alty degeridir.

Bu konuda daha fazla ilerlemeden surasimi kaydedelim ki
dort 4, B, C, D noktasi birbirinden farkl ise, x sayis1 0 ve 1
"'!erlerlnl alamaz ve Ste yandan daima somludur.

Genelllkle, harmonisiz oranm alti deferi birbirinden farkh-
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1. Bir dofirn {izerindeki noktalar climlesi, veya dogFrusal
nokta ciimlesi.

_ 2. Bir noktadan gegen ve ayni bir diizlem fizerinde bulunan
dofeular (veya 1ginlar) climlesi, veya isin demeti.

8. Ayni bir dofirudan gegen diizlemler ciimlesi, veya diizlem
demeti,

4. Bir dlizlemin noktalarindan ve dogrularindan miitegekkil
tlmle, veya diizlem.

5. Italyan geometricilerin yildiz adini verdikleri ve aym bir
Boktadan gegen dogru ve diizlemlerden ibaret olan baket.

6. Noktalarindan ve diizlemlerinden miitegekkil ciimle gibi
dUglintlen wzagdan ibarettir.

Suraeim1 kaydetmek yerinde olur ki, bu tamimlar izdiigel
UZay igin verilmigtir, yani tanimlarda bahsa konu olan baz ele-
Manlar hasolmiyabilir, Nitekim bir dofrusal nokta climlesini ta-
Bi¥an bir dogru hasolmiyabilir (bu takdirde de bahis konusu

‘dogrusal nokta climlesi bir diizleme ait dogrularin dogrultularin-
dan miitegekkil ciimledir) ; bir 191n demetinin biitiin dogrularinda

ortak olan nokta hasolmiyabilir ve bu takdirde birbirine paralel
(ve ayn1 diizlemde bulunan) dogrular bahis konusudur; bir bu-
ketin dogrularinda ve diizlemlerinde ortak olan ve buketin te-
Pesi denilen nokta da hasolmiyabilir, ve bu takdirde buket ayn:
bir d“ﬂl‘uxa paralel doffru ve diizlemlerin climlesidir.

$u nokta derhal gtze garpar ki izdUglim ve kesim iglemle-
*iylo bir formdan dtekine daima gecilemez. Bunun mimkiin ol-

™38 halinde iki formun ayni cinsten olduklari sdylenir. Daha

k_"ln bir tarzda, ilk @i¢ forma birinei cinsten formlar denflir; dor-
diiney e beginei formlar ikinei cinstendir ; sonuncusu da fOgiinei
“Insten bir formdur. Meseld gorilebilir ki bir dogrusal nokta
n_‘“‘“@in (tagiyrcisy digindaki) bir noktadan itibaren izdiiglimi

§inlar demetidir; bir dlizlemio (disindaki) bir noktadan iti-
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paren izdisimi bir buketdir: bie dizlem demetinin (demete ait
olmiyan) bir diizlemle kesimi bir 1gmn demetidir, v.s.

39, lki form arasinda izdiigellik. Desarcues ve Pascals
bir z diizleminde bulunan bir y g¢emberinden bir o’ du;leminde.:
bulunan bir y* konifine gegmek igin ne z ya ne de a’ ye ait
olmiyan bir § noktasindan itibaren y min 2’ fizerindeki izd@-
gimfn{ aliyorlardi. Netice itibariyle, = dtizleminin, S noktasin-

dan itibaren izini ahyorlar ve S tepeli buketi 2’ diizlemiyle ke-
siyorlardi. '

De La Hire ve Le Potvee 7 gemberi ile ;° konigini ayn!
dizlemde farzetmek yolunu tutwuglardi. Evvelee de kaydettifi-
miz gibl, ne « ya ne de ¥’ ye ait olmiyan bir S§° noktasindad
itibaren 2’ diizleminin x dfzlewi Ozerine izi dglndlirse, bu:
geometricilerin kullandiklari usal yeniden elde olunur. DESARGUES.
ve Pascar farkh iki dfizlem arasindaki bir tekabiili ele ahiyorlary
buna karphk DE La Hize ve Le Powvke boyle bir tekabiildl ¢a=
kigik iki diizlem (tagiyicilar: aym olan ikidfizlem) arasinda kura-
yorlardi. Yukarida adlart gegen geometriciler tarafindan ele ali-

nan donfigtiirimler, PoxcereT ve onun yolunda gidenlerce dagli~
nfilen izdlgelliklerin zel halleridir,

PonceLET der ki birinden Stekine sonlu sayida izdiigim ve
kesimlerle ge¢ildiffi takdirde, birinei cinsten iki form izdfigeldiri
bu formlar arasindaki tekabiile de izdiigellik ad verilir.

| (13 e :
Ozellikle, biri stekinin izdfigimil veya kesimi ise, veya her
ikisi aym bir formun kesiminden veya izdGglimfinden ibaretse,

birinei cinsten iki forma perspektit halde iki form denilir. BU.
takdirde formlar arasindaki teka

biile de perspektivite adi ves
rilir. : - .

PoxcereT’nin tanim ikinci cinsten formlara tegmil edilmek
istenirse, bunlarin birinden Stekine sonly nynda. jzdtiglim ve ke-



sim iglemiyle gecilebildigi takdirde, bu iki formun izdfigel oldugu
sbylenecektir, Fakat bu tamm ¢ok dar anlamdadur.

Bu tanimi gegici olarak kabul edelim ve =z, 2’ iki izdiigel
| dizlem olsun. = nmin bir noklasina, =" niin bir noktasi, ve 2 nin
| bir dogrusunun noktalarina da z” niin bir dogrusunun noktalar
iz
|
|
|

!
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1

|

tekabiil eder; dolayisiyle, = min bir dofrusuna «’ niin bir doj-
- Tusu tekabill eder ve z nin bir noktas1 = min bir doffrusuna aitse,
2’ niin homolog noktasi da homolog dofruya aittir.

f Fakat bir konige gtre kutupluluk ve daha genel olarak
. Olzlemde dualite ilkesi gosterdi ki buna benzer bagka teka-
billler de vardir, yle ki bunlarda da bir noktaya bir dofru
Ve bir dogruya bir nokta tekabiil eder. Bundan dolay! bu tanimi
nine boyuna degigtirmek ve yerine agafikini almak gerekti:

[/

Iki dtizlem verildigine gbre \

1. Bunlardan birinin bir (nokta veya do@rudan ibaret) ele-
- Manina Stekinin bir eleman: tekabiil-ederse;

2. Birinin birinei cinsten bir formunun elemanlarina, Steki-
Bin birinei cinsten bir formunun elemanlar: tekabiil ederse, bu
iki diizlem izdageldir.

Iki buket arasindaki veya bir diizlemle bir buket arasin-
daki izdiigellik’in tmlﬂ de bunun henzeridlr £ iy

Iki dtizlem arasindaki izdiselligin, oncekinden daha genig
* #nlamdaki yeni tanimi, daha yukarida bahse konu olan iki hali
: “}tiva etmekle beraber ortaya bagka bir mahzur gikarir. lki iz-
~ dtigel dizlem iginde bulunan birinei ecinsten. iki homolog form
,‘ imluN’.lltllr Poncerer’nin, birinei cinsten iki form arasindaki iz-
dilgellik igin verdigi tanim bu Szeligl ispallamngl yetmiyordu.
Bu tanimin nasil tadil edilebildigini birazdan gdrecegiz. '

40. Birinci cinsten iki form arasindaki izdiigellik. Birinei
Cinsten iki form, ve fikirleri tespit maksadiyle, meselil PoNcELET
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anlaminda izdtigel olan iki 7, r’ dogrusal nokta climlesini dogii-
nelim. Bu takdirde » den » ye sonlu sayida izdiisiim ve kesimle
gecilebilir, Dolayisiyle A, B¢, D efer r min dort farkh nok-
tam ve A%, B, C’, D’ de bunlarin »* tizerindeki homologlan ise,

ilk dort nokta ile son dsrt noktanin harmonisiz oranlar1 birbi-
rine egittir:

(At 'B! C! D)“—_'{A': B’) C'| D)-

Buna gore iki doffcusal no

kta climlesi arasindaki izdugelligi,
iki dogrusal nokta cilmlesing

0 noktalary arasinda harmonigiz

Uygun diigmiyebilir, zira bir dog-
noktanin harmonisiz orani ancak
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nin M kesim noktasina, A noktasim BL nin CM yi kestigi P
Noktasina, ve nihayet L yi de BM ve AP nin N ortak noktasina
birlegtirelim. LN dofirusu r yi bir D noktasinda keser ve ABCD
dbrtliistt harmoniktir,

Gergekten, CM dogrusu ile kesilen ALB {i¢geninde MenE-
LAOS teoremine gire

LM AC BP
AN BC LP - T}

dir,

Ote yandan, aym tiggene CEVA teoremini tatbik etmekle

LM AD BP_
AM BD"LP~

bulunur, buradan da taraf tarafa bSlmek suretiyle

(4, B, C, D)y=—1
elde olunur.

Bu ispattan Ozel olarak D noktasinin konumunun AL, BL,
CM dogrularinin segimine bagl olmadiffi sonueu gikar.

Harmonik dortliinfin bu tanimi biltiin hallere uygulanabilir,
Ornegin effer dogrusal nokta cfimlesinin tagiyicist has ve buna
kargilik A noktas: has degilse, AL ve AP dogrularmi » ye pa-
Talel olarak gizmek kafi gelir. Eger r dogrusal nokta cimlesinin
tagiyicis has degtilse, bir yandan LM ve PN Ute yandan da MN
lle Lp birbirine paralel olmak tizere LMNP dbrtgeni bir paralel-
kenardr

Biittin hallerde buna benzer usuller bir dogru demetine

Veya bir dfizlem demetine ait bir harmonik ddrtltinfin ingasini
mimkiin kilar.

Bunlar anlagildiktan sonra, birinci cinsten iki form verildi-
#ine gsre, bunlardan birinin her harmonik dértlii elemanina Steki-
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nin bir harmonik dértlii eleman: tekabiill edecek gekilde bu formlar:

arasinda birebir bir tekabiil varsa, birinci cinsten ba iki forma iz=
diigel denilir.

von Staupt (1797-1867) tarafindan kabul edilen tamm bu=
dur. Geriye, tig homolog eleman ¢ifti verildigi takdirde, birinei
cinsten iki form arasindaki izdiigelliffin temamiyle belirli oldu
gunu ispat etmek kalir. Bu voN STaupr'in temel teoremidirs
bundan sonraki biliimde bu bahse yeniden ddnecegiz. Simdilik,
bu teoremi kabul etmek suretiyle, birinei cinsten izdiigel iki
form verildigi takdirde bunlarin birinden Stekine sonlu sayids

izdigiim ve kesim iglemleriyle gacilebildigini ispat etmekle yeti-'
nelim. :

Once gurasini kaydedelim ki ele alinan iki formu, tagiyicl
lar: birbirini kesmiyen, dogrusal iki nokta ctimlesi geklinde far-
zetmek daima mimkindir. Gergekten, sonlu sayida izdliglim ve
kesim yardimiyle birinei cinsten herhangi bir form yerine bir
doftrusal nokta climlesi alinabilir ve bu islemler, harmonik ddrt-

lileri deffigtirmediffine gtre, vox Stauprt anlaminda izdiigellik=
lerdir.
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Bu nokta anlagildiktan sonra, tagiyicilari uzaym aykin iki
dogrusu olan iki izdiigel dogrusal nokta climlesine r, »* diyelim
(Sek. 16). r nin tig noktas1 A, B, C ve bir izdiigellikte bunlarin
¥’ tizerindeki homologlar1 A’, B’, C’ olsun. AA’, BR’, CC’ doj-
rularini gizelim ; bunlar ikiger ikiger kesigmezler. AA” niin bir P
noktasindan BB’ ve CC’ ye dayanan bir p dogrhau gecer. p den
gegen diizlemler, » ve r” dogrularini, bahis konusu izdiigelligi
meydana getirecek gekilde keserler.

Goriiliyor ki voN StauDT'in tanimini kabul etmekle Ozelik
olarak Poncerer’ninki bulunur.

41. lkinci cinsten iki form arasindaki izdiisellik. Ikineci
tinsten iki formu ele alahm ve fikirleri tespit maksadiyle bun-
larmn iki o, ¢’ diizlemi oldugunu farzedelim. ¢, ¢’ niin elemanlari
bunlarin noktalar: ve dogrularidir,

Eger
1. 0 nun bir elemanina o’ niin bir eleman: tekabiil ederse ;

2. ¢ nun birinci cinsten bir formunun elemanlarina, o niin
birinei cinsten bir formunun elemanlar: tekabiil ederse, © wve p”
diizlemlerine izdiigel denilir.

Sayet bahis konusu elemanlarin nev’i tasrih olunursa, iki
hal varig olabilir :

A. ¢ nun bir noktasina p” niin bir noktas: ve ¢ nun dogru- _
8al bir nokta ciimlesinin noktalarina o’ niln dogrusal bir nokta
Clmlesinin noktalar: tekabiil eder. Bu takdirde ¢, o’ diizlemle-
Tine homografik ve birinden Stekini gegmeyi sagliyan igleme de
h"“q’ﬂﬁ veya kolineasgon denilir.

B. ¢ nun bir noktasina ¢’ niin bir dogrusu ve ¢ nun dofru-
8al bir nokta ctimlesinin noktalarina da ¢’ niin bir 1gnlar deme-
ﬁnh‘ dogrular: tekabiil eder. p, o” diizlemlerine kargit ve birin-

den tekine gegmeyi saghyan igleme de karsithik veya korelasyon
ad1 verilir,
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Bu tanima dayanarak, birinci cinsten homolog iki geklin iz
diigel oldufu zahmetsizee ispat olunabilir. l.pat oteki hallere de

derhal uygulansbildigine gore, iki homogrofik diizlem halinde
buanu gnsterelim. )

e dtizleminde bir r dofrusal nokta ciimlesi ile bunun fize-
rinde bir ABCD harmonik dortlistin@l diigiinelim (ek. 17). Tki
kargt LM, NP kenan A dan, Oteki kargn iki LP, MN kenarl

B den, MPkepan C den, dolayisiyle son LN kepan D den gegen
LMNP dortagithsim gizelim.

§ek. 17

¢ niin 7 ye tekabiil eden dojtrusal nokta ciimlesi r’ V€
A,B,C,D nin homologlari da A’, B’, C’, D’ olsun. L, M, N, P
noktslarina da L', M‘, N’, P’ noktalan tekabill eder. LM do@-
rusu A dan gectifinden bunun homologiu da A’ dan geger. Ayn!
gekilde N’ P’ dofirusu A" den, L’ P’ ve M’ N’ de B’ den, niha-
yet M’ P’ dogrusu C’ den ve L” N’ de D’ den geger. Buna gire
A’ B” C’ D’ dbrtliisit harmoniktir. 7, »* dogrusal nokta climleleri

arasinda harmonik ddrtlileri muhafaza eden bire-bir bir tekabill
vardir, o halde bu bir izdfigelliktir. '

42, Ugiincii cinsten bir formda izdigellikler. Uzaymn ele-

manlar: keodi noktalar: ve diizlemleridir. -Uzayin bir izddgelligl
agafhdaki sartlarla tamimlanmigtic,
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1. Uzayin bir elemanina uzagin bir elemant tekabiil eler.

_ 2. lkinci cinsten bir formun elemanlarina, gene ekinci cinsten
bir formun elemanlar: tekabiil eder.

Elemanlarin nev’i ayirdedilirse, iki hal elde olunur:
Bir noktaya bir nokta, ve bir diizlemin noktalarina gene bir
diizlemin noktalarini tekabiil ettiren homaografi veya kolineasyon.

Bir noktaya bir dizlem, ve bir diizlemin noktalarina bir
demetin diizlemlerini tekabill ettiren kargstltk veya korelasyon.

Uzayin bir izdiigellifinde, birinei cinsten bir formun ele-
manlaring, birinci cinsten bir formun elemanlar: tekabill eder ve

esasen izdiigelliklerin taniminda bu Ozelik ikinei gartin yerini
tutabilir,

Ote yandan agikdrdir ki birinci veya ikinei cinsten iki ho-
molog form izdiigeldir,

Su noktaya da dikkat olunacaktir ki uzayin izdilgelliginin
taniminda dogru, eleman olarak bahis konusu olmamgtir. Bunun
da sebebi gudur : fi¢ diizlemin bir nokta, iig noktanmin bir dfiz-

~lem belirlemesine mukabil, verilen dort dogruya dayanan iki
. dogru vardir. Bire-bir tekabill kavramina dayanan izdigellik kav-
rami burada bahis konusu olamazdi. Esasen gu noktayida igaret
edelim ki uzayin her izdUselliinde her dogruya gene bir dofru
tekabiil eder ama burada dofirular ya dojgrusal nokta ciimleleri-

nin tagiyicier, ya da dilzlem demetlerinin ekseni geklinde ele ali-
nirlar,

43. Koniklerin izdiisel olarak dogurtulmas:. Bir y cemberi
ile bunun alty A, B; C, D, §, 8§ noktalarn1 ele alalim (Sek. 18).
4, B, C, D, noktalanmin srasiyle S ve S’ noktalarindan itiba-
Ten izlerini dtigiirelim ; boylece, egit aqilar yardimiyle hesabedil-

dikleri igin harmonisiz oranlan egit olan iki dortli dogru elde
ederiz, :
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y Cemberinin dfizleminin, bu dizlem fizerinde bulunmiyan
perhangi Dbir O noktasindan itibaren herhangi bir z, diizlemi
fizerine izini diglrelim. 7 gemberine %, fizerinde 7, konigi ve

S, 87, A, B, C, D noktalarina da sirasiyle S,, $'., A, By, Cu D:

noktalar: tekabill eder, lzdligiim ve kesim iglemleriyle harmonisiz
oranlar deffigmediklerinden,

(sl. A“ St Bh sl Cll sl. Dl) = ‘Sl’A" Sl'B“ S'ch ls'1.‘II):I)
olur.

Bu tzelik tabii S, ve S’, noktalar: hangi noktalar olursa ol-
sun, doffru olacaffiindan, gu teorem elde olunur: Bir konigin nok-

talarim1 bu koniffin sdbit dort noktasina birlegtiren dogrularin
harmonisiz oram1 sdbittir. Dolayisiyle bir konik, dort noktay!

siibit harmonisiz oran altinda gtren noktalarin geometrik yeri-
dir.

Bu bzelik de dbnlstirilebilic. I' bir konik ve S, S’ de bu-

nun iki noktasi olsun. § den gegen bir ¢ dofgrusuna, a mn r3
ile ikinei kesim noktas: olan A dan ve S’ den gegen o dofirusu-

nu tekabill ettirelim. Boylece S, S’ tepeli 1gin demetleri arasinda
bire-bir bir tekabfil kurmug olduk. Bu tekabfil esasen bir izdi-
gelliktir, zira § den gegen ve harmonik bir dortlit viicuda geti-
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ren dort a, b, ¢, d dofrusunu ele alacak olursak, §” den gegen
homolog o’, ', ¢’, d’ doffrular1 da harmonik dortli tegkil eder-
ler, Dolayisiyle, bir konigin noktalarinin, bu konigin iki nokta-
Sindan itibaren izlerini diigiren dogrular iki izdiigel demet mey-
dana getirirler.

lzdtigel geometride bir konigi, aymi dfizlemde bulunan iki
Tzdligel demetin homolog 1ginlarmnin ortak noktalarimin geomet-
Tk yeri olarak tammlayabilir miyiz ? Once bir noktay: gtz dnil-
B¢ almak gerekir.

Ne S den ne de S” den ge¢miyen bir » dogrusal nokta clim-
lesine ait noktalarin iki S, S” noktasindan itibaren izlerini dii-
§lrmekle iki izdiigel demet elde edersek de, bu izddgellik dzel-
dir, zira birinci demetin SS” 1ginina ikinei demette ayni 1gin te-
kabiil eder. Poncerer tarafindan ortaya atilan ve esasen bugiin
de daima kullamlan bir deyime gore, her iki demet perspektiftir.
Esasen, iki demetin izdtigel olmas1 ve ortak iginlarimin kendi
-""‘mdli_lna tekabiil etmesi halinde bunlarin perspektif oldugn is-
Pat olunur. Bu anlagildiktan sonra, izdligel geometride, bir konik
A9afidaki tarzda tanimlanir:

Aygnir diizlemde balunan ve perspektif olmigan iki izdiigel dog-
@ demetinin homolog iginlarinda ortak olan noktalar ciimlesine ko-
nik adv verilir,

Birinei demetin 5§’ 1ginina ikinei demette S den ge¢miyen
- Dirs* dogrusu tekabiil eder ve tamm gereince bu dogra I" koni-
Bine 57 de tegettir.

Konikler teorisinin yukariki tamma dayanan geligmesi, S
Ve §” yerine egrinin bagka iki noktas: alindifn takdirde de ko-
nigin elde olunacagim gtstermekle miimkiia olacaktir.

Bundan sonra, perspektif o'miyan (yani ortak noktalari
Kendi kendisine tekabiil ctmiyen) ve ayni dizlem fizerinde bulu-
"an iki izdtigel dogrusal nokta climlesinin homolog noktalarini
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birlegtirmekle elde olunan dogrular climlesini ele almak yerinde

olur, Bu ciimleye zarf-konik adi verilir ve nokta geometrik yeri
olan bir konifin tegetlerinden ibaret bulundugu ispat edilir,

44. Koniklerin von Staudt'a gbre tamm. Geometrici
von Staupt, konikler teorisini, &nceden inga olunmug kutuplu<

lua dayanan bagka bir tamimdan hareket ederek kurmaf tercib
etti.

Cakigik iki ¢, ¢’ dizlemi arasindaki bir 0 kargithfm ele
alahm. ¢ nun bir P noktasina @ kargithfi ¢’ niin bir p” dogru-
supu tekabill ettirir. Bu dofruyu o ya ait gibi diglinelim; buna
Q bir P’ noktasimi tekabill ettirir. P’ niin bir homografide P ye
tekabiil ettigini gbrmek kolaydir, gergekten P nin bir dogrusal
nokta climlesini gizmesi halinde p” bir dofru demeti meydana ge=<
tirir ve P’ de bir dogrusal nokta cOmlesini gizer. Bu homografi
0 kargithfioa baghdir. Bunun Szdeglige mincer olmasi, yini P’
nfin daima P ile cakigmas: halinde, O kargithiina kataplalak

ad1 verilir, P nin homologu olan p’ dogrusu bu noktamin kutup
dogrusudur ve P de p” niin kutbudur,

Bir kargithffin bir kutupluluktan ibaret bulunmas: igin ge-
rek ve yeter gartin, tepelerinden her birine kargithin karg ke-

nart tekabiil ettirecek gekilde bir figgenin varligindan ibaret bu=
lundugn ispat olunur.

Bu anlagildiktan sonra, artik tammdan bahsedebiliriz: kendf
kutup dofirularina ait olan noktalar ciimlesine vox STAuDT geo-
m

etrik yer konigi adim verir, kutuplarin1 ihtiva eden dogrulal
toplulugguna da zarf-konik der.

1
Bu tanimin dstinligd konikleri ayni zamanda hem nokta-

larmin geometrik yeri hem de tegetlerinin zarfi olarak ithal et
mesindedir. Legons de Géométrie projective adl kltabunuidﬂ
kabul ettigimiz tanim gekli de bundan ibarettir,
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45. Uzaya tegmiller. Konigin, iki izdiigel dofru demetinde
Iwmolog wginlarin ortak noktalarmin geometrik yeri seklindeki
tanimin: yeniden ele alalim. Bu tanimi uzaya nasil tesmil etme-
li ve bu takdirde elde olunacak gekiller hangileridir ?

S, S’ tepeli izdiigel iki buketi ele alalim. Izdiigelligin bir

homografi veya bir kargithk olmasina gore iki hali kaale olmali-

iz,

S, S” buketleri homografik olduklar: takdirds, S den gegen
bir doffruya S” den gegen bir dofru, S den gegen ve bir diizlem
lizerinde bulunan dogrulara, S’ den gegen ve gene bir dfizlem
lizerinde bulunan dogrular tekabill eder. O halde S den gecen
bir diizleme S” den gegen bir diizlem tekabiil eder.

Bu nokta tespit edildikten sonra, iki geometrik yeri ele ala-
biliriz :

17 SM, S’M dogrular1 homografide homolog olacak gal:llde-
ki M noktalarinin K geometrik yeri. Bu K geometrik yeri uza-
ym her diizlemiyle en fazla li¢ noktada kesilen bir efridir ve
Uzay kiihigi adini alr.

2° Iki buketin homolog diizlem ¢iftlerinde ortak olan doj-
rularin geometrik yeri. Bunun K effrisini iki noktada kesen dog-
Fular toplulugundan ibaret bulundaga ispat olunur.

K eprisi miinasebetiyle ilgi ekici bir noktaya deginmek ye-
finde olur, Bir lihza koniklerin iki izdtigel dogru demeti yar-
dimiyle yaratimasina yeniden ddnelim ve gu noktaya igaret ede-
lim ki §, §” merkesli iki perspektif demetin homolog 1ginlarmin
ortak noktalarinin geometrik yeri, SS° dogrusu ile iki demetin
ortak kesimi olan bir » dogrusundan ibarettir. Bu iki dogru ya-
Dl SS* ile » toplulugu, parcalanmig bir konik gibi diigiintlebilir,
Bu milgahededen hareket etmek suretiy'e, K uny kitbiginin par-
talanmast halleri arastirilabilir.

Ele alinmas: gereken fig hal vardir:
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a. SS’ doprusu kendi kendisinin homologudur. Bu takdirde
genel olarak S5’ den gegen ve kendi kendilerinin homolofn olan
iki dfizlem vardir. K geometrik yeri baz1 hallerde u;.ukxg‘-bilen ve

SS’ dogrusuna dayapan iki dogru ile 5" dogrusundan meydana
gelir.

b. S5S’ dogrusu kendi kendisinin homologn defildir ama
SS’ den gegen ve kendi kendisinin homologu olan bir dizlem
meveuttur. K geometrik yeri bu diizlemde bulunan bir konikle,

bu diizlem diginda olan ve bahis konusu konigi bir noktada ke-
sen bir dogrudan ibarettir.

c. S, § tepeli buketler perspektiftir, yani ayni bir o diiz-
leminin izdiiglmleridir. K geometrik yeri S5’ dogrusundan ve bu

diizlemden meydana gelir. O halde burada bir egrinin 5zel hali
olarak bir diizlem bulunmaktadir.

S, S’ buketlerini bagliyan homografide bu iki buketde or-
tak olan elemanlardan hig birisi kendi kendisinin homologn de-

grilse, ancak o zaman K efrisi tam manasiyle, yAnl parcalanma-
mig bir uzay kiibi#i olacaktir.

$imdi iki S, S” buketinin kargit olduklarini farzedelim. S
den gegen bir dogruya S’ den gegen bir diizlem tekabil eder, S
den gegen ve bir dizlemde bulunan dogrulara da, S’ yii ihtiva
eden bir dofirudan gegen dilzlemler tekabiil eder.

Bu halde, ele alinacak bir tek geometrik yer bahis konusu-
dur, bu da buketlerden birinin dogrulariyle, ikinei de bunlarin

homologlar olan diizlemlerin ortak noktalarinin Q geometrik ye-
rinden ibarettir.

Egger M bu geometrik yerin bir noktas: ise, SM dogrusuna
M den (ve S’ den) gegen bir p’ diizlemi tekabiil eder. SM den ge-
cen diizlemlere de 5" den gecen ve p’ de bulunan dogrular tekabill
eder. Ozel olarak, S’M dogrusu, SM den gecen bir u dfizleminin

homologudur. Bu da gdsterir ki Q geometrik yerinin tanmiminda
iki buketin simetrik rolleri vardir.
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Q geometrik yeri bir ikinci derece yilzeyi veya bir kuad-
tiktir ve bunun da incelenmesine, koniklerinkine benzer gekilde
devam olunur.

VON StAupT’in konik tamimi uzaya da tesmil olunabilir ve
kuvadrikleri verir. Fakat uzay kibigi bu yolla elde olunamaz.

46. Egrilerin izdiigel olarak dogurtulmasi. Koniklerin iz-
dligel olarak dogurtulmasmdaki basitlik, geometricileri yliksek
dereceden egriler igin de buna benzer doPurtulmalar aramaya
sevkedecekti, Micuer Crares, Mésivs, STEINer (1796-1863) ve
onlarin zamaninda yagiyan geometricilerin meydana getirdigi
eser igte bu yoldaki arsstirmalarin mahsulfidiic.

Her geyden ®nce bir noktaya isaret etmemiz gerekiyor. Ko-
viklerin ve kuvadriklerin izdligel geometrisi, (nokta, diizlem ve
dogrulardan ibaret) gercel elemanlarla yetinilerek ve hatta, bun-
dan sonraki bolimde goriilecegi gibi, agt ve dogru pargas: dleili-
¢iml kavramlarina bagvurulmadan geligtirilebilir. Yilksek dere-
ceden egriler {izerinde yapllan aragiirmalarda; genel olarak, ger-
¢el ve sanal elemanlar arasinda hichir fark gbzeltilmez. Gerekli
malzemeyi ashinda analitik geometri saglar ; sadece fikir yiiritme
sekli izdiigel geometriden alinir.

n ninci dereceden bir diizlem egri, F(x, y) fonksiyonu x, g
Y& gire tam, rasyonel ve n ninci dereceden bir gokterimliyi gos-
termek lizere, koordinatlar:

F(x, y)=0

denklemini sagliyan gercel veya sanal noktalar toplulufudur.
Byle bir egriyi, kendi diizleminde bulunan (ve bu egrinin par-
¢alanmas: halinde tabiatiyle egriye ait olmiyan) her dogru ger-
- ¢el veya sanal n noktada késer. Kargit olarak, bir cebirsel ef-
tiyl, diizlemin her dogrusu n sayida noktada keserse, bu egrinin
derecesi » dir.
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ceden efriler topluluffuna denilir. Efer

Fix, 5)=0, Fyx, 5)=0

bu iki egrinin denklemleri ise, demetin her egrisi

Fl.(x! y)+AF!{x: 9') =0
geklinde bir denklemle g¥sterilecektir.

Diizlem fzerinde bulunan ve demetin biittin egrilerine ait
olmiyan bir noktadan bu demetin bir ve yalmz bir egrisi geger.

Dereceleri sirasiyle m, n olan iki

(1) Fulx, ) +4F(x, 9) =0,  &y(x, g)+ ndylx, y) =0

efiri demetini ele alalim, Effer bu demetlerin elemanlar: arasinda |

® Alu+Bi+Cu+D=0 {

denklemiyle temsil olunan bir tekabil varsa, bunlara izdigel
denilir.

Bu tekabiil bire-bir dir ve ele alinan demetlerin dogra de-

metleri olmalari halinde (m =n =1), (2) denklemi bu demetler
arasindaki izdigelligin analitik itadesidir,

(1) lzdtgel demetlerinin homolog egrilerinde ortak olan nok-

talarin geometrik yeri (1) ve (2) denklemleri arasinda %, @ pa-
rametrelerinin yokedilmesiyle bulunan

AF!ﬁI‘ X BI‘IQ! = CF;¢1+ DFQ¢| =0
dan ibarettir.

¥u halde bu geometrik yer, (1) demetlerinden her birine ait
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biitin egrilerin digerindeki homologlariyle olan ortak noktalarin-
dan gegen ve derecesi m + n olan, ve genellikle pargalanmiyan
bir egridir.

Yukarida, ele alinan effrilerin denklemlerini yazdik; gura-

Ein1 kaydetmek yerinde olur ki geometriciler bu denklemleri ge-

nel olarak yazmadan fikir yiritiirler.

Simdi diizlem kiibiklerin (yini m + n=38) meydana getiril-
meginden ibaret olan en biisit halle yetinelim.

Simdi dort 4, B, C, D noktasindan gegen koniklerden mil-

tegekkil ciimleyi, yAni bir konik demetini, bir de F tepeli bir

dogru demetini ele alahm. Her iki demetin de izdiigel oldugunu
farzedelim. Birbirinin homologu koniklerle dogrularin ortak nok-
talarinin geometrik yeri bir I' diizlem kiibifidir., Bunun bbdyle
oldugunu, denklemlere bagvurmadan ispat etmek i¢in, agafida
gbrillecefti gekilde muhakeme yiiriitiilebilir :

Konik demetinin F den gegen bir konifi vardir; bu konigin
homologu olan dogru F den gegecedi i¢in, F noktast I' efirisine
aittir, Ote yandan, F den gegen herhangi bir dogruyu, bunun
homologu olan konik I' ya ait iki noktada keser. Buradan da gu
Sonug gikarihr ki F den gegen herhangi bir doggra I' y1 fi¢ nok-
tada keser, dolayisiyle I' egrisi bir kibik (yani figtincl derece-
den bir efri) dir.

Surasim1 da kaydedelim ki bu diigilnce tarzi, ele ahman I’

geometrik yerinin cebirsel oldugunu tazammun eder.

Bir diizlem kiibik, noktalarindan dokuzu yardimiyle belirli
olur, Bu dokuz noktanin verilmesi halinde, kilbigi meydana ge-
"_m dogru demeti ile konik demetini nasil inga etmeli? Bu so-
Tuya kargilik olarak Cuasces tarafindan verilen ¢dziim yolu aga-
#idadir -i

Verilen dokuz nokta 4,, 4,, ..., 4, olsun. Bn noktalarin ilk
dordinden gecen koniklerle tegkil olunan demeti ele alalim.
Bu takdirde bir B noktas: ile Syle bir izdigelligi belirlemek ge-
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rekmektedir ki konik demeti ile B tepeli dofru demeti arasindaki

bu izdfigellik yardimiyle verilen dokuz noktadan gegen kilbik
meydana getirilmig olsun.

A,, A, A,, A, noktalarindan ve sirasiyle A, Aqy Ay As
noktalarindan gecen dort konifin harmonisiz oranl, dort BAs
BA,, BA,, BA, dogrusunun harmonisiz oranina egit olmahdir.
Bu harmonisiz oran belirlidir; bunun degeri = olsun. B noktasl,
dort A, A, 4., A, noktasin1 = harmonisiz orani altinda gbren
noktalarin geometrik yeri izerinde, yini bu dort noktadan gegen
bir y konigi fzerinde bulunur. Aym diiglnce tarzini Aq, Asy
A,, A, noktalan i¢in de tekrarlamak suretiyle deminki noktalar-
dan ve B den gecen ikinei bir y* koniffini elde ederiz.

1ki bal varid olabilir :

1. 7, v* konikleri birbirinden farkhdir. Ba iki konigin dort
ortak noktasi vardir; bunlardan 4., A, A4, den ibaretolan fgll
bilinmektedir, dordfinclsil de B oldugundan, o da bu gekilde
belirli olur. B noktas: bu suretle bir kere belirlendikten sonra,
konik demeti ile B tepeli demet arasindaki izdiigellik de, yeter
sayida homolog elemanin bilinmesi yiiziinden, belirlenmig olur.

2. 7, ¢" konikleri aymdir. B noktasi belirsizdir, buna gbre
verilen dokuz noktadan ge¢en sonsuz kiibik vardir. Bagka de-
yimle, bu dokuz nokta iki kiibigin ortak noktalandir, dolayisiyle ‘
bunlarin belirttikleri demetin biitiin kiibiklerinde de ortakdir.

Sekiz noktadan gegen kilbikler bir demet belirtirler, ve bu
gekiz nokta yardimiyle temamen belirli olan blr dokuzuncu nok-
tadan da gecerler, Buna gore, 7, 7" koniklerinin ¢akigmas1 ha-

linde, A, noktasinm A,, A4,,..., A, noktalan yardimiyle belir-
lenmig olmasi gerekir, Zaten A, noktasimn 4,, 4,, ..., 4, nok-

talar1 yardimiyle temamen belirli olan ve bunlarin son dortnok-
tasindan gecen v konifi Uizerinde bulundugunu biliyoraz. Ay As
Ay, A; noktalarmdan gegen koniklerin tegkil cttigi demetten ha-
reket ederek aymi diiglinceyi tekrar ele alalim, bu takdirde
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Ay, A,, A,, A, noktalarindan gecen ve A, u ihtiva etmesi gere-

- ken bir y” konigini elde ederiz. 4, noktas1 4., 4., 4, ile bir-
likte y, »” koniklerinin arakesit noktalarini viicuda getireceffin-
den, belirlidir.

Bu 6rnek, CuasLes ve ¢afdagi geometricilerin o zamanlar
ne bigim aragtirmalarla ugragtiklan hakkinda bir fikir verir.
Yiizeylerin meydana getiriligi ile ilgili bunlara benzer araghirma-
lar, XIX uncu yilizyilin bilyiik bir kisminda geometricilerin meg-
galelerine konu olmugtur.

47. Chasles’in tekabiil ilkesi. Biraz OUnce bahis konusu
edilen aragtirmalar, CHALEs'i, izdiigellifi genellegtiren ve bir dog-

. ruya ait noktalar arasinda kurulan tekabiilleri ele almaga sev-
ketti,

Bir r dogrusunu diigiinelim ve bunun, noktalarim: sirasiyle
X, Y ile gostereceftimiz dogrusal iki nokta clmlesikin tagiyicis:
olduguna farzedelim. Eger bu dogrusal nokta climleleri izdiigelse,
bir X noktasina bir ¥ noktas: ve bir ¥ noktasinada bir X nok-
tasi tekabiil eder. r tizerinde bir O baglangig noktasimmi secelim
Ve bu dogruyu yonliyelim. X in OX apsisine x ve Y nin OV
apsisine de y diyelim. Bu iki dogrusal nokta climlesi arasindaki
izdtigellik

axy+bx+cy+d=0

bitlntlslyle gosterilir.

X degigtigi vakit, ¥ nin de defigmesi igin af —be nin -
firdan farkh olduga farzolunacaktir.

Y homologu ile ¢akisan bir X noktasina birlesik (veya iki-
kat) nokta ad: verilir. O halde birlegik noktalari veren denklem

ax’+(b+c)x+d=0

dir; bupa gbre, genel olarak birbirinden farkh, iki birlegik (veya
ikikat) nokta vardir.
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Daha genel olarak, Ciasies X, ) noktalar: arasinda byle
bir cebirsel tekabitl diigiind@ ki bir X noktagina n tane Y nok-
tas, ve bir ¥ noktasma da m tane X noktasi tekab@il etsin.

Cuasies buna bir (m, n) tekabiilil der. f fonksiyonu xr e gire m :

pinei ve y ye gbre de n ninel dereceden bir gokterimliyi gdster-
mek fizere, bu neviden bir tekabiil bir

(1) flx, p)=0

denklemiyle gosterilir. Bu takdirde tekabiiliin birlegik noktalar:

F iz =9

denklemiyle belirli olur; genel olarak bu denklemin x cinsinden
derecesi m -+ n dir.

Bir dizlemde iki O¢, Oy eksznini ele alalim; (1) denk-
lemi bu dizlemde, x ekseninin sonsuzdaki noktasindan n defa,
ve y ekseninin sonsuzdaki noktaiindan da m defa gegen, dere-

cesi m - n olan bir C egrisini gdsterir. Tekabiilin birlegik nok-
talari, C efirisiyle eksenlerin x =gz aglortayimin ortak noktalari-

dir ; 0 halde bunlarin sayis1 m + n dir, mefler ki x =y dojrusu

C eftrisine ait olsun.

Bu son hal, agikca goriileceggi fizere, x =y dogrusunun C
effrisini m + n den daha fazla sayrda kesmesi halinde varid olur,

ve bu takdirde f(x, z) cokterimlisi x —y ile bbliinebilen bir
cokterimlidir, '

Bu noktalar anlagildiktan sonra, Cuasies ilkesinigu gekilde
ifade edebiliriz :

dogranun noktalar: arasindaki bir (m, n) tekabilinin ya
m-+n, ga da sonsuz birlegik noktas: vardir. Bu sonuncu hal,
m-+ n den fazla birlegik noktanin bilinmesi halinde varid olur

i :\.ancuh Cuastes’in  tekablil ilkesinin iki tatbikini veri-
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Once m ninei dereceden diizlem egrilerden miitegekkil bir ¥
demeti ile » ninci dereceden diizlem egrilerin meydana getirdigi
bir 3 demetini ele alalim ve bu iki demetin bir izdiigellikle bir-
.l_:li'ine bagli olduklarim farzedelim. Her iki demetin homolog eg-
rilerinde ortak noktalarin geometrik yeri olan C egrisinin dere-
Cesini arayalim.

Bir r dogrusunu dilgiinelim. » nin bir X noktasindan X nin
bir cgrisi geger; bunun 3’ demetindeki homologu olan epri r
i_iogrusunu n sayiuda Y noktasinda keser. Bunun tersine, r nin
bir ¥ noktasindan 3’ niin bir egrisi .gecer; bu egrinin > daki
homologu r dogrusunu m sayida X noktasinda keser. Buna gire,
X ve Y noktalar1 arasinda bir (m, n) tekabillti vardir. Surasi
agiktir ki C nin » ye ait her noktasi, bu tekabiiliin bir birlegik
Doktagidir ve bunun kargiti da dogrudur. Buna garé, bundan 6n-
ceki paragrafta da farkina vardigimiz gibi, C egrisi m - n ninei
derecedendir.

Ikinci tatbik, PoNceLET tarafindan bulunan bir teoremin
‘elde edilmesine yariyacaktir. ¢

Once gurasini kaydetmekle ige baghyalim ki bir doffrunun
noktalar: arasindaki tekabiiller bakkinda sdylediklerimiz bir ko-
~ Rigin noktalar: arasindaki tekabiiller igin de tekrarlanabilir. Ger-
gekten, bir C koniginin noktalar1 arasinda bir (m, n) cebirsel te-
kabiilint ele alahm. C nin bir noktas R, ve R den g'eqmlyen
bir dogru da 7 olsun. C koniginin izini R den itibaren » dogrusn
lizerine dtigiirelim; C nin bir M noktasina, RM dogrusunun r yi
kestigi M’ poktast tekabiil eder; bunun tersine, » min bir M’
Doktasina, RM’ dogrusunun C yi bir ikinci defa kestigi M nok-
tast tekabiil eder. Ozel olarak, R noktaama, C nin R deki tege-
ti ile » nin kesim noktasm tekabill eder.

C nin X, ¥ homolog noktalarina, r iizerinde, bir (m, n)
tekabiili ile birbirine baght X7, ¥’ noktalar: tekabiil eder. Bu
Sonuncu tekabiiliin bir birlesik noktasina, C fizerinde X, Y nok-
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talar: arasindaki tekabiiliin bir birlesik noktas: tekabiil eder, ve
bunun tersi de dogrudur. Dolayisiyle, X, Y noktalar1 arasindaki
tekabiilitn ya m-|- n, ya da sonsuz birlesik noktas: vardir.

Bu noktalar anlagildiktan sonra, tepeleri bir C konigi fize-
rinde bulunan ve kenarlari da bir C” koniffine tegfet olan {iggen=
lerin sayisimi aragtirmak isteffinde bulunalim.

C nin bir X noktasindan C’ nfin bir tegetini gegirelim
(Sek. 19); bu dofrunun C yi kestiffi ikinci A noktasindan C’
niin ikinel tegetini gizelim; bu dofirunun da C yi kestigi ikinci
B noktasindan C” niin gene ikinci tegfetini gegirelim ve bunun

Sek. 19

ek, 20

da C yi kestigi ikinci nokta Y olsun. X noktasindan C’ niln iki
tefieti geqtiffine gire, bu X noktasina iki ¥ noktas: tekabiil eder.
Bunun tersine, bir ¥ noktasina da iki X noktas: tekabiil eder.

O halde X, Y noktalar: bir (2, 2) tekabiila ile birbirine
baghdir ve bu tekabiliin dort birlegik noktas: vardir, yani soru-
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nun kargihiffi olarak dort tiggen var gibi gériiniir. Bu g¢tziimlerin
hasolmadiklarim gisterecegiz.

C, C’ koniklerinin dort ortak teffeti vardir. Bu tegfetlerden
biri p (Sek. 20), bunun C ye degdifi nokta P, P den C’ ye ¢izi-
len jkinci tegget p’, ve bu sonuncunun da C konigi ile ikinei or-
tak noktas1 P’ olsun. X noktasimin P’ ile, ve X den C’ ye gizi-
len tegetin de p” ile ¢akighigin1 farzederek biraz onceki gizimi
tekrarhiyalim. 4, B noktalart P ile, ¥ de P’ ile, yani X le ca-
kigir, v

O halde tekabiiliin dért birlegik noktasi, hasolmiyan ¢bziim-
ler (yani bozuk ii¢genler) verir. Dolayisiyle genel olarak, tepele-
ri bir konik tizerinde bulunan, kenarlari da bagka bir konige te-
et olan iigcgenler yoktur.

Sek. 21

Bir LMN ficgeniyle (Sek. 21), bunun tepelerinden gecen bir
C konigini, bir de bunun kenarlarina teget C’ konigini diigii-
Delim. C konigginin X, Y noktalar1 arasmda biraz yukarida ta-
Mimlanan tekabiilii yeniden ele alirsak, bahsi gegen dort birle-
#ik noktadan bagka, fig yeni L, M, N noktasim daha buluruz.
Tekabiiliin dortten fazla birlesik noktast bulunduguna gore,
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sonsuz birlegik noktas: vardir. Biylece PoxcerLET'nin gu teore-
mini elde ederiz:

T'epeleri bir konik iizerinde bulunan, kenarlart da bagka bir

konigte teget olan bir iiggen varsa, aymt sartlart sajligan sonsuz iig-
gen mevcuttur,

48, Ihtar. Birgok kereler kaydettiffimiz gibi, CrasLes, STEINER
ve genel olarak cebirsel ylizey ve egrilerle ufragan geometricile-
rin kullandiklar1 diigunceler gekil itibariyle her ne kadar geo-
metrik ise de, aslinda cebire dayamliyor, demektir. Siiphesiz
kullamlan usuller iistiin derecede verimli giktilar, denklem gek-
line sokulmas), imkansiz olmasa bile, gok uzun hesaplar: gerek-
tirecek sorulara bu usuller sayesinde yanagilabildi. Fakat her
an cebir alamindan gikilip @kilmadifini tahkik etmek garttir.
HapAamArRDIn bir mekalesinden alinan agaffiki Srnek ') bu ted-

birin ihmali halinde ortaya ¢ikacak tehlike hakkinda bir fikir
verecektir,

Bir diizlemde, O baglangic noktasindan gegen eglenik sa-
nal iki

(1) (a+ia") x+ (b +ib) y =0,

(2) (a—ia") x4 (b—ib)y=0,

dogrusunu ele alalim, Eger P noktas (1) dogrusuna ait ise, bu-
nun eglenik sanah olan P’ noktas: (2) dogrusuna aittir. Su halde
P ve P’ noktalar arasinda bire-bir bir tekabiil vardir. Dogrularin
ortak O noktas: gercel oldufundan bu tekabiilde kendi kendisi-
nin homolofudur ; buna gire bu tekabill bir perspektivitedir ve
PP’ dofrular1 sabit bir 4 noktasindan gegerler. Fakat dizlemin
gergel bir dogrusu, (1) ve (2) dogrularini birbirinin eglenifi sa-

b L'Enseignement Scientifique, 95 arahk 1933.
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49. Eukleides postulatimn Proklus’den Legendre’a kadar
gecirdigi tiirlii safhalar. Evvelce de gordilgtimiiz gibi, EUKLEIDES,
kendi kurdu@n Geometri’'ye bircok postuldtlar da koymusg, ve
bunlardan bir tanesi, yini paraleller postulati, dzellikle EUKLEIDES
postuldts adim1 almigtir. Bu postulat bircok aragtirmalara yer
vermig, bunlarin da geometrinin gelismesi, hatta denilebilir ki

* Matematigin tiimil fizerine bilyfik etkileri olmustur.

Bu aragtirmalari ¢abukca gbzden gegirmeden Snce, paralel-
lerin tanimini ve EUKLEIDES postulatinin ifadesini hatirlatalim:

Bir dofrunun simirsiz bir gekilde mhiabileeegini EUKLEIDES
postulit olarak kabill ettikten sonra, sinirmz bir gekilde uzatil-
difr halde birbirini higbir vakit kesmiyen iki dogruya paralel

doggrular adim verir. Bundan sonra, beginei postulit, ya da
EukLeipes postuldti asafidaki gekilde ifade olunur:

Baska iki dogruyu kesen bir dogru, banlarla aym tarafta, top-
lamlar: iki dik apidan kiigik i¢ agilar teskil edigorsa, bahis konusu
iki dogru, gerektigi takdirde uzatilmak sartiyle, i¢ agilar toplammnin
iki dik agidan kiiciik oldugu tarafta kesisirler.

Bu postuldta dayanmak suretiyle Evkieines agafidaki Oze-
likleri gikarir:

a. Bir noktadan, verilen bir dogruya sadece bir tek paralel
gegirilebilir,
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b. Bir ficgenin ac¢ilar1 toplam iki dik agiya esittir.
¢. Verilen bir geklin benzeri olan gekiller vardir.

Geometriciler Once, yeni bir postuldt ithal etmeksizin,

* EukLEmDES postuldtini ispat edip bunun kaldirilmas: caresivi

aragtirdilar. Bu arastirmalarin  kisirhffi yavag yavag ortaya
gu fikrin yayilmagina sebeb oldu ki bir noktadan bir dogruya
cizilen paralelin tekliginin, ve dolayisiyle Evkiepes postulatinin

~ kabul edilmedigi ve mantik bakimindan miimkiin gbriinen geo-

metriler de meveut olabilir.

Oyle samiliyor ki EUKLEIDES i elemanlarini yorumhyan eski
yunan geometricisi Prokios (410-485) bahis konusu postulaty is-
pat etmefe galigan ilk insan olmugtur. Bundan eonra tiirk geo-
metricisi Tus’lu NAsirUDDIN'in (1201-1274) denemelerine rast-

lanmir.

1600 yillar: civarinda Catarpl, ve daha sonralari GiorpaNo
Vitare (1638-1711), verilen bir dofrunun ayni tarafinda bulunan
ve bu dogrudan egit uzakhkta olan noktalarin geometrik yerini
ele alarak postuliti ispat etmek tegebbiisiinde bulundular; her

ikisi de bu geometrik yerin bir dofrudan ibaret bulupdugunu

Zimnen kabul ediyorlardi..

Verilen bir {icgenin keyfi biiyiikliikkte benzeri bir ﬁqgﬂﬁin
varhifi kabul edildigi takdirde EuxLeipES postuldtinin ispat olu-
nabilecegini Warris (1616-1703) gdsterdi.

Italyan jezviti GEroLAMO SAccHERD (1667-1733) inin eseri de
bu yolda yeni bir ufuk agar. SAccHEr, AD ve BC keparlan

birbirine egit ve 4B tabanmma dik olan bir ABCD dortgenini ele
alir, ve C ve D deki iki a¢gmin da dik, dar veya genig olmalar
haline tekabiil etmek ilizere {i¢ hipotez yfirfitiir. Birinci halde,
bir figgenin acilar1 teplam iki dik ag¢idir ve bundan da Evkreies
postuldtr ¢ikarihir. lkinei halde, bir ficgenin agilar: toplami iki
dik ag¢idan kiigiiktiir; figlincli halde ise, ayn1 toplam iki dik ag:-
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dan bilyfiktiir, Fakat bu sonuncu sonug, bir dofrunun sinirsiz
olarak uzatilabilecefii vakiasiyle celigme bhalindedir.

SaccHER! nemli bir gorfigll de yazilarina ekler : Eger bir
tek tiggende agilarin toplam: iki dik agiya esitse, biltin Uggen-
ler i¢in aym hal virid olur.

Mantik kurallarina gore geligtirilen ve bir figgenin agilan
toplaminn iki-dik agidan kiigik oldufu bir geometrinin var ola-
bilecegini ilk anliyanin SACCHERT olmasi muhtemeldir.

SaccuErr'den sonra, lsvigreli geometriei LamserT (1728-1777)
tig agis1 dik olan bir dortgeni ele alir ve dordiineli aginmn dik,

dar ya da genig olmas: hallerini gbzden gegirir, O da SACCHERI
nin buldugu sonuglara ulagir.

Fransiz geometricilerinden LAGRANGE (1786-1818), LAPLACE
(1749-1827), LEcENDRE (1752-1883), Lazare Car~or (1753-1823),
Fourier (1768-1830) de Enkr:imes postuldtiyle ugragmiglardir.
Lecenpre'in bu konu ile ilgill ¢aligmalar: ¢ok Snemlidir.

LecenNpRE bilhagsa, Euxiemrs postulitini kullanmedan bir
figgenin agilar: toplamimin iki dik agidan kilgik veya iki dik
agiya egit oldufunu ispat eder. Onun bu ispatim aynen alaca-
#1z; bu da Snemli bir noktaya parmak basmamiza yol agacaktir:

Bir ABC ficgenini ele alahim ve farzedelim ki bunun agilar
toplam1 2 dik a¢1 + a olsun (Sek. 22). A y1 BC nin H orta nokta-

gina birlegtirelim ve bu dogru parcasim1 HD = AH uzunlufu ka-
dar uzatahm.

AHC, DHB Uggenleri birbirine egittir ve dolayisiyle CAH

— : — s

ve HDB agilar1 birbirine egit oldufu gibi, ACH ve HBD acila-
r i¢in de aym gey sbylenebilir. Buradan da ABD tiggeninin ag1-
lar1 toplaminin da 2 dikagi + e ya esit oldugu sonucu gikarilir.

e P —
DAB, ADB aglarinm biri en fazla BAC agimmin yarsimna
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~ egittir. Bunun DAB agis igin varid oldugunu farzedelim. BD
 kenarmin orta noktasi K olsun; AK dofjru par¢asii "KE=AK
uzunlugu kadar uzatahm. ABE ficgeninin ascilarnn  toplam

== A
: o
i

Sek. 22

o~ e~ = o
2 dik agi+a dir ve EAB, AEB aplarindan birisi en fazla DAB

agisimin yarisina, yini BAC agisinin dortte birine egittir.

374'& agisimin en fazla yarmsina esit olan ac A/B-B ise, AB
nin K’ orta noktasini D ye birlegtirip bu dogruyu K’ den itiba-
ren K’'E’ = DK’ uzunlupu kadar vzatiniz. BDE’ figgenin agilari

* P .
- toplami 2 dik a¢1+ a dir ve BDE’, BE'D agilarindan biri en

fazla BAC agisinin dortte birine egittir.

Bu ¢izime devam etmekle, n sayiia iglemden soanra, agila-
‘nmin toplami 2 dikagi +a olan ve agilarindan  biri en fazla

& BAC agisina egit bulunan bir figgene varilacag1 goriililr.

(1" BAC < a
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olacak sekilde n yi yeter derecede biiyfik se¢elim. Bu suretle
elde olunacak sonuncu {icgenin, toplam: 2 dik agidan biiyiik iki
agist bulunacakbir ki bu da eagma bir sonugtur. O halde gorii-
liiyor ki bir {iggenin agilan toplamn iki dik agiya cgittir.

Bu ispatta, LEGENDRE, bir doffrunun sinirsiz olarak uzati-
labilecegini zimnen kablil eder; gergekten, gizdigi ficgenler dizi-
sinde B acilart kargisindaki kenarlar gidgide biiytir. Buna gire,
LecenprE’in ispatindan su sonu¢ ¢ikarilabilir ki EUkLEIDES tara-
findan ifade olunan «bir dogru sinirsiz olarak uzatilabilir» postu-

lati, tabii olarak, «bir iiggenin agilar: toplam: en cok iki dik agiya
egittir» sonucuna vardirir,

50. Lobacevski geometrisi. Rus geometricisi LOBAGEVSKI
(1793-1856) Pangeometri ya da Sanal Geometri adi altinda, bu-
giin kendi ismini tagiyan bir geometri vucuda getirdi; bu geo-
geometride LoBAgevskl, bir diizlemde bir noktadan bir dofruya
paralel olarak gegirilen iki dofrunun varhigini kabul eder.
Gergekte, boyle bir geometrinin farkina, onu anti-tklid ya da
tklid-dign geklinde adlandiran Gauvss (1777-1856), SCHWEIKART

(1780-1857), Taurinus (1794-1874) ve bir az daha sonralar1 J. BoLYAT
(1802-1860) de varmiglard:.

Bir AB dofirusu ile buna ait olmiyan bir C noktasini ele
alalim (Sek. 23) Lomagevski, ABC diizleminde bulunan ve C den
gegen dogrular arasinda AB ye rasthyan ve kesen adim1 verdik-

Kesmiyenler

o e

ek, 23



leriyle AB ye rastlamiyan ve kesmiyen adini verdiklerini ayird
eder.
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Kesenler toplufunu kesmiyenler toplulugundan, C den AB
r ye indirilen CD dikmesine gire simetrik iki a, b dogrusu ayirir.
' a, b dogrularina, C den AB dogrusuna gizilen paraleller denilir.

a, b dogrularindan her birinin CD dikmesiyle tegkil ettifi
daragiya paralellik agist denilir. Bu a1, C min AB den a uzakh-
finn bir =2(a) fonksiyonudur. a mn sifira yaklagmas: halinde,
2(a) agis1 bir dik apiya yaklasir, ve a simirsiz olarak bilyiidugi
; takdirde, #(a) agis1 da sifira yaklagir.

D noktasindan a, b doffrularindan her birine iki paralel ge-
¢irilebilir; bu parallerden birisi, her iki hal i¢in de AB dir.

Bir figlincii dogruya paralel olan ve kesigsmiyen iki dofiru
birbirine paraleldir.

Bir {iggenin agilar toplam iki dik agidan daima kiigiiktiir.

EukLebes geometrisinde bir diizlemde bulunan dogrular iki
tirli demet meydana getirirler : Bir noktadan gegen dojjrulardan
tegekkill eden demetler (has demetler); bir de paralel dogrular-
v dan viicuda gelen demetler (has olmiyan demetler). LoBagEvskr

geometrisinde bunlarin diginda figiineil bir kategori daha vardir:
Aymi bir dofruya dik dogrularla elde olunan demetler. Bu fig
tiirlti dogru demetinin ele alinmasiyle, klasik geometrideki c¢em-
beri andiran fig efiri kategorisine varilmig olur.

U¢ A4, B, C noktasim ele alahm ve BC, CA, AB dofru
pargalarini tagiyan dogrulara bu dofru parcalarinmm orta nokta-
larindan ¢ikilan dikmeleri sirasiyle a, b, c ile gisterelim.

Klasik geometride a, b, ¢ dofirulari ya aym bir O noktasin-
da kesigirler, ya da birbirlerine paraleldirler. Iik halde, bahis
konusu A4, B, C noktalari, merkezi bu dikmelerin ortak O nok-
tasi ve yancapt da OA olan ¢embere aittirler; ikinei halde ise
A, B, C noktalari aym bir dofiru {izerinde bulunurlar.
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$imdi LOBAGEVSKI geometrisini uyguladifimiza farzedelim.
Bu takdirde a, b, ¢ dofrular1 ya bir O noktasinda kesigirler, ya
birbirlerine paraleldirler, ya da ayni bir m dofrusuna diktirler.

Birinei halde 4, B, C noktalar1 O dan egit uzakhktadirlar
ve O dan OA4 uzakhfnindaki noktalarin geometrik yeri olan egri-
ye aittirler. Bu e@iriye daire veya andosikl denilir.

tkinci halde, LoBAGEVSKI'nin varhni ispat ettiii horisikl
denilen bir egriye aittirler; bu egri su ozeligi haizdir: Bu efri-

nin herhangi bir kiriginin orta noktasindan gikilan dikme sabit
bir dogruya paraleldir.

{Igtincit halde, bahis konusu 4, B, C noktalar1 m dofirusun-
dan esit uzaklikta bulunurlar ve dofrudan sabit bir uzakhktaki

noktalarin geometrik yeri olan egriye aittirler. Bu egriye de hi-
persikl veya egzosikl denilir.

51. Poincaré’nin Lobagevski geometrisi modeli. HENRI
Pomcart (1854-1912) Fucus fonksiyonlari ile ilgi unutulmaz arag-
tirmalarini yaptifh sirada yepyeni bir geometri ile kargilagmighir

ki bu da, yazig tarzimi deftistirmek suretiyle, LoBagevskr geomet-
risine irca olunabilir'),

Taninmig geometrici, diizlemin verilmig bir x’x dofrusunun
ayn1 tarafinda bulunan kismini, ve bu kisimda merkezlerl x"x
doffrusu fizerinde bulunan yarim-gemberler: ele alr. (Sek. 24).

Bu yarim ¢emberlerden biri olan AMB yi ve bunun iizerin-
de bulunmiyan bir C noktasim1 diigtinelim. C noktasindan, AMB
yi x"xdogrusu lizerinde kesen iki ACA’, BCB" yarim-gemberi ge-
ger. C den gegen yarim-cemberler iki sinifta toplanabilir: AMB

yi kesenler ve AMB yi kesmiyenler. Bunlar da ACA’, BCB’ ya-
rim-gemberleriyle ayrilirlar,

') Oeuvres de Henri Polncaré, Paris (1016) adli eserin Il nei cildine
bakiniz.
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Bu nokta anlagildiktan sonra, POINCARE gurasimi kaydeder

- ki bahis konusu yarim-gemberlere doffru ve x’x dogrusunun bir
‘noktasinda kesisen iki yarim-cembere de paralel dogrular demefi

uygaon giriirsek, tam minasiyle LOBAGEVSKI geometrisini elde
ederiz.

M

X =0 x
A=H B’ AR

Sek. 24

Bu ¢izimi tamamlamak nmai-.lyle, Pomncarf iki nokta ara-
sindaki uzakhia, bir efri yayinin vzunlufunu ve bir yiizey par-
casinin alan odlefisiinil tanimlar.

ki nokta arasindaki uzakligin neden ibaret t;ldugunn bildi-
relim, Sekli, birincisi x"v dogrusu ile g¢akigan iki dik Ox, Oy
eksenine nispet edelim. (Jek. 25). Sanal

z=x-+ iy

sayisi, z nin afiks i denilen ve koordinatlari x, y olan nokta ile
gbsterilecektir. Ox ekseninin iist tarafinda bulunan yarim-diiz-

Y
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lemin M ve N noktalari, girasiyle m ve n sanal sayilarinm
atiksleri olsun. M ve N noktalarindan, merkezi Ox fizerinde bu-
lunan bir yarim-gember, yani bir LoBagevskr dogrusu geger. Bu
yarim-cember Ox i, apsislerini a, b ile gosterecegtimiz iki 4, B
noktasinda keser. M, N noktalar: arasindaki uzakhk, tanim ge-

reffince, m, n, a, b sayilarinin harmonisiz oranmin neper loga-
ritmasindan, yéni

. m—a n—a
MN unkl:gl—log.—-——-m__&. i

den ibarettir. '

PomncarE, bu tanimin, aragtirmalarinda kendisine pek bil-
yiik faydas: dokundufunu da ilive eder. Gergekten, bu yolla,
LoBagevsel geometrisi, EUKIEIDES geometrisinin bir boliimiine
irca edilmig olur. Dolayisiyle, EURLEIDES geometrisinin geligme-
leri nasil higbir ¢eligmeye sebep olmuyorsa, LoBacevskr geomet-
risinin ilerlemeleri de boyle bir hale meydan veremez.

-

52. Riemann geometrisi. EukLEDES postulaty hakkinda,
dnceden {i¢ hipotez ileriye siiriilebilir.

Bir diizlemde bir a dofrusu ile buna ait olmiyan bir A nok-
tas1 verildifi takdirde :

1. A noktasindan a y1 kesmemek {izere bir ve yalmiz bir
dogiru gegirilebilir (EukLEmES),

2. A noktasindan a y1 kesmemek {izere sonsuz dogru gegi-
rilebilir (LoBAGEVSKI),

3. A noktasindan a y1 kesmemek lizere higbir dogru gegi-
rilemez.

Fakat evvelee gbrdiigimiiz gibi, dogrunun simirsiz olarak
uzatilabilecefi kabul olunduffu takdirde, bu sonuncu hipotezin
bir tarafa atilmas: gerekir. Bagka deyimle, figlincii hipotez kabul
edildiggi takdirde, dofrunun da sonlu bir uzunlugu oldugunu ka-
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bul etmek gerekir. lste RiEMANN (1826-1866) da bu hipotezi ileri

~ slirmiigtiir.

RieMANN geometrisinde, paraleller kavrami yoktur, ve dog-

" runun sonlu bir uzunlufu vardir, yini dogru bir nevi kapal bir

egcidir. Bir ticgenin agilan toplami iki dik a¢idan daima Dbi-
yiiktar.

Buketin EUKLEIDES anlamindaki geometrisini uygun tarzda

“yorumlamak suretiyle RiEMANN geometrisine somut bir gekil ve-

rilebilir.
Verilen bir O noktasindan gegen dofgru ve diizlemler top-

lulugunu ele alalim ve agagiki «gvzllik» yardimiyle bu toplulugu

itibari olarak bir dilzlem geklinde yorumlayalim :

O merkezli buket ldeal diizlem.,

O dan gegen dojra, Nokta.

O dan gegen diizlem, Dogra.

Iki dogru arasindaki agt, lki nokta arasindaki uzaklik.
ki giizli agr, lki dogra arasindaki act.
Ufyﬁzf-ﬁ. Uegen.

Bu ideal diizlemde, bir figgenin agilar1 toplam iki dik ag1-
dan biiyiiktilr, zira bir ligyQizlintin ikiyfizli agilar1 toplammnin
bu dzelii vardir.

O dan gegen bir diizleme dik olan ve gene O dan gecen diiz-
lemlerin ilk diizleme O da dik olan ortak bir dofrulari vardir.
Bu szelik gosterir ki RieMany geometrisinde bir dogrunun dikme-
leri ayn1 bir noktadan gegerler.

Yukariki yorum, RiEMANN geometrisinin mantik yoniinden
olabilirlifgini gtsterir. Bu geometrinin geligmesinin geligmeleri
gerektirmeyiceginden emin olabiliriz, zira yazig tarzlarinda yapi-
lacak bir deffigimle, bu geometri EvkrLemes’inkine irca olunabi-
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lir. Fakat bu keyfiyet, RiemanN geometrisinin «fizik» olabilir-
ligini ispata higbir vakit yetmez.

53. Eukleides geometrisinin postulitlari. EUxLEIDES an-
lami digindaki geometrilerin ingasi ve geometrinin ilkeleri flze-
rinde yapilan aragtirmalar, EUKLIEDES anlamindaki geometrinin
mantiki bir analizini ve bunun dayandifi postuldtlarin birer bi-

rer sayimini gerektirdi. Bu da, gegen ylizyilin sonlarinda, ara-
larindan H. Pomcarg, D, Hmeerr (1862.1948), F. ENRIQUES

(1871-1946) gibilerinin zikredilmesi nygun diigen geometricilerin
eseri oldu.

Grundlagen der Geometrie (Lerezic 1899) adh eserinde
D, Hicpert, EUKLEIDES anlamindaki geometrinin postulatlarini
birer birer saydi ve orfakhik, dofilim, paralellik, esitlik ve siirek-
" lilik kavramlarina tekabul etmek fizere bunlam beg guruba

ayirdi.

Hisert derki {ig ¢egit varlik tasavvur edelim:
Birinei gegit varhiklara nokta, ikinei gegitten olanlara dogru, ni-
hayet {iglinell ¢egitden varliklara da diizlem diyelim. Bu varhiklar

araginda geometrinin protuldtlariyla ifadelendirilen birtakim ba-
gintilar vardir,

Ortaklik Aksiyomlar:.

I. Farkh iki nokta daima bir dofru belirtir.

II. Bir dofrunun farkli her hangi iki noktas: bu dofirnyu

belirler, ve her dofru fizerinde hig olmazsa farkl iki nokta
vardir,

[I. Aym bir dogru ezerinde bulunmiyan fi¢ nokta, daima
bir diizlem belirler.

1V. Bir dizlemin ayni bir dogru iizerinde bulunmiyan farkl
herhangi fig noktas: bu dizlemi bzlirler.
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V. Bir dogrunun farkh iki noktas: bir diizlem fizerinde ise,
bu dogrunun her noktas: icin ayni hal virid olur.

VI. 1ki diizlemin ortak bir noktas: varsa, bunlarin hig ol-
mazsa ikincl bir ortak noktalar: daha vardir.

VII. Her diizlemde, ayni bir dogru iizerinde bulunmiyan
hi¢ olmazsa {i¢ nokta, uzayda da aym bir diizlem {izerinde bu-
lunmiyan hig olmazsa dort nokta vardir. '

Dagdim Mﬂ'yomhn..

I. Eger A, B, C ayn1 bir dogru tizerinde bulunan ti¢ nokta
ise, ve eger B noktas1 A ile C arasinda ise, ayn1 zamanda C ile
A arasindadir.

1. Eger A ve C bir dogrunun iki noktas: ise, bu dogrunun
A ve C arasinda bulunan hi¢ olmazsa bir B noktas: oldugu gibi,
hig olmazsa yle bir D noktas: vardir ki C noktas1 4 ve D ara-
sinda bulunsun.

Ill. Bir dogru {izerinde bulunan {i¢ nokta arasinda daima
8yle bir ve yalniz bir tanesi vardir ki diger ikisi arasinda bu-
lunsun. -

IV. Bir dogru fizerinde bulunan herhangi dért 4, B, C, D
noktas: daima o gekilde dagitilabilir ki B noktass hem A4 ve C,
hem de A4 ve D arasinda bulunsun, ve C de hem A4 ve D, hem
de B ve D arasinda olsun.

V. A, B, C ayn1 bir dogru fizerinde bulunmiyan fi¢ nokta,
a da bu noktalarin hig birinden gegmiyen ve ABC diizlemine ait
olan bir dogru olsun. Eger a dogrusu AB dogru pargasimn bir
noktasindan gecerse, daima ya AC dogru pargasimn, ya da BC
dogru par¢asinin bir noktasindan geger. -




114 cEgiTLl GEOMETRILER

Paraleller Aksiyomu.

I. Bir diizlemde, bir a dogrusu diginda alinan bir A nokta-
emdan, a y1 kesmemek fizere daima bir ve yalniz bir dogru ge-

girilebilir ; bu doffruya, a ya A noktasmdan gegirilen paralel ad1
verilir.

Ejitlik (veya denklik) Aksiyomlari.

1. Eger AB bir dogru parcas ise, ve A" de bir a" doffrusu-
nun bir noktas: ise, a” {izerinde ve A" niin aym bir tarafinda ol-
mak {izere daima Uyle bir ve yalmiz bir B’ noktasi bulunabilir ki
A’B’ dogru pargasi, AB dofiru pargasinin dengi (egiti) olsun.
Her dofiru pargasi kendi kendisinin dengidir.

AB dogru parcast B4 dogru par¢asina daima denktir.

If. Aym bir figlineli dofiru parcasimin dengi olan iki dogru
pargast birbirine denktir.

1lI. A, B, C noktalar: bir a dofrusunun oyle ic noktas
olsun ki A8 ve BC doffru pargalarinin ortak noktas: sadece B
neundan ibaret bulunsun. 4°, B", C’ noktalan da bir a" dogru-
sunun aym garti haiz {ig noktas: olsun. Efer 4B, A’B’ denkse,

ve BC ile B’'C" de denkse, bu takdirde AC ve A’C’ daima bir-
birinin dengidir.

IV. Bir = diizleminde h, k¢ yarim-dofirular1 ile belirli olan
bir ag1 (h, k) ve bir " dizleminin bir dogrusu da o’ olsun. @’

fizerinde bir O noktasini ve bir A" yarim dogrusuna segelim. =’
diizleminde ve o’ dofrusunun ayni bir tarafinda olmak fizere
daima O" den gegen bir ve yalmz bir dyle bir & yarim-dogrusu
secilebilir ki (A%, k') agqisi (A, k) acisina denk olsun.

Her ag kendi kendisine denktir.
(h, k) agis1 daima (k, h) agisina denktir,

V. Aym figiineil bir aginin dengi olan iki ag1 birbirine denk-
tir.



L]

3 o
M=
e

'l

GEOMETRI ILKELERI 1156

VI. Eger iki ABC, A’B’'C’ ii¢geninde AB.. AC dogru parga-
lar sirasiyle A’B’, A'C’ dogru pargalarina denkse, ve effer BAC,
B’A'C’” agilari da Dbirbirinin dengi ise, bu takdirde ABC, ACB

- agilan sirasiyle A’B'C’, A’C’B’ agilarina denktir.

*

Sdreklilik Aksiyomu veya Arkhidemes postulat:.

I. Bir dog@iru fizerinde iki nokta A, B ve bunlar arasinda bir
nokta da 4, olsun. Oyle 4,, 4,, ... noktalarim inga edelim ki
A, noktast A4 ile 4,, A, noktasi A4, ile 4,, ... arasinda bulunsun
ve fistelik 44,, 4,4,, 4.4,, ... dogru pargalar: birbirlerine denk
olsuplar. Bu takdirde, B noktas: 4 ile A, arasmda bulunacak
gekilde bir A, noktas:1 meveut olacaktir.

Bu aksiyoma HiveerT Biitiinliik Aksiyomunu katmigtir : Nok-
talar, dogrular ve diizlemlerden meydana gelen sisteme, bagka
varhiklar: katmak suretiyle elde olunacak genellesmig sistemin,

: _bundnn tneeki aksiyomlarin gergeklendigi, yeni bir geometri teg-

kil etmesi imkansizdir,

|
lkinei guruba giren aksiyomlar dogrularin ybnlenmesini, ve
agilarin  bahse konu olduklari vakit de yarim doffrulardan sdz
agilmasin1 saflarlar. Denklife gelince, bu da birbiri {izerine
koymak suretiyle egitlikten, yini tam manasiyle EUKLEIDES in
ele aldigindan (VII nei ;knlyom, gahife 7) bagka bir gey de-

“gildir,

54. Postulatlarin bagdasabilirlik ve bagimsizhig:. Nokta-

. ilr, dogrular ve diizlemler arasinda, keyfi olarak postulat geklin-
‘de gecilen bir takim bsgintilar kurmak suretiyle bir geometrinin

ingasi agik¢a daima miimkiln degildir. Bu postulatlarin bafdaga-
bilirligi, yani bu geometrinin mantik cer¢evesinde vaki olacak
geligmesinin geligmelere sebeb olmamas: garttir.

EukLEEDES geometrisinin postulatlarimi bir bir saydikdan

~ sonra HiLsert gereken dikkati esirgemiyerek bunlarin bagdaga-
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bildiklerini ispat etti. Bu amacgla, biitin bu postulatlarin ger-
ceklendigi bir analitik geometri kurdu.

{te yandan, bir geometrinin postulatlarimin bagdagabildikleri
ispat edildikten sonra, ayrica bunlarin bagimsiz olduklar, yani
bunlardan higbirisinin Stekilerinden ¢ikarilamiyacaii da gosteril-
melidir. Bu maksatla, i¢glerinden bir taneei miistesna, biitiin postu-
latlarin gerq.eklendlgl geometriler inga olunur. Nitekim, ARKHI-
MEDES postuldtinin, daha Snceki postuldtlarn bir neticesi olma-
difnm  gostermek amaciyle, HirteeErT, ArxHiMEDES postuldtimin
gergeklenmedifi bir ARKHIMEDES anlami diginda geometri kurdu.

Esasen VERONESE (1854-1917) bu yolda kendisinden daha Once
davranmigti.

Bununla beraber, bir geometrinin postuldtlarn arasinda be-
lirli bir baghik da bulunabilir, gu anlamda ki bunlarin bazilari,
digerleri de zorunlu olarak bir degigiklige uframadan, tadil edile-
mezler. Bbylece, bir dogrunun sinirsiz olarak uzatilabilecegi pos-
talatin1 bir tarafa birakmadan, paralellerin varolmadiffimi kabul
etmek suretiyle, EUKLEIDES postuldti red edilemez.

Gieometrinin ilkeleri miinasebetiyle bahis konusu olacak bag-
ka bir problem de gudur: Bir teorem verildifii takdirde, bunu is-

pat etmek i¢in gereken postulatlar hangileridir ? Bu hususta, te-

ferruata girigmeksizin, sadece igaret etmekle yetinecegimiz tipik
bir drnek, DESARGUES’in homolojik {lggenlere dair teoremidir.

Hivsert agafidaki teoremin, ancak denklik postulatlar: ka-
bul edildigi takdirde, diizlem geometride ispat olunabilecegini
gosterdi: AA’, BB’, CC" dogrular: bir noktada kesigecek sekilde
iki ABC, A'B'C’ iicgeni werildigi takdirde, BC ve B'C’, CA ve
C'A’, AB ve A’B’ kars: kenar ciftleri ayn: bir dogru iizerinde bu-
lunan ii¢ noktala kesigirler. Bagka deyimle, denklik postuldtlarmi
kullanmadan DesArRGuUES teoremini ispat etmek igin, uzay geomet-
risini kullanmak gerekir. Bunu ispat etmek i¢in HiLBERT, nE
denklik postulatliarmnin ne de DEsArGUES teoreminin dofru olma-
difr bir diizlem geometri inga etti.

P
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'55. Arkhimedes postuldt: ve dogru pargalarmin Slgiimii.
_ Her dofiru parcasina bununla temamiyle belirli olan bir (rasyo-

~ nel veya irrasyonel) gercel say1 tekabil ettirilebildigi takdirde,
dogru parcalarmin dlgiimiinden bahsedilebilir. Fakat geometride
ve bilhassa analitik geometride bunun kargit: da, yini her ger-
¢el saymnin bir dogru parq.al':mm Slglim{l olmasi da istenir.

ArkHIMEDES postuliti yardimiyle dolaysiz tnerme ithal olu-
nabilic ama, kargit Snerme icin aymi sey sdylenemez. Bunu yapa-
bilmek i¢in de ikinei bir postulatin, meseld HiLserT'in biitiinlilk
postuliitinin ithali garttir.

__ Fakat bottnlik postuldti yerine, GEORG CANTOR (1845-1918)
~un siireklilik postulat: da ithal olunabilir:

; Bir OM dogru pargast iizerinde :

1. OA,, OA,, ... dogru pargalart daima bityiimektedir ;

2. 0A4’;, OA'y, ... dogru parcalar: daima kicilmektedir ;
8. A A, A4, .. dogra parcalart o sekilde kiijiilmektedir

ki A,A," dogru pargasinin Gnceden werilmis bir dogra pargasindan
kiigiik olmasin: saghyan bir n saywist daima bulunabilir ;

Sartlarint sagligacak sekilde iki sonsuz OA;, OA,, ... ve OA"y;
04’,, ... dogru parcalarindan miitesekkil dizi varsa, bu takdirde ox
dogru porgast birinci dizinin biitiin dofra parcalarindan biigiik, ve
ikinci dizinin biitiin dogru parg¢alarindan da kiigiik olacak gekilde,
bir X noktas: mevcuttur. :

Ote yandan, DepEriND (1881-1916) bir siireklilik postuldti-
nin ifadesini verdi, ki bu geometrik bir gekle de sokulabilir.

Bir OM dogra par¢asina ait noktalarin asagidaki sartlart sad-
ligacak sekilde iki simifa agrilabildigini farzedelim :

1. Dogra pargasinin her noktas: siniflardan birine aittir.
2. O noktas: birinei sinifa, M noktast da ikinci sintfa aittir.
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3. Birinci stnifin herhangi bir noktast daima, baglangict O ve

wen da ikinci smifin bir noktasindar ibaret balanan bir dogru par-
casina aittir,

Bu takdirde égle bir ve galmz bir X noktas: wvardir ki OX
doffru parcasinin her noktast birinci sinifa, XM dogra parcasimin
biitiin nokfalart da ikinci sinifa aittir.

Denklik ve DepExiND postulftlar: kabul edildigi takdirde is-
pat edilebilir ki bunlardan ARKHIMEDES postuldti ve ydnld bir

dogrunun parcalariyle gercel sayilar arasinda bire-bir bir teka-
billitn varhifn gikanlabilir.

Buna kargilik, VERONESE gisterdi ki, aym1 sartlar altinda

CanToR postuldti, ArkHIMEDES postuldtmin yerini tutamaz; bu
iki postuldt bafimsizdir.

56. lzdiigel geometrinin postulatiari, Evvelce de kaydetti-
gimiz gibi, lzdiigel Geometri'de sadece geometrik gekillerin ko-
numlariyle ilgili, yAni dogru par¢alarinin veya agilarin 8lgtimiinit
bahis konugu etmiyen Snermeler vardir. Fakat gu noktaya da
dikkati ¢ektik ki Izdtigel Geometri'deki Snermelerin ¢offu, bag-
langigta metrik bagintilarin ithali suretiyle bahis konusu edil-
migti. Nitekim, DESARGUES"in involusyon bafintisi, bir dogruya
ait noktalar arasindaki barmonik dortlit gibi kavramlar, dogru
parcalarinin Slglimlerini ithal etmek suretiyle bahis konusu edil-

miglerdir. Ancak gok sonralari bu tzeliklerin izdfigel mahiyyetl-
nin farkima varilabilmigtir,

1zdtigel Geometri’yi her tiirll metrik kavramlardan temizli-
yerek, ilk defa kurmaya caligan voN StAupT olmusgtur, VON
StaupT amacina temamiyle erigemedi ama, ondan sonra gelip bu
alanda emek harcayanlar bu hususta daha mutlo gktilar. Bu-
glin, uzayin sezgiye dayanan konum zeliklerini yansitan ve 1z-

diigel Geometri’yi anlatmak i¢in temel vazifesini gbren birgok
postuldt sistemleri bilinmektedir,
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F. EnriQues tarafindan ortaya atilan ve bizce akla en yakm
olan postuldt sistemini agafiiya aynen aliyoruz.

Aralarinda agagidaki bagintilar bulunan ve noktalar, dog-
rular ve diizlemlerden ibaret {i¢ tiirlii eleman diiglinelim :

I. Iki nokta, kendilerinin de ait olduklar:, bir dogruyu be-
lirtir,

II. Agn: bir dogruya ait olmigan ii¢ nokta, kendilerinin de
ait balunduklart bir diizlemi belirtir.

I[I. Bir nokta ile bu noktalan gegmiyen bir dogra, Bur_:fan
ihtiva eden bir diizlem belirtirler. >

IV. Iki diizlem, kendilerine ait olan, bir dogru beffffer..

V. Agn: bir dogrulan gegmiyen ii¢ diizlem, kendilerine ait
qlrm bir nokta belirler.

Bu alt1 postulittan bagka, Ilzdiigel Geometri’deki birinei
cinsten formlarla (yani dogrusal nokta ciimleleri, 1gin demetleri,
diizlem demetleri ile) ilgili. iie ayr1 postuldt daha ithal edecegiz.
Once ifadelerini verecegimiz bu postulatlar: sonra irdeleyecegiz.

Bu postuliatlardan ilk ikisi dolanim yonleriyle ilgilidir.

VII. Birinci cinsten bir formda bir O eleman: fespit edildi-
gine gire, bu formun elemanlari o sekilde siralanabilir ki O her
elemandan énce gelsin. Bu siralamada, formun her eleman: daima
bagka birinden énce gelir ve formun, A nin B den Encs\geldﬂi ki
A, B elemant arasinda daima A dan sonra ve B den evvel gelen

bir elemant vardir.

VIIL. Birinci cinsten bir formda, birbirinin karsttr ve tema-
migle belirli iki dolanim yénii vardir, ve eFer bir form bir digerin-
den izdiigiim vega kesimle elde ediliyorsa, birinin iizerindeki bir
dolanim yéniine digerinin iizerinde temamiyle belirli olan bir dola-
nim gonii tekabiil eder.
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Sonuneu postuldt, DepExIND’in slireklilik postaldtinin izdd-
gel dile cevrilmesinden ibarettir :

1X. Eger AB, birinci cinsten siralanmis bir formun bir dogru
pargast ise, ve bu dogru pargast iki kisma béliiniirse, o gekilde ki

1. AB dofru parcasinin her elemam: kisimlardan birine ait
olsan.

9. A birinci kisma, B de ikinci kisma ait bulansan.

8. Birinci kismin herhangi bir elemani, ikinci kismin herhangi
bir elemanindan &nce gelsin.

Bu takdirde AB dogru parcasinin, (kistmlardan herhangi bi-
rine ait olabilen) éyle bir C eleman: vardir ki AB nin C den énce

gelen her eleman birinci kisma, ve C den sonra gelen her elemant
da ikinci kisma aittir. ’

Bahsini ettifimiz dokuz postuldt yardimiyle lzdiigel Geo-
metri temamiyle kurulabilir,

57. Birinci cinsten formlarda dolamm y&nii. Bir dolgruaal
nokta ciimlesini bir nokta farkh iki ydnde c¢izilebilir. Bunun
gibi, bir 1gmlar demetine ait bir dogru, demetin tepesi etrafinda
farkh iki yonde donebilir. Bir demetin bir dlizlemi de, demetin
ekseni olan dofru etrafinda farkli iki yonde donebilir. Ustelik,
effer bu formlarian ikisi, birbirinin kesimi veya izdiiglimil ise,
birincideki bir dolamim y®niine, ikincinin temamiyle belirli bir
dolanim ydnil tekabill eder. lIgte VII ve VIII inci postulatlarm
ifade etmek istedikleri gey de sezgiye dayanan bu dzeliklerdir.

Burada Snemli bir noktaya dokunmak yerinde olur. Dogru-
gal bir » nokta climlesi ile buna ait olmiyan bir R noktasim ele
alalim. (Sek. 26). r nin temamiyle belirli bir ytnde, meseld sol-
dan safa dofiru, bir M noktas: tarafindan gizildifini farzedelim.
m= RM dogrusu, R tepeli 151n demetini belirli yonde meydana
getirir. Bir an gelir ki Rm 1gim1, r ye paralel Rm,’ durumunu alir.
Rm dogrusu hareketine ayni ytnde devam ederek, daha sonrala-
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- " Rm’ durumunu alacak, ve M noktas: da, baglangigta hareket
~ edilen M mevkinin solunda bir M noktasina gelecektir. VII ve
VIII postuldtlarina gbre, dogrusal bir nokta climlesini belirli bir
yonde dolanan bir nokta, sonunda harekete bagladift noktaya

B T = e r

m’ n
Sek. 26

~ dbner. Bagka deyimle, bu postulitlar, sonsuzda noktalar kavra-
v -’mlm 1zdiigel Geometriye soktuklar1 gibi, izdiigel dogrunun bir
~ mevi kapali egri gibi ele alinmasim gerektirirler.

Bundan da su sonug ¢ikar ki bir dogrusal nokta ciimlesinin
iki A, B noktas ahndifr takdirde, bu noktalar iki izdiigel dogru
pargasim belirtirler, o gekilde ki: bir nokla A dan B ye giderek
dogrusal nokta ctimlesi fizerinde iki ayr1 dolamim ybufine gire
dolandignr vakit bu iki izdligel dogru parcasim gizer.

VII ve VIII inci postulatlar yardimiyle bahis konusu edile-
~ bilecek bagka bir Snemli kavram da birinei cinsten dort eleman-
la tegkil olunacak guruplarla ilgilidir. Ornegin, bir dofirusal nok-
ta climlesinin, bunun {izerindeki belirli bir dolanim y&niinde,
* birbirinin ardindan gelen dort 4, B, C, D noktasim ele alahm.
Bunlan ikiger ikiger giftler halinde iig tiirlii ayirabiliriz: AB ve
CD, AC ve BD, AD ve BC. Birinei ve fi¢iinell halde, bir ¢iftin
noktalariyle belirli olan dogru parcalarindan her biri, ¢iftin diger
dogru parcasinin iki ucunu ya ihtiva etmez, ya da eder. Bunun

tersine, ikinei halde, ¢iftin noktalariyle belirli olan dogru par-.
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calarindan biri, oteki dofirn pargasinin uglarindan birini ihtiva
eder. Buna gore AB ile CD giftinin, ya da AD ile BC ciftininin

birbirlerini agirmadiklar:y, buna mukabil AC ile BD ciflinin bir-
birini agrrdige sbylenir.

Buradan da gu sonug¢ cikarilir ki effer ABCD dortliisii har-
monik ise, yani C, D noktalar1 A8 yi harmonik olarak bdlilyor-
sa, AB ve CD gifti birbirini ayinir.

58. Bire-bir tekabiiller. Birinei cinsten iki formu, meseld

iki », r* dofrusal nokta cumlesini ele alahm. Bu dogrusal nokta

climlelerinin elemanlari arasinda bir T’ bire bir tekabiiliinl dii-

giinelim. Bir nokta r yi belirli bir ybnde ¢izdigi vakit, bunun

homologa, »* y{ belirli bir yonde gizerse, T tekabiiliine siralan- 3

mis denilecektir.

$imdi », »* doffrusal nokta climlelerinin ayni bir dogru tize-

rinde bulunduklarini farzedelim. Bunlar arasindaki 7' tekabiilll_

siralanmig bir tekabiilse, M noktas1 » yi belirli bir yonde ¢izdi-

@i vakit, bunun M’ homologu »* yii, bundan Sneceki ile cakigabi-
len veya gakigamiyan bir ydnde gizer. Birinei halde, T nin do-
lagsiz, ikinei halde de ters bir tekabiil oldufa sBylenecektir.

Egger M noktas: dzel bir durumda M’ homologu ile ¢akiga-
bilirse, biiyle bir nokta tekabiiliin birlesik bir noktas: olacaktir.

Bunlar anlagildiktan sonra, IX postulati, tekabiillerle ilgili
bulunan ve sezgiye dayanan vakialarmn ifadesinden bagka birgey

olmiyan birtakim Bzeliklerin kurulmasini sagliyacaktir ki bunlar-
dan da birazdan bahsedecefiiz.

Farzedelim ki diiz bir yol iki A, B gehrini birbirine bagila-

maktadir, 1ki M, M’ yolcusunun bn yolu aldiklarimi farzedelim ;
bu iki yoleunun saatleri aymi &m gsterdigi vakit, yolcularin da
homolog konumlar iggal ettiffiini styliyecegiz. BSylecs yoleulari-
mizin konumlar: arasinda bire-bir bir tekabiil vardir.

Eger M ve M’ nlin ikisinin de hareket yonleri ayn: ise, ve
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efer M, A dan M’den sonra kalkar fakat B ye ondan &nce va-
rirsa, hareketinin bir aninda M“ye yolda yetigecektir; bu da te-
kabiiliin bir birlesik noktasi olacaktir, Olabilir ki bu ilk kavus-
madan sonra M hizini kessin ve M’ tarafindan gecilsin, ve son-
ra hizini arttirarak biraz daha Stede M'yil yeniden gegsin. Bu-
nunla beraber, A ile B arasinda M ve M'niin ayn anda bulun-
duklar: bir noktanin varhiffindan, ve 4 ile bu nokta arasinda M’
“niin daima M yi geride biraktigindan bahsedilebilir.

k Effer M yoleusu A dav B ye, ve M" de B den A ya gider-
~ se, yolgular agikea yalniz bir kere birbirlerine rasliyacaklardir.

Daha kesin terimlerle, agafiki teoremler bahis konusudur:

1. Eger birinci cinsten bir formun elemanlar1 arasinda
giralanmig dolaysiz bir tekabill varsa, ve bu tekabiilde bir AB
dogru parcasinin elemanlarina, bunun ihtiva ettigi bir 4°B” dog-
~ ru pargasinin elemanlar tekabiil ediyorsa, A’B’ ye ait Syle bir
~ birlegik P eleman1 vardir ki siralanmig 48 dogru pargasinda P den
~ bnee gelen higbir birlegik eleman yoktur. '

II. Eger birinei cinsten bir formun elemanlar: arasinda s1-
* ralanmig ve ters bir tekabill varsa, ve bu tekabiilde bir AB dog-
' ru 'parc.umm elemanlarina, bunun ihtiva ettigi bir A’8" dogru
~ pargasinin noktalar: tekabiil ediyorsa, AB’A’B dogru pargasina
ait bir P birlegik elemani ile, A8 nin tamamlayicist dofru par-
- casina ait bir Q birlegik elemam1 vardir. A8 ile PQ ve A’B’ ile
PQ giftleri birbirlerini ayirirlar.

59. lzdiigelliklerin tammi ve lzdiisel Geometri’nin temel
teoremi. Daha Once de stylediffimiz gibi, birinel cinsten iki form
‘arasindaki izdiigelligl von Staupt gu gekilde tanimhiyordu: Har-
* monik dértlileri degistirmigen bire-bir bir tekabil. Bu soruyu da-
ha yakindan inceleyelim ve daha fazla kolaylifi temin amaciyle,
iki », » dogrusal nokta climlesi arasindaki bir izdtgellikle yeti-
nelim (ki bu da ziten bir kayitlama demek degildir).
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; tizerinde iki A4, B noktasim1 harmonik olarak bolen iki
nokta C, D olsun, r ve ' arasmdaki o izdigellifi, _ABCD har-
monik ddrtliisiine A’8°C’D” harmonik dbrtliisiinil tekabiil ettirir.
AB, CD ciftleri birbirini ayirdifs gibi, ayn1 gey A'B’, C'D’ gitt=
leri icin sdylenebilir. Dolayisiyle, r ilzerindeki ACBD dolanim
yoniine ” iizerinde A’C’B’D" dolamm ydnil tekabiil eder. O hal-
de bir izdiigellik, siralanmig bir tekabiildiir.

lzdiigel Geometri’nin temel teoremi de gu gekilde ifade olu-
nur: Birinin werilen ii¢ elemantna Gtekinin wverilen iig elemanint

tekabiil ettirmek tizere, birinci cinsten iki form arasinda bir ve yal-
nmiz bir izdigellik vardrr.

Bagka deyimle, 7 nin verilen t¢ L, M, N noktasina, r’ niin
girasiyle verilen fig L°, M", N’ noktasin1 tekabiil ettirmek fize-

re, iki r, #’ dogrusal nokta climlesi arasinda bir ve yalmz bir
izdiigellik vardir.

Bu gartlar: saghyan bir izddgelligin varhinn kolayhkla gis-
terilebilir ; zAten bundan 8nceki bbliimde bunu yapmighk. Fakat
bu izdiigelligin bir tek olugunu ispat etmek daha ince bir igtir.

Farzedelim ki » nin L, M, N noktalarina r’ niin sirasiyle
L’y M’, N’ noktalarim tekabiil ettirmek fizere iki r, r* dogrusal
nokta ciimlesi arasinda iki o, o’ izdiigelligi bulunsun. » nin bir
P noktasina, » yardimiyle »* niin bir P’ noktasi tekabill ettiri-
lir. Bu sonuncu nokta, ®" izddsgelliginde, » nin bir P, noktasina
da tekabill eder. » nin P ve P, noktalar1 arasinda, acikca gu-
ritldiigil gibi, bire-bir bir tekabfil vardir ki bu da bir o, izdigel-
ligidir. Bu o, izdiigelliginde L, M, N noktalar1 birlesik noktalar-
dir. Egfer r nin biitiin noktalarmin o, igin birlesik noktalar ol-
dugunu, ydni bu izdiigellifin bir identiklikten ibaret bulundu- .

gonu ispat edersek, o izdiigellifinin de bir tek olugunu ispat et-
mig bulunuruz.

Itk dnce akla goyle bir yol geliyor: L, M, N noktalarindan
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her birinin diger ikisine gbre harmonik egleniklerini inga edelim.
Bbylece dyle fig yeni nokta elde ederiz ki, izdigellifin tamim do-
layisiyle bu noktalar o, igin birlegiktirler. Bundan sonra bualt:
noktadan her birinin geriye kalan beg noktadan ikisiyle tegkil
olunan her ¢ifte gtre harmonik egleniklerini alalim. Bidylece o,
e ait olmak fizere yeni birlegik noktalar elde ederiz, ve bu bdy-
lece siirer. Sonunda @, in sonsuz birlegik noktasini buluruz ama
r nin her noktasinin bu izdiigellik igin birlesik oldugu da bu
suretle asla ispat edilmig olmaz. '

i Dokuzuneu postulita ve bundan gikardifimiz teoremlerden
ilkine dayanmak suretiyle temel teoremin ispatini yapabiliriz.

@, in identiklik olmadifin1 farzedelim. Bu Uyle bir siralan-
mig tekabiildiir ki LMN dogru pargasina LMN dofru parcasini
tekablil ettirir, dyle ise bu bir siralanmig ve dolaysiz bir teka-
biildtir. LM dogru pargalarindan /N yi ihtiva etmeyenini diigiine-
lim. Bu dogru parcasinin bir P noktasina, ayn: dogru pargasinin
bir P, noktas: tekabiil eder, ve P nin L den M ye gitmesi ha-

! linde, P, de L den M ye gider. Buna gbre, dyle bir X birlesik .

noktas1 vardir ki L ile X arasinda ©, in higbir birlesik noktasi -
: yoktur (zdten X noktas1 da M ile gakigabilir). Eger P noktasi,
t LX dogru parcasimin bir noktas: ise L, P, P,, X noktalar1 LMN
dolanim ybnfinde birbirini takibederler. Simdi, ®, in, P yi P, e
tekabiil ettiren ters tekabiilinti diigiinelim. Ayni gekilde, (L ile
gakigabilen) dyle bir Y birlegik noktasi vardir ki effer P, nok-
tast MY dofru pargasinin bir noktas: ise, deminki gibi M, P,
P, Y noktalari1 NML yUniinde birbirini takib ederler.

Buna gore XY dogru pargas1 o, in higbir birlegik noktasim
ihtiva etmez. Fakat bu sonug da sagmadir, zira N npoktasinin
XY ye gbre barmonik eglenigi, X Y nin i¢inde bir nokta oldugun«
da, ®, in zorunlu olarak bir birlegik noktasidir. Bundan da, N
yi ihtiva etmiyen LM dogru pargasimin biitlin noktalarinmn o, in
birlegik noktalar: oldugu sonucu gikarihr. Acikea gbraldiigi gi-
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bi, ayni sebepten MN, NL dogru parcalarinin biitiin noktalar:
igin ayni gey stylenebilir ve dolaysiyle «, identiklikten iba-
rettir.

Boylece lzdligel Geometrinin temel teoremi ispat edilmig
olur. -

60. Diialite ilkesi. lzdiigel Geometri'nin yukarida ifade olu-

nan postuliitlary, en genel seklinde, a priori, diialite ilkesinin it-
haline yararlar.

Bahis konusu postuldtlarin ifadesindeki «nokta» ve «diizlem»
kelimelerini kendi aralarinda miibadele edelim. llk fi¢ postuldtin

yerini bunlardan sonra gelen {ig postulat alir ve bunun tersi de
dogrudur,

VII, VIII ve IX unen postuldtlara gelince, bunlar birinei
cinsten formlarla ilgilidir. Halbuki, «nokta» ve «diizlem» kelime-
lerinin kendi aralarinda degigtokugn, dogrusal nokta cfimlesine
diizlem demetini veya bunun tersini, 191n demetlerine de 1§in de-
metlerini tekabill ettirir, Dolayisiyle, bu degigtokus postulatlar:
degigtirmez.

Boylece lzdiigel Geometri’nin dokunz postuldti muhafaza olun-
dufuna gire, ditalite ilkesinin ifadesini verebiliriz:

lzdiigel Geometri'deki her Snermeye, «nokta» ve «diizlem» ke-
limelerinin kendi aralarinda degistokusa ve «dogru» kelimesinin de

dejistirilmeden agnen birakidmas: suretiyle ifadesi elde olunan bagka
bir nerme tekabiil eder.

Fakat billen bu ilkenin dar bir uygulanma alani vardir, gu
minada ki bunu ancak dokuz postulita dayanarak elde olunan
dnermelere uygulayabiliriz. Bununla beraber karsithklarin bun-
dan sonra yapilacak olan incelenmesi sayesinde bu ilkenin uygu-
lanma alanini genigletme imkani bulunabilecegi gibi, bundan

sonraki btliimde igaret edeceffimiz vechile, bu alapin sinirlar: da
kesinlikle belirlenecektir,
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3 Diizlemde dilalite ilkesi, uzaya tekabill eden ilkeden gikari-
~ labilir. -

- dilalite ile, bir buket tekabiil eder. Diialite ile birbirine tekabiil
eden iki gekil veya iki onermeye baglasik (korelatif) denilir; o
halde diizlemle buket baglagiktir. Bir ¢ diizlemiyle, S tepeli bir
buketi ele alalim. ¢ diizleminin noktalardan ve dogrulardan mey-
~dana gelen bir F geklinin baglagigt S tepeli buketin dtizlem-
lerden ve dogrulardan miitegekkil bir F, geklidir: Buketi, S
den gegmiyen bir o' diizlemiyle keselim. F, geklinin kesiti,
dogrulardan ve noktalardan meydana gelen bir F” gekli olacaktir.
' Bu anlagildiktan sonra, F gekli ile ilgili izdiigel bir &nermenin
baglagiph, F, gekli ile ilgili bir onerme olacaktir. Bu dnermeye
F’ gekliyle ilgili izdifgel bir Snerme tekabiil eder. Bu sonuncu
Snermenin ifadesi, agikea goriildiigit gibi, F gekli ile ilgili Sner-
~ mede « nokta » ve «dogru » kelimelerinin yerine sirasiyle « dogru »
. Ve «nokta » kelimelerini koymakla elde olunacaktir. Boylece diiz-
- lemde diialite ilkesi elde olunur.

- Agikea gorillebilece gi iizere, ayn1 gekilde buketfe de bir
- dilalite ilkesi elde olunabilir.

_ Noktalar: ve dogrular: toplulugu gibi diigiiniilen bir diizleme,

:

A

AL

N e s P E

SR ES I A




!
s

e P e ———
_._'_-' - i B- _." - _—__— = =

BESINC! BOLUM

GURUPLAR TEORISI VE GEOMETRI

61. Metrik geometri ve hareketler. Elementer geometride
iki geklin eglitligini ispat etmek igin, her ikisinin tist {iste konu-
labilecegti gosterilir. Nitekim iki ABC, A’B’C’ ii¢geninin egit ol-
duklarmi ispat etmek igin, ticgenler cakigacak sekilde A’, B’, C’
niin siramyle A, B, C iizerine getirilebilecegi gtsterilir.

Diizlem geometride kalalim ve diizlemden digariya gikmadan,
iki ABC, A’B’C’ ticgenini nasil ¢akigik hale getiribilecegtimize ba=
kalim. ABC tiggenini sabit birakahm ye 4’B’C’ figgenini agafiki
hareketlere tibi tutalim:

1. A’B’C’ ticgenini, kenarlar1 kendi kendilerine paralel kal-
mak iizere, kaydirarak A" yit 4 ya getirelim. Bu haretin sonun-
da A’B’C’ tiggeni byle bir A"B"C" konumunu haiz olacaktir ki
AB" doggrusu A’B’ ye, AC" dogrusu A’C’ ye, B"C" dogrusu da
B’C’ paralel olur.

2. AB'C" yli A etrafinda dondiirerek B” yii B ye getirelim.
Hareketin sonunda, C” noktas: ya C ile ¢akigacak, ya da C nin
AB ye gore simetrigi olan C" ye gelecektir. '

3. Bu son ihtimal halinde, ABC" niln AB dogrusuna gdre
simetrifiini alalim,

O halde A’B’C’ yii ABC ile ¢akigtirmak igin, bir bteleme,
bir nokta etrafinda ddndiirme ve nihayet, gerektiginde, bir do-
ruya gbre simetri iglemlerini yaptik. Zaten, agikca gbrilleced!
gibi, bu hareketlerin yapilig sirasinin higbir Snemi yoktur.

Daha genel olarak gdriilebilir ki Stelemeler, dondtirmeler vé
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bir dogruya gbtre simetriler sonunda bir diizleme ait iki gekil ga-
kighirilabildigi takdirde, bunlar egit gekillerdir.

Bundan da su sonu¢ c¢ikarilir ki dizlem gekillerin Gteleme-
lere, bir nokta etrafindaki dondiirmelere ve bir dogruya gire si-
metrilere tibi tutulduklar halde bir defigiklife uframiyan Sze-
likleri toplulugu diizlemin metrik geometrisini viicada getirir.

Diizlem hakkinda stylenilenler, higbir zorluga ugramaksizin
uzaya da tesmil olunabilir ve denilebilir ki gekillerin &telemelere,
bir eksen etrafindaki ddnddrmelere, ve bir diizleme gire simet-
rilere tabi tutulduklar: halde bir degigiklife ufiramiyan bzelikle-
rinin incelenmesi uzaymn metrik grometrisini viieuda getirir.

Surasint da kaydetmek yerinde olur ki uzayda bir dogruya
gbre simetri demek, bu dogru etrafinda iki dik aglik bir don-
diirme demektir.

Yakariki ifadeleri gizden gecirdifimiz takdirde gtriirfiz ki:

. 1. Otelemeler, ddndiirmeler ve bir dofirn veya diizleme giire
simetrilerden ibaret birtakim iglemler toplulugunu ele aliyoruz,

2. lki geklin egitliini gu gartla tanimlayabiliriz ki bunla-
rin birinden Gtekisine bahis konusu topluluga ait islemler yardi-
miyle gegilebilsin.

Bu topluluga ait iglemlerin uygulanmas: sonucunda gekille-
rin bir degigiklife uframiyan, bagka deyimle, bu iglemlere kars:
. dnvariyant kalan ozeliklerini ele ahiyoruz.

(itrecefiiz ki simdiye kadar ele aldiffimiz biitin geometriler
~ igin ayni sonuclara varilabir. Fakat bahis konusu olan iglemler
~ toplulugn birtakim gartlara baghdir: bu topluluk, iglemler gu-

- rupu denilen geyi meydana getirir, ve biz de bu kavrami tanim-
lamakla ige bagliyacafiz.

62, Gurup kavrami, Cebirsel denklemlerin ¢bzlimil milna-
sebetiyle, islemler gurubu kavramini matematiffe sokan Lvariste
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Gavoms (1811-1832) adinda geng bir fransiz geometricisidir. Bu
kavram yavag yavag matematigin biitiin dallarin1 sardi, bugflin
de aym kavramn fizige sokulmasina gayret gtsterilmektedir.

Kolay bir drnek {izerinde, substitiisyon guruplari denilen
geyin ne oldugunu gistermekle ige baghyalim.

Dort a, b, ¢, d harfini ele alalim ve bunlari herhangl bir
sirada, meseld bade sirasinda yazahim. abed den bade ye gegmegi

saffliyan ve
__[(bade
- a bcd)

ile gsterecefiimiz igleme substitiisyon diyelim. abed harflerini
bagka sirada yazdiffimiz her sefer bir substitisyon bahis konusu
olacaktir, Simdi agafnki iki substitiisyonu ele alalim :

_[(bade +_fchda
S= abcd)’ s-(abed 1

1iki abed den bade ye, ikincisi de abed den chda ya, dolayi-
siyle badc den dach ye gegmefi saglar. Efer S, S’ substitiisyon-
larini birbirinin ardindan uygularsak, abed den dach ye geceriz,

yini yeni bir
v__(dach
- "(abca

substitiisyonunu elde ederiz.

S” niin S nin §° ile garprm: oldugunu itibari olarak kabul
edip

§"=8.5"
yazacafiz.
S’ substitiisyonu abed den cbda ya, dolayisiyle dbac den

abed ye gegmegti saflar. Itibart olarak S’ niin tersi gubstitilsyon

diye, abed den dbac ye gegmejti sagliyan igleme diyecegiz ki bu
da bir substitiisyondur. Bunu da
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or (i)

geklinde yazacafhz.

Ote yandan,

xbe d)

s =(3454

dir ki bu substitlisyona da identik substitlisyon adin1 verecefiz.
O halde biraz Unce ele aldifimiz ve dbrt harfle meydana

‘getirilen substitilsyonlar toplulugunun asafiki dzelikleri vardir :

1. Toplulufa ait iki substitisyonun garpimi gene topluluffa
ajt bir substitiisyondur. !

2. Topluluga ait substitlisyonlarin tersleri gene topluluga
ait substitiisyonlardir. y

Bu bzeliklerden, toplulugun, identik substitlisyonu da ihtiva
ettiffti sonucu qikarilir.

Simdi mahiyyet itibariyle biraz farkli olan bagka bir Srnefi
ele alalim : Bir diizlemdeki Gtelemeler Srneffi. Bu diizlemdeki bir
A geklini birbirinin ardindan iki 7, 7" Stelemesine tabi tutalim.
lik steleme sonucunda A gekli A’ ye, ikincisinden sonra da A’
den A" ye gelir. Suras1 agiktir ki 4 dan dogrudan dogruya A"
Ye gegmegi sagliyan bir 7" Otelemesi vardir; bu dtelemenin,
T nin 7’ ile ¢arpimindan ibaret bulundufunu sdyliyecegiz ve
T" = T-T’ yazacafnz. Ote yandan, efer A dan A" ye bir Otele-
me ile gegiyorsak, kargit olarak, Uncekinin tersi denilen bir bte-
leme ile de A” den A ya geceriz. ¥

Boylece i;ﬁrnyoruz ki diizlemdeki otelemeler toplulufunun
iki tzeligi vardir:

1. lki Stelemenin carpimi gene bir Stelemedir.
2. Bir ttelemenin tersi de bir Slelemedir.
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Bunlardan da ziten gu sonug¢ cikar ki bu topluluk identik
Stelemeyi, yani bir gekli sabit birakan bir otelemeyi de ihtiva
eder. ;

Yukarida Ornek olarak ele aldifimz iki iglem toplulugu
mahiyyet itibariyle birbirinden ¢ok farklhdir: Ilki dort harfi il-
gilendiren simirht sayida, kesin olarak yirmi dort, substitiisyon-
dan moydana gelmigtir, lkineisinde ise sonsuz Oteleme vardir.
Fakat bu iki toplulufun ortak dzelikleri vardir ve iglem gurup-
larim1 tamimlamada bize yariyacak olan Ozelikler de bunlardan
ibarettir.

Sonlu ya da sonsuz sayida bir FE iglemler toplulugiunu ele
alahm. [tibari olarak, toplulugun iki igleminin ¢arpimi diye,
bu iglemlerin belirli bir sirada birbiri ardindan yapilmas: halinde
elde olunan sonuca diyelim.

1. Toplulugun iki isleminin g¢arpim: gene toplulugun bir is-
lemi ise;

2. Toplulugun bir isleminin tersi de toplulugan bir islemi ise,
E toplulugu bir gurup viicuda getirir.

E toplulugunun bir gurup tegkil etmesi halinde, bu toplu-

luk iglemlerinden biriyle bunun tersinin garpimini, yani identik
iglemi de ihtiva eder,

Dirt harfle ilgili substitusyonlar toplulugn ile diizlemdeki
ttelemeler toplulugu birer guruptur,

63, Metrik geometrinin asal gurubu. Yeniden metrik geo-
metriye donelim ve uzayda ttelenmeler, donmeler ve (bir diiz-
leme veya bir doffruya gbre) simetriler toplulugunu ele alalim.
Acikea gtriileceffi gibi, bu topluluk bir gurup vitcuda gatiril‘.
zira iki hareketin ¢arpimi da bir hareket oldugu gibi, bir hare-
ketin tersi de gene bir harekettir. Identik hareket de, acikeca,
bir gekli hareketsiz birakmakdan ibarettir.
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Bu guruba uzagin G, hareketler gurubu denilir. Buna gbre,
evvelce vardifimiz sonuglar: yeniden ele almak suretiyle agafki
ilkeyi ifade edebiliriz:

Metrik geometri, G, gurubuna aif iglemlerin uygulanmast so-
- nucanda sekillerin degigmigen (invargant kalan) &zeliklerinin ince-
~ lenmesinden ibarettir.

G, gurubuna, metrik geometrinin asal gurabu denilir.

64. Eukleides geometrisinin asal gurubu. Euxiemes geo-
 metrisi sadece, ilst iiste konulduklarinda egit olan gekilleri ince-
- lemekle yetinmez, ayni zamanda birbirinin benzeri gekilleri de
- gbzden gegirir. Buna gdre bu geometrinin asel gurubu, hareket-
- ler gurubundan daha genig olacaktir, gn anlamda ki bu gurupta
- bagka iglemler de bulunaeaktir.

Bu hususta bir fikir edinmek fizere A, B, C tepelerindeki
~ agilan sirasiyle A’, B, C’ tepelerindeki agilara esit olan birbi-
~ rinin benzeri iki ABC, A’B’C’ ticgenini ele alahm. Birtakim ha-
reketler yardimiyle, 4’B’C’ ticgenini dyle bir yeni AB"C" konu-
~ konumuna getirebiliriz ki A’ noktass A ya, B’ noktam A8 dog-
- rusunun bir B” noktasmna, ve C’ de AC dogrusunun C” noktasi-
na gelsin. ABC ve AB"C” benzer ficgenlerdir ve BC, B"C" ke-
narlar: birbirine paraleldir. Bu takdirde

AB” _ A’
B AB TAC

.d’r. =
Bu oranlarin ortak defferini k ile gbsterecek olursak, dilz-
~ lemin her M" noktasina, AM” dogrusu iizerindeki bir M nokta-
sin1 - :
AM" = k-AM

- Olacak gekilde tekabill etlirmek suretiyle, AB"C" iiggeninden
ABC figgenine gegilebilecegini gdriirilz.
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Bu isleme A merkezli homoteti denilir. Surasin1da kaydede-

lim ki verdiimiz tamim, dtizleme oldugu kadar uzaya da uygula-
nabilir,

Suras: apagiktir ki nzaydaki hareketler ve homotetiler top-
lulugu G, benzesim gurubu denilen bir gurup meydana getirirler.

EukrEIDEs Geometrisinin asal guruba uzagin G, benzesim gu-
rubudur. Sekillerin, bu guraba ait déniigtiiriimlerin uggulanmast

sonucunda dedigmigen (invarigant kalan) Gzeliklerinin lncc!mnguf
bu geometrinin konusunu tegkil eder.

Surasim da kaydedelim ki G, hareketler gurubunun biltin

iglemleri G, gurubuna aittir; G,, nin G, gurubunun bir alt-garubu
oldufin stylenir.

65. Hareketler gurubu ve Analitik Geometri. Hareketleri
Analitik Geometri diline nasil gevirecepiz ve G,, gurubunun ana-

litik temsilini nasil elde edecefiiz ?

Bir dik Oxyz figyfizliisiinil ele alalim. Otelemeler, dondiir-

meler ve birtakim ddzlemlere gore simetriler bu tgytzliiye yeni
bir O'x"y’z" dik fgyflizliisiind tekabiil ettirir.

Bu yeni dik figylizliinin eskisine gbre konumunu tanimla-
mak i¢in, O° noktasimin Oxy: e gbre x,, yo, z, koordinatlarini
ve O'x"y O'y’, 0’2" eksenlerinden her birinin dogrultu kosinfis-
lerini, yani bu eksenlerin sirasiyle Ox, Oy, Oz eksenleriyle yap-
tiklar agilarin kosiniislerini bilmek gerektir. O’x” niin dofrultu
kosinfislerini I,, m,, n, le, Oy’ niinkileri [,, m,, n, ile, nihayet

O’s" niinkileri de /,, m,, n, ile gosterelim. Bu sayilar bafimsiz
degildirler ve birbirlerine

E+mi+ni=1,
(1)l mi+ai=1, (2)
B+ mitai=1

f',. + mymy + Nanyg — ol
lyli+ mym, + nyn, =0,
L, +mmy+nny, =0
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bagintilariyle baghdirlar; son fig bafinti O'x", O'y’, O’z" eksen-
lerinin ikiger ikiger birbirlerine dik olduklarimi ifade eder.

Bir M noktasinin Oxyz ye @ibre x, y, z koordinatlart ile
. O’x’y’s’ ye gbre x’, y’, 2z’ koordinatlar1 arasinda koordinat dd-
niigtiiriim formilleri denilen

i x=xo+lL X+l ¥+,

E, (I = + max" + may’ + myz’, !
i' s=z,+nx +n y+mz
s

bagintilar: vardir. Sunu da ilave edelim ki
| !; m; n —
,' my Ny | = i 1
b ~ ly my ny

dir. A

Oxyz ye gore koordinatlar: sirasiyle x,, yi, 2: Ve X3 ¥y %2
olan iki M, M, noktasim ele alahm. Bu iki nokta arasindaki
uzakhifin karesi

e

M:M:=(l’: —xl)'+(91-‘!1)‘ +(‘l—‘i)’
formiilil ile verilmigtir.

- -

Eger x., uy =’ ve ¥y, gy, 2 de M,, M, noktalarimin
O’x’y’s’ tigyiizlisiine gbre koordinatlar ise, ¢ok kolay bir he-
sapla
| (xl' e -"t')' + (g," _9l')’ + s — )P=MM,
buluruz.
A Ote yandan iki

Ax+ By+ Cz+ D, =0, AIx+B!§+CI‘+D!=o

diizlemini ele alahim.

g

-

A
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Bu diizlemler arasindaki o agisinin kosiniisii

Al 4! + BlBi + clci
co8 =
V(4 +Bi +CH (4 + B +Ci

formiilil ile verilmigtir.

Diizlemlerin denklemlerindeki ¥, g, z yerine (1) denklemle-

rinin ikinei taraflarimi koyalm. 'Bn takdirde, bu dnzlamlerin
O’x'y’z" ye gore denklemlerinden ibaret olan

A/x"+ By + Cyz’+D/' =0, A4'x 4 Bn’y' +Cy'e'+ D,/ =0
1 elde ederiz. Kolay bir hesap

S e T N AR BB 4 CC
V@A + B HCONA + B C))

verir.

Bo suretle gbrilyoruz ki {i) substitlisyonlar1 uzakhk ve agi-
lar degigtirmez ; bagka deyimle, uzakhklar ve agilar bu substi-
tiisyonlarin uygulanmas: neticesinde invariyant kalirlar.

Buradan da agikea su qikar ki gekillerin metrik Ozelikleri,
(I) substititsyonlar: ile muhafaza olunurlar. Fakat metrik geomet-
rinin, (1) substitsyonlarinin uygulanmas) halinde invariyant ka-
lan dzelikler topluolugundan ibaret bulundufunun ispatinn ta-
mamlamak i¢in, ayrica ‘bir dik iigyfizliden bagka bir dik figyliz-
liiye birtakim hareketlerle gegilebildigini ispat etmek gerekir.

Buna gbre Oxgz, O'xy’z" herhangl iki dik dgyiizli olsun.
Bir steleme ile, Oxyz dik fUgyilzlisi O’x’y’z" ile aym baslangig
noktall bir O’XYZ dik figllisliniin konumuna getirilir. Bu takdir-
de, O’XY ve O'x"y’ diizlemlerinin arakesiti d olsun. O'XYZ yi

O’Z etrafinda, O'X ekseni d lizerine gelinceye kadar gevirelim,
biylece O'XYZ figylizlisti bir O'X,Y,Z figyfizlistt haline gelir.
Bu yeni figylizlilyll O’Z ekseni Oz” ile gakigincaya kadar O'X,
etrafinda gevirelim, O’X,Y,Z, figytizlislt yeni bir O’X,Y.z" ko-
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numunu haiz olacaktir, Sonunda bu {igylizliiytl de, O’X, ekseni
O’x" ile (hem konum hem de ydn bakimlarindan) cakigincaya

| kadar O’z’ etrafinda gevirelim. Ugylizliniin son konumu O’+"Yys"

 olsus. O’y" ve O'Y, cksenleri ayn: doffru ’ izerinde bulunurlar.

————

v e ekl B e Bt

R WL BT A T IR R ]| -

Egger bu iki eksenin yUnleri de aym isg, bir tieleme ve fi¢ din-
diirme sonunda Oxyz yi O'x"y’s" ile calighirmig oluruz. Efer
O’y” ve O'Y, eksenlerinin yinleri aym degilse, O'x"z" diizlemi-
ne gtre yapilacak bir simetrl O’ Y2’ yil O'x"y’2" ile cakighira-
caktir. Ne olursa olsun, goriiliiyor ki bir dik (gyfizliden bagka
bir dik Qgyiizliye G, gurupuna ait islemlerle daima gegilebilir.

Yeniden (I) doniigtiirtimlerine donelim. Kolaylhikla gbriiliir
kti (I) tipinden iki ddniigtlirimiin ¢arpimi, (1) ve (2) denklemleri
saglanmak {izere, gene aynmi tipten bir dontigtiiriimdilr, Ziten

~ bu keyfiyet de geometri bakimindan apsgikbir. Ustelik, (I) in
~ tersi de aym: tiptendir; +’, g, z’ niin katsayilar: ile tegkil olu-
~ nan determinant sfirdan farkh oldugu igin, (I) denklemleri bu

x’y g’y 2’ ye gore gozilebilirler. Buradan da su sonu¢ gikar ki
!)., my, np(j=1, .., 3) katsayilarinin (1) ve (2) bagintilarryle
birbirlerine baglh bulunduklar: (I) donfigtiirimleri toplulugu bir
gurup vileuda getirir. {

Fazla olarak, effer ¥, y, =z ve x', g’, 2z’ leri aym Oxyz dik
ficyiizlisiine gbre farkhi iki noktanin koordinatlar geklinde mi-
nalandirirsak, (1) denklemleri G,, gurubuna ait bir iglemi gds-
terirler,

Sonug olarak sunu styliyebiliriz ki:

(1) déniigtiiriimleri gurubu;, uzagin G, hareketler guruba ile
gakesir.
Metrik geometri, (1).déniigtiiriimlerinin uygulanmast sonucun-

- da defigmiyen (invarigant kalan) dzelikler toplulugudar.
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66. Benzegimler gurubunun analitik ifadesi. Benzegimle-
rin G, gurubu, (I) dontigtlclimler gurubuna uzaydaki homoteti-
leri de katmak suretiyle meydana gelecektir.

O merkezli bir homotetiyi ele alahm. Bir M’ noktasina, k
bir sabiteyi gtstermek iizere

OM" =k-OM"
olacak gekilde bir M" noktasi tekabiil eder.

O baglangiz noktahl bir dik iigytizliiye gore M’, M’ nokta-
larinin koordinatlar: sirasiyle 1, »’, z* ve »", ", 2" olsun. Bu
takdirde

D'=ky'? !'=kl'
olur.

Bu formiillerle (I) denklemlerini terkib edersek,
=yt Ly ), .
olur, ki bunlan da

x=xg+ax"+ ayy" +ay2”,
an Y=Yo+bix" 4+ byy"+ bya”,

z=zytox" + ey + 3z’
geklinde yazacafiz.

Bu sefer aj, b, ¢; (j=1, ..., 8) sayilan

@ {ai—{-ﬁi +oi=ai +bi+ci =a} +bi + el,
A0y '.l' babs -+ cacs = aga,+byh -+ €yC) =¢,ﬂ,+s;b, + ey =0
baintilariyle birbirine baghdir,

Ustelik, x", y*, 2" niln katsayilar: ile belirli olan determi-
nant sifirdan farklidir.
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! (IT) tipindeki iki dtniigtiiriimi{in ¢arpimi gené bu tipten bir

L donligtiirlimdiltr ve (II) tipinden bir dOnfigtiirtimiin tfersi igin de

i aym gay sdylenebilir. Su halde (I1) donligtiiriimleri, G, benze-
gimler gornbundan bagka bir gey olmiyan, bir gurup vilcuda ge-

[_ tirirler.

|

I

Eukleides geometrisi ; a j bj ¢ katsayilart (3) bagintilart ile
birbirine baglt olmak iizere, (I1) déniigtiriimlerinin uygulanmast so-
nucunda deffigmiyen (invariyant kalan) &zeliklerin toplulugudur.

H Bu donilgtiirlimlerin uygulanmas: halinde uzakhklarin artik
1 muhafaza olupmadiklari, buna kargihk iki diizlem arasindaki
‘} agimin deffigmedigi kolaylikla gbriiliir.

i

| 67. Argeziyen Uzay. Analitik geometri, uzayin noktalar
j ile ti¢ x, y, z say1 guruplar: arasinda bire-bir bir tekabill kurar.
]: Buna gtre denilebilir ki, karfezigen uzay (veya DESCARTES uza-
: y1) adi verilebilen, analitik geometri uzay:, daima sonlu farzedi-
| len ve bu suretle iki nokta arasindaki uzaklifin d2ima sonln ol-
dugfa ¢ x, g, z say1 guruplarn topluluffundan ibaret.r. Bagka
deyimle karteziyen uzay sonsuzdaki noktalar: blrly_ana birakr.

Sonsuzdaki nokta kavramini, esasen bugiin yapilandan ¢ok
farkll gekilde, ilkk ithal eden Dgesarcurs oldufundan, kartezi-
3 yen uzaya sonsuzdaki noktalar: katmakla, argezigen uzay (veya
Desarcues uzayi) diyeceffimiz yeni bir uzay elde ederiz.

Bir Oxyz karteziyen koordinat {igylizliisiine gire koordi-
TI natlar sirasiyle x,, g,, z, Ve x4, ¥ 2 olan iki 4, B noktasini
ele alalim. 4B doffrusunun bir M noktas:

=t

SH

kesim oraniyle belicli oldogu gibi, M noktasinin karteziyen ko-
ordinatlar: da




M ¥= T

dir.

Bu formiilleri veren I;euplurda k nin — 1 den farkli bu-
Jundugu zimuen kabnl edilmektedlr. Eger k= —1 olsayd:;, bu
formilllerin bir mAnas kalmazdi, Bununla beraber gurasim da
kaydedelim ki k nm —1 e yaklagmas: halinde, (1) denklemle-
rigle verilen x, y, = defferleri simireiz bir gekilde biiyiirler ve
dolayisiyle itibarl olarak AB dofirusunun sonsuzdaki noktas: de-
nilen gey, k= —1 e tekabill etmelidir.

Sonsuzdaki noktalann bir analitik temsilini elde etmek igin,
homegen karteziyen koordinatiar ithal edecefriz.

Bir nokianin x, y, z karteziyen koordinatlar1 verildiffine
gbre, sonuneusu sifiv olmamak tizere,

(2) - X=xU, Y=gU, Z=zl

bafiintilariyle dset X, Y, Z, U sayisimi ithal edelim.

Bu ddet X, Y, Z, U says bir orantihhik ¢arpan: farkiyle
tanimlanmiglardir, yani effer X, Y, Z, U sayilar1 (2) denklem-
lerini saglariarsa, ¢ sifirdan farkh bir carpami gostermek (zere,
oX, oY, oZ, ol sayilan igin de ayn: gey viriddir.

Tersine, sonuncusu sifir olmiyan dort X, ¥, Z, U says
verildigi takdirde, (2) bagintilar: yardimiyle, bunlardan bir nok-
tanin x, g, z karteziyen koordinatlar ¢ikarilir, X, Y, Z U sa-
yilarina bu noktanin homogen kartezigen koordinatlar: denilir,

Bu noktalar anlagildiktan sonra, A8 dogrusunu yeniden ele
alalim ve A, B noktalarimin homogen karteziyen koordinatlar:
sirasiyle X, Yy, Z,, U, ve X,, Ygr Zs, U‘ olsun. (1) denk-

lemleri gdsteric ki M noktasimin homogen karteziyen koordinat-
lari,
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— U
h=k U,

olmak fizere

Xl‘l""-xn Yl+hyl! zl+hzn Ul+hUl
d-i-r‘

k nin — 1 e yaklagmas: halinde, M noktasinin sonuncu ho-
mogen karteziyen koordinati olan U, -+ hU, sifira yaklagir. Bu-
na gire, AB dofrusunun sonuncu homogen karteziyen koordinati

- sfir olan noktasina itibari olarak sonsuzdaki noktas: diyecefiz.

Surasim da kaydedelim ki, homogen karteziyen koordinat-
lar bir orantililik ¢arpan: farkiyle tanimlandiklarindan, A8 dog-
rusunun sonsuzdaki noktasinin homogen karteziyen koordinatlar:

Xy = Xq 9 — ¥n £, — 23, 0

geklinde de yazilabilir.

A, B noktalari birbirinden farkli noktalar oldufuna gire,
yukariki koordinatlarda ilk ii¢ sayidan hig olmazsa biri sifir de-
gildir, ve dolayisiyle sonsuzdaki noktamn veya herhangi bir nok-
tanin homogen karteziyen koordinatlarinm dordil. birden asla )
sifir olamaz. '

Uzaym sonsuzdaki noktalar1 =0 denklemiyle karakterize
edilir. Halbuki bir diizlemin, homogen karteziyen koordinatlar
cinsinden denklemi de

4) AX + BY +CZ+DU=0

geklinde yazilir, ydni bu denklem X, Y, Z, U ya gbre linear ve
homogendir. $u halde, /=10 denkleminin bir diizlem gbsterdi~
gini, ydni uzayin sonsuzdaki noktalar toplulufunun bir dizlem-
den ibaret bulundugunau stylemek tabiidir.

Argeszigen uzay, hi¢ olmazsa birisi sifirdan farklt olan dért
X, Y, Z, U san guraplar: toplulugaiar. Béoyle bir sayr gurubuna
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nokta denilir, ve orantilt sagilardan tegekkil eden iki gurup ayni

noktayr gisterir. Sonuncusu sifir olan sayt guruplarina da, itibari
olarak, sonsuzda noktalar digecefiz.

(4) dtizlemine paralel her diizlem bir
AX+BY+CZ4D'U=0
denklemiyle gbsteriiir.

Bu diizlem, sonsuzdaki dlizlemi, (4) diizlemiyle aym

AX +BY+4CZ=0, U=0

dogrusu boyunca keserler. O halde, birbirine paralel iki dizlem

sonsuzdaki dilzlemi aym1 dofiru boyunca keser. Bunun kargitinin
dogrulufu agikea gdriillmektedir.

Ayni gekilde higbir zorlufa ufframadan ispat edilir ki bir-
birine paralel iki doffrunun sonsuzdaki noktalar1 aymidir ve kar-
git olarak sonsuzdaki noktalar: ayni olan iki dogru birbirine pn-
raleldir ; bunun gibi, bir diizleme paralel olan bir dogrunun son-
suzdaki noktasi bu diizlemin sonsuzdaki dofrusuna aittir ve
bunun kargiti da dofruduar.

Argeziyen uzayda, paralellit kavrami yerine, sonsuzdaki
diizleme varma kavrami konulmugtuor.

68, Sonsuzda sanal elemanlar, Daha once de kaydettifi-
miz gibi, cebirsel efri ve ylizeyler geometrisine daha fazla bir
birlik saflamak amaciyle, analitik geometriye sanal noktalar
ad1 verilen ve hig olmazsa birisi sanal olan ¢ x, y, z says!
jle tamimlanmig topluluklardan ibaret bulunan birtakim sun’i
noktalar ithal etmek zorunda kalinmgti. Bu kavram, tabiatiyle,
karteziyen uzaydan argeziyen uzaya naklolanabilir, ve bu tak-
dirde bu sonuncu uzaya ait bir sanal noktanin homogen karte-
ziyen koordinatlarindan hi¢ olmazsa birisi sanaldir.
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Bu noktalar anlagildiktan sonra, uzay:r bir Oxyz dik tigyiiz-
liisline nispet edelim. Merkezi x,, y,, 2z, ve yarigapi da R olan
bir kiirenin denklemi

(x—x)*+ (@ —g)' +(z—2)' =R

veya homogen koordinatlar cinsinden

L X'+ Y4 2 — 2U(xoX + 5o Y +2.2)+ Ux} T g3 +25 —R°) =0

dir.
FI Bu kiirenin sonsuzdaki diizlemle arakesidinin denklemleri
{ ; X+ Y+ z2t=0, =0
dir.
4 Bu, biitiin noktalari sanal olan bir egridir; zira bir kere bu

r' noktalarin koordinatlarimin hepsi sifir olamaz, dte yandan yuka-
1: riki denklemlerden birincisi, hepsi sifir olmiyan gercel sayilarla
- saflanamaz, Bu effriye zdaki sanal gember veya mutlak cem-
ber adi verilir. Bunun denklemleri x,, g, z,, R sayilarina bagh
olmadiklarindan bu ¢ember uzaymn biitiin kiirelerinde ortaktir.

Kargit olarak, uzayin bir ikinei derece yiizeyi, yani X, Y,
Z, U cinginden ikinci dereceden, tam,lraayonel ve ho_mogen bir
¢okterimlinin sifira esit kilinmas: suretiyle temsil olunan bir
~ ylizey mutlak gemberden gectigi takdirde, zahmetsizee gbriilecefi
gibi, zorunlu olarak bir kiiredir.

Aym soru, diizlemde ele alindig: takdirde, siklik noktalar
kavramina varilir. Z=0 diizlemine ait bir gemberin homogen
denklemi f

X+ Y'—2U(e,X + g V) + Ux3 + 95— ) =0

~dir.

Bu ¢ember, sonsuzdaki diizlemi

X'+ y'=0, U=0
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noktalarindn, yini keordinatlar: (i, 1, 0), (i, — 1, 0) olan nok-
talarda keser. Bunlar Z=0 diizleminin siklik noktalar: dir.

Genel bir gekilde, bir x dilzlemi, sonsuzdaki sanal cemberi,
bu diizlemin siklik noktalarindan ibaret olan iki sanal noktada o
keser. = diizleminin her ¢emberi, bu dilzlemin siklik noktalarin-
dan gegeceffi gibi, kargit olarak = dizleminin siklik noktalarin-

dan gegen ve bu diizlem {izerinde bulunan her konik de bir gem-
berdir.

Uzayin mutlak gembere dayanan dogrulari, sanal dofirular-
dir; bunlara izotrop dofralar denilir.

69. Afin geomelri. Bir benzegime tekabiil eden (I1) denk-
lemlerini yeniden ele alalim ve bunlari, ¢ bir orantiilik ¢arpa-
nint gistermek {izere homogen koordinatlar cinsinden yazalim :

eX =a X'+ a, V' + a2+ x,U’, -
(1) oY =b,X"+b,Y" + b2’ + g5 U,
y eZ =c X" +eyY’ + 2 +2,U",
el = : v,

Bu formiiller gbsterir ki sonsuzdaki dozlem koordinat fig-
ylizldstiniln segimine bagh degildir. '

(1I") denklemleri, yegane

ay a, ay
by by by |40
Ci '€y €
gartim safflamak Uzere
eX =aX’+aY +a,2 +aU,
" qun oY =bX' B Y+ 52 + b0,
eZ =c X" +¢,Y’ +¢, 2 + e U’
elU= ',
geklinde yazacafimiz daha genel bir tipin zel halidir.
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Bir (X’, Y’, Z’, U’) noktasna bir tek (X, Y, Z, U) nok-
tagt tekabiil eder ve bunun kargiti da dogrudur, zira (IlI) denk-
lemleri X7, Y’, Z’, U’ cinsinden ¢bdziilebilir ve bdyle bir
(X, Y, Z, U) noktasina da bir tek (X, ¥’, Z’, U’) noktas1 te-
kabiil eder.

Bir diizlem, homogen karteziyen koordinatlar cinsinden
X, Y, Z, U ya gbre linear ve homogen bir denklemle gisterildi-
ginden, (I11) denklemleri ile, diizlemlere diizlemler, ve dolayisiyle
dogrulara da dogrular tekabiil ettirilir. Ozel olarak U=0 ile
tanimlanan sonsuzdaki diizlem kendi kendisinin homologudur ;
bu diizlemin (III) doniigtiiriimii i¢in birlesik bir diizlem oldugu
stylenir.

Argeziyen uzayin ([II) geklindeki bir doﬁﬁgtﬂrﬂmﬂne afinite
deniliv. Afinitelerin de G, ile gisterilen bir gurup meydana ge:
tirdikleri acikea gorillmektedir.

~ Asal gurubu Ggu olan geometrige Afin Geometri denilir. Ar-
gezigen uzaydaki geometrik sekillerin, afinitelerin uggulanmast so-
nucunda defismiyen (invariyant kalan) d&zeliklerinin toplulugu ba
geometriyi meydana gelirir. :

Afin geometrinin ilk Ozeliklerinin nelerden ibaret olduguna
bakalim.

Birbirine paralel iki a, b dofrusunu ele alalim ; bunlar son-

~ suzdaki diizlemin bir P noktasinda kesigirler. Bir afinite ile a, b

dogrularina tekabiil ettirilen dogrular o”, b* ve P nin homologu

~ da P’ oleun. Madem ki P noktast U= 0 la tammlan sonsuzdaki

- dilzleme aittir, o halde P’ noktas: da U'= U= 0 sonsuzdaki diiz-

~ leminin bir noktasidir. Buna gbre a’, b dogrular birbirine para-
leldir. ' '

0 hnl&e bir afinitede paralel iki dofruya gene paralel iki
~ dogru tekabiil etmektir. Buaun gibi, birbirinin paraleli iki diiz-
leme de gene birbirinin paraleli iki diizlem tekabiil eder. Fakat
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paralellifin muhafaza olupmasina mukabil, agilar igin aym gey
stylenemez, Orneffin, bir figgen ve afinite ile buna tekabiil eden
homolog fi¢gen, genel olarak birbirinin benzeri degildir.

Bir afinitede birbirinin homologu iki dofiru a, «’ ve a ya
ait birtakim noktalar 4, B, C, D, ... ve bunlarin a" fizerindeki
_homologlar: da A°, B, C’, D', ... olsun,

A ve A" noktalarindan, ne a y1 ne de " yil ihtiva etme-
mek fizere herhangi bir z diizlemini gegirelim. z diizlemine para-
lel olan ve sirasiyle B, C, D, ... noktalarindan gacirilen £, 7, 8, ...
diizlemleri B’, C’, D', ... noktalarindan gecerler. Paralel diiz-

lemlerin iki dofru fizerinde ayirdiklar1 dogru parq.alu-lylo ilgili
tzeliklere gire

AN . AL = PeT QDI
AJ'B’ A'cf_ B’c'—'c;D'_n--o

olur.

Ba bagntilardan, dzel olarak, ABCD ve A'B'C’D’ dortlll-
lerinin harmonisiz oranlarmin egitligi ¢ikarihir:

(4, B! C, D,=(A’s B's C'n D)

Efger S noktas: a ya ait degilse, ve S’ de bunun homologu
ise; SA, SB, SC, SD dogrularina sirasiyle S'A’, S’B’, S’ C' s
5’D’ doggrular: tekabiil eder. Dolayisiyle, dort dogrunun harmo-
nigiz oram, bir afinite ile bunlara tekablil eden d&rt homolog
dogrunun harmonisiz oranina egittir.

Bunun gibi, bir demete ait dort diizlemin harmonisiz orani,
‘homolog dort diizleminkine egittir.

Afinite, birinci cinsten bir formun dért efcmcm ile fanuufa-
nan harmonisiz oram dc}lmrmu

Veya :

Bir afinitede birbirinin homologu olan birinci cinsten iki form
izdaseldir.
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Bizi bu sonuclara vardiran Ozelik, afinitelerin 6nemli bir
ozeligini daha verecektir.

Bir o diizleminde iki ABCD, EFGH paralelkenarini ele
alalun (Sek. 27). KLMN paralelkenarin1 tegkil etmek iizere;

Sek. 27

BC, DA, EF, GH kevarlarin1 uzatahm. lki ABCD, KLMN pa-
 ralelkenarlarinin yiikseklikleri ayn1 oldugundan, bunlarin alanla- _
~ rinin orani, tabanlarimin oranina egittir ve

ABCD alami __ DA
KLMN alami~ NK
! dir.

Aym gekilde

EFGH alami _ EF
- KLMN alam =~ KL
dir.

Bir afinite ile @ ya tekabiil eden diizlem ' olsun. Aym
afinitede A4, B, ..., N noktalarinin homologlar: da A4’, B', ..., N*
olsun. Birer paralelkenar olan A’B'C’'D’, E'F'G’H’, K'L’M’N’
dortgenleri, ® diizlemindeki miitekabil paralelkenarlarin duru-
munda olduklarindan :

A'B’C’D' alam _ D' A’ E'F'G’H’ alam _ E'F’
KLMN alam NK '  KLMNalan LK
diir. :
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Fakat homolog DA, D'A’ ve EF, E'F’ dogrular Qzerinde

DA __NK ~ EF_ LK
D’A’_N,K’ E'F'_L’K'

dlir ve dolayisiyle

ABCD alani __  EFGH alam
ABCD alam ~ E'FGH alam
olur.
Homolog iki diizlemde, birbirinin homologu iki paralelkena-
rin alanlarinin oram sabittir. Homolog ABC, A’B’C’ figgenlerini
ele almakla da aym gekilde su neticeye varilir:

l -
Bir afinitede, homolog diizlemlerde bulunan homoloy tlicgen-
lerin alanlarimin orant sabittir.

Agikea goritleceli gibi, @ diizleminin de@figmesi halinde, bu
oranin degeri de defigebilir.

Ayni gekilde ispat edilir ki bir qfin!tclc, homolog iki dort-
yiizliiniin hacimlerinin orant sabittir. Buna afinite orant denilir.

70. Afiniteler, benzegimler ve hareketler arasinda ba-
gintilar. Bir benzegimin homogen koordinatlar cinsinden yazilan
denklemlerinden hareket ederek (III) bagintilariny ithal ettik.
Benzegimler, ve dolayisiyle hareketler, afinitelerin bzel halleri-

dir. §imdi bunun hangi gartlar altinda boyle oldugunu inceleye-
cegiz.

Mukayese iigylizliisl dik farzedildiffine gdre, (III) afinitesi

ile
X+ Y'+Z’=0, =0

mutlak ¢emberine, genel olarak bu gemberden farkli olmak fize-
re, sonsuzdaki dlizlemin bir konigfinin tekabil ettirildigini kay-
dedelim. (1) afinitesinin sonsuzdaki sanal gemberi kendi kendi-
sine donfligtiirmesini isteyelim. Bu takdirde, 1 sayis: (I11) denk-
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lemlerinin "katsayilarima bagh olmiyan bir ¢arpam: gbstermek
fizere
X+ Y4+ Z2'=1X"+ Y2+ 27

olmalidir. Bu da
ai + b} +cf =ai+bi +ei=ai +b] +ci=20"
ayay + boby + cs0s = asay + byby + cyey = a1ay + biby + 16, =0
olmasin1 gerektirir,
O halde, (IIT) afinitesi bir benzegim olur.
Bir benzesim, mutlak ¢emberi muhafaza eden bir afinitedir.

Bundan da gu sonug gikarihr ki G, benzegimler gurubu, Gq
afiniteler gurobunun bir alt-gurubudur.

(111) denklemlerinde, ilk fi¢ denklemin iki tarafim olU= U’
ile bolmek suretiyle homogen olmiyan koordinatlara donelim;
bu takdirde bu denklemler

x=a;x" +awy’ + ayz’ +ay,
(111" g="bux’ + byy" + by + by,
z=cx ‘e + ez’ e
geklini alirlar.

Bu afinitenin, iki nokta arasindaki uzaklhifh muhafaza et-
mesi gartin1 kogalim. Identiklemek suretiyle, yukarida bulunan
son li¢ garta ek olarak yeni

a} +bi +ci=ai +bi+ci=af +bi+ci=1

gartina varilir,

Boylelikle aﬂnite" bir harekete (6zel benzegime) inkilabeder.

Uzakliklar: muhafaza eden bir afinite bir hareketten ibarettir.
\
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71. Aqi Blglimlerine Laguerre tarafindan verilen yorum
gekli. LAGUERRE (1834-1886) tarafindan daha lisede renci iken
elde olunan ve ag Olglimlerinin ¢ok hog bir yorumundan ibaret
bulunan bir formilli kullanmak suretiyle bir benzegimin, agilar
mubafaza eden bir afinite oldogu ispat edilebilir.

1ki Ox, Oy dik eksenine nispet edilen bir dtizlemde iki a, b
doggrusunu ele alahm ve bunlarin meydana getirdigi aqiya da V'
diyelim. Bu agt aym zamanda O baglangicindan bu iki dogruya
¢izilen

(1) y=mx, y=m'x

paralelleri arasindaki agidan ibarettir. Bu takdirde

tg V= m—m’
oldugu bilinen bir keyfiyettir.

14 mm’
O dan iki

y=ix, g=—Iix

»

izotrop doffrusu, yani siklik noktalar ihtiva eden iki dogru gecer.

1ki izotrop dogiru ve (1) denklemleriyle tamimlanan iki dog-
runun = harmonisiz oramy, dbrt i,—i, m, m" sayismin harmo-
nisiz oranina, yini

i i T
_1+mm +i(m—m’)
1+mm"—i(m— m’)

ye egittir.

Buna gire
o V+isinV
cos V—isin V
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Fakat te yandan
etV =cos V+isin V, e—iV=cos V—igin V

oldogundan,

o
|
<

bulunur.
Her iki tarafin neper logaritmasini almak suretiyle de

1
V-é-i:!og.z

sonueu ¢ikarilir,

Bu, iki dofru arasindaki a¢inmn 8l¢iimiinii veren LAGUERRE
formiiliidiir.

Simdi bir 7 afinitesini ele alalm, ve O da kesigen iki dog-
ru a, bj bunlarin homologlar1 a’, b* ve bu sonuneu dofirularin
kesim noktas1 da O olsun. O noktasindan, mutlak ¢emberi a, b
dogrulariyle tanimlanan diizleminin kestifi noktalarda bu ¢em-
bere dayanan iki ¢,, f, izotrop doffrusu gecer. Ayfn gekilde O”
noktasindan da, a”, b° diizleminde bulunan iki ¢, ¢, izotrop
dofirusu gecer.

Eger T afinitesi agilar1 mubafaza ediyorsa,

(a, 5: tyy f,)'= (ﬂfi b, f:', ty")
olmahdir.

O halde ¢,", ¢," dogrular1, belirli bir sirada ¢,, ¢, dogrula-
rina tekabiil etmelidirler. Bu dzeliin; a, b dogrular: hangi dof-
rular olurlarsa olsunlar, safflanmasi gerektiffinden, bundan T nin
mutlak ¢emberi kendi kendisine ddniigtiirmesinin gerekli oldugu,
dolayisiyle bir benzegimden ibaret bulundugu sonucu gikanhr.

Actlarin blgiimiinii muhafaza eden bir afinite bir benzesimden
ibarettir.
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72. lzdiigel uzay. Argeziyen uzayi yeniden ele alalim. Bu
uzayda, sonsuzdaki =0 dlizlemi imtiyazl bir rol oynar; izdii-
gel uzayda aym geyin vdrid olmadifin1 daha Once gormigtilk.
Bu uzay, analitik olarak, agafida goriildiigil gekilde ithal olunur:

Katsayilarla tegkil olunan

a, ay ay a,
by, by by b,
1 Cy Oy 64
dydy dy d,

determinantimin sifirdan farkh farzolundugu

xl=u|x+¢,Y+¢.z+mU.
@) xy=bX+b Y+ 5 Z+4+5b,U,
x=c X +eV+eZ+te U,
x,=d, X +d,Y +d;Z+d,U,

denklemleriyle ddrt x,, x,, x, x, sayisini tanimlayalim.

Argeziyen uzayin bir noktasina, yini X, Y, Z, U nun hepsi
birden sfir almayan bir degger takimina, x,, x,, x5, x, fin hepsi
birden sifir olmiyan bu defier takimi1 tekabiil eder. Tersine;
Xy, X3, Xy, ¥, {in hepsi birden sifir olmiyan bir defer takimina
da, A sifir olmadifn i¢in, hepsi birden sifir olmiyan bir X, Y,
Z, U degger takim, dolayisiyle argeziyen uzayin bir noktas: te-
kabill eder. O halde bir noktanin koordinatlari olarak, x, xs

xg, x, sayilarini alabiliriz ; bunlara, bahis konusu noktamn iz-
diigel koordinatlar: denilir. : g

Bir noktanin homogen karteziyen koordinatlari nasal bir

orantilihik carpan: farkiyle belirli oluyorsa, uduw koordinatlar

igin aym gey viriddir.

Bundan Snce sOylediklerimize gore, izdligel uzay agafndaki
gekilde tanimlanabilir:
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Nokta dige, hepsi birden sifir olmigan dért x,, x,, x4, x, sa-
yisindan meygdana gelen topluluga derilir; bu sayilara noktanin iz-
diigel koordinatlary adr verilir ; miitekabil iz liigsel koordinatlart oran-
ailr olan iki nokta identiktir. lzdiigel uzay, faﬂf edilegelen noktalar
toplaluguiar. '

lzdtigel uzay1 Argeziyen uzaydan ayiran vakia sonsuzdaki
diizlemin hangi diizlemden ibaret bulundugunun bu uzayda tas-
rih edilmemis olmasi keyfiyetidir. Bu noktay: agiklayalim.

Sonsuzdaki U=0 diizlemine, (1) denklemleri yardimiyle,
denklemi

} Xy ap 03 ag

xy by by by

Xy €y Gy Cy

Xy d; dg d'

olan diizlemler tekabiil eder.

Xy, Xy, Xy x, izdligel koordinatlarim tanimlamak icin,
(1) denklemlerindeki katsayilari keyfi olarak segebiliriz, elve-
rir ki bu katsﬂyl_lula tegkil olunan 4 determinanti sifir olma-
sin. Veya ayni gey demek olan gunu da styliyebiliriz: lzdiigel
uzayda, sonsuzdaki diizlemin denklemine giren katsayilar keyfi
olarak secebiliriz, yini aslinda herhangi bir diizlemi sonsuzdaki
diizlem olarak alabiliriz.

Surast agiktir ki herhangi bir diizlem, izdiigel koordinatlar
cinginden linear ve homogen

(2) Eixi+ Es’if_g ~+ Eixy + Ex =0 _
denklemiyle gosterilir, ve kargit olaiak btiyle Dbir denklem bir
diizlem gtsterir.

%, &y, &, & katsayilanimn bilinmesiyle bir dtizlem belir-
lenmig olur. Bu dort sayimin hepsi birden sifir olamaz, ve &te
yandan bunlar bir orantililik ¢arpan: farkiyle tanimlanmiglardir,
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zira denkleminin iki tarafi sfirdan farkli bir say1 ile carpian

bir diizlem deffismez. £,, &y, s, B sayilarina diizlemin koordinat-
lar: veya tegetsel koordinatlar denilir.

Uzaydaki diizlemlerin meydana getirdigfi topluluk, koordi-
natlar: orantili iki dizlem identik diizlemleri gostermek [izere,

hepsi birden sific olmiyan dort §,, §,, &, & sayr guruplarindsn
tegekkill eden topluluktur.

Nokta geometrik yeri olarak ele alinan izdiigel uzayla, diiz-
lem zarf1 geklinde teldkki olunan aynmi uzay arasinda burada tam
bir paralellik vardir. Diialite ilkesi miinasebetiyle bu bahse bi-

razdan tekrar ddneceftiz. $imdilik bir noktay: kaydetmekle yeti-
nelim.

Eger (2) denkleminde &,, §,, &, &, leri verilmis olarak di-
gliniirsek, bu denklem bir dilzlem gisterir. Aksine, efer x,, xy,
xsy x, leri verilmig olarak alirsak, aym1 denklem bir noktadan

gecen diizlemler toplulugunu, yani bir diizlem buketini gbs-
terir.

73. lzdiigel geometrinin asal gurubu. Uzayda iki tirld iz-
diigellik ayirdettik : homografiler veya kolineasyonlar ve kar-
githiklar veya baglagimlar.

Bir homografi, bir noktaya bir nokta ve bir diizlemin nok-

talarina da, gene bir diizlemin noktalarini tekabiil ettirmek gart-
lariyle tanimlanmigtir. '

Bir kargithifia gelince, bu da bir noktaya bir diizlem, ve bir

diizlemin noktalarina da bir noktadan gegen diizlemleri tekabiil
ettirmek gartlariyle tanimlanmigtir.

o nun bir orantililik carpanl ve katsayilarla teskil olunan

1=lagn|

determinantinin da sifirdan farkli bulundogn
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ox,” = ayx, + ay¥e + aaxy T anxe
oxry’ =ay ¥, + ey + apty + 00%s
I 0xy" = @y, X + @13%y + Aus Xy + agix4,
ex) = auxy + diars tanxs Tauzy,

)

denklemleri bir - homografiyi temsil ederler. Gergekten,
bu denklemler yardimiyle bir x; (j=1,...,4) noktasmna, bir
x;/(j=1, ..., 4) noktast tekabil eder ve buoun kargit1 da dog-
rudur. Zira A sifirdan farkli olduffuna gore, (1) denklemleri
x;(j=1,..., 4 lere gire g¢izilebilir. Ote yandan, efer
x;(j=1,..., 4) veya x,/ (j=1, ..., 4) ler bir diizlemin denklemi-
ni safflarlarsa, aym gey x,’(;_l. ooy 4) veya x;(;-—l, wvey 4)
ler igin de viriddir.

Esasen her homografinin (I) geklindeki denklemlerle goste-
rilebildigi ispat olunur.

Bunun gibi, katsayilar determinantinin sifir olmadifi

0%, = ay %, + @paxs + aip¥s -+ agxy,
054" = a3, %+ ag¥y + Ay¥s + agixs,
05" = 001%; + das%s + Aty F aarin
08, = a X + @ueXs + auXy + agxy,

(1)

denklemleri de bir karsithffi temsil ederler. Esasen her karsithk
(1) tipindeki denklemlerle gbsterilebilir.

Homografilerle kargithklarin tamimindan, ve esasen (I) ve
(11) denklemlerinin geklinden gu sonug crkar ki:

lki hamografinin garpumi gene bir haomografidir.

Bir homografinin bir kargitlikla, wvega bir karsithgin bir ﬁo-
mografi ile carpum: bir karsithkicr.

lki karsitligin garpimr ise bir homografidir,

Ote yandan, bir homografinin tersi gene bir homografidir,
ve bir kargith@in tersi de bir kargithktir.
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Buradan da gu gikar ki:
Uzay homografileri bir Gy gurabunu meydana getirirler.

Uszay izdiigellikleri (homografiler ve kargitliklar) izdiigel gu-
rup denilen bir Gp gurubanu teskil ederler,

Bu sonunen gurup Ozel bir mahiyyet arzeder; bu gurup,
kargithklar dedigimiz dyle iglemleri ihtiva etmektedir ki bunla-
rin ¢arpimi aynt mahiyette bir iglem degildir. Homografilerin
bir gurup tegkil etmelerine mukabil, ki bu gurup izdiigel guru-
bun bir alt-gurubudur, kargithiklar bir gurup viicude getirmezler.

Simdi artik lzdiigel Geometri’yi kesinlikle tanimlayabilecek
duruma geldik demektir.

lzdiigel Geometri, izdiigel guruba ait iglemlerin uggulanmast

sonucunda gekillerin defigmigen (invarigant kalan) &zelikleri topla-
lugadur.

Baska deyimle :
lzdiigel Geometri’nin asal gurubu Gp gurabudur.

Bu lzdiigel Geometri’nin yam baginda, asal gurubu homog-

‘rafilerin G gurubu olan dar anlamda bir lzdiigel Geometri diigil-
niilebilir. :

74. Afinitelerle homografiler arasinda bagmnt:. Bir afini-
tenin denklemleriyle bir homografininkileri kargilaghiracak olur-
sak, birincilere tekabll eden denklemlerin, ikincilerin bir ozel
hali oldufunu gorfiriz. Bir afinitede kendi kendisine donligen,
yini birlegik bir dizlem vardr.

lzdiigel uzayda, sonsuzdaki dfizlem demefli uygun gorecefi-
miz bir o dlizlemini tespit edelim. Bu diizlemi kendi kendisine
donilgtiiren homografiler, afinitelerden bagka bir gey degildir.

Gorilliiyor ki afinitelerin G, gurubu, homografilerin Gj gu- v
rubunun bir alt gurubudur.

)
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75. Diialite ilkesinin yiiriirliik alami. lzdiisel uzayda aga-
giki uzaylarin ayirdedilebilecegini stylemigtil :

1. Nokta uzay:, ydai koordinatlari, bir orantililik c¢arpan:

xy, x; say1 guruplarindan ibaret x noktalar toplulugu.

2. Tegetsel uzay, yini koordinatlari, bir orantiilik ¢arpam
farkiyle tamimlanan ve hepsi birden sifir olmiyan dort &, &,
E,, &, say1 guruplarindan ibaret § dizlemleri toplulugu.

Bu kusursuz simetri ashinda dualite ilkesini ihtiva eder.

Gergekten, lzdligel Geometri'ye ait bir dnermeyi diigline-
lim. Bunu kurabilmek igin, aralarinda birtakim hgkh; bulupan
X, ¥, z, ... noktalariyle &, #, £, ... diizlemlerini ele almak zorun-
da kaldik. Bu baglar: da denklemlere ¢evirmek ve bu sonuncular
- lizerinde birtakim cebirsel iglemler yapmak ldzumunu duyduk.

Biz, noktalan, kullandigimiz alfabenin harfleriyle ve diiz-
lemleri de yunan alfabesine ait harflerle gostermege aligifiz.
Farzedelim ki hesaplarimiz, bizim yaptiklarimizin tersini yap-
mag1 Adet edinmig olan bir gahsa teslim edilmig bulunsun. Bu

~ ifadesi bizimkinden ¢ikarilacak bir Gnermeye varacaktir. O halde
btylelikle dialite ilkesinin yeni bir inpctl_m elde etmis oluruz.

lzdiigel uzaya, hesablarimiza giren, imtiyazlt bir o diizle-
mini ithal ettiimiz takdirde, yukanda elde ettifimiz sonuclar
artik higbir gekilde yliriirlikte olmiyacaktir, Siiphesiz, biraz
nce bahis konusu edilen kisi hesaplarimizdan gene bir $nerme
¢ikaracaktir, ama bu Onermede imtiyazh bir nokta bahis konusu
olacaktir. Buna gire, effer izdiigel uzaya, sonsuzdaki diizlem de-
megi uygun buldufumuz bir ¢ diizlemini ithal edersek, bu dilz-
~ lemin bahis konusu oldufiu bzeliklere dilalite ilkesi higbir gekil-
~ de uygulanamiyacaktir, Dolayisiyle:

Diialite ilkesi, sonsuzdaki diizlemin bahis konusu oldugu met-

farkiyle tanimlanan ve hepsi birden sifir olmiyan dort x,, x,,

gahis, «nokta» ve «dlizlem» kelimelerinin defigtokugu suretiyle,
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rik geometri, Eukleides geometrisi ve afin geometri &zeliklerine uy-
gulanamaz.

76. Soyut bir geometrinin yapimi. Bundan Gneeki kisim-
larda dort tiirld geometriyi ele aldik : Metrik Geometri, EUKLEIDES
Geometrisi, Alin Geometri, lzdiigel Geometri. Her sefer bu geo-
metrilerin uygulanma alanlarini tanimlamakla ige bagladik: llk
ikisi igin karteziyen uzay, Afin Geometri i¢in argeziyen uzay,
ve lzdiigel Geometri igin de izdiigel uzay.

Bundan sonra bu geometrilerin her birisi i¢in bir asal gu-
rubu tanimladik: Metrik Geometri igin G, hareketler gurubu,
EvkLEipes Geometrisi igin G, benzegimler gurubu, Afin Geometri
igin G, afiniteler gurubu, ve nihayet lzdiigel Geometri igin de
G, izdiigel gurubu.

Bu drneklere dayanarak, soyut bir geometrinin yapimini
agafnda goriilecegi gibi dliglinebiliriz:

1. Noktalar demegi uggun gérecegimiz birtakim elemanlardan
megdana gelen bir V wvarigetesini, ve

2. Bu noktalara uygulanan ve bir G gurubunu tegkil eden bir
" iglemler toplulugunu tasaveur edelim.

V' variyetesi ile meydana gelen ve asal gurubu G olan geo-
metri, bu guruba ait iglemlerin uygulanmast sonucunda variyetenin
degtismiyen (invariyant kalan) §zelikleri toplulagudur.

Bir geometri hakkindaki bu gok genel goriigit Sopmus Lie
(1842-1809) ile Ferix Kiens (1849.1925) ortaya atmiglardir, Bu
sonuncusu, 1872 yilinda Almanyanmn ERLANGEN gehri Universite-
sinde bir kilrsil sahibi kilhinmas: vesilesiyle kaleme alip okuduga

taninmig ERLANGEN ProGrAMI’'nda bu hususu etraflica gelistir-
migtir.

Bu son yillara kadar, elemanlar: gittikce daha genel bir
mahiyyet gisteren variyeteler ve gok genel doniigttirim gurup-
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lart ele alindift halde geometri bakkindaki bu goriig degigmedl.
Son zamanlarda, Riemann variyeteleri Uzerinde yaptit aragtir-
malar dolaysile, Erie Cakran, geometri kavraminin dikkat ge-
kici bir tegmiline ulagti. Burada sadece bu hususu kaydetmekle
yetinmek zorundayiz.

77. Bagh geometriler. Evvelce gbrdilk ki afiniteler, ben-
zegimler ve hareketler birtakim Ozel homografilerden ibarettir.
Daha kesin bir gekilde:

Afiniteler, verilen ve sonsuzdaki diizlem denilen bir diiz-
lemi kendi kendisine donilgtiiren izdiigelliklerdir. Acikea gOriil-
ditgti gibi, bir kargithk yardimiyle bir noktaya bir diizlem teka-
bill ettirildiginden, bu izdtgellikler ancak homografilerden ibaret
olabilir. '

Benzegimler, agilarin Sl¢iimiinli muhafaza eden afinitelerdir.

Hareketler de, nzakhk glgiilerini defistirmeyen benzegimler-
den ibarettir. :

Hareketler gurubu, benzegimler gurubunun bir alt gurubu-
dur, benzegimler gurubu ise afineteler gurubunun bir alt-guru-
budur, nihayet afiniteler gurubu da izdfigellikler gurubunun bir
alt gurubudur.

Metrik Geometrinin EuxkrLEIDES Geometrisine, bu sonuncusu-
nun Afin Geometriye, nihayet bunun da lzdiigel Geometri'ye
bagili oldugu sdylenir.

Yukarida stylenilenlere dayanmak suretiyle, verilen bir

gerometriye bagh bir geometriyi soyut bir gekilde tanimhiyabiliriz.

Asal gurupu G olan ve bir ¥ variyetesi ile tanimlanan bir
geometriyi ele alalim. G gurubmnun bir alt-gurubu G’ olsun.
Asal garubu G’ olmak {izere V variyetesi ile tanimlanacak yeni
bir geometri, birinciye bagly bir gsomgfr!‘ adina ahr.

)



160 GE§ITLI GEOMETRILER

G gurubu geometrisinin ozelikleri, tablatiyle, G’ gurubu geo-
metrigsinin Ozeliklerini vereceklerdir. Bu dzelikler esasen o tarzda

ifade olunabilirler ki bunlarin G gurubu geometrisine ait bulun-
duklar: ilk bakigta pek belli olmaz.

Nitekim, lzdiigel Geometri'nin bzelikleri, birgok defalar
kaydettigimiz gibi, cofu zaman metrik bsgintilar yardimiyle te-
gis olunmuglardir. Ve ancak sonsuzdaki diizlem ve sonsuvzdaki

sanal gemberin ithali sayesindedir ki kesin bir siniflama bahis
konusu olabilmigtir.

78. Bir geometri 8rnefi. Cok basit bir Srnek fizerinde,
bir geometrinin yapimini gsterelim.

Bu geometriye ait V variyetesini tanimlamak i¢in, bir O

noktasini bir tarafa biraktifimiz karteziyen vzay ele alalim. Bu
variyeteye ait her nokta, baglangig noktas: biraz tnee bir yana

birakilan noktadan ibaret bulunan Oxyz Ggyiizliisine gire hepsi
birden sifir olmiyan x, y, z koordinatlar1 yardimiyle tanimlana-

bilir.
Uzayin baglangigtan gegmiyen her diizlemi bir
ur+og+wzr=1
denklemiyle g8sterilebilir.
Bu diizlemi tanimlamak uzere, yini bu diizlemin koordinat-

lar1 olarak, ayn zamanda sifir olmiyan {i¢ w, v, w sayilar1 al-
nabilir.

(1) au+bo+ cw=1

denklemi, 'ﬂqﬂ birden lﬂll’ﬂhﬂlly’ln a, b' ¢ koordipatlarin: haiz

noktadan gegen diizlemler toplulugunu gdsterir. Su halde (1) denk-
lemi, V variyetimizin bir noktasinin denklemidir.
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Bu anlagildiktan sonra, V variyetesinin bir geometrisi ola-
rak, asal gurubu,

x=a;x" + asy’ + a5z’
(2) g=bx"+ byg’ +bye’s
z=cx + ey + o2,

denklemleriyle tamimlanan doniigtiirlimler toplulugu olam ele
alabiliriz.

Bu doniigtiirimlerin, bizim Ornek olarak aldifimiz geometri-
yi Afin Geometriye bagh kilacak gekilde, O noktasini degigtirmi-
yen afinitelerden ibaret bulundufunun derhal farkina varilir.

Asal gurup olarak, bir yandan (2) doniigtiiriimleri 8te yan-
dan da sonsuzdaki diizlemi baglangi¢ noktasina ve baglangig
noktasini da sonsuzdaki dilzleme tekabill ettiren ve kargithiklar-
dan bagka bir gey olmiyan

a=ua'x"+a)/y’ + a7,
3 v="5b'x"+bS"y + b2,

w=c,'x'+c,’y'+e.'s'

donilgtiirimleri ile tegkil olunan gurubu almak suretiyle bagka
bir geometri de dilgiiniilebilir.

Bu yeni geometrimiz, lzdiigel Geometriye bagh bir geometri
olacak, fakat Afin Geometriye bagli bulunmiyacakfir.

79. Esdejer geometriler. lki soyut geometri diigiinelim:
Birineisi, asal gurubu bir G gurubu olan bir V variyetesinin
geometrisi olacaktir; ikincisi de G, asal guruplu bir V, variye-
tesinin geometrisinden ibaret bulunacaktir.

Farzedelim ki V nin her elemanina V, in bir elemanim te-
kabill ettirmek ve bunun tersini de yapmak tizere V ile V, in
elemanlar: arasinda bir ddniigtiiriim meveuttur.
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V, in bir eleman: 4, ve bunun V deki homologu A4 olsun.
G nin belirli bir 7 donilgtiiriimit A ya V nin bir B elemanin:
tekabiil ettirir. B nin de V, deki homologu B, olsun. B, noktasi,
V, de T nin homolofiu olan bir 7', doniigtirimi ile 4, noktasina
tekabiil eder. Farzedelim ki 7', doniigtiiriimii G, gurubuna ait ol-
gun ve T nin G gurubunu dolanmas: halinde, T, de G, gurubunu
dolansin. Ayriea V, V, variyetelerinin rollerini aralarinda de-
gigtirdiimiz takdirde ayn1 sonuglara vardigimizi da kabul ede-
lim. Bagka deyimle, farzedelim ki V ve V, variyeteleri arasinda
dilgiinegeldigimiz ddntigtirimler, G ve G, guruplarinin doniigtii-
rilmleri arasinda bire-bir bir tekablili gerektirsin, o sekilde ki -

guruplardan birinin her dOniigtiriimiine daima tekinin bir do-
niigtiiriim{i tekabiil etsin.

Bu gartlar altinda birinei geometrinin her Szeligine ikinci-
nin bir dzeliffi tekabiill eder ve bunun kargit1 da dogrudur. Bu
iki geometri birbirinin egdegeri dir.

Dilalite ilkesi cgdeffer geometrilere dair bir Ornek verir.
Noktalarin geometrik yeri gibi dilginillen uzayin lzdiigel Geo-

metrisi, diizlemlerin zarfi geklinde telakki olunan uzaymn lzdiigel
Geometrisinin egdeferidir.

Egdeffer geometrilere dair ¢ok basit olan bagka bir Ornek
daha verecefiz.

V variyetesi olarak, bir izdligel » dogrusunun noktalar: top-
lulugunu alacaffiz. Uzay i¢in yukarida takib olunan usulu taklid
ederek, r nin bir x noktasimin x,, x, izdligel koordinatlarini »
fizerinde ithal edebiliriz. Bu takdirde G gurubu,

b —fiy + 0
farzolunan

ax Xy + frgxy 4 veex 4 dxpxy’ =0
donfigtiirimleri topluluffu olacaktir,
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Bu doniigtiiriimler dogrunun izdiigellikleridir, o gekildeki ilk
geometrimiz bir dogru tizerinde izdiigel geometri olacaktir.

| Ky Ky = yie vy %%

diyelim ve X;(j=1, ..., 8) leri bir ¢ diizleminin izdiigel koordi-
natlar: gibi diigiinelim. r dogrusunun bir x; ( =1,2) noktasina,
p diizleminin, denklemi

Xi—X.X,=0

olan R koniginin bir X ;(f=1,..., 3) noktas tekabiil eder, ve
kargit olarak bu konigin bir noktasina da r dofrusu fizerinde ko-
ordinatlar

s =Xyt X5

olan nokta tekabiil eder.
V, variyetesi R konigi olacak ve G, gurubu da

eX =X+ 280X, + 8'X,,
X =—afpX — (ad + fy) X, — y3X,,
eXy =&’ X, + 207X, + 1° X,

dononiigtiiriimleri toplulugundan, yani R konigini kendi kendisi-
ne doniigtiiren ve p diizlemine ait olan homografilerden meydana
gelecektir.,

Su halde bir dofru fizerindeki Izdiigel Geometri, bir konik
iizerindeki geometrinin egdegeridir, o sekilde ki bu sonuncu geo-
metrinin asal gurubu bahis konusu konik diizleminin bu konigi
kendi kendisine doniigtiiren homografiler gurubudur.

Suras1 apagiktir ki bir geometrinin bilinmesiyle, bunun es-
degeri olan her geometri de biliniyor, demektir. Bununla bera-
ber, geometrik Ozeliklerin aragtirilmasinda, bir geometriden bunun

- = o

E=Tn

g, S

o
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esdegeri olan bir geometriye gegilmekle goffuzaman biyfik fayda
ve kolayhklar saglanmig olar.

{zerinde durdufumuz bu son noktay: daha iyi anlatabilmek
igin, biraz Onceki Orneffi yeniden ele alalim. r dogrusu {izerinde

3(aux? + ayxszs + ayrd) + 255 oxd + byxix, + byxd) =0

denklemini ele alalim ; bu denklem, bahis konusu dogrunun bir
¢ift noktasin1 gdsterir. a; ve b; (j=1,...,8) lerin tespit edildi-
gfini farzedelim. 4,(j =1, 2) lerin degigmesi halinde, » dofirusu-
nun sonsuz nokta giftinden meydana gelen ve involiisyon denilen’
bir gekil elde ederiz. Bu vesile ile gunu da sbyliyelim ki » nin
bir noktasi, invollisyonun bir ve yalmiz bir ¢iftine aittir.

Yukariki denklem, ¢ diizlemine nlkledlld‘iﬁi takdirde,
11(“IX1 + G’X! + ﬂ.x.} + lg{hx., + 5’Xg + 6.1".‘ = 0
geklini alir.

R kouigi fizerinde, involiisyonun gift noktalarimi, bir deme-
tin dogirular1 verecektir. Ve guras: apagiktir ki bu gekilde hare-

ket etmekle, involiisyon tzeliklerinin aragtiriimast kolaylagtiril-
mig olur.

80. Regle geometri. Simdi egdeffer geometrilerin yapimi
hakkinda, daha az basit fakat klasik bir Srnefii inceleyecegiz.
Bu Ornefti de bize uzayda dofiru geometrisi verecektir.

Uzaydaki bir dofrunun

y=mx+p, z=nx+tgq

denklemleriyle gbsterilebilecefini kaydetmekle ige baghyalim. $u
halde uzaydaki dofrular dért m, n, p, ¢ parametresine bagh-
dirlar. y
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Izdiigel uzayin bahis konusu oldugunu farzedelim ve iki g, z
noktasiyle belirli olan bir p dogrusunu ele alalim. Ve

Pik = Yi%k — YkZi» (5 eme1y ey A2
diyelim.

Iki indisi birbirine egit olan ve identik olarak sifira egit
bulunan p; sayilarini bir yana birakirsak, bu suretle hepsi bir-
den sifir olmiyan ve birbirlerine de alt:

pik 1T Pri =0
bagintisiyle bagh bulunan oniki sayiy:r tanimlamig oluruz.

Buna gore, diiglincelerimizi alts

(1) Pizy Pigy Piay Pasy Pazy Pss

sayisina inhisar ettirebiliriz.
Esasen bu alt:1 sayr da bagimsiz degildir; bunlar birbirine,

kolaylikla gergeklenebilecek olan

(1) PisPss T+ PisPasz =+ PiiPss — 0
egitligiyle baghdirlar.

Surasina dikkati ¢ekelim ki p dofrusunun farkh fakat her-
hangi iki noktasin1 ele ahrsak, bu yeni iki nokta yardimiyle
tegkil olunacak p;; sayilari; gy, z noktalar1 vasitasiyle tegkil olu-
nup bir say: ile carpilan py. sayilarina egittirler. Gercekten, p
dogrusunun farkhi iki noktas:

ayy+Bzyy, vgit0zy, ad—fyr+0, (i=1,...,4)
geklinde koordinatlar: haizdir.
Bu takdirde
(2g; + Bz)(rgr + 02z) — (agp + Pz)(vy: + 02)) = (20 — By)pie

dir,

i
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Ote yandan, p dogrusu dort

PaiXs + pua¥s t+ pux =0,

@) — PuXs T PuaXs Tt pax, =0,
— pis¥s t paxi + puxy =0,

Pas¥i — Pis¥st Praxa =0

diizleminin ortak arakesitidir.

Buradan da gu sonug ¢ikar ki bir yandan lzdiigel Uzayin
dogrular: 8te yandan da (I) bafintisiyle birbirlerine bagli bulu-
nan ve bir orantililk c¢arpan: farkiyle belirlenen alti (1) say:
guruplar: arasinda bire bir bir tekabll vardir. O halde bu sayi-
lar dogrunun koordinatlari olarak alinabilirler. Bu koordinatlar
Pricker (1801-1868) tarafindan ithal edilmiglerdir; bunlara dog-
runun Pricker koordinatlar denilir.

Surasin1 kaydedelim ki uzay homografileri ile, bir dogrunun
noktalarina gene bir dofrunun noktalari; kargitliklarla da bir

doggrunun noktalarina, bir dofrudan gegen diizlemler tekabill et-

tirilir. Bagka deyimle, uzay izdiigellikleri ile dogrulara dogrular
tekabill eder.

Bunlar bir kere anlagildiktan sonra, uzayda dogranan izdii-

diigel geometrisi diye, asal gurubu izdiisel gurup olan geometriye
diyecegiz.

Simdi altr (1) sayiem1 yeniden ele alabm. Bu alt1 sayidan
tegekkill eden topluluffa itibari olarak nokta diyelim, ve bu sa-
yilar da noktanin koordinatlar: olsun. Bu sayilarin hepsinin ay-
ni zamanda sifir ol;nudtklnrml ve koordinatlari orantili olan iki
noktanin da identik bulunduklarim farz ediyoruz. Bu gekilde ta-

mmlanan noktalar topluluguna beg boyutlu izdiigel uzay adim -
verelim.

Adi uzaydaki lzdligel Geometri’ye benzeterek, beg boyutlu
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uzayin noktalar1 arasinda katsayilarin 4; jie determinant: gifirdan
farkh olmak {izere,

QP;z = Ayspis + AuaPu =y AluPu + A:ul’u
-+ Auspas 4 Asl-lplu

9P34 = AumPu + Agiapis AouPu + AuuPu
+ AsiaPiz T AssiPsss

denklemleriyle gbsterilen bir tekabiile bu uzayda homografi adim
vereceffiz. Bu homografilerin bir gurup viicuda getirdikleri gok
agiktir.

Daima adi uzaya benzeterek hareket etmek suretiyle, beg
boyutlu uzayin, koordinatlar: (I) denklemini saghyan noktalar:
toplulugu bir hiperkuvadrik viicuda getirir, diyecegiz. Bu hiper-
kuvadrigi Q ile gisterecegiz.

Biraz tnce verdigimiz tanimlara gbre, adi uzaymn bir dog-
rusuna Q hiperkuvadrifinin bir noktas: tekabiil eder, ve bunun
kargit1 da dogrudur. Bu bire-bir tekabiil istisnasiz viaki olur.

Kolayhikla gbrmek miimkiindiir ki Adi uzayin dofrulara uy-
gulandif1 diigiiniilen bir homografisine veya bir kargithiffina, beg
boyutlu uzayin (II) geklinde bir homografisi tekabiil eder. Fakat
bu herhangi bir homografi degildir; bu homografinin (II) bagin-
tismi1 aynen muhafaza etmesi, yini Q hiperkuvadrigini kendi
kendisine déniigtiirmesi gereklidir. Tersine, Q hiperkuvadriffini
kendi kendisine d®nigtiiren bir (II) homografisi uzaywn bir ho-
mografisine veya bir kargithfina tekabiil eder.

Buna gore gorilliiyor ki: :

Adi uzagin izdiigel regle geometrisi, bes boyutlu izdiigel uzayn
bir hiperkuvadriginin geometrisi ile egdegerlidir ; bu geometrinin asal
gurubu, izdisel uzagin bu hiperkuvadrifi kendi kendisine déniigtii-
ren homografiler gurubudur.

Sy e

=X

—__"—T'_-

T

=
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Regle geometrinin bu gekildeki yorumunu Ferx Kremx

yapmigtir. Kendi kendimize bunun ne gibi bir faydasi oldugunu
sorabiliriz.

Bir doggrunun doffurduffu bir yiizeye (regle yiizeye) Q iize-
rine ¢izilmig bir egri tekablil eder. ki parametreye bagli bir
dojgru toplulufuna, veya bir dogru kongrilansina, Q lzerine ¢i-
zilmig bir yiizey tekabill eder. Nihayet fi¢ parametreye baglh bir
doftru toplulufuna, veya dofiru kompleksine de, Q ye ait iig bo-
yutlu bir variyete tekabiil eder. Deney gosterir ki genel olarak,
hattd beg boyutiu bir uzaya ait olsa dahi, bir nokta geometrik
yeri fizerine muhakeme yiirtitmek, adi uzaydaki dogrularin bir
geometrik yerini incelemekten gok daha kolaydir. Igte Kremn'in
temsil tarzindaki fayda da bundan ileri gelir.

81. lzdiigel Geometrinin tesmili. Regle Geometrinin bes
boyutlu uzaydaki bir geometri yardimiyle yorumlanmas: keyfi-

yeti, lzdiigel Geometri'nin de ficten fazla boyutlu uzaylara veya
hiperuzaylara tegmili imkanlarin1 tahmine vesile olur.

Hepsi birden sifir olmiyan n 41 sayida x,, x,, ..., ¥, sayl-
larin: ele alalim ve bu sayilar toplulufuna itibari olarak x nok-
tas) diyelim; bu sayilara da v noktasimin izdfigel koordinatlar:
adini verelim. Ayrica izdiisel koordinatlar: orantili olan iki nokta-
ya da identik gdzi ile bakalim, Bu gekilde tamimlanan x nokta-

lar1 tokluluffu izdigel uzay veya n boyutlu linear S, uzag: dedigi-
miz geyi meydana getirir.

Sa nin, koordinatlar: bir
(1) guxo+§‘|x;+"'+§n.\'n=0

linear denklemini saghiyan x noktalar toplulugu, bir & hiperdiiz-
lemi dediffimiz geyl vlicuda getirir, %, §,, ..., &, ile orantill ve
hepsi birden sifir olmiyan n 1 saymin bilinmesi ile (1) denk-
lemi yazilabilir. Koordinatlari orantili iki hiperdiizlem identik
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olmak ilzere, hepsi birden sifir olmiyan &, &, ..., E, sayilarinin,
E hiperdfizleminin koordinatlar: oldugunu sﬁyliyequix.

Eger (1) denkleminde xy, x,,..., ¥, sayilarim verilmig ve
By Eiy ooy By sayilarinn da degigken farzedersek, x noktasimi ih-
tiva eden biitiin hiperdiizlemlerin koordinatlarinin sagladifii bir
- bagint: elde olunur; bu, x noktasinin tefetsel denklemidir.

Gorilltiyor ki, adi S, uzay: halinde oldufu gibi, S, ye ait
noktalar ve hiperdiizlemlerin temamiyle simetrik rolleri vardir,
ve bundan §, uzayinda dilalite ilkesi gikarilir.

(p--1) sayida bagimeiz g, (), ..., ") sayilarini ele ala-
lim, yani n+1 sayida

Rt + 1gil) 4 o Rg® =0, (=0,1, ..., n)

identikliklerinin gerceklenmesini sagliyacak gekilde p+1 sayida
ve hepsi birden sifir olmiyan 4 sayilar1 bulunamasin.

Koordinatlar:

exy = mo g + mygo() + + - + m, 5,7,
ex, = moyi () +my, () 4 o0+ myp,0,

.......................................

0xXp= mn?n(“] =+ mlyn(') e SR mpgn(’}'

geklinde yazilan noktalar toplulugunu diigiinelim,

Bu topluluk, bir izdiigellik ¢arpani farkiyle tanimlanan ve
hepsi birden sifir olmiyan p -+ 1 sayida mg,, my, ..., m, sayl gu-
ruplar: toplulugu ile ¢akigir; dolayisiyle bu topluluk, verilen
p+ 1 sayida y noktalariyle belirli olan, p boyutlu bir §, linear
uzayim vileuda getirir.

Esasen bu S, uzay:, bagimsiz n — p sayida hiperdiizlemin
arakesiti olarak temamiyle belirlidir. Ozel olarak, n sayida nok-
tasiyle belirli olan bir hiperdiizlem, n—1 boyutlu bir linear
uzaydir.

%
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Kolayhkla gorilliir ki, (¢ den fazla boyutlu bir ortak uzay-
lar: olmamak fizere) bir §; ortak uvzayini haiz olan iki linear
S, S, uzay: (r den az boyutlu bir uzaya ait olmamak fizere) bir
S, uzayina aitseler, {

pte=r+t
dir. _
Bu nokta anlagildiktan sonra, S, uzayinda homografi diye,

x, x' noktalars arasinda, | ay | katsayilar determinantimin sifir
olmadifn

ex," = agexo + apxy + 00 + QanXny
0 exy =ajoxy Fapx 4o + @ynxn

.............. R N

exy’ = ano¥o + pixy+ ¢ apax,
denklemleriyle tanimlanan tekabiile diyecefiz.

Bir £ hiperdiizleminin noktalarina bir homografi sonucunda
bir £’ hiperdiizleminin noktalar1 tekabiil eder ve daha genel ola-

rak, p boyutlu linear bir uzayin noktalarina da, gene p boyutly
linear bir nzayin noktalar: tekabiil eder,

Sp uzayimn bir kargitligr, | oy | katsayilar determinantimin
sifirdan farkl oldogu

Qfe' = ageXy + o1y + *** Fagnxpy
(1) ot =ayox, t a0 00 + a5 xXn,

08n" = anoxy + apx + *+* Fapaxn
denklemleriyle tanimlanir.

Bir noktaya bir hiperdiizlem, ve p boyutlu linear bir uza-

yin noktalarina da n—p—1 boyutlu linear bir uzaydan gegen
hiperdiizlemler tekabiil eder.

Sy e ait kargithklar ve homografiler toplulugu, izdiisellikler
garuba denilen bir gurup meydana getirir.




r.

GURUPLAR TEORIisi VE GEOMETRI 171

Sn nin lzdiigel Geometrisi, asal gurubu G, olan geometridir.

Kargitliklar bir garup vileuda getirmezler, ama homografiler
bir G, gurubunu tegkil ederler. S, nin dar anlamdaki lzdiigel
Geometrisi, asal gurabu Gy olan geomstridir.

S, 4di uzayina benzetmek igine devamla, n boyutlu uzayin

] afinitelerini, benzesimlerini ve hareketlerini tamimliyabiliriz.

.] Hasolmigan bir hiperdiizlem veya sonsuzdaki hiperdiizlem
adini verecefimiz imtiyazli bir ¢ hiperdiizlemini ithal edelim. S,
nin bu hiperplan: birlegik bir hiperplan olarak haiz olan, yini
o min bir noktasina gene o nin bir noktasim1 tekabiil ettiren ho-
mografilerine afiniteler denilir. Afiniteler, S, nin Afin Geometri-
risinin asal gurubundan ibaret olan bir G, gurubu viicuda geti-
rirler.

Egter, fikirleri tespit amaciyle, ¢ hiperdilzleminin denklemi
| x, =0, ise, a,, sifirdan farkli olmak fizere, afiniteler
g gy =@agy="+**=app =10
yazilan (I) formiilleriyle gosterileceklerdir.

S, uzaymdan, x,=0 la tanimlanan o hiperdiizleminin nok-
talarint gikarmakla, n bogutlu kartezigen uzay adimi vereceffimiz
ve S, le gistereceffimiz yeni bir uzay elde ederiz. Bu yeni uza-
ym bir noktas,

XI=§:I X1=:_:& M Xn=;_:
sonlu sayilar: ile temamiyle belirli olacaktir, bunlar bu X nok-
taginin hamogen olmiyan koordinatlaridir.

Bir afinitenin denklemleri

[X,':A;;X;-I-A;:X:'}'"' + A X e

(111) X =A0u X+ 40X+ -+ A4nXn,

n = AnX + ApeXy+ 200+ ApnXan
geklinde yazilabilir.
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Simdi x, =0 hiperdiizleminde sanal bir Q hiperkuvadrifini,
yini bu hiperdiizlemin, koordinatlari, biitiin gdziimleri sanal olan
ikinei dereceden bir

@1y Xay oeey Xp) =0

denklemini safliyan noktalar1 topluluffunu verelim, Esasen daima
o gekilde tedbir alinabilir ki Q niin denklemi

A+ tat=0
geklini, veya homogen olmiyan koordinatlar cinsinden

Xi+Xi+ - +X2=0
geklini alsin.
Bu anlagildiktan sonra, Q hiperkuvadriffini kendi kendisine

donfigtiiren bir afiniteye benzesim denilecektir. Bu da (III) denk-
lerinin

(2) X+ Xt e+ =X+ X4+ XD
verdiklerini farzetmekle birdir.

Benzegimler, S, kartezigen uzayimin Eukleides Geometrisinin
asal gurubundan ibaret bulunan bir G, gurubunu tegkil ederler.
Nihayet, uzakhklar1 muhafaza etmesi halinde bir benzegime ha-
reket adi verilir; bu da (2) denkleminde A =1 farzetmek demek-
tir. Hareketler, S,” karteziyen uzayinin meltrik geometrisinin asal
- gurubundan ibaret bulunan bir G, gurnbunu tesgkil ederler.

Surasini da kaydedelim ki daha Snce n=38 halinde yapti-
gimiz gibi, S," karteziyen uzayindan ve bu uzayin hareketlerin-

den baghyarak sira ile benzegimlere, afinitelere ve izdiigelliklere
de gegebilirdik.

82. Cebirsel Geometri. lzdligel Geometri, homografi kav-
rammi genigletmek suretiyle elde olunan, temamiyle farkl bir
tesmile de elveriglidir.
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Daha ¢ok kolayhii temin amaciyle adi S, uzayina ddnelim*
Eger iki x, " noktag1 bir homografide birbirinin homologu ise,
birinin koordinatlari, digerinin koordinatlariyle tegkil olunan
birinei dereceden ¢okterimlilerle orantihidirlar. Cokterimlilere
yiiklenilen birinci dereceden olma gartini bir tarafa birakmak
suretiyle, homografilerin cebirsel ve bire-bir karakterini haiz te-
kabiiller elde edebilir miyiz ? Basit bir rnek, bu sorunun olumlu
bir gekilde cevaplandirilabilecegini bize gisterecektir.

Her ikisi verilmig bir O noktasi ile bir R sayisin1 ele alalim.
Agafiiki gartlarin sagflanmas1 halinde iki noktaya homolog diye-
cegiz :

a) MM’ dogrusu O dan gegmektedir.

b) OM, OM’ dofru parcgalar:

OM-OM’' =R?
gartin1 safflarlar.
Bu, evirtim diye adlandirilan dnigtiiriimden ibarettir.
O baslangig noktali ii¢ dik koordinat ekseni secelim ve M
nin koordinatlari x, y, z ve M’ noktasininkiler de x’, g, z’, ol-
sun. Bu takdirde higbir giigliife ufframadan

’ x

Pl Fe— Dl g P e B L
YER e VR e TR T

bagmtilar: elde edilir ve aym gekildeki bagmblar x, y, z yi
x’y g’y 2’ cinsinden verir.

Bu rnek gosterir ki izdiigel uzayda x, »" noktalar arasinda,
fur fas foy fu dereceleri m olan gokterimlileri ve @,, @, ¢4, @, de
dereceleri n olan gokterimlileri gstermek, ve m ile n de birden
biiyilk almak f{izere dyle bire-bir tekabiiller vardir ki

(1) oy B e L
fi (xu Xgy X3y X)) fe fa .

ve

[\
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) Xy = Syt Ky
Pilxlsxdhxdsx) e @ 9

olsun. (2) denklemleri (1) denklemlerini x lere gire ¢dzmek su-
retiyle elde olunduklar1 gibi, tersine (1) denklemleri de (2) denk-
lemlerini x” lere gbre ¢%zerek bulunur.

Bu tekabiillere birasyonel déniistiiriimler, ya da bunlar1 en
genel geklinde ilk defa ele alan italyan geometricisi CreEmoNA
(1830-1903) nin adina izafetle kremoniyen déniisgtiriimler denilir.

Agikea goriilecegi gibi birasyonel déniigtlirlimler toplulogu,
G, kremoniyen gurubu adi verilen bir gurup tegkil ederler. Ce-
birsel Geometri dige, asal gurubu G, kremaniyen gurabandan ibaret

olan geometriye denilir.

Bu geometri ile ilk defa (1877) ufiragan BeRTINI (1846-1933)
olmugtur ; bu tarihten sonra Cebirsel Geometriye biiylik bir tes-
mil imkdn: saglanmigtar.

Boyut sayis1 ne olursa olsun, her izdiigel uzayda agikdr bir
gekilde bir Cebirsel Geometri vardir,

Bu kitab: yazmak igin kendi kendimize gizdiffimiz sinir1 ag-
madan, Cebirsel Geometride bahis konusu olan problemler ve
Cebirsel Geometrinin kendisi hakkinda tafsilata girisemeyiz. Bu
hususta okuru ya evvelce de bahdil gegen «La Géométries adin-
daki eserimize, ya da Mémorial des Sciences Mathématiques’
1 bua sorulara tahils-ettlglmis iki sayisina bagvurmasini tavsiye
ederiz '). Burada sadece bir noktaya definmekle yetinecegiz.

(1) formiillerini yeniden ele alalim. Bir diizlemin x* nokta-
larina, denklemi: .

(3) Mhi+hfivthfs+4fi=0
olan n ninei dereceden bir ylizeye ait » noktalar tekabiil eder.

’) Les transformations birationnelles du plan (Pars, Gavrmies-
Vitars, 1627), Les transformations birationnelles de 1'espace (idem, 1034).
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4 larin defigmesi, yani diizlemin degigmesi halinde, (3) yii-
zeyi linear bir sistem dofurur. Tekabiil bire-bir olduguna gbre,
bu sistemin ii¢ yilzeyi, ortak dogrular: bulunmiyan {i¢ diizleme
tekabiil edeceginden, yiizeylerle birlikte de@igen bir tek ortak x
noktasin1 haiz olmalidir. Bu da (8) yiizeylerinin ortak olarak
birkag egri ile sabit noktalar: haiz buluomalarini gerektirir. Hal-
buki, (1) formiillerine (3) ylizeylerinin hepsine birden ait bir x
noktasinin koordinatlarini ithal edersek, paydalar sifir olur ve
x" noktas: belirsizlegir. $u halde burada yeni bir vakia ile kargi-
lagiyorug, demektir : Bir birasyonel déniigtiiriim, bir homografinin
aksine, istisnasiz bire-bir bir déniistiriim degildir. Dbniigtilriimiin,
temel noktalar ad: verilen tekil noktalar: vardir.
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83, Egriler lizerine sezgiye dayanan diiglinceler. Maddi
olarak giyetle ince tellerden yapildiklarini farzettiffimiz egrileri
ele alalim. Bu egrilerin yapiminda kullamlan madde bakkinda
iig hipotezi ileriye siirebiliriz:

1. Kullanilan madde serttir; efrileri temsil eden teller ge-
killerini degigtiremezler.

2. Kullanilan madde geklini defigtirilebilir ama uzayamaz;
efirileri temsil eden tellerin gekli degistirilebilir. fakat tellerin
miruz kaldiklari gekil defigimlerinde, iki nokta arasinda tel bo-
yunca hesaplanan uzakhk sibit kahr. Meseld madeni tellerin ba-
his konusu oldugu farzedilebilir.

3. Kullanilan madde hem geklini degigtirilebilir hem de
uzayabilir. Bu takdirde ele alinan tellerin, tipki kavuguktan tel-
lerle yapildiff1 gibi, hem gekli deffigtirilebilir, hem de boyu uzal-
tilip kisaltilabilir.

Bu hipotezlerin her birinde, egrileri nasil bir siniflandir-
maya tabi tutabiliriz ?

Birinei hipotez halinde, egrilerimizin ancak yerlerini degig-
tirebiliriz. Bu yer deffigimlerinde bir dogru gene bir dogru olarak
kalir, ve iki nokta arasindaki uzakhk degigmez. Yer defigimle-
riyle iist {iste konulabilen, ve tegmil yolu ile, bir dilzleme gire
simetrik olan iki effriyi ayni kategoriye sokabiliriz. Goriildign gi-
bi bu, elementer metrik geometrinin, bundan dnceki bdliimde de
ele alinan, gorils tarzmdir,

..
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Ikinei hipotezi ele alalim ve birincisi iki 4, B noktas: ikin-
cisi de iki 4’, B" noktasiyle sinirlanmig iki eg@ri parcasimi diigii-
nelim. Ikinci egrl parcasinin yerini o gekilde degigtirelim ki A4’
noktas1 4 ya gelsin; ve sonra geklini deffigtirerek bunu birinei
effri parcas: ilzerine tatbik edelim. Eger bu sgekil degigiminden
sonra, 8’ noktas1 B ile ¢akigirsa, ele alinan efri pargalarimin
egit oldugfunu, ya da AB, 4’B’ ejrisel uzakliklarinin (egriler iize-
rinde hesaplanan uzakliklarin) egit bulunduklarini sdyliyecegiz.

Bu hipotez altinda artik do@rular: dzel bir gekilde ele al-
maya liizum yoktur ve iglerinden birisinin gekli degigtirilerek
ttekine tatbik olunabilen iki egri aym: kategoriye sokuolabilir.
Burada degigmiyen gey, iki noktanin efrisel nzakhiidir.

Ugtinetl hipotezde, iki AB, A’B’ efri pargasini, A’ noktasi
A ya ve B’ de B ye gelecek gekilde, ve gerektiginde efiri parca-
larindan birisini uzatarak birbiri {izerine tatbik etmek daima
miimkiin olacaktir, Ihtiyag halinde birinin veya otekinin baz
kiginlarint uzatmak suretiyle birbiri fizerine temamiyle tatbik
olunabilen iki egriyi, U¢iincli hipotez altinda, artik aym kate-
goriye sokacafiz. Yapilmas: bize yssak edilen gey, bir egrinin
koparilmas: veya iki egrinin birbirine birer noktalarindan eklen-
mesidir. ki nokta arasindaki egrisel uzakhk artik muhafaza
olunmamaktadir,

Basit bir Srnek alalim. Bir C gemberi ile bir £ elipsini dii-
slinelim. -

Birinei hipoteze giire bu iki efiri ayr kategorilere girecek-
lerdir.

Eger bu iki egrinin uzunluklar: egitse, ikinei hipoteze gore,
bu iki egri ayn kategoriye ait olacaklardir. Aksi takdirde, ¢em-
ber ve elips farkli kategorilere aittirler.

Ugtineti hipoteze gre, cember ve elips daima ayni katego-
riye ait olacaklardir. Gercekten, C gemberini daima genigletmek

/
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veya daraltmak suretiyle bunun uzunlufu elipsinkine egit kil
nabilir.

Bundan sonraki kisimlarda, son iki hipoteze tekabfil eden
soyut geometrileri meydana ¢ikarmaga galigacagiz. lkinei hipo-
teze tekabiil eden geometriye Genel Metrik ad1 verilir, fgiineii
hipoteze dayanan geometriye de Topologi denilir,

Bu geometrilerde bahis konusu olan efrilerle yiizeyleri ta-
nimlamakla ige baghyacafz.

84. Egri kavramm. Efrilere atfedecegimiz tzelikler hakkin-
da fikir edinmek flzere, maddi olarak yapilmig bir dofiruyu ele
alalim ve figiinell hipotezin yiiriirliikte oldugunu farzedelim. Bu
dogruyu vilcuda getiren maddeyi cekigtirerek veya sikigtirarak
dogrunun geklini degistirdigimiz vakit, fizerinde noktalarin da-
giltminin ve siirekliliginin muhafaza olundufu bir efri elde ede-
riz. Buna gire ele alacafimiz egrilerin, dogrular i¢in kabul edil-
mig olan sira ve siireklilik postuldtlarina benzer postuldtlar: sag-
ladiklarin1 farzetmek zorunda kalinz.

Fakat burada bir gliglitk bag gtsterir. Evvelce ele aldifimiz
geometrilerde iki tiirlii doffruya rastladik: EUKLEIDES doffrusu ile
izdiigel dogru. Bu dogrulardan her birini bir nokta iki ytnde do-
lanabilir, ama bir Eukremes dogrusunu belirli bir y8nde dolanan
bir nokta, kalkig noktasina asla donemez, buna mukabil bir nokta
belirli bir ytnde bir izddgel dofru fizerinde dolanirsa, harekete
bagladift noktaya daima doner. Eukreibes anlamindaki dogru
her iki yoniinde sinirsizdir, buna kargilik izdiigel dogru bir nevi
kapali bir egridir.

Simdiye kadar ele alinan geometrilerde bu iki tiirlii dogru-
ya hi¢bir vakit ayn1 zamanda rastlanmiyordu; buna mukabil,
bundan sonraki kisimlarda, hem EUKLEIDES anlamindaki dofru-
lar1 andiran egrileri, hem de izdiigel dogrulara benziyen kapah
efrileri ele almak zorunda kalacafz. Boylece, Elementer Geo-
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metri uzayim1 kaale alirsak, EUkLEiDES anlamindaki dogrulara,
yini sinirlanmamig efirilere rasthiyacafimiz gibi, kapah egriler-
den ibaret olan ¢emberlerle de kargilagacagiz.

Su halde efirileri o gekilde bir postuldt sistemiyle tanim-
lamaliyaz ki bu postuldtlar smmirsiz bir egri ilzerinde, nokta-
larin bir Euxiemes dofrusu iizerindeki dagilim postuldtlarina,
ve bir kapah effri lizerinde de, noktalarin bir izdiigel dogru lize-
rindeki dagilim postuldtlarina tekabiil etsinler.

Egrileri tanimlamak igin, F. ENriQues’in (Encyclopédie des
Sciences Mathématiques) de yazdifi ve daha Once de bahsi ge-
¢en Geometrinin llkeleri adli makalesinde kullandigt yolu takib
edecefiz. .

Kendimizi, biittin noktalar: gergel olan bir uzayda farzede-
cefiz, ve bu uzay da ya Elementer Geometri uzayr (Euxkreipes
uzayi), ya da ilk uzaya, hasolmiyan noktalarin katilmas: ile bu-
lunan (§ 385) izdiigel uzay olacalktir.

Her iki yonde sinirsiz olan, sonsuz noktas: bulunan ve gok-
kat noktalar1 olmiyan, yini kendi kendisini kesmiyen bir egriyi
ele almakla ige baghyalim.

Farzediyoruz ki bu egri HiLserT tarafindan ifadesi verilen
dagilim aksiyomlarini (§ 53) saglamaktadir. Soyle ki:

I. Eger A, B, C bir egrinin {i¢ noktas: ise, ve effer B nok-
tas1 A ile C arasinda ise, ayn1 zamanda C ile 4 arasindadir.

Il. Eger A ve C bir egrinin iki noktas: ise, bu egrinin 4
ile C arasinda bulunan hig olmazsa bir B noktast bulundugu
gibi, hi¢ olmazsa Gyle bir D noktas1 vardir ki C noktas1 4 ve D
arasinda bulunsun,

IIL. Bir egri fizerinde bulunan ti¢ 4, B, C noktas: arasinda
dyle bir ve yaloiz bir tanesi vardir ki difer ikisi arasinda bu-
lunsun.
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IV. Bir egri lizerinde bulunan dort 4, B, C, D noktas1 dai-
ma o gekilde dagitilabilir ki B noktast hem A ve C, hem de 4
ve D arasimda bulunsun, ve C de hem A4 ve D, hem de B8 ve D
arasinda olsun,

Bu aksiyomlardan gu sonug¢ ¢ikar ki efriyi bir nokta: birbi-
rinin kargit: iki yonde dolanabilir.

Bir egrinin iki 4, B noktasi, bu noktalar arasmdak.i biitiin
noktalarla bunlarin kendilerini de ihtiva eden bir efri parcasi
belirler.

Egrinin siirekliligi kavramimi-ithal etmek icin, DEDEKIND’in
birinei cinsten izdiisel formlar haklkindaki (§ 55) postuldtim ka-
bul edecegiz. Bunun igin, ifadedeki «birinei’ cinsten form» tabiri
yerine «egri» kelimesini koymak yetecektir. -

V. Eger AB bir egri parcasi ise, ve bu par¢a iki kisma bo-
liiniirse, o gekilde ki:

2 1% P:;rc.amn noktalarindan her biri, kisimlardan birine ait
olsun.

2. A noktas: birinci kisma, B noktasi da ikinei kisma ait
olsun,

8. A4 dan B ye giden dolamim yoniinde birinci kismin her-
hangi bir noktas:, ikinei kismin herhangi bir noktasindan Once
gelsin.

Bu takdirde,” A8 pargasimn (kisimlardan birine ait olabilen)
dyle bir C noktasi vardir ki par¢anin C den &nce gelen her nok-
tas1 birinci kisma ve parganin C den sonra gelen her noktas: da
ikinei kisma ait olsun. -

- Simdi sinirlt bir MN egrisini, yani egrinin uclarmdan iba-
ret alan iki M, N noktasiyle sinirlanmig bir egriyi ele alalim.
M ve N noktalarini bir yana birakacak olursak, sinirsiz bir efri
elde ederiz, zira 4 egrinin herhangi bir noktas1 ise, 4 ile M ya
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da A ile NV arasinda daima bir nokta vardir, Farzediyoruz ki bu
sinirsiz efri biraz dnce ifadeleri verilen postuldtian saglamakta-
dir. Ozel olarak bundan gu sonug¢ cikar ki MN egrisi iizerinde,
biri M den N ye dogru giden, Steki de N den M ye dofiru gi-
den birbirinin kargit1 iki dolanim y&nit vardir.

Bunlar anlagildiktan sonra, P noktas: N ile, Q noktasi da
M ile gakigmak fizere, sinirh iki MN, PQ efrisini ele alalim. Bu
iki egrinin viicuda getirdigi toplulua kapalr egri denilecektir,

Bu kapali egri fizerinde, birbirinin kargit: iki dolamim ydni
vardir ; bu iki dolamim ydnfl gu gekilde elde olunur: bir yandan,
MN nin M den N ye gtiiren dolanim y6nii, PQ niin P den Q
ye gbturen dolanim yidniine eklenir; &te yandan'da MN nin N
den M ye gotiiren dolamim ydnl, PQ niin Q den P ye gotiiren
dolanun ydnfine eklenir. Bu kapali egci, birinci cinsten izdilgel
formlara ait VII ve VIII inci postuldtlan (§ 55) agikdr bir gekil-
de saglar.

Su halde iig tilrlil egri ithal ettik: (agik egriler de diyebi-
leceffimiz) sinrsiz egriler, simirh egriler ve kapali egriler. Bu
efirilerin her biri fizerinde birbirinin kargit1 ve siirekli iki dola-
nim yonfi vardir.

Bilhassa gurasini da kaydedelim ki bu egrilerden her biri
fizerinde, birinei cinsten izdiigel formlarda oldugu gibi, birbirini
ayiwran iki nokta g¢ifti diigiinfilebilir.

85. Yiizey kavram, Bir yiizeyi tarif etmek i¢in, bunun,
geklini degigtirerek hareket eden bir ¢izgi tarafindan meydana
getirilmesi halinde bahis konusu olan sezgisel kavrami kullana-
cagiz.

Bu noktay: tavzih etmek maksadiyle, 8nce izdiigel diizlemin
bir dofirn tarafindan meydana getirilmesi keyfiyetini ele alalim.
Bir o izdiigel diizlemiyle, bu diizlemde 4 tepeli bir dogru deme-
tini dilglinelim. o dilzlemini, ya demetin dofrularinin noktalari
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toplulugu olarak, ya da daha iyi bir gekilde, tagiyicilari deme-
tin dogrularindan ibaret doffrusal nokta ciimleleri gibi tasavvur
edebiliriz. Simdi gurasin1 kaydedelim ki, birinei cinsten bir form
olarak, demet de dofrusal nokta ciimlesi gibi siralanma ve sii-
reklilik postuldtlarini saglar. Bu suretle girilyoruz ki o diizlemi,
birinei cinsten izdiigel formlarmm (dogrusal nokta climlelerinin)
elemanlarindan ibaret olan noktalar toplulugudur, bu sonuncular
da gene birinei cinsten bir izdiigel formun (dofru demetlerinin)
elemanlaridir.

Simdi ytizeylere dénelim. Elemanlar:, bir efriye ait nokta-
larin saghdig postuldtlar:,” aym ailede sagliyan, bir efiri ailesini
ele alahm. Bu aileye ait eprilerin noktalar: toplulugu, tanim
gereffince, bir ylizey viicuda getirirler.

Izdiigel Geometri'de yapilanlara benzeterek, ele alinan egri
ailesine, yfizeyi doffuran anlaminda, e@ri demeti diyebiliriz.

Bununla beraber, yiizey i¢in verilen bu tanim gok genel bir
mahiyyet tagir. Bu itibarla yilizey fizerinde, birinci demetin ef-
rilerini birer noktada kesen efrilerden miltegekkil ikinei bir do-
gurucu demetin bulunabileceffini farzedecefiz. O halde, bir yii-
zeyin tanimi olarak agagidakini alacaz:

Bir yiizey, iki F, F’ demetini tegkil eden egrilerin agagi-
daki gartlar: saffhyan ortak noktalar: toplulugudur:

1. Yiizeyin bir noktasi F nin bir efrisiyle F’ niin bir eg-
risine aittir.

2. F nin bir efrisiyle F’ niln bir effrisinin, yflizeye ait ol-
mak f{izere, bir ve yalmz bir ortak noktasi vardir,

8. F nin (ya da F’ niln) herhangi iki egrisini, F’ niin (ya
da F nin) egrileri, birbirlerini belirli dolanim yOnlerinde takib
eden birtakim noktalarda keserler.

Bu sonuncu gart dolayisiyle, C, ve C, effer F nin herhangi



F

TOPOLOGI 183

iki egrisi ise, F’ niin C’ egrisi C, i bir P, noktasinda, C, yi de
bir P, noktasinda keser; P,, P; noktalar: bire-bir bir ddniigtiirlim-
de birbirlerine tokabill ederler, ve P, in C, i belirli bir y&tnde
delanmast halinde, P, de C, yi belirli bir ydnde dolanir.

F, F’ demetleri toplulufn, sebeke denilen geyi viicuda geti-
rirler. F ve F’ ye ait efiriler, ylizey f{izerinde bir ¢egit sg kurar-
lar, Bu tipk: parametreli temsili ile tamimlapan bir ylizey lize-
rirdeki koordinat ¢izgilerinin viicuda getirdikleri agh andinr.

86. Topologi. Artik topologi'nin nelerden bahsettifini an-
latabilecek hale geldik, demektir. Bunu da, bu geometrinin asal
gurubunu ithal etmek surctiyle yapacafiz.

Uzayin noktalar: arasinda, agagiki gartlar: saghyan bir T
donilgtlirtimiint ele alalim:

1. Bu déniistiirtim istisnasiz bire-bir dir, ydni bu doniigtii-
riim her noktaya bir nokta tekabiil ettirir, ve bunun tersi de

vdrittir. N

2. Bu donfigtiiriim, bir egrinin noktalarina, gene bir egri-
nin noktalarm: tekabiil ettirir.

- 8. Bir efiri fizerinde birbirini ayiran iki M, N ve P, Q
nokta ¢iftine, homolog efiri {izerinde gene birbirini aywran ilki
M’, N’ ve P’, Q" nokta ¢iftini tekabiil ettirir.

Bu son garttan su gikar ki eger bir C efrisine 7 dontigtii-
mi bir C” egrisini tekabiil ettiriyorsa, C iizerindeki bir dolanim
yoniline, C” tizerindeki bir dolanim yonil tekabiil eder. Bu bze-
ligi, tekabiiliin siralanmig oldugunu sdylemekle ifadelendirecefiz,

C nin iki M, N 'noktutm ele alalim ve bu egri {izerinde,
meseld M nin N den dnce geldigi bir dolanim yOniinil tespit ede-
lim. MN egri pargasinin noktalarini o gekilde iki kategoriye ayi-

ralim ki:
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1. MN parcasinin noktalarindan her birl kategorilerden
birine ait olsun.

2, M noktasi birinci kategoriye, N noktasi da ikinei kate-
goriye ait bulunsun.

3. Birinci kategoriye ait her nokta ikinciye ait her nokfa-
dan evvel gelsin.

DepERIND postuldtina gdre, MN parcasinin tyle bir P nok-
tas1 vardir ki par¢ganin P den evvel gelen her noktas: birinei ka-

tegoriye, ve P den sonra gelen her noktas: da ikinei kategoriye
aittir.

- C nin homolofu olan C’” egrisi tizerinde M, N, P noktala-
rinin homologlart M’, N’, P’ olsun. C lizerindeki M PN dolanim
ybniine, C’ nlin M’"P'N" dolanim y&nii tekabill eder. MP parca-
sinin her noktasina M'P’ pargasinin bir noktas: tekabill ettigi
gibi, PN parcasinin her noktasina da P’N’ nfin bir noktas: te-
kabill eder. Ustelik, M’N" pargasinin her noktasi, MN parcasi-
nin. bir noktasinin m‘itekabilidir. Bundan da gn netice eikar ki
M’N’ pargasinin noktalari da, MN par¢asinda ele alinan katego-
rilerin haiz olduklar bzeliklerin ayni 6zeliklere sihib iki katego-
riye ayrilir, Bu iki kategoriyi P" noktasi ayirir. Dolayisiyle, T
doniigtiirGmti, egrilerin sfireklilifini muhafaza eder; bu dontigtii-
riimiin giirekli oldugfu gbylenir.

T donfigtiirlimil bir yfizeye, agikea goriildugt gibi, gene bir
yiizey tekabiil ettirir.

Ote yandan, bir 7 ddnfigtiirimfn{in tersi de bu donfigtiri-
miin haiz oldugu dzeliklerin aynina sahiptir. Nihayet, T geklin-
deki iki doniigtiirlim{in ¢arpimi1 da aym mahiyette bir doniisti-
riimdiir. Su halde 7" ddniigtlirimleri bir gurup vucuda getirirler.

T donfigtiirimlerine homeomorfi ad1 verilir. Bir 7 doniigtii-

rlimfine gore birbirinin homologu olan iki egriye, ya da iki yii-
zeye homeomorf denilir.
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Topologi, asal gurubu hemeomorfiler gurubu olan geometridir.

Sezgi bakimindan, topologi, eldstiki yiizeylerin ve efirilerin
incelenmesidir, diyebiliriz; yirtmaya ve trtmeye liizum kalma-
dan iist tiste getirilebilen iki yilzey ya da iki effri homeomorftur.

87. Genel metrik. Bu b3lliimiin baginda sezgimize dayana-
rak Sne siirdiifiimilz diiglinceler arasinda yer alan ikinei hipote-
ze ddnelim.

Topologi'deki uzayi, lzdiigel Geometri ya da Elementer Geo-
metri'de bahis konusu olan uzaym aym gibi ele alabilmemize
mukabil, Genel Metrik’deki vzayin Elementer Geometri uzayinin
ayni oldufanu farzedece@iz, Buo takdirde egrisel pargalarm Glgli-
miinii tanimlamaliyiz. ]

Bir AB egri pargasinl ele alahm. Bunu uzatmadan ne de
kisaltmadan, bir A’8” dofru par¢as lizerine tatbik edecek tarz.
da bir gekil degisikliine ufratalim. Biylece AB e@ri pargasimi
dagrulamig oluruz; A’8” dofru par¢asinin uzunlufuna, AB egri
par¢asimin uzunlufu demegi uygun bulacefiz.

Netice itibariyle, A8 efiri pargasini dofirnlamak demek, A8
egrisel uzakhifini Slgen bir gergel sayiy1 buna atfetmek demek-
tir. Fakat tabiatiyle, kullamlan yol keyfi olamaz: Effer A, B, C
bir egri lizerinde bir ytnde birbiri ard1 sira gelen tlg nokta ise,
AC nin dlgiimil, AB ve BC parcalarinin 8lgiimleri toplamina esit
olmahdir. Bu gartlar izerinde daha fazla 1srar etmeden, farzede-
ceggiz ki her egri pargasimi dofrulamayr olumlu kilan bir yol bil-
mekteyiz. \

Buras: anlagildiktan sonra, sadece miitekabil egri yaylar-
nin uzunluklarini muhafaza eden homeomorfileri ele alalim. Bu
tzel homeomorfiler, agikea gdriilecegi gibi, Topologi'nin asal gu-
rubunun bir alt-gurubundan ibaret olan, bir gurup tegkil eder-
ler. Bu alt-gurabu G” ile gdsterecefiz.
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Simdi genel metrigi, asal gurubu G’ olan geometri'geklindg
tanimhiyabilirdik, Fakat, bizim elementer metrikten EuKLEmDES
Geometrisine gegmemizi sagiliyan yolu kullanmak suretiyle daha
da ilerilere gitmek milmkindiir.

Bir T homeomorfisini ele alahm ve C bir efri, C" de bunun
miitekabili olan efri olsun. Efer C egirisine ait bir par¢a A8 ve
bunun C’ efrisindeki miitekabili olan par¢ga da A’B" ise, k sa-
yis1 T doniigtlirlim{ine baflanmig bir gercel sabiteyi glstermek
fizere

A’B" nfin 8lgiimii = k- A8 nin dlglimd

oldugunu farzedecegiz. C egrisi hangi efiri olursa olsun, ve AB
de bu efri ilzerinde hangi par¢gadan ibaret bulunursa bulunsun,
bu bafint: edridir. (k sdbitesi homeomorfi ile deffigebilmek kay-
diyle) bu dzelifi haiz olan homeomorfiler, G ile glsterecefimiz
bir garup tegkil ederler, ve G* bunun bir alt-gurubudur.

Asal gurubu G olan geometrige A genel metriffi, ve asal gu-
ruba G’ olan geometriye de A’ genel metrigi diyecefiz.

Iki S, S’ yiizeyini ele alahm. Bu ylizeylerin birinden dige-
rine gegmei miimkiin kilmak f{izere, genel bir metrifin asal gu-
rubunun bir donilgtiiriimii varsa, bu iki ylizeye itibari olarak bu
genel metriffe giire egdeffer diyelim.

A’ metrifini kaale ahirsak, yirtma ve Ortme bahis konusu
olmadan, vzunluklarin muhafazas: gartiyle, § yilizeyini egdegeri
olan §” yilizeyi fizerine tatbik etmek miimkiin olur.

A metriginin cdri oldugn bir geometriyi ele alirsak, iki eg-
deffer yiizeyden birisi biitiin kisimlarinda bir nevi darlagmaya
miiruz kalmadan, bu iki ylizey artik birbiri fizerine tatbik edi-
lemez.

Bu sorular {izerinde daha fazla 1srar etmiyeceftiz. Bununla
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beraber gunu da s8yliyelim ki, biraz dnceki metriklerle, yiizeyle-
rin birbiri fizerine tatbiki ve konform tasviri ile ilgili baz dife-
rensiyel geometri sorularima birbirine karistirmamak gerekir. Her
iki hale tekabill eden giirlig agilar: farkli olmakla beraber, iligki-
siz degildir.

Biraz evvel ele alinan metriklerden ¢ok daha genel mahiy-
yette bir metrigin ithalini B. Riemanx’a bor¢luyuz; esasen bu-
rada nyguladigimiz girilig agisindan hareket etmek suretiyle bu
metrige varmamiz imkdnsizdi. Daha yukarida, L ve KiEwv ta-
rafindan ileri siirfilen geometri kavraminin, Evme CarTanN’a borg-
In oldugumuz bir tegmiline isaret etmigtik, Bu geometrici, Riz-
MANN'In genel metrikleri fizerinde yaptif: derin aragtirmalar sa-
yesindc bu tegmile varmigtir.

88, Topologi ve Elementer Geometri. (Jnce dogru kavra-
min1 bir tarafa birakmak suretiyle, Elementer Geometri’den To-
pologi’ye gegtik, bu da bizi 4" genel metriffine ulagtirdi, sonra
da uzakhk kavraminmi bir yana biraktik.

Tersine, Topoiogi'ya uzakhk kavramini ithal etmek sure-
tiyle A veya A" genel metriffine ge¢tik, Bu metriklere de dogra
kavramini sokmakla, Elementer Geometri’ye dnmils oluruz.

Daha kesin bir gekilde, effer 4° metrigine dogru kavramin
sokarsak, asal gurubun ddnfigtirlimleri, bir dogrudan diger bir
dogruya ge¢megi safflamak zorunda olduklarindan, hareketlerden
ibaret bulunurlar ve bylelikle elementer metrigi elde ederiz.

Yok effer 4 metrifinden hareket edersek, asal gurubun do-
niigtiiriimleri benzegimlerden ibaret bulunurlar, ve bu suretle
EukLemEs Geometrisini elde ederiz.

Topologiye dtnelim ve dofru kavramint ithal edelim. Her
doggruya bir dofru tekablll ettirmek zornnda bulunan bir homeo-
morfi, bir izdiigellikten ibarettir ve bu suretle topologiye bagh
bir geometri geklinde lzdiigel Geometri’yi elde etmis oluruz.
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Suras1 bilinmektedir ki uzakhk kavramimin Izdiigel Geometri’
ye ithali, Elementer Geometri’ye gegilmesini saglar.

Su halde, F. Enrigues ile birlikte, agafiki taslag inga éda-
biliriz :

Topologi

Izdlgel Geometri Genel Metrik

Elementer Geometri

F. Enrigues gurasini kaydetti ki bu ¢egitli geometriler bir-
takim duyu guruplarina tekabfil etmektedir. Onun gbriig tarzim
agafnidaki gekilde oOzetliyebiliriz :

Normal insan Elementer Geometri'yi vlicuda getirdi.

Boyle bir insanin elleri yokedilirse, uzakhklar: olmaéine
engel olunmug olur ve bu suretle lzdiigel Geometri'ye sevkedil-
mis bulunur. Eger bunun aksine, elleri yerine, gdrme iktidar:
ortadan kaldirilirsa, uzakliklar: lgme imkdnint muhafaza eder
ama artik dogru kavramina sahib degildir. B&yle bir insan da
Genel Metrik'e sevkedilmig olur.

Nihayet ayn1 zamanda hem elleri hem de giirme iktidan
yokedilen bir adam, Topologi'ye ydneltilmig olur. Doffru ve
uzakhk kavramlari, onun igin erigilmesi imkinsiz seylerdir.

89. Riemann yiizeyleri. Topologi’de bahis konusu edilen
problemlere dair iki troek verecegiz.

Riemann, bir kompleks degigkenin fonksiyonlarini incelemek
igin, birtakim gergel yiizeyler ithal etti, ve bunlara sonradan
onun ad: verildi. Burada bu yiizeylerin fonksiyonlar teorisine ne
gekilde sokuldugunu bildiremeyiz ama bu yiizeylerin nelerden
ibaret bulunduklarini ve bunlar vesilesiyle bahis konusu olan
temel problemin ne mahiyyette bir gay olduffunu anlatabiliriz.

«
|
j
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Her geyden once bir kilreyi ele alalim ve dikkatimizi bu
kiirenin § dig yiizil fizerinde teksif edelim. § yiizll Ozerine, ka-
pali ve kendi kendisini kesmiyen bir C efrisini ¢izelim. § yii-
ziinin digina ¢ikmadan, bir ekleme ve koparma bgshis konusu
olmadan, bir noktaya irca edecek tarzda bu efrinin geklini de-
gigtirebiliriz. Bunu daha kesin bir gckilde agiklamak igin, ilk 8n-
ce kfirenin bir C’ gemberine irca edecek tarzda C egrisinin gek-
lini degigtirelim. C’ ¢emberinin diizlemi x, ve kiirenin z ya pa-
ralel bir teffet dtizlemi de 2 olsun. = dilzlemini kendisine para-
lel olarak z” dfizlemiyle ¢akigincaya kadar, hareket ettirelim. C’
gemberi de bu hareket esnasinda geklini degigtirir ve nihayet 2”
diizleminin kiireye degdigi noktaya miincer olur.

Simdi gurasin1 kaydedelim ki iki ylizli diizlem bir D diski-
nin yiizline irca edecek gekilde, yirtma ve Srtme bahis konusu
olmadan, § yiiziiniin geklini degistirebiliriz. Bu gekil degigikligi
hakkinda bir fikir sahibi olmak maksadiyle, kiirenin yumugak
bir hamurdan, Srnegin ekmekei hamurundan yapilmig oldugunu
farzedebiliriz, Boyle bir kiire, bir diske irca edilecek gekilde
diizlegtirilebilir. C egrisi, D diski tizerine ¢izilmig, kendi kendi-
sini kesmiyen kapali bir e@ri halini alacakfir. Genel olarak, bu
effrinin, diskin her bir ylizli izerine ¢izilmig birer parcas: bulu-
nacaktir, ve bir parcadan &tekine gecig de diskin kenarim ag-
mak suretiyle miimkiin olacaktir, (§ek. 28) bir diskin fst yiizii-
nit ve bu disk fizerine ¢izilmig bir efriyi gdstermektedir; C ef-

s
L S il
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risinin, diskin alt yiizi zerinde bulunan pargas: noktal olarak
gizilmigtir. g

S kiiresi fizerine ¢izilmig C egrisine ait dzelik, D diski iize-
rine ¢izilmig C egrisi igcin de agikdr bir gekilde edridir. Koparma
ve ekleme bahis konusu olmadan, siirekli blr sekil degigimiyle
bu egri bir noktaya irca olunabilir.

D diskinde bir 7" deligini agahm ve bu suretle elde olunan
geklin dig yiiziine D, diyelim (Sek. 29). D, ylizll iizerine, kendi

Sek. 20

kendisi kesmiyen kapali bir C egrisini ¢izelim. Her zaman, sii-
rekli bir gekil defigimiyle, C efrisini artik bir noktaya irca ede-
meyiz. Efer meseld C efrisi, I' deligini gevreleyen'a efrisi ise,
yva da bu deliin kenarini1 keserek bir yiizden btekine giden
b egrisi ise, bir noktaya irea igi artik hig¢ bir gekilde miimkiin
olamaz. g

Dis yiizeyine D, dedifimiz ortas: delikli diskin, bir torla
cakigacak tarzda gekli degistirilebilir: bagka deyimle, D, yiizeyi,
bir torun dig yiizii ile homeomorftor. a egrisi, torun dig yiizi
fizerinde bir enlem ¢emberi, & efrisi de bir boylam c¢emberi
geklini alir,

Ortas: delikli disk fizerine, ya da tor fizerine ¢izilen her C
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efrisi, siirekli gekil degigimiyle, birkag defa a efrisinden, birkag
defa da b e@irisinden tesekkiil eden bir efriye irca olunabilir.

Cinsi p olan RieMANN giizeyi diye, p kere delinmig bir diiz-
lem diskin D, dig yiiziine, ya da bunun homeomorfu olan her

yiizeye denilir.

D, yiizeyinin homeomorfu olan bir ylizey, meseld p sayida
lkulpu bulunan bir kiirenin dig yiizii, veya arzu edildigi takdirde,
p sayida kulpu olan bir vazonun dig yiiziidiir.

Bir Dp RiEmMANN ylizeyi fizerine, siirekli gekil degigimiyle
bir noktaya irca olunamiyan 2p sayida kapali egri cizilebilir.
Bunlar, her biri p sayidaki deliklerden her birini ¢evreliyen
ay; @y, ...y @, effrileri ile her biri p sayidaki deliklerden her birinin
kenarini keserek bir tarafindan Oteki tarafina gegen b, by, ...,'bp
egrileridir. Nitekim, p =23 halinde, (Sek. 30) da gbriilen a,, a.,
agy by by, by efrileri elde olunur.

Sek. 30

D, RiEMANN yiizeyi iizerine ¢izilmig bulunan kapali her C
egrisi, siirekli bir gekil degigimiyle birkag defa ay, ay, ..., a, eg-
rilerinin her birinden, ve birkag defa da b, by, ..., bp egrileri-
nin her birinden tegekkiil eden bir egriye irca olunur. Bu gekil-
de bir egri, x# ve 4 lar tam sayilarl gistermek fizere
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sembolii ile temsil olunabilir. Eger biitiin bu tam sayilar sifirsa,
slirekli gsekil degigimiyle C edrisi-bir noktaya irca olunabilir.

p sayist bir RIEMANN yiizeyinin bir topologi karakteridir.
Cinsleri farkli iki RiEmann yiizeyi, agikdr bir gekilde homeomorf
degildir,

90. Diigiimler teorisi. Topologide ele alinan problemlere
dair ikineci bir troegi diifiimler teorisi verecektir.

Elementer Geometri uzayinda oldugumuzu farzedelim ve sa-
_ dece ¢okkat naktasiz, yadni kendi kendisini kesmiyen kapali ef-
rileri ele alalim. Bu tiirlil egrilere diigim adi verilir.

Bu diigiimler arasinda en basiti, meseld bir ¢emberin, ya da
konveks bir ¢okgenin homeomorfu olan ovaldir.

Bahis konusu egrilerin mahiyyeti hakkinda bir fikir edin-
mek iizere, bir sicim par¢as: alalim, bununla bir diifim yap-
tiktan sonra iki ucunu birlegtirmek fizere yapigtiralim. Bdy-
lelikle ya (Sek. 31), ya da (Sek. 32) ile gusterilen efri elde olu-
nur (Seklin birbirine rasthiyan iki kismindan alttan gegeni ke-
sik olarak gdsterdik). Bu diigtimlerden birincisine sola yonca,
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ikineisine de saga yonea adlan verilir. Bu iki diigiim agikdr bir

surette gemberin homeomorfu olmadiklar: gibi, hattd kendi ara-
larinda dahi boyle degildirler.

Buna mukabil, (Sek. 83) ile gtsterilen diiiim bir gemberin
homeomorfudur.

Fek. 33

Daha karigik diigiimler elde etmek {izere, yoneca geklindeki
diigiimler terkib olunabilir. Ornegin, (Sek. 84) de gdsterilen dii-

gim, sola ve safa yooca geklindeki iki diglimiin terkibi sure-
tiyle elde olunmugtur.

Sek. 34

Karteziyen koordinatlarda

x=(3cost+2)cost, y=DHcostsint
z=(25cos’¢t — 1) sint
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parametreli denklemleriyle gtsterilen Horpe (1816-1900) efrisi,
sola yonca bigiminde bir diiglimiin geklini haizdir (Sek. 31).

Didgtimler teorisinin glyesi Oyle birtakim tomlog] karak-
terlerinin belirlenmesidir ki meseld ayn:1 karakteri baiz olan iki
diigtim homeomorf olsun. Esasen diiftimleri bu gekilde karakte-
rize etme problemi henuz ¢dziilmemistir.

91. Egrilerin analitik olarak g@sterilmesi. Jordan egri-
leri. Ug Ox, Oy, Oz eksenine nispet edilen bir EUKLEIDES uza-
yinda oldufumuzu farzedelim ve topologide bahis konusu olan
egri kavramini yéniden ele alalim,

liktnee sinirh bir egriyi diigiinelim. Bu egri bir dogru par-
casinin homeomorfudur, yAni noktalarin sirasimi ve siirekliligi
muhafaza etmek kaydiyle, bu egriyi dofru pargas: fizerine tatbik
edebiliriz.

Bir dogru parcasina ait noktalarin koordinatlari, #,, #, gibi
birtakim limitler arasinda deffigen bir ¢ parametresinin linear
fonksiyonlar1 geklinde ifade olunabilir. O halde sinirh bir eg-
riye ait noktalarin koordinatlarint bir ¢ parametresinin gergel
fonksiyonlar: geklinde gistermeli, yani

(1) x=¢t), g=et)y z=0,0)

yazmahyz,

Bu fonksiyonlar tabiatiyle keyfi fonksiyonlar degildir. Bun-
lar hakkinda, yukarida hatirlatilagelen topologi karakterlerini te-
baruz ettirmek (izere, birtakim hipotezler yiirtitmeliyiz:

1. (o, £,) arahgnin bir ¢ defferine egrinin bir ve yalmz bir
noktas: tekabiil eder.

2. Egrinin bir noktasina, ele alinan aralifin bir tek ¢ de-
geri tekabiil eder.

e
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3. @i % s fonksiyonlar: siirekli fonksiyonlardir,

Egri iizerindeki iki dolamim yonil, ¢ nin (¢,, #,) aralifindaki i
iki degigme gekline tekabill eder. Eger, fikirleri tespit maksa-
diyle, ¢, 1 £, den kiiglik farzedersek, ¢ parametiesi ¢, dan f, a
miitemadiyen artarak, ve #, dan ¢, a da miitemadiyen eksilerek

r

gegebilir,

%15 Pa, Py fonksiyonlarina yiiklenen li¢lincti gart, bahis ko-
nusu efrinin siireklilifine tekabiil eder. Bu gart, agafiki gekilde
ifade olupabilir: ¢ nin iki degeri ¢,, #, ve miltekabil noktalarin
koordinatlari da x,, »;, 2, ve x;, 7,, £, olsun. Efer s, istenildigi
kadar kiigiik ve keyfi olarak se¢ilmig bir pozitif say: ise, x, — Xy
Y1 — Y4y 2, — z, farklarinin —e ile 4-¢ arasinda bulunmalarin:

temin edecek gekilde, ¢, daima ¢, e yeter derecede yakin segi-
lebilir.

Sayageldifimiz (i¢ garta tabi tutulan (1) denklemleriyle ya-
pilan gdsterim, gimdiye kadar ele aldigimiz biltiin egrilere tegmil i ]
olunabilir. Ozel olarak, ele alinan aralifin ¢, £, ug degerlerine ki
aym bir nokta tekabiil ettigi takdirde, yani ¢ nin arahk igindeki
diger degerlerinin daima farkl noktalar vermeleri kaydlylo',

#i(t) = mldy), 4lty) = galfy), polts) = g,(F,)

olmasi halinde, bir kapah egri elde olunur,

Egter istisnat olarak, (¢,, £,) arahfinda, egrinin ayni nokta-
sim1 vermek (izere, ¢ nin n sayida defferi varsa, bu gekilde bir
nokta egrinin n ninei mertebzien bir gokkal noktas: olacaktir.

(1) denklemleriyle gisterilen egrilere C. JorpAN (1838-1922)
egrileri denilir.

Jorvan egrilerinin, bu geometrik gekiller ha_kltlnda sezgiye
dayanan anlamamiza temamiyle tekabiil ettiklerini gdsteren
Onemli bir teoremi bu geometriciye borgluyuz.




196 QESiTL] GEOMETRILER

Kapah ve ikikat noktasiz bir Joroan diizlem egrisi diizlemi
dyle iki btlgeye ayirir ki:

1. Aym bir bdlgenin iki noktas, efriyi kesmiyen bir kink
¢izgi ile daima birlegtirilebilir.

2. Aym bolgeye ait olmiyan iki nokta, egriyi kesmiyen sti-
rekli bir effri ile birlegtirilemez.

92. Peano egrisi. Kendi kendimize gunu sorabiliriz: ¢,, ¢,,
@, fonksiyonlarmma yfiklenilen gartlar, efiriler hakkinda sezgiye
dayanan anlamamiza uyan bir egri elde etmek igin mutlaka ge-
rekli midir ? Peano (1858-1932) tarafindan inga olunan efiri drne-
ginin de gosterdifi gibi, bu gartlar mutlaka gereklidir. Aksi
takdirde, noktalarimin koordinatlar: bir ¢ parametresinin stirekli
fonksiyonlar: olan ve bfitiin bir kareyi dolduran bir diizlem efri-
den bahsolunabilir.

Bir yandan, bir Of ekseni fizerinde, birim uzunlukta (OA4)
dofgru par¢asini, Ote yandan da kenar:1 birim uzunlofuna egit
OABC karesini ele alalim (Sek. 85). (OA) doggru parcasimi, 1 den
9 a kadar numaralanan dokuz egit parcaya bblelim ve kareyi de,
gekilde gbsterildifii gibi, gene 1 den 9 a kadar siralanan dokuz
egit kareye ayiralim. Birbirinin pegi sira gelen karelerin ortak
birer kenar1 vardir,

Bir kismi karede, agafidaki gartlarla, bir ilk bir de son te-
peyi tamimhyalim :

1. llk ve son tepeler kargittir.

2. Bir karenin ilk tepesi, ondan &nce gelen karenin son te-
pesiyle gakigir,

3. Birinei kismi karenin ilk tepesi O noktasdir.

Kismi karelerden her birinde, bu karenin ilk tepesini son
tepesine birlegtiren kigegenini gizelim. Bu suretle, (Sek. 85) de

= =%
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gosterilen ve O noktasinda bagliyarak 8 noktasinda sona eren
bir kesik ¢izgi elde ederiz. Bu kesik g¢izginin bir pargasini, (OA4)
aralifimin bir pargasina tekabill ettireceffiz, o gekilde ki kesik
¢izginin parcasi ka¢ numarali karenin kdgegeni ise, (0A4) arali-
ginda buna tekabfil edecek par¢ganin sira numarasi da ayni ol-
sun.
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Sek. 35

(OA) aralifh ile OABC karesini artik dokuz degil de 9* egit
parcaya, sonra 9° egit parcaya, ve ild. bilmek suretiyle bu
iglemlere yeniden bagliyalim. Birbiri pesi sira, 9%, 9 ... dogru
pargasinn ihtiva eden kesik cizgiler elde ederiz. Kareyi 9% egit
kareye bolmek suretiyle bulunan kesik ¢izginin dogru pargalarin-
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dan birine ait olan bir x, y noktasina, (O4) arahiffinin bir par-
casim tekabiil ettirecegiz, o gekilde ki x, y noktas1 kag numaral
karenin kdgegeni lizerinde ise, bu parga da ayni numarayr haiz
olsun.

Bu iglemin sinirsiz* bir gekilde tekrarlanmasi halinde ispat
edilir ki x, y, (OA4) aralifinda degigen ¢ nin

x=qt)h  g=g.t)

geklinde siirekli fonksiyonlaridir. ¢ nin, bahis konusu arahifh do-
lanmas1 halinde, x, y noktasi da O 4BC karesinin temamini ¢i-
zer. Cizim gbsterir ki ¢ nin bir deferine bir ve yalmiz bir «x, gy
noktasi tekabiil eder. Fakat buna mukabil, ¢ nin iki ya da dort
farkh degeri yardimiyle bulunan sonsuz x, y noktasy vardir, ¢
nin degerleri ile Peano egrinlnin noktalar:1 arasindaki tekabiil
artik bire-bir degildir, yAni bundan Onceki paragrafta ¢ j fonksi-
yonlarina yikledifimiz gartlardan ikincisi artik kaale alinma-
maktadir. Bu da gisterir ki sezgiye dayanan kavramlarimiza
uyan bir efrinin bahis konusu olabilmesi i¢in, ikinei gart te-
mel bir rol oynar.

93. Homeomorfilerin analitik olarak gisterilmesi. Bir T
homeomorfisini ele alalim. Bu, tamim gerefince, istisnasiz, bire-
bir bir tekabilldiir. Eger uzay1 bir Oxyz ligyiizlilsline nispet eder-
sek, bir x, g, = noktasina 7 homeomorfisi,

(1) 2" =Fx, g, 2), 9'=Fg(-\'y§y z), 5'=F|(x|?v z)

baffintilariyle verilen x’, y°, 2z’ noktasimi tekabill ettirir.

Bir ¥, y, z noktasina bu denklemler bir tek x*, »’, z" nok-
tasim1 tekabill ettirirler ve bunun tersi de dofrudur. Dolayisiyle,
(1) denklemlerinden, ayn:1 karakterleri haiz
(2, = Fl'(x'u y" "]I y = FI'(x" 9'| sl')| z= F.’{x’, y', z')

baffintilar: ¢ikarilabilmelidir.

(= -
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7" homeomorfisinin tanimi geregfince, denklemeleri

X == ?ltf)g == ?a(f)t £= ?’(”
L]

olan bir C Jorpan egirisine (1) denklemeleri bir C’ JorDAN efi-
rigini tekabill ettirmelidirler. Buradan gu sonug ¢ikar ki

B) ¥ =Fdpi, 90 7s)y 8 = Flgi, 9y _‘Pn‘s 2 =Fy(p1, P2y a)
denklemeleri bir Jorpan egrisini gistermelidirier.

F,, F,, F, fonksiyonlarina yiiklenen gartlar gunu tazammun
eder ki ¢ nin bir (¢, ¢,) aralifinda bulunan degerleriyle ', y", =’
noktalar: arasinda bire-bir bir tekabill vardir. Bundan bagka F,,
F,, F, fonksiyonlarina 0yle sartlar yiiklemeliyiz ki (3) denklem-
lerinin ikinei taraflari ¢ nin siirekli fonksiyonlar: olsun. $u hal-
de, F,, F,, F, fonksiyonlarmin x, y, z ye gbre siirekli olduklarim
farzetmek gerekir.

Bu gart, agafida goriildigi gekilde ifade olunabilir:

Herbangi iki x,, g,y 2, Ve ¥j, ¥s, 22 noktasini ele alahm, (1)
homeomorfisinde bunlarin homologlart x,",9,", 2, ve »,", p,", 2z,
olsun, Bundan bagka, keyfi gekilde kilgiik ve pozitif bir & sayis:
verilmig bulunsun. Bu say-l hangi say1 olursa olsun, ilk iki nok-
tay1 daima o gekilde segmek mimkilodir ki ~,"—x.", »,"—g,,
z," — z,” farklarmin — ¢ ile 4 ¢ arasinda bulunmalarini sagliya-

cak tarzla, xr, — xy, y, — gy, 2z, — 2, farklar: yeter derecede ki-

¢lik olsun.

Daha kesin bir gekilde, keyfi gekilde segilen ve Istenildigi
kadar kiigilk olabilen her pozitif ¢ sayisina dyle bir pozitif 4 sa-
yis1 tekabiil eder ki x, — xyy ¥y — ¥y =, — 2, farklarinin —y ile
-+ n arasinda bulunmalari halinde, »,"—x), y."—u.", 2" —z,
farklar1 da — ¢ ile -} ¢ arasinda bulunurlar.

Bu gartlar altinda, (2) denklemlerinin ikinci taraflarmin da
aym Ozelikleri haiz bulunduklar: esasen ispat olunur.
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Analitik yoldan hemeomorfileri, ve dolayisiyle homeomor-
filer gurubunu, yini Topologinin asal gurubunu tanimlamig olduk.

94. Tegetler problemi. Bir C Jorpan efrisini ele alalim
ve buna ait noktalardan ikisi M, M’ olsun. C e@irisine M nokta-
sinda teffet dogru diye M" noktasinin efri iizerinde M noktasina
yaklagmas1 halinde, efer warsa, MM’ dofrusunun limit durumu-
na denilir. O halde tegetler problemi, agagida gorilldiigii gekilde
ortaya konulabilir: Bir JorDpAN efriginin her noktasinda bir te-
get var midir ve olmadif1 takdirde, bir JorDAN efrisinin teget-
leri haiz bulunmasi i¢gin buna yiiklenecek tamamlayic1 gartlar
nelerden ibarettir ?

Sorunun birinei kismina verilecek kargihin menfi olacaf
muhakkaktir, Zira tegetsiz siirekli egriler vardir; bu gekildeki
eggrilerden bir tanesi von Kocu (1870-1924) tarafindan inga edil-
migtir ; voN Kocu efrisinin inga gekli hakkinda kisaca bilgi ve-
recegiz,

Once bir noktayr kaydetmekle ige baghyalim. Bir egrinin,
kirk bir ¢izginin limiti geklinde ele alinmas: fikri ¢ok eskidir ve
bir gember gevresinin uzunlufunun hesab1 vesilesiyle eski yu-
nanhlar tarafindan dahi diigiiniilmiigtiir.

Bir C gemberini ele alalim. Tepeleri bu C ¢emberi {izerinde -

bulunan bir A, karesi ile, kenarlam A4, nkilerine paralel ve C
¢emberine teget olan bir B, karesini ¢izelim. A, karesinin her
kenarinin C ¢emberinde ayirdigi iki yaydan kiigiigiiniin orta nok-
tasini, bu kenarin iki ucuna birlegtirelim. Bu suretle, bir 4,
konveks sekizgenini elde ederiz. Kenarlar: A, sekizgenininkilerine
paralel ve C ¢emberine tefet olan konveks sekizgene B, diyelim.
Ayn1 iglemi, A, sekizgeninden hareket etmek suretiyle tekrarla-
yalim, ve buna biylece devam edelim. k sayida iglemden sonra,
tepeleri C ¢emberi fizerinde bulunan, kenar sayis: 4:2% olan ve

Ay ile gisterilen konveks bir gokgenle, aym1 sayida kenarr haiz, -

-t
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kenarlar1 C ¢emberine teget ve Ay g¢okgenininkilerine paralel bir
Bj konveks g¢okgenini elde ederiz. C ¢emberi, diizlemin A ve
By cokgenleriyle sinirlanmig bolgesinin temamiyle igindedir. Bu
gekildeki ¢izimlerimize sinirsiz bir surette devam etmekle, diizle-
min gittikge incelegen ve C ¢emberini ihtiva eden b&lgelerini J
elde ederiz, ve gember de A ve B c¢okgenlerinin ortak limiti
seklinde tezahiir eder. !d

Simdi von Koch egrisinin ¢izimine gelelim.

Uclar1 4, B olan bir L, dogru parc¢asimi ele alalim (Sek. 36).
AB dogru pargasini ii¢ esit pargaya btlelim ve DE orta parcasi
iizerine CDE egkenar {iggenini inga edelim. ADCEB kink cizgi-
sine Ly, ve ACB kirik ¢izgisine de L, diyelim.

.

L, krik gizgisine ait dofgru pargalarindan her birini fi¢ esit |

c

Sek. 36 (Ly, La)

Sek. 37 (Ls, Ly)

Sek. 38 (L5, Lg)
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pargaya bilelim ve her sefer ortadaki parca #izerine bir egkenar
tiggen inga edelim (Sek. 87). Bu suretle L, ile gisterecefiimiz

AA'FD'DD"GC'CC"HE'EE"KB'B

kirik ¢izgisini elde ederiz.

Ote yandan, L, kink cizgisine ait dofru par¢alarindan her
birini fig egit pargaya bolelim ve ortalardaki dofru parcgalar
lizerine FGD, HKE egkenar figgenlerini inga edelim (Sek. 37).
AFDGCHEKB kirik gizgisine de L, diyelim. (Sek, 38) L;, L,
haline tekabill etmektedir.

Bu c¢izimlere sinirsiz bir gekilde devam edelim; bbylece, su
ilii kirik gizgi dizisini buluruz:

1. Bir, dort, onalty, ..., 2%, ... dogru pargasimi ihtiva eden
i gy lils snny " Lishiy ove xeEkVolugilori.

2. Iki, sekiz, otunziki,..., 2~ ,... dofirn pargasimi ihtiva
eden Ly, Ly, Lyy ooey Lyg—1e -.. Karik gizgileri.

Surasim1 kaydedelim ki:

a) Lue+, kink gizgisi, L,z knk ¢izgisinin daima tistiin-
dedir.

b) L+, kirik gizgisi, Ly—, kink ¢izgisinin daima altinda

bulunur.

e) Lgy  Lyyeasy Lagyoon Iarik ccisgilert ‘Onims Ly, Ly, -,
Lyg—y, ... kunik ¢izgilerinin altinda bulunur. ~

Dikkatimizi, diizlemin sirasiyle L, ve L,, L, ve L, Lo
ve L., ... kirik ¢izgileri arasinda kalan bdlgeleri fizerine tespit
edelim. Diizlemin bu bolgeleri gittikge incelegir ve ele alinan iki
kairk cizgi dizisinin bir L efrisinden ibaret ortak bir limiti var-
dir ki bu da von Kocu egrisinin ta kendisidir.

L von KocH egrisinin bir noktasinmn x, y koordlna’ﬂann*u, .
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bir ¢ parametresinin siirekli fonksiyonlar:1 olduklar ispat edilir.
Fakat M ve M" efer L efrisinin iki noktas: ise, M" niin M ye
simirgiz bir gekilde yaklagmasi halinde, MM® dogrusunun limiti
belirsizdir ve teget mevcut degildir.

L von Kocu eprisi teffeti olmiyan siirekli bir egridir.

Bu L egrisi, her kisminda kendi kendisinin benzeri olmak
dzeligini haizdir; bagka deyimle, egrinin herhangi bir parcas:,
egrinin biitiniiniin benzeridir. Egriye ait her par¢anin uzunluffu
gonsuzdur,

95. Tegetlerin varlik sartlari, Hangi sartlar altinda, bir

(1) x = q,(t), g =48, z=gy(t)

JOrDAN ¢jfrisinin bir M poktasinda bir tefeti haiz olabilecegini
aragtiralim. M noktasinin koordinatlari x,, y,, 2z, ve ¢ nin mil-
tekabil defteri de {, olsun. # nin bir ¢, defferine tekabiil etmek
lizere egrinin ikinei bir M’ noktasini alalim ve bunun koordinat-
lar: da x,, y;, z, olsun. MM’ dofrusunun denklemleri

. X=Xy _g—U_t—%
Xy~ % i~ % E2i— % {

(2)

dir. p

0O halde bu dogrunun dogrultu hlrlmel:relarl

X, — xo =, (8) — (L), 71— Yo = () — #a(ty),

2, — 2o = Pa(t;) — #4(ty)

veya, bu parametreler bir orantilihk ¢arpam farkiyle taniumlan-
diklarina gore, .
]
Pilt)—gilt) @t —ralt)) Tt —@ults)
t‘ "_'to z ‘l—tu f]_'rg

(3)

dir,
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(1) gizgisinin M noktasindaki tegeti, effer varsa, M’ nfin
efiri {izerinde M ye yaklagmasi, yini ¢, in f, a yaklagmas: ha-
linde, MM’ dogrusunan limitidir. Bu tefetin denklemleri, bu li-
mite gegisten sonra, (2) denklemlerinden ¢ikarilacak denklemler-
dir. ¢, in #, & yaklagmas:1 halinde, (2) denklemlerinde deffigen
gey, paydalar yini doffrunun dofirultu parametreleridir. Tegetin
M noktasinda varolabilmesi igin, ¢, in {, a yaklagmas1 halinde
(3) fonksiyonlarmmin limitlerinin varhf: gercklidir, Halbuki bu
limitler, tanim geregfince, ¢,, 9., ¢, fonksiyonlarinin ¢, nokta-
sindaki ¢,"(4,), ¢,°({;), ¢4 (f,) tiirevierinin ta kendilerinden iba-
rettir. Bununla beraber, sonlu farzedilen bu tfirevlerin varhgi da
teffetin varolmasina yetmez, Zira bir dofrunun doffrultu paramet-
relerinin hepsi birden sifir olamaz, dolayisiyle ayrica «,’(2,),

@y (1), @5°(f,) tilrevlerinin hepsinin birden sifir olmamalar: la- '

zimdir.

\

Ozet olarak, (1) JorpAN efirisinin M noktasindaki tegetinin
varlifh igin:

1. @.(8), @4(6), @4(t) fonksiyonlarinin bu noktadaki ¢,’(f,),
23" (t,), w'(¢,) tirevlerinin varhgr,

2. Bu tiirevlerden de hig olmazsa birinin sifirdan farkh bu-
lunmasi gereklidir,

Bunlar, agikea gorildigit gibi, yeter gartlardir.

(1) JorDAN efgrisinin her noktasinda bir tefetin varolabil-
mesi i¢in, ¢ nin itibara alinan biitlin degerleri igin ¢,(¢), ¢,(0),
¢4(t) fonksiyonlarimin tiirevlerinin varhf: (bu takdirde bahis ko-
nusu fonksiyonlarin tiiretilebilir, ya da diferensiyelleri alinabilir
fonksiyonlar olduklarim styliyecegiz) ve bu titrevlerin aym za-
manda sifir olmamalar: gereklidir.

ZAten bu son gart: bir yana birakabiliriz, zira ¢,, ¢, %
fonksiyonlari, ele alinan (¢, t,) aralifinda stirekli fonksiyonlar-
ga, bunlarin tiirevlerinin ancak istisnai hallerde ayni1 zamanda
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sifir olacaklar: agikdrdir. Bua da, efri tizerinde teffetin varolma-
diff1 bazi noktalarin meveudiyyeti ihtimalini farzetmekle birdir.
Aym gekilde, ¢,, 3, ¥, fonksiyonlarindan birinin tfirevinin var-
olmadif1 birtakim noktalarin mevcudiyyetini de kabul edebilir
ve bu suretle «genel olarak» her noktasinda bir teffeti haiz bir
JorDAN egrisine sihib oluruz.

Yeniden
2’=F1(X,§; ’): 3'=Fg(-!‘,3| ’}' s’=Fl(xi’! ‘,

homeomorfisini ele alalim. Eger teffetleri haiz Jorpan egrllari
igin bir geometri vlieuda getirmek istersek, bu geometrinin asal
gurubu olarak, tegetleri haiz bir JorDAN efrisine gene tegetleri
haiz bir Jorpan egrisini tekabill ettiren homeomorfilerden tegek-

kil eden bir gurubn almaliyiz.
Bagka deyimle, :

x'= F1'¢n Far Ta)s y' =Fs(¢u Pay Pa)s 2" =F(®i, 0, Ps)

egrisinin tagetierl olmah ve ikinci taraflarin da tiirevleri meveud
bulunmalidir. Bu da, sgikdr bir gekilde, F,, Fy, F, fonksiyonlari-

nin g—f‘, %. ey %? kismi tirevlerini haiz olmalarini gerek-

tirir ve bu gart yeter. Bu gekildeki F,, F,, Fy fonksiyonlarinin
tiiretilebilir fonksiyonlar olduklarim syliyecefiz.

Bu suretle vileunda getirilen geometri gu gekilde karakterize
edilebilir: bu, kullamlan biittin fonksiyonlarin tiiretilebilir ol-

duklar: bir topologidir.

96. Tiirlii mertebelerden dar anlamh topelogiler. Klisik
Analitik Geometri’de bir

(1) L e fl(f)s g=fit), E "'_"f’(ﬁ
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egrisi incelendigi zaman, genellikle f,, f,, fy fonksiyonlarinin g1~
nirsiz bir gekilde tiiretilebileceggi kabul olunur. Bu takdirde bu
egrilere, bahis konusu fonksiyonlarin birtakim mertebelere kadar
tlirevlerini hesaba kattiran tiirli elemanlar baglanir. Bunlar me-
seld gu elemanlar olabilir:

1. Birinei mertebeden tiirevlerin hesaba katilmasimi gerek-
tiren teget.

2. Birinei ve ikinei mertebeden tlirevlerin hesaba katilma-
sim1 gerektiren oskilldtér diizlem ve osk{ilatdr gember.

8. llk ti¢ mertebeden tfirevlerin hesaba katilmasimi gerek-
tiren oskiilattr kiire, v.s. '

Halbuki, egrileri tamimlamaga yariyan fonksiyonlarin ikinei
mertebeden tirevlerinin varhf fizerine hig bir hipotez yiirdtme-
den de tegetleri haiz egriler\ pekald incelenebilir. Bunun gibi,
figiinell mertebeden tilrevler fizerine higbir hipotezi ileri siirme-
den oskillator dilzlem ve gemberler gdzden geq;lrilebillr Ve bu
gorilg boylece devam edip gider.

Sadece, ikinei taraflari ilk n mertebeden tiirevleri haiz olup
(n+ 1) inci mertebeden tiirevleri bulunmiyan (1) aﬂrﬂeﬂni ele
almagh uygun bulalim.

Egger bu effrilerin bir geometrisini ingn etmek istersek, bu
efirilerden her birini, ayn1 dzelikleri haiz bir efriye doniistiiren
homeomorfileri ele almakla yetinmeliyiz. Bu takdirde kolayhkla
gbrmek milmkiindir ki bu da, homeomorfilerin analitik ifadele-
lerinde bahis konusu fonksiyonlarm ilk n mertebeden kismi tii-
revlerinin varhffini tazammun eder, ve buna mukabil (n+1)
inei mertebeden kismi tiirevler hakkinda higbir hipotezi gerek-
tirmez,

lik n mertebeden kismi tfirevi haiz bir fonksiyona n kere
tiretilebir diyelim. Inga edegeldigimiz geometri, kullamlan bil-
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tiin fonksiyonlarin n kere tiiretilebildigi bir topologidir. Buna n
ninci mertebeden dar anlanlt fopslogi adi verilebilir.

Bu dilgfince tarzina gére, bundan Onceki paragrafta bahis
konusu olan tegetleri haiz JorDAN effrileri geometrisi, birinci
mertebeden dar anlamh bir topologidir.

Oskillatsr dilzlem ve oskilldtér gemberleri haiz JorRDAN eff-
rileri geometrisi, ikinci mertebeden dar anlamh topologidir.

Bu tiirli diiglinceler son zamanlarda G. Bouricasp'in dik-
katini gekti ; dar anlamli topologiler hakkinda daha kesin bir
inceleme igin, onun yayinlarma bagvuralmasim tavsiye ederiz.

97. Dolaysiz Infinitezimal Geometri. Simdi, G, BouLiGaNn
tarafindan Dolaysiz lnfinitezimal Geometri ad1 verilen bir geo-
metri haklkinda bazi bilgiler verecegiz.

Elementer Geometri uzayinda buldufumuzu farzedelim ve
bu uzayin gergel noktalarindan miitegekkil bir £ climlesini ele
alalim. Bu cfimlenin sonsuz noktayr hivi bulundugunu farzede-
ceffiz: Ornegin, bunlar bir e@rinin noktalarindan, ya da bir yii-
zeyin noktalarindan, veyahut verilen bir kiirenin ig noktalarin-
dan miitegekkil climleler olabilir (sonuncusu kiireye ait noktalar:
ihtiva edebilir veya etmiyebilir).

Yarigap: ne kadar kiliglik olursa olsun, O merkezli bir kilre
iginde E climlesinin hi¢ olmazsa bir noktas: varsa, bu O nokta-
sina £ elimlesinin bir giffilma noktas: ya da bir limit noktas: de-
nilir. Esasen guras: da ispat edilir ki effer O noktast £ ciltmlesi-
nin bir yigilma noktas: ise, ele alinan O merkezli kilrelerden
her biri cimlenin sonsuz sayida noktasini ihtiva eder.

Bir £ climlesinin bir O yiilma noktasina, kontenjan ve
paratenjan denilen iki dogru ciimlesi baglanabilir.

Climlenin bir M noktasiyle, (O noktasinda son bulan) OM
yarim-dogrusunu ele alalim. M nin O ya yaklagmas: balinde,

S =
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OM yarim-dogrusu, O noktasindaki yarim-teget adi verilen bir
OT limit durumunu haiz olabilir. Yarim-tegetler cimlesi, O nok-
tasindaki kontenjami viicuda getirirler.

OT eksenli ve O tepeli her donel koninin tepe agisi ve
(OT ye dik ve O dan ge¢miyen bir diizlemle sinirlanan) yiiksek-
ligi ne kadar kiigiik olursa olsun, bu koni £ climlesinin O dan
farkli hi¢ olmazsa bir noktasinmi ihtiva eder, demekle OT yarim-
teffeti daha kesin bir gekilde tanimlanmig olur.

Simdi E ctimlesinin O dan farkh iki poktasi M, M" olsun.
M, M’ noktalarinin sinirsiz bir gekilde ve aynm zamanda O nok-
tasina yaklagmalaf: halinde, MM’ doffirusunun, O dan gegen bir
d limit durumunu haiz oldugunu farzedelim, d dogrusuna, £
ciimlesinin O noktasindaki paratenjanti demilir. O noktasindaki
paratenjantlar ciimlesi bu noktadaki paratenjani viicuda getirir.
Agikir bir gekilde, bu paratenjan, O noktasindaki contenjam
ihtiva eder ve bazi hallerde onunla da gakigabilir.

Bu tanimlari aydinlatmak maksadiyle iki basit trnek ve-
relim.

likonee bir effri yayini, Orneggin bir konlk kesit yayini
ele alalim ve O da bu effrinin bir noktas: olsun (Sek. 89). Yayin
O noktasinda, 7’7 teggetinin - tagidafy iki OT, O’ yarim-tefeti
vardir. Kontenjanm tegkil eden bir tek 77T dofrusu olacaktir.
b i -

0 ‘

Sek, 30
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$uras1 agiktir ki O noktasindaki yegéine paratenjant ba dogru-
dan ibarettir, Konterjanla paratenjan gakigirlar. ”
i

lkinei olarak, koordinatlarin O baglangig noktasinda bir |
déniim noktasin1 haiz olan

|
y= n

egrisini ele alalim (Sek. 40). Kontenjan, yegine OT yarmm-dog-

¥

Sek. 40
rusundan miitegekkildir. Buna kargihk, paratenjan ise, O tepeli
dogru demetinin biitiin dogrularindan meydana gelir.

Dolaysiz Infinitezimal Geometrinin asal gurubuna gelelim,

Bir homeomorfi bir ciimleyi bagka bir ciimleye doniigtiiriir
ve bir climlenin bir yifilma noktasina, homolog ciimlenin bir

yigilma noktasimi tekabiil ettirir. Dolaysiz Infinitezimal Geomet-
ri'nin asal gurubunun homeomorfilerine, kontenjanlar1 muhafaza
etme gartim yiitkliyecegiz. Daha kesin bir gekilde, bir ciimle E,
bunun yigilma noktalarindan birisi O, bir 7 homeomorfisinin E -
ye tekabiil ettirdigi cimle £, O nun E” deki homologu olan yi-
g1lma poktas: da O’ olsun. T homeomorfisi o gekilde olmalhdir
ki E ciimlesi O noktasinda bir kontenjani haizse, £’ niin de 0"
noktasinda bir kontenjani bulunsun.
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Bu gekildeki bir homeomorfinin denklemleri
x' =Fx, g 2) .9'=F!(xs§s z), 3’iFa(xr!h z)

Ise,' yukarida stylediklerimiz F,, F,, F, fonksiyonlarinin birinei
mertebeden siirekli kismi tiirevleri bulunmasini, ve ilstelik bu
i¢ fonksiyonun

aF, oF, aF,
dx dy Oz
O F, OF, OF,
dx dy Oz

OF, OF, OF,
dx dy Oz

fonksiyonel determinantinin, ya da jakobiyenin pozitif ve sifir-
dan farkh olmasini gerektirir.

Bu gartlar altinda, £ ciimlesinin O noktasinda bir paraten-
janm1 varsa, £’ climlesinin de O’ noktasinda bir paratenjani var-
dir.

. Dolaysiz lafinitezimal Geometri, G. BouLIGAND ve onun ye-
tigtirdigi bir aragtirma ekibi tarafindan geligtirilmigtir; bu geo-
metri yardimiyle Gnemli sonuglara varldi. Bu geometri, incele-
nen varliklar hakkinda en az hipotez yiiriitmek suretiyle geo-
metrik dzelikler elde etmek. veya bagka deyimle, bu &zeliklerin
gergek nedenini tanimak isteffinden dofimusgtur.

Paratenjan kavrami, daha Once, cebirsel efirilerle ilgili ve
temamiyle bagka mahiyetteki bir problem miinasebetiyle B. Levr
_ tarafindan kullanilmigt1; bu geometrici, hasolmiyan kiriglere
paratenjant adini veriyordu. G. BouLiGAND deferli aragtirmala-
rina bagladign siralarda, F. Severi, dogrularim topologi yolu ile
doniigtiirilmesi suretiyle elde olunan ve sezgisel egri adim ver-
digi egrilere, hasolmiyan kirig kavramin: tegmil etti.
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98. Sonlu Geometri. Bir elipsi ele alalim. Bunun diizle-
minde bulunan bir dogru, bu elipsi gergcel veya sanal, farkli ve-
va cakigik iki noktada kestigi gibi, gene bunun dfizleminde bu-
lunan bir noktadan bu elipse gercel veya sanal, farkli veya ¢a-
kigik iki teget gizilebilir. Eger sadece gercel olan dogru ve nok-
talarla yetinirsek, bir dogrunun bir elipsi iki noktada, veya bir
noktada kestifini veyahut hicbir noktada kesmedigini; ve bir
noktadan da bu elipse iki veya bir teiet cizilebilecegini veya-
hut higbir teget ¢izilemiyece@ini yazmaliyiz. Bagka deyimle,
bir dogru bir elipsi en ¢ok iki noktada keser, ve bir noktadan
bu elipse en fazla iki teget gizilebilir. Bu ozelikleri haiz olan
yegine efriler elipsler degildir; bunlar ovallere, yidni kapah
konveks diizlem egrilere de ait tzeliklerdir.

Bu neviden diiglinceler, geometricileri, G. DaArBoux (1842-
1916) nun Sonlu Geometri adin1 verdigi geometriye sevketmigtir;
diizlem geometri ile yetinerek, bu geometri hakkinda baz bilgi-

ler verecegiz.
Agagniki gartlart sagliyan bir C dilzlem Jorpan egrisini ele
alalim :

1. Genel olarak bu egrinin her noktasmda bir tegeti vardir.

2. Tefiet, defme noktasiyle birlikte, siirekli bir gekilde de-
gigmektedir.

3. Diizlemin her dogrusu bu egriyi sonlu sayida noktada
kesmektedir.

4. Diizlemin bir noktasindan egrinin sonlu aayzd; tegeti
gegmektedir.

Eger bir dogrunun C egrisiyle kesim noktalarmin maksi-
mum sayis: n ise, bu egriye n ninci mertebedendir diyecegiz.
Eger bir noktadan egriye gizilebilen tegetlerin maksimum sayis:
m ise, effrinin m ninel sinifdan oldugunu sdyliyecegiz.
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C nin diialite ile dontig.tirlilmiisi ayn: mahiyyette bir
egridir.

Gergel cebirsel egriler, C efrilerine yiiklenilen gartlar1 sag-
larlar, fakat egrinin cebirsel olmasi keyfiyeti bir yana biraki-
hirsa, baz1 tzelikler biaki kalir ve bu tiirlii Ozeliklerin aragtiril-
masi, Sonlu Geometri’nin temel problemlerinden birini tegkil
eder.

Bu problemleri inceleyen geometriciler arasinda, bu egrile-
rin bir teorisini kuran ve bir¢cok aragtirmalarini bu ugurda ya-
pan C. Juer (1855-1985) i zikretmek yerinde olur.

JueL’in bu egrileri incelemek i¢in hareket noktasi, ilkel yay
kavramidir. Uclar1 A, B olan 8yle bir siirekli efiri yayin ele
alalim ki bu yay, 4B kirigi ile birlikte konveks bir bblgeyi si-
mirlasin. Ustelik, yayin her noktanmd'a, degme noktas: ile bir-
likte siirekli bir gekilde degigen bir tek tegetin varhifin1 farze-
delim.

Bir dogru, ilkel bir yay: en ¢ok iki noktada keser, ve bir
noktadan bu yaya en fazla iki teget cizilebilir. Dilalite ile, ilkel
bir yay, gene ilkel bir yaya dOniigtiiriiliir.

JuEL tarafindan tasavvur olunan egriler, bir yayin her ucu.
bir bagka yayin bir ucundan ibaret olmak iizere, sonlu sayida
ilkel yaylarin birlegtirilmesinden meydana gelmiglerdir. Bu eg-
riler, yokarida kosulan gartlari safflarlar.

JueL’in bu aragtirmalarinin fevkaldde bir izahi, birkag sene
evvel, P. MonteL tarafindan yapilmigtir. Bir Jorpan efrisinden
bir JUEL efrisine gecilmesini sagliyan yolu MonTEL’den alalim :

Gergel bir izdiigel diizlemde oldugumuzu farzedelim ve bu
diizlemde kapali bir JorDAN effrisini ele alalim.

1. llkonce her noktada bir tegetin varhf famlnnncakhr,
belki sonlu sayida noktada bu olmiyabilir,
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2, Bundan sonra tegetin degme noktasiyle birlikte siirekli
bir gekilde degigtiffi farzedilecektir; belki bu keyfiyet sonlu sa-
yida noktada vaki olmiyabilir, E

3. Nihayet, efirinin her noktasinin, egri Gzerine ve bu nok-

tanin iki tarafina yerlegtirilmis iki ilkel yayin baslangig nokta-
larindan ibaret bulundugu kabul edilecekiir.

Bunlardan da egrinin, sonlu sayida ilkel yaylardan tegek-
kill ettigi sonucu gikarilir.

Cebirsel egrilerin, JUeL egrileri i¢in de dogru olan dzelikleri
arasinda agafidakini zikredelim :

Bir egrinin bir A noktasindaki AT tegeti bir tane ise ve
efiri bu noktada tegetin bir tarafindan tteki tarafina gecerse, A
noktasina egrinin bir biikim noktast denilir (Sek. 41). Uglineil
dereceden bir cebirsel egrinin, figii gergel ve altisi sanal olmak
tizere, dokuz biikiim noktas: vardir, Bunun gibi, fi¢iincii merte-
beden bir JUEL egrisinin fi¢ biikiim noktas vardir.

A_“r

—

Sek. 41

JueL, aragtirmalarini yiizeylere ve zel olarak regle ylzey-
lerle uzayin yiizeye ait olmiyan her dofrusu tarafindan en ok
¢ noktada kesilen {igllneii dereceden yilzeylere tegmil etti.

Hilen Sonlu Geometri ile ugrasan geometriciler arasinda
A, Marcuaup ve O, Haurr'i zikredecegtiz. Birincisi bilhassa
mertebesi sinirli, siirekli nokta ctimlelerini, ydni dogrular tara-
findan sonlu sayida noktada kesilen ciimleleri incelemigtir,
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Sonlu Geometri’nin asal gurubu, gimdiye kadar, kesin bir
gekilde karakterize edilememigtir,

99. Topologinin gelisimi. Bundan Onceki satirlarda, Ele-
menter Geometriden hareket etmek ve ¢okea sezgimize dayan-
mak suretiyle, topologinin neden ibaret oldugunu anlatmaga ca-
hgtik. Topologi {izerine dikkati ceken gey, 1857 yilinda Riemann
tarafindan bilime sokulan Riemann yfizeyleri olmustur. Bu yii-
zeylerin, bilhassa cebirsel efrilerin incelenmesinde kullanilmas:
keyfiyeti fevkaldde verimli gdziiktfigll i¢cin, bunlar bir¢ok arag-
tirmalara konu tegkil etmiglerdir.

Bununla beraber baglangigta, topologi aragtirmalarinda sez-
giye bagvurma keyfiyyeti oldukga eikga vaki oldu, ama yavag
yavag geometriciler bunun ilkelerini ortaya ¢ikarmaya ve bu di-
sipline safflam bir dayanak bulmaga c¢alighilar. Esasen topologi,
matematiffin baghca dallarinda yavag yavas vazgegilmez bir un-
gur olarak meydana c¢ikinea, bunu yapmak ta o derece zorunlu
oldu.

Topologi iizerine temel sonuglari H, Poixcarf'ye borglu-
yuz; bu teoriye tahsis ettifi beg muhtira, birgok aragtirmalarin
hareket noktas: oldu. Taninmig geometricinin, topologi iizerin-
deki modern aragtirmalarin yol gostericisi oldugu stiylenebilir.

Topologi ile ilgili son aragtirmalar hakkinda bu kadar ele-
menter bir kitapta bilgi veremeyiz. Kitabimiz bitirirken sadece,
geometrinin bu kismi ile ilgili ve elementer goriiniiglii iki prob-
lemi kaydetmekle yetinecegiz.

Bu problemlerden birincisi, cofrafiya haritalarinin renklen-
dirilmesi ile ilgilidir. Bir cofirafiya haritasin1 ele alalim ve ortak
sinirhh iki memleketin farkh renkli olmalarini, ve miimkiin ol-
dugu kadar az sayida renk kullamilmasini isteyelim. Bu ig i¢in
acaba kag cesit renge ihtiyag vardir ?
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Daha kesin bir gekilde, bir kiirenin yiizli tizerine, (tipk:
yer yiiziiniin, tiirli memleketlerin sinirlar1 ve deniz kenarlar: ile
bolgelere boliinmesi gibi) bu yiizii birtakim bdlgelere bBlmek
iizere, (JorDAN) efrilerinden miitesekkil bir sebeke gizelim. Or-
tak bir sinir1 bulunan iki b8lgenin farkl repkleri olmak iizere,
bu bolgelerden her birine bir renk verelim. Buna mukabil, sonlu
sayida ortak noktas: bulupan iki btlg: ayn:i rengi haiz olabilsin.
Bu renklendirmenin yapilmas: i¢in zorunln olan renklerin mini-
mum sayisi arnnmaktad;r.\ Bu saymmin en az dorde, en ¢ok da
bege egit olduffu ispat olunmugtur. Bes rengi gerektiren hig bir
trnek bilinmedigi i¢in, dort rengin daima yettigi, gimdiye kadar
higbir neticeye varilamadan, ispat edilmege ¢ahgilmistir. Igte
bu, dort renk problemi adi altinda bilinen problemdir.

Ikinei problem gokyiizlitlerle ilgilidir. Elementer Geometri
kitaplarinda, bir ¢okyfizliinfin § sayida tepesi, 4 sayida aynt
ve F sayida yilzli varsa, bu sayilar arasinda

F+-S5=A+2
bagintisinin bulundugu ispat olunur.

Yukariki baginti Descartes tarafindan da bilinmekle bera-
ber, bu, EvLEr teoremi adi altinda taninan bir teoremdir.

Ayritlarin dogru pargalar: ve yiizlerin de diizlem kisimla-
rindan ibaret olmalar: keyfiyeti ispatta hicbir rol oypnamadifin-
dan, tam mAnasiyle bir topologi zelifi bahis konusudur. Bir
kiire yiizeyi {izerine, ya da sifir cinsinden bir Riemann yiizeyi
iizerine ¢izilmis JORDAN egrilerinden miitegekkil bir gebeke igin
bu bagint: dogrudur. Ziten, p cinsinden bir RiemANN yiizeyi
tizerine ¢izilmig gebekeler igin de buna benzer bir bafintr var-

dir.

e g T—— iy,
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