
TiiRK MATEMATiK DERNEGi YAYINLARI 

Say1: 17 

L GODEAUX 

<;ES1TL1 
GEOMETR1LER 

<;:evlren 

FERR UH ~EMIN 

fSTANBUL - 196S 



·- -

I 
TiiRK MA TEMATiK DERNEGi YA YINLARI 

! 
Say1: 17 

L. GOD E AU X 

CESiTLi I 
; 

GEOMETRiLER 

Cevlreo 

FERR U H ~ EM1N 

' 

I iSTANBUL - 1 965 

- - - l 

-



BU YAYINLAR BAK.KINDA 

Matematijtin kendi dejteri yan1nda, flzlk, kimya ve dolay1-

1>iyle mUbendislik ve aekerlik gibi pratlk eahalara ve bilbaeea eon 

zamanlarda biyoloji, < kocomi ve haltA. eosyal bilimlere yard1m1 

h1zla artt1jt1ndan, bu billm her millet ic;in hayati bir Onem ka

zanm11ttr. 

Ote yandan, matematik de bu bllimlerln problemlerinl coze

bilmek lcin gerek metod gerek fikir bak1m1ndan gE>llomek zo

rundadir. 

Bundan dolay1 bircok memleketlerde bu eahaya daha fazla 

eay1da yeni istidatlan cekmek ve bunlan erkenden keofetmek, 

en nibayet bunlar1n ejtitimi lc;ln her tUrlQ fedakArl1ta katlanmak 

en llnemli blr milll ejtltlm elyaeeti olmu1tur. 

Yen! letidatlar1 erkenden ke1fetmek Icin d0tlln11len tedblr· 

lerin ba1mda, matematlk kllltllrllnll genlt kitlelere yaymak gellr. 

lkinci Dlinya Sava11ndan eonra bir c;ok memleketlerde, geno· 
lerin teceeellelerinl tabrlk etmek ve bunlar1n matematlk biltm

lerine kare1 ilgilerlnl arttirmak icin yen! bir tip matE>ma tik lite· 

ratUrll meydana getirilmlttir. Bu cr1lt literatllrde aran1lan Oze

llkler k1eaca 1unlar olmahdir: a) Problem vaz'1 sunl olmamah, 

b) Runlari anlamak lc;ln fazla Onbllglye lhtlyac bulunmamah, 

c) Okuyocuyu aklif ltblrlilloe ve bir 1eyler ke1fetmejte 1evket
mell. 

lite Tllrk Matematlk Dernejti bu cereyam memleketlmlze de 

getlrmek makeadlyle bu yaymlara ba1lam11 buluomaktad1r. Bu 

yay1nlar, reeml m1lfredata bajth den veya yard1me1 kitaplar ol

may1p, konulari yukar1kl preneiplere uyguo olarak secilml1 eaer

lerdir. Bunlarin anla11Jmaa1 ic;in Hae matematijtinln blr k1em1 

ile okuyueunun eajtduyuau ve iyi nlyetl kAfidlr. 

Tamamen hlzmet olan bu te1ebbQeQmllzlln mali kayo1t1, 
Mlllt Ejtltim Bakanhjt1mmn ve Ford Foundation'uo bajt11lar1dir. 

Turk Matematlk Dernegt 
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Blc;blr iddia tae1m1yan bu eserde, babsedilen konular1n ke· 

Bin bir lzah1na rastlan1lm1yacaktir. Zira bu, matematikcilere 

mahsus blr eser olmay1p, cok daba mUtevaZl bir maksalla kaleme 

ohnm1et1r. ~Oyle kl, geometrlnin gel11,1lmlni, ana c;lzgileriyle an

latmak i&tedik, ve bunu da o eekilde yapmajfa c;ahot1k kl orta 

O~renlmde edinilen kUltllr seviyyeainden daba yOkse{tine aablb 

olm1yanlar dahl biz! taklb edebllslnler. Tabii bOyle blr teoebbU· 

attn do{turacajtt Ulm gllc;IUjtlln fark1nday1z ve bu bususta okur

larm hoogOrUrlll{tllnU diledl~lmizl 1lmdlden bildlrmek laterlz. 

Eskl Yunanhlardan blze elemeoter geometrl kald1$t1 lc;ln, 

Once onlar1n bu alandakl bulu1larin1 hat1rlatmakla lee baehyaca

ca{tu. Yunan geometrisinlo gell1iml blrlak1m merbalelerle gOze 
carpar: P11YTAOORAS, ELEALILAR," EuXLEIDES, APOLLONIOS. Bu 

merhalelere dair lttzumlu k111mlar1 lhtlva eden blrioci b0lt1me, 
QuE.TELET ve DANDELrN'in koniklerle llgili teoremlerl hakk1nda 

baz1 bllgller ekledlk; zlra bu teoremler, okuyanlar1 hicblr bay

rete dll1llrmedeo, APOLLON1os'un konlklere dalr kitab1nda da pek 

lllll yer alabilirdl. 

Eskl Yunanhlar1n faallyet gOsterdlklerl devreden aonra, geo

metride yeni usullerin meydana c;1kmasm1 gOrebilmek lc;ln, 17 

ncl yil1y1la kadar beklemek gereklr. Bu yenl usuller ara11nda, 

llkOnce, Dt!SCARTES ve FERMAT'n1n koordlnatlar uaulilnll, ya da 

Analltik Geometrl'yl sayablllrlz kl bu da iklncl bOlllmt1n konu

sunu teokll etmektedir. lklncl olarak, ayn1 usuller ara11nda, 
Dl!SAROUEs ve PASCAL lie blrlikte ve Analltlk Geometrl Ile ayn1 

zamanda ortaya c;1kan izdll1llmler uault1 zlkredilebilir. Fakat 

.. 
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lzdnoel Geometri'nln blr kuru\ma safhaa10a Rirebllmeei c;ok ajttr 

blr tempo lie vakl olmu11tur: gerc;ekten, bu bllim dah, ancak 18 
loci yQzy1hn baolarma dojtru, MoNGB ve L. CARNOT'dan eonra, 

PoNCEUT tarahndan bajt1ma1z blr doktrln halinde teals olunmuo 

ve CHASLl!S taraf1ndan da c;ok gellotirllmiotlr. Bu geometrl de 

ni;nncll bOinml1n konusunu vt1cuda getlrmektedtr. 

DOrdl1ocll bOIQmll, geometri llkelerl 1lzerindekl araottrmala

r10 ac;1klanmaa1na, beoincl botQmtl de gurnp kavram1nm geomet

rlye eokulma1ma ay1rd1k. Hayati, k1aa oldujto nispette 1zdirap 

lc;lnde gec;en, tvARISTP. GALOIS admda ylrml yaolarmda bir ma· 

tematlkcl taraf1ndan ortaya at1lan bu gurup kavram1 sayesinde, 

s. LIB ve F . Ku1N'1n ceoltll geometrilerl makul bir BJDlfland•r

maya tlbl luttuklar1 blllnen blr keyfiyyettlr. Bu kltab1 yazmak 

lc;ln Onceden kararlaot1rd1jt1m1z s101rlari aomamak letejti de, EuE 

CARTAN tarahndan L11! ve Ku1N'm fiklrlerine verllmitt olan lett· 

milden, ancak k1aa bir abf yapmak suretiyle, baheetmemizl 
mt1mkQn klld1. 

Son b0lt1mde Topologl bahla konueudur. Bunu da, F. ENRIQ.UES 

in blr flkrlne dayanarak, ybl Elementer Geometrl'den bareket 

etmek ve blrbirl ard1nca a1ra lie Once dojtru c;izgl, aonra da uzak· 
hk ku·ramlar1n1 bir yaoa birakmak euretlyle, ltbal ettik. Okur

lar10, daba i;ok aezgllerlnln yard1m1ndan yararlanmak auretiyle 

bu geometrlnln mahlyyetl hakkmda blr flklr edlneceklerlnl umu
yoruz. 

Bundan aonrakl aahifelerde ele ahnan teorller hakk1nda ta
mamlay1c1 bilglleri, gerektijtlnde okurlar, Blbllyografya k1smmda 
bu la blleceklerd Ir. 

Kltab1m1zda ele ald1klanmmn d101nda babaetmemlz gereken 

daha blrc;ok noktalar1n bulundujtunu takdlr ediyoruz. Nitekim, 

blperuzay geometrllerinden olaun, cebir1el geometriden olsun, 

nlbayet klhik lnfinitezlmal geometrlden olaun, k1eaca babeettlk. 
Hu geometriler ara11nda baota kaydettlklerimlzden, baoka blr 
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eserde de bahsetmek f1rsatin1 daba Once elde etmi,tlk. Bu esere 

ba11vurmalar101, okurlar1m1za tavsiye etmek cesaretini keodlmiz· 
de buluyoruz'). Bu hususta, ayr1ca Encyclopedie Fran~aise'lo 
I inci cildinde geometri hakkmdaki makale de g1lzden gei,;irile-

bilir. 

Velharnl, yirmi ya,tarinda bulundu~umuz siralarda okumak 

i&te~inde bulunabileceAimiz bir kitab1 yazmaAa gayret ettlk. 

Okurlara yararh olmas1 dileAiyle, 

Liege, 21 arahk 1936 

, 

') La G'om,trle (Blblltbllque sclenllflque beige). PARIS, HUMANN, 

ve Lntoa, TuoN& (1931). 



t;EvlRENlN NOTU 

Kitab1n ash, c;ok acele yaz1ld1jt1 izlenimini uyandirmakta

d1r. Oyle kl farkh baektlarda ayn1 dizgl yanh1lari tekrarlanm11-

tir. Ornejtln (compatibilite - batdaeabllirllk) kellmeel gerek me

tlnde gerek kltabm eonundaki (lc;iadekiler) k1emmda, ayr1 ayn 

ba.ktlarda, hep (comptabillte - muhaaebe) eekllnde dlzllmietir. 

Qok tanmm11 baz1 matematikcilerin adlarmm Uk harfi tUrlU bae

k1larda, hep aym eekllde hatah yaz1lm111tir. MeeelA ELIE CARTAN, 

A. CARTAN olmu1tur. Sekiller de, tatmln edici olmaktao c;ok uzak

hr. Bu lUrlU ve daba ba1ka ekelkllklerlne rajtmen, L. GODEAUX 

taraf1ndan yaz1lm11 bulunao bu eaerln okurlara c;ok yararh ola
cat1 kanuundayn:. 

Aramlan konularm kolayhkla bulunmalarm1 temln amaciyle, 

c;evirinin bat tarafma bir (Alfabetlk Konu 1ndeksl) nl ekledijtl

miz gibi, eonuna da eeerde ad1 gec;enlerle llgill blr lndekein bu

lunmae1m uygun gnrdUk. §ekillerl oldujtu gibi b1rakmajta da pek 

gOnlnmtlz raz1 olmad1. Hepeini yenlden, bazt ilAvelerle, c;lzdik. 

Kitabm ashnm baz1rland1g1 larihten bu yana, ayn1 alanda pek 

c;ok eeer yay10l~nd1g1 ic;in, bunl:urn en Onemlilerlnl, k1ea bir 

Ek Bibliyografyada eumag1 yararh bulduk. 

Sadece kendl hatamtz yOzilnden g6z0milzden kac;an ve Ilk 

bakteta farkrna var1labilen blrkac; dlzgl yanh11 lc;ln de ayr1ca blr 
cetvel haz1rlama yoluna gilmedlk. 

F. ~-
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BIR/NCI BOLOM 

ELEMENTER GEOMETRt 

1. Geometrinin dogu~u. llk geometrik ara~tirmalar genel
likle MlBlr ve Babillilere atfolunur. 

MISlrda NH nehri dolay1siyle husule gelen su basmalar101n 

periyodik bir tarzda vaki olu~m, arazi IH<;!lm!l ile me~gul olan 
kimseleri, bu arazinin s101rlar1m her yll yeni b:i~tan <,;izmek zo

runda b1rak1yordu. Fakat M181rhlara hAs olan Geometri, tecr!lbt 

bir karakter ta~1yordu, kullamlan formUlller de ampirikti. Nite

kim, kenar uzunluklan a, b, c, d olan bir dOrtgenin alan101 he· 
eaplamak i<;in onlar 

formill!lnU kl1llan1yorlard1; balbuki bu formlll, bahis konusu dOrt

gene ait a<;Ilarm dik a<,;1lara yakrn olmalari nispetinde yakla~ lk 
bir dc~er verir. 

Bunuu gibi, kenar uzunluklar1 a, a, b olan bir ikizkenar 
O<;genin alam, onlara gOre 

a·b 
2 

form!ll!l He belll oluyordu, halbuki bu form!llilo temin ettil'.ti yak· 
la111khk, a n1n b den bllyilk olmas1 nispetlnde ehemmiyetlhlir. 

Yar1<,;ap1 R olan dairenio alao1 da 

formUJll ile besaplamyordu ki bu da <;ember <,;evresioln <;apa oran1 

olarak: 3,160!... degerini veriyordu. 



2 ~F.§h I I OEO\IE.TRiLER 

M1s1r matemati~i hakkrnda hildiklerimizln co~u k1srn1, RmNI 

papirUsUnUn ErsENLOHR tarahndan yap1lan tercllme~ine dayan1f 

mii8IM$ih Am.rEs'in Hesap Elkltab1'ndan bl!j1<a bir fjey ohmyat 

bu pnpirlla, M. 0. 170:> illl 2000 y11larrna nlttl r . MoSKOVA da mll> 

hafaza edilen bntka bir papirlislln son zamanlarda yap1lan teif 

cllmeei sayeslnde STRUVE g<lrdll ki M1s1rhlar hem kClre yUzeyin' 

hem de ekslk piramidin hacrn1111 hesaplama1nn1 b11iyorlardi. 

Babilliler de, mubtem~len gene arazi 6li.:llm!luden ve ticarl 

ihtiyaclardan doltma, baz1 matematik bilgilcre eah1bdiler . Muhlet 

melen M. 0. 2000 y11larma nit ohm ve BR1T1~n ~lus1mw'da m~ 

hafaza edilen bir yontma tae llzerinde, bir ikinci derece denklJ. 

minln, hatti\ bir ikikat kareli denklemin <;6zilmUne irca oluoa 

bir taktm problemler vardir '). 

Hir dlk Ucgenin bipotcnllsllnlln kareel ile ilgili teoreml 

bnz1 6zel haUerde, Hindliler taraf10dao da bilindl#i san1ltyor. 

M11;1rhlar10 ve Du#ulular10 matematik bilgileri, ticari al~ 
verioler sayesinde E!!ki Yunanistan'a intikal ettl. M18tr geometrl• 

einio Eski Yunanistan'a eokuJma11 husueu, M. 0. 600 senele~ 

civarrnda YBIJIY8D ilk Yunan geometricilerinden T!iALES'e auoJ 

lunur. 

2. Pythagoras Geometrbl. M. 0. 5i2 seoebri ch•ar111d• 

SJSA\I ada11nda dilnyaya gden PnVTAOORAs, KROTON'da sonradalll 

l(Ok tao111m1~ bir okul kurdu; burao1n hem llml hem de felseft 

olnn Ujtretimi baolangu,ta gizll ve mistik blr vnstf tao1yordu. 

lete bu okulda, muhtemelen ilk defa olarak, Gcornr.tri a rhk sadc• 

cc tatbikatt bak1m1odao yaytlmadt, islidlali blr vekle de sokuldu. 

') t. T\JUAU-DA."c"• f,'lq111tliorr du second d'11rl d1tn.• /1t ma/h~m11· 
llqtte btb11to11luine, d'aprr• 1111• /11hl~tte In 'dlle dtt Brlllth Jlu•,11m. 

- BRITI'" l\l\J••u••da bnlunan v11 hakk111da hentu yay1n yap1lmam1~ olan bl r 

yontma ta,a gllre, Babll ruatematlitln<le lkin cl derec~ denkleml - (lito.11 

d 0 A!H!fr/olo11ie, 1996, S. 17 - 48, ve Te~les 111alh"11111/lqtttH babllo11lt11ne• -

Babll'e alt mntemallk lek,tler, (ayn1 dergl, S. 65 81), 
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PAUL TANNERv'ye gnre, muhtevas1 EuKLE1D1ts'loklne oldukc;a 

beoziyen blr PYTHAGORAS geometrisl kitab1 muhtemelen vard1. 

J.'akat bu kltapta nokta, c;lzgl ve yllzay kavramlar1 tamamlyle 

farklt bir mahiyette ldiler. PVTHAGORAs'a gore ookta, benuz bl

zhn geometrlmlzdekl boyutsuz nokta dr{tildi; bu, kllc;llk kum zer

reeloi amplrlk olarak 1ez1,1mlza uyacak tarzda dl11llnlllen boyutlu 

blr nokta ldl; bana monal veya blr durumu haiz birim denlll

yordu. Bir c;lzgl, mooadlardan mlltetekkll blr dlzl, yAoi blr nevi 
c;ok ince tel 1ekllnde dll1llnlllllyordu; blr c;izgloin hareketl oetl

ce1ilnde meydaoa gelen blr yllzey, az c;ok kaltohjt1 olao blr Orto 
ldl. 

PvTHAOORAs Geometrlsinde, blrl m Otekl de n say1da mooad1 

lhtlva eden lki dojtru parc;ae1010 uzuoluklar101n orao1 m: n ye 

e1lttl: blltlln uzuoluklar ortllk Olc;llmlll ldl ve Geometrlk Orant1-

lar Teorlsl de bu esa1a gore kurulmu1tu. 

Buouola beraber, PYTHAGORAS teoremi -yanl «Bir dlk ilc;

gende hipotenllslln kareei, dijter lki dlk kenar1n karelerl topla

m1na qiltlr.• teoreml- monad kavram1 llzerine kurulmu1 olan 

geometrlyl y1kacak delill sajthyacakti . 

m ve n aralar10da asal !kl aay1y1 gOetermek Qzere, hlpote

nllsllotln dlk keoara oran1 m : n ye e1lt olao blr llrlzkeoar dlk 

llc;genl nazar1 ltlbara alahm. Bu halde, blpoteoll1lln kare1l ile 
llglll teorem 

aooucuou gerektlrlr. Bu takdlrde m nln blr c;lft aay1 olma11 IA
z1mdll', dolay11iyle m' , 4 lln katidir. Buna gore n c;lfttlr ve her 

lkl say1, hlpolezln teraloe, aralar10da aaal ikl 1ay1 dejtildlr. Bu 

c;ell1me gGeterlr kl lklzkenar dlk llc;genln hlpoteoll1l1 Ue dlk ke
oar1, batka deylmle, blr kareoio k01egenl lie keoar1 ortak Olc;Qm-
10 de~ldirler. 

Uzun zamao gizll tutulan bu bulu1, METAPONTION'lu H1PPAsos 
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tarahndan ac;~a vuruldu. Rlvayete gnre, bu olay tlzerlne Kao
ToN'daki okuldan kovulan HtPPASOS bl.r den\% kuaamda Glmek 

aureliyle 'fanrtlar tarahndan ceulandmld1. 

3. Elea Paradokalan. Tirene denizl ktydanndaki Elea adh 

bir Yunan tehri, baehca mtlmM&llleri P1Jun.N1oa ve onun yetlt· 
tirmeai ZENON'dan ibaret bulunan blr oknlun merkezl ldi. PAR· 
MENlDE\, M.. (). 600 aenesl civannda Elea'da dtlnyaya geld!; Gyle 
i;anillyor ki nokta, c;lzgl, yO.Zey ve aenelllkle Geomelrl eskUlerlnln 
bir ideal varhl• sahib old11klann1n Uk farlnna varan klmae o 
idi. Euxu1ou'de raallanan ataltdald larlfi, PaottLos ona aUeder: 

nokta, ki•imfa,.1 olm1gan 1egli,., 

Oatadtntn flkirlerinl eavunmak amaclyle, ZuoN, zaman1· 
mtza kadar 1nhreUerin1 muhafaza eden dGrt paradokau ortaya 
atb; biz burada ancak, eadece Geomelrlyl llgllendlren Uk iklainl 

8nz konuan edecetiz: 

1 . Hareketll bir nokt.a, bl.r A noktuuulan bl.r B 11oktaa1oa 

gldebUmek ic;ln, Gnce AB d*'1 par~1n1n C orta noktumdan, 
aonra CB doAru parc;aa101n D orta nokt.aa111dan, lll ... g~mek zo
rundadtr; ve bu harekete ill nlbaye devam edecaktlr. ~u balde 

8 ye aala varamtyacakbr. 

2. Ayatma c;abuk A1m.u.us kendlalnden biru llerde bulunan 

kaplumbal•Yl bic;blr zaman yakahyam1yaeaktir. Zlra, farzede
llm kl Aitn.uus kaplumbaladan 100 metre Glededlr ve ondan 

10 kere daha h1zh kotabilmektedlr. Eter hitlangic;ta AitlLLEUI A 
da kaplumbal• da B de bulnnuyorlv.a, A&n.Lzus B ye nnhll 
zaman, kap\umbata da 10 metre katetmit olacak ve c ye gele· 
cektlr. AK1Luus C ye gellnce, kaplumbata da 1 metre kadar Uer
leml.t bulunacak ve bn, l>Gylece nlhayetala blr tekilde devam 
edip gldecektlr. · 

PAUL TANNE'RY'ye gGre, bu paradokalar, PYTHAGOllAS'ctlara 

hla fikirlerln abeae lrcat tekllnde telA.kki Ol\lllmalldsrlar. Mooa.i 
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denllen oey varea, her doltru parQae1 bir 8 mlktarmdan dalma 
bUyUktUr ve eoneuz eay1da do1tru parQaesnm toplam1 eoneuzdur; 
lote ZENON paradokslar1 Myle bir hipotezin mAnae1zh1tm1 gOeterlr. 

S1rae1 gelmioken, ZEUTHEN'le birllkte, $Uraem1 da kaydede
lim kl ZENON paradokelar1 blr geometrlk dizi toplammm bllindl

ltlnl tazammun eder. Blrlncl paradoketakl AB uzunlultu blrlm 

olarak ahnd11t1 takdlrde 

dlr. 

lklncieinde de 

1 1 1 
t=-+-+-+··· 2 4, 8 

1 1 100 
100+10+1+-+-+ ... =too+-, 10 100 9 

veya her lki tarah 100 le Mlerek 

1 1 1 
t+-+-+···=1+-10 100 9 

dur. 

Esaeen Eleahlar tarafmdan yap1lan tenkld monad kavram1-
na OldQrQcil darbeyl lndlrdl ve pek az blr eilre eonra bu kavram 

Yunan Geometrieinden kalkt1. 

4. Eukleldea Geometrl1i. EuKUIDES M. a. 300 eeneel cl
Var1nda lsKENDERIVE'de yao1yordu. Onun, bu glln dahl O(tretlml
mlzin temelini le!Jkll eden Eleman'lar1nda, Aritmetik ve Oeo
metrl'nln esas k1e1mlar1, belirli eay1da birtak1m ipotezlere daya
nilarak, mantiki blr !Jekilde izab edilmektedir. 

EuKLEIDEs'in eseri ooilc; kitaba MIUnmll!Jltlr: ilk dOrdll Dllz
lem Geometri ile llgilidir, be11lnciei bUyllklUkler ve bunlarm 
oranlar1 hakkmdaki genel teoriyi ihtiva eder ve bu teorl alt1nc1 
kitapta Dllzlem Georuetriye tatbik eclilml1tir. Bundan 1onrakl 
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tlQ kitap arltmetlte, oouoeuau ortak Glctllm•llz aay1lann tunifi· 
ne, ve olbayet aoo tlcttl de Uzay Geometrislne tahlll• olunmuttur. 

Eu1tuttDZS Geometrialnln dayaod1t1 blpoteder tlct tllrltldllr: 

tanrmlar, po•tiil4tlar ve alcsigomlar. Netlce itibarlyle en Gnemlileri 
aayilabilen ve birlnei kltapta bulunan blpote&leri 1Gz koouau ede· 

cetlz. 

Once tu noktay1 kaydedellm Id EuxutDES'in verdill ta

oimlar, taonnlaoan neaoelerln varlt11n1 hictblr zamao tazammun 
etmez, Eaaeen bu tan1mlann b~tu mtlbhemdlr. Meaell dolTuyu 
tanimlarken, Emumu, uhna balubna, aadec:e dotru denilen 
ctizlllerln varhl101 aGylemektedir. Ancak Uk poattlllUarm lfade 
edilmeal aayealnde daba etraU1ca bllgi aahlbl olunacaktir. 

Emu.1uou taraflndan vazedilen tammlardan blrkacti tGyledlr: 

Nolda, lcmmlarr olm1g1111 1egrlir. 

<;isgi, geni1lill olm1gan bir as1111lalctlll'. 

Bir ,11ginin a,lan naldalardan ibardtir. 

Yiiseg aa:lece asanlalc " genl1lill olan 1egdir. Bir giisegin 

a,lar1 ,lsgilerden ibarettir. Dofra laer noldasinda lcendi•inin agnr 

lcalan psgidir. 

Diislem, iizerinde balanan biitiin dofralara gore agni lcalan 

yiiseg:lir. 

Bir dofra, bafl:a 6ir dofrt1 lie eflt lo111111 a~rlar Hcada geti· 

riru, afit a~larda11 her biri bir dil: °'1d1r ve illc dofra il:incige 

dilctir, denilir. 

Paraleller bir diislemin ogle dofralan:lar l:i rulaagetiis bir , •• 
lcilde usahfd11cfar1 saman birbirlerini l:e•mesfer. 

Postullt'lano aaym bettir. 

I. /lei nolda:lan bir dofra ae#rilebilir. 

II. S1nrrl1 bir dofra nilaageteis bir 1elcilde asahlabilir. 
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111. Merkezi "e gar11;ap1 (l?rilen bir {:ember {:izilebilir. 

IV. Biitiin dik ai;ilar birbirlerine e1ittir. 

V. Ba1ka iki doj/rugu ke.en bir dojru, bu iki doj/ru ile agm 

tarafta, toplamlan iki dik ai;dan kiii;iik ii; ai;rlar m !giana getirirae, 

iki dogru "ega banlarm azantilan, ii; ai;ilarm toplamr iki dik ai;idan 

~iiciik olan tarafta keai1irler. 

Daha Once aoylediltimlz gibi, ilk ikl poatulAt, ikl noktan1n 
bir dojtru belirlediitl ve dojtrunun s101rsiz oldugu hosuslarmt ke

eln bir oekilde taerlh ederek dogru kavramJDt aydmlattrlar. 

Beoinci poetulllt, E u KLEIDES poatulAh adt altanda tan1nm10-
tir; hem daha !Sncekl postullltlara dayanarak beolnci poatulilh ie
pat etmek icin yaptlan teoebbtlaler, hem de bu letebbllalerdekl 
b8f8r111zla~, geometrinin kalktnmaa1na eebep oluou yllztloden 

bu beoincl poetalilt pek tan1nm1obr. 

BllyllkUlklerl lnceleyen blltlln blllmlerde alulyomlar ortakt1r; 
hunlar1n eaytlar1 eekizdir. 

I. Agnr bir 1ege e1it olan 1egler birbirlerine e1ittir. 

ll. E1it 1eglere e1it 1egler eklenirae, toplamlar e1it olurlar. 

Ill. E1it olmrgan 1eglere e,it 1egler eklenirae, toplamlar e1it • 

olmazlar. 

IV. E,;t 1eglerden e1it 1egler i;1kar1liraa, kalanlar e1it olarlar. 

V . E1it 1eylerin ikl katlari e1ittir. 

VJ. E,;t 1eglerin gar1lar1 e,ittir. 

VI/. Birbiri iizerine konulabilen 111gler birbirine e1ittir. 

Vil/. Biitiin, pa,.i;asmdan biigiiktiir. 

Netice itibarlyle EuKLEIDES bu akelyomlar yardlmiyle bilyllk
lUklerln etitllgiol tamamlamaktad1r. Hueuslyle, yedincl akeiyom, 
geometrlk oekiller araeindakl eoitlijtln, birbirl llzerine konabilmek 
suretiyle lapatlanaca1tm1 gOetermekledlr. 
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s. A~tDID n~e bal6nmeal. M. 0. v loci yn7.y1ldao itibareo 

Yunanhlar, sonradan c;ok methur olan, tu nc; problemle u~ratl•· 
lar: o; mrn ii(:r bOliinme•i, lciiblln ilci lcat lc1!1nmoa1 , dairenin karelen· 

mni. Bu problemlerl, celvel ve pergel yard1mlyle yap1lan c;izim· 
lerle c;ozmek l11tedller. Halbukl ancak yak1n zamanlarda, 10z ko
nuau problemlerln bu c;etll c;lslmlerle c;Ost\lemlyeeetl lapat edile
blldl, bununla beraber Yunanhlartn bu hu1u11takl ara11brmalari 
bop gltmedl; bu uyede bazt etrller lncelendl. Belki de konik 
kealtlerln Ilk defa tetklkl keyflyeUnl bo aratbrmalara batlamak 

yerlode olur. 

Arin111 ii <:e bOliinnH•i p,.oblerni, verlleo bir ac;1y1 Ile; etll par
c;aya bOlmekten lbarettlr. Ynoanh Oeometrlcller taraftodan Ueri 
1Qrllleo c;OzQmlerdeo Dc;llnQ gOzdeo gec;lrellm : 

1. Ot; etll parc;aya bOltlnmesl gereken at;t ..;:: AOB ol1nn 
(~elc . 1). B den OA ya BC dlkme11lol lndlrellm, 11onra R den OA 

~rlt. \ 

n1n BE paralellnl ~lrellm, nlhayet 0 dan ltbaren oyle bit OE 
dojtru1unu c;lzellm kl DE doRl'll pa~1n1n U7.nnlotu 2.0B ye e11lt 
ol11un . Bun• gore, DE nln orta nokta11 F lee 

OB = DF = FE = BF 

dlr, ve dolay11lyle <J. BOE, 4:. BFO ac;1lan blrblrlne etiltlr. Bun· 
lardan aonuncuau, ..;:: BEF ac;11m1n lkl katana, ylnl AOE ac;mn10 
lkl kaltna etlltlr. 0 balde 
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1 
·Y AOE =a ·1: AOB 

dir. 

BOyleee problemln cGzilmil, iki BC, BE dojtrusu aras1na, 0 
dan gecmeai gereken blr dotru tlzerinde, verllen bir DE = 2.0B 
uzunlujtunun gerle1tirilme1ine irca edilmlt oluyor. 

BC yi D' noktaa1nda kesen herhangi blr dojtru 0 dan gecl
rlllr ve bu dojtru Uzerinde D' den itlbaren OD' yOnQode blr 
D' E' = 2.0B uzunlujtu ahatraa, £' non geometrlk yeri Nntow1to1ts 
Konlcoidi denill'o bir ejtrldlr; bu ojtri BE yl E noktaa1oda keeer. 

Bu defa problem, blr dojtru lie bir ejtrloln arakealtlni bulmaya 
lrca edllmfttlr. Bu ejtri, kolayca taia\'Vur olunabilen mekaulk 
bir alet yard1mlyle eeaaen 1Urekli blr clzgl ballnde -;izllebillr. 

2. Oc etit parcaya Mlenmeal gereken •c• gene ~ AOB oleun 
(.$d:. 2). Merkezl 0 olmak Qzere, ac101n kenarlar101 A, B nok
talar1oda, ve AO DUD uzant11101 da c de keaen bir -;ember clze
lim. Bu cemberl D de ve AO nun uzaob1m1 da E de keamek 
Uzere B den Oyle blr dojtru ge-;lrellm kl ED = OB olaun. OED, 
BOD Ucgenleri ikizkenar olduklarindao 

dur. 

1 1 
..r AEB =-«t:. ODB =-_,,.. DBO -,.... 2 2 ""1-

0 dan, cemberl F ooktaetnda keaen ve ED ye paralel olan 
dottruyu geclrelim. Hu takdlrde 

1:: AOF = ~ AEB = .!.. --l DBO = t A- BOF = _!_ <'(. AOB 2 . 2 ..,... 8 
dlr. 

llurada da problem blr ge,./e,tirme'ye, yAoi B den gecen blr 
dojtru Uz.erlnde bulunmak Ozere, DE = OB uz.unlujtunun, AO 

dotrueu lie cember araama yerle1tlrllmealne lrca edilmlttlr. 

Bjter B den, AO y1 E' de keaeo blr doltru gecirilir ve £' 
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d ·1ubaren bu dogru nierlnde ve E' B y6nilnde bir E' D' =OB en 
uzunluitu ahn1Nl8, D' nnn g<?ometrik yerl i;emberl D de kesen 

ikinci hir konkoiddir. 

Bn auretle kar,11a,tiitJm1i ikl konkold bir nevi blrblrinin 

tamamlay1c111dtr. Geri;ekten, Onceki tekilleri bir tarafa b1rakarak, 

bir o nokta1iyle bu noktadan gec:mlyen blr r dojtruaunu ele ala· 

hm. O dan gP,.en ,.e r yl P de keaen bir p dojtruau Qzerlnde, 

p den ilibaren ve P nln her lkl taraflnda, verllen bir uzunluta 

e,it PM, PM' dojtru pari;alar1n1 alahm. Farzedellm kl, PM' par

c:aiinm yonn, P den 0 ya glden yOndtlr. p dotroau deitlttiitl tak
dirde, M nokta11 blrlncl c:lzlmde kullandan konkoidl, M' noklall 

da ikinci c;lzimde kullan1lan konkoldl c:izer. 

s. P11.PPOS tarafmdan nakledllen tlc;tlncn bir ~lzlmde, kon

kold yerine bir lkizkenar hlperbol kullan1lmaktad1r. 

Oi; e,lt par,.aya Mltlnmesl IOz konu1u olan ~ AOB ac1a1n1 

yenlden ele alahm. ($eli:. 3). B den OA ya BC dlkmeeini indire-

~ 
F 0 C ~ 

fet. 3 

Um ,.e kenarlar1 OC, BC olan OCBD dlkdOrlgenini tamamhya· 

hm. B den Oyle bir BF dotru1u g~lrellm kl bunun nzerinde AO, 
OD dojtrular1nm ay1rd1jt1 EF dotru pari;aa1n1n nzunlutu 2.0B ye 
etll olaun. Nihayet EF nin orta nokta11na da c; diyelim. 4'. OFE 

a.;111, ~t: OGB ai;111n1n yarta1na, ylnl 1: OBG ac:181010 yar1ama 

e,lttir. <'lte yandan, ·:}". OFE, 4: DBE ~1lan etltlir ve nihayet 
cr. OBD ac:111, verilen "'= AOB ai;111na eflttir. Buradan da .y OFE 

ai;1a1n1n, <t- AOB nin tli;le birine t!fil oldutu netlcetl i;ikanhr. 

/ 
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Bu anla1tld1ktan aonra, D den BF nln ve F den de BC nln 

P•ralellerlni gecirelim; bu lki dojfru H da kealtirler. Benzer BCF, 
BED Qc;genlerindeo 

buradan da 

80nucu c:1kart11r. 

CF BC 
BD= DE' 

CF·FH=OC·CB 

OC ve BC aabit tutuldujfuna gGre, H nokta11, aaimptotlar1 
CF, CB olan bir a ikizkenar hiperbolQ Qzerindedir. Bu blperbol, 

CB= OD oldutundan, D nokta11ndan da gecer. DH dotru par
c;&11n1n uzunlutu EF = 2.08 dir; Gte yandao, B nokta11 aec:ildi
iline gore, D nokta11 belirlidir ve H nokta11 da merkezl D ve 

Y•r1c:ap1 2.0B olan c:ember Uzerindedir. 

H nokta11, a ikilkenar biperboln lie blraz Once babaedllen 
c:emberln arakesili olarak bellrlendijfine irGre, F nokta11 belirlldir 
Ve problem cOzQlmtlttUr. 

lik ikl clzimde oldu(tu gibi, bu Qc:QncQ c;izlmde de problem, 
Gaee bir gerle,tirme'ye, eonra iki etride ortak blr noktan1n bellr
lenmeeine irca olunmu1tur. 

6. KGbGn Ud kat k1bnmaa1. KtlbQn iklkat k1hnmaa1 prob
lemiade, haemi, verilen blr ktlbtlnkinln iklkab olan bir kQbUn 
10•••1 bahi1 konuaudur. 

Verllen kQbUn ayr1t1 uzunluk blrlmi olarak ahn1na, ikin
clnin x ayr1b 

x•=2 

denklemlnl c:Ozmek auretlyle elde edilecektir. 

HiPP01tRATBS daba gene! olarak bu problem!, bacml, a' kare 
~abanh Ve b ytlkaeklikli bir dik paralelyOzOnklne e1it blr kObUn 
1n1ae1na, ylni 
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x' = a'b 

tlenkleminln <;!lzUmUne irca etti. 

H1PP01tRAns, verilen a, b dojtru parc;alar1 araa1na iki .t', g 
orant1h ortalar1010 yerlettirilme1iyle, yllni 

(1) 
a:x=x:g=g:b 

denklemlerinln <;Uzlllmeslyle problemin sonuca haitlanacajt101 kayd
etmektedir. 

ARKHYTAS tla bu problem!, birazdan izah edllecejtl ,ekllde, 
bir keslk <;lzglnin bir ac;1 ic;loe ~izllmesi problemioe lrca ettl. 

Bir •J A08 ac;1s1m dUtllnelim ($ek. 4) ve A dan 08 ye AX 

0 r 
$tli. 4 

dikmesinl lodlrellm, B den de 08 ye BY dikrnesi~I <;tkahm. Far

zetlelim ki X Y dotrusu AO ya dlktlr. Beoz
3
r OAX, OX y Uc;· 

geolerl 

OA:OX=OX:OY, 

ve beozer OX Y, OYB U~genlerl de 

eeitliklerinl verlrler. 
ox :or=or:oB 

Elter 

OA "'-a, OB=b, OX=x, OY=y 

dersek, (1) hajt1nltlar101 buluruz. 
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~u halde problem, OA ve OB uzunJukJar1 bilindiltine gore, 

Oyle blr 4:. AOB ac1s101n bulunrnasma irca edilrnio olur ki bunun 
lc;ine AX YB kesik c;izg;sl c;iziJebileln. Bu c;iziml bil!iil yapabil

mek ic;in YunanWar birtaktm mekanlk aletJer dilellndiller. Qok 
daha sonraJar1, DESCARTES, Geometrl adll kitabmda, bunlara b~n

zer bir alet tasavvur edecekti. 

H1PPOKRATl!.s'in orant1h ortalar probleminl, ~U:ncH'lfE, ara

keeitlerini arad1jt1 konikler yardunlyle c;OzdU. Bu husueta M2-

NECRME taraf1ndan yap1lan t;:izimlari, 8f1&lt1da mo':lero dile t;:evi
rlyoruz: 

(1) Bajtmtilar1ndan 

(2) 
.l:'. 1 =ag, g2 =bx, xg=ab 

eeltliklerl c;1kartllr. 

0-<, Og birbirine dlk iki eksen oleun. (2) denklemlerinden 
birlnclel, tepesi O ve ekeeni Og olan bir parabolU goeterlr; ikin

clcl tepee! 0 ve ekeenl Ox olan bir parabolU temell eder; eooun

cueu da aelmptotlari Ox, Og olan blr ikizkenar hiperbolQo deok
lemtdir. H1PPOKRATES problemi, ya yukanki iki karabol!ln arake

Bltint, yahut da ikincl parabol He ikizkenar hiperbolUn ara keei

eitlni dtl1llnmek euretiyle, MENECHM& taraf1ndan c;OzilldU. 

7 · Dalrenln karelenmesl. Dalrenin karelenmeei problemi 
Yunanhlar taraf1ndan lki bak1mdan ele ahom11d1. Bir yan

dttn, Yar1c;ap1 verilen bir dairenln alanma tekablll eden dejteri 

hesapla bulmak iet~mi,terdi, ki bu da daire c;evresinln c;apma 

Olan ora01n10 dejterlnl aramak demektir. Ote yandan, alan1, ve

rllen bir dalrenin alan1na eeJt bir kareyl graflk olarak c;lzmel'te 
cah1m11lard1. 

Problemln birinel tarzda anla1tlmae1 keyflyetine gelloce, ta-
biatiyle bl . pro emln c;OzUmUne dalreolo ic, ve die c;okgenlerlnio dU-
•llntllmesl Ue giri9lldi. Bu hueusta kesio bir sooucun elde edil
meet ARXHIMl!Dl!.S'le (M. 0. 287-212) ba,lar. 
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Dalr enin &l~llmll adh kltabinda AaKHIMEDES Once !JU keyfiyeti 

ispat ile itte batlar: Bir dalrenln alant, taban1 dairenin c:evre uzun

luguna ve yllkaekllgl de dalrenln yant;ap1na etit blr tlc:genin al~
nma eoittlr. BOylece dairenln karelenmesi meselesl, dalrenm 

.;evre uzunlugunun .;apa olan oran101n hesaplanmaama irea edll· 

mlt olur kl hllen bu oran :i Ile gGsterllmektedlr. Bu makaatla 

ARKHIMEDES, her blrl 96 kenarh blr IQ bir de dit iwokgen dll!Jii· 
10 

niir. Buniardan IQ Qokgenin Qevre uznnlngu S 
71 

kere Qaptan bii· 

1 
yllktllr ve dit QOkgenlnki de 3 7 kere c:aptan kllc:llktllr. Buna 

\0 1 
gore :i aaym 3 71 Ile 3 7 arasmdadir. 

Problemln lkinci tarzda ele ahnmaa1 keyfiyeti de, daha On· 

ce aoz konusu edilen problemlerde oldugu gibi, Yunanblar1n 

yardimc1 e(trileri dlltllnmelerini gerektirdl. Bunlardan karelegici 

denilen bir tanesl transandant bir etrldlr ve dlk koordlnatlarda 

denkleml 

oeklinde yaz1hr. 

Ancak 1882 y1hnda, HnMlTl!.'ln blr u1nlllnll kullanan L1N
DEMAN (1852- 1919) :i say111nm hlQblr eeblrsel denklemin k~kii ol

mad1A1n1, yaol :i oin bir tranaandaot aay1dan lbaret bulundugun11 
lapat ettltl vaklt t!Abit oldu ki cetvel ve pergel yardimiyle dal· 
renln karelenmeai imkln11zd1. 

Bu tllrlll dlltllneeler dolay11iyle geometrleller, yalniz eel\'el 

ve p!!rgel kullanmak oarllyle grafik olarak c:Gzlllebileeek prob· 
lemlerl incelemege koyuldular. Bu k.ategoriye soknlabileeek ye-

. gilne problemler cebir yolu He aneak birloci ve ikincl dereeedeo 

denklem sialemlerinin Ql'>zllmllne lrea olunabilenlerdlr. Buolardan 

gayri problemlerin grafik olarak c:Ozlllebilmeleri it;io, daba kart· 

''k aletlerin, mesell daireden batka etrileJi de c:lz .ne~e yanyao 
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ve k ilrvigraf dcoilen aletlerin kulllan1lmae1 gereklMir. l1te 

Yunaohlar tarahndan ele ahnan ve biraz Once eOz konu~u e'.iilen 

UQ prohlem hakkrnda bilhas11& bu hal vlrld olar. 

Modero arathrmalar g<)stermlttlr ki cetvel ve pergel yar

dtmlyle grafik olarak QOzUlebllen problemler, birbirine paralel 

lkl kenar1 haiz bir eetvel, yi\ni blldilimiz eetvelle de QOzlllebilir. 

Ocgen geometrlsl 1lzerlndekl Qahtmalarlyle QOk tantnm•t 
olan E. LEMOINE isimli blr frane1z mllheodiel, Geomtt,.og,.afi adt 

alllnda, cetvel ve perg2l yard11nlyle cOzlllebilen problemler lc;in 

blr 11narna yolu dU11llodU. 

L2Mmm bu husueta tn bet ltlem eemb')lnnu ithal edlyor: 

R, : Bir eetvelin kenarm1 verileu bir noktadan geQlrmek. 

R,: Bir eetvelin kenar1 boyunea bir doiru c;izmek. 

C,: Bir pergelln eivri ucunu verilen blr noktaya koymak. 

C,: Bir pergelin sivrl ucunu, verilen blr do1trunun ltaret-
lenmemit bir noktae10a koymak. 

c.: Bir perg<ll yardtmlyle blr c;embcr c;lzmek. 

Verilen blr problemin graflk QOzilmOnde bu itlemler birkall 
defa bahle konu1u olabilirler. Farzedelim kl her biri e1raelyle 

I., I., m,, m., m, kere bahis koousu oluyor. Bo takdirde elde 
edilecek c;Ozllm 

I, R, + I, R, + m, C1 + m, C, + m1 C, 

•embo1Un11 balz olacakttr. 

Qizlmin baaitlik kataag1•1, bUtQn itlemlerin bahi1 koousu 
olduitu 

toplam1 v J 1 e ol,.u uk kataagm da daha ziyade reesam1n el usta-11& , 
5108 bajth ltlemleri ilgileodiren 

II 
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toplam1dir · 

Eo tyi i;lzim, imklo nlepelinde kQi;Qk baeitllk ve do~ruluk 
kateayilann1 eathyan c;izlm olacaktir. (Bu bueueta daha etrafh 

bilgi ic;in E. l...&Mo1Nz'1n La Geometrograpble ou art des cons

tructions geometrl:iuea - Geometrografl veya geometrlk c:izimler 

ean'ati -, Paris, 1902 adh eserine bak1n1z.) 

8. Yunanhlann konlk kealtlerle llglll Ilk ara,brmalan. 

Ev,•elce gnrdntilmQz gibi, Yuoanhlar konik kesitleri, bir ac;ID1D 

nc;e Mlllnmesi ve blr kllbilo ikikat k1hnma11 problemlerinde kul

lanm1tlard1. Bu etriler nnce bir dnnel koninln keeitleri olarak 

tar if ed ildi ler. 

Tepe a.;111 {A) ve tepesl S olan bir .t dnnel konlslnl ele ala

hm. Bu konlnln bir anadotrusu 1, buna dlk olan ve S tepesin

den gec:miyen blr dllzlem de a oleun . Yunanhlara gore, .l konl

einin a dllzlemlyle arakealti, tarif geretlnce, bir i konik keeltl

dir: onlar A 010 dljter dllzlem keeitlerlnl ltibara alm1yorlard1. "' 

ac;111111D dar, dik veya genit olmaema gnre y etrlei bir elips, blr 
parabol veya bir hiporboldllr . ZAten APOLLON1os'dan Once bu 

ejtriler bu tokllde adlandmlm1yorlard1; o zamanlar bunlara dar 

ac;1h, dik ac:1h veya geni' ac;1h koninin keeltlerl denillyordu. 

Hatti ARKmMaou bile bunlan hep bu laim alt1nda ele ahr. 

Konik keaitleri lncelemek li;ln Yunanhlar bunlarm tarifin
dt:n karakteriatik bir planimetrik Ozelik c;1kanyorlard1. Elip1 ha

linde, Yunanhlar tarahndan takib edilen yolu aoatida gOsterlyo
ruz: 

• anadotrusundan ve konlnln ekaeninden gec;eo :x dt\zle

miyle " dl\zleminin ara kealdi, ;· konilinlo a ile gOsterilen bir 
simetri eksenidir. 

(.$rlc. 5) koninio :x dl\zlemiyle keeitlnl gOstt>uin ve koninio 

1 dilzlemiodeki anadoarulariyle a dilzlemioin ortak noktalart 
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A, 8 olsun. O ~artla ki SA doltrusu • aoadoltrusuodan ibaret bu· 
lunsuo . (Buna gore SA ve AB do~rular1 birbirioe diktir). A, B 
noktalar1, y elipsinin a ekseni ilzerindeki tepelerldir. AB nln 

koni ekeeni ile keeim noktas1 l olsun. 

s 

$ek. 5 

AB dogrueunun herbaogl bir P noktasm1 ele alahm ve P 
den x dQzlemlne i;1k1Jan dikmeoin koni lie kealm noktalarmdan 
blrisl M olsun. M noktas1 1' koniltine aitt1r: 

P noktaa1ndan kool eksenioe dlk olarak gei;lrilen dUzlem 
koniyl L' merkezll y' i;emberi b:>yuoca SA ve SH yl de siraslyle 
A'• B' noktalarmda keser. C.'emberln billnen blr Ozelljti geretluce 

PM
2
=A'P·PB' 

dllr. 

A dao, SB yi C ve SL yi de C' noktasmda ke11mek Qzere 
A' B' nQo paralelini gei;lrellm. APA' ve C' Al beozer tl~genlerl 

A'P: LA =AP: AC' 

bajt1nt111n1 \·erlrler. 
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Keza PB' B ,.e ACB benzer Qi;genlerinden 

1onucu 1;1kar1hr. 
PB' : AC = PB:AB 

AC = 2·AC' den faydalan1ld11t1 takdirde son lkl ba1t1nl1 yar• 
d1mlyle (•) etllllltl 

tekllnde de yazllablllr. 

- 2 Al 
PM = 2-- AP· PB 

AB 

Al ve AB doltru pari;alari verllml1tlr ve 

( .. •) 
AP+PB=AB 

etltllltlnln 1aJ'tland1t 1 bundan Oncekl bal't1nti, M nokta11n10, dar 
ai;1h konlnln ke.ltlne alt olmas1 1artan1 Uade eder. 

Modern dllo i;evfrmek li;ln 

Al = p, AB = 2a, AP=x, PB::x', 
deraek, ( 0 0

) ve ( .. •) dan 

g' = !!...xx', 
a 

e11tllklerl i;1kar1hr. 
x + x'=2a 

PM = g 

Genii a1;1h konlnln dQzlem kealtl blnl hlperbol) halinde, 

g'= .!.xx', 
a olur. x'-x=2a 

l>lk a91h konlnln ke1it1 (Ylni paraboJ) haJinde, yukar1dakine benzer uaullerle • 

bulunur. u' =2p.\" 

Her Q9 halde, Al == p dog-ru par9as1na e#rlnln garr-para• metre,/ denlllr. 



ELEMENTER CEOMETRI 19 

9. Apollonioa'un konik kesltleri. APOLLO!'llOS, -262 yal

larina do~ru Anadoluda PERCA 1ehrlnde dilnyaya geld!; hayahnm 
bUyilk k1smm1 lsKENDEalvirE'de, EuKLEIDES'in yerine gec;enlerin 

yan1nd11 gec;lrdl. Konik kesillcrl fh:erine, ancak yedlsl ellmize 

gec;ebllcn seklz kitaphk blr escr baz1r lad1. lik dOrt kltap konik 

kesltlerl teorialnin e11aslaran1 lhli\'a eder; bundan sonrakiler baz1 

Ozcl mcselelerden bahseder; Ornejtln, betincisl normaller proble

rnlne ve Ozel olarak bir koni#e dD.zlemindekl bir noktadan c;izilen 

normaller problemlne haeredllmlttir. 

Konikler teorisindeki Ooemll ilerlemelerl ArOLLON1os'a 

borc;Juyuz; bu geometrlcl, kcndisinden Once gelenlerln c;ok dar 

anJamh tanm1101 blr yaoa b1rakarak, c;ember tabanh blr koolnlo, 

tepeden gec;mlyen herhaogl blr dilzlem kesltlne konlk ad1n1 ver
rnektedlr. 

Bir a' dilzleminde blr r' c;emberl ile a' d111oda blr S ook

lae1n1 ele alahm. S den, ;' ye dayanan dotrular1 gec;lrelim; bOy

lece AroLLos1os'un lkl yayg1s1n1 da kaale ald1jt1, S tepell ve 

c;ember taba~h blr ..1 konislol elde ederiz. ,1 konlslnio S den 

gec;miyen herhangl bir " dQzleml Ile keslti, tao1m gerefince 

bir i' konlfldlr. Konlnln ikl yayg1s1n1 da ele alma11 keyflyetl 

APOLLos1os'a hiperbollln iki kolunu da ayn1 zamanda, ayn1 blr 

etrlyl vucuda getirlyorlarm11 .glbi, lncelerue f1rnhn1 verdl kl bn 

kendielnden 01Jce yap1lm1yordu. 

APor.LoN1os'uo konlk dlye I conlslnin' herhangi bir " dQz. 

lernlyle olan kultloe dedlf inl yazarken bu geomelrlci laraf1odan 

Yap1Jan blr kay1tlamay1 blr tarafa b1rakm11 oluyoruz. APOLLo:uos, 

A konlslnln dalresel kesltlerinl blr yana b1rak1yor ve lte bu c;e11l 

keaillerl belirlemekle ba1hyor. AelkArdir kl, a' ye paralel d11z

lemler JI konlsini bir tak1m c;cmberler boyunca keaerler, ama 

•yni 6ze1111 balz olan blrblrine parole! baeka blr dQ1lem ailesl 

daba \•ard1r. S tepeslni ,-' c;emberlnln C merkezlne blrletllren dojt

ruya, A konialnln ek1.eoi diycllm ; ekaenden gec;en ve a' dQzle-
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lne dlk olan dUzlem o' nl1n iki A, B noktastndan ge<;en ikl 
m B' ·bi anadojtru boyunca koniyl keaer. SA ntn A' ve SB nln de g1 
Oyle lkl noktas1n1 ele alahm ki, AB ve A' B' kenarlan blrbirine 
paralel olmamak nzere (gllnilmQzde c;o{tu kere kullan1lan bir 
Uade gerjtince bu dottrular antiparaleldirler) SAB ve SB' A' Qc;· 

genlt!ri birbirinln benzeri ollunlar. A' B' den gec;en ve SAB dtlz
lemlne dlk olao dl1zlem, ,t konlsini bir c;ember boyunca ke
aer, ve buna paralel her dO.zlem ic;in ayn1 hal vArld olor. 1,te 
APOLLONIOs bunlara ten yOniO. kealtler ad1n1 verir. Biraz Once 
rastlad1jt1m11. dilzlem allelerine alt olm1yan herhangi bir d11zlem 
ne koninin arakesitlnin bir c;ember olam1yaca~n1 bu geometrlci 

!spat eder; bu keslt btr konlktir. 

Bu nokta an1a,1ld1ktan aonra, ...t koniainl bir y konl(ti, ve 
y' ~mberinln a' dllz.lemlni de bir r dojtrusu boyunca kesen bir 

a dl12.lemini ele alahm. r' ~mberinln ! do1tru1una dik olan c;a
p1n1 i;izellm ve bo c;apla konlnln S tepeaindrn ge~n dliz.lemi dQ
,11nellm. Bu dQz.lem konlyl ikl anadoitru boyunca keser ; bunlar 
a ve a' dQzlemlerlnl 11ra11yle A, A' ve B, B' noktalarmda de· 
lerler. 

Elter 7 nu1 blr M nokta11ndan, y y1 iklnel blr defa blr M' 
noktas1nda keamek Qzere, r nln paralell gec;lrilirse, MM' do1tru 
parc;a1101n Porta noktaa1 AB do{truaunun blr noktas1dtr. 0 halde 
AB do1truau r nm blr c;ap1dir ve bunun etleniltl olan kiriQler r 

dojtrusun un paralelleridlr. 

Bu aonuc; blr kere elde edlldikten aonra, AP0LLON1os, dtlnel 
koni halinde kollantlan bir uaul11n benzerl yardimiyle, konikle· 
rln planlmetrlk bir Ozeli{tini bulacakt1r. BugQnki dile c;evirmek 
makaadlyle MP doltru parc;aa1na g, AP dotru ]>arc;asina x, PB 
do{tru parc;a11na x', AB do(tru parc;aa1na 2a ve nlhayet C nok· 

ta11 konlnin ekseni Ile a dllzlemlnin arakesltlnl gOstermek 11zere 
AC doltru parc;a11na da p diyellm. Bu takdlrde 



P.LEME!liTER GEOMETRl 

y 2 =.£..xx' 
a 
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olur ve r ntn bir elips olruat11 haliode x + ."f' = 2a, bir hiperbol 

olmas1 halinde x' - x = 2a dtr ve eitcr ;• bir psrabol ise 

g 2 = 2px 

dir. 

Bundan eonra APOLLON!OS eonsuz say1da i:eptn varh{t1nt ve 

bunlar lcinde hie olmazsa birinin kendi etlenik kiritlerine dik ol

dujtunu ispat eder. Bu sonui; de, AP0L1 oNros'dan Once cle ahnan 

dOnel koni kesitleriyle kendi e~rllerioin Ozdetliitini gOstermesine 
Yarar. 

APOLLONros'un ballis konusu eserl, caplar, eksenler, mer

kezler, nsimptotlar hnkkmcla bugiln bilioen Ozellklerl lhtiva et

mekdedlr. Ellps \'e hiperbol halinde odaklar ithal edllmekte, ama 

dojlrultmanlar bahls konusu olmamaktadtr. Bu vakta da parabo

llln odaltt kavramtnID yoklujlunu izaha belki medar olabilir. EUps 

Ve hiperbollln o:laklar1oa gellnce, APOLLONios, etrinln blr nokta-

11010 odaklardan uzakhklan ile llgill Ozeliitl vermektedir; ylnl: 

ellpsin blr noktastnm odaklardan uzakhklartnm toplamt slbittir; 

hlperbollln bir noktas1nin odaklardan uzakhklar1010 farkt sablttir. 

Bir konlk kesltln DescARTES ve FERMAT sayesinde 17 nci 

Yllzytlda ortaya c1kacak olan denkleml kavramma eski yuoanh

lar1n varamamaema fstilabilir . Bunun sebebl, ceblrsel hesabtn 

hlllnmemesldir; yunanhlarda cebir geometrikti; onla.r, uzunluklar, 

alanlar ve haclmler Uzerlnde muhakerue yl1rtttllyorlard1. 

10. Bel~lkahlarin konlklere dalr teoremlerl. APOLLONIOS 

\te YUnanh geometricilerden c;ok sonralarr, konikler DESARGUES 

Ve PMcAL taraf1nda~ koni kesitlerl alarak yenlden ele altnacakt1, 

arna bu matematlkciler, llerde de gornlecejti gibi, lncelemelerlnde, 

•onradan izdtltel geometrinln dojtmas1na veslle olan, yeni me-



todlar kullanacaklard1. Buna kar11hk, gec;en yQzyilda ADOLl'~ 

QuzntLP.T (li96. 1870 ve GERMINAL DANDELJN (\i94 - 1847) ad
larindakl belc;lkah geometricller, koni kealtlerlnln blr tak1m yeni 

ozellklerini c;ok baslt yollarla buldular, Oyle kl bu Ozellkler, oku
yanlan hie; de hayrete dlil)tlrmeden, APOLLON1os'nn evvelce bah· 
sedlleo eeerinde de pek all yeralablllrdl. lite bu ynzdeo kita
bimmn bu k11m1nda bu Ozellkler, veya bunlardan en Onemllleri 
bah1e konu olacakhr. 

S tepell blr A dOoel konl1inl ve bunlH>lr konlk, meselA hir 

1 ellpal boyuoca keaen blr o dQzlemlnl ele alahm ($ek. 6). Jl ko
nl1lne lc;ten ve " dllslemlne de F, F' noktalar1nda tetet olan ikl 
~. ~· k11rer.l nrd1r. ~ ve ~· kllrelerl konlye 11ra1iyle ct, 1' 

dlblemlerlnde bulunan hirer C, C' c;emberl boyunca tetettlr
ler. Ac;1kca gornleceti glhi 1, ct' d11zlemlerl koninln eksekine dik
tlrler. 

'f 010 blr nokta11 M ve SM d~ru1unun C, C' c;emberlerlnl 
keallti noktalar da 11raalyle N, N' ol1un. Bu takdirde 

MF=MN, MF'=MN' 

dllr ve buradan 

MF+MF'=MN+MN'=NN' 

c;1kar. 

Fakal M nln detltmeal haUnde NN' uzunlutu detitml'Z; o 
balde F, F' noktalan 'f ellpalnln odaklandir. 

Eaaeen zahmelllzce gOrlllllr kl eter A, B noktalan FF' dot
ru1unun konlyl deldltl noktalar lae, NN' nzunlutu ellpsln bll
yllk ekseni olan AB ye e1ltllr. 

C c;emberlnln ct dtlzleml, AB dotru1una R noklallnda dik 
olao blr ,. dotru1u bnyunca o dll&lemlnl ke.er. Bu ,. dotrusu F 
odat•na lekabtll eden d~rultmand1r. 
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Geri;:ektcn, M noktasmdan AB ye MP dikmesini indirelim. 

M noktas1om r den olan uzakhjt1 PR ye e~ittir. Eksene dik olan 

MP dojtrusu lie A noktasmdan ekeene dik olan dllzlemleri ge1;i

relim ve bu dllzlemlerin SA y1 keetiklerl noktalar eiraeiyle G 

r 

ljtk. II 

ve E olsun. SB dogrusu ile x dUzleminio kesim ooktae1oa da D 

diyellm. BRD, BPG, BAE U1:genlerinin benzerliginden 

DG:PR=BE: BA 
e~itlijtl 1;1kar1hr. Fakat 
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DG=MN=MF Ve BE=FF' 

MF: PR=FF' :AB 

dir. 

ea,ka deyimle, elipain blr M noklaa1nm F odaitmdan ve ' 
do~rusundan uzakhklar1mn orani, odaklnr ara11ndaki ui.akhgin 
bllyl\k eksene olan oranma e9lstlr. Bu da r nln gercekten F 
odatt1na tekab\11 eden doitrultmandan ibaret olduitunu gosterir. 

Yukanda 16yledlklerlmiz hiperbol ve parabole tetmil oluna· 

bllir. Bir dOnel koniye blr c;emberi boyunea ve herhangi bir dtlz· 
leme \le blr noklas1nda teitet olan bir kllrenin bu dUileme del· 
dijtl nokta, konlnin hahls konusu dllzlemle ~es\tinin bir odalt•· 
du. Kon! ile knrenin dejtme cemberl dllzleml, keslt dtlzleminl 

bahla konusu odaRa tekablll eden dolrnltman boyunea kescr. 

11. Eaki yunan geometrlainln Babhlara lntikali. Eskl 
yuoan geomelrislnln en parlak devirleri; EmtLEIDES, Aax1nMEDE' 
ve APOLLONtos'un zamaniar1na raatlar. ~llpbealz, onlardan aonra 
da geometrloln yay1lmas1na devam edlldl, ama Oyle bllyl1k Ooemi 
halz bulutlar pek meydaoa c;1kmad1. Bununla beraber tlc;tlne11 
yilzy1lda lsKENDERlYl'.'de yattyan ve eserlerlnde harmooisiz orantn 
izlerlne raatlanan PAPPos, ve aayeslnde yunan geomelri taribinln 
blrc;ok noktalar1n1 Gjtreneblldltlmlz EvxLEtDl!.S yorumeusu PaoKLOS 
glbi geometrlcUerl kaydedebllirlz. 

Eakl yunan geometrlsl hakk1nda blldlklerimiz Dojtu Roma 

imparatorlujtn Ile arap kaynaklarina dayantr. Baltda, orta ~altd• 
yunan mntematikcllerinin eaerleri hakkmda bemen bemen hii;blr 
bllgl yoktu. Bu eeerlerln battya yaytl19101 gOrmek lc;in 'Colver· 
sltelerln kurulutunu (Ilk Oniverslteler, 1150 yillar1Dda kurulan 
PAals ve BoLONVA Oniversltelerldlr) ve ROnesan81 beklemek ge· 
rekmi9tlr. 

1200 y1h clvannda y191yan PlzA'h LEONARDO F1110NACCl, 
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Do~uya yaplt#• aeyahatler s1ras1nda matematik O(trenlmi yapmak 

f1r1ati01 elde ettl. ltalya'ya dOnUoUnde tQrl11 eeerler yay10lad1; 

bunlar araamda Aritmetik ''e Ceblrden baheeden Llber Abaci 
ve bllhassa EuKLEIDEs' Jn uzay geometrlel 11zerine yazd1~1 kitaplar

dan pari;alar ihllva eden Practica Geometriae yl zlkredeblllriz. 
18 loci yUzyllda EuKLEIDEs'den yap1lan i;evlrller daha da e1kla1-

majta baolad1 ve JoRDANUS DE NEMORE ve ioglllz BRADWARDIN 

glbi baz1 mate~atlkcller ili;geo ve i;okgenlere dalr kendi ara1tir

malar101 tan1tt1lar. 

14 1lncll yllzy1lda Parle Oniverslteslnln JEAN BURIDAN, ALBERT 
DB SAxE, N1cOLE OitESME, N1coLAS DE CuBS, DoMINIQ.UR SoTo 

glbi blri;ok hocalar1 modern mekanl~in mlljdecileri oldular. Bun

lardan 0RESME, aoalitlk geometrlyl eezdl. 

APOLLON1os'un eserlerini bat1 lllkeleri EuKLEIDEs'Inkllerden 

c:ok daha 1onralar1 tao1yabildi. Nltekim AP0LLON1os'un konlklere 

dalr Ilk dOrt clldlnin jEAN-MARIE-MEMUS taraftndan yap1lan ve 

VENEDIK'te yaymlanan blr lAtioce tercQmeei ii;in 1537 y1hn1 

beklemek gerekll. Ayn1 kilaplarm blr lkloci tercnmesl F1ttotR10 

CowMANDI taraf1ndan 1f>66 yahnda BoLONYA'da yay1nland1. Bun

dan eonraki yUzyllda i;evlrller daha da ~o~ald1, \'e bunlardan 

baz1lar1 arapi;a metinlere dayanllarak yap1ld1. 
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ANALl11Jc GEO-ETRl 

12. Analltlk geonietrlnin doiutu. DQzlemJn bir nokta
einm durumuno, uygun tekilde yerle11tlrilmf1 !kl dottru parcaei 

yard1mlyJe, yAol netlce itlbarfyle koordinatlarJyle tespit etmek 
flkrl herhalde eskf yunanhlar1n da akhna geln1i1U

1 

ama onalltlk 

geometrf ancak bu koordlnatlar arae1ndakl ba1tmt1Jarm tefslrl su

retlyle dojtabllirdJ. Bu merbalenfo de Ilk defa PAR1s Oniverelteaf 

hooar.,.,dan Nocon o • ., •• la<af'"dan •t>Jd,g, tobmf,.dlflyo<; 
bu zat 1856 da College de Navarre'de ba!J hoca ldi ve 1882 de 
Ltsn!ux 1Jehrinln i'Jekopoeu Ikea hayata g6zlerfni yumdu. 

Franaa MllU kitaphlt1nda N1coL2 · OaESMg'in Tractatua de 
11.,.,.tlone PGl•nllanom dlff-1tatu,. •dh ve 137! den Onoe Y•· 

"'m•t hi• emfodon et '"'"•" o, ndoba ""'"; bn "'"''· •do 
geccn matematlkcl (boylam ve enlem ad1n1 verdlltl) dlk koordl-

natlardan babsetmekle Yetlnmez, hatta dotrunuo dcnkleminl dahl verlr '). 

o ..... foe, bf, O)ayon l•allk lemotJinfn Jlk .. fnf koym,k VO 
••dlnot ola,..k •hno<ok mfkta,1,,,. 01,u,. bl,Jmfntn keyll bb 

t•kllda "<llebllmgtnt ••rtemekfa baotu. Bnndan ••••o, u, nok
la0>n •Y•• bl, dog,. •mtndo bnfoom.,, "'"•• Oyfe b;, oekli.e 
ifade cder kl bogQnkl dlle cevrild141 takdirde bu tart 

~==~ 
X1-x1 Yi-g, denklemfyJe yaz1labllir. 

') "· """'"· '"'"'"''"' '"'" " ,, ·~, ... , ... '"''''···· ,,, ...... " 
......... """"" ....... ., ..................... '"" s ....... ,,. 
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Fakat 0RESME, ilc boyntlu uzaya ve hattil. DuHEM'in kay

dettijtl gibi, gercekte, modern geometricilerln dOrt boyutlu uza

Ytn1 and1ran blr uzaya da gecmekle daha da ilerilere gitmit oluyor. 

Bununla beraber, '.'r1coLE 0RESME'in yatad1~1 s1ralarda cebir 

semboliemi henuz yaratilmam111ti ve analitik geometrloin pratik 

bir tekll almas1 icln de XVH oci ylizy1h beklemek gerekiyordu. 

Bu sonuc da REs ii DESCARTES (1596 - 1650) ve P1BRRE DE FBRMA 

0596 · 1663) adh lki fran11z bilginlnin eseridir. 

Bu geometricilerin eserlerinde, koordinatlar dik olmak ilzere, 

•nalitik geometriye buglin ah,k10 oldujtumuz tekilde rastlan1r. 

Nltekim D.escARTES, Geometrle adh eeerinde ') bir hlperbolQo 

denklemini, tipografik yazit tarz1 farkiyle 

.. c --1.! 
y· = cg - b :ry 1 ay - ac 

teklinde verir. 

FERMAT' ya gelioce, lntroductlon aux lieux plans et solldes2
) 

(Dllzlem ve uzay geometrik yerlere girit) adh eserinde, a ve e 

herhangl bir noktaom koordioatlarin1 \•e : de blr sabiteyl gus

terrnek flzere, bir ikizkenar hiperbolUn denklemlnl 

ae=z11 

teklinde yazar. 

13. Koordinatlar usulil. Koordloatlar usulflniln ilkelerini 

hahrlatabm. Ozeriode, pozitif yon diye adland1rmajt1 uyguu bul

dujtumllz, bir hareket yUnflnil tespit ettijtimiz bir x dojtruannu 

ele alahm. Oteki hareket yUniine negatif y!!n dlyecejtiz. Bu tak

dlrde blr garim-:loJira nun bahia konusu oldujtunu eOyliyecvjtlz. 

Bu yar1m-dojtru Qzerinde iki A, B noktas1 teepit edildijtine gore, 

I) R!.sR D1<SCAl\Tn, La G4!om4!tr!e, Paris (1661). 

?) PAt'L TAN SPRY ve CnAl\t.J'.J HFSRY tarafu1dan bashr1 Ian P11aMA1! n1n 

F.•erlert, Cllt Ill, s. 85. 108, Paris, 1896. 



<;P.§ITLI Gl!.OMETRiLEll 

batlang1c1 A ve ucu B olan AB doj!ru parc;asmin cebirsel OlctUmll 
dlye, A dan B ye giden hareketli bir noktanm yanm doitrnyu 
pozitif veya negalif yonde katetmesl halinde, bu doj!ru par .. 11s1-

nm + veya - itaretiyle ahnan Oll}tlmllne diyecel!iz. 

Buras1 anlatlld1ktan sonra, x yar1m-dottrusu nzerinde bir 0 
noktaain1 tespit edellm. Dottrunnn her M noktas1na, OM do~ru 
par .. as101n x cebirael Olfillmil.nl1 tekablll ettirebiliriz. Kar1t1t ola
rak, pozitif veya negatlf bir x say191 verildi{ti takdirde; bn say1, 
M ucu temamiyle bellrll olan bir do{tru par~aamrn Ol~llmlidlir · 

x yar1m-do~u1u ile 0 noktas101n birletiminden meydana 
gelen 1tekle Ox-ekaeni denUir. 0 noktaa1 eksenin baelang1c1dir. 

~imdi ayn1 0 merkezlni halz farkb iki Ox, Og eksenini ele 
alahm (~ek. 7). M, dllzlemin herbangi blr noktaa1 olduituna go-

c 

~e.t. 7 

re, bu noktadan Ox i M' noktaa1nda kesen, Og ye paralel olan 
ve Oy ile ayn1 yOntl baiz bulunan doRfuyu ge~irellm. OM', M' M 
dojtru par~alar1n1n Olctllmlerine x, g diyelim. M noktas1 .T, g sa
yilar101 temamlyle bellrler, ve bunun terslne lki x, 9 88y181 ve· 

rllirse, x =OM', 9 = M' M olacak tekllde blr tek M noktas1 var· 
du. x, g sayllarma M noktaamm koordinatlan denilir; x say1s1 
bu noktanm apsiai, g de ordinattdir. Dllzlemln M noktalariyle 
x, g say1 ~ifUerl araamda bire-bir blr tekabnl vardir. 
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~lmdi dilzlem ilzerine C(izilml1 bir C egrislni dD1llnelim. Bir 
Jt deterini, yAni Ox ekseninin bir M' noktas101 verelim. Bu nok

ladan Og ye i;izilen paralel C ei:trleini, ordinatlar1n1 g, Yi. •.. ile 
Rll•tereceglmiz M, M11 ••• noktalar1nda keseccktir. ~u halde C 
etrieinl vermek demek, x in her degerine g nin bir veya birka<; 
deterini tekabttl ettirmek demektir. Ba1ka deylmle, C egrialnl 
vermek demek, x ile g nin dejterleri arasmda eembolik olarak . 

(1) F(x,y)=O 

deoklemiyle g6eterileo ve C egrlslnio denklemi deoilen bir teka
bQI kurmak demektir. 

Bunun tersine, (1) ,eklindeki bir denklem bir eitrlnln denk
lemi, yaoi dUzlemin, koordlnatlar1 bu dcnklemi sajthyan nokta

lar101n meydana getirdijti bir topluluk 1eklinde dil1ttnillebilir. 

Buna g:Sre, C ejtrlelnln incelenmeai demek, (t) denkleminin 
inceleorueel demoktir; tete koordmatlar meto~u da bundan iba
retlir. 

Bununla beraber baz1 noktalara dikkatl C(ekmek yerinde olur. 

Her 1eyden 6ncc, koordinatlar u11ulU pratlkte ancak, F(x, g) 

fookafyonunun bllinen semboller yard1mlyle ifade edllebilmeel 

hallnde uygulanabilecektir. Tabiatiyle analltik geometrinin do
tu1u 111ralar10da gOrll1 taru bu merkezdeydi; o zamaolar ele ah
nan denklemlere cebireel, trigonometrik, ekspooanelyel veya lo

garitmlk fonkslyonlar girlyordu. Ba1ka fonkelyonlarm varhf1 
muhtemelen taeavvur dahl olunam1yordo ama analltik geometrl
oln tlmdikl fonkslyon kavrammtn te1ekkQHl ilzerine etkide bu

lundufu da muhakkak gibldir. Oncelen verllen bir etrlnin denk
leminl kurmak problemlnln, fonkelyon kavramm1n geni1lemeelne 
Yol &Qt1t1nda da 1ttphe yoktur. 

Bir ba1ka yOnden, ba1lang1c;ta incelenen ejtrller, Qzerleriode 
kolayhkla t1lem yapllabilen, incelenmeleri ejtrllerinkinden daha 



30 

kolay olan baeit denklemlerle temeil olunanlard1. Fakat geomet

ricller mesell herhangl cebirsel ejlrilerle me9gul olmaya batla
yinca arbk aym hal vlrld olmad1. lllr eltrlnln ve buna tekabQl 
eden denklemln lncelenmelerl birbirlerlne paralel blr tekilde ya
ptldtltt ve blrblrlerlne dayand11t1 halde blr eltrlyi incelemek ic;ln, 
bunun denklemlnl lncelemek yeter, demek arltk doitru deltlldir. 

14. Analllik geomelrlde ac;1lar1n iSlc;umll. Analilik geomet
rloin gelltmeiil, doltru parc;alar1n1n Ulc;QmQode bable konusu olan· 
Iara benzer baz1 iliberlarin, ac;1lann Glc;Qmdnde de ele ahnmala· 
r1010 zorunlultunu 1tG1terdl. Bir 0 noktasu .. da keelten lki a, b 

yar1m-do1trueunu ele alahm (~f!lc. 8). Bu lki yar1m-do1tru ara110-

~di. 8 

dakl ac;1, bunlardan blrlni 0 nokta11 etraflnda, Gteklnln Qzerine 
gelinceye kadar c;evlrmek euretlyle tan1mlanabillr; fakat 0 noktae1 
etrafmda !kl ayn dGnme yGnQ bulundultundan, bu tan1m1 daha 
kesln blr 9ekllde yapmak yerlnde olur. 

0 etraf1oda blr dGnme yGnd, me1ell 9ekllde okla gGsterilenl 
sec;ellm. Ruoa pozltlf dGnme yGnti, bunun terelne de negatif dUn
me yUnQ dlyecejliz. a yar1m-do2ru1unun b yar1m-do1trueuyla tetldl 
eltlltl pozltif ac;1 dlye, a yar1m-do1tru1unu O noktae1 etraflnda 
pozitlf yGnde c;evirerek b yar1m-do1trueu Ile c;akitttrmak euretlyle 

elde olunan ac;tlardan berhangi blrl1ine denlllr; bu ac;a (;,b) 

yaztt tarziyle gUeterlllr. a yar1m-dojlru1unun b yaram-doltrueu ile 
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te9kil ettiiti negatif ac1 diye, a yar1m-doltrusuuu 0 noktas1 etraf1n

da nc~atif ytSnde ce\•ir~rek b yanm-dojtruau ile cak111ltrmak suretly-le elde olunan arytlardan herhangi blrisine dcnilir; bu ac• - (a, b) 

yaz11 tarz1 ile gtSsterlllr. 

E~er a nm b ile te11kil ettliti pozitlf ac1lardan herhangl bi

rial, a' niln b' ile vUcude getirdiitl pozltlf ac1lardan blrlne e11itee - -lkl (a, b), (a'' b') 8\;18108 birblrine eeitllr, denllir; ejter a Ile b 

araaindaki pozitlf ary1lardan herhangl blrlel, a' ile b' aras1ndakl 

negalif acllardan blrlelne eeitse, bOyle ikl a1;1ya da eeit ve tera 

ltaretll denilir. Birincl halde 

- -(a, b) = (a', b') 

ve lkinci halde de 

- -(a, b) = - (a', b') 

yaz1hr. 

llk bak19ta tan 1mlar biraz multlak gtSrUnebilir. Gerryekte, 

acllar1n 2 :r nin hallar1 farkiyle bellrll olduklar1, bunun da bu 

ac1lar10 trigonometrlk fonklilyonlar1nda blr deitieiklik huaule ge

tlrmlyecetti keyflyetlerlne dikkat edilecek olarsa, bu muttlakhk 

da ortadan kalkar. a lie b aras10dakl pozltlf ac1lardan en kQc;Q

ltOnll ,,, Ile gOsterlraek, yukar1kl tan1mlara gore, k e1ftr olabllen 

herhangl bir pozltlf say1ya deliilet etmek llzere 

-(a, b) ="' + 2 k :r, -- (a, b) = 2 :r - "' - 2 k :r 
dir. 

Ary1larin etilliltl de ek8eriya bu kelimeye verilen mAoada 

blr eeitllk degildir: nltekim iki a1;1 ancak 2 .-r nin katlar1 kadar 

farkh olduklar1 vaklt etlltirler. BOylece 

-(a, b) = "' + 2 I< n, -- (b, a) = - ''' - 2 k' :r, 
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- -(a, b) = - (b, a) 

dir ve - -(a, b) + (b, a) = 0 

yazibr. 

tS. Muhtellf koordlnat alatemlerl. Koordlnatlar u1uln, 

netiee llibarlyle, blr d\blemio noklalara Ile a, v aay1 ~iftlerl ara
ainda blr tekab\U kurmaktan lbareltir, o oekilde kl bir u, v ~lfti 
blr nokla yard1mlyle temamlyle bellrlenmi1 olaun, ve terelne 
blr nokta da blr u, v c;lfti lanealyle ek1lkalz tan1mlanm10 bu
luoaun. Koordlnat ~tltlerl araa1nda karteziyen adaoa verdlkleri
mlz filphealz en baallleridtr, fakat baz1 1orularm c;OzQmlerlnde 
c;ok faydall baaltleomelerln llballne yar1yabllen bqka koordlnat 
alatemlerl de vard1r. 

Bahalni etlltlmlz bu al1temler araa1nda en c;ok kullan1lana 
kutupaal koordlnallar 1l1lemldir. 

Bir Ox ekaenlnl ($elc. 9) ele alahm ve 0 nokta11 etraf1nda 

" /\ .. 
0 1l 

~··· 9 

bir pozlllf dOnme yOnQnt1 teaplt edellm. Dlluemln bir nokta11 M 
ye OM yanm-dotru1u ile Ox araa1ndakl en kllc;llk poziUf ac;a w, 

OM uzakh1tm1n mutlak Olc;l\mtl de e ol1un. O ve M noktalaran· 
dan gec;en blr yar1m-doaru Ile Ox aru1ndald ac;1lardan blrl ve 
OM doltru parc;aa1u1n bu yar1m-dotru Userlndekl Olc;O.mil M nok
ta11n1n kutupaal koordlnallar1dir. Buna gore, M noktasuuo ku· 

tupaal koordlnatlan, k herbangl blr tam aay1y1 gOatermek Uzere 



U = M + 2 kn, V = (! 1 

dur. 
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veya u = o> + (2 k + 1) n, v = - (} 

(Bir ac1 ve bir do~ru parcas1Ddan lbaret olan) kutupsal ko
ordinatlar verildliti takdirde dOzlemiu blr tek noktas1 belirli olur, 
bona mukabil dilzleme alt bir noktanrn aonsuz kutupaal koordl

nat tak1m vardir. Bu mahzuru bertaraf etmek Jcin '" aclBI 0 Ile 
n arasrnda farzolunabilir, veya I! daima pozitlf olarak ahnabilir. 

Pratlkte, bu itibarlara gore hareket etmemek daha elveritlidir. 
Bununla beraber, yukar1daki formilllerde gene! olarak k = 0 farz
olunacakti r. 

Ote yandan, 

x = (!C09 M, y = 11 sin <r> 

d1r. 

Kutupsal koordioatlar cinalnden i;ok baslt olan 

(!= p 
1- e COB"' 

denkleml, blr 0Jnjt1 0 ve odakeal eksenl OJC olan bir konijtl gOe
lerlr. e nln mutlak de~er bak1m10dan blrden kOcOk, bire eelt 
veya birdcn bOyUk olmas1na gore bu konlk de a1raslyle bir ellpa, 
bir parabol veya bir hiperboldilr. 

Baeka koordiuat sbtemleri de diltllnebilir. MeselA Ox, O'x' 
ikl eksen olsun, 0, O' noktalan etraf10da pozltif dOnme yOnleri 

•ec;ellm ($ek. 10). Ox in OM yar1m-do1tru1u lie ve O':c' nlln de 
O' M yar1m-dojtruau ile tcekil ettlklerl (I)' (•>' ac;llarma blr M 
noktas1nm ~ift katap•al lcoordinatlarr dlyebilirlz. Bir M noktas1-
n1n sonsuz c;lft kutupsal koordlnat tak1m1 vard1r, fakat (lkl ac;1-
dan lbaret olan) bir cm kutupaal koordlnat tak1m1 gene) olarak 
blr lek nokta bellrler. Esaaen, ,,, ve ,,,' ac1Iar1 li;ln 2n den kOcUk 

olma earb koeulursa, blr noktanm bu ne\•lden blr tek koordinat 
lak1m1 olacakhr. 



Ox ve O' x' eksenlerini ayni 00' doQrusu tlzerlnde ve aynt 

yOn\11 fanetmek atiklr blr tekilde c;ok elverltll olacaktir. eura· 

d kaydedellm kl 00' doQrnsunun her nokta11 aynt koordl
s1n1 a 
natlan baizdir. 

0 

Qd1, 10 

Blraz Once tarif edllen koordinat alateminde 

denkleml, 0 ve O' noktalanndan gec;en blr konlli gOsterlr. 

Herbangl blr a, ., koordinat alatemlni ele alabm. a= sablt, 
., = sabit denklemleri, lcoordlnaf ~izgilerl denllen eQrileri goste
rlrler. u =a., v = "• glbl lkl koordlnat c;izglal, koordlnatlart 
u., "• olan bir tek noktada keaitmelidirler. 

Kartezlyen \oordlnat 1lateminde, koordinat c;lzgileri, Og ek
aenine paralel x = x. dolrular1 Ue Ox ekaenlne paralel g = 90 

doQrulanndan ibarettlr. 

Kutupaal koordlnat alatemlnde, koordlnat c;lzgileri, 0 dan 

gec;en "' = "'• yar1m-dotrulan ile 0 merkezll e = e. c;emberlerl
dlr. Bu 1latemde, e=O denkleml 0 noktaa1n1 gOaterlr. 

cm kutup1al koordlnal alatemlnde, koordinat c;lzgilerl, a1ra

alyle 0 ve O' noktalar10dan g~en w = <"•• w' = wo' yarim-dol-
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ruJar1d1r. Biraz I.Ince de kaydettigimiz glbi, 00' dojtrusunun bll· 

tun noktalan aym koordlnatlart haizdlrler. Burada, daha evvelki 

alatemlerde raatlanllmayan bir belirsizlik vard1r. 

Birazdan tarifini ''erecegimiz blr koordloat sistemioi daha 

laaavvur edeUm. Bir M noktas1n1n koordlnatlar1 diye, bunun sa· 

bit ikl 0, O' noktaemdan Olan e, e' uzakhklar1oa diyellm. Bu 

takdirde, verilcn blr ooktao1n bu nevi koordlnatlar1 temamlyle 

bellrli oldugu halde, aym koordioatlan haiz olan ve 00' ye gore 

•lmetrik bnlunan iki nokta vardir. Bununla beraber, dQzlemln 

sadece 00' dogrusunun belirll bit' taraf1nda bulunan ooktalan 

ele ahnd1g1, veya bu doitruya gore almetrlk 1eklllerio iocelen

rnesl gerektijti zaman bu koordioat slateml yararh olablllr. Bu 

defo, koordloat i;izgilerl, 0 ve O' merkezll cemberlerdir. 

Suraam1 da kaydedelim kl bir M ooktaa1010 koordlnatlar1 

olarak u =fl+ e', "= e - e' miktarlar1 da ahoabillr. Bu tak· 

dirde, koordinat i;izgileri, O, O' orlak odakh u = a0 elipalerlyle, 

"::::: "• hiperbollerldir. Oto yandao, bu cizgilerln dik olarak ke· 

sl11Uklerl de bilinen blr keyfiyettir. 

16. Duzlem egrllerln am1fland1r1lma11 . Karteziycn koor

dinatlan yeoiden ele alallm. Gordllk kl dllzlemin her r(trlalne, 

bu c(trlye ail nolr.talar10 koordioatlario1n aajtlad1g1 bir f (x, g) = 0 

denkleml tekabtll ettlrilmektedir. Deoklemlerl, aoallzln mutad 

fonkalyonlariyle ifade olunabllen e{trllerle yetloelim; esaarn 17 

ve 18 Incl yllzy1llarda ya11am1fl olan geometrlcllerin gtlrll@ll de 

bu merkezde id I. 

Egrlleri s1n1fland1rmak, ac1kca, bunl:ira tekablll eden denk· 

lemlerl s101fland1rmak demektir. Arna bu s101flandirmay1 hargl 

krlterlere dayaoarak yapmak gereklr '? Dllzlem llzerlne ~lzllmlo 
btr C cltrisl dUoUnUldUjtU takdlrde, bunu anolitik olarak goater· 

rnek lcln, Oxg mukayese eietemlni keyfl olarak sccebillrlz. Ruoa 

gOre, cjtrilerio veya dcnklemlerinin sm1fland1r1Jmas1, mukayese 
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eieteminlo uic;imine, ylnl koordhiat dOntltlUrllmlerlne balth ol

mamahdar. 

Herbangl lkl Oxg, O' x'g' mukayeee ei1teminl ele alahm. 
lkinciyl blrinclye gore tespil etmek lc;ln, O' nlln Oxg ye gore 
x . , 9 0 koordinallanndan batka, O' x' ve O'g' ek1enlerlnln doit
rultular1n1 da bllmellylz. O' x' nO.n durumunu tee.pit etmek mak
aadlyle, 0 noktaeandan O' x' doltru1unun paralelinl gec;irelim ,.e 

bu nun llzt>rinde eec;ileo yon O' x' ollnkioin ayna olaun; bu do(t
ruya alt P noktalara aru1nda, OP dotru parc;a11n10 Olc;11ml1nl1 
+ 1 e etil k1laom l., m, koordinatla1101 blldlitlmiz takdlrde, bu 
yar1m-dotru temamlyle belirli alacakbr. Eea1en bu l" m, eaya· 
Iara bllQ1m11z delildirler ,.e birblrlerlne, OP dolru parc;a11 Olc;11-

mt\olln + 1 e etit oldutuou lfade eden 

-li + ml +2I1 m 1 C01(x, g)=l 

baRtnbs1 lie balhdirlar. 

Ayn• tekllde, O'g' nt\n durumunu te1plte yariyan ve 

12 + l -1 m2+2l,m,co1(x,g)=l 

bat1nt111 lie blrblrlne bath bulunan 1ay1lar da I,, m, olsun. 

Blr M noktaa1u1n O'x'g' ye gore x', g' koordlnallara, ayn1 
noktan10 Oxg ye gore x, g koordlnaUar1na 

(1) 
x = x 0 +11 x' + l ,g', 

g =go+ m1x' + m1g' 

batantdarlyle balhdirlar. 

Bir C dt\alem etrlsi, Oxg 1l1temlue gOre, /(x, g)=O denk· 
leml ile gOsterlllyorsa, bu nun O' x' g' 1l1temine gOre denkleml, 
/(x, g)=O da x, g yerlne (1) lfadelerlyle verllen deterlerl ko· 
yarak bulunur; t>Gylece blr tr (x', g') = O denkleml elde oluna-
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caktir. f (x, y) fonkaiyonunun, eitrllerln am1flandmlmaamda e&BI 

tutulaeak olan karakterlerine, ?- (x', y') fonkalyoouoda da raatla· 
lllak gerekir. 

f (x, g) ve '' (x', g') fonkalyonlarm1n ayn1 zamanda eeblrael 
•eya tranaandant olacaklar1nm bOylece derbal farkma var1hr. 

Dolay11iyle, dOzlem eltrilerl, denklemlerinln mabiyyetlne gOre, 
lkl am1fa ayirmak gerekli!li aonucuna var1hr : 

a) Cebirsel eitriler. 

b) Tranaandant ejtriler. 

eu noktaya da dlkkat1 c;ekellm kl f (JC, 9> nin ceblrael blr 
fonkalyon olma11 balinde, (toplamalar, c;arpmalar, kuvvetlere 
YOkaeltmeler eeklindeki) raayonel ltlemlerle, etrlnln denklemi 

F(x, y)=O 1ekllne sokulabilir; burada F(x, g) ifadeei x, g cln
•lndeo tam ve raayooel blr c;okterlmlldlr. Bu oartlar alhnda, 
F (x, g) = O denklemlnde, x, g yerine (1) ba1t1nblarlyle verllenler 
kooulacak oluraa, 4> (x', g') fonkalyonu F (x, g) Ile ayn1 dereceyi 

haiz olmak ve x', y' clnainden tam ve ruyonel bir c;okterimliyi 
R01termek llzerc, bir <P (x', g') = O denklemi elde olunaeakllr. 
Buradan da, ceblr11el d!lzlem etrilerln bu dereeenln de!lerine gore 
a1n1flandmlabllecejti aonucuoa var1hr. 

ri·inci dereceden duzlem cebir•el efrl dlye, denklemi, ras
Yonel ltlemlerle, 111f1ra eeit k1hnan n·Dincl dereceden bir c;okte
rimU eekline sokulabilen dQzlem cebireel eitrllere -denlllr. 

Boylece 

ejtrlai ceblraeldir. {:Onkll, kareye yOkaeltmelerle, bunun denk· 
le1111 

4xg-(1-x- g)1 =0 

tekllne aokulur; eu balde bu blr lklnei derece efrialdlr. Yalo1z, 

koordinatlari iklnci denklemi aajthyan bOtQn noktalar birincl 
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denklemle tanimlanan ejtrl Dzerinde bulunmazlar; ztra b~ eonun

cn ejtri ancak x ~ o. g ~ 0 1artlar1n1 aajthyan ve blr lkinci de

receden ejtrl yay1 vQcuda getlren noktalari lhllva eder. 

Birlncl dereceden bir eltrl bir dojtrudan ibaretllr ve kar11t 

olarak her dojtrn birlncl dereceden blr denklemle gOslerillr. 

lldncl dereceden blr ejtri blr lronlk keeiltlr. Gerc;ekten, eekl 

yunanblar taraf1ndan ele ahnan konlk keeltlerln lkinci derece

den denklemlerle temell edileceklerl dcrhal gOrlllllr. Ve bunnn 

kart1t1 da hlctblr gDctlllte ntramada le1ie olunnr. 

Burada, analitlk geometrlye borctlu olduAnmuz esaeh blr 

llerleme bahla konuaudur. Eekl yunanhlara gore, ellpt1, hiperbol 

ve parabol, Ozellkleri ayri ayr1 lncelenen blrbirlnden farkh Oct 

ejtrlden lbaretll. AoaUUk geometrl 1a7eeinde gOrl1ldQ . kl bu no 
e(tri, genel 

(2) A.\'1 +A·g1 + Bxg + c.\'+C'g+D=O 

denldemiyle temail olunan ve aykmhklar1 B' - 4 AA' ifadeeinln 

dejterine dayanan lklncl dereceden etrilerin eadece QC( cineldir. 

Fakat anallllk geometrl yard1mlyle daha da lleriye gidile· 

bllir. (2) ejtritlnin baz1 Ozellkleri, blrincl tarahn birincl derece
den lkl c;okterimllnln c;arp1m1 tekllnde olmae1 hallnde de vl

rlltir, ve bu lakdirde etrl ikl dotruya parC(Blanm11br. 

17. Dlizlemde geometrlk yerler probleml. Eekl ueullerin 

c:lrealz kald1t1 hallerde, aeometrik yerler, analltik geometrinin 

yard1miyle lncelenebllml1tir. Bu lncelemenin nastl yapild1t1n1 
gOrellm: 

• 
Bir M noktae1, verllml1 blrtak1m elemanlar1 lhtiva eden 

geometrlk batmt1larla baz1 1artlara tlbi kihnmithr. Bu 1artlar

dan baz1lar1n1 bir larafa buakacak olureak, Reomelrik yerin bir 

nokta11n1n -"• g koordlnaUar101n, baz1 kahayilarin belirelz ol· 
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dujtu, yAnl deitltken blrtaktm u,, u,, ••• , u1r parametrelerlnln bu

lundnjtu bir bajt1nt1y1 aajtlad1klar1nt gOrilrQz. Bu bajt1ntt 

(l) 

olauu. 

Ba1ka 1artlar1 blr tarafa b1r1kacak oluraak, geometrlk ye

rln bir nokta11n1n koordinatlar1n1n lklncl blr 

(2) /, (x, g, a,, u,, ... , u1r) = 0 

bajttnt111n1 1ajtlad1jtlu1 gOrQrQz. 

Ele ahnmam11 olan oteki 1artlar da trade olnndujtu takdlr

de, problemln bellrll olma11 ballnde, deit\tken parametreler ara
llnda 

(8) <pl (a., Utt •••t UJr) = 0, 'l't =O, .. . , 'l'Jr - 1 =O 

teklinde le -1 bajt1nh elde edillr. 

a 1, a,, ••• , u1r parametrelerloln (1), (2), (8) denklemlerl ara· 

llnda yokedllmeaf, aranan geometrik yerin denklemlnl verecektlr. 

(8) denklemlerl a., a,, ••• , u1r parametrelerlnden le - 1 taue

elni, geriye kalau ve u lie gOaterUeu cloalnden !fade etmemlzl 

•ajtlarlar. Bu ifadeler, (1) ve (2) denklemlerlnde yerlerlne kona

cak oluraa, lkl 

(4) F 1 (x, g, a)=O, F,(x, g, u)=O 

denkleml bulunacakttr. 

Bu denklemlerden her blrl blr ejtrl allealnl temall eder. Ele 

•hnan geometrlk yer, lkl allenln ejtrllerl aras1nda a parametre

elnin ayn1 delterlne tekabQl edenlerde ortak olan noktalardan 

rneydana gelecektlr. 

Problemln c;OzflmQnQ tamamlamak tlzere, (4) denklemlerl 
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aramida a yu yok edeblliriz ve ~ylec~ geometrlk yerin denk· 

lemlnl 
F(x, g)=O 

eektlnde eldc ederlz; bununla beraber, (4) denklemlerini x, g ye 

gore de c;ozebiliriz. BOylece, geometrik yerin parametreli denk

lemleri denllen 

x = 't'1 (a), g ='ft (a) 

yn elde ederlz. 

a nun, yukar1ki denklemlerde ele ahnacak her de~eri; geo

metrlk yerln blr noktaauu verecektlr. 

Me.ell maddi blr noklan1n hareketl lncelendl{ti vakil, a 

deltiekenl 1aman1 gOslerir, ve geometrik yere ail denklemlerln 

yukar1kl teldi zlten tabil olarak kar11m1za c;1kar. 

euraalnl da kaydedellm kl blr dtizlem etJ'lnin denkl'!mi, 

x= a, g =/(a) 

parametreli denldemlerlne tekabl\l etmek llzere, 

g =I <x> 

1ektlne de aokulablllr. 

18. Tetetler p robleml. Eakl yunanhlar daba o \!&killer 

c;emberln, konlk keeltlerln ve baz1 Ozel <trllerln te{tetlerlni ele 

alm11lard1 ; fakat le{tetler problemlnl en genel 1ekllde ortaya ko· 

yabllmek ancak eltrllerln analltlk temalllyle mllmkl\n olabile

cekli. 

Bir C dtizlem etrlalnl ele alahm . Ru etrlye bir M nokta-

11nda te{tet dotru dlye, M den ve e{trlnin M ye yaklatan blr M' 

nokla11ndan gec;en dottrunun llmlt durumuna denlllr (.$de. 11). 
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M noktasrnm koordioallar1oa x., , Y• dersek, M ye yeter de
recede yaktn olarak seoilmit M' noklas1nmkileri X o + Ix, Yo + lg 

Ile gosterebiliriz. MM' dojtrnsunun deoklemi 

y 

$ ek. 11 

1y 
Y - Yo = -

1 
(.i: - x 0 ) 

.\' 

M' noktas1 M ye yakla1b~1 vakil, Lr s1hra yakla1aca~1 

glbi, lg il(in de a yn1 hal vi\rld olur; M noktasmdaki te~etin a"t 

kataaylBI ~ in llmitidir. 'Ejtrlnin denklemi 
1x 

y = /(r) 

teklinde verilmiose, fJll halde tc~etin a1:1 katsay1S1 

f ( .\'o + Ix) - /(.-co) 
,1 \' 

lfadeainin limiti, yi\nl f (x) lo x u noklasmdaki f' (xo) tllrevidlr . 

Analilik geometrlnln kuruluf}Undan sonra teifetler problemlyle 
u~ra1an Ilk geometrlciler Oyle Ejtrllerl ele aldllar ki, bunlarm 

denklemlerl, ._lg ifadealnln llmiti, elemanter ueullerle bulunabi-
1.\' 

lecek 1ekildc, buitti. Bu bak1mdan, diferaneiyel hesabm ke1-
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flnde tejteller problemlnln bt1yl1k blr oceml olmu1tor; tllrev ka\"• 

ramina gOtllren problemlerden blrl de budur. 

Blraz once verllen tetet tan1m1, tablatlyle bu tetelin var· 

Ill• ve temamlyle bellrll bulunma11 hall ode bir mloa tatir · Mo
dern matematlkte bu tan1m taerih olunur ve bunun uygulanma 

alan1 11nirlanir. 

t9. Ceblnel dlldem eirllerin arakealdl . Bui problemle• 
rln ~Oz11m11ol1, eekl yunanhlar1n, lkl dtlzlem etrlnln ortak blr 
nokta1101 bulmaya lrca ettlklerlnl daha Once gOrdQk. Oeometrl· 
cller berhangl dllzlem etrllerl alma imllln101 veren blr ueule 
uhlb olunca, daha batlang1~ta bu ejtrilerln ve Ozel olarak cebir· 
1el dQzlem etrilerio arakeeidi problemlnl kendl kendilerine 1or· 
mak zorunda kaldllar. 

lid 

(1) Fi(x, g)=O, 

eebireel ejtrtelnl, me.ell lkl koalRf ele alahm. 

Bu ejtrllerin ortak ooktalann101n koordlnatlar101 bulmnk 
l~ln, (1) deoklemlerl ara11nda g yl 1ok edellm ve bu ltlem 10· 
nucunda da 

(2) /(x)=O 

elde edlleln. 

Oenel olarak (2) denkleml dOrdtloeQ derecedendlr ve bu 
den\lemln her reel kOktlne, (1) denklemlerlnl ujtlamak Qzere blr 
ve pael olarak yaln11 blr reel g kokQ tekabtll eder. ~u balde 
(2) denklemlnln reel kOklerlnln aay111 genel olarak (1) konlklerl· 
nin ortak noktalar101n aay111na etlttlr. 

(l) etrlleri bubingl dereeeden eeblrael dtlzlem ejtrller1e, 
me11ele lablatlyle ayn1 tarzda bahl1 konueu edlleblllr. Eter dab• 
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keain bir fekilde (1) ejtrileri genel olarak m ve n oioci derecedcn 

e1trileree, (2) denkleminln dereceei genel olarak mn olacakt1r, ve 

dolay1eiyle dereceleri m ve n olan iki cebireel dfizlem eltrioln 

Rene! olarak mn ortak noktae1 vardir. Bu da BEzouT (1730 • 17811) 

teoremindcn lbarettir. 

Genel ifade!P.r elde etmek eodifest geometricileri, analitik 

aeometri denklemlerinln uygnlanma alan1Dt, ltibari noktalar10 

llhaU euretiyle genifletmeye ee,·ketti : bUylece blr yandan eanal 

noktalar, Me yandan da sonsuzdaki noktalar dilfQnfildil. 

lki kooijtin arakesidini lncelemek &uretlyle bu dileQocelere 

na11l \•ar1ld1g1 hakk1nda f1kir edinilebillr. 

lki C, C' koniginl, mese!A iki elipel ele alahm. Daba fazla 

kolayhg1 temln maksadlyle de, bu iki elipein ortak bir noktala

r1n10 bulunmas1 halinde, bu noktadaki tejtetlerlnin ayn1 olmad1-

l1n1 farzedelim. Koordlnat ekeeoleri berbaogl blr eekllde ahn· 

IDtfea, koniklerio deoklemleri aras1nda g yi yoketmekle (2) eek

linde dOrdQncU derecedeo bir deoklem elde edilecektir. Konikle

rln denklemlerindeki katsay1lar geri;iel oldujtuoa gore, (2) denk

lemlemlnin kateay1lari da geri;iel olacakhr. 

Bu nokta anlaf1ld1ktan eonra, (2) denklemlnin 

x=a+bi 

1ekllnde bir eanal kOkU oldujtunu farzedelim. 

Bu deter, C ve C' konlklerlnin denklemlerinde yerine ko

nuJacak olurea, ortak blr g' kUkUnQ halz g 11 iki denklem elde 

olunacaktir. C, C' ellpslerioin x =a+ bi, g' koordinath ortak 

bir sanal noktalann10 bulundugunu sOylemek tabiidir. 

Buna gore, lclerinden hie olmazsa blr tanesl sanal olan !kl 

..-, Y 1ay111ndan meydana geleo koordloat tak1m1oa dii:l~mde 

•anal no/eta dlyecejtlz. Koordioat dOnft~tQrQmQ formQllerl de da

hil olmak Qzere, analltlk geometrl form!Ulerlnl bu itibarl nokta
lara nygulayacag1z. 
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eura11n1 da kaydedellm kl (2) denkleminin katsay1lar1 ger

c:el oldutuna gGre, ayn1 denklem, a+ bi nin e1lenlll olan a - bi 

kGkllnll de halzdlr. 8Gylece, blrbirlnln e1lenlll lkl sanal ookta 
kavramin1 da lthal etmek gerektljtlnl gGrtlrtlz; lira, C ve C' nlln 
denklemlerlnde x =a - bi dejteriol yerloe koyacak oluraak, bu· 
luoacak lkl deoklemin g ortak kGkll g' nnn e1lenlltl olacaktir. 
DOzlemde bulunan BBnal lkl ooktan1n (ayn1 l1lmli) koordlnatlar1 
blrblrlnln e1lenlll lkl aanal 1ay1 lee, bu noktalara da blrbirloin 

e1le11ifi denllecektlr. 

Arhk apt1dakl tcoreml !fade edebllhlz: Agni bir Jii~l1m 

iinri11de bulana11 ild 111,,.in dort orlalc nolcta11 oard1r; bu nolctala· 

r111 ga Jordii de ger~eldir, ga lld1i de e1lenilc 1anald1r, gahat da 

birbirlnin e1lenlfi ilci 1anal ~i/t bahi1 lconu1adar. 

lkl ellpa blr noktada blrblrioe tejtelae, bu dGrl noktadao en 
u. lkl1l c:ak11ablllr. 

Bununla beraber, sanal noktalar1n lthali dahl, lfadelere 
genel blr karakler verme keyflyetlnl aatlamaz. 

Mesell lkl 

xg=t, Ax'+ Bxg+Cx + C'g+ D= O 

hlderbolnnn ele alahm. 

g nln bu lkl denldem ara110da yokedilmeal, dOrdllncn dere· 
ceden blr denklem yerlne, ac:nncll derecec!en x ll blr 

Ax' + Cx' + (B + D) x + C' = O 

dcnklemlnl verlr. Bunun aebebl, Ox eklenlnln, bu lkl blperbo· 

llln orlak aalmptollk do2rullu1una paralel olmastdtr. Ejter x ek· 
senloln 1on1u:&dakl nokla11n1n her lkl eQrlde orlak oldutuou 

BGylemeyl uygun bulunak, genel blr lfade tekllnl elde etml1 
olnr ve ele ahnan hlperbollerlo dGrl ortak noktaainin buluodu· 
tunu yazablllriz. 
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Buna gtlre, 1unu kabul edecejtiz kl, paralel iki do~runun 

•onauzdaki noktalari ayn1 olmak ilzere, her dotru uzerinde •on· 

•a:rlaki nokta ad1 verllen itibari bir nokta vard1r. lliSAllGUf.S 

Z&man1nda dahi bilinen bu kavram cok daba sonralar1 tasrlh 
eillmiljtir. llerde bu konuya ycniden dOnecejtlz. 

Ne olursa olsun, bu itlbarlar yard1miyle, BezouT teoremi 1u 
tekilde !fade olunablllr : Dereceleri m ve n olan iki cebir1el Jiiz· 

lena tl,inin mn 1agula o'tak nokta1t vard1r; bunlar ger~el vega •a· 

nal, fark/1 vega rak111lc, 1onlu uzakl1kta fltga 1on1uzla ola/,ilir. 

Ozel olarak, derecesl n olan bir dilzlem ve cebirsel etrlyl 
8 Yn1 dUzlemin herhangl bir dotrusu n noktada keser. 

20. Cramer paradokau. Bir doltru 

teklinde blrinci dereceden blr denklemle temsll edlldijtine gOre, 

bir doitrunun belirlenmesl lc;in, tlc A, B, C katsaymndan iki11l· 
Din ilc;Uncllye oran1n1 bllmek gereklr. Bir dojtrunun farkh lkl 
Doktadan gecti~i analltlk olarak ifade edlldil}i takdirde bu oran
lar btlli olur. 

Bunun gibi, bir 

A.l'.2 + A'11' + B:rg + Cx + C'y +.D = 0 

konljtlnl bellrlemek lc;ln de A, A', ... , D katsaydarindan betlnln 
•1t1nc1ya oran101 bllmek gereklr. Buradan da blr konljtln bet 

farkh noktaslyle bellrlendljtl sonucu c;1kar1hr. 

Oc;nncQ dereceden blr dQ1lem eltrlnln, veya bir dilzlem kil
bljlln, denklemlnde on kateay1 vardir ve bu ejtrlyi belirlemek 

lc;ln bu katsay1lar arasmda kurulmu1 dokuz bajt1nttn1n blllnmeel 
lAzimd1r. Buna gore blr dQzlem kUblk blrblrlnden farkh dokuz 
noktaalyle temamlyle bellrll olur. Bununla beraber, BEzouT teo-
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remlne gore, iki dUdem kllblQln dokuz ortak noktas1 vard1r ve 

dolayislyle dokuz nokta yard1mlyle zorunlu olarak blr tek dllz· 

lem kll.bik belirlenruit olmaz. 

Daba gene\ bir 1ekilde, derecesl n olan bir dllzlem eArinln 

denklemlnde 
1 
~ (n + 1) (n + 2) 

katsay1 vardir ve bOyle blr ejtrl farkh 

noktaslyle bellrll olur. Fakat derecelerl n olan lki dUzlem eAri· 

nln n' ortak noktas1 vardir ve n nln S den bllyUk olmas1 baiinde 

n' say1s1 ~ n (n + S) den bllyUklllr. MAc.LAuR1s (1698-1746) ve 

CRAMER (1704-17:>2) bOyle bir mll1ahedede bulunduklar1 balde 

bundan dotan «paradoka" 1 lzab edemedller. Bunun izab101 

LAwt (1795-1870) ye borc;luyuz. 

n nlncl dereceden blr dllzlem etrlnln verilen ~ n (n + S) 

noktadan ge~llli lfade olunursa, ettinln denklemlndekl katsay1-
lar aras1nda ayn1 say1da lioeer denklem elde oluour; bu denk· 

lemler genel olarak baR1m11&d1rlar ve dolay1slyle babls konusu 

katsayllar1 bellrlerler. Fakat ejter ~ n (n + S) say1da nokta, n 

nlnci dereceden lki dllzlem etrlnlo ortak n' say1dakl noktalart 

ara110dan sec;lllrse, elde edUecek denklemlerden blrlai diterlerl

oiu blr netlcesldlr ve etrlnin denklemlodeki katsay1lar aras1nda 

ba1t1m11z olarak aadece } n (n + S)- 1 denklem bulunur; 1u balde 
bu katsay1lardan birisl beliraiz kal1r. 

Blltlln bunlar g01termektedlr kl dUzlem ejtrllerln locelen· 

meal keyliyetl, yoketme teorlsinin keein blr tekle 1okulmas1n1 
gerektirml1tlr. 



ANALiTIK OEOMl!T RI 47 

21. Uzayda koordlnatlar u1ulil. Koordloatlar osuHl, ko
layca uzaya tc1mll oluour. 

Ayn1 blr dllzlemde bulunm1yan ve ayo1 0 ba1lang1c; nokta-
1101 halz olan Ile; Ox , Og, Oz koordlnat ekaeolni aec;elim (Sek. 12). 

11 

---;, ·~· .. ::·-\ 
' ' 

'. 
' 

Bir M ooktas1odan , xOg dQzlemlni M" noktasinda keaen ve Oz 
Ye paralel olan dojtruyu gec;lrellm ve buouo Oz glbl yOnlendlril
tlni kabul edellm. M" ookta11odan da Ox I bir M' ookta11nda 

keeen ve Og ye paralel olan dogruyu gec;lrellm ve bu dogrunun 
Og glbi yOnlendlltlnl dU10nelho. M nokta11 OM', M' M", M " M 
dojtru Pllrc;alannm mtHekabll Olc;llmleri olan x, g, z eayllar1n1 
leinainlyle beUrledlgl glbi , bonun terslne, bahle konusu 1ay1lar da 
M nok:tas1n1 temamlyle bellrlerler. Bu x, g, z say1lar1 M ookta-
11010 koordinatlar1dir. 

M noktas1010 blr yQzey c;lzdlgl dU1tlo.tllecek olurea, x ve g 
11Y•lar101n her de(ter c;lftlne z olo blr veya blrc;ok degerl teka
bQl edecektlr ve bu bag1ob 

F(x, g, g) = O 

denklemlyle gOsterllecektlr. 

Ele ahnan yQzey, koordlnatlar1 yukar1kl denkleml ughyao. 
00klalar loplolujtu Ile meydana gelmi1tl.r. YQzeyln lncelenmeal 
biiylece denklemloln lncelenmeelne lrca olunmu1tur. 
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Yllzeylerin s101flandmlmas1, dllzlem e1trllerlokine esas o\at 

llkelere gore yap1hr. F (.T, y, .z) fonksiyoounun cebirsel veyt 
transandanl o\mas1na gore millekabll ytlzey cebirsel veya trail• 
aandanlllr. YQzeyin ceb\nel olmas1 ballode bunun deokleml; 
rasyonel ltlem\erle, x, g, 1: cinslnden tam ,.e rasyonel bir ~ok• 
tcrlmllnin s1hra etil k1hnmas1 tekllne lrca o\unabilir. Bu c;oklt• 
rlmllolo derecesloe, yUzeylo derecesl denilir. 

Dilzlemde yap1ld11t1 gibl, koordinaUar1ndan hie; olmazsa bl• 
rlel sanal o\an BBnal noklalar ve sonsuzdakl noktalar ithal oln• 
nabilir. Daha llerlde bu bahae donmek ttzere timdllik bu sonun• 
cular ilzerlnde durm1yaco1t1z. 

n nine! dereceden blr yttzeyl, buoa ail olm1yan bir doitfl 
n noklada keaer. 

22. Uzaycla geometrlk yerler. Uiayda bahis konusu olt• 

cak geometrlk yerler ya eltrller, ya da yllzeylerdlr. 

Blrlak1m geometrlk prUara bath blr M noktas1n1n geo
metrik yerl olau yll"&eyln denklemlni bulma keyflyetl lkl hal ar
zedebilir: 

Ya deoklemleri deltitken lkl u, " parametrealne bath tlc; 

(l) F, (x, g, 1:, a, o) = O, F,=O, 

yilzeylnln ortak noktalar1n1n geometrik yerl dilttlntllebilir, ya da 
denklemlerl, detltken blr a parametrealoe bath lkl 

(2) F,(x, g, 1:, a)=O, F,(x, g, 1:, u)=O 

yllzeylnln orlak eltrilerlnin geomelrlk yerl ele ahnabllir. Her Usl 
halde geometrlk yerln denkleml, deltltken paramelrelerl, ylnl 
(1) d'1klemlerlnl!e u, " yl, (2) denklemlerinde de a yQ yok edt
rl'k elde oluoacaklir. 

Blrlccl hal dolay1alyle Ugl c;eklcl bir nokta bahis konusn 
olur. 
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(\) denklemlerl ara111nda u, t1 yi yokedeeek yerde bu denk

lemler .i-, g, z ye gore c;Ozillebilir. Boylece yilzeyln 

(8) x = '1'1 (u, t1}, g =qi, (u, v), 

P•rametreli denklemlerl elde olunur. 

t1 ye bellrli blr dejter verelim. (3) denklemlerl bu takdirde 
YGzey Qzerine ~izilmio ve u ejtri11l dlyecejtlmlz blr egrlyi gOate
rlrler. t1 nin de~iomesi halindo bu el}ri yllzeyi do{turnr. Bnnun 
libl, eaer u ya bellrli b lr dejter verecek oluraak, (3) denklemlerl 
0 etrtal denilen ve u nun deitiomeal halinde yilzeyi dojturan bir 
etrlyi gOsterlrler. 

a ve v ejtrlleri yQzey Qzcrlnde t1pk1 dQzlemde koordlnat 

c;lzgllerlnln bellrltlklerine benzer bir oebeke meydana getlrlrler. 
Bu benzerlik dolay11lyle yilzeyin blr M noklas1ndan gec;en bir a 

efrtal Ile blr t1 eltrlslni elde elmek ic;ln (S) denklemlerlnde u ve" 
ye Verllmesi gereken del}erlero yllzeyin bo M nokta11n1n efrisel 

loordinatlarr denilir. Haeka deyimle, M noktas1nm ejtri11ei koor
dloat1ar1, (3) denklemlerlode yerlerlne kooulduklar1oda M nok

laain1n x, g, z koordinatlarin1 veren a, " df'iterlerldlr. 

Genel olarak bir u eltrlal Ile blr t1 rltrlal, el}rlsel koordlnat-
1-ri ayn1 olao blrkac; noktada kesh~ebillrler. Fakat yQzeyln kAfl 
derecede kOc;Qk Oyle blr parc;aslyle lktlfa olunabillr ki bu kt· 

••mda a ve t1 ejtrllerl blrbirlnl tek noklada ke11lnler. Bu lak· 
dlrde koordlnat 11l1temlerinln sajtllld 1jt1 faydalar bahis konusu 
olur, Bir yQzey, noktalarrndan blrl civar1nda lnceleomek laten
dill zaman bu uaul bilhassa faydahd1r; ltte lnfinltezimal geometrl 
bu 0 •ulu kullanir. 

Eitrlsel koordinatlara dalr en basil ml1al, kQrenln paramet· 
reU temalliyle elde olunur. Merkezl baolang1c nokta11 ve yar1c;ap1 
R Olan blr kQrenln paramelrell denklemlerl 
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x = R cos u cos v, 
g = R sin u cos''• z = R sin v 

ieklinde yaz1labilir. 

Bu Ornl'kte a ve v Cizgileri s1rasiyle paralcllerll! meridyen· 
lcrdir. u, " koorJlnatlan boylam ,.e enlemden ibarettlr. 

~lmdi egrUere ge~elim. Bu defa M noktas1, deoklemlerl blr 
a paramctresine bag11 tic 

(-l) 
F, <-"'• g, z, u) = 0, 

F,=O, F,=O 

ytlzeyioin arak1 sldi olarak belirienir. Bu parametrc, blrblrl ar· 

d1nca lkl11er ikl1er ahnan (!) denklemlerf arasinda yokedllcblllr, 

bu da ejtrideu gei;en tl9 Yiizeyin denkleminl verlr. Fakat (4) 
dcnklemlerl .t·, g, z ye gHre de CHtiilebilir ki bu da c~rlnln 

x ='I'• (u), 
g = '1'2 (u), 

z ='Pa (u) 
pnrametreli denklemterini verlr. 

23. Ceblrael uzay egrileri. Diizlem egrIIerden ay1rdetmek 
maksadiyle, dUzlem olm1yan egrilere nzay egrileri denilir. 

Bir uzay ejtrisi her vakit ik:i Yllzeyin arakesidlniu tamam1-
n1 te1kil etmediginden, uzay egrilerlnin ceblrsel ve transandant 
olarak s1n1fland1r1lmas1 baz1 gili;lllkler arzeder. 

Bu hususta en baslt Hrnegi, parametrell denklemJerl 

x=u•, 
Y=u', 

1ckllnde yaz1labi1en, uzay klibil?i verlr. 

Bu egrl, lkincl dereceden ikl 

xz =y\ 
Y=z 1 

yilzeyluin arakesitlnin bir k1sm1d
1
r. 
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Bu iki yiizey, uzay kl1bi~inden ba1ka Ox (g = z = 0) doltru

au boyunca kesl1ir1er. 

Cebirsel bir uzay e(trisini tan1mlamak ic;in, bu e{trlnln denk

lemleri bir a parametresine bajth Ile; 

(1) F, (x, g, z, a)= O, F, (x, g, z, u), F,(x,g,z,u)=O 

Yllzeyinde ortak olan bir noktan10 geometrik yeri 1eklindekl 

dogurulu1una baovurulur. 

Eger 

a. (1) yilzeyleri cebirael lse, 

b. (1) denklemlerinln blrlnci taraflar1 u parametreelnin ce

bireel fonk1iyonlar1 ise, bahle konusu ejtrl cebiraeldir. 

Bununla beraber bu tan1min, blr Ornekle anlatma~a c;ah1a

ca1t1m1z, bir mahzuru vard1r. 

Dik ekeen aiateminde, lkinci derec.?den yllzeylerle tarlf edl
len bir 

(2) x' +g'+ s'+ af(.~, g, z)=O 

demetinl ele alahm, ve u nun deltl1mesi hallnde ba1lang1c;ta n 
(2) kuvadrijtine iodirilen oormallerin ayaklar1010 geometrlk ye

rlni araotirahm. 

0 dan (2) yUzeyine lndlrilen normallerin ayaklar1n10 

(3) -~ - g 
() - ' If 

2x + u 0 f 2g + u ~g 

eitrlai Qzerinde bulunduto blllnen bir keyfiyettir. 

Aranalan geometrik yer (2) ve (S) denklemlerl arasmda u 

YD yoketmekle bulunacakhr. Biraz Once verllen tan1ma gore de 

bu bir cebirael ejtridir. Halbukl, u = 0 lc;in (2) ve (3) denklemlerl 
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x1 + g'+ •'= l 

l1ncer olur kl bu da merkei.l bllflangtc; noklaa1 ve yaric;ap1 1 
e m "ll" 
olan k\lreyi g!lalerlr. 0 halde- bo ktire de geometrlk yere a1 1r. 
Eaaaen bu keyfiyet de geomelrlk olarak a1lkArd1r. 

Genel bale dOndl11tllml1zde gllrl1rllz. kl a nun baz1 de(terleri 
lc;in (1) denklemleriyle g!lalerilen yllzeylerin ortak k1B1mlar1 bu

lunabillr ve bo kmmlann beaaba kalllmama11 gerekir. 

Bir ceblrael ui.ay e(trialnln yukar1da verllen tanim1 yerlne 

aiatt1daklnin ahnabllece~ !spat olunur: 

Cebirael uz.ay e1trl1l diye Uyle blr noktan1n geometrlk ye
rlne denlllr Id bu noktan1n koordinatlan btr cebireel denklemi 

aalthyan iki a, o parametreainin raayonel fonk1iyonlar1dir. 

Etter /,(a, o), /1 (a, o), /1 (a, v) raayonel fonkalyonlarsa ve 
f (a, v) lam ve raayonel blr c;okterlmlt lae, 

x=f., g=f., •=/., /=O 

denklemlerl, tan1m gereltince, bir C ceblrael usay ejtrlalnl gOe
terlrlcr. 

a, o ye blr dllzlemdeki karlezyen koordlnat1ar gOzll ile ba· 

kahm. I= 0 denklemi bu dllzlemde blr r cebireel eitfialni gO•
terlr. I' DID bir DOklallD& C DID blr noklaal lekablll eder, fakal 
bunun lenlne C DID bir DOklaBI I' DID blrc;ok nokla11na lekablll 
edeblllr. C ejtrlalnln I' DID ra.gonel bir tranaformeai oldutu aOy• 
lenlr. 

Bil" ceblnel uzay etrlalnln dereeeai, herbangi bir dllzlemle 
bu e1trlnin gerc;el veya •anal keelm noktalann1n aay111dir. 

24. Bir uuy etrlsln.in lzcl&fllrea alllndlrlerl. Bir C may 
etrlalnl ele alabm ve bunun her noklaa1ndan Os ekaenlnln pa
ralellerlnl gec;irellm. Bu dotrular, denkleml 



ANALITIK CEOMETRt 53 

j(Y, y)=O 

1ekllnde yaz1lan bir silindir do~ururlar. 

Bu eilindire ejrinin izi11i Oz ye paralel o/arak dii1iiren 1ilin· 

dir denillr. Tubiatiyle C nln izlni Ox e ve Oy ye paralel olarak 

dU1ttren silindirler de diltllnillebillr. 

Evvelce gOrdUk ki bir uzay ejtrieinla, ikl yilzeyin arakeel

tlnin temam10dan ibaret bulunmas1 oar~ dejlildir. lkl ynzeyin 

arakesitinin izdUeUren silindirlerinin ele ahnmas1, bu arakesltin 

tnahlyeti hakkmda fikir vercblllr. 

lki 

(\) F 1 (.r, y, z) = 0, F,(x, YI z) = O 

Yllzeylni ele alahm. 

Bu iki yUzeyln arakesitioin izinl Or e paralel olarak diltil· 

ren eilindirin deaklemi, yukar1ki denklemler arae1nda x i yok

ederek bulunur. lkl ylizeylo arakeeitinln 17.lni Oy ve Oz ye pn

ralel olarak dUoUren silindirlerln dcnklemlerl de ayn1 eekllde (1) 

denklemleri aras1nda g veya z yl yoketmekle elde olunacakllr. 

BOylece (1) denklcmlerloin nrakeeidloi gGstermek Qzere llQ 

(i) /1 (y, z) = 0, f, (z, .r) = O, /, (x, y) 

denklemlerl elde edilecektir. ~11rae1 &Q1kt1r kl bu arakeelt blrcok 

earlden meydana geliyorea, (2) elllndlrlerlnden ikiei parQalana
Cakt1r. 

Orneitin, ikl 

x-yz = O, g' -xz= O 

Yllzeylerl bahle konueu oleun. 

Bu ikl yilzeyln arakeeltlnin izdil91lren eillndlrlerlnln denk
lemteri 
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g (g- s')=O, · x (x - s') = 0, x'-g' =O 

dU'. 

o halde bu arakesit Os ekeenlnden ibaret olan blr dojtru 

lle bir ejtrlye parc;alanm1tl11, bu eitrl de daba yukar1da babsa 

konu olan kllblkten bqka blr tey dejtildlr. 

Stras1 gelmleken euras101 da kaydedellm kl blr ejtrlnin nc; 
lzdlltilren slllndlrinln, bahla konusu ejtrlden baeka, ortak bir ta

kim noktalar1 bulunablllr. 

25. Blr cebirael uzay egriainin monoldal temalll. Ceblrael 
uzay ejtrllerlnln oldukc;a baalt blr temalll C.wLl!.Y (1621 - 1895) 

tarahndan elde edilmltllr. 

n nlncl dereceden blr ceblnel ejtrl C olaun. Oyle blr Oxgs 

mukayeae llc;yllzlilall se~llm kl 

a. s ekeenlnln aonauzdakl noktaa1 ejtrlye ail olmaa1n. 

b. Etrlnln blr noktaa1ndan s ekaenlne c;tzllen paralel ejtriyi 
genel alarak art1k blr ikincl noktada kesmeain. 

Bu prtlar alt1nda, C etmlnin idol Os ye paralel olarak 
dlltllren 

/(x, g)=O 

slllndlri n nincl derecedendlr. 

Bo alllodlrio Oxg dtlzlemlyle arakesltlne C' dlyellm. C' nt1n 
blr M' nokta11ndan Os ye c;tzllen paralel C ejtrisini genel olarak 
blr tek M nokta11nda keaer ve dolay1slyle bu noktanm : kotn 
M' noktas101n x, g koordinatlar1n10 rasyonel fonkslyonu olur. '/I 

ve 'P ctokterimlileri gl)atermek t1zere, bu rasyonel fonksiyonu 

1ekllnde yazahm. 

s= 'l'(x, g) 
'P (x, g) 

f (x, g) = O, 'f' (x, g) = 0 aillndlrlerl baz1 anadotrulari bo-





larla faptlaoak her ttlrlll ltlemla m1lmk1la oldutuaa :mnnea 
ntuk. Geoe• 71l1 JWD o~ bdar cla pometriclleriD 
rllt1l bu merkade 1dl, ve Anallut OeometrlJI Olfetlrkea bqlaD 
119ta 7apalmm UJl1Ul olaa cla ba ldl. 

FoablJOD bnamlDlD pllf.-, cald•• matem_atlkcUerlll 
bu elemuter 1Graf1l 1eu\fletmelerbll prektlrdt. 

Balea, bellrll blr IOl'1l Ue utrqtrkea, pometrlcller, deak• 
l•lere pea foDblJoalu Mklallda m1lmkln olduta kadar 
hlpotel y1lrtltmet• pJret IUf ecletla. 

Bir bqb JODdn, ....,. UJUWl elrl VIJa JIHJ kavra 
mma tekab1ll edea nokta daalelerlala ualitlk temal1l de mod 
arqtumalana konuaaa tefkll etmeklecllr, 

Ba eeercle taklb eWllmfl elemeater 1ortee a1arat, bu a9•k· 
lamalarla J•tln11oru. Baaaala berabs fQIUIDI da nave edell 
kl adeoe ceblnel fODDlJODlarla dahl 7etlnlln, a1d1ulatdmU1 
gerekea da'ba .,..k problem vardir. 
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tzDU~EL GEOMETRI 

27. Desargues'in konlklerle ilgili ara,hrmalar1. E\•velce 

ROrdugurnnz gibl, AroLLoN1os, konlkleri, ._ember tabanh blr ko

nlnin dUzletn ke11ltlcri olarak dil,UnmUvtu; fnkal gerek APOLLO· 

N10,•a gerek bUt!ln yunanh geometrlcilere gl\re elips. parabol \'C 

hlperbol birbirindcn temamiyle farkl1 eltrilerdl ve bunlarm ince

lenmesl her birine hae 1izel usullerle yap1hyordu. Rn u._ e~rlnln 
•yn1 zamanda incelcnmesinln milmkUn oldujtunu s1rft geometrl 

Ile hpnt elmek LYoN'lu GtRARD DnsARr.t'¥.S (159~ • 1662) a naslb 

olmu,tur; De.scARTP-~'da analltik geometri yard1mlyle ayn1 tarlh· 

lerde hu sonuca varacakt1. 

DESARoue.s'in y11oad1jt1 a1ralarda, R<incaans de\·rine alt ml

lllar ve ressamlarm teeiriylc, l'erspekm bUyilk geliomeler kay

detm1,, esasen LYON'lu geomclriri de Perspcktif Ozerine Methode 
unlveraelle de mettrc en preapectlve Jes objets donnea reel

lelllent, ou en devla, avec leurs proportlona, mesurea, elolg· 

nelllenta, sans employer, aucun point qui aolt hors du champ 

de l'ouvrage ad1 allmda 1'AR1s'de 1636 y1hncla bas1lan blr eser 

nrvretml9tl. DnsAtWUEs ayr1ca, i:onun•lu gUne9 snatlerlne alt blr 

Dotla blrlikte Tat Kcsimlnc ait hir escr de yay1nlanm11,1hr (16l0). 

Du.uougs'm ana flkri, perspektif uaullerlol geometri'ye naklet

lllek olmuvtur. 

Bir 0t dOzlemiyle bu dilzlemin hlr r cemberlni ve .x ya alt 
olm1yan bir •) nokt11.s101 dnounelim. ,\ dan ge~en ve r ya dnyanan 

dojtrular hir ,l konlslni meyclann gollrlrler. J dnn gccmlycn !kind 

bir .x' dnzlemi I konieinl hir ;·' konijti boynnca keser. Bu y' ko-
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nilti r c;;emberlnin 3 noktasrna gore ~, dilzlemi tizerindeki izdll

!Jlimlldilr. i' c;;emberine ait b~r Ozelik, / koniltinin cinsi ne olursa 

olaun, bu konilte bu enretle naklolnnabilecektlr. 

De.sARG\Jl!.S bu fikrinl gelietlrmek tizere Brouillon projet 

d'une atteinte aux evenement1 des rencontre1 d11 cone ave:: un 

plan a'i1 allmda 1639 da yay1nlanao, tok nlldir rastlanan ve 

varh!t1 PASCAL ve BEMJGRAso sayesinde bllinen kllitilk bir kitap 

bazirlad1. 

lete 0£sARGllES i&mioin balth kald11t1 &1Ja~1ki leoreme bu ki· 
tap la rastlanir: Tepeleri bir konlk n.zerinde bulunan LM NP dOrt

genlyle buonn LM, NP kar91 kenarlarm1 A, A' de, di~er LP, MN 
kare1 kenarlarm1 B, B' de koniltl de C, C' de ($ek. 13) kesen 

c' 

$dt. 13 

blr dojtruyu ele alahm. Bo lakdlrde, DESARGUES'tn alt1 nokta ara

•zndaki involasgon bafintm ad1nt verdljli 

AB·AB' AC·AC' 
A'B·A'B' = A'C•A'C' 

bajl1nt1s1 mevcuttur. Bu ba1tint1dan 

BA·BA' BC· BC' CA·CA' CB·CB' 
B'A·B'A'= B'C·B'C'' C'A·C'A'=C'B·C'B; 

eelllilti l(tkanhr, ve bo tlc;; ba1t1nt1dan berbangi bil'i dilter ikisinl 

gereklirir; yi\oi (4, A'), (B, B') ve (C, C') itiftleriuin simetrik 
roller! vard1r. 
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Fakat DESAROUES daha da llerlye glderek baz1 clftlerl teo~il 

eden noktalartn i;ak1omalar1 hallcrlni de ele ahr. Etter meselA 

8, 8' noktalarl cak101rea, yukarakl bajt1ntilar 

(
AB)' AC·AC' 
A'B = A'C· A'C'' (

CB)' CA·CA' 
C'B =c'A·C'A' 

lekllni ahrlar. 

Ayr1ca C, C' noktalar1 da i;ak101rsa 

(~)2=(~)2 A'B A'C 

olur ki bu da BC i;iftinin AA' i;iftl tarafmdan harmonlk olarak 

bGltlnmeslne tekabtll eden baf?1nt1 oeklloe sokulablllr. 

Ote yandan DF.sARGUF.S 1uras101 da kaydeder kl konlk ye

rlne lki dottruoun \'UCU<ia getlrdiltl oekll de ahnabllir. Bu tak

dlrde PAPPos taraf1ndan da blllneo blr nzellk elde oluour. 

Bir cemberin lzlni dUtO.rcrek hlperboller \'e paraboller elde 

eel.Ince, DESARGUEs, aonsuzJakl nokta kavram1ua da varacakh. 

~ARGuF.s, bu kavram bakkrnda gayet sarlb flklr sahlbl olan

lardan llkl aaytlabillr; l\stellk, paralcl lkl dottrunun, ortak nok

lalar1 sonsuzda bulunan ikl kes•oen dottru slatemloln blr Gzel 

hall gibl telAkki olunabllmesl onun cok hlldliti blr keyflyettl. 

Qok sonralar1 gcometrl llkelerinln larho1lmas1nda Onemli 
b!r rol oyn1yan blr teoreml de DESARGUES'a borcluyuz : Ayn1 

dllzlemde bulun8 un bulunmaem lki ABC, A' B'C' flcgenl AA', 
BB•, CC' dojtrular1 ayn1 bir noktada kesloecek oekilde verllmit

•e, kar91t BC ve B'C', CA ve C' A', AB ve A' B' kenarlarrnm 

keatm noktalari da ayn1 blr doltru llzerlnde bulunurlar. ABC, 
A'B'C' llcgeolerlnfn aym bir dflzlemde bulunmamalar1 hallnde 

leorem dl'rbal ispat olunur. Teoreml, lki ni;gcnln ayoi dllzlemde 

bulunmaa1 halinde tapat etmck lcln DESAROt'ES, kesenler teorlsiol 
kullan1yord u. 
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28. Pascal' 1n «Essa is pour les coniques (Konikler llzerine 

deneme)• adh eseri. Daha ancak onaltt ya9larmda iken PASCAL 

(1.623-1662) konik kesitlerl ilzerlne, blctbir vakit bas1lm1yan, 

bir eser haiirlarn1~tl; bunun varh(t1, Lt!.mN1Tz tarafm~an (PASCAL'· 

10 yeiteni) Pb1ER'ye yaz1\an ve bas1ld11t1 takdirde ic;indekl ba

blslerin hsngl auada tertlplenmeainin uy11:un dQ9ece1ti i11aret olu· 

nan bir mektuptan bilinmektedir. Bereket verain ki PASCAL 16t0 

y1hnda Essais pour les coniques adt alt1nda yay1nlad1R1 kll<(ll.k 

bir risalede daha Bnce elde etti~i teoremlerin b:ithcalarm1 bil· 

dirdi. Bu teoremler araa1nda en c;ok dikkatl '<ekenl, PASCAL'tn 

kendielnin Mistik Eiekzegram diye adland1rd1!t1 alt1geni ilgilendi· 

ren, ve blr konlRe alt alti nokta arastnda Uk defa bir durutn 

baR1nt1s1 vereni idi : 

Tepeleri blr konik Qzerinde bulunan blr ABCDEF alt1geninl 

ele alnhm; kar~1t no <tlft AB ve DE, ~C ve EF, CD ve FA ke· 

oarlarmm keeim noktalar1 ayru bir doltru llzerlodedirler. 

PASCAL yukartda ad1 gec;en Eaaola (Denemeler) !ode DESAR• 

ccEs'ln 11aullerini kullanarak eaerloi vl\cuda getirdijtlnl ac;1kca 

blldirmekte ve bu nokta esaaen LEtllNITZ'ln mektubu Ile de teyld 

olunmaktadtr. Bet noktas1 Ile bellrli olan blr konilti in~a etmck 

ic;ln PASCAL'1n yukar1da babia konuau edilen teoremini kullan· 

d1R1 da gene ayn1 mektuptan anla91lmaktad1r. 

29. De La Hire ve Le Poivre'an ~hitmalara. DESARGUt!.S 

ve PAsCAL'm ortaya att1klan usnller onlardan sonra birc;ok geo

metriciler tarat1ndan kullomld1 ve bunlardan ea DE LA H1Rt!. 

(1610 - 1718) ve LI! PotVRt!. ( .... -1710) m lsimlerlni batudn tut
mak uygun olur. 

DE LA HtRE 1685 de Sectione1 conicoe in novem Ubro• 

distributae ad1 alttnda konlk kesitleri 1lzerlne bir eser yay1nlad1. 

Bu eser, De.sARflU'ES ve PASCAL' in anlayitma gBre dt1zenleomi9tir; 

konlkler burnda, c;ember tabanh blr koninin kesitleri olarak ele 
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•hnrn1,Iard1r, kulup ve kutup do1trulnr1 teoriei lemamlyle geo

lnelrik bir turzda gelietiril1111, ,.e bir nevi bu eserin temelini tev
ltU etmi11tir. 

Bu kitabrn temel Onermeslni bir P noktae1111n bir konijte 

Rllre kutup dai;trusn lie ilg1ll olan Ozelik, yl\ni P den gei;en b'r 

keaenle kutup do~rusunuu ortak 11oktae1, kesenle konijtin kesim 

nokta!ar111a gllre P nin eeleniltidir, Uzelijti teekll eder. 

De LA HmE'io bu eseriode, modern dile c;evirdigimiz aea

t1ki teoremlere rastlamr: 

Bir P noktasmdan ge~en bir dojtru ile bir konljtln ortak 

noktalar1ndaki tejtlltler, P noktae1n1n p kntup dojtrusu Uzerinde 

kesi11irler. Kare1t olarak, p do{trusunun her haogi bir noktae1n

dan blr konijt~ tejtetler c;Ldllree, de{tme klri11l p dojtrusunun P 
ltutbundan get,;er. 

Tepeleri bir konlk iizerlnde bulunao blr dUrtgenin berhaogl 

kart1hklt iki kcnar1mn ortak noktasmm konl~e gore kutup dojt

ruau, kar111hkh dijter iki kenar c;iftinde ortak noktalardan gec;er. 

Fakat De LA H1RE'ln konikler teorieinin gellemeslndeki 

b91hea hlmmet1 yukarida 11Uylediklerhnlzden farkh mahiyettedir. 

DESARCUES ve PASCAL'a gore blr konik, blr c;emberin, dQz. 

lemi d1erndaki blr S noktns1ndan itlbaren bir dUzlem Uzerindeki 

IZdn,nmonden ibaretlir. 16i3 de Nouvelles methodes en geomet

rfe, Pour lea sections des 1uperficles conlque1 et cyllndriques 

adi alhnda yay1nlad1jt1 blr eserde De LA HtRE bir i;embtirden 

ken.di dilzleminde bulunao bir koni~e gec;mejti eajthyan bir usu! 
t11avvur etli. 

A.yn1 usul LE PmvRE tarahndan bulunmnt ve PAR1s'de 170-l 

Ythnda yay1nlanan Traite des sections du cylindre et du cone 

eonatderees clans le sollde et dans le plan, avec des demona

trat1on1 simples et nouvelles adh eaerlnde etrafhca lzah olun
llln1tur. 
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'fcpei;i S \'e tabaru bir C .. emberi olan bir ,1 konisini ele ala• 

bm ($tk. 14). Bir keeit dlizleml b ve buna S den paralel olarak 

gec;irilen dllzlem b' olsun. C i,;emberinln c dlizlemiylc b, b' dUz· 

lemlerinin arakesit doitrularma a, a' diyelim. C oin bir M nok· 

tasmdan, a ve a' dojtrularm1 suasiyle A ve A' noktalarinda ke· 

aeo hcrbangi bir ,. dojtrusuou gei;lrellm. A noktasmdao A'S dolt· 

~e/t. 1l 

ruauoa i,;izileo paralel MS dojtruaunu blr M' ooktaa1oda keaer Id 

bu nokta da MS dojtruau ile b dUzleminio keeim noktaerndao bat· 

ka blr 9ey dejtildir ,.e dolay11iyle ,l kooh1ioln b dllzlemiyle olan 

C' keeitine aittir. M ooklae1ndan ha.ngi ,. do1trusu gei,;irilirse 

gei,;irilaio, zlleo hep ayn1 M' noktau buluour. c i,;emberine alt 
noklalardan C' kooiltioiokloe gei,;mejti aajthyan bu i,;izlm, hatlA 

S noklae101n c dllz\eminde, yl\nl C i,;emberl dilzleminde bulun· 

maa1 haliode de do{trudur; bu takdlrde a, a' paralel dojtrular1 

keyrt olarak eei;ildijtine gGre bUlllo c;izim bu dtlzlemde yap1hr· 

Buou ispat etmek ii;in, ya De LA H1u'in yaplljti gibi C i;embe· 
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rloin c dUzlemi b dUzleml Uzerloe yahr1llr, ya da LE P0IVRE'10 

yaptitt1 gibi uzay eeklinin izi, c diizlemi Uzerine dUeUrUlUr. 

Bahsi edilen usul yard1miyle cizllen koniklere De LA HIRE 

•plaoikooik» ad101 veriyordu. Ayo1 gcometrici, 1679 da yay1n

lanao bir eeerinde konikleri, odakh tariflerlni ele alarak, ylni 

Ya &Abit iki noktadan uzaklar1010 toplam1 veya fark1 sabll olan 

noktalar1n geometrik ymi (ellps veya hiperbol) olar11.k, ya da 

Elbit bir nokta lie sabit blr doA"rudan eeit uzakhktakl noktalar1n 

geometrik yerl eeklinde (parabol) inceliyordu. 

LE Po1vRE da 1708 de Mo1>s'da bas1lan ikinci bir eserlode, 

kendi y6nUoden, kooik kesitlerl incelemek maksadlyle, bugttnkU 
deylmiyle iki perspektif dOzlem kullan1yordu. Yazar1n dikkatini 

en cok ceken eey de te~ellere alt 6zeliklerdir. 

30. Tasara Geometrl. Nas1l ressamlar ve mlmarlar taraf1n· 

dan kullanilan perspektif kurallari DesARCt.iES'm geometriye yeni 

kavramlar getlrmeslnl gercktirdlyee, ayn1 eekilde epUrlerin ve bil

hasea milstabkem mevki plAnlar1010 cizlmi de :\loscE (lit6 • 1818) 

un TASARI GEOMET~l'yi yaratmas1na sebeb oldu. 

MoNcE usulilnlln neJen ibaret oldujtu bilinmektedir. Uzay

da bir F eekliyle blrbirine dik iki x, x' dilzlemi verilditlne g6re, 

F 1ekli11in ex ve ex' dUzlemleri Uzerindeki dlk izdUettmlerl ahmr 

ve x, x' d!lzlemlerlnden birlsi arakesitlerl etraf1nda d6odllrUlerek 

di(teri tb.erine yatmhr, ve b6ylece ayn1 bir dilzlem Uzerinde F 
1ekllnln izdiltilmlerinden ibaret olan 6yle iki eekil elde olunur 

kl buolar, uzayda kolayco yap1lmas1 imkdnsu: olan geometrik 

c;lzlmlerio dilzlemde basitce icrasma mUmkUn k1lorlar. x, x' dUz

lemleri de genellikle dUeey ve yatay dlizlemlerdlr. 

MoNc& Tasar1 Geometriyi yaratmak suretlyle, kendislnden 

Once uzun besaplart gerektiren ve az i;ok amplrik blr mahlyet 

tae1yao epur cizimlerini a~1k birtak1m ilkelere baghyarak tat

bikt bilimlere bUyilk bir bizmctte bulunmakla yetinmemie, ayn1 

zainanda S1rfl Geometriye de aym derecede faydah olmuetur. 
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Geri;ekten, MoNGE'un bu alandnki usullerl, eekillerin ozeliklerini 

tespit iQin araliltirma arac1 olarak kullanihmetir, esasen Pm;CELET' -
uin de ac:1kc;a kabul ettlgi gibi, lzdU~el Geometri'nin yaralllma

arnda bu usullerin belli blr elkisi olmuetur. 

'fasari Gcometri aayeslnde uzay1n ve bilhas1:1a ik1nci derece 

yUzeyleri veya kuvadriklerin geometrik Ozeliklerini incelemekle 

kahnmam1e, ayn~ zamanda dlizlem gcometride yeni Ozelikler de 

elde olunmuotur. 

31. Metrik azellkler ve konum ()zelikleri. DEsARGUES, PAS

CAL ve MoNGE'un usulleri ve LAZARE CA1uwT (1i53 -1823) nun 

Geometrle de position et l'Essai sur la theorie des transver

sales adh eseri, geometricilerin geometrik Ozelikleri iki katcgori 

halinde stn1llandirmalanni gerektirdi: 

a. Ac:1 ve uzakhk OlQlllennin bahis konusu oldujtu metrik 

ozelikler. 

b. Geometrik elem1mlarm sadece birbirine gore konumlat•

nrn bahis konusu oldugu konum 01ehklcri veya tasan ozelikler. 

Orne(tin bir dik ili:gende bipolenilsl1n karesiyle ilgili teorem 
a91k bir eekilde bir metrik Ozelikdir, buna kare1hk P.-.sc/\t.'1n 

mietik bekzagram hakk1ndaki leoremi de bir kouum Ozeli~idlr. 

Hli; olmazsa dllzlem eekUler halinde, bu iki tllrlU Ozclik ara

smdaki fark, konum Uzelikletioin izdllellm neticcsiodl) bir de(ti

eikli~e u~ram1yacaklan, buna mukabil metrik Ozeliklerin genellik

le blki kalm1yacaklan vak1ssmd11n meydana c;1kacakt1 . Bunnnla 

beraber, bir konum Ozeli{ti melrik 1Jekilde de goze c;arpabilir ve 

esaaen Uk umanlarda daima bu hal vlrid olmuetur. Ntlekim, 

Dt:sARc:uEs'in bir kouum 01eliAi olao alll nokta arasmdakl lnvo· 

lusyon baAmhs1, Ilk bak1eta blr metrik ifade gibi gOrllnebilir. 

Biri;ok hallerde Analitlk Gtomefri ~ ardimiyle metrik ozelik· 

ler izdll~el Ozcllkden ay1rdedilebilir. Hirincller, dik veya ejtik 

koordinal aistemleriniu sei;ilmeeine gore az veya i:ok kane1k he-
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aaplar1 gerddirirler; buoun tereine, bir konom !lzeli~l bable ko

nuau lee, heBBplar her ikl halde de ayn1 kolayhkla yap1hr. 

Geri;ekte, ilerde gOrecejtimlz gibi, gurup kavram1n10 gco· 

IDelriye eokulmae1 sayeeinde, bu lki tiirlll 6zelik aras1ndaki fark 

aneak eon zamanlarda ai;1ki;a teeblt edilebllmi!Jtir. 

32. Le Traite des proprletb projectlves des figures (~e
klllerln izdil11el ozellklerl) adb eser haklunda. PARIS Politekolk 

Okulunun eski Ogrencllerindeo JF.As. V1CTOR PoNCELET (ti88-1867) 

Franaa Ile Husya arae1ndakl sava1 suaemda Mareeal Nav idare

alnde bulunao kolorduda gl)revHydl. 18 Kas1m 1812 de reir edl
len ve SARATOVA'da ailrglln hayah ya11yan PoNCELET, ken.Jlelne 

Vaktlyie Geometri derslerlnde O#retilenlerl, hil;blr nota ba1vur-

1Dadan ve herhangl blr eserlo yard1m1 olmadan yenlden hatir

la10a!la c;al11t1. Onun bu derln dUeUnceleri sonunda PARIS'de 

1822 y1hnda basllan ve orijinal fikirlerle dolu olan Tralte du 
Proprletes projectlves des figures adh eserl dol}du. BOylece 

lz1Q9el g~o;netri mubtar blr doktrin haline geldl. 

PoNCP.1.F.T'nin eserindekl ana f1klr lkl l1lemln kullanllmas1na 
d~yao1r: lzlii1iim ve keaim. 

Nokta ve doitrulardan lbaret blr F dllzlem 1eklinl dUeUne· 
l' llll ve bu 1eklln, dUzleminde bulunm1yan blr S noktaamdan iti-

baren, lzdUeUmilnU alal11n. Uu surelle S noktaemdan gei;en dolt· 

ru \•e dUzlemlerden te1,1ekklll eden yenl blr F' eeklinl elde ede

riz. F fekllnln konum Hzeliklcri, ,-eya tasar1 Hzeliklerl, yabut 

da PONCELET'nln dedl{!i glbl iulii,el ozeliklerl F' 1ekllnlu izdQoel 

Gzeliklerlne yol a~arlar. ~hndi F' oekllnl S den ee,.mlyen bir 

dQzlemle kceellm. BOyleee lzdiltel Ozellkleri F' nll.nkloden, dola

YlBiyle F nlnkilerden ~1kan ve nokta ve doitrulardan husule ge

len Ui:ll.ncil bir F" oeklinl elde ederlz. F, F" 1ekllleri ayn1 bir 

F' 1ekllnin kt"aim 'lerldlr. F' tekll lse F veya F" niln izdii1iim '. 
lldllr. 
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Ayn• bir dO.z1em teklln, farkl1 lkl merkez.e gGre lsdil1Umle

rlnden lbaret olan ikl :tekil de dlltilnllleblllr. Bunlardan blrln.ln 

izdlltel Ozeliklerl Oleklne alt olanlardan c;1kacakllr. 

PoNczt.rr'niD bu i1lemlerl na11l kulland1t1n1 blr Ornek llze· 

rlnde gorellm : 
Bir ABCD dOrtgeol lle AB ve CD dojtrular1n1 M, M' de; 

BC v15 AD do1trular1n1 N, N' de; nlhayel AC ve BD dojtrular1n1 

da P, P' de ke1en blr doltruyu ele alahm ve 

MN· \IN' M'N·M'N' 
MP·MP'= M'P·M'P' 

ba1t1nlla101 c;1karmata ~•tahm. Bu baltnll, l>uA11.ouu'1n altl 
nokla araa1udakl eovolO.ayon ~nlmndan bqka blr 1eY deltil
dir; yaln1z burada Gzel blr bal babla konuaudur, ylnl konlk lkl 

AC, BD dojtruaundan te1ekklU etmekledlr. 

Bunu iapaletmek lc;lo, PoNCELET, ie)tlln blr dtlzlem ilzerloe 
o tarzda lzlnl dtltt\rllr kl AB ve CD kenarlarlyle, AD ve BC ke
narlar101n homol«>1l•n paraltl dotrular olaun, ylni dolay1alyle 
dGrtgen yerine bir paralelkenar abna1n. Paralelkenar balinde 
babla konuau Ozellk, benaer t\c;genlerln ele ahnmaalyle zahmet· 
alzce lapat olunur. Bu takdlrde de orant1lar teorlal, dOrtgen lc;hl 

lapab 1~reken balt1nt1ya kolayhkla gec;llmeainl 1a1tlar. 

Glk0.10.yor kl PoNC2LKT, izdiltt\m ve keaim i1lemlerlnl o 
tarzda kullao1yorclo kl, knrulma11 latenilen bal1nlln1n kolaybkla 
lapal edildlAi Ozel blr tekll, gen.el 1ekll yerlne kaalm olaun. 

PoNc&t.rr eaerlnde Jaslernrle ve asagt/a laornologi teorlelndea 

de babaeder. Bir dOzlemde blr S ooktulyle bu noktadan gec;mlyen 
veya rc;en blr • dotruauon alahm. A, B, ... nokta1anna Gyle 
A', B', . . . noktalario1 tekabill ettlrellm kl AA', BB', . . . dolt· 
rulari S den gec;al o ve AB, . • • ve A' B'. •. • doltrulart • Qzerinde 
ke11l1elnler. Bu d0n11tltlrllm Juslern laornolofi adtni ahr; S nok· 
ta11 bomologl rnerlcesi • de homologl ~lceenldlr. 
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Uzagla homalogi ile A, B, ... noktalar10a Oyle A', B' •.• 
noktalar1 tekabUl eder ki AA', BB' ... dojtrular1 (homologi me,.ke:i 

denilen) slbit blr S noktasindan geoerlcr ve AB, ... ve A' B', ... 
dofrulart (bomologi diizlemi ad1 verllen) blr dllzlem Uzerlnde ke
•ltlrler. 

Homologl teorisi lzdf1eUm ve keeim ltlemlerine dojtrudan 
dotruya bajthdu. Aym bir nokladan gr~en dojtrn ve dOzlemler· 
den lbaret blr 9eklin ikl ayr1 dOzlem kulmlnden lbaret olan lkl 
F, F' dQzlem 9eklinl ele alaltm. Herbangi blr noktadan itibaren 
F, F' eeklllerlnln bir dllzlem Qzerlae lzlerlol dOeOnelim. Bu dQz. 
lem f1zerinde bu tarzda ltbal olunacak 1eklller dllzlem homologl 
halindedlr, ve esasen df1zlern homoJogl halindekl 1ekillerln hepel 
bu yoUa bulunabillr. 

33. Sllrekllllk IJkeai. Ayn1 dQzlemde bulunan lkl konlk 
dGrt noktada kesl1lrler, ve evvelce gOrdlljtllmQz gibl, sanal nokta 
kavram1n10 ltballyle analitik geometrl yukar1kl lfadeye genel blr 
•nlam kaiandiru. 

lkl y, y' konljtinde ortak noktalar A, H, C, D oleon, ve 
Gnce bu dOrt noktay1 geroel eayahm. Bu dOrt noktadan gec;en 
konlkler arutnda AB, CD dojtrularmdan te9ekklll eden parc;a· 
1•nm1, bir konlk vard1r. A, B noktalariyle y konlfinl sAblt tu
tup r' konljtlni ellrekli bir 9ekilde detlettrellm. y' non baz1 du
rumlar1nda C, D noktalar1 saoaldtr, yAol lkl )', y' konljtlnln or

tak gerc;el noktalar1nm eay1e1 ancak lkldlr. Fakat geroel dofru 
oluak CD dojtrueo daima mevcutlur. Po~cELt.T bu dotroya y, y' 

konlklerlnln ortalc ic/eal kirf1i ad101 verlr. Bazi Ozellkler, CD kl· 
rltlnln Ideal olmae1 blliode de blki kahrlnr. Nitekim bu kh it 
Ideal ohmn olmae10, CD dotrultu11onun ,., y' koniltlerlndeki c1-
lenik Qaplan CD yl ayo1 ooktada keeerler. 

Noktalardao, dojtrulardan ve ejtrilerdeo lbaret blr dllzlcm 
F tekllnl dfltOnclim ve bunun a1lrekll blr tarzda Olkllnl tebdll 
ederek yer de~iollrdljtlni farzedellm. llu eeklln bir F' konumu 
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ic;in, elemanlar1ndan baz1lar1n1n sanal hale geldiklerini kabul 

edelim. F 1eklinin bu elemanlar1 ilgllendlrmlyen, fakat belki de 

bu elemanlar1 kullanmak auretlyle teals edllml1 bulunan bir Oze· 

Uitl F' iekli ic;in de muleber olacakllr. Kendi kitab1nda bu hu· 
& , ' 

auau aQ1k blr 1ekllde ifade elmemi1 olmakla beraber, PoNCELET 

nin siireklilik ilk~•i i1te bundan lbarettir. 

nu c;ok genel 1ekli alllnda babie konuau ilke tabiatlyle dolt· 

ru olm1yan aonuQlara vardarabllir. 

Modern ele1lirme, atlrcklllik ilkeainin uygulanm_!l alan1n1 

belirleml1lir: dt nilebilir kl babla konuau Ozeliklerin analitik geo

metrlde cebirsel b1A1ntllarla lfade edllebilmelerl ballerinde bu 

ilke muteberdlr. PoNCl!LET'nin yapmak latedlitl glbl, Cebirin yar· 

d1m1 olmadan bu llkeyl Geometrlye sokmak imkAns1z gibi gOrtln· 

mektedir. 

eurasm1 da kaydetmek yerinde olur kl aanal elemanlarlD, 

batll gGrUnlle bak1m1ndan euf gPometrik olan di11Qnceler ballnde 

dahl, Geometrl de ele ahomalari MONGE ve CARNOT'nun alt1a· 

geldlkleri 1eylerdl. NitekJm, bir dojtruoun bir kuvadrijte gore e1· 

leniltlne ail Ozelikleri teals lc;tn MONGE bu doltrudan kuvadrllte 

tki te{tel dllzlem geQlrlltbllecejtlni kabul eder. Bu dtlzlemlerin 

daima gerQel olmad1klar1 billnmekledir. Buna gGre MoNGE'un 

takib cltiiti yol, gerQel ve aanal elemanlar1 birtutmaktan Iba· 

rcttlr kl, bu da hllen cebirael geometride ahtdagelen blr eeydlr. 

!U. Dlialite llkeal. Bir dllzlemde blr r koniitini ele alahm. 
Bunuo dllzlemiolo blr P nokta11na, bu noklao1n I' ya gGre p kn· 

tup do:truaunu tekabtll ettirelim. p ookta11ndan r ya llizilen te· 

jtetler later gerQel later aanal olaunlar, bu kutup dojtruau c;izlle· 

blllr. GerQekten I' koniltini auaatyle A ve A', B ve B' noktala· 

rtnda keamek tlzere P den iki a, b dotrusunu gec;lrellm. p kntup 

doltrnau AB ve A' B' dotrularmm keslm noktaaiyle AB' ve A' B 
do~rular1n10 ortak noklaa1ndan ge~er (DE. u. HraE tarahndan 
buluoan teorem). 
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Dllzlemin P noktalariyle p dotrular1 araemdaki bu dOntt1· 
taramon Onemll bir Ozelljti vard1r. p dojlrueo bir P nokta1101n 

kutup dojtrueu lse, p nln blr P' ooktas1n1n kutup dojtrueu p nln 

P kutbundau gecer. Huradan da 1u oetlce c;1kar ki bir ookta blr 
dojtruyu c;lzdiltl takdlrde, bu noktao1n kutup dojlrusu bahls ko

nneu dofrunun kutbundan gecer. Buna kutup \"C kutup do1trula
nn1n kar11t Ozelljti denllir. 

Bir konige gore kutup ve kutup dojtrusu olma byfiyetloe 
kutupluluk dereek, bu dOnt11ttlrl1m sonucunda : 

1. Bir P noktasma bir p dojtrusu ; 

2. Bir p' dojtrusunuo noktalar1oa, bir P' ooktaa1odan ge· 
c;en dojtrular, 

8. Dir p' dojtrueu nzerinde buluoao blr P ooktaema, bomo

lojtu p' olan bir P' ooktasmdan gecen bir p dojtruau tekabnl eder. 

Noktalardan ve dogrulardan ibaret bir F tPkline ait bir 
!!zellgi teals ettljlim

0

izl tasavvur edellm ve F ye alt ookta ve 
do!lrular yerine bunlar1n verllen bir konljte gl\re kutup dojtru· 

lar1 ve kuluplar101n almmaslyle meydana gelen 1ekle F' dlye· 
lim. F 1ekll lc;in bahls konusu olan Ozelijtin ifadesiodeki «ookta» 
ve «dojlru• kelimelerini e1roslyle «dojlru• ve «ookta• kellmele

riyle tebdll etmek suretlyle F' oekll lcin de bir ozelik elde olu
nacak m1d1r? Bunun mutlaka My le olacajlm1 eOyliyerneyiz; zlra 
b!!yle olabllmeei ic;in babis konusu Ozelijtln ifadesloe rnetrik kav· 
rarnlar (y1lni doltru parcalar1n1n ve ac;Jlarm Olc;Qmlerl) girmeme· 
Udir; ba1ka bir deyimle, bu l!zelljtio blr konum nya izdfteel 
Gzellk olmas1 gereklidir. 

eu halde PONCELE.T ile blrlikte, diizltmde diialite illcui de
nUen a1at1ki ilkenin lfadesinl vereblllriz: 

Dihlernin her lconum oz1liJin1, bu ozeliJin i/a lesinrlelci •nolta• 

oe •lojjru• lcelirnelerinin gerine sira1igle «clojru• oe «no/eta• ke

lirnelirini kogrnalc 1aretigle gen/ bir ozelilc telcabiil e:ler. 
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Ve bu yenl Ozellitl lapat etmetc Ulzum yoktur, 4it1nktl ilk 

ozellittn blr konllte gore kutupluluk yolu ile dOnl1111m0. netiee
alnde bu yenl1lnln elde olunmas1 valnast bunuu zlmneu iepab 

demektlr. 

Yenl geometrlk Osellkler elde etmek lc;ln blr kouljte gore 
kutupluluk dounotl1rt1m1lulln kullantlmu1 keyflyeti MoNcE'un 
ve ODUD yaomda yetltenlerln blldlkleri blr oeydl. PosCELET bunu 
alitemll blr eekllde kulland1 ve M1cHEL CHASLEs (\ 793 - 1880) da 

ona b11yllk blr te1mll lmkAn1n1 aajtlad1. 

~ura&JDl da kaydedellm kl dtlallte ilkesioln ifade&lnde, bir 
konllte gore kuluplulujtun tariflndeki llc;tlnell Ozelik babls ko
nusu deltlldlr. Ole yandan, her noktaya blr dojtru tekablll et
liren Oyle batka ueuller dftot1nt1lebillr kl blr dojtrunun noktalar1-
ua da blr noktadan gec;en dojtrular tekablll etein. 0 balde, dl1a
llte ilkeelnln, bir kouljte gore kutnpluluktan m1lstakll olmae1 ge
reklr. Gerc;eklen de bOyledlr ve geometrinln sonrakl gel1'mesl 
bu noklanm tasrlblol mllmkllu k1lm11llr. 

Dllallte llkeal tablatlyle uzaya da teomil oluuur ve bunun 
da men1el blr kuvadrite ROre, MoNGE ve Okulu tarahndan inee
lenen, kulupluluk olmuotur. Bunun ifadesinl vermekle yetlnellm: 

Usagrn her lconam oseUfine, 6anan 1/adeaindekl •nolcta» "" 

•c/uzlem• lcelimeleri g•rine arraaigle «c/uslem• "" •nokta• keli· 

mel•rlnln lconalmaaigle l/ade olanan ilclncl 6ir o:elilc telcabul eder. 

«Doltru• kellmealnln bu t11rlll ifadelerde dejtlotlrilmemesl 
llz1mdir, fakat •ikl noktadan gec;en doltru• lfadesln!n yerlne 
•lkl dtlzlemln arakesltl olau do{tru• Hadeslnln konulmas1 gerek· 
lljllnl sOylemelte de bemeu bemen lhtlyac; yoktur. 

SS. Somuzdakl elemanlar. Evvelce itarel etllltlmlz gibl, 
aonaasda nalcta kavram1 D2suct.-u'e kadar glder. Bu geomel· 
rlelye gOre, birtaktm paralel doltrular, keslm noktalari aonsuzda 
tellkki olunmak 11zere, birtak1m kesh1en dOitrularin benzeri idl. 
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Falrat bir dQz]emin eonauzdaki noktalari toplulutunun blr dotru 

1elr1inde ele ahnmae1 gerektlline Ilk l1aret eden PoNcELF.T'dlr. 

nu kavramlar geometrlye a1at1dakl tarzda kealn blr 1eki1de 
IOkula blllr : 

Once dDzlemle yetloellm. ltibarl olarak lkl paralel dotru
nun ayo1 do/ralta yu halz olduklar1n1 10yllyellm. Buna gore at•· 
ltkl Ozellk1erl ifade edebilirlz: 

F arlrlr iki no/eta bir d"/ra belirlir. 

Bir nolcta Ile bir do/rultu bir do/ru b~lirtir (yAnl bir nokta
dan verllen blr dogruya paralel blr dojtru gec;lrlleblllr.) 

Kellmenln all1dm11 mAnae1ndaki bir noktaya liae ookla, ve 
blr dofruoun do~rultueu ifadesloe de eoneuzda no/eta veya liae ol

mrgara ookta diyellm. Bu takdirde blraz Goceki iki lfade blrtek 

lfade eekliode blrle1tlrlleblllr : 

Hi~ olmaua b'riei liae olan iki no/eta bir dojra belirtir. 

Bu lfadede de bAJA blr ietienat hal vard1r. Ejter blr dQzlemln 
tQrJo dotrulartn1n basolm1yan noktalan toplul~una dOzlemln eon· 
•uzclalci dolruea veya liaeolmrgan do/raeu demejtl uygun bulur
lak, bu letienal ball de ortadan kaldtrabillrlz. Bu takdirde dlye
blliriz kl: 

Farlclr iki nokta b!r dolra beli,.[er. 

Bu ltlbarl tan1mlarla, lziu1el dii:lem denilen 1eyl tarlf et
nilt oluyoruz. Elementer geometrldekl dQzlemle bunun ara110dakl 
fark, baeolm1yan yAnl aun't noktalar1 lbtlva eden ve baeolm1-
Y•n dotrn denllen aun't blr dotrunun bu dOzleme kablmaetndan 
llerl gel Ir. 

Bu kavramlar10 uzaya te1mlli kendilltlndeo olur. Once lki 
Paralel dOzlemln ayn1 gifoelimi haiz bulunduklar101, lkl paralel 

dofrunun ayn1 do/,.altula olduklar1n1, ve blr do~runun blr dOzle
llle paralel buluomaa1 hallnde dojt•ultuaunun dQzlemln yOneUmlne 



alt oMuauou ihbart olarak s~yllyellm. Bu tak·lirde ap.a1daki ifa

deler ilerlye sllrlllebllir : 

F arlr.lr ii~ nolcta b'r diizlem btlirler. 

F arklr ilci nckta ile bir d"grultu bir dii:lem belirler (yilol !kl 

noktadan gec;en ,·e labii bu ikl noktay1 blrletjliren do~ruya pa
ralel olm1yan blr doaruya paralel olan bir dilzlem mevcuttur.) 

Bir nokta ile f arlcli ilci dogrultu bir dii:lern belirler (ybl blr 

nokladan. gec;en ve farkh iki doitruya paralel olan bir ddzlem 

mevcultur). 

Bir doRrunun do~rultusuna ha1olm1gan nokta, bir dtlZlemin 

yOnelimine ha1olrnagan dogra ve nihayet 11asolm1yan nokla ve 

do{trulann meydana getirdijp 9ekle de hatolmrgan dii:lem demelti 

uygun gOrUrsek, bu takdlrde bir tek ifade elde ederiz : 

F arkli ii~ nokta bir diizlern belirler. 

Hasolm1yan elemanlar1 elemenler geomelrideki uza~a kat

makla l:dii1el u:ag elde olunur. 

Bundan Onceki k11mlarda raslanan (basolnnyan) ve (soasuz

da) ifadeleri eljanlamdadir; bundan sonra da bunlari ayudetmeden 
kullanacaa1z. 

36. Harmonlsiz oran. Bir do~ru ilzerinde bulunan dOrt 

(h81!) A, B, C, D noktasm1 ele alahm. Bu takdirde 

AC BC 
(A, 8, C, 0) =AD: HD 

ifadesine A, B, C, D noktalannm harmoniaiz. orani veya ~ifte 
orani denilir. 

Bu kavramm iderine taa PAPPos zamanmda bile raetlanusa 

da bunun izdil1el geometrideki Oneminl ortaya koyanlar CnASLES 

ve MoBms (li90 -1868) olmn,lur. 'Clstelik bu geometriciler bahis 
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konusu kavram1 ayn1 bir noktadan gec;en ve ayn1 bir dQzlcm 

tlzerlnde bulunan dl)rt dojtrudao ''e blr do~rudan gec;en dOrt dilz

lemden lbaret elstemlere de te~mll elmiolerdir . 

Ay01 dUzlom Uzerinde bulunan dl\rt o, b, c, d do~rusu ay-

01 bir (has) noktadan gec;erae, (ac), (ad), ... suasiyle a ve <", a 

ve d, ... do~rulart araamdaki ar;1lar1 gostcrmek ilzere, bu dOrt 

do~ruoun karmonisiz oran1010 ifadcsi 

( b d) = _!!n <a1_ : _!!n (be) 
0

' ' c, eio (ad) eln (bi) 

dir. 

E~er dUrt x, {I , y, /J dUzlcmi ayn1 bir (has) do~rudao ge

r;lyorya, (x)'), (x6), ... lar s1raslyle x vc ,. , x ve IJ, ,. • dUzlemleri 

aras1ndakl iki dllzlemli ac;1lar1 gOstermck Uzere, bu dOrt dUzlem 

araa1ndakl harmonisiz oran 

( 
.? • t\) - sin (xr ) 

a, ,. , >' - sin ( x6) 

Ayn1 bir dilzlem fizerinde buluoan ve ayni blr S noktas10-

dan gei;cn dort a, b, c, d dogrusun11 yenidcn ele alaltm ve bun

lar1 S den gec;.mlyen bir s do~rusu Ile kcsellm. Kesim noktalar1 

A, B, C, D. lee clerhal gOrUlllr kl 

(A, B, C, D) = (a, b, c, d) 
dir. 

Gerc;eklcn 

sin (ac) sin (as) 11in (ad) sin (as) 

AC = SC ' Af)- SD 

sin (be) sin (b1) ein (b I) sin (br) 

BC - SC HD SD 

dir. 
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Buna gore dlyeblllrlz kl ayn1 dtlzlemde bulunan a, b, c, d 
doltrnlarinm bir • doltruau lle keallmeal netlcealnde harmonlalz 
orani dOrt dojtrununklne etlt olan dOrt ookta elde olunur, veya 
baeka deylmle, ayot bir dojtrn tlzerlnde bulunan dOrt A, B, C, D 
noktaa1n1n blr S noktaatndan itlbaren hr.lerl dl1ttlrl1lecek olnraa, 
harmonlalz orant dOrt noktantoklne eell olan dOrt doitru elde 

olunur. 
Ay01 derecede kolayhkla lapat olunur kl ay01 blr doitrudan 

ge~n dOrt ~. /I, y, a dUzleml blr doltru ile dOrt A, 8, C, D nok· 
tae1nda veya bir dUzlemle dOrt a, b, c, d doltrnau boyunca ke· 

elllrae 

(~, p, y, b) = (A, 8, C, D) =(a, b, c, d) 

dlr. 

Buodan Onceki tan1mlara, •talttdakllerlnl de katahm: ayni 
blr dl1zlem Qzerlnde bulunan dOrt paralel do1trunun, veya blrbl· 
rine paralel dOrt dllzlemln harmonlaiz oran1, bu dOrt doitru veya 
dttzlemln blr dolru lie keellmeal netlcealnde bulunan dOrt nokta• 
n1n barmonlalz oran1na e1lttlr. 

Arllk barmonlalz orantn lzdlltel geometridekl onemlni bellr· 
ten a1•it1kl teoreml !fade edeblllrlz : 

(Haa) bir doJra iiserlnde bulanan dort noktanrn, "eya agni 

blr diislem iiserlnde balanan ve (haa '1ega haaolmrgan) bir nokta• 

dan get;en d6rt doJranan, '1egahat (haa fleya h01olmrgan) blr dol· 

rudan get;en dort diislemln harmonlais oranlan, ba 1ekillerin bir/n• 

den diferine aonlu •ayrda isdii1iimler ve lceilmlerle get;il11bildili 
talr:dirde, birbirine e1ittir. 

lsdii1iim fie kealm l1lemlerine lcar1r harmonials oranrn blr in· 
flargant oldafu da aOyleneblllr. 

37. D6rt noktan1n harmonlalz oramnin degerleri. Bir 
tloltru l\zerlnde bulunan dOrt A, B, C, D noktasmt yenlden ele 
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alahm. Bu dUrt noktanm harmoniaiz oran1n10 delteri bu nokta

lann siralana1 1ekllnc ba~hd1r. Halbuki dOrt nokta ylrmldOrl 
ftrkh eekllde saralanabilecr~ioe gore, Ince eleoi~ sik dokuoulma
d1t1 takdlrde, dort noktanm ayn1 sayada barmonisiz oran vere
ce11 zebab1 uyanablllr. Haklkatte, dejter bak1m1ndan farkll olao-
lano say1s1, genel olarak, allldir. 

Gerc;ekten, blr kere 

YAnl 

AC BC BD AD CA DA DB CB 
AD: BD =BC: AC= CB: DB= DA: CA 

(A, B, C, D) = (B, A, D, C) = (C, D, A, 8) = (D, C, 8, A) 

olduituna learet edellm. 

Ba9ka deyimle, ilk iki nokta ile son Jkl nokta kendl arala
rinda ayn1 zamanda deltletlrllirse, veya ilk iki nokta Ile aon ikl 
noktanao yerleri tebdil olunursa harmoniaiz oran de~iemez. 

Bu anla11ld1ktan aonra 

(t = (A, 8, C, D) 
dersek, 

(A, B, D, C) = ~ , (A, C, 8, D) = 1-x, (A, C, D, B) = 1 ~ « ' 

2 -1 x 
(A, D, 8, C)=-

1
-, (A, D, C, 8) = x _ 1 

olur. 

Buolar dOrt ookta ile trekil oluoabilecek barmonlaiz oran

larin altt dejterldlr. 

Bu konuda daha fazla llerlemeden euraBIDl kaydedelim kl 
dGrt A, 8, C, D noktas1 birbirinden farkh lee, x saylBl 0 ve 1 

dE'ferlerlnl alamaz ve Me yandan dalma sonludur. 

Genelllkle, b1trmonisiz oranm all1 degerl blrblrinden farkh-
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dir, fakat A, B, C, D noklalamun bau Ozel durumlar1 ic;in, bn 

dej:terlerden baz1lar1 birblrlne eelt olabilir. 

6rnejtin Uk tki nokta, ya da son lki nokta kendi aralarind• 

dej:tlotirlleblllrse, yAnt 

(A, B, C, D) =(A, B, D, C) 

ise, 1 = -1 dir. Bu takdirde oranm harmonik oldujtu, vey• 

ABCD dOrllllsllnlln barmonlk olduj:to, veyabot C, D noktalar101n 
A, B ~Illini harmonlk olarak Mldtlj:tQ aoylenir. Bu balde! har• 

montslz oran10 alll dejteri tlc;e iner: 

(A, 8, C, D)=-1, (A. C, B, D)=2, (A, C, D, B)=i · 

Bilindijtl glbl, harmonisiz orana, bir konij:te gore kutup ve 

kutup doj:trular1 teorlstnde rastlanir; bu oran basaatan 01!. LA 

H111E tarahndan kullan1lm11tir. 

Harmonisiz oran1n all1 dej:terinin birbirlnden farkh bulunm•· 

d1jt1 bir bal daba vardir, bu da 1 nm 

denklemloln kOk11 otma111 balldir. 

Bu takdirdo alb dejler lklye Iner kl bunlar da iete yukankl 

denklemin (sanal) koklerldtr. Bu balde orana eiharmoni•i: den\lir 
ve dOrl noktanm hepai blrden gerc;el olamaz. 

38. lzdlltel geometrinln temel formlara. lzdU!J~l geomel· 

ride kullamlan b.dtl!Jtlm ve kesim ielemlert bazi tekillerin one· 

mint meydana c;1karm11tir: bir noktadan veya blr do{trudan ill· 

baren lzdllellrlllllr, blr dojtru veya blr dllzlem yardimlyle keslm 

l!Jlemi yap1lu. lete bunlardao izdlleel geometrinin alb formu dolt· 
mutlur. Bunlar: 
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1. Bir do{tru Uzerindekl noktalar cUmlesl, veya cloJruaal 
nokta ciimle.i. 

2. Bir noktadao gecen ve ayo1 bir dllzlem llzeriode bulunan 
do#rular (veya 111nlar) c11mlesl, veya 11rn demeti. 

8. Ayo1 bir dojtrudan gec;en diizlemler cilmlesl, veya diizlem 
derneti. 

4. Bir dllzlemlo ooktalar1odan ve do1?rular1ndan mUtr1ekkil 
ca1111e, vcya diizlem. 

5. ltalyao geometricilerlo ylld1z ad1n1 verdlklerl ve aym blr 
lloktadan gec;en dojtru ve dUzlemlerden ibaret olao balcet. 

6. Noktalarmdao ve dllzlcmlerioden m1lte1ekkll cUmle gibi 
dOtllnQlen uzagdan ibarettir. 

euraa1n1 kaydetmek yerinde olur ki, bu tan1mlar lzdUtel 
uzay lc;in verllmittir, ylini tao1mlarda bahsa koou olan baz1 ele
lll&nlar haeolm1yabillr. Niteklm blr dojtrueal ookta cUmleelnl ta

llYan blr dojtro hasolm1yabillr (bu takdlrde de bahis konueu 
dotrueal nokta cllmlesl bir dQzleme ait dojtrular1n dojtrollularrn
dan tnUletekkll cilmlcdir); blr 11m demetinln blltUn doi?rularmda 
ortak olan nokta hasolm1yabilir \'e bu lakdirde blrbirine paralel 
(ve ayn1 dllzlemde bulunan) doJrular bahls kooueudur; blr bu

ketln dojtrular1nda ve dUzlemlerlnde ortak olan ve buketln te
Ptal denllen nokta da hasolm1yabilir, ve bu takdlrde buket aynt 

blr dojtruya paralel dojtru ve dllzlemlerin cilmleeldlr. 

eu nokta derhal gllze carpar kl lzdn,um ve keeim l!Jlemle· 
rlyle bir formdan lltekloe daima gecllemez. Bunuo mtlmkiln ol-

111811 halinde lki iormun ayn1 cinsten olduklar1 sOylenir. Daha 
kealn bir tarzda, ilk Uc forma blrloci clnaten formlar denillr ; dllr
dGncll ve betinci formlar iklncl clnetendir; eonuncusu da Oc;Uncil 
clnaten bir formdur. Meselli gOrlllebillr kl bir dojtrueal nokta 

cGmle1inln (la1J1y10111 d11mdaki) bir ooktad11n ltibaren izdUIJUmil 
bir 11•nlar demetidir; bir dQzlemio (d1111ndaki) bir noktadan lti-
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baren izdllt11ml1 b\r buket<llr: blr d11zlem demetinin (demete ait 

olmiyan) blr dQzlemle keslml blr 1t1n demetidlr, v.s. 

S9. lkl form ara11nda lzdlltellik . DuARGUE.S ve PASCAL 

blr x dllzlemlnde bnlunan bir y c;emberinden bir x· dO.ileminde 

bulunan bir y' konllhae gec;mek lc;in ne tt ya ne de tt' ye ait 

olmayan blr S noklu1ndan itlbaren r nm 11' tlzerindekl izdl1· 

911mllnO. al1yorlard1. Netiee llibariyle, tt dllzlemlnin, S nokta11n• 
dan ilibaren izini ahyorlar ve S tepeU buketi x' dllzlemiyle ke· 

slyorlard1. 

Dr. I.A H11tr. ,·c Lr. P01vu y c;emberl Ile y' konlltirr1 ayni 

dQzlemde farzetmek yolunu tut1Du1lard1. E"velce de kaydetliitl· 

mlz gibl, ne x ya ne de x' ye ait olm1yan blr S' noktas1ndaO 

ltlbaren x' dtlzlemlnln 11 dllzlf'rui Qzerlne tzl dDQilDO.l ,rse, bu 

geomelrlcllerin kulland1khm usul ycnidcn elde olunur. DE.sARcUBS 
ve PASCAL farkh lki dOzlem arum<lskl blr tekabtlltl ele ahyorlar, 

buna lrarv1hk D1t LA H1ar. ve LE Po1vu Myle blr tekabllll1 c;a• 

k111k lkl dllslem (ta11y1ctlar1 ayn1 olan ikl dllzlem) aras1nda kurn· 

yorlard1. Yukar1da adlar1 gec;cn geometrlctler tarahndan ele ah· 
nan dOnllttllrllmler, PoMCE.UT ve onun yolunda gidenlerce dlltll• 

nlllen lsd11telllklerln Ozel hallerldlr. 

PONCE.LET der kl blrlnden Oteklne sonlu aay1da lzdllQllm ve 

ke1imlerle 1ec;ildlll takdirde, blrlncl clnsten tkl form lzd11teldir i 

bu lormlar araa1ndakl lekabllle de izdtltellik ad1 verillr. 

Ozelllkle, blri oteklnln lzdtlt11mil veya keslmi lse, Vt'ya her 
lklsl ayo1 blr formun keeimlnden vcya tzdllttlmllnden lbaretllt', 

birinci clnslen lki forma perspektif halde iki form denlllr. Ru 

takdlrde formlar ara11ndakl tekabllle de per•pelctioite ad1 ve· 
rlllr. 

PoNCEUT'n10 tan1m1 lklnci clnslen formlara teimll edilmek 

lstenlrae, buolarm blrloden Olekloe IOnlu sayida lz'111Qllm ve ke· 
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•Im l1lemiyle gecilebildlitl takdlrde, bu lki formun izdQ1el oldujtu 
IGJlenecekUr. Fakat bu tao1m cok dar anlamdadir. 

Bu tan1m1 geclcl olarak kabul edelim ve x, x' lki lzdU1el 
dllzlem olsun. a; 010 blr noklas1na, a;' nO.n blr nokta11, ve a; DID 
blr dottruaunun noktalar1na da x' nilD blr dojtrusunuo noktalari 
tekabO.l eder; dolay1slyle, x DID blr dojtruauna :i' nO.n blr dott· 
ruin tekablll eder ve :i DID blr nokta11 x n1n blr d<>aruauoa altse, 
a' Dlln bomolog nokta11 da bomolog dojtruya aittlr. 

Pakat blr kooljte g~re kutupluluk ve daha genel olarak 
dQzlemde dllallte ilkeal g011terdl kl buna benzer baoka teka· 
hillier de vardtr, Hyle kl bunlarda da blr ooktaya blr dotru 
Ve blr dottruya btr nokta tekablll eder. Bundan dolay1 bu tan1m1 
enJne bo:rana deitl1tirmek ve yerlne •1ajt1ktnl almak gerektl : 

lid dQzlem vorlldljtlne gOre 

1. Bunlardan birlnln blr (nokta veya dotradan lbaret) ele
lllaa1oa Otekloin blr eleman1 tekabill ederee; 

2. Birlnln blrlncl clnsten blr formunun elemanlar1na, Otekt
ntn blrlnci clnaten blr formunun elemanlar1 tekabl11 ederae, bu 
1111 dllzlem izdn1eldlr. 

lki buket ara11odakl veya blr dU:r.lemle blr buket arastn• 
dakl lzd01ellik'io tulfl de bnnuo benzeridlr. 

lkl dllzlem aras1ndakl lzd01ellfltn, Oncekinden daba genie 
•plamdakl yeni tao1m1, daba yukar1da bahae konu olan lkl ball 
lhttva etmekle berabu ortaya ba1ka blr mabzur cakaru. hi Js. 

dtltel dtlzlem lcinde bulunan birlnci clnsten lkl homolog form 
lzdllteldlr; PoNCl!.tBT'oln, blrlncl cinaten lkl form arurndakl iz· 

dtltelUk lc;in \8rdlll tan1m bu Ozelill ispatlamaAa yetmiyordu. 
Bu tan1m1n naall tldil cdlleblldillnl blru.daD gOrecetb:. 

40. Blrlncl clnsten lid form araa1odakl lzdllfelllk. Birlncl 
ctnaten iki form, ,.e fiklrleri teaplt maksadlyle, meeelA PoNcaLBT 
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anlam1nda lzdU1el olan lkl ,., r' dotrusal nokta ctlmlesini dD1n

nellm. Bu takdlrde r den r' ye sonlu say1da izdnonm ve keslmle 

gec;lleblllr. D.>lay111lyle A, 8, C, D eter r n10 dUrt farkh nok

ta11 ve A', B', C', D' de bunlar10 r' Uzerlodekl homologlar1 lsc, 

Ilk dOrt nokta Ile aon dOrt noktan10 harmonislz oraolar1 birbl· 
rine eolttlr: 

(.4, JJ, C, D) =(A', B', C', D). 

Buna gore lki dogruaal nokta cllmleal aras1ndaki izdU1elli!ll, 
lki dotrusal nokta cfimlealnin noktalan aras1nda harmonlsfz 

oran1 mubafaza eden blr~blr blr te~abQJ 1ekllnde tan1mlamak 
akla gelebillr. Fakat bu la111m uygun dOemi;ebillr, zlra bir doft· 

rusal nokta cUmlesloe alt dOrt noktan10 harmonislz oraU1 ancak 

hem bu dojtrueal nokta c:tmleeioi ta~1yan dotrunun hem de dOrt 
noktan10 has olmal:1r1 hnllndo t:in:mtanm11hr. 

Birlncl clnt1ten blr rormn ail clemanlarla teokil olunan har· 

ruonlk dOrtlQnOn biltUn hallertle grafik olar&k tan1mlanabilecttl 
bu1u1unu gOzGnQne almak surctiyle bahis konusu gilc;lnk ortadan 
kaldmlablldl. 

$elt. JS 

lilr r dolruaal nokta cQmleslnlu Uc; A, 8, c noktas101 ele 
alahm ve bu noktalardan, ortak noktalan buluumiyan Uc; Al, 
Bl, CM dotrulario1 gec;lrelim (~ttlc, 15). 8 noktasini, Al ve CM 
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Din M kcsim noktastna, A noktasm1 Bl nin CM yi keetijti P 
lloktas1na, ve nihayet l yi de BM ve AP nln N ortak noktasma 

blrle1tirellm. LN dojtrusu r yi bir D noktas1nda keser ve ABCD 
dOrtlUsll harmoniktlr. 

Gercckten, CM dottrusu ile kel!ilen ALB U('geninde MENE

LAos teoremioe gore 

dir. 

LM AC BP 
AM

0 BC 0 

LP=+ l 

Ote yandan, ayn1 1lcgene CEvA teoremlni tatbik etroekle 

LM • AD • BP = _ l 
AM BD LP 

bulunur, buradan da taraf tarafa bOlmek suretlyle 

(A,B,C,D)=-1 
elde olunur. 

Bu lspatlan Ozel olarak D noktastn1n konamunun Al, BL, 

CM dojtrular1ntn sec;imlne batth olmad1jt1 sonucu c;1kar. 

Harmonik dOrtlUnQn bu tamm1 bQtQn ballere uygalanahillr. 

Orne~in el'ter dotruaal nokta cnmleslnln ta11y1c1s1 has ve buna 

kar91hk A noktas1 bas dejtilse, Al ve AP dojtrular1n1 r ye pa

ralel olarak c;izmek ktri gelir. Eiter r dojtrusal nokta cOmlesinin 

ta11y1c1a1 has dejtlli1e, bir yaodao LM ve PN Ute yandan da MN 
lie LP blrblrlne paralel olmak Uzerc LMNP dOrtgeni blr paralel
kenardll'. 

BUtnn ballerde buna benzer usuller blr dojtru demetine 

veya bir dllzlem demetine ail blr harmonik dOrtlllniln lo1as1n1 
Ill Om kiln k1lar. 

Bunlar anlal)tld1ktan sonra, birir.ci cinaten iki form tJerildi

llne gore, bunlardan birinin her harmonik dortlu elemanma oteki· 
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,.;,. bir harmo'flik dortlii eltman1 ttkabiil edectlc 1elcilde bu formlar 

araainda birebir bir t11/cabiil flarsa, birinci cinsten ba ilci forma is• 

dii1el denilir • 

voN STAUDT (1797-1867) taraf1ndan kabul edilen tan1m bu· 

dur. Geriye, 11c; homolog eleman c;iftl verildlgi takdirde, birincl 

cinaten lki form aras1ndakl izdiltelllgin temamlyle belirli oldu· 
(tunu lapat etmek kallr. Bu VON STAl;DT'1n temel teoremldir i 

bundan sonrakl MIUmde bu bahse yeniden dOnecejtiz. ~imdlllk, 

bu teoreml kabul etmek auretlyle, blrlnci cineten izdlloel ikl 

form verildijti takdlrde bunlar1n blrinden Oleklne 11onlu aayid• 

lzdOtl\m ve keelm lolemlerlyle gec;lleblldljtini ispat etmek.le yeti· 
nelim. 

Once ouras101 kaydedellm kl ele ahnan ikl formu, tao1y1c1· 
lari blrbirinl keamlyen, dojtruaal ikl nokta ctlmleel oeklinde far· 

zetmek daima ml\mktlndilr. Gerc;ekten, aonlu aayida izd11oltm ve 
k.eelm yard1mlyle blrlnci clneten herhangi blr form yerine bit 

dojtrueal nokta cllmle1l ahnabilir ve bu lolemler, harmonik dort· 

lilleri deglotirmedijllne gore, voN STAUDT anlaminda lzdlloelllk· 
lerdlr. 

r 

otltlr. 16 
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Bu nokta anlae1ld1ktan eonra, ta11y1c1lar1 uzayrn aykm lkl 

dogrueu olan iki izdileel dotrueal ookta cUmleaine r, r' diyelim 

C~ek. 16). r nin ll9 noktaa1 A, B, C ve bir izdileellikte bunlartn 

r' llzeriodeki homologlar1 A', B', C' oleun. AA', BB', CC' dot· 

rular101 9izelim; bunlar ikh.1er ikleer keeiemezler. AA' nun bir P 
noktaeandan BB' ve CC' ye dayanan blr p dotrueu ge9er. p den 

ge~en dUzlemler, r ve r' dogrular101, bahia konusu lzd1l1elllfi 

rneydaoa gellrecek eekilde keeerler. 

GOrQlllyor kl VON STAUOT'rn tao1mm1 kabul etmekle Ozelik 
olarak PoNCELET' ninki bulunur. 

41. lklncl cinaten iki form araa1ndaki h:dllfelllk. lkincl 

cloeten iki formu ele alahm ve fikirleri tesplt makeadlyle buo

laran lki (}, e' dQzlemi oldutunu farzedelim. (}, (}' DllD elemanlarl 

bualartn noktalari ve dogrularadir. 

Efer 

1. (! nun bir elemanrna e' nun bir elemam tekabiil ecler•e ; 

2. I! nun birinci cin•ten bir formanun elemanlar1na, e' nun 

birinci cin•ten bir formunun elemanlarr tekabul eclerse, (! tie e' 
diizlemlerine izdu1el clenilir. 

$ayet bahle konueu elemanlaran nev'i tasrih olunurea, lki 
hal vArld olabilir: 

A. e nan blr noktasana e' nun bir noktas1 ve e nun dotru
eal blr nokta cilmlealnin ooktalaraoa e' nun dofrusal blr nokta 

Cilmle1inln noktalar1 tekabUI eder. Bu takdirde e, e' dQzlemle

rlne homogroflk ve blrlnden Otekinl ge9meyl eafhyao teleme de 

hemogrofi veya kolinea•gon clenilir. 

B. e nun bir noktaama e' niln blr dotrueu ve e nun dotru

&al bir nokta cllmlesloin noktalarana da e' nlln bir 111nlar deme

tlnin dogrular1 tekabQl eder. e, 11' dfizlemlerine kar11t ve birln

den Oteklne ge<;meyl aaghyao teleme de kar11tl1k veya korela•gon 
•d1 verllir. 



Bu tau1ma dayanarak, birinci clnsten hc>molog iki eeklin lz

dlieel oldu~u zahmetsizce iepat olunabilir. l.pat Meki hallere de 

derhal uygulanabildi~ine gore, iki homogrofik dtlzlem halinde 

l>unu gtlsterelim. 

!.! dlizleminde bir r dojtrueal nokta cUmlesi ile bunun lize

rinde blr ABCD harmonik dOrtllisllntl dlleilnelim (~ek. 17). lkl 

kar!Jl LM, NP kenan A dan, oteki kar111 iki LP, MN kenar1 

B den, MPkenariC den, dolay11iyle son LN kenan D den geQeD 

LMNP dOrtac;1he1ru c;izelim. 

/, 

$ill. \j 

e' niln r ye tekab!il eden dojtrueal nokta cilmleei r' ve 

A,B,C,D nin homologlari da A', B', C', D' oleun. L, M, N, P 
noktalarma da l', M', N', P' noktalari t.ekablll eder. LM do~
rueu A dan gei;tlginden buoun homololtu da A' dan gec;er. Ayn• 

eekilde N' P' dogrusu A' den, L' P' ve M' N' de 8' den, nlha

yet M' P' do~rusu C' den ve L' N' de D' den gec;er. Buna gore 

A' B' C' D' dOrllUsll harmoniktlr. r, r' doltrueal nokta cllmlelerl 

aras1nda barmonlk dOrtllllerl muhafaza eden bire-bir bir tekabtll 

vard1r, o balde bu blr lzdiltelliktlr. 

4'2. O~iincii clnaten blr formda h:dlifellikler. Uzay1n ele

manlan kendi noklalar1 ve dt\zlemleridlr. Uzay10 bir izdi111elli~ 
a11a~daki sartlarla tan1mlaom111tir. 
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1. Uzayrn bir elemanma uzayw bir elemaru tf'kabiil e ler. 

2. lkinci cinsfrn bir formun elemanlarma, gene ekinci cin11ten 

bir formun elemanlar1 tekabiil eel.er . 

Elemanlann nev'i nyirdedilirse, iki ha1 elde olunur: 

Bir noktaya bir nokta, ve bir diizlemin noktalarma gene bir 

dtlzlemln noktalar1n1 tckabtil eltiren homografi veys kolineasyon. 

Bir noktayn bir dOzlem, ve bir dllzlemiu noktalnrma bir 

demetln dtlzlemlerini tekabiil ettlren kan;1tl1k veya korelasyon. 

Uzaym bir izdileelliltinde, birincl cinsten bir formun ele

manlartna, birlnci cineten bir formun elemanlar1 tekablll eder ve 

eaasen izdiieelliklerin tantmmda bu 1lzelik iklnci eartm yerini 
tutabillr. 

<he yandnu a~ikardir ki birlnci veya iklnci cinsteu iki ho

lllolog form izdileeldir. 

~u noktaya da dikkat olnnacakttr ki uzayrn izdilePllijtluin 

lanimtnda doltra, eleman olarnk bahis konusu olmam1ot1r. Bumm 

da sebcbl eudur: iiQ dilzlemin bir nokta, Ui; noktanrn bir dilz· 

lem belirlemesine mukabil, verilen d1lrt dojtruya dayanan iki 

dotru vard1r. Bire-bir tekabill kavramma dayauan izdiloellik ka\·· 

rarni burnda bahls konusu olamazd1. Esasen eu nokt11y1 cla ioaret 

edelim ki nzay1n her izdUoellitiude her dogruya grne bir dojtru 

tekabUl eder ama burada dogrular ya do!trusal nokta cUmleleri

nin ta11y1c1B1, ya da dUzlem dcmetJerlnln ekeeul oeldinde ele ah
ntrlar. 

43 . Konlklerin lzdll1Jel olarak dog11rtulmaa1. Bir y cemberl 

lie bunun alb A, B, C, D, S, S' noktalarm1 ele alaltm ($ek. 18). 

A, B, C, D, noktalarmtn s1rasiyle S ve S' noktalarrndan itlba

ren izlerini dllotlrelim ; bOylece, eoit ac;1lar yard1mlyle heeabedll

dlklerl ic,iin harmonisiz oraular1 eoit olan iki dUrtlil dojtru elde 
edertz. 
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,, <;emberinln x dtlz.lemlnio, bu dtlz.lem tlzerinde bulunm1yan 

h 
b~ogi bir O nokt111ndan itlbaren herhangl bir x, dtlzlemi 

« ~ 
1lzerine izlni dtlttlrelim. y ~emberine ~, tlzerinde Yi konl"l ve 

,,,,, 
I .,, / /f \ 

\ \ ·, " 11 I 
I \ . 1, I I I 
I . y . I 
· \/, '\: I I 
! I\ \ /·" I 
,,, .. l)\.1 
r I I_ V I ·,I 
. \ /\_ I . 

\ I \. I 

B C 

$•It. 18 

S, S', A, 8, C, D noktalanna da eua&lyle S11 S',, A., 8., C., Di 
noktalar1 tekabtll eder. lzdtlttlm ve keelm itlemlerlyle barmonleiz 

oranlar deAitmedlklerinden, 

(S, A., S, 811 S, C,, S, D,) = (S,'A,, S/8 11 S',C,, S,'D,) 

olur. 

Bu ozellk tabli S, ve S', noktalar1 bangi noktalar olurea ol· 
eun, dolru olacaa1ndan, tn teorem elde olunur: Bir koniAln nok· 
talar1n1 bu konlAln elblt dOrt nokta11na blrlettlren d0Rrular1n 
harmonleiz oran1 tlbittlr. Dolay11lyle bir konik, dOrt noktayi 
elblt barmonlelz oran albnda gOren noktalar1n geometrlk yeri· 

dir. 

Bu Gzellk de dGnlltltlrtllebilir. r bir konik ve S, S' de bu· 
nnn lkl noktaal OlBUn. S den g~en bir a dotrUIUD&, a ntn f 
lle ikincl kealm nokta11 olan A dan ve S' den ge~en a' doArueu· 
nu tekablll ettlrelim. Mylece S, S' tepeli lflD demetleri arae1nda 
blre·bir blr tekablll kurmu1 olduk. Bu tekabtU eeaeen bir lzdll· 
1elliktlr1 zlra S den ge~en ve barmonik bir dl)rtlll vt1cuda geti· 
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ren dOrt a, b, c, cl dojtrueuou ele alacak olursak, S' den gecen 
homolog a', b', c', d' do~rulari da harmonlk dOrtlil te1kll eder
ler. Dolay1eiyle, bir konijtln noktalar1nm, bu konigin ikl nokta

••ndan itibaren izlerlni dil1llren dojtrular ikl izdlleel demet mey
dana getlrirler. 

lzdU1el geometrlde bir konijti, ayn1 dUzlemde bulunan lkl 
lz.dtt1el demetln homolog 111nlar1n1n ortak noktalarmm geomet
rlk yerl olarak tan1mlayabilir miyiz? Once bir noktay1 gOz Onli
ne almak gerekir. 

Ne S den ne de S' den gecmiyen bir ,. dojtrueal nokta cilm
leatne aft noktalar10 ikl S, S' noktas1ndan ltlbaren izlerinl dil

ltlrmekle lki izdileel demet elde edersek de, bu lzd01elllk Ozel
dir, zlra birlnci demetln SS' 1em1na lkincl demette ayn1 1110 te
kabQI eder. PoNCELET tarafmdan ortaya altlan ve esaeen buglln 
de daima kullamlan bir dcyime gore, her lki demet perspektlftlr. 

Eaaaen, lki demetln izdOeel olmas1 ve ortak 11mlar10m kendl 
kendlalne tekablll et111esl halinde bunlartn perspektit" oldujtu ia

Pat oluour. Bu anla11ld1ktan aonra, izdi11el geometride, bir koolk 
•1ajt1dakl tarzda tantmlamr : 

Agnr diizlemde bu/anon ve perapektif olm1gan iki izdii1el dol

ru demetinin homolog 11rnlarrnda ortak olan nolctalar ciimleaine /co· 

ni/c a-Ir verilir . 

Blrlnci demetin SS' 101n1na ikinci demette S den gecmiyen 
bir •' dojtrusu tekabill eder ve tan1m gerejtince bu dogru r koni
ltlne S' de tetettir. 

Konlkler teorlalnin yukar1ki tan1ma dayanan geli1meal, S 
ve S' yerlne ejtrinin baoka iki noktas1 ahod1jt1 takdirde de ko
Dljttn elde olunaca1t1n1 gOatermekle milmkiln olacakt1r. 

Bundan eonra, perspektif o'm1yan (yAni ortak noktalar1 
kendt kendleine tekablll ctmiyen) ve ayn1 dtizlem ilzerinde bulu

nan lkl izdtleel dojtrusal nokta eilmlesinln homololt noktalarm1 



88 V£~h Li GEOMETRILEll 

birle,tirmekle elde oluoao do(trular enmlesioi ele almak yerinde 

o\ur. Bu eOmleye zarf· kooik adt verllir ve nokta geometrik yerl 
olan blr konljtin tejtetlerinden ibaret bulnndujl;u is pat euilir. 

44. Konlklerin von Staudt'a gore tan1m1. Geometricl 

VON STAUDT, konikler leorieinl, onceden fo~ OlUDIDUt kutuplU• 

lujta dayanan ba,ka bir tunimdan hareket ederek kurmajt1 tercib 

etli. 

<;ak1,1k lkl (!, e' dQzlemi araerndaki blr !1 kar,1th(t101 ele 

alahm . e nun blr P noktasma [J kart1lhjt1 e' nOn bir p' dojtru• 

BUDU tekabQl etlirlr. Bu dojtruyu (! ya ail gibi dl111ilnelim; buna 

H bir P' noktas101 tckablll ettlrlr. P' ntln bir homograflde P ye 
tekabQl ettijtini gOrmek kolaydir, gerc;ekten P nin bir dojtrusal 

nokta ellmletini ~lzmesl halinde p' blr doitru demetl meydana ge

tirir ,.e P' de bir doitrusal nokta eOmleslol c;izer. Bu homografi 

!l ka1"11thP,1na baitltd1r. Bunun Otdetliite mQneer olmas1, ylnl P' 
nlln dalma P Ile c;ak1,maa1 halinde, !1 kart1lhjt1na Jcataplalalc 

ad1 verlllr. P nin bomolojta olan p' dojtruau bu noktantn kutup 
dojtru11udur ve P de p' nQn kutbudur. 

Bir kart1thjt1n blr kutupluluktan lbaret bulunmas1 lc;in ge· 

rek ve yeter tartm, tepelerlnden her blrlne kar,1thjt1n kar111 ke

nari tekal>Ql ettlreeek tekllde blr Qc;geain varhjt1odan ibaret bu· 
lundujta ispat olunur. 

Bu anla111ld1ktan 1onra, art1k tan1mdan bahaedebiliriz: kendl 
katup do1trolar1na ail olan noktalar etlmleslne vo:-1 STAUDT geo

metrlk yer konlitl ad101 verlr, kutuplarin1 ibtiva eden dojtrular 
toplulujtuoa da zarf-konik der. 

Bu tan1m1n l11tt1nlOitl1 konlklerl ayn1 zamanda hem nokla· 

lar101n geometrik yeri hem de tetellerlnln zarfi olarak ltbal et• 

meslndedlr . Le~ona de Geometrle p rojective adh kltab1m1zd• 

kabul eltltlmiz tan1m tekli de bundan ibarettlr. 



17.DU§EL GEOMETRi 89 

45. Uzaya te11miller. Koni~ln, iki izdiieel doj'.trn demetinde 

homolog 1emlarrn ortak noktalanntn geometrlk yeri oekllndeki 

lan1m1n1 yeniden ele alahm. Bu tantm1 uzaya 11as1l lel)mil etme-

11 ve bu takdirie elde olunacak eekiller hangileridir? 

S, S' tepcli izdii~el iki bukeli ele alahm. lzdU~ellijtin bir 

homografi veya bir kare1tltk olrnasma gOre iki hali kaale olmah
y1z. 

S, S' buketlcri homografik olduklar1 takdlrd~, S den gecen 

blr dojtruya S' den gecen bir dogru, S den gec;en ve bit dilzlem 

Oz.erinde bulunan dojtrulara, S' den ge~en ve gene bir dUzlem 

Oz.erinde buluoan dojtrular tekabill eder. 0 halde S den gec;en 

bir dllzleme S' den gec;en bir dQzlem tekabill eder. 

Bu nokta tesplt edUdikten eonro, iki geo11etrik yeri ele ala
blliriz: 

1° SM, S' M do#rnlari homografide hornolog olacak eekilde
kl M noktaiartoin K geometrlk yeri. Bu K geometrik yeri uza

Y•n her dilzlemiyle en fazla lie; noktadit kesiien blr e~rldlr ve 
uzag kiibili admt ahr. 

2~ lki buketin homolog dUzlem c;iftleriode ortak olan do~

rularm geomctrik yeri. Bumm K eitrlsinl lki nolttada keeen do~
rular toplulu~un<l:rn ib:iret bulunduitu isp1t olnnur. 

K e#riai mUnasebetlyle ilgi c;eklcl blr noktaya de~inmek ye
rlnde olur. Bir IAhza koniklerln lkl izdlloel do{tru demetl yar

dtmiyle yarahlm'lsma yeniden dOnelim ve eu noktaya learet ede

lim kl S, S' merkezli ik! perspektif demetin homolog i,1nlar101n 

ortak noktalarinrn geornetrik yerl, SS' dogrusu ile lki demetin 

ortak kesiml olan bir ,. rlogrnsundan ibarettir. Bu ikl dojtru yA

nl SS' lle ,. topluluitu, pari:alanm1~ bir konik gibi dttellnUlebillr. 

Bu mUeahededen hareket etmek suretiy'e, K uzay kObi~lnln par

calanmas1 hallerl ara,tmlablllr. 

Ele ahnmast gereken Q" bal vardtr: 
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a. SS' dojtrueu kendi kendieinin homolojtudur. Bu takdirde 

genel olarak SS' den gec;en ve kendl kendilerinin bomololtu olan 
iki dllzlem vardir. K geometrik yeri bazt hallerde c;ak1pbilen ve 

SS' dojtrueuna dayanan ikl dotru ile SS' dojtruaundan meydana 

gelir. 
b. SS' dojtrueu kendi kendiainln homolojtn dejtildir ama 

SS' den ge~n ve kendi kendlsinin homolojtu olan blr dUzlem 

mevcuttur. K geometrik yeri bu dUzlemde bnlunan blr konikle, 

bu dllzlem d1v1nda olan ve babls konusu koniti blr noktada ke· 

sen blr doltr udan ibarettir. 

c. S, S' tepell buketler perspektiftlr, yhi ayn1 blr o dO.z

lemlnln izdUtllmlerldlr. K geometrlk yeri SS' dojtrusundan ve bu 
dlldemden meydana gellr. 0 halde burada bir eltrlnin Ozel hall 

olarak bir dllzlem bulunmaktadir. 

S, S' buketlerlni bajthyan homografide bu ikl · buketde or

tak olan elemanlardan hie; birisi kendl kendisinln homoloitu de

tllse, ancak o zaman K eltrisi tam mlnasiyle, ylnl parc;alanma· 

m11 blr uzay kllbljti olacakttr. 

~imdl lkl S, S' buketlnln kar11t olduklar1n1 farzedelim . S 
den gec;en blr dojtruya S' den gec;en bir dO.zlem tekabtH eder, S 

den gec;en ve blr dllzlemde bulunan do~rnlara da, S' yll lhtlva 
eden blr doltrudan gec;en dQzlemler tekablll eder. 

Bu balde, ele ahnacak bir tek geometrlk yer bahis konueu

dur, bu da buketlerden birlnin dojtrularlyle, ikinci de bunlarrn 
homologlar1 olan dQzlemlerln orlak noktalar1n1n Q geometrik ye
rinden lbarettlr. 

Eter M bu geometrik yerin bir noktaet lee, SM do~ruauna 
M den (ve S' den) gec;en blr ~· dllzleml tekabQl eder. SM den ge

c;en dilzlemlere de S' den gec;en ve ~, de bulunan dojtrulu tekabnl 

eder. Ozel o\arak, S' M dojtrusu, SM den gec;en bir ~ dQzleminln 

homolojtudur. Bu da goaterir ki Q geometrik yerinln tan1m1nda 
lki buketin almetrlk roller! vard1r. 
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Q geometrik yerl bir ikiuci derece yilzeyi \'eya bir kuad · 

rlktir ve buoun da iocelenmcsine, koniklerlokine benzer oekilde 
devam oluour. 

vo:-. STAuor' 1n kooik tan1m1 uzaya da teomil olunablllr ve 

kuvadrikleri verir. Fakat uzay kUblj!i bu yolla elde olunamaz. 

46. Egrllerln izdU11el olarak dogurtulmas1. Koniklerin iz

dOeel olarak dogurtulmas1odaki basitlik, geometrlcileri yOksek 

derecedcn e#riJer iQin de buna benzcr dojturtulmalar aramaya 

&evkedecektl. M1cH£L CHAI.Es, MoBJus, STRINER (1796-1863) ve 

onlarm zamanmda ya11yan geometricilerin meydana getlrdljtl 
e&l'r lete bu yoldaki araetirmalarm mabeulUdUr. 

Her oeyden Once blr noklaya iearet etmemiz gerckiyor. Ko

nlklerin ve kuvadriklerin lzdU1el geometrisi, (nokta, d!lzlem ve 

dojtrulardan ibaret) gerQel elemanlarla yetinilerek ve hattA, bun

dan sonrakl Mlilmde gOrillecejti gibi, &QI ve dojtru parc;ae1 Olc;il

c;Umfl kavramlar1na baevurulmadan gellelirllebilir. YUkeek dere

ceden egriler Uzerinde yapllan araettrmalarda, gene! olarak, ger

c;el ve eanal elemanlar arasmda bh;blr fark gOzeltilmez. Gerekll 

maJzemcyl ashnda analflik geometri sajllar ; eadece fiklr yUrQtme 

eekli izdiloel geometriden ahn1r. 

n nine! dercceden bir dUzlem ejtrf, F(x, y) fonkelyonu x, y 

ye gBre tam, rasyonel ve n nincl dereceden bir c;okterlmliyl gOa
terrnek Qzere, koordinatlar1 

F(x,y)=O 

denklemlni eajthyan gerc;el veya sanal noktalar toplulujtudur. 

BOyle bir eitriyi, kendl dQzleminde bulunan (ve bu ejtrlnin par· 

c;alanmae1 balinde tablatiyle ejtriye alt olm1yan) her do!fru ger

c;el veya eaoal n noktatla keaer. Kar11t olarak, blr cebireel elt
rlyi, dUzlemin her doitrueu n eay1Ja noktada keeerae, bu e#rlnlo 
dereceel n dir. 
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Bu noktalar anla11ld1ktan eonra, n ninci dereceden ejtri 

demeti diye, bunlardao ikieinln arakesidinden ge-:en ayn1 dere· 

ceden eltriler toplulujtuna denilir. E~er 

F,(x, y)=O, F,(x, g) =O 

bu ikl eltrinin denklemleri lee, demetin her eltrisi 

F,(x, g) + }.F, (x, g) = 0 

1eklinde bir denklemle g~sterilecektlr. 

Dilzlem Qzerinde bulunan ve demetin biitlin e~rilerine ail 

olm1yan bir noktadan bu demetin bir ve yalmz bir e~risi gei;er. 

Dereceleri 1nrasiyle m, n olan iki 

(1) 

eltri demetini ele alahm. Elter bu demetleriu elemanlar1 arasmda 

(2) A J.µ + Bl + Cµ + D = 0 

denklemlyle temell olunan bir tekablll varaa, bunlara izdileel 
denlllr. 

Bu tekablll bire·blr dir ve ele ahnan demellerin do1tru de· 
metlerl olmalan hallnde (m = n = 1), (2) denklemi bu demetler 

araemdakl lzdU1elli1tln analitik ifadesidir. 

(\) lzdlltel demetlcrfoin homolog eltrllerinde ortak olan nok· 
talar1n geometrik yeri <1) ve (2) denklemleri arasmda l, µ pa· 
rametrelerlnin yokedllmeeiyle bulunan 

dan lbarettlr. 

~u halde bu i.reometrik yer, (1) dcmetlerioden her birine ait 
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bUtun ejtrilerin diiterindekl homologlariyle olan ortak noktalarm

dan gecen ve derecesi m + n olan, ve genellikle pari;alanm1yan 
bir ejtridir. 

Yukanda, ele al1nan ejtrilerin denklemlerini yazd1k; tura
s1m kaydetmek yerinde olur ki geometriciler bu denklemleri ge
nel olarak yazmadan fiklr yllrlltttrler. 

e1mdi dilzlem kllbiklerin (yilni m + n = 3) meydana getiril
mesinden ibaret olan en basil halle yetinellm. 

e1mdi dOrt A, B, C, D noktasmdan gecen koniklerden mll
te1ekkll cttmleyi, yani bir konik demetinl, bir de F tepell bir 
dojtru demetinl ele alaltm. Her iki demetin de lzdi111el oldujtunu 

farzedellm. Birbirinin homoloitu koniklerle dojtrularin ortak nok
talarm10 geometrik yeri bir I' dilzlem kilbij!ldir. Banun Myle 
oldujtunu, denklemlere bn~vurmadan iepat etmek ii;in, atajt1da 

gGrlllecejti tekilde muhakeme yilrutiilebilir : 

Konik demetioin F den gecen bir konijti vardll'; bu konijtin 
homolojtu olan dojtru F den gececeiti icin, F noktae1 I' ejtrlaine 
&lttlr . Ote yaodan, F den gecen herhangi bir dojtruyu, bunun 

homolojtu olan konik r ya ail iki noktada keser. Buradan da l}U 

Bonuc c•karilU' ki F den gecen herhangi bir doJlru r y1 ttc nok
tada keeer, dolay1eiyle I' ejtrisi bir kllbik (yAni llcilncft dereee
den bir ejtri) dir. 

eura&JDI da kaydedelim ki bu dliellnce tarz1, ele ahnan I' 
geometrlk yerinln ceblrael oldujtuna tazammun eder. 

Bir dlizlem kilbi:C, noktalar1ndan doka zu yard1miyle belirU 
0 lur. Bu dokuz noktan1n verilmeei hallnde, kllbljti meydana ge
tiren dojtru demeti ile konlk demetini nae1l !ova etmeli '? Bu so
rnya kar11hk olarak CuASLES tarafmdan verilen c<lzllm yolu a11a
it1dad1r: 

Verilen dokuz nokta A 1, A,, . . . , A0 olsun. Bu noktalar1n ilk 
dGrdttnden gecen koniklerle te1kil olunan demetl ele alahm. 
Bu takdirde bir B nokta11 ile Oyle bir izdiloelli~i belirlemek ge-



rekme.ktedir ki konik demeti ile B tepeli dojtru demeti arasmda~l 
bu izd11tellik yard1miyle verilen dokuz noktadan geQen kUb1k 

meydana getirihnie olsun. 

A,. A,. A,. A, noktalartndan "e s1rasiyle A,, An. A1, A. 
noklalar1ndan geQeD d!!rt koni~in harmonisiz oranl, dOrt BA., 
BAn, BA,, BA. dojtrusunun harmooisiz oran1na etil olmahdir. 

Bu harmonisiz oran belirlidir; bonon dejteri :i. olsun. B noktas1, 

dOrt A~, A •• A" Aa noktiunn1 x harmonisiz orao1 altinda gOreD 
noktalarm geometrik yeri ttzerinde, yllni bu dOrt noktadan geQ(D 

bir ,. konijtl llzerinde bulunor. Ayn1 dUellnce larzm1 A"' A;, 
A., A., noktalari iQin de tekrarlamak suretlyle deminki noktalar· 

dan ve B den geQen ikincl hir ;·' koniltini elde ederiz. 

lki hal ,·Arid olabilir : 

1. y, r' konikleri birblrinden farkhdir. Bu iki konljtin dort 

ortak noktas1 vardir; bunlardan A,, A1 , A, den ibaret olan UQll 

bllinmektedir, dOrdOncllsU de B oldujtundan, o da bu tekilde 

belirli olur. B noklas1 bu suretle bir kcre belirlendikten sonra, 

konik demetl Ile B lepeli demel aras1ndaki izdUtellik de, yeter 

say1da homolog elemantn bilinmesi yllzllnden, belirlenmie olur. 

2. l', r' konikleri ayn1dir. B noktas1 belirsizdir, buna gore 

verilen dokuz noktadan geQen sonauz kUbik vardir. Batka de· 
ylmle, bn dokuz nokta iki kllbijtln ortak noktalar1d1r, dolay111iyle 

bnnlar1n belirttlkleri demetln blltlin kllbilderinde de ortakdir. 

Sekis noktadan geQen kllbikler bir demet belirtirler, \'e bu 

,ekiz nokta yard1miyle temamen belirli olan blr dokuzuncu nok· 

tadan da gecerler. Buua gore, r, r' koniklerinin cak1emaa1 ha· 
linde, A., noktastnm A,, A,, ... , A, noktalari yard1miyle belir· 

lenmio olmaat gerekir. Zaten A, noktasm1n A,, A,, ... , A, nok· 
talar1 yard1mlyle lemamen belirll olan ve bunlarm son dt>rt nok· 

taamdan geQea :• konllti lherlnde bulundujtunu billyoruz. A,, A., 
A., A, noktalarindan geQen koniklerin trtkil lltiiti demetten ha· 

rekel ederek ayn1 dlitllnceyi tekrar ele alahm, bu takdirde 
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A., A0 , A,, As noktalarrndao gecen ve A:o u ihtiva etmesi gere
ken bir r" koniltini elde ederiz. A, noktee1 Ar., A,, A~ ile bir· 
llkte r, /' koniklerinin arekesit noktalar1n1 viicuda getirecegio
den, belirlidir. 

Bu 1lrnek, CHASLES ve i;ajtdac1 geometricilerin o zamanlar 

ne bit;im araetirmalarla ugratllklar1 hakk1nda bir fikir verir. 
YUzeylerin meydana getlrilitl ile ilgili buolara benzer arathrma
ler, XIX uocu y1lzy1hn bUyUk bir k1sm10da geometricilerin me§· 
galelerine konn olmul)tur. 

47. Chasles'in tekablil ilkesi. Birez Unce babis konusu 
edilen arathrmalar, CnALES'i, izdiltellijti genelle§tiren ve bir dog
ruya alt noktalar arae1nda kurulan tekabUlleri ele almaJla sev· 
ketti. 

Bir .,. doltrnsunu dUeUnelim ve bunun, noktalarm1 s1raeiyle 
X, Y ile g1lsterecettimiz dogrusal iki nokta cOmlesikin tae1y1c1s1 
oldu(tunn farzedelim. Etter bu do~nsal nokta cUmleleri izdileelse, 

blr X noktas1na bir Y noktas1 ve blr Y noktas1na da bir X nok

te81 tekabill eder . .,. Uzeriode bir 0 betlaog1i; noktas101 sei;eli m 

ve bu dojtruyu y1lnliyellm. X in OX apslsine .t" ve Y nin 0 Y 
apaieine de y diyelim. Bu iki dogrusal nokta cUmlesi araa1ndeki 
izd iltelll k 

axg+bx +cg+ d=O 

be(tmtisiyle g1lsterilir. 

~ deltlttilli vakit, Y nln de dejtilJmeei ii;ln ai - be nin e1-
firdan farkh oldugu farzolunacaktir. 

y homologu ile cakl1J80 bir x noktae10a birle1ik (veya iki

lcat) nokta ad1 verilir. O balde birletik noktalar1 veren denklem 

ax'+ (b + c) x + d = 0 

dir; buna g1lre, genel olarak birbirinden farkh, iki birle,;k (veya 
i/cilcat) nokta vardtr. 
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Daha genel olarnk, CuASL'ES X, Y noktalari aras1nda oyle 

bir cebirael tckablll dil!Jiindll ki bir X noktasma n tane Y nok
tasi, ve bir Y noktasrna da m lane X noktas1 lekabUl etsin. 

CHA.~LE.~ buna bir (m, 11) tekabtilll der. f fonksiyonu x e gore m 

ninci ve g ye gore de n ninci dereceden bir c;okterimliyi goster

mek iizere, bu neviden bir lekabil~ bir 

(1) /(x, y)=O 

denklemiyle goslerilir. Bu lakdirtle tekabilliln birleeik noktalar1 

f (x, x) =O 

denklemiyle belirli olur ; genel olarak bu denklemin x cinsinden 

derecesi m + n dir. 

Bir dUzlemde iki Or, Oy ck<Jenini ele alabm; (1) denk

lemi bu dilzlemde, x ekseninin sonsuzdaki noklasmdan n defa, 

ve g ekseninin sonsuzdaki noktaimdan da m defa ge<;en, dere

eesi m -+ n olan bir C ejtrisini gosterir. Tekabllltin birleeik nok

talan, C e~risiyle eksenlerin x = g ac;1ortaym1n ortak noktalar1-

dir ; o halde bunlann say1s1 rn + n dir, mej!er ki x = g do~rusu 

C e~risine ail olsun. 

Bu son hal, ac;1kca g!lrlllece~i llzere, x = g do~rusunun C 
ej!risini m + n den daha fazla aaytda keamesi balinde drid olur, 
ve bu takdirde f ( ", y) c;okterimlisi x - g ile b!!Hlnebilen bir 
c;okterlmlidir. 

Bu noklalu anlaelld1klan sonra, CHASLES llkesini en eekllde 
ifade edeblliriz : 

Bir dofranun nolctalan araa1nclalci bir (m, n) tekabiiliiniin ga 

m + n, ga cla aonauz birle1ilc noktas1 'Vardir. Du sonuncu bal, 
m + n den fazla birleelk noklanm bilinmesi halinde vilrid olur. 

Aeaj!tda CHASLES'in tekablll ilkesinin iki talbikini veri· 
yoruz: 

' 
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Once m nine! dereceden diizlem eitrilerden miiteeekkil bir :::: 

demeti ile n ninci dereceden dttzlem eltrilerin meydana getirdil?i 

bir :E' demetlni ele alahm ve bu iki demetio bir izdt11Jellikle bir

birine baglt olduklar1m farzedelim. Her iki demetin homolog eg

rilerinde ortak noktalarm geometrik yeri olan C C'itrisinin dere
cealni arayahm. 

Bir r dogrusunu d111,1tlnelim. r nin bir X noktasrndan ::: nin 

bir C'i?risl gec;er; bunun 2:' demetindeki bomologu olan egri r 
dojtrusunu n say1da Y noktasmda keser. Bunun tereine, r nin 

bir Y noktasrndan :::;' nun bir eitrlsi gei;er; bu ettdnio :::; daki 

homolojtu r dojtrueunu m say1da X uoktasloda keser. Bnna gUre, 

X ve Y noktalari aras10da blr (m, n) tekabill!l vard1r. ~uras1 
ac;1ktir ki C nin r ye ait her noktas1, bu tekabilltln bir birleelk 

noktas1d1r ve bunuo kar1,11tt da dojtrudur. Bona g3re, bundan ijn

ceki para!lrafta da fark1oa vard1g1m1z gibi, C elfrisi m + n ninci 
derecedendir. 

1kioci tatbik, PoNCELE1' tarafmdan bulunan bir teoremin 
elde edilmesine yar1yacaktir. 

Once 1,1urasm1 kaydetmekle iee baehyallm ki bir dogrunun 
noktalar1 araemdaki tekabllller bakkmda eUylediklcrimiz blr ko

nijtin noktalari aras1ndaki tekabttller icin de tekrarlanabilir. Ger

c;ekten, bir C koni!linin noktalan arasrnda bir (m, n) cebireel te

kabUiiintt ele alahm. C nin bir noktae1 R, ve R den gei;mlyen 

bir dojtru da r olsun. C konijtinin izini R den itibaren r dojtrosu 

11zerine dU1,1!1relim; C nin bir M noktasrna, RM dogrusunun r yi 
kestigi M' noktast tekabill eder; bunnn tersine, r nio bir M' 

noktas1na, RM' dogrusi::nun C yi bir ikinci defa kestijti M nok

taa1 tekabiil eder. Ozel olarak, R noktasma, C nin R deki tege

ti ile r nin kesim noktas1 tekabill eder. 

C nin X, Y bomolog noktalarma, r iizeriodi>, bir (m, n) 

tekabiilil ile birbirine bagh X', Y' noktalar1 tekabtll eder, Bu 

sonuncu tekabilltin bir birleeik noktas1na, C ilzerinde X, Y nok-
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talan araarndaki tekablllllo bir birletlk noktae1 tekabUl eder, ve 

bunuo terel de do(trudur. Dolay1eiyle, X, Y. noktalar1 araeindaki 

tekabllliln ya m + n, ya da sonauz blrletik noktae1 vard1r. 

Bu noktalar aola11ld1ktan soora, tepelerl blr C konigl tlze

rlnde bulunan ve kenarlari da bir C' kooljtlne teget olan U1:gen· 

lerin sayHIDI ara9hrmak ietejtinde bulunahm. 

C nio bir X noktaemdan C' nun bir tegetlni ge1:lrelim 

($elc. 19): bu dojtrunun C yi keati~l ikinci A noktae1ndan C' 
niln ikincl te1tetinl t;;izelim; bu dojtruouo da C yi kesti~i iklnci 

B noktaemdan C' nun gene lkincl tejtetinl gecirellm ve bunun 

y 

C' 

c' 
$ek. 111 $ek. 20 

da C yi keetijti lkiocl nokta Y olsun. X noktasmdan C' nun ikl 

tejteti gel)lljtloc g~re, bu X noktas1na ikl Y noktae1 tekabUl eder. 

Bunun ter11ine, bir Y nokhs1na da iki X noktae1 tekabUI edcr. 

0 balde X, Y noktalan blr (2, 2) tckablUU Ile birblrine 
bajthd1r ve bu tekabtllUn dGrt birletlk noktae1 vardir, yilnl soru-
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nun kar11llg1 olarak d6rt Ui;gen var gibi g6rUoUr. Bu cOziimlerin 

haeolmad1klar101 gOsterecegiz. 

C, C' koniklerinin dOrt ortak te~eti vardtr. Bu teitetlerden 

blri p (Sek. 20), bunun C ye deltdilti nokta P, P den C' ye cizi

len ikinci teget p', ve bu sonuncunun da C konigi ile ikincl or

tak noktas1 P' olson. X noktas1010 P' ile, ve X den C' ye cizi

len tegetin de p' ile i;ak1~ti~101 farzederek blraz Oncekl tizimi 

tekrarhyahm. A, B noktalar1 P lie, Y de P' ile, yanl X le <;a

k1t1r. 

0 halde tekabilliln dOrt birleeik noktas1, hasolm1yan <;OzQm

ler (ylloi bozok iltgenler) verir. Dolay181yle geoel olarak, tepele

rl bir konik Uzerinde bulunao, kenarlari da baoka bir koolge te

get olan il~genler yoktur. 

JV 

$tk. 21 

Bir LMN ili;geoiyle ($ek. 21), bunun tepelerioden gei;en bir 

C konigini, blr de buoun kenarlarma tejtet C' konijtlol dUtii· 

nelim. C konijtinin X, Y noktalar1 arae1nda biraz yokar1da ta

nunJaoan tekubUlil yeoiden ele ahrsak, babel gecen dOrt birle

llk noktadan ba~ka, il<; yeni L, M, N noktas1n1 daha buluruz. 

TekabUliln dOrtten fazla birleoik noktas1 bulunduguna gore, 
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8008uz blrletik noktas1 vardar. BOylece PoiscE.LET'nin ou teore

mini elde ederlz: 

T epeleri bir konik iinrincle bulanan, kl!narlar1 cla ba1ka bir 

koniJe teJet olan bir iii:gen t1araa, agni 1artlar1 aaJl1gan aonaa:z: iii:· 

gen met1cuttur. 

48. lhtar. Birc;ok kereler kaydettljtimlz glbi, CHASuts, STE.INER 

ve genel olarak cebirsel yQzey ve ejtrllerle ujtratan geometricile

rln kullaod1klar1 dQfUOCeler tekil itlbarlyle her De kadar geo

metrik lee de, aslmda eeblre dayanahyor, demektir . eupbesiz 

kullan1lan uauller ilstQn derecede verlmli c;1kt1lar, denklem tek
llne sokulroas1, lmklosaz olmaaa bile, «t<>k uzun beaaplar1 gerek· 

tirecek sorulara bu usuller sayeslode yana11labildl. Fakat her 

an ceblr alanandan c;1k1hp c;1k1lmad1jtm1 lahklk etmek varttir. 
1iADAMARD'10 bir mekalesindeo ahnan apjt1ki Ornek ') bu ted· 

birlo ihmali haliode ortaya c;1kacak tehllke bakkanda bir flkir 
verecektir. 

Bir dtlzlemde, 0 batlang1c; nolr.tas1ndan gec;en evlenik sa
nal lkl 

(1) (a+ la') x + (b + ib' ) g = O, 

(2) (a - ia') x + (b - ib') g = O, 

dojtrueuou ele alahm. Ejter P noktasa (1) dojtrusuna ail lee, bu
nuo ('flenik eanah olan P' noktaa1 (2) dojtruauoa aittlr. eu halde 

P ve P' noktalar1 ara11nda blre-blr bir tekabQl vardir. Do1trular1n 

ortak 0 nokta11 gerc;el oldulundan bu tekabtllde keodl kendiel
nin homolo~udur ; bona gore bu tekabQI blr perspekllvltedlr ve 

PP' dojt rular1 aablt blr A nokta11odan gec;erler. Fakat dQzlemln 

gerc;el blr dojtrueu, (l) ve (2) dojtrular1n1 birbirlnin eolenljtl ... 
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nal noktalarda keserler, dolay1eiyle d11zlemin b11t11n gerc;el do~
rulan A nolrtae1ndan g1>c;:erler. 

Bu eonucun eac;:mah~1 ouradan ileri gelir ki P, P' noktalari 
aras1ndaki tekabttlil bir izdttoellik oeklinde telakki ettik, halbu
ki bu tekabttl analitik de~ildir. 
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GEOMETRl 1LKELERt 

49. Eukleldes po1tulllln10 Proklu.s'den Legendre' a kadar 

ge~irdigi tiirlii safhalar. Evvelce de gOrdllltilmllz gibl, EuKLEIDES, 

kendl kurdultu Geometri'ye birc;ok poslulltlar da koymu1,1, ve 

bunlardan blr tanesi, ylni paraleller postulih, ozellikle EmtLEJDES 

postul!h ad1n1 almu~t1r. Bu postulAt blrc;ok araotnmalara yer 

vermlo, bnnlar1n da geometrinin geliomesi, hattfl denilebllir ki 

MatematiAin tllmft llzerine bilyll.k etkilerl olmnotnr. 

Bu araotmnalan c;abukca gOzden gec;irmeden Once, paralel

lerin tammm1 ve EcKL2ID25 JI03lnl!tJnrn ifadeslni hahrlatalun: 

Bir doltrnnun s1mrs1z bir IJ'?kllde uzaltlabileceltini EuKLEIDES 

poatul!t olarak kab1ll ettikten sonra, s1mrsiz bir eekilde uzatil

d11t1 halde birbirini hic;bir vakit kesmiyen iki doltrnya paralel 

doltrnlar ad1n1 verir. Bundan sonra, be9lnci postulAt, ya da 

EUKLEIDES postul!tJ aljalt1daki ljekilde ifade olunur: 

Ba,ka iki dolraga keaen bir dolra, banlarla agnr taro/ta, top

lamlar1 iki dik attdan kii~iik i~ aplar te1kil e:ligoraa, bahi• kana•a 

iki doira, gerektiii takdirde a::at1lmak 1artigle, i~ aplar toplam1nzn 

iki Jik a,1dan kii~iik oldala tarafta keai1irler . 

Bu postulata dayanmak snretiyle EuxLEmEs Bfialt1dakl Oze
likleri c;1karir: 

a. Bir noktadan, verilen bir doltruya sadeee bir tek paralel 
gec;irilebilir. 
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b. Bir ttc;genin ac;1lar1 toplam1 iki dik ac;1ya eeittir. 

c. Verilen bir oeklin benzeri olan eekiller \·ard1r. 

Geomelriciler 6nce, yeni bir postu!At itbal etmeksizin, 

EuKLEtDES postu!Atm1 i~pat edip bunun kaldmlmae1 c;areeiui 

aratltrdllar. Bu ara~t1rmalar10 k1s1rh~1 ya vae ya vae ortaya 

ou 'fikrln yay1Jmasrna eebeb oldu kl bir noktadan bir dogruya 

c;izilen paralelin tekli~ioin, ve dolayu1iyle EuKLEtDES postulatmrn 

kabul edilmedi~i ve mantik bak1m1ndan milmkUn gOrUnen gco

metriler de mevcut olabilir. 

Oy!e samhyor ki EuKu.10ES'1n clemanlarm1 yorumhyan eski 

yunan geometricisi PROK1 os (U0.485) bahie konusu posluliih is

pat etmejte c;ahean ilk lnsan olmuetur. Bundao sonra tUrk geo

metricisi Tus'lu NAsIRODDl:-i'in (1201-127-l) deoemelerine raat· 

lamr. 

1600 y1llar1 clvannda CATALDI, \'e daba 11onralar1 GtORDANO 

VITALE (1633-171 t), verilen bir do~runun ayn1 tarafinda bulunan 

ve bu do~rudan eeit uzakhkta olan noktalann geometrik yerini 

ele a larak postuUH1 ispat etmek tetebbUsUnde bulundular; her 

lkisi de bu geometrik yerln bir do~rudan ibaret buluodu~uou 

z1mnen kabul ediyorlard1. 

Verilen bir Uc;genin keyfi bllyUklllkte bcnzeri blr Uc;gealo 

varhit1 kabul edildl(ti takdlrde EuKLF.tDES postullltt010 ispat ola

nabilece~ioi WALLIS (t616·1703) gOsterdi. 

ltalyan jezvltl GEROLAMO SACClll!Rt (1667- li33) inln eserl de 

bu yolda yeni blr ufuk ac;ar. SACCJll!RJ, AD \'e BC kenarlan 

birbirlne e§it ve AB tabanrna dik olno bir ABCD dOrlgenioi ele 

ahr, ve C ve D dcki lki ac;IDID da dik, dar veya genie olmalar1 

haline tekabill elmek Uzere Uc hipotez yttrntnr. Birlncl halde, 

bir ilc;genin a~1lar1 topJam1 iki dik ai,;1d1r ve bundan da Euxu102s 

Postull\h c;1kanhr. licincl halde, bir Utgenin a~ilan toplam1 iki 

dik ac;1dan kuc;llktUr; 1lc;Oncll halde lse, ayn1 toplam ikl dik ac;1-
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dan bllyUktllr. Fakat bu eonuncu sonuc, blr do!trunun smus1z 

olarak uzat11abilecej!i vak1a&lyle celiFJme ballndedir. 

SAcCHEIU Onemli bir gOrlltil de yazllarma ekler : Biter bir 

tek Uc;gende ac1lar1n toplam1 iki dik ac1ya e1itee, btltOn Ucgen· 

ler tcin ayn1 bal varid olur. 

Mantik kurallarina gore geli1tirilen ve bir Uc;genln acilan 

toplammm lkl dlk ac;1dan kllc;Uk oldugu bir geometrinin var ola· 

blleceglni ilk aohyan10 SACCHERt olmas1 muhtemeldlr. 

SACCHI!. Rt' den eoora, hvlcreli geometrlci !.AMBERT (1728-1777) 

nc ac;1s1 dik olan blr dOrtgeni ele ahr ve dOrdUncU acmm dlk, 

dar ya da Rent, olmae1 hallerinl gOzden gecirlr. 0 da SACCHERI' 

nio buld~j!u aonuclara ula11r. 

Frane1z g~ometrlcilerlnden LAORANGE (1786-1818), LAPJ, ACE 

(1749·1827), LEGENDRE (1752-1833), LAZARE CARNOT (1753·1823), 

FmrRtER (1768-1880) de En KL• IDES poetulltiyle uj!ratm11lardir. 

LEOl!NDRE'IO bu konu lie llgill cah1malar1 cok Onemlidlr. 

LEGENDRE bilhasaa , EuKLEtDEs postu!At101 kullanmadan bir 

tlc;genlo ac1lar1 toplammm iki dlk ac1dan kl1cUk veya ikl dik 

ac1y1 etit oldul!unu ispat eder. Onuo bu lspat1n1 aynen alaca· 

i!~; bu da Onemll bir noklaya parmak baemam1za yol acaeakbr: 

Bir ABC Uc;genlnl ele alahm ve farzedellm kl bunun ac;1lari 

toplam1 2 dik ac1 +a olsun ($elc. 22). A y1 BC nln H orta nokta· 

sina blrlr,tirellm ve bu dojtru parc;aa101 HD= AH uzunlujlu ka

dar uzatahm. -AHC, DHB 11-vgenlerl blrbirlne e,lttir ve dolay1siyle CAH - - -ve HDB ac;1lar1 birblrloe e,it oldnjtu glbl, ACH ve HBD actla-

r1 icln de aynt eey aOylenebllir. Buradan da ABD Ucgeninln ac;1-

lari toplammm da 2 dlkac1 +a ya e1it oldutu aonueu c1kar1ltr. - - -DAB, ADB ac1lar1n1n biri en fazla BAC •1tmn1n yar1a1na 
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-evittir. Bunun DAB a<;1s1 icln \•llrid oldujtunu tarzedelim. Bf) 

kenarm1n orta noktaet K oleun ; AK c!ojtru parcaem1 KE= AK 
uzunluitu kadar uzatahm. ABE ii~geniDin ai;tlan toplam1 

$ek. 22 

- - -2 dik ac1 +a dtr ve EAB, AEB a((1lar1ndan birisi en fazla DAB -8((1Btntn yar1e1na, yllni BAC 8((19tntn dOrtte birine e§ittir. 

- -BAC s((tsmm en fazla yar1ema evit olan av1 ADB ise, AB 

nin K' orta noktasrnt D ye birlettirip bu dojtruyu K' den itiba

ren K' E' =DK' uzuolujtu kadar uzattr1z. BDE' tti;genin ac1lar1 - -toplam 1 2 dlk ac;1 + a du ve BDE', BE' D acllarJ ndan biri en 

-fazla BAC ac1srn1a dOrtte birlae etlttlr. 

Bu clzlme devam etmell:.le, n eayda i~lemden eoora, a((1ln

r1nin toplam1 2 dikaQl +a olan ve ac1lanndan biri ea fazla 

-(Dn BAC av1e1na e~lt bulunan bir Ucgene "'ar1lacajt1 gorttlflr. 
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olacak !lekilde n yi yeter derecede bilyllk eeoelim. Bu suretle 

elde oluuacak: eouuncu llQgenin, toplamt 2 dlk ao1dan bilyilk iki 

aQIBl bnlunacakt1r ki bu da ea~ma bir eonuotur. 0 balde gOrU

lllyor ki blr ilQgeuin aoilan toplam1 ikl dik ao1ya £tittlr. 

Bu ispatta, LEOE!llDRE, bir dogrunun em1re1z olarak uzab· 

labileceglul z1mnen kablll eder; gerc;ekten, c;izdijtl Uc;genler dizl

slnde B aQ1lar1 karQterndakl keuarlar gldgide bilyttr. Buna gore, 

LEGENDRE' ID lspatmdan QU BODUQ Qtkartlabillr ki EUKLElDES tara· 

f10dan ifade olunan •bir dogru rrn1T11z olarak u:zatzlabilir" postu· 

lah, tabll olarak, «bir ii~genin a~rlarz toplamz en i:ok iki dik ai:rga 

e1ittir» BODUCllD& vardtrtr. 

SO. Loha1;evski geometrlsi. Ros geometriciei LOBAt;:EVSKI 

(1793· 1856) Paugeometri ya da Sanal Geometri ad1 altmda, bu

glln kendl ismiui ta,1yan bir geometri vucuda getirdl; bu geo

geometride LoBA<;EvSKt, blr dilzlemde bir noktadan blr dogruya 

paralel olarak gec;irllen iki do£trunun varhjt1n1 kabul eder. 

GerQckte, Myle blr geometrlnin fark1aa, onu anti-Oklid ya da 

Oklid-d1t1 teklinde adland1ran GAUSS (1777-1856), ScAWEtKART 

(1780-1857), TAURtNus (1791-1874) ve blr az daha sonralar1 J. BoLYAI 

(1802-1860) de varm1tlard1 . 

Bir AH dogrusu Ile buua ait olm1yan blr C noktasm1 ele 

alahm ($ek . 23) LoBA<;:EvsK1, ABC dilzleminde bulunan ve C den 

gec;en dogrular aras1nda AB ye rasthyan ve lcesen ad1DI verdlk· 

fiell . 23 
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leriyle AB ye rastlam1yan ve kumigen ad1n1 rnrdiklerini ay1rd 
eder. 

Keeenler toplujtunu ke1:1miycnler loplulugundan, C den AB 

ye indirilen CD dikmesine gijre slmetrik iki a, b doltruim aymr. 

a, b dojtrular1na, C den AB do(trusuna ~iz:ilcn paraleller denilir. 

a, b do(trularmdan her birinlu CD dikmc!liyle lr11'kil cltllti 

dara~1ya paralellik apa1 denilir. Bu at,;1, C nin AB den a uznkh

i?m10 bir n(a) fonksiyonudur. a nm e1f1ra yaklaemns1 halinde, 

n(o) ac;1s1 bir dik at,;1ya yakla~1r, ve a s1u1rs1z olarak b!lyildll(tll 

takdirde, n(a) aolSI da s1[1ra yaklao1r. 

D noktas1ndao a, b do(trulariodan her birine iki pa.ralel ge

c;irilcbllir; bu paralierden birisi, her iki hal ic;ln de AB dir. 

Bir Qc;Qncll dojtruya paralel olan \"C kcs!~miyen iki dojtru 
birblrine paraleldir. 

Bir il<:genin ac1lan loplam1 iki dik ac;1dan daima kUc;ilklOr. 

EuKLl!.IOES geometrielnde bir dUzlemdc bulunan do~rnlar iki 

tllrlil demet meydana getirirler: Bir noktadan gec;en dojtrulardan 

teoekk!ll eden demeller (has dcmetler}: bir de paralel dojtrular
dan vftcuda gelen demetler (has olnuyan demeller). LoBAc;:EVSKI 

geometrisinde bunlar1n d1~111da ili;Uncn bir kategori daha vard1r: 

Ayni bir do(truya dik do(trularla elde olunan demetler. Bn fie; 
tilrlfi dojtru demctinin ele ahnma .. iyle, klllsik gcometridekl i,;em

beri anduan Uc; el.tr! kategorielne var1lm1r: olur. 

Oo A, B, C noktas1n1 ele alahm ve BC, CA, AB dojtru 

parc;alarmt laQtyan dojtrulnrn bu dogru part,;alarmm orta nokta

lar1ndan "1k1lan dlkmelerl s1ra11iyle a, b, c ile gijslerelim. 

Klilsik geometride a, b, c do~rulari ya ayni bir 0 noktasm

da kesioirler , ya da birbirlerine paralcldirler. Ilk halde, buhls 
konu1m A, B, C noktalari, merkezi bu dikmelerin orlak 0 nok

tae1 ve yar11,;ap1 da OA olan "embero aitlirltr; ikincl haltle ieo 

A, 8, C noktalar1 ayn1 bir dogru Qzrrlnde bulunurlar. 
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Simdi LoaA<;EvsKI geometriaini uygulad1g1m1Z1 farzedelim. 

Bu takdlrde a, b, c dogrular1 ya bir 0 noktasmda kesitlrler, ya 

blrblrlerlne par~leldirler, ya da ayni bir m dogrusuoa diktlrler. 

Birlncl balde A, B, C noklalar1 0 dan etit uzakhktadular 

ve O dan OA uzakhltmdakl noktalar1n geometrik yerl olan egrl

ye aittlrler. Bu egrlye daire \•eya ando•ikl denillr. 

lkincl halde, LoBA<;E\'SKI'nin varhgm1 ispat ettigl hori•ikl 

denllen blr ejtrlye aittlrler : bu evl tU Bzeliltl baizdir: Bu ejtri· 
nln herhangi bir kirltinln orta noktas1ndan 91kilan dikme sablt 

bir dojtruya paraleldlr. 

09ilncll halde, babls konusu A, B, C noktalar1 m dogruaun
dan ealt uzakhkta bulunurlar ve dogrudan eablt bir uzakhktakl 

noktalar1n geometrlk yeri olan eltriye aittlrler. Bu egrlye de hi· 

per•ikl veya eg:o•ikl denillr. 

St. Polncare'nin Loba~evaki geometrlal modell. HENRI 

POINCARt (1864-1912) Fucns fonkaiyonlar1 lie llgl unutulmaz arat· 

tirmalar101 yapt1g1 auada yepyenl bir geometri Ile kart1latm1tbr 
kl bu da, yazit tarz1m deltlttlrmek auretiyle, LoaA~vsKI geomet
rialne irca olunablllr'). 

Tan1nm1t geometric!, dllzlemln verllmle blr JC' JC dogruaunun 

ayn1 tarafmda bulunan k1smm1, ve bu k111mda merkezlerl JC
1 

JC 

dogruau ilzerinde bulunan yar1m-9emberler1 ele ahr. (~ek. 24). 

Bu yar1m 9emberlerden birl olan AMB yl ve bunun nzerln
de buluom1yan blr C noktaa1n1 dGtt1nellm. C noktaa1ndan, AMB 
yi x'.t" dojtrusu Qzerlnde kesen lkl ACA', BCB' yanm-9emberl ge-

9er. C den ge9en yarim-oemberler ikl s1nJfta toplanabillr: AMB 
yl kesenler ve AM B yi keamlyenler. Bunlar da ACA', BCB' ya
r1m-9em berlerly le ayr1hrlar. 

•) Oeunes de Henri Po•ncari, PARu (1916) adh eserln ll nci clldlne 

b11k1nu. 
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Bu nokta anlao1ld1ktan sonra, PotNCAR(; ouraem1 kaytleder 

kl bahie konusu yarim-cemberlere do~ru ve x' x do~rueunun bir 
noktas1nda keei~en iki yar1m-cembere de paralel do~rular deme~i 
uygun g()rUrsek, tam mlnaeiyle LoBA~VsK1 geometrieini elde 

ederiz . 

.. C&. 
A B' A' B 

Qek. 24 

Bu i;izimi tamamlamak amaciyle, PotNCARE iki nokta ara

e1ndaki uzaklt~t, bir e~rl yaytnm uzunlu~unu ve bir yl1zey par

casmm alan Olcl1sQnU tao1mlar. 

lkl uokta araetndaki uzakh~in neden lbaret oldu~anu blldi

rellm. ~ekll , biriuclei x'" do~rusu ile cak11au iki dill: Ox, Og 
elrseoine nispel edelim. (.$ek. 25). Sanal 

z =x + ig 

1ay111, z nin a/ik& i deullen ve koordinatlart x, g olaa nokta ile 
gOileril~cektir. Ox ekseulnln iisl taraf1ada bulunao yar1m-dllz-

y 

Qek. 25 
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lemln M ve N noklalar1, ,siraaiyle m ve n &anal saytlarmm 

afiksleri olsun. M ve N noklalar1ndan, merkezl O:c 1lzerlnde bu· 

lunan bir yar1m-c;ember, )"lnl blr LoBA(fEVSJtl do(trueu gec:er. Bu 

yarim·'\ember Ox I, apsialerlni a, b Ile gGsterece(tlmiz lki A, B 
noklasmda keaer. M, N noktalari aras1ndaki uzakhk, tan1m ge
rejtlnee, m, n, a, b say1larinm harmonith: oran1n1n neper loga· 

ritmaarndan, yilnl 

den iharettir. 

m-a n-a 
MN uzaklllt1 = log.--b : --b 

m- n-

Po1scARli., bu tan1m1n, ara11llrmalarinda kendlsine pek b1l

yllk faydu1 dokundujtunu da ilAve eder. Gerc;ekleo, bu yolla, 

LonAc;.EvsKt gcomelrlei, Eu1t1 EIDE~ geometrlelnin bir bGlllmtlne 

irca edilml' olur. Dolay1siyle, Ecn1t1DES geometrlsinln gell1me· 

lerl nas1l hic;bir c;ell1meye aebep olmuyoraa, LonA~vsx1 geomel· 

rleioin llerlemeleri de boyle blr bale meydan veremez. 

S2. Riemann geometrlal. EUKLEIDES postulall bakkrnda, 

noceden nc: hipotez llerlye allrillebllir. 

Bir dilzlemde blr a do{truau lie buna alt olm1yan blr A nok

tas1 \'erlldijti takdirde : 

1. A noklae1ndan a y1 kumemek Uzere blr ve yaln1z bir 
do{tru gec;irllebillr (EUKLEIDES). 

2. A noktae1ndan a y1 kesmemek Qzere aonauz dottru gec;l
rilebllir (LOBA~VSKl). 

a. A noktaa1ndan a YI kumemek Qzere hlt;bir doitru gec;i· 
rllemez. 

Fakat ev\'elce gGrdilgQmQz gibl, do{trunun a1nua1z olarak 

uzahlablleceltl kabul olundujtu takdirde, bu 1onuncu hlpotezln 
bir larafa ahlmaa1 gereklr. Ba,ka deylmle, Qc;QncQ hlpotez kabul 

edildijtl takdlrde, dojtrunun da sonlu blr uzunluiiu oldujtunu ka-
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bul etmek gerekir. l!jte RtEMAl'i:-1 (1826-1866) da bu hipotezi ilerl 

sUrmilc:tilr. 

R1F.~1A:-;N geometrisiode, paraleller kavram1 yoktur, Ye dojt

ruouo soolu blr uztmlu~u vnrd1r, yuni doftru bir nevi kapah bir 

egridir. Bir ilc;genin a1:1lan toplam1 lki dik ac1dao daima bil

yUktllr. 

Buketin EunP.IDBS anlammdaki geometrisini nygun tarzda 

yorumlamak suretiylc RrnMANN geometrisine somut bir ijekil ve

rilebillr. 

Verilen blr 0 ooktasmdau geoen dogru ve dlizlemler top

lulujtunu ele alnhm vc a~ajt1ki •RUzlilk» yard1miyle bu topluluitu 

ltibari olarak blr dllzlem ~cklinde yorumlayahm : 

0 merlcezli bu/eel 

0 dan ger;en do§ru, 

0 clan gei;en diizlem 1 

/lei do§ru araaindaki a~1, 

/lei gii::lii a~1, 

Or;gii::lii, 

Ideal diizlem., 

No/eta. 

Dolru. 

I lei no/eta arasindalci u::akl1/c. 

/lei dogru arasmdalci ap. 

Or;gen. 

Bu ideal dUzlemde, bir Uc;genin a1:1Jar1 toplamt iki dik ac1-

dan bUyilktilr, zira bir il1:yUzlilniln ikiyfizlii ac;1lan toplammm 

bu Ozeli#i vard1r. 

0 dan gecen bir dUzleme dik olan ve gene 0 dan gec;en dilz

lemlerin ilk dUzleme 0 Ja dik olan ortak bir dogrulart vard1r. 

Bu ozelik gOsterlr kl RtEM/\!'S gc"omctrisinde bir dojtrunun dikme

leri ay01 bir noktadan gecerler. 

Yukartkl yorum, RIEMANN geometrisinin mant1k yonfinden 

olabilirlijtini goalerir. Bu geometrinin geli~mesinin celi~meleri 
gerektirmeyicrjtindcn emin olabillrlz, zira yaz1~ tarzlarmda yap1-

lacak bir dejti~imle, bu geometri EuKLEtDES'inkine irca olunabi-
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llr. Fakal bu keyfiyet, RIEMANN geometrlaloln •flzlk• olabllir

liltini iapata hii;blr vaklt yetmez. 

S3. Eukleldea 1eometrlsinln po1tulltlar1. EUKLl!.IDES an

lam1 d11J1odaki geometrilerln io1aa1 ve geometrioio ilkeleri Oze
rlode yap1lan araf}hrmalar, Et:KLlEDES anlam1ndakl geomelrinln 

manttki blr aoalizioi ve bunun dayand1jt1 poatulAtlar1n hirer hi

rer aay1m1n1 gerektlrJI. Bu da, gP.i;en yl1zy1hn 1onlar1oda, ara
larindan H. Po1NCARP., D . Hu.BERT (1862-1948), F. ENRIQ.U'ES 

(187t-19i6) gibilerinln zikredilmeai uygun dQ,en geomelrlcllerln 

eserl oldu. 

Grundlagen der Geometrle \LEIPZIG 1899) adh eeerlnde 

D. HILBERT, EuKLEIDES anlamindakl geometrinln poatulatlar101 

blrer hirer sayd1 ve ortalc/rk, clofrl1m, paralellik, e,itlik ve siirek

lililc kavramlartna tekabul etmek Qzere bunlar1 bef} guruba 

ayird1. 

HILBERT derki nc C£til varhk taea\'\'Or edellm: 

Blrlncl cetit varhklara nokta, lklnci l(t'f}iltcn olanlara clojru, nl

bayet Qiyllncll ce1itden varhklara da diizlem dlyellm . Bu varhklar 

aras1nda geometrinln protulatlariyla lfadelendirllen birtak1m ba

~1nt1lar vard1r. 

Ortalrlrlr Alraiyomlarc, 

I. Farkh lkl nokta daima bir dotru belirllr. 

II. Bir do{trunon farkh her h111gi lkl noktaa1 bu dojtruyu 

bellrler, ve her dojtru llierinde hie; olmazea farkh lkl nokta 
vard1r. 

III. Ayn1 bir doltru ezerlnde buluom1yan Uc nokta, dalma 
blr dQzlem belirler. 

IV. Bir dllzlemln ayn1 blr dojtru 11zerlode bulunm1yao farklt 
berbangl 11c noktaa1 bu dllzleml b:?lirler. 



CEO~IETRI iLKELERi 113 

V. Bir dogrunun farkh iki noktas1 bir dilzlem Uzerinde lee, 
bu dojtrunun her noktas1 iein aym hal vArid olur. 

VI. lki dttzlemin ortak bir noktas1 varsa, bunlar1n hie ol
mazsa ikinci blr ortak noktalan daha vardtr. 

Vil. Her dilzlemde, ayo1 bir dojtru Uzerinde bulunm1yan 
hie olmazsa tte nokta, uzayda da ayn1 bir dQzlem ttzerinde bu

lunm1yan hie olmazsa dOrt nokta vard1r. 

Dai1l1m AJ .. iyomlar1. 

I. Eger A, B, C ayn1 blr dogru ttzerinde bulunan tte nokta 
ise, ve e#er B ooktas1 A ile C arastnda lee, aym zamanda C Ile 
A aras1ndad1r. 

II. Eter A ve C bir dotrunun ikl noktas1 ise, bu dotrunun 

A ve C arastnda bulunan hie olmazsa bir B noktast oldatu gibl, 
hie olmazea Oyle bir D noktae1 vard1r ki C noktas1 A ve D ara
stnda buluneun. 

Ill. Bir dogru Uzerinde buiunan Uc nokta aras1nda dalma 
Oyle blr ve yaln1z bir tanesl vardtr ki dijter ikiei arastnda bu

lunsun. 

IV. Bir do~ru ttzP.rinde bulunan berhangl dOrt A, B, C, D 
noktas1 daima o tekilde dajt1tilabilir kl B noktae1 hem A ve C, 
hem de A ve D arastnda bulunsun, ve C de hem A ve D, hem 

de B ve D arastnda olsun. 

V. A, B, C ayn1 bir dojtru Qzerlnde bulunm1yan Oe nokta, 
a da bu noktalartn hie birinden geemlyen ve ABC dilzlemlne alt 
olan bir dotru olenn. Ejter a dojtrueu AB dojtru parcas1n1n blr 

noktas1ndan gecerse, daima ya AC dojtru pareas1D1n, ya da BC 

dojtru parcas101n bir noktastndan gecer. 
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Paraleller Aluiyoma. 

I. Bir dUzlemde, bir a do[trueu d111nda ahnan bir A nokta· 

emdan, a y1 kesmemek Uzere daima bir Ye yaln1z bir dojtru ge

c;lrilebilir; bu dojtruya, a ya A noktaemdan ge~irilen para/el ad1 

verllir. 

E1itlik (11ey:t denklik) Aksiyomlari. 

I. Elter AB blr dojtru parc;as1 iee, ve A' de bir a' doitrusu
nun blr noktas1 lee, a' Uzerinde ve A' ntin ayn1 bir tarafinda ol

mak u~ere daima Oyle blr ve yaln1z blr B' noktae1 bulonabilir kl 

A' 8' dogru parc;ae1, AB doltro parc;as1mn dengi (etitl) oleun . 

Her do~ru parc;as1 kendl kendislnio dengidlr. 

AB dogru parc;as1 BA dojtru parc;at1na daima denktir. 

II. Ayn1 blr Uc;Qncll doltru parc;ae1n1n dengi olan !kl dojtru 

parc;as1 birbirine denktir. 

lll. A, B, C noktalan bir a dojtrusunuo Oyle nc ookta11 

olaun kl AB ve BC dojtru parc;alann1n ortak noktae1 eadece B 
ucundan ibarel bulunsun. A', B', C' noktalari da bir a' dojtru

sunun ayn1 1arlt balz Ile; nokt&11 oleun. Elter AB, A' B' denkee, 

ve BC ile B'C' de deokse, bu takdlrde AC ve A'C' daima blr
blrinin dcogidir. 

IV. Bir 1 dUzlemlnde h, k yar1m-dojtrulan ile belirll olan 
blr ac;1 (h, k) ve bir 1' dQzleminin blr dojtrueu da a' oleun. a' 

Uzerlnde bir 0' nokla1nn1 ve blr h' yar1m dojtruauna sec;elim. 1' 

dQ2lemlnde ve a' dojtrusunun ayn1 bir tarafmda olmak llzere 

daima 0' den gec;en blr ve yaln1z bir Oyle bir k' yarim-dojtrueu 
aec;llebillr ki lh', k') ac;1e1 (h, le) ac;111na denk oJ1;un. 

Her ac;1 kendi kendlaine denktlr. 

(h, Jc) ac;1s1 dalma (Jc, h) ac;l81na denktlr. 

V. Ayn1 Uc;llncll bir ac;101n dengl olan ilrl ac;1 birbirlne denk-
llr. 
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Vl. Eger iki ABC, A' B'C' Utgeninde AB, AC dojtru par1;a
Jar1 e1rasiyle A'B', A'C' dojtru pariyalar1na deokee, ve ejter BAC, 
B' A'C' ac;tlar1 da birbirinin deogi iee, bu takdirde ABC, ACB 
ac;1lar1 e1rasiyle A' B'C', A'C' B' ac;1larma denktir. 

Sdreklililt Alt•iyoma oeya Arlthidemu po.talatr. 

I. Bir dojtru llzeriode ikl nokta A, 8 ve buolar araemda bir 
nokta da A, olsun. Oyle A 1 , A,, ... noktalarrn1 Iota edelim kl 
Ai ooktae1 A ile A 2, A , noktae1 Ai ile A,, .•. arae1nda buluneun 
\'8 lletelik AA., A 1Au A,A,, ... dojtru parc;alar1 birbirlerlne denk 
oleunlar. Bu takdlrde, B ooktas1 A ile An arae1nda bulunacak 
1ekllde bir An ooktae1 me,·cut olacakbr. 

Bu akelyoma H1LBERT Biitiinl1ik Akaigomunu katm11tir: Nok
talar, dojtrular ve dllzlemlerden meydana geleo aisteme, ba1ka 
varhklar1 katmak euretiyle elde olunacak genelle1mi1 aletemln, 
bondao Oocekl akaiyomlann gervekleodijti, yenl bir geometrl te1-

kll etmeei imkiloe1zd1r. 

lkinci guruba giren akelyomlar dogrular1n yOnleomeslni, ve 

ac;1lar10 babee konu olduklar1 vakit de yar1m dogrulardan 10z 
ac;llmae101 eajtlarlar. Denkll(te gelince, bu da birbirl Qzprine 
koymak euretiyle e1itlikten, yAni tam mlloaelyle EuKLl!.IOEs'ln 
ele ald1jtmdao (Vll ncl_ ~kslyom, sabife 7) ba1ka blr 1ey de
ltlldlr. 

54. Poatulltlar1n bagda1abilirlik ve bag1ms1z.hg1. Nokta
lar, dojtrular ve dllzlemler arae1nda, keyfi olarak poatulAt 9eklin
de eetilen bir tak1m bajt10t1lar kurmak sur<:tiylc bir gcometrlnin 

ln1es1 ac;1kc;a dalma mumklln dejtildir. Ru postulAtlar1n bagdap
bllirligi, yAoi bu geometrlnin manhk terte\ealnde vlkl olaeak 

1eli9mealnio c;ell9melere aebeb olmamaa1 9artt1r. 

EuKLEIEOFs geometrislnln poetuli\tlanm blr bir sayd1kdan 
aoora HILBERT gereken dikkatl eairgemlyerek bunlarrn baAda1a-
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blldikleriol lepat ettl. Bu amac;la, bQlllo bu postulltlarin ger· 

c;ekleodijtl bir analitik geometri kurdu. 
Ote yandao, blr geometrlnin poetulltlaran1n bajtdapbildiklerl 

iepat edildikteo eoora, ayr1ca bunlano bajt1ms1z olduklar1 1 yAnl 

buolardan hic;blrieioln Otekileriodeo c;1kanlam1yacajt1 da gOsteril· 

melldir. Bu makeatla, ic;lerioden blr taoe•i mllstesna, btttdo postu· 

lAtlarlD gerc;eklendl!ti gl'ometriler int• olunur. Nitekim, ARKHI· 
MF.DES po11tulAt1010, daha Oocekl poetulltlar1D bir oetlcesi olma· 

d1jt101 g011termek amaclyle, H1LBE11.T, ARKHIMEDEs postullt1n1n 

g1·rceklenmediitl blr ARKHJMEDES aolam1 ditmda geometri kurdu. 

Eoaeeo VERONE~E (1c54-1917) bu yolda kendlainden daba Ooce 

da\·raomith. 

Buounla heraber, bir geometriolo poetulAtlar1 arasmda be· 
llrli bir bajthllk da bulunabllir, tu anlamda kl bunlar1n baz1Jar1, 

dijterleri de zoruolu olarak bir deititiklijte u1tramadan, tadil edile· 

mezler. BOylece, blr dojtruoun s1D1rs1z olarak uzahlabilecejti pos

tulAtin1 blr tarafa b1rakmadan, parlllellerln varolmad1~01 kabul 

etmek euretiyle, ECKLE.IDES poetulAt1 red edilemez. 
Geometrlnln ilkelerl mU01Bebetlyle bahis konusu olacak bat· 

ka blr problem de tndur: Bir ltorem verlldlitl takdirde, bunu ls· 

pat etmek lcln gereken poetulltlar bangllertdlr? Bu baeueta, le· 

ferruata glritmekl!lzln, sadeee ltaret etmekle yetloecetimlz tlplk 
bir Ornek, DE.~ARGUE.s'in bomolojlk llc;genlere dalr teoremldir. 

HILBERT a9ajt1dakl teoremln, aocak denklik postulltlan ka· 

bul edildllti takdlrde, dtlzlem 1eometrlde lepat oluoablleeejtlnl 

gOstcrdl: AA', BB', CC' dofrular1 bir nolctaia lce•i1ecelc 1elcilde 

ilci ABC, A' B'C' iicgeni verildifi talcdirde, BC oe B'C', CA oe 

C' A', AB ve A' B' lcar11 lcenar ci ftleri agnr bir dofru ii:ierinJe ba· 

lunan iic nolctaia lcni1irler . Batka deyimle, denkllk postulltlar101 

kullaomadao D!SARGUES teoremioi lepat etmek 1.;lo, uzay geomet· 

rislol kullaomak gerekir. Buou ispal etmek lc;ln HILBERT, ne 

deoklik poetulAtlarm1n ne de DESARGUEs teoremlnln dojtru olma· 

d11t1 bir dllzlem geometri Iota ettl. 
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SS. Arkhimedes postuliih ve dogru par<;alarimn (il<;iimii. 

Her do~ru parc;asJDa bununla temamiyle belirli olan bir trasyo

nel veya irrasyonel) gerc;el say1 tekabUI ettlr ilebildigi takdlrde, 

do#ru parc;alarJDto IHc;UmUnden bahsedllebilir. Fakat geometrlde 

ve bilhaesa aoalitik geometride bunun kare1h da, yi\ni her ger

<;el say1n10 bir do#ru parcasJDto 15lc11m Cl olmas1 da is ten Ir. 

ARKHIMEDES postulilti yard1miyle dolays1z 6nerme ithal olu

nablllr ama, karo1t onerme ic;in ayni eey sl5ylenemez. Bunu yapa

bilmek ic;ln de ikinci bir postulatJD, mc·i;ela H1LBERT'in bUtUnlUk 

PO~lullHIDID ithali @arttir. 

Fakat bntilnHlk postulat1 yerine, GP.oRo CANTOR (1845· 1918) 

un sllrekliJik postul!lt da ithal olunab1lir: 

Bir OM dogru parras1 iizerinde: 

1. OA., OA,, ... dogru par(:afarz daima biigiimektedir; 

2. OA'u OA'., ... dojru par{:afarz daima kii{:iilmekteli,; 

S. A 1A' H A,A' 1, ••• cl<>jru parralarz o 1ekilde kii,iilmekte:lir 

ki A,.An' dogru par~asrnrn onceden verilmi1 bir dogru par~a•111Jan 

kii{:iik olmas1111 saglryan bir n sagm daima bulunabilir; 

$artlar1m •a§ligacak 1ekilde iki son•uz OA,, OA,, ... ve OA' 1> 

OA'" ... dogru par{:alar111dan miite1ekkil dizi varsa, bu takdirde OX 

dogru por{'.aSl birinci dizinin biitiin dojru parralarrndan biigiik, ve 

ikinci dizinin biitiin dojru parralar111dan da kii{:iik olacak 1ekilde, 

bir X noktas1 mevcuttur. 

Ote yandan, DEDEYIND (1831· 1916) blr eilreklilik poetulilti- / 

n1n ifadesini verdi, kl bu geometrik bir oekle de sokulablllr. 

Bir OM dojru parra•111a ait noktalarm a1a/1daki 1artlar1 110/f· 

l1gacak 1ekilde iki 11111/a agrrlabildigini far:zedelim: 

1. Dogru parra11n1n her nokta11 11111/lardan birine aiftir. 

2. 0 nokta11 birinci &1111/a, M nokta11 da ikinci 11111/ a aittir. 



118 <;E~ITLI Gl!.OMETRILER 

3. Birinci srnr/m herhangi bir noktaar daima, ba1langrc1 0 .,e 

ucu da ikinci srnr/rn bir noktaarndar. ibaret bulanan bir dogru par

rauna aittir. 

Bu takdirde ogle bir (Je yalnrz bir X noktas1 .,ard1r kl OX 

dozru parcasrnrn her noktas1 birinci aznr/a, X M dogru parcaaznrn 

biitiin noktalari da ikinci simfa aittir. 

DenkUk ve DEDEKIND postulAtltm kabul edildi~I takdirde !s

pat edilebilir ki bunlardan ARtrntME.DES postulnt1 ve yOnltt blr 

do~runun par<;alariyle ger<;el say1lar aras1nda blre· bir blr teka

b!lliln varh~1 l)lkar1labilir. 

Buna karo1llk, \ P.RONESE g6sterdl kl, ayn1 oarllar alt1nda 

CANTOR postuJall, ARKHIMEDP~~ posluliltmm yerini tDtnmaz; bu 

iki postulAt ba~1ms1zd1r. 

56. lzdii,el geometrinin postulltlan. Evvelce de kaydetti

jtimlz gihi, hdUtel Geomet.ri'de sadece geometrik eekillerln ko· 

numlariyle ilgili, ydni do~ru parl)nlarmm veya a\)tlar1n 01\)llmllntl 

bahls konusu etmiyen 6nermeler vard1r. Fakat ou noktaya da 

dikkati <;eklik kl hdUoel Geomelri'deki Onermelerln \)Ojtu, bae

lan gu;ta metrik ha£t10lllarm lthali suretlyle bahis konusu edil

mifti. Nitekim, DtsARGCEs' m involusyon bajt1nt1S1, bir do~ruya 

alt noktalar arasmdaki barmonik dOrtl!l gibl kavramlar, dojtru 

parc;alannm Olc;!lmlerini ithal etmek suretlyle babis konuau edll
mielerdlr. Ancak c;ok sonralar1 bu 6zeliklerin izdO,el mabiyyetl

nin farkma varilabilmietir. 

lzdlloel Geometri'yl her tUrlU metrik kavramlardan l€mlzll

yerek, ilk defa kurmaya <:al•ean voN STAUDT olmu,tur. voN 

STAl1DT amacina lemamlyle erltemedi ama, ondan 8 onra gellp bu 

alanda em.ek barcayanlar bu hususta daba mutlu \)tkttlar. Bu· 

gUn, uzay1n sezgiye dayanan konum Ozellklerlni yan11tan ve lz

dUeel Geometri'yi aolatmak ll)in temel vazlfesini g6ren birl)Ok 

postuli\t slstemleri bilinmektedlr. 
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F. ENRIQUES tarafmdan ortaya ablan ve bizce akla en yakm 

olan poetulat eistemini ei,ajt1ya aynen ahyoruz. 

Aralarmda aesjt1daki bagintilar bulunan ve noktalar, do~

rular ve dilzlemlerden ibaret fi<; tiirlil eleman dueiinelim : 

I. lki nokta, kendilerinin de ait olduldarr, bir dogruyu be-

lirtir. 

II. Aynz bir dogruya ait olm1ya11 iii; nokta, ke11dilerini11 de 

ait bulunduklar1 bir diizlemi belirtir. 

III. Bir nokta ile bu nokta Ian ger;miyen bir dogru, bun/arr 

ihtifla eden bir diizlem belirtirler. 

lV. lki diizlem, ken:lilerine ait olan, bir dogru belirler. 

V. Agni bir dogru Ian ger;miyen iii; diizlem, kendilerine ait 

olan bir nokta belirler. 

Bu alll poetulilttan baeka, hdi.iijel Geometri'deki birincl 

cineten formlarla (yaoi dogrusal nokta ciimleleri 1 1~m demetleri, 

diizlem demetleri ile) ilgili ii<; ayr1 postulat daha ithal edeccjtiz. 

Once ifadelerini verecegimiz bu postu!Atlan eonra irdeleyecegiz. 

Bu poetuliltlardan ilk ikiei dolanim yOnleriyle ilgilidir. 

VII. Birinci cinsten bir formda bir 0 elemanr tespit edildi

gine gore, bu for mun· elemanlarr o 1ekilde srralanabilir ki 0 her 

elemandan once gelain. Bu s1ralama:la, /ormun her elemanz daima 

ba1ka birinden once gelir flt formun, A nzn B den once gelfigi iki 

A, B elemanz arasrnda daima A dan sonra ve B den evvel gelen 

bir elemani flardrr. 

VIII. Birinci cinsten bir form:la, birbirinin kar1rt1 flt tema· 

miyle belirli iki dolamm yonii vardrr, ve eger bir form bir digerin

den izdii1iim 'Vega kesimle elde ediliyorsa, birinin iizerindeki bir 

dolanrm yoniine digerinin iizerinde temamiyle belirli olan bir dola

nrm yonii tekabiil eder. 
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Soouncu poetullt, D1mu1ND'ln eQrekllllk poetu!A.hntn lzdl1· 

tel dlle tevrilmeslnden lbarettlr : 

IX. Eje,. AB, bi,.inci cin1ten 11,.alanm11 b;,. fo,.man bi,. dol,.a 

pa,.ra11 in, .,e bu doj,.u pa,.ra11 ilcl lc11ma biiliinii,.u, o 1elcilde lei 

1. AB dojru parra11n1n her elemani lcmmlardan bi,.ine ait 

olsun. 

2. A birlnci lc11ma, 8 de ilcinci k11ma alt bulan.an. 

S. Birincl lumrn he,.hangi bi,. elemani, ilcinci lc11m1n herhangi 

bfr elemanindan once gel1in. 

Bu talcdirde AB dof,.a pa,.ra11nrn, (lcmmla,.dan herhangi bi

,.;ne ait olabilen) ogle bi,. C elemanr .,a,.J,,. lei AB nln C den once 

gelen he,. elemani bi,.inci lc11ma, .,, C den 1on,.a gelen her elemanr 

da ilcinci lcr1ma aitti,.. 

Bahelni elliltlmlz dokuz poetullt yard1mlyle lzdOtel Geo

metri temamiyle kurulabllir. 

57. Blrlnci clnaten formlarda dolan1m y~nll. Blr dotruaal 
nokta cilmlealoi blr ookta farkh lkl yOnde tlzlleblllr. Buoun 

glbl, blr •tmlar demetine alt blr do{tru, demetln tE>peal etraf1oda 

farkh iki yOode dOneblllr. Bir demetln blr dQzleml de, demetln 
ekseoi olao dottru etraf1oda farkh lkl yOnde dOnebillr. O"atelik, 

e1ter bu formlar tan lklel, blrblrlnln kealml veya lzdUtl1mQ i1e, 

blrlncldekl blr dolan1m yOoQne, ikloclnin temamlyle belirll blr 

dolan1m yOnQ tekabnl eder. ltte VII ve Vlll incl poatulltlar1n 
lfade etmek letedlklerl fey de 1ez1lye dayanan bu ozellklerdlr. 

Barada Onemli blr ooktaya dokunmak yerlnde olur. Dottro
eal blr r nokta ellmleel Ile buna alt olm1yan bir R noktas1n1 ele 

alahm. ($e/c. 26). ,. nin temamlyle belirll bir yOnde, mesell sol

dan Hit• doltrn, blr M noktae1 taraf1ndan i;lzlldlltinl farzedellm. 

m =RM do{truau, R tepell 1110 demetlnl bellrll yOnde meydana 

getlrlr. Bir an gellr kl Rm •t1n1, ,. ye paralel Rm 0 durumunu ahr. 
Rm do{trusu barekellne ayn1 yOnde devam ederek, daha eonrala· 
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r1 Rm' durumunu alacak, ve M noktas1 da, ba11lang11;ta hareket 
edilen M mevkinin solunda bir M' noktas1na gelecektlr. VII ve 

VIII postulatlanna gore, dogrusal bir nokta cllmlesini bellrli blr 
yOnde dolanan blr nokta, sonunda harekcte baelad1g1 noktaya 

----- - --- ---~o 

r 

"'. m 

$tit. 26 

dGner. Baeka deylmle, bu postulll.tlar, sonsuzda noktalar kavra
;n1n1 1zduvel Geometriye soktuklar1 glbl, izdDeel dogrunun blr 

nevi kapah e~rl gibi ele ahnmas1n1 gereklirirler. 

Bundan da eu sonuc; c;1kar ki blr dojtrusal nokta cOmleslnln 
lki A, B noktae1 ahnd1~1 takdlrde, bu noktalar lki lzdnvel dogru 

Parc;as1n1 belirtirler, o eekilde ki: bir nokla A dan B ye giderek 
dogrusal nokta c11mlesi Qzerlnde lki ayr1 dolan1m yOnQne gore 
doland1g1 vakit bu iki izdDvel dogru par~asm1 c;lzer. 

VIJ ve VIII incl postul!tlar yard1miyle bahis konusu edile
bllecek ba11ka bir Onemli kavram da birinci cin11ten dOrt eleman
la teekll olunacak guruplarla llgilldir. Ornegin, bir dojtrusal nok· 
la cOmleslnln, bunun flzerlndeki belirli blr dolan1m yonOnde, 
blrbirinln ard1ndan gelen dOrt A, 8, C. D noktas101 ele alahm. 
Bunlar1 lkleer ikleer c;lftler halinde Oc; t!lrlQ ayirabilirlz: AB ve 
CD, AC ve BD, AD ve BC. Blrinci ve Oc;Uncn halde, blr c;iftln 
nok:talarayle belirll olan do{tru par~alar1ndan her biri, c;iftln diger 
dogru parc;as1n10 !kl ucunu ya ihtiva etmez, ya da eder. Bunun 
teraine, lkinel halde, c;i!tln noktalar1yle bellrll olan do{tru par-
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o&larmdan blri, l)tekl doitru parQaBIDtn UQlarJQdan birini ibtiva 

eder. Buna gore AB Ile CD Qiftlnln, ya da AD lie BC Qlftiolnin 

blrbirlerlnl agrrmal1klar1, buna mukabll AC Ile BD Qiflinln bir

birlni ay1rd1l1 sOylenlr. 

Buradan da tu aonuc; i;1kanhr kl eger ABCD dOrtlQsll bar

monik lie, yAnl C, D noktalan AB yl harmonlk olarak Mlilyor

sa, AB ''e CD <;lftl blrblrinl aymr. 

SS. Blre-bir tekabilller. Birinci cinsten lki formu, meselA 

ikl r, ,.' do{trusal nokta cumle
0

siol ele alahm. Bu do~usal nokla 

cQmlelerinln elcmanlar1 aras1nda bir T bl re. blr tekablllllnll dtt· 
tl1nellm. Bir nokta r yl belirli bir yOnde Qlzdlgl vaklt, bunun 

bomolo{tu, r' yll bcllrll bir yOnde c;izerse, T tekablllllne srralan· 

m11 denllecektlr. 

f:limdl r, r' dojtruaal nokta cnmlelerlolo ayn1 blr do{tru llze

rlnde bulunduklar101 farzedellm. Bunlar araa1nc!aki T tekabtllll 

s1ralanm1t blr tekablllse, M noktu1 r yl bellrll blr yOnde c;izdl

iti \"akit, bunun M' homolo~u r' yll, bundan Oncekl ile c;akttabl

len veya c;ak11sam1yan blr yGnde c;izer. Blrlncl balde, T nin do

lagaii, iklncl halde de tu• blr tekablll oldu{tu sOylenecektlr. 

Eger M noktas1 Ozel blr durumda M' bomotogu Ile c;aktta· 

hllir11e, Myle blr nokta tekabtlllln birl~1ilc bir noktaa1 olacaktlr. 

Bunlar anlat1ld1ktan aonra, IX postulAti, tekabllllerle Ugill 

bulunao ve seigiye dayanan vak1alarin lfadeainden batka birteY 
olm1yan hlrtak1m Gzeliklerln kurulmaa1n1 salhyacakllr kl bunlar

dan da birazdan babsedeceRiz. 

Fanedellm kl dllz blr yol lki A, 8 tebrlni birbirlne ball•· 
maktadir. lid M, M' yolcuaunun bu yolu ald1klar1n1 farzedellm; 

bu ikl yolcunun saatlerl ayn1 ln1 gGsterdlil vaklt, yoleularm da 

homolog konumlar ivgal ellilinl sOyliyecejtiz. BOylece yoleulart· 

m1z1n konumlari aras1nda blre· blr blr tekablll vardir. 

Eger M ve M' nun lklslnln de bareket yOnlerl aynt ise, ve 
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e~er M, A dan M'den sonra kalkar fakat B ye ondan Once va

r1rsa, hareketinln blr anmda M'ye yolda yetioecektir; bu da te

kabrillln blr birle,ik noktast olacaktir. Olabilir ki bu ilk kavuli

madan sonra M h1z101 keesln ve M' tarafmdan gecilsin, ve son

ra h1z1n1 arttirarak biraz daha otede M'yu yeniden gei;ein. Bu

nunla beraber, A lie B arasmda M ve M'niln aym anda bulun

duklan blr noktan1n varhjt1ndan, ve A ile bu nokta arasmda M' 
n lln daima M yl geride b1rakt1jt1ndan bahsedllebilir. 

Ejter M yolcusu A dao B ye, ve M' de B den A ya gider

ee, yoli;ular ai;1kca yaln1z bir kcre blrbirlerine rashyacaklard1r. 

Daha kesin terimlerle, aoa1t1ki teoremler bahis_ kooueudur: 

1. Ejter birlnci cinetfD bir formun elemanlar1 arasmda 

e1ralanm10 dolaye1z bir tekabUl varsa, ve bu tekabUlde bir AB 

doitru pari;ae1n1n elemanlar1na, bunun ihti\"a ettiiti bir A' B' dojt

ru pari;ae1010 elemanlar1 tekabiil edlyorsa, A' B' ye ait Oyle bir 

birleoik Peleman1 vardu ki s1ralanm10 AB doltru pari;asmda P den 

Once gelen bicbir blrletik eleman yoktur. 

II. Ejter blrinci cineten bir lormun elemanlar1 aras1nda e1-

ralanm10 ve tere bir tekabUl varsa, ve bu tekabUlde bir AB doit

ru pari;asmm elemaolar1na, bunun ihtiva etlilti bir A' B' doitru 

pari;aem1n noktalan tekabi11 ediyorea, AB' A' B dojtru pari;asma 

ait bir P blrleoik elema01 Ile, AB nin tamamlay1c1s1 do[tru par

casma ait bir Q blrleoik eleman1 vard1r. AB ile PQ ye A' B' ile 

PQ c;iftleri birbirlerioi aymrlar. 

59 . lzdii11ellikler in ta01m1 ve lzdii11el Geometr l'nin temel 
teoremi. Daha Once de sOyledijtimiz gibi, birinci cinsten iki form 

aras1ndaki izdiloelllitl VON STAUDT ou oekilde tao1m!Jyordu: Har

monik dortliileri deji1tirmiyen bire-bir bir tekabiil. Bu soruyu da

ha yak1ndan inceleyelim ve d~ha fazla kolayhit1 teroin amnciyle, 

ikl r , r' do~rosal nokta cilmlesi arastndaki blr izdil§elllkle yell· 

nellm (kl bu da z~ten bir kay1tlama demek dejtildir). 
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r Uzeriode iki A, B noktasin1 harmonik olarak Mlen iki 

nokta C, D olsun. r ve r' arasmdaki w izdUeemgi, ABCD har

mooik dllrtlUsiine A' B' C' D' harmonik dllrtl llei.lo U tekabill ettirir · 

AB, CD cHtleri birbirini ayird11t1 gibi, ayn1 eey A' B', C' D' 1tift

leri icin sllylenebilir. Dolay1eiyle, r ilzeriodeki ACBD dolan1m 

yllniloe r' Uzeriode A'C' B' D' dola01m y1lnil tekabiil eder. 0 hal

de bir izdlleellik, s1ralanm1!J bir tekabUldilr. 

lzdlleel Geometri'oio temel teoremi de eu eekilde ifade olu

nur: Birinin "erilen ii~ elemanina otekinin verilen ii~ elemanznz 

tekabiil etiit'mek iiz:ere, birinci cinsten iki form arasmda bir ve yal

nu: bir iz:dii§ellik vard1r. 

Boeke deyimle, r nin verilen Uc L, M, N noktasrna, r' nun 

s1rasiyle verilen UI( L', M', N' noktas101 tekablil ettirmek iize

re, iki r, r' dogrusal nokta cUmlesi arasinda bir ve yaln1z bir 

izdileellik vard1r. 

Bu eartlari sa!thyan bir izdU~ellijtin varhg1 kolayhkla glls

terilebilir; zalen bundan 6nceki bBHimde bunu yapm1ebk. Fakat 

bu izdUeellijtin bir tek olueunu ispat etmek daba ince bir ietir · 

Farzedelim ki r nin L, M, N noktalarma r' niin eirasiyle 

L', M', N' noktalar1n1 tekabiil ettirmek iizere iki r, r' dojtrusal 

nokta cUmlesi aras10da iki CJ>, CJ>' izdUeellijti bulunsun. r nin bir 

P noktastna, «> yard1miyle r' nlln bir P' noktas1 tekablil ettiri

lir. Bu sonuncu nokta, w' izdtleellig-iode, r nin bir P, noktasma 
da tekablll eder. r nin P ve P, noktalar1 arasmda, ac1kca gll

rUldU~U gibi, bire-bir bir tekablll vard1r ki bu da bir w, izdlleel

lig-idir. Bu ci> 1 izdileellijtinde L, M, N noktalar1 birleeik ooktalar
dir. Ejter r nin blitUn noktalarmm ro, icin birleeik noktalar ol

duitunu, yilni bu izdilfJelligin bir identiklikten ibaret bulundu
jtunu ispat edersek, «> izdliljlellijtinin de bir tek olueunu ispat et

mie bulunuruz. 

llk llnce akla Qllyle bir yo! geliyor: L, M, N noktalarindan 
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her blrloio dijter iklsine gore harmonlk etlenlklerini lnta edellm. 

HOylece Oyle tlQ yeni nokta elde ederiz kl, lzdQ9ellijtin tan1m1 do

lay1slyle bu noktalar C1>1 l9in birletiktirler. Bundan eonra bu alb 

noktadan her birinln gerlye kalan bet noktadan iklslyle te9kil 

olunan her Qifte gore harmonik eeleoiklerini alahm. BOylece w1 

e ait olmak llzere yeni birletik noktalar elde ederiz, ve bn My
lece sUrer. Sonunda c.1 1 In sonsuz blrletlk uoktaem1 buluruz ama 

r nin her noktasmm bu izd09ellik ic;ln birletik oldujtn da bu 

snretle asla ispat edilmif olmaz. 

Dokuzuncu postuli\ta ve bundao c;1kard1jt1m1z teoremlerden 

llklne dayanmak suretlyle temel tcoremln lspat101 yapabillriz. 

w1 in identlkllk olmad1jt101 farzedellm . Bo Oyle blr s1ralan

m1f tekabQldQr kl LMN dojtru parc;as1na LMN dojtru parc;as101 

tekabOl ettlrir, Oyle lee bu blr B1ralanm19 ve dolays1z blr teka

bOldllr. LM dogru par9alar1udan N yi lbtiva etmeyeulni dll91lne· 

llm. Bu dogro parc;as101n bir P noktaa1ua, ayu1 doitru parcas1nm 

blr P, nokta11 tekabQI eder, ve P nin L den M ye gitmesl ba

llade, P, de L den M ye gider. Runa gore, Oyle blr X blrletlk 

noktas1 vard1r kl L Ile X arasmda w, In hl9bir birletlk noktaa1 

yoktur (zlten X noktas1 da M Ile c;ak19ablllr). Elter P noktas1, 

LX dojtrn parc;aamm bir noktas1 lee L, P, P,. X noktalari LMN 
dolamm yOnllnde blrbirini taklbederler. ~lmdl, "'• in, P yl P 1 e 
tekabnl etllren ters tekabQIQnQ dQ9Qnelim. Ayn1 9ekllde, (l lie 

c;ak1eablleu) Oyle bir Y blrle9lk nokt&11 vardir kl e1ter P, nok

taB1 MY dojtru parc;aa1010 blr noktas1 lee, demlnki glbl M, P., 
P, Y noktalar1 NML yOnQl!de birblrini taklb ederler. 

Buna gore X Y doltru parc;as1 w, io hlc;bir blrletlk nokta1101 

lbUva etmez. Fakat bu sonuc; da aac;madir, zira N noktasmm 

XY ye gore barmonlk e9lenigl, X Y nin lc;inde blr nokta oldultun
da, w, in zorunlu olarak bir birletik noktas1d1r. Bundan da, N 
yl ihtlva etmlyen LM dojtru parc;a1101n bQtQn noktalarm1n <o, In 

blrletlk noktalar1 oldujtu sonucu c;1kar1hr. Ac;1kca gOrUldQitU gl-
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bi, ayn1 sebepten MN, Nl do~ru parcalarm10 blltQn noktalari 

ii;io ayn1 l}ey sOylenebilir ve dolay1siyle (1> 1 identiklikteo iba· 

rettir. 

BOylece lzdill}el Geometrinin temel teoreml ispat edilrolt 

olur. 

60. Diialite llkesl. lzdil§el Geomelri'nin yukar1da ifade olu

oan poatulatlar1, en genel fleklinde, a priori, dUallte ilkeelnio it

halioe yararlar. 

Uahi~ koousu poatulatlano ifadesindeki •nokta• ve •dllzlem• 

kellmclerioi keodi aralannda mllbadele edelim. llk nc postullbn 

yerini hunlardnn aonra gelen tlQ po11tulnt ahr ve buo·un tersl de 

dojtrud ur. 

\'II, VIII ve IX uncu poatuli\tlara gelince, bunlar birlocl 

ciosten formlarla ilgllidir. Halbukl, «nokta• ve «dQzlem• kelime· 

lerinlo kcndi aralarinda de~iotokuou, doltrueal ookta cilmlesine 

dtlzlem demetioi veya bunun tersinl, 1110 demetlerine de 1010 de

metlerinl tekabUl eltirir. Dolay1slyle, bu de!il§tokut postu!Atlari 
degl~llrmez. 

BOylece lzdo.,el Geometri'ntn dokuz postullti muhafaza oluo

du~una gtlre, dUalite ilkeeioio ifadeslni verebillrlz: 

lzdii1el G1ometri' deki her onermege, •nokto• 'fie •diizlem• lce

limelerinin ktndi oralarinda dtJi1toku1a 'flt •:loJru• lctlim,.inin de 

de~i1tirilmeden ogntn brrakrlmasz •urttigle ifa:lui tlJe olanan ba1lca 

bir onerme tekabiil eJer. 

Fakat hAlen bu ilkenin dar bir uygulanma alao1 vardir, tu 

milnada ki bunu ancak dokuz postullta dayanarak elde olunao 

t!nermelere uygulayabilirlz. Bununla beraber kartilhklarm bun

dnn sonra yap1lacak olan iocelenmesi sayesinde bu Ukenin uygu

lanma alan101 geni11letme lmkln1 bulunablleccltl gibl, bundan 

sonrakl bt!Hlmde loaret edece~lmlz vechlle, bu alan1n s10irlar1 da 
keslolikle belirleoecektlr. 
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Diizlemde dtlalite ilkesi, uzaya tekabiil eden ilkeden cikan· 

labilir. 

Noktalan ve dojtrulan toplulu{tu gibi diitiintl.len bir dtlzleme, 

dtlalite ile, bir buket tekabttl eder. DUalite ile birbirine tekabiil 

eden iki 1ekil veya iki tinermeye bagla,1k (korelatif) denilir; o 

halde dUzlemle buket ba{tla11ktir. Bir n dUzlemiyle, S tepeli bir 

buketi ele alahm. o dtlzleminin noktalardan ve dogrulardan mey. 

dana gelen blr F 1eklinin bagla11jt1 S tepeli buketin dtlzlem
lerden ve dogrulardan mlite1ekkil bir F, eeklidir; Buketi, S 

den gecmiyen bir a' dUzlemiyle keselim. F, fiieklinin kesiti, 

dogrulardan ve noktalardan meydana gelen bir F' 11ekli olacaktlr. 

Bu anla11ld1ktan eoora, F 1ekli ile ilgili izdUeel bir tlnermeoin 

bajtla111g1, F, 11ekli Ile ilgili bir tinerme olacak tu. Bu tlnermeye 

F' 1ekliyle ilgili izdtl'1el bir tinerme tekablil eder. Bu sonuncu 

Onermeoin ifadesi, ac1kca gtlriildUgu gibi, F 1ekli He ilgili tiner

mede" nokta,. ve "dogru,. kelimelerinin yerine s1rasiyle « do!tru » 

ve "nokta,. kelimelerini koymakla elde olunacakt1r. Btiyiece diiz

lemde dllalite ilkesi eldc olunur. 

Ac1kca gtiriilebilect~i tl.zere, ayn1 1ekilde bukette de bir 

dilalite ilkesi elde olunabilir. 



BES/NCI BJLOM 

GURUPLAR TEOR1Sl VE GEOMETRl 

61. Metrik geometrl ve bareketler. ElemP.nter geometrlde 
lkl oeklln e11ltli(tlnl ispat ctmek lc;lo, her iklslnlo Ust tlste koou
labilecejtl g011terlllr. Niteklm ikl ABC, A' B'C' Utgeninin eolt ol· 
duklar101 lspat etmek ic;in, Utgenler c;ak1oacak oekllde A', B', C' 
nun siras1yle A, B, C ilzerioe getlrllebilecejtl gosterlllr. 

Dilzlem geometrlde kalahm ve dQzlemden d1pr1ya i;1kmadan, 

lkl ABC, A' B'C' tl~geoioi oastl i;ak1,1k hale getiribilecejtirolze ba· 
kahm. ABC 1li;geoioi sablt birakahm ye A' B'C' Qc;genini aoajt1kl 
bareketlere tabi tutahm: 

1. A' B'C' Uc;geoinl, kenarlart kendi kendllerlne paralel kal· 
mak Qzere, kaydtrarak A' yll A ya getlrellm. Bu baretin sonun· 
da A' B'C' Ui;genl Oyle blr A" B•c• konumunu halz olacakbr kl 

AB• dojtrusu A' B' ye, AC* dottrusu A'C' ye, B"C" dojtrusu da 
B'C' paralel olur. 

2. AB•c• yU A etrahnda dOndllrerek B' yil B ye geUrellm· 
Hareketln sonunda, c• noktas1 ya C ile c;akioacak, ya da C nin 
AB" ye gore simetrljti olan C"' ye gelecektlr. 

3. Bu BOO lhtlmal halinde, ABC"' nun AB do~rosuna gore 

simetri~ini alahm. 

0 halde A' B'C' yl1 ABC ile i;ak11ttrmak ic;ln, blr oteleme, 
blr nokta etrafanda dondilrme ve nihayet, gerektijtinde, blr dolt· 
ruya gore slmetri iolemlerini yaphk. ZA.ten, ac;1kca gor11leceltl 

glbl, bu bareketlerin yap1h1J s1ras101n hli;blr oneml yoktur. 
Daha genel olarak gOrlUebilir ki Melemeler, dondllrmeler ve 
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blr doitruya gore simetriler sonunda bir dilzleme ait iki $ekil ca

ln~tmlabildijti takdlrde, bnnlar eQit i;okill<!rdir. 

Hundan da QU 601111<; c1kar1hr ki dllziem eekillerin lStclemc

lcrc, bir nokta etrafindaki dlindil.rmelerc ,-e bir c!ottruya gl}re si

metrilere tabi tutulcluklari halde bir dej'.tl~ikliite u1tr:irn1yan oze

likleri toplulu~u di1zlemin metrik geomctri11iui vueuda gctirir. 

DUzlem hakk1nda elSylenilenler, hlcbir zorlu~a u(tra:naks1z10 

Uzaya da teQmil olunabilir \•e denilebilir ki QCkillerin otelemelore, 

bir ekseu etraI1nd1tkl dlSndUrmelere, ve bir dlizlcme gore simct

rilere ti\bi tutulduklar1 balde bir degi~ikli~e uitramiyan l.lzelikle
rinin incelenmesi uzayrn metrik g<ometrisini viicuda getirir. 

~urasm1 da kaydctmek yerindc olur ki uzayda bir doitruya 

gBre simetri demek, bu dog"ru etraf1nda iki dik a<;1hk bir dOn

dUrme demektir. 

Yukarlki ifadeleri gOzden gec;irdijtimiz takdirde gOrlirilz ki: 

1. Olelemeler, dl.ludiirmeler ve bir do~ru veya. dttzleme gfire 

11imetrllerden ibaret birtak1m iQlemler toplulujtunu ele nl1yoruz. 

2. llci !}Bklio eQitligini VU eartla tan1mlayabiliriz kl bunla

TIU birinden l.ltekisiae b!lbls konusu topluln:'ta ail i~lemler yard1-

miyle ger;ilebilsio. 

Bu topluluga ail ielemlerin uygulanmas1 sonucunda eekille

riu bir degi~ikll!_te ugram1yan, ba§ka dcyimle, bu ielemlere kar!JI 

inV'ariyant kalan lSzeliklerini ele ahyoruz. 

GBrecegiz ki ehndiye kadar ele ald1g1nuz bi.itiin geometrller 

ic;in ayn1 sonuolara varilabir. F.ikat bahis konusu olan ltilemler 
toplulujtu birtak1m eartJara baghd1r: bu topluluk, iQlernler gu

rupu denilen eeyi meydana getirir, ve biz de bu ka\'ram1 tau1m

lamakla i§e ba!}llyacag1z. 

62. Gurup kavram1. Cebirsel dcuklemlerin cozUmil mUna

eebetlyle, i#emler gurubu kavram101 matematige sokan Ev.\RJS'l'E 
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GAt.01s (1811-1832) ad1oda gene bir fraos1z geometricleidir. Bu 

ka\'ram ya\·a~ ya,·ae malcmntljtin biltUn dallarm1 sard1, bugtln 

de ayn1 kavramin fiziltc sokulmnsma gayret gBsterllmektcdir. 

Kolay b!::- Brnek tlzeriude, substitilsyon guruplart deullen 

ecyio ne oltlu1tuou goetermekle loo baehyahm. 

D3rt a, b, c, d barfini ele alahm ve bunlan berbaogl blr 

strada, mesela bale s1rasmda yazahm. abed den bade ye ge<;meltl 

angltyan ve 

s (
bad c) 
ab e cl 

Ue glistoreceCimiz ieleme 1ub1titii1gon diyelim. abed barflerinl 

baeka sirada yazd1g1m1z her sefer blr substitttsyon ballis konusu 

olacakbr. ~imdi aea1t1kl iki subslililsyonu ele alahm : 

S= (bad c), 
abed 

S' = (e b cl a). 
abed 

llki abed den bale ye, ikinciei de abc:l den cb:ia ya, dolay1-

siyle baie den daeb ye gecmejti ea~lar. E~er S, S' substitllsyon

lar101 birbirinin ardtndan uygularsak, abci den claeb ye geceriz, 
ylnl yeni bir 

SH= (d a ob) 
abed 

substittlsyonunu elde ederiz. 

s• nttn S nin S' ilo ~arp1m1 oldujtunu itibari olarak kabul 
edip 

S' ~S·S' 

yazacajt1z. 

S' substitilsyonu abed den ebia ya, dolay1eiyle clbae den 

abed ye gecmejtl saglar. lt1burt olarak S' niin ter•i substltlleyon 

dlye, abed den dbae ye gecmelti saghyan ieleme dlyccejtlz kl bu 
da blr substittlsyondur. Bunu da 
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tjeklinde yazacag1z. 

Ote yandan, 

(S')-• =(cl b a c) 
a b c cl 

S' ·(S') - ' =(ab c d) 
abed 

13l 

dir ki bu substittlsyona da identik substitUsyon adm1 verccegiz. 

O balde biraz Once ele ald1~1m1z ve dort harfle meydana 

getirilen substitilsyonlar topluluguoun a§ag1ki ozelikleri vardtr : 

1. Topluluga aft iki subslitllsyonun cnrp1m1 gene toplulu~n 

ait bir substitilsyondur. 

2. Toplulujta ait substitllsyonlartn ter~leri gene toplulu~a 

ai t substitilsyonlardtr. 

Bu ozeliklerden, toplulu~un, identik subslit6syonu da ihllva 

ettigi sonucu 1;1kariltr. 

~imdi mabiyyet itibariyle biraz farklt olan ba~ka bir Ornelti 

ele alahm: Bir dUzlemdeki Otelemeler ornegi. Bu diizlemdeki bir 

A !leklini birbirinin ardtndan lki T, T' Otelerneslne tabi tutnhm. 

llk tSteleme soouennda A ~ekli A' ye, ikincisiuden sonra da A' 

den A" ye gelir. i;;urast ac1khr ki A dau dojtrudan dogruya A" 

ye gecmegi salthynn bir T" otelemesi vard1r; ba otelemenin, 
T nin T' ile carpnn1odao ibaret bulandugunu soyliyecejtiz ve 

T" = T·T' yazacajt1z. Ote yandao, eger A dao A' ye bir otele

r:ne Ile geciyorsak, kar~1t olarak, Oncekinin ter11i deailen bir ote

lcme ile de A' den A ya geceriz. 

BOylece gorUyoruz ki dUzlemdeki tStelemeler toplulu~uoun 

ikl tSzeligi vard1r: 

1. !ki otelemenio carptml gene bir otelemedir. 

2. Bir otelemeoio tersi de bir Olelemedir. 
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Buolardan da zilteo !JU sonu<; <;tkar ki bu topluluk identik 

fitclemeyi, ylni bir eekli sabil birakan bir !ltelemeyi de ihtlva 

eder. 

Yukarida !lrnek olurak ele ald1g1m1z iki ielem toplulujtu 

mabiyyet itibarlyle bir birinden i;ok farkhd1r: llki d!lrt barfi il· 

g1lrndiren BID 1rh say1da, kesin olarak yirmi d!lrt, substitiisyon· 

dnn maydana gelmietir. lk:incisinde ise sonsuz i.Heleme vard1r. 

Fakat bu iki topluluitun ortak tlzelikleri vard1r ve ielem gurup· 

Jarin1 tammlamaria bize yariyacak olan tlzelikler de bunlardan 

ibareltir. 

Sonlu ya da sonsuz say1da bir E ielemler toplulu~unu ele 

alalnn. ltibar1 olarak, toplulugun iki ieleminin carpu01 diye, 

bu i§lemlerio belirli bir sirada birbiri nrdmdan yaptlmas1 balinde 

elde olunan sonuca diyelim. 

1. Toplulugun iki i$leminin ~arprmr gene toplulugun bir i1· 

lemi ise; 

2. T oplulugun bir ifleminin tersi de toplulugun bir i$lemi ise, 

E toplulugu bir gurup viicuila getirir. 

E toplulu1tunun bir gurup teekil etmesi halinde, bu toplu

luk ielemlerinden biriyle bunun tersinin i;arp1m101, yani identik 
i1,1lemi de ihtiva eder. 

Dort harfle ilgili substitusyonlar toplulujtu ile diizlemdeki 
!>telerneler toplulu~u birer guruptur. 

63. Metrik geometrinin asal gurubu. Yeniden metrik geo· 

melriye donelim ve uzayda otelenmeler, dl)nmeler ve (bir dUz· 

leme veya b:r dojtruya gl)re) simetriler toplulu~unu ele alalun. 

Aclkca g!lriilecejti gibi, bu toplulnk bir gurup vllcuda getirlr, 

zira iki hareketin <;arp1m1 da bir hareket olduitu gibl, btr hare· 

ketin tersi de gene bir harekettir. ldentik )larcket de, ac1kca, 
bir eekll hareketsiz birakmakdan ibarettir. 
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Bu guruba usag1n G,,. harelcetler aurubu denlllr. Bona gore, 
evvelce vard1f1m1z 1onuclar1 yenlden ele almak 1uretlyle apflkl 

llkeyl !fade edeblliriz : 

Metrlk geometri, G,,. prubuna alt i1lemlerln ag1111lanma•1 •o

nucunJa 1elcillerin Jell1migen (in"argant lalan) 8selilclerinln ince

lenmHinclen ibarettir. 

G,,, gorubona, metrilc geometrlnln a•al gurubu denllir. 

64. Euklelde1 geometrlalnln aaal gurubu. EuitLl!.tDl!.S geo

metrlal aadece, nst ilate konuldoklar10da e1lt olan 1eklllerl lncc
lemekle yetlnmez, ayn1 zamanda blrblrinln benzerl 1ekllleri de 
gOzden gec;lrlr. Bona gore bu geometrlnin aaal gorobu, hareket· 
ler gurubundan daba genii olacakt1r, 1u anlamda kl bu gurupta 
ba1ka ltlemler de bulunacakllr. 

Bu buaoata blr flkir edlnmek O&ere A, B, C tepelerlndekl 

•cdart a1ra1lyle A', B', C' tepelerlndekl actlara e1it olan blrbl
rlnin benzerl ikl ABC, A' B'C' tlc;genlnl ele alahm. Blrtak1m ha
rekeller yard1mlyle, A'B'C' tlc;genlnl Oyle bir yenl AB'C' konu
konumuoa getlreblllrlz kl A' nokta11 A ya, B' nokta11 AB dof
l'lllnnun blr JJ" nokta11na, ve C' de AC dofru1onun C" noktu1-
11& gal1lo. ABC ve AB'C' benzer llc;genlerdlr ve BC, B"C" ke· 
narlart blrblrine paralcldlr. Bu takdirde 

dlr. 

Bu oranlar10 ortak deferinl k lie goaterecek olureak, dllz
lemln her M" nokta11na, AM" dofru1u tlzerlndekl blr M nokta-
11n1 

AM'=k·AM 

olacak 19kllde tekablll etllrmek anretlyle, AB"C" tl"enlnden 
ABC Ocgenlne gec;llebllecetlnl gOrtlrtlz. 
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Bu i~lemc A merkezli homottti deoillr. $urae1m da kaydedc

Jiro kl verdijtimiz tnn1m, d!izlemc oldu~u kadar uzaya dn uygula· 

on l>llir. 

$uras1 apa~ 1kbr ki uzaydaki hareketler ve bomoletiler top

lulu!1u Gs benze$im gurubu denilen bir gurnp meydana getirirler. 

l.UKLEIDKS G1tometri1inin asal gurubu uzagrn G. benze$im gu

rubudur. $ekillerin, bu guruba ait donii$liiriimlerin uygulanmaaz 

aonucunda deAi1migen (i,.varigant kalan) iizelikluinin ir:ce!enme1i 

ba gtometrinin konusunu le$kil eJtr. 

$uras101 da kaydedelim ki Gm hareketler gurubunun bUtUn 

iQlemleri G. gurnbuna aittir; Gm nio G. gurubunun bir alt-gurubu 

oldultn sOylenir. 

65. Hareketler gurubu ve Analitik Geometri. lIRreketleri 

Aoalitlk Geometri diline nas1l c;evirecejtiz ve Gm guruhunun an11-

litik temsilini nas1l elde edecc~iz? 

Bir dik Oryz U<;y!izltlsilnU ele alahm. ihelemeler, dtindUr· 

melcr ve birtnk1m d!lzlemlerc gOri! simetriler bu tlc;yUzlUye yeni 

bir O' x' g' z' dik Uc;yilz!Uslln Q lekab!ll ettirir. 

Bu yeni dik ilc;yllzltinllu e&kisine gore kooumunu tammla

mak ii;in, O' noktas1mn 0.tgz e gOre x, , g,,, =• koordinatlnrm1 

ve O'x', 0' y', O' z' cksenlerinden her birinin doitrultll kosinlls

lerlnl, yani bu eki;enlerin s1rasiyle Ox, Og, Oz eksenleriyle yap· 
t1klar1 ac;1lar1n kosinU:;lerini bilmek gerektir. O'x' nun do{trultu 

koslni\slcrini 1., ml, n, le, O'y' nUnklleri l,, m., n, Ile, nlhnyet 
O'z' nllnkileri de I,, m., n1 ile gtisterellm. Bu s:iy1lnr ba{t1ms1z 
de{til lirler vc birl>irlerlne 

11r + mi+n~=t, 

(I)\/~ -1- m~ + ni = 1, 

Ii+ mi+ n~ = 1 

11,1, + m,rn1 +"•"•=0, 
(2) \ l,l, + m8 rn 1 + n,n, = 0, 

l,l, ;- m 1m 1 +n1 n1 =0 
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ba~mhlariyle balthdirlar; son ill( bajt1nh O'x', O'g', O'z' eksen· 

lerioin iki~f"r ikioer birblrlerine dik olduklar101 ifade eder. 

Bir M noktas1om Oxgz ye ~Ore x, g, z koordinatlar1 ile 

O' x' g' z' ye gore x', y', z' koordioatlan arasmda koordinat dO· 

niioturQm formlllleri denllen 

(I) 

J x=x0 +l1 x'+l, y'+la z', 

l
g= Yu+ m1.\" + m,g' + m 1z', 

z = zu + n1 \', + n 1 g' + n 1 z' 

bagrntilart vard1r. ~unu da llave edelim ki 

dir. 

11 m1 n1 

I~ m, n~ = ± 1 

11 m 1 n1 

Oxgz ye gore koordloatlar1 s1rasiyle .\'., g,, z, ve x1 , g., z2 

olan iki M., M, noktae1n1 ele alahm. Bu ikl noktn arasrndaki 

nzakhgm kareei 

formillll ile verilmlotlr. 

Ejter x,', y,', z 1' ve .l''1 , y,', z1' de M,, M, noktalarmm 

O' x' g' z' tll(yilzlUailne gore kC\ordlnaUar1 ise, c;ok kolay bir he

sapla 

bulllruz. 

Ote yandan iki 

Aax+ B 1y t C1z+D1 =O, 

dUzlemini ele alal11n. 
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Bu dllzlemler aras1ndaki "' a<;lBlnln kosinilsU 

A, 42 + B,B, + C,C, 
CO:! "' = --=·======- · ====::-:-

V(A i +bf+ Ci) (Ai+ b~ +Ci) 

formi\lil ile verilmllltir. 

unzlemlerin denklemlerindeki -~· g, z yerlne ([) denklemle
rinin ikinci taraflannt koyahm. :su takdirde, bu dUzlemlerin 

O'x'g'z' ye gl1re denklemlerlnden ibarct olan 

A,'x' + B.'g' + C,'z' + D,' =O, A1'x' + B,'g' + c;z' + D,' =O 

1 elde cderiz. Kolay bir hesap 

A,' A,'+ 8,'82' + C,'C;i' 
cos (J> = -V-:::(=...i=,,=~=+='s=,,.:., .cc+ C .''HA,'i =t- B,'' + (;,'') 

vcrir. 

Bu suretle g!1rllyoruz ki (I) substltllsyonlan uzakhk ve ac;1-

lari dejti~tirmez j ba1Jka deyimle, uzakhklar ve acllar bu substi

tilsyonlarlD uygulanmas1 neticeslnde invarlyant kahrlar. 

Buradan da ac;1kca QU <;1kar ki !jeklllerin metrlk l!zeliklerl, 

([) substltilsyonlar1 lie muhafaza olunnrlar. Fakat metrlk geomet

rinin, (I) substilUsyonlar1nm nygulanmast halinde invariyant kn

lan Oielikler toplulu~undan ibaret bulundu~unun lt1patrn1 ta

mamlamak ic;io, ayr1ca bir dlk il<;yilzlilden ba!Jka blr dlk ilc;yilz

H\ye blrtak1m harekctlerle ge<;ilebildi~inl !spat etmek g~rekir. 

Bun a gl1re O:rgz, 0' . ..:' g' z' herhaogl lki <lik Ui;yUzlll olsun. 

Bir l!telerue ile, Oxyz dik il<;yilzlllsO. O' x' g' z' ile ayn1 bal)lang1c; 

noklah bir 0' XYZ dik Ut;lllsUniln konumuna getlrilir. Bu takdlr

de, O' X Y ve O' . ..:'y' diizlemlerinin arakeeitl d olsun. 0' X YZ yi 
O' Z etraftnda, O' X eksenl d Uzerioe gellnceye kadar <;evirellm, 

bOylece O' XY Z llc;yilz!Usll bir O' X 1 Y ,Z ilt;yilzllleU haline gelir. 

Bu yeni Uc;yilzlilyll 0' Z ekseni O' z' Ile i;ak1~rncaya kadar O' X 1 

etrafinda i;evirelim, O' X, Y ,Z, Uc;yllzlttsU yeni bir 0' X 1 Y,z' ko-
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numunu ltaiz olacakbr. Sonunda bu ili;yUzlilyU de, O'X1 ekseni 

O'x' ilc (hem kooum hem de yOu b:ik1rular1ndnn) \&k111mcaya 

kadar O'z' etraf111da <;e\'irclim. Oi;yUzlilni1n son konumu O'.v'Y,:' 

olsuo. O'y' ve O' Y, cksenleri ayn1 doi?rn tizerinde bulunurlar. 

E~er bu iki ekscnin yllnlcri de ayu1 isc, 1,1r iiteleme ,.c lli; don· 

dilrme sonunda Oxy: yl O'x'y' z.' ile <;nk1etinuH~ oluruz. Ei?er 

O'y' vc 0' Yu cksenlerinin yonleri ayni de~ilsc, O':c'z' df:zleml· 

ne gOre yap1lacnk bir i;imetri O'.r'Y1z' yU 0'.1:'g'z' ile \ak1ehrn

cakt1r. Xe olursa olsun, glJrill!lyor ki bir dik U"yiizlildcn baeka 

blr dik ili;yiizlilye Gm gurupun \ ait i§lemlerle dnlma ge\ilehilir. 

Yeniden (I) dOnil~t!lrilmlerine d!>ncllm. Kolayhkla gOriilUr 

kll (I) tipiuden lki dl)nil'Jlllriirniln <;nrp1m1, (1) vc (2) dcnklemleri 

sa~lanmak uzere, gene ayni tipten bir <Wnil~tllriimdUr. Zil.tcn 

bu keyfiyet de geometri bak1m1ndan apac;1khr. Ostcllk, (I) in 

tersi de ay01 tiptcndir; .r', g', :' ntin kat~ay1lan Ile te.,kil olu

nan determinant s1firdn11 farkll oldu~11 i\in, (I) denklcmleri bu 

.~', y', :' ye gore ~()zillebilirll'r. Buradan da ~n &0~111; \'tkar ki 

L1, mj, 11 1(j= 1, ... , 3) k11tsay1lurmm (!) ve (:!) bat11nlllanyle 

birbirlerioe ba~h bulunduklar1 (I) d!>nil!Jtilrilmlcri toplulu~u blr 

gurup vacuda getirir. 

Fazla olaruk, eger .,., y, z vo x', y', z' Inf oyo1 0¥yz dik 

tic;yilz!Usiine gore farkh iki noktomn koordinatllm l}cklinde m1i· 

nalamlmrsak, (I) denklomleri Gm garnbuna nit hir ii;lrmi gtls

lorirler. 

Sonu<; olnrak eann 1:1oyliycbiliriz kl: 

(I) do11ii$tiiriimleri gurubu, uzagm Gm hareketler gurubu ile 

rakrs1r. 

Metrik geometri, (I) donii$tiiriimleri11ir1 uyg11/a11mas1 sonucu11-

<la degi1miyen (i11~•arigant kalan) o:elikler topluTubwlur. 
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66. Benze!fimler gurubunun analitik ifadesi. Benze§imle

rin G, gurubu, (!) dtinil§tllrllmler gurubuaa uzaydaki homoteti
leri de katmak snretiyle meydaoa gelccektir. 

0 merkezli bir homotetiyi ele alahm. Bir M' noktasina, k 
bir snbiteyi gtistermek Uzere 

OM"=k·OM' 

olacak ~ekilde bir M" noktas1 teknblll eder. 

0 ba§laog1z noklah IJir dik ucytizlUye gBre M', M" nokta
lnrinin koordinatlar1 e1rnslyle x', y', z' ve x•, y\ z 11 oleuu. Bu 
takdirde 

x• = k:"' y• = ky', z''=k:r/ 
olur. 

Bn formOllerle (I) denklemlerini terkib edersek, 

olur, ki baalan da 

(II) 

j ·"=Xu l- a,x• + a,y" +- a 8z11
1 

I 
Y =Yu ·I b,x" + b1y" + b8 z", 

z = z~ + c,x• + c,y• t- c8 z' 

§eklinde yazace(l;1z. 

Bu sefcr a j• b j• c j (j = 1, ... , 3) say1lari 

(2) J a~ + b' + c1 - a 2 L b2 + i - • + b" + ·• I I I - 2 r ~ Cz -a~I 5 C1 1 

) a,as + b,b. + c,c. - a,a,+bub 1 +c8c, =a
1
a,+5,b,+ c1c2 = 0 

baj:tmt1Jariyle birbirine bajthdir. 

Ostelik, r•, y", z'' nUu katsuy1lari ile belirli olan determi
nant s1f!rdan farklid1r. 
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(II) tipindeki iki dOnil!JtilrilmUn ~11rp1m1 gene bu tiptcn bir 

dOntl~t!iriirndilr ve (II) tlpinden bir dllolletllrilmiin tersi i9in de 

ayn1 ij~Y soylenebilir. $u halde (Il) dllnlletilrUmleri, G11 bcnze

!limler gurubundan bnijka bir ljey olm1yan, bir gurup vilcuda ge

tirirler. 

Eukleides geometrisi; a j• b j• cj katsayzlari (3) bagintilari ile 

birbirine bag/1 olmak iizere, (rl) donii$fiiriimlerinin uygulanmas1 so-

11u cunda degi~miyen (invari.t/ant kalan) ozeliklerin toplalu~11,/ur. 

Bu donU!JlilrUmlcrin uygnlanmos1 hnlinde uzakhklarm arttk 

muhafaza olunmad1klor1, buna kar~1hk iki diizlem arasrndaki 

t\Qlnln dejtii1medijti kolayhkla g!iriilUr. 

67. Argeziyen Uzay. Analitik geometri, uzay1n noktalart 

He Uc x, y, z eay1 guruplan arasmda birc-bir bir tekablll knrar. 

Buna g6re denilebilir kl, kartezigen azng (veya DESCARTES uza

y1) ad1 verilebileo, analitik geometri nzay1, daima sonlu farzedi

len ve bu suretle iki nokta aras1ndaki uzakl1~10 d~>ima sonlu ol

dujtu Uc x, y, z say1 guruplari toplulu~undan ibaret • .-·. Baijkll 

deyimle karteziyen uzay sonsuzdaki noktalar1 bir yana b1rak1r. 

Sonsuzdaki nokta kavramm1, esasen bugUn yaptlandan cok 

farkh eekilde, ilk itbal eden DESARGUP.S oldu[tundan, kartezi

yen uzaya sonsnzdakl noktalan katmakla, argezigen uzag (\·eya 
Dl?SARGUES nzay1) diyecegimiz yeni bir uviy elde ederiz. 

Bir Oxgz kartezlyen koordinat U~yllzlilsiine rore koordi· 

nnllari suasiyle .\·,, Yu z, ve x 2 , Y:, z~ olan iki A, B noktae1n1 
ele alnhm AB do[trueunun bir M noktas1 

k= AM 
MB 

keslm oraniyle b?lirli oldugu gibi, M noktas1010 karteziyen ko

ot•dinallar1 da 



HO 

(I) 

d1r. 

x,+k:r, 
,\"=-1+k 
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·y. + kg2 
rr= 1 + k , 

Bn formlillcri vcr~ n hesaplnrda k nm - 1 den farkh bu

l11nilu~u wnncn knbul ei\Umcktedlr. Ejter k =- 1 olsayd1, bu 

Jormnllcrln bir 111Anns1 k11lm11zd1. Bunnnla beraber 1urne1n1 da 

kaydC'dellm ki k nm - 1 c ynkln~mas1 balinde, (1) denklemle
rlyle verllen x, g, z dc~erll'ri s1nirs1z blr eekildc bnynrler ve 

(lolay1elyle ltibari olarak AB do~rusunun sonsuzdakl noktae1 de· 

nilcn ecy, k = - 1 e tckabOI etmelldlr. 

Sonsm:dakl noktalnrm hir analitik tC'msilioi elde etmek l~ln, 
homl'gen karlez.lyen koordinatlnr1 itbal cdecc{!iz. 

Bir noklentn x, g. z karleziyen koordlnatlar1 verlldl~lne 

gore, sonuncusu s1hr ol•llamak tlzere, 

(2) X=xU. Y=gU, Z=zU 

baitmt1lariyle llnrt X, Y, Z, U eay1s1n1 lthal edellm. 

Bu dUrl X, Y, Z, U say1s1 blr oranhhhk c;arpan1 farklylc 

tan11nlnnm11~lnrd1r, yl\nl egn X, Y, Z, U say1lar1 (2) denklem

lerlnl ea{tlorlarse, C? e1f1rdan farkh bir ~arpam gi}etermek Uzere, 

11X, !!Y. eZ, aU eay1lar1 i!iln de ayni isey \'!\riddlr. 

Tcrsine, sonuncueu s1hr olmt)'an dGrt X, Y, z, U say1s1 

VQrlhll~I takdirde, (2) ba{tanlllart yard1miyle, buolardan bir nok· 
tanan x, g, :: karte7.iycn koordluatlari 1;1kar1hr. X, Y, Z, U ea

y1lturnn bu nol$tan1n homogen kartezigen koordinatlar1 dcnllir. 

Bu no:r•alar nnlaelld1klan 11:inra, AB doitruaunu yeniden ele 

alal1m ve A, JJ noktalanntn homogen karteziyen koordinatlar1 

sirasiyle X., Y., Z1. U1 \'e X,, Y,. Z2 , U, olaun. (l) denk
lcmleri glJaterlr ki M noklae1nin homogen kartez.iyen koordloat· 
lar1 1 
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olmak ilzere 

dir. 

k nm - 1 e yakla~mas1 halinde, M noktas1nm soouncu ho

mogen karteziyen koordinah olau ()1 + hU, s1hrn ynkln~1r. Bn· 

na gBre, AB dogruijunun soouocu homogen karleziyen koordino.tL 

s1f1r olan noktasrna ibbarl olarak so11suzclaki noktasr diyecegiz. 

~urasm1 da kaydedelim ki, homogeo karteziyeo koordinat· 

lar bir ornotthhk varpao1 farkiyle tanuulnod1klanoda11, AB dott

rusunun soosuzdaki noktastmn homogen karteziyen koordinallan 

91 - Yu z, - z,, 0 

!$Cklinde de yaztlabilir. 

A, B noktalar1 birbirinden forkli noktalar oldu~una giire, 
yukar1ki koordinallarda ilk iiC( sny1dan hii,; olmnzsa biri sihr de

ltildir, ve dolay1siyle sonsuzdaki noktanin veyn herhan~i bir nok

tan1n homogen karteziyrn koordlnatlarinm dOrdil blrden asla 

s1f1r olamaz. 

Uzay1n sonsu:i::laki noktalar1 U = 0 denklemiyle karakterize 

edilir. Halbuki bir dilzlemin, homogen kartezlyen koordinallar 

cinsinden denklemi de 

(4) AX+BY+cz+DU=O 

~ekliude yaz1l1r, yD.ni bu denklem X, Y, Z, U ya gore linear ve 

homogendir. ~u halde, U = O denkleminin bir dtlzlem g03terdi

i?inl, yll.oi uzaym soosuzdaki noktalar toplulultunuo blr dllzlem· 

den ibaret bulundngunu s!Sylemek tabiidir. 

Argezigen uzay, hit; olmazsa birisi 11/1rdan farklt olan dort 

X, Y, Z, U sagz gurap!ar1 toplululaiur. Boyle blr sagr garub11na 

···"'') ~· 
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nolcta Jenllir, tie orant1lr aag1lorJan t~~Hiil .Jen ilcl gurup ag111 

nolctag1 g61terlr. Sonuncu1u 11/ir olan aag1 guruplanna Jo, ltibarf 

o!aralc, aan1ustla nolctalar Jig101lis. 

(4) dtlzlemine paralel her dQzlem blr 

AX+ BY+ CZ+ D' U = 0 

denklemiyle g01lerillr. 

Bu dtl:&lem, 1001uzdakl dtlsleml, (4) dtlllemlyle ayna 

AX +BY+CZ=O, U=O 

dolfutn boyunca ke1erler. 0 halde, birblrine paralel llrl dQzlem 
1001uzdakl dllaleml ayn1 dotr11 boyunca ke.er. Bunun kar11lln10 

dotrulutu a91kca 1ornlmektedlr. 

Ayn1 pkllde hl9blr zorluta utramadan Japat edlllr kl blr· 

blrlne paralel lkl dotrunun 1on1uzdakl noktalari ayn1dtr ve kar• 

11l olard 1on1u1dakl noktalar1 ayna olan lkl dotru blrblrlne pa
raleldlr; bunun 1lbl, blr dll1leme paralel olan blr dotrunun eon-
1uzdakl nokla11 bu dtlzlemln 10n1uzdakl dotru1una alltlr ve 
bunun kar1tll da dotrudur. 

Argezlyen usayda, paralelllk kavramt yerlne, 10n1uzdalrl 
dtlzleme varma kavramt kon11lmu1tur. 

68. Soumda unal elemanlar. Daba Once de kaydeltlll
mlz glbl, ceblr1el eQrl ve yllzeyler aeometrlalne daba fasla blr 
blrllk ullamak amaclyle, analitlk 1eometrlye 1anal noktalar 
ada verllen ve hl9 olmazu blrlel 1anal olan tl9 x, g, s aay111 
Ile tan1mlanm11 topluluklardan lbaret bulunan blrlak1m 1un't 
noklalar lthal etmek 1orunda kahnm11ll. Bu kavram, tablatlyle, 
kartezlyen usaydan ariiezlyen uzaya naklolanablllr, ve bu tak
dlrde bu aonuncu uzaya all blr aanal noktanan bomogen karte-
1l7en koordlnatlanndan hl9 olmazea blrl1l aanald11. 
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Bu noktalar anla"1ld1ktan sonra, uzay1 bir Oxgz dik ilc;yUz

H1siine niapet edelim. Merkezi x 0 , y 0 , z0 ve yar1cnp1 da R olau 

bir kUreoio denklemi 

\'eya homogen kooruinatlar cinsindeo 

dtr. 

Bu ktlreoin sou;mzduki diizlemle arakesidioin dcnklemleri 

x2 + y2 I- v = o, U=O 
dtr. 

Bu, btHiln noktalar1 snnal olan bir e{tridir; zira bir kere bu 

noktalartn koordinatlar1orn hepsi s1hr olamaz, Bte yandan yuka· 

r1ki denklemlerden biriocisi, hepsi stf1r olm1yan ger'<el say1larla 

sa{tlanamaz. Bu rg-riye sonsuzdaki scrnal ~ember veya mutlak (;em

ber ad1 verilir. Bunun deoklemleri x 0 , g0 , zu, R say1lar10n bajth 

olmad1klarrndao bu cember uzaym biitlin kilrelerlode ortaktir. 

Kar~1t olarak, uzaym bir ikioci derece yilzeyi, yaoi X, Y, 

Z, U ciosiodeo ikinci dereceden, tam, rasyonel ve homogen bir 

c;okterimlinin s1f1ra e§it k1hnmas1 suretiyle temsil olunan bir 

Ylizey mutlak c;emberden gec;ti#i takdirde, zahmetsizce g!)rlilece{ti 

gibi, zorunlu olarak bir kilredir. 

Ayn1 soru, dUzlemde ele ahod1jt1 takdirde, siklik noktalar 

kavramma var1hr. Z = O d!lzlemine ait bir cem berin homogen 

denklemi 

d1r. 

Bu c;ember, sonsuzdaki duzlemi 

X'+ Y2 =0, U=O 
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noktnlnnndn, yt'lnl koortllnntlnri (i, 1, O), (I, - 1, O) olan nok

tnlnrdn kescr. lluolnr Z- O dilzlemluln aikl1J.: noktalar1 d1r. 

Gene! blr eekllde, blr z dUzlcml, sonsuzdnkl snnnl tcmberl, 

bu dilzlcmin slkllk noktnlar1ndnn lb:irct olnn ikl sannl noktada 

keser. ii dO.z.lemlnln her ccmli~ri, bu dnzlemln eikllk noktnlarm

dan gececc(li gihl, knre1t olarak z <lll:c.lominln siklik noktalar111-

dn11 ger;en ve bu dllzlcm Ozcrinde bulunnn her ltouik de bir r;cm

berdlr. 

Uzay10 mulh1k r;embere dnynnan dojt. ular1, sanal doJlmlnr
dtr; honlnra i:otrop dolrular denlllr. 

69. Afln geometrl. Bir henz 0 vtmo tcknbUl eden (II) dcnk

lcmlcrlni ycnldcu elo nlnllm \'Cl huulari, c bir ornntahhk c;arpa-

0101 g~slermek Uzore homogen koordlnatlnr clneiuden ynznhm: 

(II') I C!X = a1X' +a, Y' + a,Z' + :r0U', 
C! Y = b,X' + b, }" + b,Z' t- YoU', 

I C!Z - c,X' + c,Y' + c,Z' + z0 U', 
1.1U- U'. 

Bn formnller gUsterlr ki i;onsuzdaki dOzlem koordlont U~
yOzlllsQntlo se<;lmlno bnlth de~llcllr. 

(II') donklemlerl, yegAne 

~nrtrn1 sa~lnmnk Ozcrc 

( 111) f 
<!X =a,X' +a,Y' + a,Z' + a,U', 
(!Y -b,X' +b, Y' + b,Z' + b.U', 

l uZ =c1X' +c,Y' +c,Z' -1-c,U', 
(!U - U', 

eekllnde yazncog1m1z dabn gene! blr tlplo Ozcl halidlr. 
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Bir (X', Y', Z', U') noktae1Da bir tek (X, Y, Z, U) nok

tas1 tekabiil eder ve bunuo kare1tl da do~rudur, zira (£11) denk· 

Iomleri X', Y', Z', U' cinsioden ~6zlllebilir ve b6y le bir 

(X, Y, Z, U) noktas1na da bir tek (X', Y', Z', U') noktas1 te

kabUl eder. 

Bir dUzlem, homogen karteziyeo koordinatlar cinsinden 

X, Y, Z, U ya g6re linear ve homogen bir denklemle g6sterildi

ltinden, (!Il) denklemleri Ile, diizlemlere diizJemler, ve dolay1siyle 

do~rulara da dojtrular tekabtil ettlrillr. Ozel olarak U=O lle 

tan1mlanan sonsnzdaki dllzlem kendi kendisinin homologudur; 

bu dUzlemin (III) d6nU!jtllrllmU ic;in birle1ik bir dllzlem oldujtu 

s6ylenir. 

Argeziyen uzay1n (Ill) !jeklindeki bir dOnU!jtllrUmtlne afinite 

denilir. Afinitelerio de Ga ile gUsterilen bir gurup rneydana ge 

tirdikleri ac;1kca gOrillmektedir. 

Asal gurubu Ga olan geomeirige A/in Geometri denilir. Ar

geziyen uzagdaki geometrik 1ekillerin, ofinitelerin uggulonma1r1 sa

nucunda deji1miyen {inuariyant kalan) ozeliklerinin toplulu§a ba 

geometriyi megdana getirir. 

Afin gcometrinin ilk llzelikleriniu nelerden ibaret oldultL1na 

bakallm. 

Birbirine paralel iki a, b dotrusunu ele alal1m ; bunlar son
suzds.ki dtizlemin bir P noktas1nda kesieirler. Bir afinite He a, b 

do~rularma tekablll ettirilen do(trular a', b' \'e P nin homolojtu 

da P' olrnn. Madem ki P noktas1 U= 0 la tan1mlan sonauzdakl 

dUzleme aittir, o halde P' noktaa1 da U'= U= 0 aonauzdaki dOz

lem!nin blr noktas1d1r. Buna gore o', b' dotru!ar1 birbirine para
leldir. 

0 halde bir efinitede paralel lkl do~ruya gene paralel iki 

do{tru tekablll etmektir. Bunun gibi, birbirin in paralell ikl dilz· 

leme de gene birbirinin paralell iki dilzlem tekablll eder . Fakat 
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paralelllgln mul1afaza olunma:;1oa mukabil, ac;1lar Ic;io ayo1 ~ey 

sllylenemez, Oruei(io, bir Uc;gen vc afinite ile buoa tekabill eden 

homolog Uc;geo, geuel olarak birblrinin bcozerl dejtlldir. 

llir afioil~de birbirinin homologu iki dojlru a, a' ve a ya 

alt birtakim noktalar A, B, C, D, ... \'C buolar10 a' Uzeriotleki 

bomologlar1 da A', B', C', D', .•. olsun. 

A ve A' noktalar1Ddao, ne a y1 oe de a' ytl ihtiva etme

mek t\zere bcrhangi bir IX dUzlemlni gec;irelim. IX dllzlemloe para

lel olan "e eiras1ylc B, C, D, ... noktalar1ndan g ec;irilen 11 , y, <), ... 

dllzlemlcrl B', C', D', ... noklalar1ndan gec;erlcr. Paralel dilz

Jemlerln iki dojt ru Uzerlnde aymhklan dojtru parc;alarlyle ilgili 

Ozeliklerc gllre 

AB AC BC CD 
A'B'= A'C'= JJ'C'=C'LY= . ... 

olur. 

Bu ba{t1nhlardao, Ozel olarak, ABCn \"C A' B'C' D' dOrtlQ

Jerinin harmoniaiz. oranlarm1n ctitligi c;1kar1hr: 

(A, B, C, D) =(A', 8', C', D'} 

Ejtcr S noktas1 a ya ait degilse, ve S' de lrnnun bomotogu 

i11e; SA, SB, SC, SD do~rular1na s1raaiyle S' A', S'B', S'C', 
S' D' do{trular1 tekabUI eder. Dolay1siyle, dllrt dogrunun harmo

nlslz oran1, blr afloite Ile bunlara tckabUl eden dllrl homolog 

dogruoun harmoniaiz oran1oa eolttir. 

Bunuo gibi, bir demete alt dOrt dtlzlemin harmonlt1lz oran1, 
homo\og dOrt dUzleminklne e~ittlr. 

Afinite, birinci cintlen bir forman clort elemani ile tanimla

nan harmoniti:: oran1 d~li1tirme::. 

Veya: 

Bir afiniteie btrbirinin homologa olan birincl cinsten iki form 

idii1rllir. 



GURUPLAR TEORisi VE GEOMl!.TR.1 147 

Bizi bu sonuclara vard1ran Ozelik, afinitelerln Onemli bir 

Ozeli~ini daha verecektir. 

Bir <«> dilzleminde iki ABCD, EFGH paralelkenann1 ele 

alalun ($ek. 27). KLMN paralelkenannt teekil etmek !izere; 

D 

A.Q C 
• I 

• I 
• I 

t1Zl 
K L --- E F 

$ ek. 27 

BC, DA, EF, GH kenarlarm1 uzatahm. lki ABCD, KLMN pa

ralelkenarlarmtn yilksekliklerl ayn1 oldu~undan, bunlann alanla

r1mn orani, tabanlarmm oranina eeittir ve 

d1r. 

Aym eekilde 

dir. 

ABCD alant DA 
KLMNalant - NK 

EFGH alan t EF 
KLMN alan1 =KL 

Bir afinitc ile w ya tekabill eden dllzlem w' olsun. Ayn1 

afinitede A, B, .. ., N noktalarin10 homologlar1 da A', 8', .. ., N' 

olsun. Birer paralelkeo:\r olan A'B'C'D', E'F'G'H', K'l'M'N' 
dOrtgenler i. w dttzlemindeki miltekabil paralelkenarlar10 duru

munda olduklarindan 

dllr. 

A' B'C' D' alam D' A' 
K' L' M' N' alani = N' K' ' 

E' F'G' H' ala o1 £' F' 
K' L' M' N' a1a n1 = L' K' 
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Fakat bomolol DA, D' A' ve EF, E' F' dolnlJan berhlde 

DA NK 
D' A'= N' K'' 

EF LK 
E'F' = L'K' 

dllr ve dolay1al1le 

ABCD alaaJ EFGH alaa1 
A' B'C' D' alalll E' F'G' H' alanJ 

olur. 

Homolot lkl dtlalemcle, blrblrbaln bomolotu lkl paralelkena
rm alaalaruun oraDJ aablttlr. Homolot ABC, A' B'C' tlgenlerlnl 
... almakla da &JDJ f8kllde IU DetlceJ• vanbr: 

' Bir afllllt.Je, ltomolog da.lemlerd• 6alua11 laomoloa IJgge11· 
lm• alaalcruwt ora111 eallUtlr. 

Aoskoa 10rtllecetl 1tbl, • dllslemlnln detftmeal ballade, bu 
orum delerl de dellfebUlr. 

Apt tekllde 19pat edllJr ti 6lr •fl•t.J., ltoiulOll lid Jlrt
,hliinlJn lttu:lmlerlnla ora111 Hbilllr. Bua afllllte orcuu denlllr. 

70. Aflalteler, beuetlaler •• laareketler .....ta ba· 
lmblar. Bir bealeflmln bomoten koordiutlar clulnden 1as11aD 
cleatlemJerlndea laueket ederek (Ill) •ltDblarmll lthal ettlk. 
8eueflmler, ve dolaJtalJle bareketler, aftnltelerln Osel ballerl· 
dlr. flmdl bUDUD bull tul1ar altaDda bGJle oldutuu lDoele1e
cel.la. 

Yakayue tltJllsltlatl dlk fanecllldlllne 1ore, (IIQ allDlt-1 
Ue 

X'+ Y'+Z*==O, U=O 

mutlak .,emberlDe, a-el oluak bu .,emberd• fartll olmak he

re. eoumdakt. dtlllemla blr koDlttDID tekablll ettlrlldlllnl ll:aJ• 
dedellm. (Ill) allDltelhala aouudatl •Dal .,emberl kelldl tendl· 
dDe dODtlfttlrmeUI ldeJellm. Bu takdllde, 1 •JUI (III) dent• 
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lemlerloio 'kaleay1lar1oa bejth olm1yao bir carpam gUstermek 

tlzere 

X' + Y2 + Z' = l (X'' + Y'' + Z'') 

olmahd1r. Bu da 

a!+ b? + c~ =al+ bl+ cl= al+ bl +cl= le', 

olmas1n1 gerektirlr. 

0 halde, (Ill) afiniteel bir beoze~im olur. 

Bir benze1im, matlak ~emberi muhaf aza eden bir afinitedir. 

Bundan da !;Ill SODUQ c1ker1hr kl c. benzeelmler gurubu, Ga 
afiolteler gurubunun bir alt-gurubudur. 

(Ill) denklemleriode, ilk ll<( den klemln iki taraho1 eU = U' 
ile Mlmek suretiyle homogen olm1yao koordioatlara dOneUm; 

bu takdirde bu deoklemler 

(III') 

J .\" = a1x' + a,g' + a1z' +a., 

l
g= b1x' + b,g' + b,z' + b,, 

z = c1x' + c1g' + Caz' + c, 

1eklioi ahrlar. 

Bu aflnitenln, iki nokta ararundaki uzakltg1 mubafaza et

mesi 1arbo1 koenhm. 1dentiklemek euretiyle, yukar1da buluoao 

son ttc ••rta ek olarak yeol 

al+ bl + c~ = ai +bi +cl = ai +bi + ci = 1 

1arhna vanhr. 

BOylelikle afinite blr harekete (Ozel beoze,ime) inklllbeder. 

U:akl1klar1 muhafaza eden bir af.nite bir hareketten ibarettir. 
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71. A~t olc;Umlerine Laguerre taraftndan verllen yorum 

oekll. LAC'OBRRE (183!-1886) taraftndan daba lisede fijtrenci !ken 

elde olunan ve ac;1 Olc;Qmlerinln c;ok hot bir yoramundan ibaret 

bulanan blr form11lQ kullanmak suretiyle bir benzeeimin, nc;1lar1 

rnabafaza eden blr aflnite oldujtu iepat edilebilir. 

lli:i Ox, Og dik eksenine nispet edilea bir dUzlemde iki a, b 
dojtrusunu ele alahm ve bunlartn meydana getirdijti ac;1ya da V 
diyellm. Ru ac;1 aynt zamanda 0 ba11lang1c1odan bu iki dojtruya 

c;izllen 

(t) y=mx, g=m'x 

paralellerl aras1ndakl ac;1dan lbarettir. Bu takdlrde 

, 
tgV= m-m 

l+mm' 

oldutu bllinen blr keyflyeUlr. 

0 dan lki 

g=ix, g=-ix 

lzotrop dotruau, yAnl eiklik noktalan ihtiva eden iki dojtru gc<;er. 

lkl izotrop doltru ve (l) denklemleriyle t1\01mlanan !ki dolt· 

runun :it barmonisiz oran1, dOrt i, - i, m, m' eay1s1nm harmo· 
nleiz oran1na1 yAni 

. . i-m -i-m 
et= (1, -1, m, m')=-. --, : . , 

r-m -r-m 

ye etitllr. 

Buna gore 

dir. 

x= 

_ 1 + mm'+ i (m - m') 
-1 +mm' - i (m - m') 

cos V+isln V 
cos V-i sin V 
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Fakat Ole yandaa 

.w = coa V + i ala V, .-w = cos V - i ala V 

oldajlundan, 

bulunur. 

•'v 11=--=et fV .-w 

Her lid taraf1n aeper loprltmu1n1 almak auretlyle de 

BODUCU c;1kar1hr. 

1 V= - log. :11 
2i 
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Bu, lki dotru araa1adaki ac;1n1n Glc;Gmllntl verea LAousau 
formnltldtlr . 

$imdl bir T afinlteslni efe alahm, ve 0 da kealten lkl dol
ro a, b; bonlaria bomologlar1 a', b' ve bu aonuacu dotralar1n 
kealm nokla11 da O' olaun. 0 noktu1ndan, muUak c;emberl a, 6 

dotrularlyle tan1mlanan dtl&lemhHD keatlll aoktalarda bu cem• 
bere dayanan lid tu t, izotrop dojlroau gec;er. Ayn1 1ekllde O' 
noktaa1ndaa da, a', b' dllalemlade bulaaaa ikl t,', t,' botrop 
dojlruau gec;er. 

Bier T aflalteal ac;1lan mubafau edlyona, 

(a, b, t 1, t,)= (a', b', t,', t,') 
olmahd1r. 

0 halde t 1', t,' dojlrulan, bellrli blr atrada tu t, dotrula
r1na tekabtll etmelldlrler. Bo Gaelllln; a, 6 dotrolara haagl dot· 
ralar olurlana ol9unlar, aatlanmaaa gerektllladea, bandan T nhl 
mutlak oemberl kendl kendlalae dGnllttllrmealnln gerekll oldala, 
dolay1alyle blr benaetlmden ibaret bulaudntu tlODUca c;dranhr. 

A~larr11 llriintiirti maltafua -'•• blr afl11ite lb be••efl•fl•• 
ibarettlr. 
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72. lzdii!}el uzay. Argeziyen uzay1 yeniden ele nlahm. Bu 

uzayda, aonsuzdaki U = 0 dUzlcmi imtiyazlt bir rol oynar; izdU· 
t}el nzayda ayn1 t}eyin vlrid olmad1g1m daha Once gl>rmi.lt}tilk. 

Bu uzay, analitik olarak, aea1?1da g6rllldU~il eekilde itbal olunur: 

Katsayllarla teekil oluoan 

a, a, a 1 a, 

,1= 
b, b, b. b, 
c, c, c, c, 
d, d, d, d, 

determioaotrnm e1f1rdan farkh farzolundujtu 

(1) r 
x 1 = a,X +a, Y + a8 Z + a,U, 
x, = b,X + b, Y + b1 Z + b. U, 

l x1 =c,X +c, Y+ c,Z+ c,U, 
x, =d1X +a,Y + d;Z+ d,U, 

denklemleriyle dOrt x., x,, x., x, say1e1n1 tammlayahm. 

Argezlyen uzaym bir nokta1nna, yAui X, Y, Z, U nun h~psi 

blrdeo etfir almayan bir de~er tak1mma, xi. x,, x 8 , x.1 Un bepei 

blrden erl1r olm1yan bu de~er tak1m1 tekabUl eder. Tereine; 

x., x" x., x. lln hepsi birden e1f1r olm1yan bir de!ter tak1mma 

da, I e1fu olmad1jt1 lcin, heps! birden s1hr olm1yan bir X, Y, 

Z, U de~er tak1m1, dolay1eiyle argezlyen uzay10 bir noktae1 te

kabill eder. 0 halde blr noktanm koordinallar1 olarak, x., x,, 
xa. x, say1lar1n1 alabiliriz; bunlara, bahls konusu noktan10 iz· 
dii1el koordinatlar1 denillr. 

Bir noklan1n homogen karteziyen koordinatlari nas1l blr 
orant1hhk carpam farkiyle belirll oluyorsa, izdileel koordinatlar 

icin ayo1 gey vArlddir. 

Buodao noce eBylediklerimize gore, izdileel uzay agajt1daki 

tJekllde tao1mlaoab1Ur: 

' 
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Nokia dige, hepsi birden szfzr olmzyan dort x., -l"u x., x, sa• 

y1sindan megdana gel en topluluga denilir; bu say1lara noktanm iz

dii1el koordinatlarz a-11 'IJerilir; miitekabil izlii1el koordinatlar1 oran

tilz olan iki nokta identiktir. lzdii1el uzag, tarif e:lilegelen noktalar 

toplulugu iur. 

lztitt~el uzay1 Argeziyen uznydan ayuan vak1a sonsuzdaki 

dUzlemin hangi dilzlemden ibarel buluodogunun bu uzayda tas

rih MilmemilJ olroas1 keyfiyetidir. Hu noktay1 ac1klnyahm. 

Sonsuzdaki U= 0 d11zlemine, (1) denklemleri yard1miyle, 

deoklemi 

x 1 a, o2 as 

.l"t b, bt b, 
=O 

x, c, c, c, 
xl dldt d, 

olan d Uzlemler teka bill eder. 

x,, x,, x,, x, izdlieel koordinatlarm1 tan1mlamak ii;in, 

(1) denklemlerindeki katsayJlar1 keyfl olarak seceblliriz, elve

rir ki bu katsay1larla teekil olunau I determinaoti slfir olma

s10. Veya nyo1 1JeY demek olan IJUDU da sOyliyebiUriz: 1zdlieel 
uzayda, sonsuzdaki dllzlemin denklemine giren katsay1Jar1 keyfi 

olarak secebiliriz, yi\oi asl10da berhangi bir diizlemi soneuzdaki 

diizlem olarak alabiliriz. 

~uras1 ac1kbr ki herhangi bir dilzlem, izdil1Jel koordioatlar 

cinslnrlen linear ve homogen 

(2) 

denklemiyle gOslerilir, ve kar1J1t ola1 ak b!lyle bir denklem bir 

dilzlem gOster ir. 

;t> ;,, ;,, ;"' katsay1lar1010 bilinmesiyle bir dilzlem belir

lenmi§ olur. Bu dOrt say1mn bepsi birden s1fir olamaz, \'e Me 

yandan bunlar bir orant1llhk ~arpan1 farkiyle t1101mlannuelard1r, 
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zlra denkleminln ikl tarah 111hrdan rarkh blr say1 ilc <;arptlnn 

blr dllzlem delti,mcz. ;., ;,, ; •• ;, !laytlarma diizlemin koordinat· 

lar1 veya tegetul koordinatlar denilir. 

Uzayclaki dnzlemlerin meydana gellrdi~i topluluk, koordi

natlart oranlth iki dQzlem ldentlk dftzlemleri gostermek llzerc, 

hepsi birden 111Ctr olm1yan dl.lrl ; 1, ;,, ;., ;, say1 guruplarinden 

letekkUI eden topluluktur. 

Xokta geometrik yeri olarak ele altnaa izdOocl uznyla, dUz

lem 1.1rh ,ekllnrle teli\kki olnnan ayn1 uzay ara,,mda hnracla tam 

hir paralellik vardtr. Dllalite ilkesi 111Un11sebeliyle bu bahse bi

razdan lckrnr dOnc<'ejtir.. ~lmdilik blr noklny1 kaydetmcklc yeti-. 

nelim. 

E~er (:!) denklemintlc ;., ;,, ;., ;, Jeri verilmi>: olarak dU

ollnUnek, bu dcoklem bir clllzlem g!lsterir. Aksioe, e~er .\'1 , .\·,, 

x1 , x, leri verllmlo olarak ahrsak, nyni deoklem bir noktadan 

ge~en dllzlemlcr toplulu~unu, )'ll.ui bir dllzlem bnketini gl.ls

terir. 

73. lzdUoel geometrinln nsal gurubu. Uzayda ikl lllrlii iz

diloellik ay1rdellik : homografller veyn kollnea<1yonlar \'C kar

~tlhklnr veya ba~lao1mlar. 

Bir hornograri, bir noktaya blr nokta ve blr dUzlemin nok
talar1oa Ila, gene blr dilzlcmin noktalarim tckabfil eltirmck earl
lariylo lnn11nlanm111hr. 

Bir kariztthjta gellnce, bu cla hlr noktnya blr dUzlem, \'e blr 
dllzlemin noktalarrnl! da blr nokladnn gr<;en dQzlemlcri lckabnl 

cltirm~k eal'llariyle tan1mlanm1otir. 

a nnn b!r o•n11hhl1k ~arpan1 vo katsay1larln tcekil olunnn 

I au, I 

delermloanhorn rla s1hrdao farklt hulnndu{tu 
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!! t•1' = a 11.T 1 ·1- a12x, + a 11 \ ' 1 + a,.t·,, 

!!'l(s' = a,.x, + auT1 + a 0 T1 + a ,.T., 

l (tr1 ' = a11 r 1 f- a ., T1 + a,.x1 + a,.x,, 

eT/ = Ou l' a + a,,x, f- Ou X1 f- aul'•• 
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denklemleri blr homografiyi temell ederlcr. Gercekten, 

bu denklemler yard11nlyle bir .ri(j= 1, ... , 4) noktasina, hir 
x / (j = 1, .•. , 4) noktas1 teknbUI eder ve huoun kar~1ti dn do(t

rudur. Zira I s1ftrdan fnrkh oldu!luna gore, (1) denklcmlerl 

x 1<J = 1, ... , 4) lere gire i; '\zi\leblllr. lite yandan, e{ter 

x
1
CJ=1, ... , 4) veya x/ (j= 1, ... , 4) !er bir dllzlemin dcnklemi-

nl sajtlarlari:,a, ayn1 tey x /CJ=l, ... ,4) ,·eye x j (j=l, .. . , 4) 

ler itln de vilriddir. 

Esat:ien her homografluin (I) ~eklindeki denklemlerlc gBste

rilebildilli i!>pat olunur. 

(I I) 

Ru0110 gibi, katsay1lar determinanhn1n sthr olmad1jt1 

!!;1' = a11\"1 l- attl"1+ a111"1 + au.l'11 

f!'; t ' = Ott\"1 + Onl' t + Ou.l"a + O u .Y • • 

U~it' -011V1 + aa,.t'1 + a,,;. t- a. ,x,, 
e; 1' - a., '"• + aal"1 + a,.t·a + aul'1, 

denklemleri de bir kar~1l11jl1 temsil ederler. Esasen her kar~uthk 

(II) tipiodeki denklemlerle gOsterilebllir. 

Homografilerle kare1thklarm tnnimmdan, ve esasen (I) ''e 

(II) denk\emlerinin !JCkllnden !JU BODllC c1kar ki: 

fki h'JmO:.{Nl/rnin f'Orp1mt gene bir h,mografiJir. 

Bir homogra/inin b1r kar11tl1kla, 'f.•~ga bir kar11tlzgm bir ho

mogra/i ile i;arp1m1 bir kar11tl1kttr. 

lki kar11tl1gzn i;arp1m1 i•e bir homografitlir. 

Ote yandan, bir homografinin ler:Ji gene bir homograridir, 

ve bir kar~1thgin ter~I de blr kar~1thkt1r. 
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Buradao da !}U i;1kar ki: 

Uzag homografileri bir Ch gurubanu meycla11a getirirler. 

Uzag izdii,ellikleri (homografiler '1e kar1ltl1klar) izdii1el gu· 

rup denilen bir Gp gurubana te1kil e:lerler. 

Bu soouncu gurup Ozel bir mahiyyet arzeder ; bu gurup, 

kar~1tl1klar dedljtimiz Oyle i~lemleri ihtlva etmektedir ki bunla· 

nn ~arp1m1 ayo1 mahlyette blr i!Slem dejtildir. Horoografilerin 

bir gurup teekil etmelcrine mukabil, kl bu gurup lzdUr,el guru

bun bir alt-gurubudur, kar,1thklat bir gurup vUcnde getirmezler. 

~imdi arhk !idlioel Geomctri'yl kesinlikle tantmlayabilecek 
dnruma geldik demcktir. 

lzdii1tl Geometri, izdli,el garuba ait ;,/emlerin aygulanmall 

sonucunda 1ekillerin degi1miyen (inf.lariyant kalan) ozelikleri toplu

lutadur. 

Bn!}ka deyimle : 

lzdii,el Geometri'nin 01al garubu Gp g11rubu lur. 

Bu lzdil!jcl Geometri'nin yao1 bal)toda, asal gurubu homog

rarilerin Gh gurubu olan dar anlamJa bir lz lii1tl Geometri diitil· 
nillebllir. 

74. Afinitelerle homografiler aras1nda bagmh. Bir afioi

tenin denklemlerlyle hlr homografioinklleri karo1la!}tiracak olur
sak, l>irincilere tekablll eden deolclemlcrin, ikincllerin bir ozel 

hali oldo~unu gOrllrilz. Bir aflnitcde keodl kendieine dOnUoen, 
yllni birle,ik hir dUzlem vard1r. 

hdileel uzayda, sonsuzdaki dUzlem deme~i uygun gOrecejti

miz blr o dllzlemini tespit edellm. Bu d!izlemi kendl keodisine 

dOnil!}tUren bomografiler, nfinitelerden ba~ka bir eey de~ildir. 

Gurillnyor ki afinitelerin G. gurubu, homografllerin Gh gu
rubunun bir alt·gurubudur. 
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75. Dilalite ilkesinin yiiriirlUk alan1. lzdil!fel uzayda non

jt1ki uzaylar1n ayudedilebileceltini sOylemiotik: 

1. Nokta uzay1, yaoi koordinatlar1, bir oranhhhk c;arpnn1 

farkiyle tanunlanno ve hepsi birden s1f1r olm1yan dOrt ·"" x,, 

x., "• sayi guruplarindno ibaret x noktalan toplulujtu. 

2. Tejtetsel uzay, yani koordinatlar1, bir orant1hhk oarpan1 

farkiyle tanunlaoan ve hepsi birden s1f1r olm1yan dOrt ;., ; 1 , 

;,, ;, say1 guruplarmdau ibaret ; dlizlemlcri toplulultu. 

Bu kusursuz simetri nshoda dualite ilkesioi ihtiva eder. 

Geroekten, hc!O!(lel Gcometri'ye ait bir Onermeyi dU!fUne

lim. Bunu kurabilmek ioio, aralarmda birtnk1m baglar buluuan 

·"• g, z, ... noktalariyle ;, ,,, C, ... dilzlemlerini ele almak zorun

da kald1k. Bu baltlan dn denklemlere oevirmek \Te bu sonuncular 

Uzerlnde birtak1m cebirsel iolemler yapmak lilzumunu duyduk. 

Biz, noktalan, knllnnd1g1m1z alfabenin harfleriyl~ ve dUz

lemleri de yunan allnbesine ait harflerle gostermelte aho11t1z. 

Farzedelim ki hesaplaruniz, bizim yaptiklnr1m1zm tersini yap

mag1 l\det edinmi11 olan bir 11ahsa teslim edilmi11 bnlunsun. Bu 

oab1s, •nokta• ve «dilzlem• kelimelerlnin deltlotok~u suretlyle, 

ifadesi bizimkindeo 01kar1lacak bir Onermeye varacakhr. 0 balde 
bOylelikle dUalite ilket1inin yeni bir ispatin1 elde etmi11 oluruz. 

1zdU~el uzaya, hesablar1m1za giren, imtiyazlt bir " dUzle
mlni ithal ettigimiz takdirde, yukanda elde ettijpmiz sonuolar 

arhk biobir eekilde yUrUrlUkte olmtyacaktir. ~iipheelz, biraz 

Once bahis konusu edilen ki~li beaaplar1m1zdan gene blr Onerme 

01karacakhr, ama bu Onermede imtiyazh bir nokta bahis konusu 

olacaktir. Buna g~re, cger izdii11el uzaya, sonsuzdaki dilzlem de

me~i uygun buldujtumuz bir o dUzlemini ithal edersek, bu dUz

lemin bahie konueu oldu~u Ozeliklere dUalite ilkesi hioblr oekil

de uygulanam1yacaktir. Dolay1siyle: 

Diialite ilkesi, sonsuzdaki diizlemin bahis konusu olduju met-

. 
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rile geometri, EulclelrlH geometri•i ve a/in geometri iizelilclerine ug· 

gulanamas. 

76. Soyut blr geometrlnln yap1m1. Bundan Uncekl k1s1m· 

larda dOrt ttlrlQ geometrlyl ele ald1k: Metrlk Giometrl, Euiti.atol!.S 
neometrl1l, Afln Geomelrl, lz.dUtel Geometrl. Her aefer bu geo. 
metrllerln uygulanma alanlar1n1 lantmlamakla l1e ba1lad1k : llk 
lkl1l li;ln kartealyen uzay, Afln Geometrl lt;ln argezlyen uzay, 
ve lzdD1el Geomelrl li;ln de (zd01el uzay. 

Bundan 1onra bu geometrllerln her blrl1l lc;ln blr a1&l g~· 
rubu tan1mlad1k: Metrlk Geometrl lc;ln G,. bareketler gurubu, 
EmtuuoES Geometrl1I lc;ln G. benu1lmler gurubu, Afln Geometrl 

li;ln G. afinlteler 11urubu, ve nlbayet lzdtt1el Geometrl li;ln de 
a,. lzdt11el gurubu. 

Bu Orneklere dayanarak, soyut blr geometrlnln yap1m101 
a1ag1da gOrtllecegl glbl dt11Dneblllrlz: 

1. Nolt.ta/or Jemefl uggun giirecefimis birtalcrm elemanlardan 

megdana gelen bir V flOrlgetulni, "• 

2. Bu nolt.talara uggalanan "e blr G gurubunu te1/cil eden bir 

i1leml1r toplalufana ta.af1tlur erlellm. 

V varigetnl Ile megdana gelen "e a•al gurubu G olan geo· 

metrl, bu garaba alt i1lemlerin aggalanma•r •onucunda "arlgetenin 

Jrli1mlgen ( lnvarigant lcalan) lJselilclerl toplulafa-lur. 

Bir geometrl bakk1ndakl bu i;ok genel gOrll•tl 8oPHUI Lts 
(1842-1899) lie. FE.Lat Ku.1N (18,9-1926) ortaya atm11lard1r. Bu 
sonuncu1u, 1872 yahnda Almanyanan EaLANOBN 1ehrl Onlveralte· 

slnde blr kllflll sahlbl k1bnma11 v•lleslyle kaleme ahp o1s:udulll 
tan1nm11 ERLANGl!.N PRoOaAau'nda bu buausu etrafhca gel11ttr· 
ml1tir. 

Bu son ydlara kadar, elemanlar1 glttlkc;e daha genel bit 

mablyyet gOsteren varlyeteler ve c;ok genel dOnll1tt1rllm gurup• 
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luri elo ahod1~1 hal,le gcometri hakk1nduki. bu gtirlie deitlemedl. 
Son z1unanlnrda, RurnANN variyeteleri Uzeriode yaptijt1 ara~t1r

malar dolay1sile, ELIE CARTAN, geometri ka\'ram101ll dikkat ce

kici bli' teemiline ulaet1. Burnda saoece bu hususu kaydetmekle 

yelinmck zorundayu:. 

77. Bagh geomctriler. Evvelce gtirdltk ki afiniteler, ben

zeelmler Ve hareketler birtak1m ozel hl)lllOgrnfilerden ibarottir. 

Dahn kesin bir eekilde: 

Afiniteler, verilen \'e sonsuzdaki dilzlem denilen bir dllz

lcmi kendi kendi~ine dUuiietilren izdil~elliklerdir. Ac1kca gUrill

dUjtU gibl, bir kar1i1thk yn1·d1miyle bir noktaya bir dUzlem tckn

bUI ettirildijtinden, bu izdUecllikler ancak homografilerden lbaret 

olabilir. 

Beozeeimler, a~1lar10 1.>lcilmilntl muhafaza eden afinilelerdir. , 

IIareketler de, uznkli k 1.llcillerini dejti,tirmeyen b'enze!llm Jer

den i barettir. 

Hareketler gurnbu, benzeeimler gurubuuun bir alt gurubn· 

dur, beuze~imler g11rub11 ise afineteler gurubunun bir alt-gurn

budur, uihayet afiniteler gurubu da izdileellikler gurubunun bir 

alt gurubudnr. 

l\1ctrik Geometrinin EuKLEIDES Geometrisine, bu sonuncusu

nun Arin Geometriye, nihayet bunun da lzdtt~el Geomctri' ye 

ba~h oldu~u sBylenir. 

Yukanda sBylenilenlere dayanmak suretiyle, verilen bir 

geometriye bajth bir geometriyi soyut bir eekilde tan1mhyabiliriz. 

Asal gurupu G clan vc bir V variyctesi ile tanunlanan bir 

geometl'iyi ele alal11n. G gurubunun blr 1Llt-gurubu G' olt1nn. 

Asal gumbu G' olmak Uzere V variyetesi ile tan1mlanac11k yeoi 

bir geometri, birincige ba§/1 bir geometri adrn1 ahr. 
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G gurubu geometrlalnln Ozellkltrl, tablatlyle, G' gurubu 1eo
metrlalnln Gzellklerlnl vereceklerdlr. Bu Ozellkler uiaen o tarzda 
Uade olunablllrler kl bunlar1n G gurubu geometrlllne alt bulun

duklan Ilk bak11ta pek belll olmas. 

Nlteklm, lsdt11el Geometrl'oln Ozellklerl, blrc;ok defalar 

kaydetllllmlz glbl, c;otu zaman metrlk bel•nblar yard1mlyle te
al• olunmu1lard1r. Ve ancak sonauzdakl dtlllem ve aon1uzdakl 
sanal c;emberln ltball eayealndedlr kl ketln blr 11nlflama babl1 
konueu olabllmlfllr. 

78. Bir ,_....trl lnaett. c;(ok bult blr Graek therinde, 
blr pometrloin 1ap1m1n1 gDlterellm. 

Bu pometrlye alt V varlyetealol tao1mlamak lc;ln, blr 0 
nokta11n1 blr tarafa bll'&kbtun1s kartezlyen uzay1 ele alahm. Bu 
varlyeteye alt her nokta, ba1lang10 nokta11 blras Once blr yana 

b1ralnlan noktadan lbaret bulunu Oxgs llOJllllllallne gllre beptl 
blrden 11f1r olm1yan x, g, s koordlnatlan yard1mlyle tammlana· 
blllr. 

Uuy1n 1>a11aagic;tan gec;mlyen her dllsleml blr 

ax+"• + •z= 1 

denklemlyle g81lerlleblllr. 

Bu dllsleml tan1mlamak mere, Jlnl bu dllslemln koordlnat
lar1 olarak, ayn1 samanda 11f1r olm1yan Go a, "• • uy1lar1 ab· 
nabllir. 

(1) e111+h+ow=l 

denldeml, llc;tl blrden 11f1r olaauyan a, 6, c koordlaatlar1n1 bats 
noktadan I~ dllslemler toplulutunu 101tertr. eu balde (1) denk· 
leml, V varlyetlmlsln blr nokta11n1n deDklemldlr • 

, I 

l 
l 
i 
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Bu anla1tld1ktan sonra, V varlyeteslnln bir geometrl1l ola

rak, asal gurubu, 

(2) 

J JC = a 1x' + a,g' + a 1 r:', 

I 
g = b1 JC' + b,g' + b1 s', 

r: = c1 JC' + c,g' + c1 s', 

denklemleriyle tan1mlanan dOnt11tt1rQmler toplnlutu olan1 ele 

alablllrlz. 

Bu dOnllflllrtlmlerln, blzlm Ornek olarak ald1jlJm1z geometrl
yl Afln Geometriye bath k1laeak 1ekllde, 0 noktas1n1 detl1tlrml
yen afinitelerden lbaret bulundujtunun derhal fark1ua var1hr. 

Asal gurup olarak, blr yandan (2) dOnt11tQrt1mlerl Ole yan

dan da sonsnzdakl dtlzleml ba1lang1c; nokta11na ve ba1laog1c; 
noktasm1 da aon1uzdaki dQzleme tekabQl ettlren ve kar11U1klar

dan ba1ka bir 1e1 olm1yan 

(S) J 
- • ·+ ··+ ,, a - a 1 JC a, g a, s , 

I 
v = b,' x' + b,' g' + b/ s', 

w = c,' :x' + c,'g' + c.'s' 

dOnQ1tt1rQmleri Ile te1kll olunan gurubu almak sureUyle batk• 
blr geometri de dQ1Qot1leblllr. 

Bu yenl geometrlmlz, 1zdt119l Geometrlye bath blr 1eometri 
olacak, fakat Afln Geometrlye bath bulunm1yacaktu. 

79. E1deger reometrller. lkl soyut geometrl dt11Gnellm: 
Blrlncisl, asal gurubu blr G gurubu olan blr V varlyeteslnln 
geometrlsl olacaktir; lklnciai de G, a1&l gnruplu bu V1 varlye
te1lnln geometrilinden lbaret bolunacakbr. 

Farzedellm kl V nln her eleman1ua V1 In blr eleman1n1 te
kabQl ettirmek ve buoun tenlnl de yapmak Qzere V Ile V, In 
elemanlar1 ara11nda blr dOnll1tl1rQm mevcuttur. 
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V, In bir eleman1 A, ve bunun V dekl bomologu A olsun. 

G nln belirll blr T dOoU9lUrllmU A ya V nlo bir B eleman1n1 

tekabUl ettlrlr. B nlo de V, dekl homologu 8 1 olsun. 8 1 noktas1, 

v, de T nin homolojtu olan bir T, dOnll9tUrQmil ile A, noktasma 

tckablll eder. Farzcdelim kl T 1 dOnU9tllrUmU G 1 gurubuna alt ol

eun ve T nin G gurubunu dolanmas1 hallnde, T 1 de G, gurubunu 

dolansm. Aym!a V, V, variyetelerlnln rollerini aralarinda de

~ietirdljthniz takdirdc ayn1 sonm;lara vard1{t1mm da kabul ede

lim. Batka deylmle, farzedelim ki V ve V, uriyeteleri ara11nda 

dlleUnegPld!{timlz dOoil9tUrUmler, G ve G 1 guruplarinm dOnll9til

rilmlerl aras1nda bire·bir bir tekablllQ gerektirsin, o 9ekilde kl 

gnruplardao birlnin her dOnil9tllrQmilne daima otekinin blr dO

nllttllrUmll tekabUI etsio. 

Bu 9artlar albnda birlocl geometrlnln her Ozellltlne lklnci

nlo blr Ozclljti tekabill eder ve bunun kar11ti da dojtrudur. Bu 

!kl geometrl blrblrlolo e1leJeri dlr. 

Dilallte ilkesl r1dejter geometrllere dair bir Oroek verir. 

Noktalar1n geometrlk yerl glbi dUeOnUleo uzay1n 1zdl11el Geo

metriel, dUzlemlerlo zarf1 1eklinde tellkkl oluoan uzay1n lzdn1el 

Geometri1inio eodejteridir. 

Efdejter geometrilere dalr c;ok basit olao ba1ka bir Ornek 
daha verecejtiz. 

V varlyetesl olarak, blr lzdtltel ,. doltruaunun noktalar1 top

lulujtuou alacajt1z. Uzay lc;ln yukar1da taklb olunao usolu taklid 

ederek, ,. oin blr x noktasmm x,, xt lzdil1el koordlnatlarin1 ,. 
tlzerinde lthal cdebillriz. Bu takdirde G gurubu, 

xcJ - fly I 0 

farzolunan 

dOnilotUrllmlerl toplulugu olacakl1r. 
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Bu d6niletilrUmler do1trunun izdiieellikleridir, o eekildeki ilk 

geometrimiz bir dogru iizerinde izdil!Jel geometri olacakt1r. 

diyelim ve Xj (j = 1, .. ., 3) leri bir /2 dUzlemlnin izdiieel koordi

natlar1 gibi dileUnelim. r dogrueunun bir x j (j = 1,2) noktae1na, 

12 dilzleminin, denklemi 

ola n R konijtinin bir X j (j = 1,. .. , 3) noktae1 tekabiil eder, ve 

kare1t olarak bu koniltin bir noktaema da r doltrueu llzerinde ko

ordinatlari 

olan nokta tekabtll eder. 

V, variyetesi R koni(ti olacak ve G 1 gurubu da 

eX ,' = - %/IX 1 - (%~ + {Jy ) X, - y~X,, 

12X.' = a.'X 1 + 2%yX, + r'X. 

d6n6nll§tilrl\mleri toplulujtundan, yAni R konijtini kendl keodiei

ne dUnil§tllun ve fl dUzlemioe ait olan homografllerden meydana 

gelecektir. 

~u halde bir dojtru tlzerindeki 1zdll11el Geometri, bir konik 

iizeriodeki geometrinin eedelteridir, o ~ekilde ki bu eonuncu geo

metrioin asal gurubu bahis konueu konik dlizleminin bu konijtl 

kendi kendielne dOnli§tliren homografiler gurubudur. 

~urae1 apac1ktir kl bir 17eometrinin bilinmeeiyle, bnnun e11-

dejteri ohm her geometri de biliniyor , demektir. Bununla bera

ber, geometrik 6zeliklerin araetmlmaetnda, bir geometriden bunnn 
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e,degerl olan bir geometrlye ge-.ilmekle -.oguzaman biiyllk fayda 

ve kolayhklar saglanm10 olur. 

Ozerinde durdugumuz bu eon noktay1 daha iyi anlatabilmek 

ti;ln, biraz Oocekl Oroegl yenideo ele alahm. ,. dogrusu llzerlnde 

denklemini ele alahm; bu denklem, bahie konusu do(trunun bir 

i;ift noktas101 gOalerir. a 1 ''e bi (j = 1, .. ., 3) lerln tespit edildi
j:tlni farzedelim. l 1(j=1, 2) lerin delt11Jmeel halinde, ,. dojtrueu

nun sonsnz nokta t;iftinden meydana gelen Ye involiisgon denilen 

bir oekll elde ederiz. Bu veeile Ue IJUnu da el.lyliyellm kl ,. nin 

bir noktae1 1 iovollleyonun bir ve yaln1z blr i;iftlne aittir. 

Yukanki denklem, e dllzlemine nakledildigi takdirde, 
' 

oeklini ahr. 

R koailti llzerinde, lnvolllsyonno i;ift noktalar101, blr deme· 

tin do{trular1 verecektir. Ve ouras1 apai;1kltr kl bu oekllde hare· 

ket etmekle, invo!Usyon l.lzellklerlnin araotmlmae1 kolaylaounl

m10 olur. 

80. Regle geometrl. $imdi eodrger geometrilerin yap1m1 

hakktnda, daba az baah fakal kllsik blr Oroegl inceleyecegiz. 

Bu ornelti de bize uzayda dogru geomelrisl verecektir. 

Uzaydaki blr dogrunun 

g=mx+p, z=n.i:+q 

denklemleriyle gOsterileblleceglnl kaydetmekle toe baohyahm. $u 

halde uzaydaki dogrular dOrt m, n, p, q parametreslne bagh· 

d1rlar. 
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!zdil11el ozayrn bahis konusu oldugonu farzedelim ve iki g, z 

noktasiyle belirli olan bir p dogrusunu ele alahm. Ve 

(i, k = 1, ... , 4) 

diyelim. 

lki indisi birbirine e!!it olan ve identik olarak s1fara e11it 

bulunan Pik say1larm1 bir yana b1rak1rsak, bu suretle hepsi bir

den e1f1r olm1yan ve birbirlerine de alh 

Pik + Pki=O 

ba~1nhsiyle bagh bulunan oniki say1y1 tanimlam1!! oluruz. 

Buna g1.\re, dU§lincelerimizi alb 

(1) Ptu P111 P11, Pt31 Pa1 Pu 

say1sma inhisar ettirebiliriz. 

Esasen bu allt say1 da ba~1ms1z dc~ildir; banlar birbirine, 

kolayhkla gerceklenebilecek olan 

(I) P19PH + PuPu + P11Pu =0 

eoitli~iyle balthdtrlar. 

~urasrna dikkati cekelim ki p dogrueunuo farkh fakat her

hangi iki noktas1n1 ele ahrsak, bu yeni iki nokta yard1miyle 

teokil olunacak P;k say1lar1; g, z noktalar1 vas1tasiyle teokil oln

nup bir say1 ile carptlan Pik say1lar10a eeittirler. Gercekten, p 

doltrusanun farkh iki noktas1 

a.gi + /Jz;, YYi + dz1, a.d - Pr 9= 0, (i = 1, . .. , 4) 

oeklinde koordinatlart haizdir. 

Bu takdirde 

(-,.g; + /Jz;)(Ygk + dzk) - (a.gk + /Jzk)(rg; + <5z,) = (a.d- /Jr)p;k 

d1r. 
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(2) 
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Ote yandao, p dotruau dOrt 

I p .. x,-: Pu"•+ Pu"•= O, 

- Pr•"•--:- Pu'"'+ PuX1 = 0, 

l-p.,x,. +Pu"•+ p,.x, = 0, 

P11X1 - P11Tt + PuX1=0 

dUzlemlnln ortak arakeeltldlr. 

Buradan da ,u eoouc; c;1kar kl bir yandan hdn,el lTzay1n 

do~rulart ote yandan da (I) bajt1nbslyle blrblrlerloe ba~h bulu
nan ve blr orant1hhk c;arpaot farklyle b~Hrlenen alb (1) eay1 

garuplar1 ara8loda bire blr bir tekabOl vard1r. 0 halde bu eay1-

lar do~runuo koordloallart olarak ahoahlllrler. Bu koordlnaUar 

PLOCKER (1801-1868) taraf1odao lthal edilml,lerdir; bunlara dol

runno PLOCKl!R koordinatlar1 denillr. 

eurae101 kaydedelim ki uzay bomografllerl Ile, bir doitruoun 

noktalarina gene bir dojtruoun noktalari; kar,1thklarla da bir 

doArunun noktalar1na, blr dojtrudan gec;en dUzlemler tekabUl et

tlrlllr. Ba,ka deyimle, uzay izdQ,elliklerl lle dolrulara do!irnlar 

tekablll eder. 

Buolar blr kere anla,1ldlktao eonra, uzagda dojranan izdii

dii1el geometri•i diye, a.al gurubu izdii1el garup olan geomttrige 

dlyeceAlz. 

~lmdl alb (l) aay1e101 yeolden ele alahm. Bu alb aay1dan 

te,ekklll eden toplulu~a ltlbart olarak nokta dlyellm, ve bu ea· 
y1lar da ooklao10 koordlnallan oleun. Bu aay1larm bepelnlo ay

n1 zamanda ed1r olmad1klar101 ve koordloatlar1 orant1h olan lkl 

noktan1n da identlk bulunduklari01 farz ediyoruz. Bu ,ekilde ta· 

01mlanao noktalar toplulutona be, boyutlu izdo,el uzay ad101 

verelim. 

Adi uzaydakl lzdn,el Geometri'ye benzeterek, be' boyutlu 
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uzaym noktalar1 nrastnda kateay1lar10 A11k determinanlt e1hrdan 

farkh olmak 11zere, 

( U) 
f ep;: .. A,:'".'.' ~ ~ :"P:• ~ A." ,p~ ~,;;::•~ ~ •::~'. '.' 

I ep;~ = Ao 12Pu t-Ao11P11 + As11P11 + A nuPu 

+ A~ uP1t + A -. ,p141 

denklemleriyle gOeterilcn bir tekabille bu uzayda homografi ad1n1 

verece!liz. Bu homografilerin bir gurup vllcuda getird1kleri ~ok 

ac;1khr. 

Dalma adi uzaya benzeterek hareket etmek eoretiyle, bee 

boyutlu uzayin, koordlnatlar1 (I) denklemioi saithyan noktalari 

topluluitu bir hiperkuvadrik vilcuda getirir, diyeceitiz. Bu hiper

kuvadriiti Q ile gOBterece!liz. 

Biraz Once verd iglmiz tantmlara gore, Adi uzay1n bir do~

rueuna Q hiperkuvadriginin bir noktas1 tekabill eder, ve bunun 

karo1t1 da dojtrudar. Bu bire-bir tekabUI lstisnas1z vAki olur. 

Kolayhkla gOrmek m11mkUndUr ki Adi uzayin dojtrulara uy

guland1g1 diioilnUlen blr bomografielne veya bir karo1th~1na, bco 

boyutlu uzay1n (II) oeklinde bir homografiai tekabill eder. Fakat 

bu herhangi bir bomografi dejtildir; bu horoografinin (ID bagm

tis101 aynen muhafaza etmesi, yil.ni Q hiperkuvadrijtini kendi 

kendieine d0nl1otl1rmeel gereklidir. Tersina, Q hiperkuvadrijtlnl 

keudi kendisine dUnllotUren bir (II) homografiei uzay1n blr ho

mografielne veya blr karg1t11g10a tekabQl eder. 

Bona gore gOrQIQyor ki : 

Adi uzagrn izdii1el regle geometri•i, be1 bogutlu izdii1el usagrn 

bir hiperku"adrijinin geometrisi i/e e1drjerlidir; bu geomttrinin a•al 

gurubu, izdii1tl uzagm b11 hiperkuf!adriji kendi kendi•ine donii1til· 

rtn homografiler gurubudur. 
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Regle l(Cometrioin bu eckildeki yorumunu FP.I IX KLP.IN 

yapm111t1r. Kendi kendirnize bunun ne gibi bir faydas1 oldu1tunu 

sorabillriz. 

Bir dojtrunun do{turdu1'.tn bir yllzeye (regle yilzeye) Q Uze

rine cizilrnll;I hlr ejtrl tekahUl eder. l k:i parametreye baith blr 

dojtru topluluguoa, veya bir dojtru kongrilan111oa, Q Uzerine c;i

zilml~ bir y llzey tekablll eder. Nibayet Uc; parametreye bajth bir 
dojtru toplulujtuna, veya dojtru kompleksine dl', Q ye ait Uc; bo

yullu llir varlyete tekabill eder. Deney gOstcrlr ki gen el olarak, 

hattn be~ boyutlu blr uzaya ait olsa clahi, bir nokta geometrlk 

yerl Uzerioe mubakeme yUrUtmek, l'ldi uzaydaki dojtrulano bir . 

geometrik yerloi incelemekteo c;ok daha kolayd1r. t,te Ku1N'10 
tem111l tarzrndaki fa yd a da bundan ileri gelir. 

81. lzdiltel Geometrlnin tetmili. Regle Geometrinin bet 
boyutlu uzaydaki blr geometrl yard1miyle yorumlanmas1 keyfi· 

yeti, lzdiitel Geomelri'oin de Uc;teo fazla boyutlu uzaylara veya 

hiperuzaylara teomill lmkanlar1n1 talunioe vesile olur. 

Hepsi birden s1f1r olm1yau n + 1 say1da x0 • x., .. ., xn eay1-

larm1 ele alahrn ve bu saydar toplulu~una itibari olarak .\" ook· 

ta111 dlyelim; bu say1lara da .\" noklasmin izdUtel koordinatlar1 

ad101 verelim. Ayrtca izdU!jcl koordioatlart oranhh olan iki nokta

ya da ideotlk gOzU ile bakahm. Bu eekilde ta01mlanan .\" nokta

lan toklulu{tu i:Jii1tl a:ag veya n bogatla lintar Sn u:ag1 dedl{ti

miz oeyi meydana getirir. 

S,. nin, koordinatlar1 blr 

(1) 

linear deoklemini sajthyan :r noktalar1 toplulugu, bir ; hiperdiiz

lemi dedijtimiz ~eyi \'ilcuda getirir. ; 0 , ;,, .. ., ~n ile oranbli ve 

hepsi birden s1f1r olm1yan n +- 1 aay101n bilinmesi ile (1) denk

leioi yaz1labilir. Koordinatlar1 ornnl1h iki biperdUzlem ideotik 
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olmak tlzere, hepsi birden e1f1r olm1yan ; 0 , ;,, ... , ;n eayllar1mn, 

; hiperdilzlemioin koordioatlar1 oldu!tunu e!>yliyece~iz. 

Ejter (1) denkleminde ~-0 , x 0 ••• , .l",. say1larin1 verilmie ve 

;., ;., ... , ;n sny1lar1n1 da de~ieken farzederaek, x noktae1n1 ih· 

ti\•a eden biltiln hiperdilzlemlerin koordinaUannm eajtlad1~1 bir 

ba~1nh elde olunur; bu, x noktas101n teiteteel denklemidir. 

Gllrillliyor ki, lldi Sa uzay1 halinde olduitu gibi, S,. ye alt 
noktalar ve biperdilzlemlerin temamiyle eimetrik rolleri vard1r, 

ve bundan S,. uzayinda dilalite ilkesi c1kerihr. 

(p t 1) sey1da bag1me1z y<0 >, y('), ... , y(P) eayllar101 ele ala

hm, yllni n ;- 1 1>ay1da 

(i=O, 1, ... , n) 

identikliklerinin gerc;eklenmeslni salthyacak 11ekilde p + 1 say1da 
ve hepsi birden s1flr olm1yan .t eay1lar1 b·Jlunamas1n. 

Koordlnatlar1 

li!Xo = mugo<0> + m1y0<
1> + • · · + mpy,,(P), 

{!X, = moy,(O) + m1g,(') + ''' + mpyl(P» 

eeklinde yaz1lan noktalar toplulujtunu dU11Unellm. 

Bu topluluk, bir izdneellik c;arpant farkiyle tammlanao ve 

hepsi birdeo slf1r olm1yan p + 1 saytda m 0 , m,, ... , mp sayt gu
ru plan topiulugu ile c;ak191r; dolaytsiyle bu topluluk, verileu 

p + 1 say1da y noktalariyle bellrli olao, p boyutlu bir SP linear 

uzay1n1 vlicuda getirlr. 

Esasen bu SP uzay1, bn~1ms1z n - p eay1da hiperdUzlemin 

arakesitl olarak temamiyle belirlidir. (hel olarak, n say1da nok

tasiyle belirli olan blr hiperdtlzlem, n - 1 boyutlu bir linear 

uzayd1r. 
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Kolayhkla gOrUlDr kl, (t den fazla boyutlu bir ortak uzay· 

lari olmamak Uzere) blr S1 ortak uzay101 halz olan ikl linear 

SP, Sq uzay1 (r den az boyutlu blr uzaya ait olmamak \lzere) blr 

Sr uzay1oa aitacler, 

dlr. 

Bu nokta anla111ld1ktan sonra, Sn uzaymda homogrofl dlye, 

,\', x' noktalar1 araemda, l 0;1c I kateayllar determinant1n1n 11f1r 

olmad1jp 

(I) J 
flXo' = OuoXo -f· 0<>1X1 + '• • + OonXn, 

fl.\'1
1 = 01 0Xo + 011X1 + • • • + 01nXni 

l ~~>~ ~~ :.~~ ~·~~.~.·~ ·.·.·.·~ ~~~~~ 
denklemleriyle tammlanan tekabtUe diyece4iz. 

Bir ~ hiperdllzlemlnln noktalarina blr bomografi sonucunda 

blr l;' hipcrdllzlemlnln noktalar1 tekablll eder ve daha genel ola

rak, p boyutlu linear blr uzaym noktalar1na da, gene p hoyutlu 

linear bir uzay1n noktalari tekablll eder. 

Sn uzay1n1n blr kar11tl1/1, I OfJc I kahay1lar determlnanttn1n 
11f1rdan farklt oldujlu 

(II) 
( 
~;: = OuuX u + 001~· 1 + • • • +aonx,., 

e;,' = 0 10-\'o + 011X1 + '•' +a1nXn1 

l ~~~: ~·~~.::.· ~ ·~,.·.~·, ·~ ~ ~: ·~·~~n~n 
denklemlerlyle lantmlantr. 

Bir noktaya blr hlperdtlzlem, ve p boyutlu linear blr uza

ytn noktalar1na da n-p-1 boyullu linear bir uzaydan gec;en 
blperdUzlemler tekablll eder. 

S,. e alt karo1thklar ve homografiler toplulu(tu, ;~clii1ellikler 

gurubu denilen bir gurup meydana getirlr. 
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Sn nin Jzdii1el Geomttrisi, aaal gurubu Gp olan geometridir. 

Karo1Utklar bir gurup vUcuda getirmezler, ama homografiler 

bir G,, gurubunn teokil ederler. Sn nin dar anlarndaki lz.lii,el 

Geometriai, asal guraba Gh o!an geo'Tl!!tridir. 

S, 1ldi uzayma beozetmek i~ine devamla, n boyutlu uzay1n 

aflnltelerlui, benzeolmleriol \'e hareketlerini tammhyablllriz. 

Haaolm1gan bir hiperdiizlem veya aonaazdaki hiperdiizlem 

ad1n1 verecejtimiz imtiyazh bir o hiperdilzlemini ithal edelim. S,. 
nln bu biperplam birleolk bir biperplan olarak haiz olan, y!lnl 

n nm bir noktas1na gene o nm bir nokta~tnt tekabiil ettlren ho· 

mografilerine afiniteler deoilir. Afiniteler, S,. nin A/in Geometri· 

rirlnin a1ol garubundan lbaret olan blr Ger gurubu viicuda geti· 

rlrler. 

Eger, fikirleri tesplt amaciyle, o hlperdilzleminin denklemi 

x0 = 0, lse, a00 s!f1rdan farkh olmak Uzere, afiniteler 

a0, = 0 01 = · · · = aM = 0 

yaz1lan (I) formiilleriyle gOsterileceklerdir. 

Sn uzay1ndan, x 0 = 0 la tammlanao " hfperdtlzlemioin ook

talar101 c1karmakla, n boyatlu kortezigen ut:ay ad101 verecegimlz 

>e Sn' le gOsterecejtimlz yeni bir uzay elde ederiz. Bu yen! uza

y10 blr noktas1, 

X - ·"• ,- ' Xo 
X,=x'' 

Xo 
X _Xn ,.- -

Xo 

eonlu eay1lar1 ile temamlyle belirll olacakt1r, bunlar bu X nok
tas1nrn hamogen olm1yao koordinatlar1d1r. 

Bir afinitenin denklemlt:ri 

X,'=A 11 X 1 +A"X,+ ... +A,,.X,., 

(Ill) 
X,'=A 11 X,+AuX 1 +··· +A,,.X,., 

X,.'=A,.,X, +An2X,+ · · · +A,.,.X,. 
~ekllnde yaztlabllir. 

. 
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$imdi x 0 = 0 hlperdilzleminde sanal bir Q hiperkuvadrijtini, 

yAni bu hiperdllzlemln, koordlnatlart, biltiin <;!Szilrnlerl eanal olan 

ikinci dereceden bir 

denklemlni sajtllyan noktalart toplulu{tunu verelim. Esasen daima 

0 oekilde tedbir ahnabilir ki Q n!ln denklemi 

x 'f + x~ + • • • + x~ = 0 

!Jeklini, veya homogen olm1yan koordinatlar cineinden 

x~ + x~ + .. . -i- x.; = o 
!Jeklini ale10. 

Bu anla~1ld1ktan sonra, Q hiperkuvadrittlni kendi kendleine 

d!Snil!Jtilren bir afioiteye benzeJim denilecektir. Bu da (III) deok

lerinln 

(2) X1'
1 + X,' ' + · · · + Xn' ' = J.(Xi + XI+ ··· + xn 

verdlklerlnl farzetmekle bircllr. 

Benze<simler, Sn' karte:igen u:z.agrnin Eukleides Geometri1inin 

a1al garubundan ibaret bulunan bir c. gurubuou teekil ederler. 

~lhayet, uzakhklan muhafaza etmei;i balinde bir benze1Jime ha

reket ad1 verilir; bu da (2) deokleminde ). = 1 farzetmek demek

tir. HarQketler, Sn' karte:z.igen azaginrn metrik geometrisinin asal 

gurubundan ibaret bulunan bir G,,, gurubunu te11kil ederler. 

Suraein1 da kaydedelim ki daha !loco n = 3 halinde yapti
(t1m1z gibl, Sn' karleziyeo uzaymdan ve bu uzaym hareketlerin

den ba!Jhyarak e1ra ile benze11imlere, afioltelere ve izdileelllklere 
de ge<;ebillrdik. 

82. Cebirsel Geometri. lzdU!Jel Geometri, bomografi kav

ramm1 genieletmek euretlyle elde olunan, temamlyle farkh bir 
te~mile de elveriolidir. 
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Daha c;ok kolayhjt1 temio amaciyle Adi S1 uzay1oa dGoeJim· 
Ejter iki x, x' noktas1 blr bomograflde birblrlolo homolojtu lse, 

birloin koordloatlar1, dliterinio koordioatlariyle teokll olunan 

blrinci dereccdeo c;okterimlilerle oranl1hdirlar. \okterlmlilere 
yllklenileo blrinci dereceden olma oart101 blr tarafa b1rakmak 

suretlyle, homografilerln cebirsel ve bire-bir karakterlnl haiz te

kabllller elde edebilir mlyiz? Baslt bir Groek, bu soruouo olumlu 

blr oekilde cevaplandmlabileceitini bize gGsterecektir. 

Her lklei verilmlo blr 0 noktae1 ile bir R say1e101 ele alahm. 

Aoait1ki oartlarm sajtlanmae1 balinde iki noktaya homolog diye

ceitiz : 

a) MM' dojtru1u 0 dan gec;mektedir. 

b) OM, OM' dojtru parcalan 

OM·OM'=R' 
oarhDJ saitlarlar. 

Bu, evirtim dlye adlandmlan dGollotllrllmden ibarettlr. 

0 ba!;!laog1c; noktah Ile; dik koordinat ekeeni sec;ellm ve M 
nln koordloatlar1 x, g, z ve M' noktas1010kiler de x', g', z', ol

sun. Bu takdlrde hic;bir gllc;lUjte ujtramadao 

' - R' x ' - R' y z' - R' z 
:r - x 2 + y 2 + z'' g - x 2 + g 2 + z 2 ' - x' + y' + z' 

bajt1nblar1 elde edllir ve aym eekildeki ba~1ntilar .l', g, z yl 
x', g', z' clnslnden verlr. 

Bu Ornek g6sterlr kl lzd09el uzayda x, x' noktalar1 aras1nda, 

/,, /,, / 1 , /. derecelerl m olao c;okterlmlllerl ve rp,, <fu 111., 9'• de 

dereceleri n olan cokterlmllleri gGalermek, ve m ile n de blrden 

bllyUk almak Qzere Oyle bire-bir tekabfiller vardir kl 

(1) x.' = x 2 ' = x1 ' = x./ 
/1 (x., Xi. x., x,) /, /1 /, 

ve 
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(2) 
X1 x , Xa x, 

'}' 1(x 1', x1', x1 ', x/) = 'l't ='Pa= q;, 

olsun. (2) denklemleri (1) denklemlerini x Jere gOre c;Ozmek su

retiyle elde olunduklari gibi, tersine (1) denklemleri de (2) denk

lemlerini x' lere gore Q~zerek bulunur. 

Bu tekabllllere birasgontl doniisfliriimler, ya da bunlari en 

genel 1eklinde ilk defa ele alan italynn geometricisl CREMONA 

(1830· l 90.s) nin adrna lzafetle kremonigen donii1tiiriimler denilir. 

Ac;1kca gOrillece~i gibi birasyonel dOnilttOrilmler topluluga, 

Ge kremoniyen gurubu ad1 verilen bir gurup te1kil ederler. Ce
birsel Geometri dige, aaal guruba Ge kremaniyen guru1>unlan ibaret 

olan geometrige denilir. 

Bu geometrl ile ilk defa (1877) uj!ra1an BERTINI (18t6· 1933) 

olmu1tur; bu tarihlen sonra Cebirsel Geometriye bllyllk bir te1· 

mil imkA01 saglanml!jhr. 

Boyut say181 ne olursa olsun, her izdUtel uzayda a1ikAr bir 

eekilde bir Ccbirsel Geometri vardir. 

Bu kitab1 yazmak lQiD keodl kendimize c;izdlg1mlz BIOlrl ae

madan, Cebireel Geomelride bahie konusu olan problemler ve 

Cebireel Geometrioio keodiel hakk1oda tafsilAta giri1emeylz. Bu 

hueueta okura ya evvelce de bahsl gec;eo •La Geometrie• adtn· 

daki eserimize, ya da Memorial des Sciences Mathematlquea' 

tn bu eorulara taheis ettlgimlz ikl eay1srna ba1vurmas101 taveiye 

ederiz '). Barada sadece bir noktaya de~inmekle yetinecegiz. 

(1) formllllerioi yeniden ele alahm. Bir dllzlemin .t"' nokta

launa, denklemi 

(3) 

olao n nioci derecedeo blr yllzeye ait x noktalar1 tekabiil eder. 

' ) Lea tranafo.-matlona birationnellea du plan (P.utu, GA~'TUJita· 

\ '1u ARf, 1027), Lea tran1formatlona birationnellea de l'eapace (Idem, 1034). 
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l lartn de#ltmeei, yil.ol dUzJemio degifmeel halinde, (3) ytl
zeyi linear bit eietem dogurur. TekabiU bire-bir olduj?uoa gore, 
bu siatemin fie yilzeyi, ortak dogrular1 buluom1yan tlQ dilzleme 

tekabUJ edeceg'inden, yilzeylerle birllkte de!'tlten bir tek ortak x 

noktas101 haiz olmahd1r. Bu da (3) yilzeylerlnln ortak olarak 
birkaQ e~ri ile sabit ooktalari haiz buluomalarin1 gerektldr. Hal
buki, (1) formtlllerlne (3) yilzeylerinin bepeine birden alt bir x 

noktae1n10 koordinatl8.l'm1 Jthal ederaek, paydalar e1f1r olur ve 
x' noktae1 belirelzle~lr. $u halde burada yeni bir vak1a lie kar!o!I· 

lat1yoru1, demektlr : Bir biraagonel donii1tiiriim, bir bomografinin 
aksine, i1ti11na11% bire-bir bir clonii,tiiriim clegildir. DBnllftilrilmtlo, 
temel noktalar ad1 verilen tekil noktalar1 vard1r. 
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83. Egrller ilzerine aezgiye dayanan diltilnceler. Maddi 

olarak glyetle ioce tellerdeo yap1ld1klarm1 farzetti~lmiz ejtrlleri 

ele alahm. Bu ejtrllerio yap1m1oda kullan1lao madde bakk1oda 

nc hipotezl ileriye snrebilirlz : 

1. Kullantlan madde serttir; ejtrileri temsil eden teller 1e

killerini dejti1tiremezler. 

2. Kullantlao madde 1eklinl deitl1tlrllebillr ama uzayamaz ; 

ejtrileri temsll eden tellerin 1ekli dejti1tlrllebilir. fakat tellerlD 

mllruz kald1klan 1ekil de~Iolmlerlnde, ikl nokta arasmda tel bo· 

yunca hesaplanan uzakhk slbit kahr. Mesell mldeoi tellerln ba

ble koousu oldujtu farzedllebilir. 

3. Kullan1lao madue hem oekliol dejtl1tlrlleblllr hem de 

uzayabilir. Bu takdlrde ele ahoao tellerio, hpk1 kavui;uktao tel· 

lerle yap1ld1jt1 glbl, hem 1ekli dejtiotlrlleblllr, hem de boyu uzal· 
tihp k1ealt1labillr. 

Bu blpotezlerlo her blrinde, efrilerl nasd blr s101flandir· 

maya tlbl tutabllirlz ? 

Blrincl hipotez halinde, ejtrilerimlzin ancak yerlerioi dejti1· 

tlrebiliriz. Bu yer dejti1imlerlnde blr dojtru gene blr dojtru olarak 

kahr, ve lkl nokta araemdakl uzakhk dejtl1mez. Yer dejtloimle· 

riyle nat 011te konulabileo, ve lE1mil yolu lie, bir dUzleme gore 

almetrik olan lkl ejtrlyi ayo1 kategorlye sokabillr lz. G!Srllldlljtl1 gl

bl bu, elementer metrik geometrlolo, buodan Oncekt b!SIOmde de 

ele ahoao, g!Sr01 tarudir. 
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lkinci hipotezi ele alahm ve birincisi iki A, B noktas1 ikin

cisi de iki A', B' noktasiyle s1u1rlanm1~ ikl elfrl p1rQasm1 du,u

neliro. lkinci cgrl par<;asinm yerinl o eekllde de!tlelirelim ki A' 
noktas1 A ya gelsln; ve sonra 11eklini delfi11tirerek bunu birincl 

ettri pari;as1 ilzerine tatbik edeliru. Elter bu 11ekil delli11iminden 

sonra, B' noktas1 B ile Qak1!}1rsa, ele ahnan egrl parQalarmm 

etit oldnitunu, ya da AB, A' B' eitrisel uzakhklarm1n !egriler Uze

rinde besaplannn uzakltklarm) <'!}it bulunduklarin1 sOyliyecPglz. 

Bu hlpotez aHmda art1k dojtrulari Ozel blr eekilde elo al

maya lilzum yoktur ve ii;lerinden birisinin tekli dejtl,tirllerek 

6tekine tatbik olunabilen iki ejtrl aym kategoriye sokulabilir. 

Buralla de!li!}mlyen eey, iki noktao10 ejtrisel uzakhg1d1r. 

(~ i;UncU hipotezde, iki AB, A' B' egri par1:as101, A' noktaa1 

A ya ve l:J' de B ye gelecek !}ekilde, ve gerektiltinde egri pare•· 

larmdan birislni uzatarak birblti Uzerine tatbik etmek dalma 

mUmkUn olacaktir. lbtiyac hallnde birinin veya Mekloln baz1 

k1s1mlamn1 uzatmak suretiyle birblri Uzerloe temamlyle tatblk 

oluoabllen ikl rjtriyi, Ui;UocU hipotez altinda, art1k ayn1 kate

goriye sokacag1z. Yap1Jmas1 bize yasak edilen eey, bir ellrlnln 

koparllmut w•ya iki el'trinin blrbirlne blrer noktalar1ndan eklen

mesidlr. llcl nokta aras1odakl ellrlsel uzakh k arhk muhafaza 
olunmamaktadir. 

Hasit bir Ornek alah m. Bir C c;emberl lie blr E ellpslnl dn-

1Un!'llim. 

Birincl hipoteze gore bu ikl egri ayr1 kategorllere glreeek
lerdir. 

E{ter bu iki ejtrlnln uzunluklar1 eeltse, ikioel hlpoteze gore, 

bu lki el'trl ayn1 kategoriye alt olacaklard1r. Aksl takdfrde, ~em

ber ve ellps farkh kalcgorilerc aittlrler. 

'O~UncU hlpoteze gore, cember ve ellps dalma aym katttgo

riye alt olacaklardir. Gercekten, C ~emberlnl dalma genl1letmek 
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veya daraltmak suretiyle bunun uzunlugu elipt1inkine eeit k1h

nabilir. 

Bundan sonraki k1s11nlarda, son iki hipoteze tekabUl eden 

soyut geometrileri meydana y1karmajta cnl1eacajt1z. lkinci hipo

teze tekab!il eden geometriye Genel Metrik ad1 verilir, Uyiincil 

hipotezo dayanan geometriyo de T opologi denilir. 

Bu geometrilerde bahis konusu olan eltrilerle ytlzeyleri tn

mmlnmakla ii;ie ba~hyacnjt1z. 

84. Egri kavrami. E(trilere atfedecejtimiz Ozelikler hakkm

da fikir edinmek ilzere, maddi olarak yap1lm1~ bir dol!ruyu ele 

alal1m ve 11cUncll hipotezin yUriirlUkte olduituuu farzedelim. Bu 

doitruyu vUcudn getiren maddeyi ceki~tirerek vcya s1k1~hrarak 

dogrunun eeklini delti~tirdi(timiz vakit, ilzerinde noktalarm da-
1t1l1mmm ve stireklilii?inin muhafaza olundugu bir ejtri elde ede

riz. Buoa gore ele alacaitmuz ejtrilerin, doitrular icin kabul edil

mii;i olan s1ra ve sllreklilik postul!tlarina benzer postuHHlari sait

lad1klarin1 farzetmek zorunda kallriz. 

Fakat burada bir gilclUk bae gOsterir. Evvelce ele ald1g1m1z 

geometrilerde iki tllrlll dojtruya rastlad1k: EuKLEIDES dojtrusu ile 

izdli~el do1tru. Bu dojtrulardan her birini bir nokta iki yOode do

lanabilir, ama bir EuKLElDES dogrusunu belirli bir y6nde dolanan 

bir nokta, kallu~ noktasrna asla dOnemez, buna mukabil bir nokta 

belirli bir y6nde bir izdll~cl dog"ru ilzerinde dolamrsa, barekete 

ba~Iad1j:t1 noktaya daima d6ner. EuKLEIDEs anlam10daki do1tru 

her iki yOnilnde s1n1rs1zd1r, buna kar~ll1k izdlloel dog1u bir nevi 
kapall bir e~ridir. 

~irndiye kadar ele ahnan geometrilerde bu iki ttlrlU do{tru

ya hi<;bir vakit ayn1 zamanda rastlanm1yordu; buna mukabil, 

bundan eonraki k1S1mlarda, hem EuKLEIDES anlam10daki dogru

lar1 andtran ettrileri, hem de izdili;iel dogrulara benziyen kapah 

ejtrileri cle almak zorunda kalacait1z. B!>ylecc, Elementer Geo-
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metri uzaym1 kaule ahreak, EuKLEtDES anlammdaki dojtrulara, 

yani sin1rlanman11~ eftrilere raethyaca~11n1z gibi, kapah ejtriler

den ibaret olan <;emberlerle de kar~11a,ucajt1z. 

~11 haldc egrileri o ~ekilde bir postulat sistemiyle tau1m

la111nl1y1z ki bu postuliltlar s1ntrs1z bir egri ilzerinde, nokta

lar1n bir Li.;KLEJOEs dotrusn ilzerindeki dat1hm poetu!Atlarma, 

ve bir kapah e{tri llzerinde de, noktalarin bir izdil,el dogru Uze

rindeki dajt1hm poetuliltlar10a teka bill eteinler. 

Eg-rileri tan1mlamak ivin, F. ENRIQ.UEs'in (Encyclopedie des 

Sciences Matbematlques) de yazd1g1 ve daha Unce de bahsi ge

('en Geometrinin llkeleri adh makaleeinde kalland1g1 yolu takib 

edecei:tiz. 

Kendimizi, bUtUa noktalar1 ger<;cl olan bir uzayda farzede

cejtiz, ve bu uzay da ya Elementer Geometri uzay1 (EuKLEIDBS 

uzay1), ya da ilk uzaya, hnsolm1yan noktalarin kahlmae1 ile bu

lunan (§ 35) izd!l,el uzay olacakttr. 

Her iki yOnde sm1rs1z olan, sonsuz noktas1 bnlnnan ve <;ok

kat noktalar1 olm1yan, yilni kendi kendisini kesmiyen bir ejtriyi 

ele almakla i11e b1ohyahm. 

Farzediyoruz kl bu etri HrLDERT tnraf1ndan ifadeei verilen 

dag1hm akeiyomlartu1 (§ 53) eaglamaktad1r. ~Oyle ki : 

l. Ejter A, B, C bir egrinin Ii<; noktas1 iee, ve eger B nok

tas1 A ile C aras1nda ise, aym zamanda C ile A arae1ndad1r. 

II. Eger A ve C bir e~rinin iki noktas1 ise, bu e~rinln A 
ile C aras1nda bulunan hiQ olmaisa bir B noktas1 bulnndutu 

gibi, hi<; olmazsa Byle bir D noktns1 vard1r ki C noktas1 A ve D 
arasmda bulunsun. 

Ill. Bir ejtri tlzerinde bulnnan llv A, 8, C noktas1 aras1nda 

Uyle bir ve yaln1z bir tanesi , ard1r ki di~er ikiei araemda bu
lunsun. 
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CV. Bir ejtri ttzerinde bulUDan dOrt A, B, C, D noktas1 dai

ma o eekilde dajt1tilabilir ki B noktas1 hem A ve C, hem de A 
ve D arasmda bnluosun, ve C de hem A ve D, hem de B ve D 
araernda olsun. 

Bu akeiyomlardao eu sonuc c1kar ki eitriyi bir nokta, birbi· 

rinio kar~1t1 iki yOnde dolanabilir. 

Bir ejtrinio iki A, B noktast, bu noktalar araemdaki butiln 

noktalarla bunlar10 kendilerini de ibtiva eden bir egri parc;as1 

belirler. 

Egrinio silrekliligi kavram101· ithal etmek ic;in, DEDEKIND' in 

birinci cinsten izdli§el formlar hakkmdaki (§ 55) postu!Attn1 ka

bul edecegiz. Buoun ic;in, ifadedeki «birinci cinsten form» tilbiri 

yerine «egri• kelimesini koymak yetecektir. 

V. Eger AH bir ejtri parcas1 ise, ve bu parc;a iki k1sma bO

IUnilrse, o 11ekilde ki : 

1. Parc;aorn noktalar1ndao her biri, kis1mlardan birine ait 

olsun. 

2. A noktas1 birinci ktema, B ooktast da ikinci k1sma ait 

olsun. 

3. A dan B ye giden dolao1m yOnilode birinci kismm her· 

hangi bir ooktas1, ikinci k1sm10 herhangi bir ooktas1ndan Once 

gel sin. 

Bu takdirde, AB parcasmm (k1s1mlardan birino alt olabilen) 
l>yle bir C noktas1 vardtr ki parcanm C den l:\nce gelen her nok

tas1 birinci k1sma ve parc;aom C den sonra gelen her noktas1 da 

ikinci k1sma ait olsun. 

~imdi smirh bir MN egrisini, yAnl egrioin uclarmdan iba

ret alan iki M, N noktasiyle s101rlanm1e bir egriyi ele alahm. 

M ve N noktalar101 bir yana b1rakacak olursak, s10irs1z bir egri 

elde ederiz, zira A e~rinin herhangi bir noktas1 ise, A ile M ya 
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da A ile N arastnda dalma bir nokta vard1r. Farzediyoruz kl bu 

s1n1rs1z egri biraz Once lfadeJeri veriJen postuJAtlar1 saglamakta

d1r. Ozel olarak buodan fU sonuc c1kar ki MN ejtrisi Qzerlnde, 

birl M den N ye dogru giden, otekl de N rlen M ye dogru gl· 

den birbirinin kartih lki dolan1m yllnU vardtr. 

Bunlar anlat1ld1ktan eoora, P noktast N Ue, Q noktas1 da 

M ile cak1~mak Uzere, sm1rh iki MN, PQ ettrieini ele alahm. Bu 

ikl ei?rinin viicuda gelirdilti topluluga kapa/1 e/ri denilecektir. 

Bu kapal1 e~ri llzerlnde, birbirinin kar~1ti iki d0Jan1m yOnll 

vard1r; bu iki dolan1m yllnU fU tekllde elde olunur: bir yandan, 

MN nin M den N ye glltUren doJanim yOnll, PQ ntln P den Q 
ye gllturen dolanun yllnUne eklenlr; 1lte yandan da MN nln N 
den M ye glltllren dolan1m yllnO, PQ nlln Q den P ye gotUren 

dolan11n yOoiine ekleoir. Bu kapah rjtd, birlnci ciosten izdUtel 

formlara ait Vil ve VIII incl postu!Atlari (§ 55) a,ikil.r blr fckil

de sa~lar. 

~u halde Uc tUrlU cjtri ithal ettik : (ac1k egriler de diyebl

lecegimiz) s1nirs1z e1triler, sm1rh ejtriler ve kapah egrller. Bu 

cgrilerin her biri Uzcrinde birbirinin karo1h \•e sttrekli ikl dola

DJm yOnU vard1r. 

Bilhassa turasm1 da kaydedelim ki bu ejtrilerden her blri 

ttzerlnde, birinci clnsten izdfltel formlarda oldugu gibi, blrblrlol 

ay1rnn iki nokta ciftl du,unttlebilir. 

85. Yiizey kavram1. Bir yttzeyi tarif etmek icin, buoun, 

1ekllni degi,tirerek hareket eden bir clzgl tarafmdan meydaoa 

getlrllmesi haliode babis konusu olan sezglsel kavram1 kullana-
1 

cagtz. 

Hu noktay1 ta vzlh etmek maksadlyle, Once izdfltel dQzlemln 

blr doltru tarafmdan meydana getlrilmesl keyflyetinl ele al.ahm. 

Bir o izdll1el dllzlemlyle, bu dUzlemde A tepell bir dogru deme· 

tlnl dU1ttnelim. o dUzlemlol, ya demetln dogrularm1n noktalar1 
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toplulujtu olarak, ya da daha iyi bir oekilde, tao1y1c1lar1 demc· 

tin dof.trularmdao lbaret doj:trusal nokta eUmleleri glbl tasavvur 

edebllirlz. ~imdl ourae1n1 kaydedelim kl, blrinci elnsten bir form 

olarak, demet de dogrusal nokta cUmlesi gibl s1ralanma ve eU

reklilik posluliltlar1n1 saglar. Bu euretle gOrllyoruz kl o dllzlcml, 

birinci eineten lzdiloel formlarm (dogrueal nokta cUmlelerinln) 

elemanlar10dan ibaret olan noktalar toplulugudur, bu sonuncular 

da gene blrincl cinsten bir lzdUeel formun (dogru demetlerinln) 

elemanlarid1r. 

~lmdi yilzeylere dOnellm. Elemanlar1, blr egrlye ail nokta· 

!arm saghd1g1 postuliltlar1; ayn1 nilede sajthyan, blr ejtri aileslnl 

ele alahm. Bu alleye ait e(trllerln noktalari toplnlugu, tanun 

gereittoce, bir yllzey vllcuda getirirler. 

lzdnoel Geometri'de yap1lanlara benzeterek, ele ahnan ejtrl 

allesine, yllleyi doguran anlammda, egrl demeti dlycbiliriz. 

Bununla beraber, yllzoy lcin verilen bu tanun cok gene! blr 

mablyyet la!Jtr. Bu itibarla yUzey ilzerinde, birlncl demetio eit
rilerlnl birer noktada kesen ejtrllerden ml1te,ekkil lklnci bir do

j!urucu demetln buluoabilecej'tini farzedecejtiz. 0 halde, bir yU

zeyln tan1m1 olarak a,ag1dakini alacaj!1z: 

Bir yllzey, lkl F, F' demetini teokil eden ejtrilerin aoe!l1-
daki !J&rtlar1 salthyan ortak noktalar1 toplulugudur: 

1. Yllzeyln blr noktas1 F nin bir e(trisiyle F' nun bir eg

risine aittir. 

2. F nin blr eltrieiyle F' ntln bir e~rieinin, yllzeye alt ol

mak llzere, bir ve yaln1z bir ortak noktas1 vard1r. 

3. F nin (ya da F' ntln) herhangl ikl e(trlslnl, F' niln (ya 

da F nln) egrileri, birbirlerinl belirll dolan1m y6olerinde takib 

eden blrtalum noktalarda keserler. 

Bu sonuncu oart dolay1slyle, C 1 \'e C2 eger · F nln herhangi 

.... 
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ikl e~risi ise, F' oiln C' eitdsi C 1 i bir P, noktasmda, C2 yi de 

'.>ir P, noktas1oda keser; P" P, noktalar1 l>lre-bir bir dOniletilrllm

<ie birbirlerine t~kabiil ederJer, ve P, in C, i belirli blr yOnde 

dolanmas1 halinde, P, de C~ yi bt?lirli bir yOnde dolan1r. 

F. F' demctleri toplulugu, 1ebeke denllen oeyi v!lcuda getl

rirlcr. F ve F' ye alt <'l!riler, yllzey ilzerinde bir ccelt eg kurar

Jar, Bu tipk1 pnrametreli teinsill ile tan1mlnuan bir yUzey !lze· 

rirdeki koordinat cizgilerioin vilcmla getirdikltJri ajt1 andmr. 

86. Topologi. Art1k topologi'nin nelorden bnhscttijtini an

labbilecek hale geldik, demektir. Bunu da, bu geometrlnin asal 

gurubunu itbal etmek auretiyle yapncag1z. 

Uzaym noktalar1 ara!l•nda, n~eg1ki enrllun sa~hyan bir T 

d0aileturl1miln!1 ele alahm : 

1. Bu dOn!l~tiirllm istisnas1z bire-bir dir, yani bu d0n!let!1-

riim her noktaya bir nokta tekablll ettirlr, ve bunun tersl de 

vilrittir. 

2. Bu dOnlii;tlirilm, blr e~rinin noktelar1na, gene bir egr1. 

nin noktnlarm1 hkabill ettirir. 

3. Rir eari Uzerinde birbirini ay1ran iki M, N ve P, Q 

nokta ciftine, homolog et'tri Uzerinde gene birbirini ay1ran llci 

M', N' ve P', Q' nokb c;iftini tekabill ettlrir. 

Bu son ~nrllnn en ~1kar ki 1 ~er bir C e~risioe T dUottetU

mli bir C' egri!1ioi tekablll ettiriyorlla, C ilzerlndekl blr dolaoun 

yUnline, C' ilzerindeki bir dolamm yl!nil tckabill eder. Bu Oze

li[ti, tekabttllln s1rnlanm1~ oldu~unu sOylemekle i.fadelendlrece~lz. 

C nin iki M, N noktasm1 ele alahm \'e bu e~rl llzer inde, 

meselll M nio N den Uoce geldigi bir dolamm yl!nQnQ tespit ede

lim . MN ettri pnri;;asmm noktalar101 o 1iekilde iki kategor iye ay1-

rahm ki: 
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1. MN parcas1nin noktalarindan her biri kategorilerden 

birioe ail: oleun. 

2. M noktae1 blrinci kategoriye, N noktae1 da lklnci kate

goriye ait buluneun. 

3. Birinci kategoriye alt her nokta ikinclye alt her nokta

dan evvel geh1in. 

DEoEKrND postulatina gore, MN parcas1nm Oyle bir P nok

tae1 \'ard1r kl parcan1n P den evvel gelen her noktaa1 birinci Jia

tegoriye, ve P den eonra gelen her noktae1 dn ikincl kategoriye 

alttir. 

C nin homolojtu olan C' ettrisl tizeriude M, N, P noktala

rrnm homologlari M', N', P' olsuo. C lizerindeki M PN clolan1m 

yOoiine, C' nlln M' P' N' dolan1m yOnU tekablll cder. MP par~
e101n her ooklas1nu M' P' par~asm1n blr noklae1 teknbtil ettiti 

gibi, PN parcasrnrn her noktae1oa da P' N' niln bir noktas1 te

knbill eder. O'etelik, M'N' parcaemm her noktns1, MN pari:as1-

n10 bir noktae1n1n m'Hekabilidir. Bundan da eu netlce c1kar ki 

M' N' pari;ae1mn noktalar1 da, MN parcasrnda ele ahnnn katego

rilerin haiz olduklar1 tlzeliklerio ayn1 Ozeliklere sllhlb iki kntego

riye ayr1hr. Bu !kl kategorlyi P' noktas1 aymr. Dolay1siyle, T 

dOnUfitUrilm!l, ettrllcrin sllrcklilijtini muhnfaza eder; bu dOnUettt

rllm Un si.irekli oldultu etlyleoir. 

T dOntletOr!lmU blr yUzeye, ac1kc11. gOrUldU~fl gibl, gene bir 

yllzey tekabl11 ettirlr. 

Otc yandan, blr T dOnOot!lrUmQnUo terei de bu dOoUtjt\lril

mttn haiz oldujtu Ozeliklerln ayn1na sabiptir. Nlhayet, T oeklin

deki iki dOnU!jtilrUmUn cnrp1m1 da aym mablyette bir dOnUotU

rUmdilr. ~u balde T dOnllotUrUmleri bir :;turnp vucuda getirlrler. 

T dOnl\etUrilmlerlt1e homeomorfi ad1 verillr. Bir T dOnOettt

rUmllue gijre birbirloln homolottu olan iki e~rlye, ya da iki yi.i

zeyo homeomorf denlllr. 
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Topologl, asal guruba homeomorfiler guruba cilan geometridir. 

Sezgi bakunindan, topologi, elilstiki ynzcylerin ve egrilerin 

incelenmesidlr, diyebiliriz; y1rt111aya ve (lrtmeye Hlimm kalma

dun list Uste getirilebilcn iki yUzey ya du ikl e(tri homeomor!tur. 

87. Genel metrik. Bu MJamiln ba~inda eezgimizc dayana

rak One eilrdUjtUmllz dil§Unceler arasmda yer alan lkinci hlpote

ze d6nelim. 

Topologi 'deki uzay1, 1zdil§el Geometri ya da Elem enter Geo· 

metri'dc bahis konusu olan uzaym ayni gibi ele alabilrnemize 

mukabil, Gene! Metrik'deki uzaym Etemcnter Geornctri uzay1nm 

ayn1 oldu(toou farzedec.-iglz. Bu takdirde egrlsel par~alar1n Oli;U

mUnil tan1mlamahy1z. 

Illr AB cj!'ri pari;asin1 ele alahm. Hunu uzatmadan ne de 

k1~altmadan, bir A' B' dojtrn parf\aBI Uzerine tatbik edecek tarz

da bir vekil dci!'i§ikllltine njtratal11n. BOylece AB ejtrl pari;asin1 

dajtrulan11§ oluruz: A' B' dojtra pari;asm 10 uzunluguna, AB e~rl 

par~asmin uzun lujtu demei!'l uygun bulaceg1z. 

Netice ltlbariyle, AB f.'jtri par<'aem 1 dojtrulamak demek, AB 
ej.trisel uzaklaif101 Oli;en blr geri;el 11ay1y1 buna atfetmek demek

tir. Fakat tabiatiylc, kullan1lan yol keyfi olamaz: F.ter A, B, C 

bir egrl Uzerinde bir ytlode birblri ard1 sira g11Ien ttc nokta lee, 

AC nin 6l~Umll, AB ve BC par..;alarin1n 6li;-Umleri toplam1na etlt 

ohnahd1r. Bu fJartlar Uzerindc dahR fnzla 1srar etmeden, farz\lde

ceA'iz kl her c#ri p1r~asrn1 do!lrnlamay1 olumlu k1Ian bir yol bll

mekteylz. 

Bnra111 anlafJ1ld1ktan sonra, sadece mtttekabil E Itri yaylar1-

n1n uzunluklarm1 mnhafllza eden homeornorfilerl ele alalJm. Bu 

6zcl hocncomorfller, ai;1kca gOrllleceA'i glbl, Topologi'nln asal gu

rubunuu bir alt-gurubundan ibaret olan, bir gurup. te111cll cder

lcr. Ilu alt-gurubu G' ile gOelerecejtiz. 
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~imdi gene! mclrijtl, asal gurubu G' olan georuetri flleklinde 

tan1mhyabilirdik. Fakat, bizim elernenter metrikten EuKLEIDES 

Geometrisine gecmemizi sa1:tl1yan yolu kullanmak sureliyle daha 

da ilerilere gitmek milmkilndilr. 

Bir T bomeomorfisloi cle alallm ve C bir cgri, C' de banun 

miitekabili olao cttri olsun. Elter C egrisine ait bir parca AB ye 

bnnun C' ei?risindeki mUtekabili olan parca dn A' B' ise, k sa
y1s1 T dOnilvtilrilmUoe baJtlanm1v bir gercel sabiteyi g6stermek 

Uzere 

A'B' nun BlcUmil = k·AB uln Hli;llmU 

olduganu farzedecejtiz. C e!lrlsi bangi ei:tri olursa olsan, ve AB 

de bu eltri ttzerlude bangi pari;adan ibaret hulunursa bnluneun, 

bu bajtmb cAridlr. (k silbite!li homeomorfi lie del:tieebilmek kay

diyle) bu Ozeli(ti halz olan homeomorfiler, G ile gUstereceitimiz 

bir gurup te~kil ederler, ve C' bu nun bir alt-gurubudur. 

A~al gur11b1L C olan geometrige A genel metri§i, fJe asal ga

raba G' ala" g~ometriye rle A' genel metrigi diyecettlz. 

lki S, S' yilzeyini ele alahm. Bu yUzeylerin birloden diite

rine gecme!li mUmkUn k1lrnak Uzere, genel bir metrljtin asal gu

rubunun bir dHnU1,1tUr!\mll varsn, bu iki yilzeye itibarl olarak bu 

gen el mehij?e gtlre e,dej!er diyelim. 

A' metrijtini knale almiak, yirtma ve 6rlme bah is konusu 

olmadan, uzunluklarin muhafazas1 11artiyle, S yllzeyini e,deJteri 

olan S' yfizeyi llzerioe tatbik etmek milmklln olur. 

A metrijtinio cAri oldnltt1 bir geometriyi ele ahr~ak, iki etj

dej!er yiizeyden birisi blltiln k1s1mJarmda bir nevi darla!jmaya 

mi\ruz kalmadan, bu lki yllzcy art1k birbiri Uzerine tatbik edi

Jemez. 

Bu sorular Uzerinde daba fazla 1srar etmiyecegiz. Bununla 
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beraber eunu c.la eUyliyelim ki, biraz Onceki metriklerle, yilzcyle
riu birbiri ilzerlne tatbiki ve konform taeviri lie ilgili bazt dlfe

rensiyel go>ometri t1orular1n1 birbirlne kar1et1rmamak gerekir. lier 

iki hale tckabill eden gnrlle ar;1lari farkh olmakla bernber, ill9kl

siz de~illiir. 

Hiraz evvel clc al1nun metrlklerden yok c.laha g .mel maltly

yetto b lr metri;lin ithallnl B. RIEMANs'a borcluyuz; eeasen bu

rada uygltlad1~1m 1z gorlle 11c;1e1n1lan harek..:t elm ck suretiyle bu 

mclri~e varmamtz imkilns1zd1. Daha yukar1da, Lre ve KLBIN ta

raftndan ilcri silrillen gcometri kavramrn1n, ELIE CARTAN'a borc

lu oldugumuz bir teemilinc i~aret etmi~tlk. Hu geometrlci, RIE

MAN:-.'m gene! mctrikleri Uzerinde yapt1g1 derln araehrmalar es

yesiudc bu teemlle varrn1etir. 

88. Topologi ve Elementer Geometri. iince dogru kavra

tntnt bir tarafa btrakmak sureliyle. Elementer Geometri'den To

pologi'ye ge<;tik, bu da blzi A' genel metri~ine ula9hrJ1, sonra 

da uzakhk kavram1n1 blr yana h1rakt1k. 

Tersine, Topologi'ye uzakl1k kanam101 ltbal etmek sure

tiyle A veya A' geuel metri~ine gec;lik. Bu motriklere de dojtrn 

kanamint sokrnakla, Elementer Cleometri'ye dnnmile oluruz. 

Daba keein blr ~ekilde, etter A' metri~ine dogru kanamm1 
sokarsak, ual gnrubun dOnttetUrilmleri, bir do~rudan diger blr 

dojtruya gecmeg-i saglamak zorunda o!Juklarrndan, bareketlerden 

ibaret bulnnurlar \'e bUylelikle elementer metrllti elde ederlz. 

Yok ejter A metri~inden hareket edersek, asal gurubun dO

nil~tllrUmleri benzeeimlerdon ibaret bulunurlar, ve bu suretle 

EUKLEIDES Geometrisini elde ederiz. 

Topologiye dUnelim \'e dogru kavrammt lthal edellm. Her 

doftruya bir do;trn tekabill ettirmek zorunda bulunan bir homeo

morfl, bir izdii~ellikten ibarettir ve bu euretle topologiye bajth 

bir geometri ~eklmde lzdlleel Ucometri'yi elde etmi~ oluruz. 
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~uras1 bilinmektedir ki uzakltk kanam1010 lzdnoel Geomctri' 

ye ithali, Elementer Geometri'ye g1~i;ilmesinl sa~lar. 

~u halde, F. ENRIQ.UE.S ile birlikte, a~ajttki taslalt1 Inoa ede

billriz: 

Topologl 

<•~nel M1>lrlk 

Elcmentcr Gcomctrl 

F. ENllIQ.UES fllt891Dl kaydetti kl bu cetllli geometriler blr

tak1m duyu gurupl!r1na tekablll etmektedir. Onun gOrUt tarz101 

af&jt1daki tekilde 6zetliyeblllrlz : 

Xormal insan Elementer Geometri'yi vllcuda getirdi. 

B6yle blr insanin elleri yokedilirse, uzak!Jklar1 Olcme11ine 

engel olunnrn!J olur ve bu suretle hJUtel Geometri'ye sevkedll

mio bulunur. Eger hunun aksine, elleri yerioe, gOrme iktldan 

ortadan kaldmhrsa, uzakltklar1 Olcme imki\n1n1 mubafaza cder 

ama arhk do~ru kavramtna sahib de~ildir. BOyle blr insao da 

Gene! Metrlk'e sevkedilmit olur. 

~ibayet ayni zamaoda hem elleri hem de gOrme iktidar1 

yokedilen bir adam, Topologi'ye y6neltilmlt olur. Do!tru ve 

uzakhk kllvramlar1, ooun lcln eriuilmeel imkAns1z uriylerdir. 

89. Riemann yUzeyleri. Topologi'de bahis konnsu edilen 
problemlere dair ikl Ornek verece~iz. 

RreMAN:-<, bir kompleks deltitkeoln fonksiyonlar101 lncelemek 

il,lin, blrhk1m gercel yUzeyler itbal etti, ve bunlara sonradan 

onun ad1 verildi. Barada bu yilzeylerin fonksiyonlar teorisine ne 

oekilde sokoldu~unu bildlrerneyiz ama bu yllzeylerin nelerden 

ibaret bJlunduklar1n1 ve bunlar ve11lleaiyle habia konusu olan 

ternel proble:nin ne mahiyyette blr oey oldu~unu anlatabilirlz. 
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Her eeyden 6oce blr kllreyi ele alaltm ve dlkkatlmlzi bu 

kiirenin S d111 yiizil iizerinde tekeit edellm. S yilzll ilzerine, ka

plh \' e kendi kendlsini kesmlyen blr c egrisioi clzellm. s yli

zlinUn ruema 91kmadan, bir ekleme ve koparma bahie konusu 

olmadan, bir noktaya irca edecek tarzda bu ejtrinln eeklini de

itietireblllrlz. Bunu daha keeio bir vokilde ac1klamak icin, ilk !Sn

ee k!\renin bir C' cemberlne lrca edecek tarzda C ejtrislnin vek

linl deltlotirelim. C' C(emberinin dilzlemi ~. ve klirenin a. ya pa

ralel bir teitet dilzlemi de :x.' olsun. ~ dilzlemini keodielne para

lel olarak ~, dOzlemiyle c;ak11mcaya kadar, hareket ettirellm. C' 

cemberi de bu hareket esoasrnda veklini de~ietirir ve nihayet ~, 

dfizleminin kilreye dejtdijti noktaya milncer olur. 

~imdi eurasm1 kaydedelim ki ikl yilzlil dlizlem bit' D dlski

nin ylizline irca edecek eekilde, y1rtma ve Ortme bahle konueu 

olmadao, S yilzllniln eeklini dejtietlreblllriz. Bu eekll deitleiklljti 

hakkmda bir fikir eahibi olmak maksadiyle, kilrenin yumu1ak 

bir hamnrdan, Ornejtin ekmekci hamurunclan yap1Jm1~ oldu~unu 

farzedebiliriz. Boyle bir kilre, bir diske irca edllecek eekllde 

dilzle11tirilebllir. C ejtrisi, D diaki 11zcrine C(izilmie, kendl kendl

alni kesmlyen kapah bir ejtrl halinl alacakt1r. Gene! olarak, bu 

ejtrioin, dlakin her bir yUzll Uzerine 9lzllmiv blrer par9as1 bulu

nacaktir, ve blr parc;adan IHekine gecle de dlakin kenanru ae· 
mak euretiyle mllmklln olacaktir. ($ek. 28) bir diskln tlst ytlzQ. 

nil ve bu diek Uzerioe C(izilmie bir ejtriyl g!Satermektedlr; C et· 

fJek. 28 
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rleinin, diskin alt yUzil ilzerinde bulunan par,.as1 noklah olarak 

Qizilmiotir. 

S kiiresi ilzerine i;izilmio C egrieine ait Ozelik, D disk! iize

rioe <;izihni§ C e~risi icin de a§iki\r bir oekilde ci\rilllr. Koparma 

\"C ekleme bahi11 konusn olmadan, slirekli blr §Ckil degioimiyle 

bu egEi bir noktaya lrca olunabilir. 

D diskinde bir T deligini ai;ahm ve bu suretlc elde olunan 

§eklin dl!J yilzilne Di diyelim <Sek. 29). Di yilzU Uzerine, kendi 

$l'lr. 29 

kendisi kesmiyen kapal1 bir C egrisini <;izelim. Iler zaman , sU

rekli bir eekil de~leimiyle, C cgrisini artik bir noktnya irca ede

meyiz. Eger meseli\ C egrisi, T delii?ini i;evreleyeo ·a egrisl ise, 

ya da bu delil'tin kenar101 keserek bir yilzden otekine gi<len 

'b egrisi ise, bir noktaya irca iei arbk hie; bir eekilde ruilmkUn 

olamaz. 

Die ylizeyine Di dcdl~imlz ortaa1 delikli diskin, bir torla 

i;akl!JBCak tarzda eekli dejti§tirilebilir: baeka deyimle, D1 yfizeyi, 

bir torun die yilzil lie homcoruorftur. a egrlsi, torun d11j ylizii 

Uzerinde bir enlem cemberi, b egrisi de bir boylam <;emberi 

ljeklini ahr. 

Ortas1 delikli disk Uzerine, ya da tor lizerine c;lzilen her C 
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ejtrisi, siirekli eekil dejti~imiyle, birkac defa a egrisinden, birkac 

defa da b eltrisinden teeekktil eden bir e(triye irca oluaabilir. 

Cinsi p olan RtEMANN yiizeyi diye, p kere delinmie bir diiz

lem diskin DP die yiiztine, ya da bunun homeomorfo olan her 

yllzeye denilir. 

DP yiizeyinin homeomorlu olan bir yilzey, meselA p aay1da 

kulpu bulunan bir kiirenia die yiizii, veya arzu edildilti takdirde, 

p say1da kulpu olan bir vazonun die ytizlldtir. 

Bir Dp RmMANN ytizeyi tizeriue, ailrekli eekil degieimiyle 

bir noktaya irca olunam1yan 2p say1da kapah eg"ri i;izllebilir. 

Bunlar, her biri p say1daki deliklerden her birini cevreliyen 

a., a1, ••• , a P ejtrileri Ue her biri p say1daki deliklerden her birinln 

kenar101 keserek bir tarafindan 6teki tarahoa gei;en b,, b2 , •• • ,'bP 

egrileridir. Nitekim, p = 3 halinde, ($ek. 30) da gtsriilen a., a,, 
a. , b., b2 , b$ egrileri elde olunur. 

$ek. 30 

DP RIEMANN yilzeyi iizerine i;izilmie bulunan kapal1 her C 

e!lrisi, sllrekli bir eekil degieimiyle birkac defa a1, a2 , ••• , aP eg

rilerinin her birinden, ve birkac defa da bu bu .•. , bp egrileri

nin her birinden teeekkill eden bir egriye irca olunur. Bu eekil

de bir e!'tri, µ. ve l. Jar tam sayilar1 gtsstermek iizere 
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semboH1 ile temsil olunabilir. E~er biltiln bu tam eay1lar s1f1rsa, 
sttrekli eekil degi§imiyle C egrisi bir noktaya irca olunabilir. 

p eay1s1 bir RIEMANN yilzeyinin bir topologi karakteridir. 

Cinsleri farkh iki RIEMANN yilzeyi, aoikar bir oekilde homeomorf 

dettildir. 

90. Dugiimler teorisi. Topologide ele alinan problemlere 
dair ikinci bir Ornejti dilgUmler teorisi verecektir. 

Elementer Geometri uzaymda olduttumuzu farzedelim ve sa
dece cokkat naktae1z, yilni li:endi kendislni kesmiyen kapah ejt
rileri ele alalnn. Bu tiirlfl egrilere cliigiim ad1 verilir. 

Bu dUjtiimler araemda en baeitl, meeela bir cemberin, ya da 
konveks bir cokgenin homeomorfu olan ovald1r. 

Bahls konueu ejtrilerin mahiyyeti hakk1nda bir fikir edin
mek Uzere, bir sicim parcas1 alahm, bunuola bir dUgiim yap
t1ktan sonra iki ucunu birleotirmek Uzere yap1otuahm. Boy
lelikle ya ($ek. 31), ya da ($ek. 32) ile glleterilen e{tri elde olu
nur (~eklin birbirine rasthyan iki k1sm1odan alttan geceni ke

sik olarak glleterdik). Hu diljtiimlerden birincisioe sola yonca, 

/jek. 31 Qek. 32 
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ikloclsine de salta yonca adlar1 verllir. Bu iki dlilt!lm aolkAr bir 

eurette <;emberin homeomorlu 0Jruad1klar1 gibi, hattA kendi ara
lar1nda dahl b6yle degildlrler. 

Buoa mukabil, ($ek. 83) Ile gosterllen dngnm bir c;cmberln 
homeornorfudur. 

~elt. 33 

Daha kar111k dtljtQmler elde etmek Qzere, yonca oekliodekl 
d!lg!lmler terkib oluoabilir. Ornfjtio, ($ek. 34) de gosterllen dO

gum, sola ve saj!a yoaca oekliodekl lkl dognrofin terklbl aure
tiyle elde olunmuotur. 

Kartezlyen koordinatlarda 

x = (3 cost + 2) cost, g = 5 coat sln t 
~ = (25 cos' t-1) aln t 
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parametreli denklemleriyle gOeterilen HOPPE (1816-1900) ejtrlei, 

sola yonca bi1;imiode bir dOjtQmiln oeklinl haizdir ($ek. 31). 

DUjtQmler teorieioin glyesi Oyle birtaktm topologi karak

terlerinln belirlenmesidir ki mesell aynt karakteri baiz olan iki 

diljtQm homeomorf olsun. Esaeen dUjtllmlerl bu oekilde kuakte

rize etme problemi henuz <;OzUlmemiotlr. 

91. Egrilerin analitlk olarak glisterilmeai. Jordan egr i

leri. Oc Ox, Og, Oz eksenlne nfepet edilen blr EuKLEIDES uza

ymda oldujtumuzu farzedelim ,.e topologlde bahie konueo olan 

ejtrl kavram101 yenlden ele alaltm. 

llkOnce etntrlt bir Pjtriyl dUoltnellm. Bo ejtrl bir dojtro par

caetntn homeomorfudur, yAnl noktalartn s1ras1n1 ve etlreklllijti 

muhafan etmek kaydiyle, bu ejtriyl dojtro parcaet Qzerine tatbik 

edebiliriz. 

Bir dojtru pucae1na alt noktalartn koordioatlart, t 0 , t 0 gibl 

blrtak1m limltler araetnda dejtloen blr t parametresinln linear 

fonkeiyoolar1 oekliode ifade olun11billr. 0 halde e1mrlt blr ejt

riye ait ooktalar10 koordioatlarm1 bir t parametreelnio gerc;el 

fooksiyoolart oeklinde goetermell, ylnl 

(l) .\' =qi,(t), g = rp,(t), 2: = 91,(t) 

yazmahy1z. 

Bu fonksiyoolar labiatlyle keyfi fookeiyoolar dejtildlr. Buo

lar hakktnda, yukutda bat1rlat1lagelen topologl karakterlerinl te

baruz ettirmek Qzere, birtaktm hlpotezler yQrQtmellylz: 

1. (t0 , t0 ) arahjttnm bir t dejterine ejtrinlo blr ve yalmz blr 

noktast tekabtll eder. 

2. Ejtrinlo blr ooktaetna, ele altnan araltjt10 bir tek t de

jtui teka bill eder. 
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3. •r1 , '{',, 'I'• fonk11iyoolari sllrekli fonksiyoolard1r. 

Egrl ilzeriodeki iki dolao1m yllnll, t oio (t0 , i 0 ) aral1~mliakl 

iki clf'jti$me !ilekline tekablll eder. Ejter, fiklrlerl tesplt makea

diyle, t 0 1 i 0 den kCli;llk farzederaek, t parametresl t0 dao l 0 a 

mlltematiiyeo artarak, ve iu dan t0 a da ruUtemadiyeo ekallerek 

gecebllir. 

•f1 , ,,,, 7 1 fook11iyonlar1oa yUkleoen !lr;Uocll lil&rt, bahi11 ko

nusu el'trinin silreklilijtine tekabill eder. Hu oart, aoajt1ki oekilde 

ifade olunabilir: t nin lki de~eri t,, t, ve mUtekabil ooklalar10 

koordioatlari da x,, _q,, :r, ve x,, y,, :r, ol11un. Ejter e, Ji;tcnildijti 

kadar ki1i;Uk ve kcyfi olarak aeQilml!il blr pozitif aay1 iae, x, - x., 

y, - y., :r, - :r, farklar1nin - t ile + 3 aras1oda bulunmalar101 

temin edecek oekilde, t, daima t, e yeter derecede yak10 aer;l

lebllir. 

Sayageldi[timiz ilQ $arta tilbi tutulan (l) deoklemleriyle ya

p1lan gOsterim, oimdlye kadar ele aldtittmaz bUt!1n egrilere te11mll 

olunabilir. (hel olarak, ele alanan arahj'tin t0 , tu uc dejterlerine 

ayn1 blr nokta tekablll etti[ti takdirde, yAol t oin arahk iQiodeki 

dijter dejterierloio dRima farkh noktlllar vermeleri kaydlyle, 

olmaat haiinde, bir kapah eltri elde olunur. 

Elter istisoat olarak, (t0 , t0 ) arahjtinda, el'trioin ayn1 nokt:t

s101 vermek ilzere, t nln n 11ay1da deiteri var11a, bu tekllde blr 

nnkta eJlrioio n ninci me,.febdtn bi,. ~olclcat nolcta11 ola.:akttr. 

(1) denklemlerlyle go .. terileo ejtrllere C. joRDAN (1888-1922) 

ej,.i/eri denilir. 

jORDAN ejtrilerJoio, bu geOmetrik f8killer hakktoda Bezgiye 

dayanan anlamam1za temamiyle tekablll ettiklerini gl:l1teren 

Gnemli bir teoremi bu geometriciye borciuyuz. 
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Kapah ve ikikat noktae1z bir joJWAN dllzlem etrlal dttzlemi 
Oyle iki Mlgeye aymr kl : 

1. Ayn1 bir bOlgenin iki noktae1, e#riyi keemlyen blr kmk 
c;izgl Ile dalma birle1ttrilebillr. 

2. Ayn1 bOlgeyA alt olm1yan ikl nokta, etrlyl keemlyen eQ

rekll blr egrl ile birle1t1rllemez. 

92. Peano egrial. Kendi kendlmi1e 1unu 1orabilirh:: "" 'Pu 
"' fonkeiyonlar1na yllklenilen 1artlar, e{triler bakk1nda eezglye 
dayanan anlamam1za uyan bir egrl elde etmek lc;ln mutlaka ge
rekll midlr? PEANO (1868-1932) taraf1ndan lop olunan etrl Orne
llnln de gOeterdlll gibl, bu 11artlar mutlaka gereklldir. Akli 
takdjrde, noktalarm1n lroordlnatlar1 blr t parametrealnln eOrekll 

fonkeiyonlar1 olan ve blltlln bir kareyi dolduran bir dllzlem elri
dcn babeolunablllr. 

Bir yandan, bir Ot ekaenl ttzerlnde, blrlm uzunlukta (OA) 

dogru par1;ae1n1, Me yandan da keoar1 birlm uzunlotuna e1it 
OABC kareeioi ele alahm (Sele. 86). (OA) dogru parc;ae101, 1 den 

9 a kadar numaraianan dokuz e1it parc;aya bOlellm ve kareyi de, 
1ekllde go1terlldltf glbl, gene 1 den 9 a kadar llralanan dokuz 
e1lt kareye ay1rahm. Blrbirlnin pe1i aira gelen karelerin ortak 
blrer kenari vard1r. 

Bir k1eml karede, a1at1dakl prtlarla, bir Uk bir de son te
peyi tanunhyahm : 

1. Ilk ve son tepeler kar11ttir. 

2. Rlr karenin ilk tepeei, ondan Once gelen karenin 100 te

peelyle c;ak111r. 

8. Blrincl k11mt karenio Ilk tepeei 0 nokta11dir. 

K1emt karelerden her blrinde, bu karenln ilk tepeelnl ion 
tep~elne birle1liren kG1egenlnl 9l1e1Jm. Bu auretle, (SeA:. 85) de 
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glleterilen ve 0 noktae1oda baohyarak B nokt11e1nda sona .eren 
bir keeik c;lzgl elde ederiz. Bu kesik c;izglolo bir parc;ae1n1, (OA) 
arah~1n10 bir parc;ae1oa tekabill ettirecetlz, o oekilde kl kesik 
c;izginin parcas1 kac; numarah kareoin klloegeoi ise, (OA) arah
g-10da buna tekablll edecek parc;antn sira oumarae1 da ayn1 ol
sun. 
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(OA) arallt1 ile OABC karesini arhk dokuz delil de 9' eoit 
parc;aya, sonra 91 eett parc;aya, ve HA. Mlmek suretlyle bu 
itlemlere yeniden baollyahm. Blrblrl peoi s1ra, 9', 91

, ••• dog-ru 
parc;as101 ibtlva eden kesik cizgiler elde ederfz. Karey! 9k eeit 
kareye btHmek suretiyle buluoao kesik c;izglnln doA'fu parc;alar10· 
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dan birine ait olan bir x, g noktas1oa, (OA) arahjt1n1n bir par-

9as101 tekabUJ ettirecegiz, o 1Jeki1de kl .i-, g ookta1n ka9 oumarah 

kareoin kll1Jegeoi iizerinde ise, bn parca da ayo1 oumaray1 baiz 

olsuo. 

Bu ilJlemio s101rs1z bir 11ekilde tekrarJanmas1 halinde ispat 

edilir ki x, y, (OA) arahgmda degigen t nin 

x = 11•1(1), g = ,,.,(t) 

teklinde sUrekll fonkelyonlaridir. t oin, bahis koousu arah~1 do

lanmas1 haUnde, x, g noktas1 da 0 4BC kareslnin temam1n1 c;i

zer. Qizim gOsterir ki t nln bir degerine bir ve yaln1z bir x, g 

noktae1 tekabUI eder. Fakat buna mukabil, t nin lki ya da d6rt 

farkh dejteri yard1miyle buluoan sonsnz x, g noktas1 vard1r. t 

nin dejterleri ile PE.ANO ejtrlsioin noktalan araemdaki tekabUl 

arhk bire-bir de(tildir, yi\nl bundao llnceki paragrafta ,,. 1 fonkei

yonlar10a yllkledijtimiz gartlarclan ikioclsi art1k kaale ahnma

maktad1r. Bu da gllelerir kl sezglye dayanan kavramlar1m1zu 

nyao bir ejtrloin babis konuen olabilmesi i9in, ikinci gart te

mel bir rol oynar. 

93. Homeomorfilerin analitik olarak gosterilmesi. Bir T 
homeomorfisinl ele alahm. Bu, tan1m geregioce, ititlenas1z, blre

blr bir tekabUldUr. Eger uzay1 bir Oxg.z ttc;yUzlUsUne nispet eder

sek, bir .i-, g, z noktaema T homeomorfiei, 

(1) g' = F,(x, g, :). z' = F,(x, g, .z:) 

b11jtmhlariyle verilen x', g' • .z:' ooktas101 tekablll ettirir. 

Bir x, y, z noktas1oa bu deoklemler bir tek .i-', y', .z:' ook

tae101 tekablll ettirirler ve bunun tersl de doflrudur. Dolay1siyle, 

(1) denk.lemlerlnden, ayn1 karakterlerl haiz 

(2) .i- = F /(:r', g', .::'), g = F,'(x', g', z'), z = Fe'(x', y', .::') 

bag10 t1lar1 91kanlabllmelidir. 
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T homeomorfleinin ta01m1 gerejtioce, denklemeleri 

.l" = ,,,(t), g= ,,.,(t), :: = 'f,(t) 

• 
olan bir C joRDAN ejtrieine (1) denklemeleri bir C' ]ORDAS elt-

riaini tekablll ettlrmelidlrier. Buradan ou sonuc; c;1kar kl 

deoklemeleri bir joRDAN egrieini goatermelidirler. 

F,, F,, F, fook11iyoolar10a yllkltnen oartlar fUOU tazammun 

eder ki t oio bir (t0 , t ,) arahjtmda buluoan dejterleriyle x', g', ::' 

noktalar1 arasrnda blre-bir bir tekablll vardir. Bundan baoka F., 
Fu F, fonkeiyonlar1oa Oyle oartlar yllklemeliyiz ki (8) denklem

lerinin ikinci taraflari t oin eQrekli fonkeiyonlar1 olsuo. ~u hal
de, F., F,, F, fonkeiyoolar1010 x, g,:: ye gore sQrekll olduklarrn1 

farzetmek gerekir. 

Bu oart, a1ajt1da gUrllldiljtil oekllde !fade olnnabilir: 

Herbangi iki x., y .. ::, ve xu y,. ::, noktae101 ele alahm. (1) 

homeomorfieinde buolann homologlari .l"/, g,', z,' ve x,', g,', ::,' 
oleno. Bundan baoka, keyfi oekllde kllc;llk ve pozitif bir e say181 

verllmit buJunsun. Bu eay1 hangl say1 olursa oleun, ilk ikl nok

tay1 daima o oekilde sei;mek mtlmkftndOr kl x,'- x,', y,' - y,', 

::,' - z,' farklarm10 - B Ile + t araernda bulunmalar101 eajthya

cak tarz la, x, - x,, y, - !Iii ::, - ::, farklari yeter derecede ktt

c;ltk olsuo. 

Daba kesio bir oekilde, keyft 'ifekilde aec;ilen ve istenlldiltl 

kadar kilc;llk olabileo her pozitif e 1ay1e1na Oyle bir pozltlf •1 1&

y111 tekabOl eder kl x, - x,, g, - y 1 , =• - ::, farklar1nin - r/ Ile 

+ 1J aras1nda buluomalar1 halinde, xa' - x,', g,' - g,', =a'-::,' 
farklar1 da - B Ile + t arasmda bulunurlar. 

Bu oartlar alt10da, (2) denklemlerinln iklncl taraflarrnrn da 

ayn1 Ozelikleri haiz bulunduklar1 esasen h1pat olunur. 
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Analitik yoldan hem~omorf1lerl, ve dolaytsiyle homeomor

filer gurubunu, yani Topologinin asal gurubunu tan1mlam1$ olduk. 

94. Tegetler problemi. Bir C JORDAN ejtrlsinl ele alahm 

ve buoa ait noktalardan ikisi M, M' olsnn. C ejtrlsine M nokta

e10da tejtet dojtru diye M' noktae1n1n ejtri lizerinde M noktaetoa 

yakla1o1mae1 halinde, eger "ar•a, MM' dojtroeunun limit durumu

na denilir. 0 balde tegetler problemf, a1o1ajt1da gOrtlldtlgil tekilde 

ortaya kooulabilir: Bir JORDAN egrieinin her noktasmda bir te

jtet var m1d1r ve olmad1g1 lakdirde, bir JORDAN egrisinin teget

lerl haiz bulunmas1 ic;ln buna yilklenecek tamamlay1c1 tartlar 

nelerden fbarettlr? 

Sornoun blrlnci k1sm1na verilecek kartihgm menfi olacajt1 
muhakkaktir. Zira tegetelz eilrekll e~riler vardtr; bu teklldekl 

eltrllerden bir taneel VON KocH (1870-1924) taraftndan inta edll

miotir; voN KocH egrieinin inoa oekli hakkmda kteaca bilgi ve

recejtlz. 

Once bir noktay1 kaydetmekle lee bathyahm. Bir ejtrinln, 

kmk bir c;lzglnin limiti tekllnde ele ahnmaet fikri cok eekidir ve 

blr c;ember c;evreslnln uzunlugunun hesabt veallesiyle eski yu

nan hlar taraftndan dabi dlleUnillmil!Jtllr. 

Bir C c;emberinl ele alahm. Tepeleri bu C ~eroberl llzerinde 

bulunan bir Ao karesi ile, kenarlar1 A 0 mkilerine paralel ve C 

c;emberine teget olan bir 8 0 kareelnl c;lzelim. A 0 kareainin her 

kenar1n1n C c;emberlnde ay1rd1g1 ikl yaydan kflc;tlgUnQn orta nok

tae101, bu kenartn lkl ucuna blrlettirelim. Bu auretle, blr A 1 

konveks sekizgenini elde ederiz. Kenarlar1 A 1 eekizgenininkilerlne 

paralel ve C c;emberlne tejtet olan konveka eekizgene 8 1 diyellm. 

Ayn1 i!Jlemi, A 1 aekizgeninden bareket etmek suretiyle tekrarla

yal1m, ve buna bOylece devam edelim. k eay1da i!Jlemden aonra, 
tepeleri C c;emberi flzerinde bulunan, kenar eay1e1 4·2k olan ve 

A1r Ile gl:Ssterilen konveka bir c;okgenle, aym eay1da kenau haiz, 
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kenarlar1 C <;emberine te~et ve Ak <;okgenlnlnkllerlne paralel blr 
Bk konveks cokgenini elde ederiz. C cemberl, dtlzlemin Ak ve 
Bk cokgenlerlyle srn1rlanm1t Mlgeslnln temamlyle l<;indedir. Bu 
fekifdeki Qizim)erimfze BIDlfBIZ bir SUrette devam etmekJe, dilzJe
min gittikc;e Jnceleten ve C c;emberini lhtiva eden bOlgelerlni 
elde ederlz, ve cember de Ak ve Bk cokgenlerinin ortak llmiti 

teklinde tezahilr eder. 

~imdi VON KOCH ettrislnio cizimlne gelellm. 

Ut;lar1 A, B olan blr L~ dottru parcasrn1 ele alahm ($ek. 86). 

AB dolfru parc;as1n1 Uc e,it parcaya Mlelim ve DE orta parcas1 
tizerine CDE e,kenar ti~genini inta edelim. ADCEB kmk clzgl
sine L,, ve ACB kmk cizgisine de Lt diyelim. 

L, kmk c;izgisine ait dottru parcalar1ndan her birlni il<; e,1t 

c 

~-

D E B 

fJl'J/t. 37 (L1 , L .. ) 
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pari;aya bOlelim ve her sefer ortadaki par<;a Uzerioe bir eekenar 

tti;gen in§a edelim ($ek. 37). Bu suretle L 1 ile gllsterecegimiz 

AA' FD' DD"GC'CC" HE' EE" KB' 8 

kmk <;izgisini elde ederiz. 

Ote yandan, L1 kmk cizgisine ait dojtru pan;alar1ndan her 

birini tt<; eeit pari;aya b3lelim ve ortalardaki dogru pari;alar1 

fizerine FGD, HKE C!Skenar ii<;genlerioi io!Sa edellm ($ek. 37}. 

AFDGCHEKB kmk i;izgisine de L, diyellm. ($ek. 38) L,, L. 
haline tekabQI etrnektedir. 

Bu clzimlere 81Dlrs1z bir eekilde devam edelim; b6ylece, QU 

iki kmk cizgl diziAinf buJuruz: 

1. Bir, d6rt, ooall1, ... , 22k, ••• dogru parcas10.1 lbtiva eden 

L0 , L" L., ... , L,1t, ... kmk <;izgileri. 

2. lki, sekiz, otnziki, ... ' zu.-i , .. . doltru parcas101 ihtiva 

eden L,, L., l,, ... , Lr1t-i· ... kl1'1k cizgileri. 

~nrasm1 kaydedelim ki : 

a) L,1t+ 2 kmk c;izgisi, L,1t kmk cizglsinlo dairoa netnn

dedlr. 

b) L,H, kmk clzgisi, L,1t-• kmk <;lzglslnin daima altmda 
bulunur. 

c) L 0 , L,, ... , L,k, ... k1rtk cizgllerl daima L .. L,, ... , 

L,k-" ... kmk i;izgilerlnln alllnda bulunur. ' 

Dikkatimizi, dfizlemlo eiraeiyle L, ve L,, l, ve L., L 21c-i 
ve L,1ti ... kmk clzgileri arae1oda kalan b61gelerl nzerine teepit 

edelim. DQzlemin bu bOlgeleri gittikce iocelce!r ve ele alman iki 

kmk cizgi dlzislnln bir L e!lrieinden ibaret ortak blr limiti var

d1r ki bu da VON Koen ejtrisinin ta kendisidir. 

l VON Koen e!lrisinio bir noktae101n x, g koordlnatlar10m, 
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blr t parametresinin sQrekll fonk1lyonlar1 olduklar1 !spat edlllr. 

Fakat M ve M' eger L ej?rlslnln lkl noktae1 tee, M' nQo M ye 

sm1re1z blr vekilde yakla11mae1 hallodP, MM' doj?rueunun llmltl 

bellrslzdlr ve tel'tet mevcut del'tlldlr. 

L voN KocH el'triei tel'tetl olm1yan eQrekli blr e!lrldlr. 

Bu L ejtrlel, her lnemmda kendl kendisinln benzeri olmak 

Ozelil'tinl balzdlr; ba11ka deylmle, el'trlnin berhangi bir parcae1, 

etrlnin blltllolloQn benzeridlr. El}riye alt her parc;anm uzunlui;tu 

eoneuzdur. 

9S. Tegetlerln varhk fartlar1. Haogi 11artlar altmrla, h!r 

(1) x = q•,(t), y = 'Pi(t), Ill= ?'1(t) 

]OJWAN t~risinin bir M noktae1nda blr tel'teti haiz olabllecelllnl 
araet1rahm. M noktae1010 koordlnatlar1 x 0 , g 0 , 1110 ve t nln mQ

tekabil dejteri de t0 oleun. t nin bir t, dejterine tekabOI etmek 
Uzerc e(trinin lklnei blr M' noktae101 alahm ve bunun koordlnat

lar1 da x .. y., 111 1 olson. MM' do1tru1unun denklemleri 

d1r. 

~ -x, = g - .l/u =Ill - lllu 
x,-x. y.-g. 111,-111. 

0 halde bu clogruouu dotrultu parametrelerl 

.'1"1 - .'1"0 = tf,ft,) - ,,.,(to), Ya - Yu= 7,(t1)- '1'1(lu), 

111 1 -1110=7,(1.)-7,(fu) 

veya, bu parametreler bir orantihhk tarpan1 farkiyle tan1mlan

d1klar10a gore, 

(3) 
qi,(t 1)-rp1(t0) 

t,-t. 

d1r. 

' 
'1'1ft,)-'1',(t.) 

t.-1. 



204' <f£§1TLI C20METRiL2R 

(1) c;izglsiolo M noktas1odaki tejtetl, ejter varea, M' nlln 

egri Uzeriode M ye yaklaomas1, yani t, In t0 a yaklaomas1 ha

linde, MM' dojtruauouo llmltldlr. Bu tejtetln denklemleri, bu li

mite gei,;ioten sonra, (2) denklemlerioden c;1kar1lacak deoklemler

dlr. t, In t 0 a yaklaomaa1 halinde, (2) denklemlerlnde deltl11en 

11ey, paydalar yAni dojtrunun dojtrultu parametreleridir. Trjtetin 

M noktasmda varolabllmesi lc;lo, t, In t 0 a yaklaomaa1 balinde 

(3) fonksiyonlarin1n llmitlerlnin varhjt1 gercklldlr. Halbukl bu 

llmltler, tan1m gerejtloce, ,,.., "" ,,,, fook1lyonlar1010 t0 nokta-
110daki ip,'(t0), ,,.,'(t0), qi/(t0 ) tllrevlerinlo ta keodllerlnden Iba· 

rettir. Bununla beraber, eoolu farzedilen bu tllrevlerlo varhjt1. da 

te#etln varolmaB1na yetmez. Zira bir dotrunun doitrultu paramet

relerinin hepsl blrden a1f1r olamaz, dolay1alyle ayr1ca ry,'(t0), 

<y,'(t0), cp1 '(t0) tllrevlerlnln hepsinin birden 11f1r olmamalar1 la

z1md1r. 

01et olarak, (1) ]ORDAS ejtrlslnin M noktaa1ndaki tejtetinin 

varhjt1 lc;ln: 

1. 11,(t), 11,(t), 7,(t) fonk1iyonlar1n10 bu noktadakl 'f.'(10), 

ip,'(t0), g11 '(t0 ) tOrevlerlnln varhjt1, 

2. Bu tnrevlerden de hie; olmazsa blrloln 11f1rdan farkh bu

lunmas1 gereklidlr. 

Bunlar, ac1kca gOrllldlljtll glbl, yeter 1artlard1r. 

(1) joRDAN ejtrlalnin her noktaa1nda blr teitetln varolabll

meei ic;ln, t nln ltlbara ahnan bfttlln dejterlerl lc;ln q:i,(t), 11,(t), 

7,(t) fo11kelyonlar101n tOrevlerlnln varhjt1 (bu takdlrde babis ko

nnen fonkslyoolar1n tllretllebilir, ya da dlferenalyelleri ahnabillr 

fonksiyonlar olduklar1n1 sOyliyecejtlz) ve bu tllrevlerlD ayn1 za

manda s1lir olmamalar1 gereklidir. 

Zllten bu .aon oart1 bir yana b1rakablllrlz, zlra 'l'u rp,, </'a 
fonkslyonlar1, ele ahnan (t0 , t,) araltjt1nda allrekll fonkslyonlar

aa, buolar1n ttlrevlerlnln ancak istlanat hallerde ayn1 zamanda 
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s1hr olacaklar1 avlkllrdir. Bu da, ejtrl ilzerinde tel'tetin varolma

d1lt1 baz1 noktaler1n mevcudiyyeti ibtimalini farzetmekle birdir. 

Ayn1 vekilde, <ru q;;, 'l's fonksiyonlar1ndan birinin tnrevlnin \'ar

olmad1it1 birtak1m noktalar1n mevcudiyyetini de kabul edebilir 

ve bu suretle «gene! olarak» her noktasmda bir telteti haiz bir 

JoaoAN ejtrlsine sAhib oluruz. 

Yenlden 

g' = F,(x, g, z.), z.' = Fi(:c, g, z.) 

homeomorfisini ele alahm. Eiter teRetlerl haiz JORDAN eitrileri 

lcin bir geometri vQcuda gelirmek lslersek, bu geometrlnln asal 

gurubu olarak, teltetleri balz bir joRDAN eltrisine gene tejtetlerl 

halz bir JoRDAN eltrislnl tekabUl ettlren homeomorfilerdtn teoek

kUI eden bir gurubu almaliyis. 

Baoka deylmle, 

g' = F,(r:p., 'l'u If, ), 

eltrlsinin teitetlerl olmah ve lklnei taraflar1n da ttlrevlerl meveud 

bulunmahd1r. Bu da, eoiklr bir oekilde, F., F,, F, fonk1iyonlar1-

'd F1 Cl F1 <I F, I I hi n1n -. - , - , ... , -. - k1smi tilrev erin a z olmalar1n1 gerek-
Clx cg tlz. 

tirlr ve bu oart yeter. Bu oekildekl F 1, F,, F1 fonkslyonlar1n1n 

tUretilebillr fonksiyonlar olduklar1n1 sOyliyeceitiz. 

Bu suretle vilcuda get1rilen geometrl on oekilde karakterlze 

edilebilir: bu, kullan1Jan btttiln fonkslyonlartn tilretllebllir ol

duklar1 bir topologidlr. 

96. T6rlii mert ebelerden dar anlamla topologiler. KIAslk 

Analitik Geometri'de blr 

(1) .~ = /,(t), g =/,(t), z. = /,(t ) 
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egrisi lncelendigl zaman, genellikle / 1, / 1 , / 1 fonksiyonlann1n 111· 

nirs1z bir tekilde tUretilebilece~i kabul olunur. Hu takdlrde bu 

e!lrilere, bahis kooueu fonksiyoolar10 blrtalum mertebelere kadar 

tUrevlerioi hesaba kathran tUrlU elemaolar bajtlaoir. Hunlar me· 

eelA ~u elemanlar olabilir: 

1. Birinci mertebedeo tUrevlerio besaba katilmas101 gerek· 

tiren tejtet. 

2. Birioci ve lkinci mertebedeo tUrevlerln heaabn katilma· 

sm1 gerektiren oakQli\tOr dUzlcm ve oskUIAtOr <;ember. 

a. llk U<; mertebedeo tQrevlerin hesaba kahlma1101 gerek

tiren oskUliltOr kUre, v.e. 

Halbuki, ejtrlleri tanimlamaga yar1yan fookalyoolarm ikioci 

merttbeden tQrcvlerloin varhjt1 Qzerioe hie; bir hlpotez yilrOlme

den de lejtetlerl halz ejtriler pekalll lncelcnebllir. Bunun gibl, 

n,uocU mertebetleo t!lrevler Uzerine hl<;hlr hipotezl Iler! ellrme

deo oskUllltOr dQzlem ve <;E'mberler gozden gei;irilebllir. \'e bu 

gorUt bOylece devam edip glder. 

!->adcce, iklncl taraflar1 Ilk " merlebeden tQrevlerl balz olup 

(n + 1) loci mertebeden tUrevleri bulunm1yan (1) e!lrllerinl ele 

alma!l• uygun bulahm. 

R$ter bu ejtrllcrin bir geometrielni Iota etmek lstersek, bu 

ej'trilerden her blrlnl, ayn1 Ozelikleri halz blr e!lriye dOoUetOren 

bomeomorfilerl ele almakla yetiomeliylz. Bu takdlrde kolayhkla 

gormek mUmkUndUr kl bu da, homeomorfllerin aoalltlk ifadele

lerinde babis konusu fonkslyonlar1n Ilk n mertebeden k1r.mi tQ

revlerinln varh1l101 tazammuo eder, ve buna mukabll (n + 1) 

incl mertebeden k1smi tnrevler hakk1nda hl<;bir hlpotczl gerek

tirmez. 

llk n mertebeden k1smt Ulrevl bal1 blr fookalyona n kere 

tilrt:tlltbir diyellm. 1n1a edegeldigimiz geometri, kullaollao bQ-
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lllo fonk1:1iyoolar1n n kere tUretileblldiJtl bir topologidlr. Buoa n 

ninci mtrtebeden dar anla nlr top,logi adt verilebilir. 

Bu diifftnce tarz1na g6re, bundan t\nceki paragrafta bahis 

konusu olan tejtetleri haiz joRDAN eA"rlleri geometrisi, birlncl 

mertebeden dar anlamh bir topologidlr. 

Oiikiilll.tur dUzlem ve oskilllltllr cemberleri haiz joRDAN el:t

rlleri gdometrisl, ikinci mertebeden dar aolamh topologidir. 

Bu tii.rlii dUtUnceler son zamanlarda G. BouLIGAND'tn dik

katiol cekti : dar aolamlt topologiler hakkmda daha ke11in blr 

ioceleme icio, 00110 yaymlarm£ baf\'urulmas101 tavslye ederlz. 

97. Dolaya1z lnflnttezimal Geometrl. ~imdi, G. BoULIGAND 

larafmdan Dolays1z lnfinilezimal Geometri ad1 \•erilen bir geo

metri hakk1nda baz1 bilgller vereceltiz. 

Elementer Geometri ozay1nda buldujtumuzu fanedellm ve 

bu uzay10 gercel noktalar1odan milte11ekkil blr E cilmleslnl ele 

alahm . Bu climlenin sonsuz noktayt hllvl bulunda~uou farzede

celtiz: t\ror~in, l,lunlar bir ejtrioJo noktalar1ndao, ya da bir yU

zeyin ooktalarmdan, veyahut verilen blr kUrenin i<; ooktalar1n

dao mlitetekkil cllmleler olabilir (sonaocusu kllreye alt ooktalart 

ihtlva edebilir veya etmlyebilir). 

Yar1cap1 oe kadar kllcllk olursa olsuo, 0 merkezll bir kllre 

ir;lode E ciimlesinio hie olmazsa bir ookta111 varsa, bu 0 nokta· 

Stoa E cllmleslnin bir yrgtlma nokta•1 ya da b!r limit nokta•1 de· 
nlllr. Et1asen 11uras1 da lepat edilir kl ejter 0 noktas1 E cnmleal

nlo blr y1~tlma ooktas1 lee, ele ahnao 0 merkeill kQrelerden 

her biri cllmleoln sooeu:i: eay1da ooktas1n1 ihtlva eder. 

Bir E cflmlesloln blr 0 y1gJlma noktas1na, kont11njan ve 

paratenjan denilen iki dojtru cilmlesl bajtlaoabilir. 

' 
Cllmleoin bir M noktaeiyle, (0 noktasmda eon bulan) OM 

yanm-doltrueunu ele alahm . M nin 0 ya yakla1ma11 ballade, 
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OM yar1m-dojtru1u, 0 ooktae1ndaki yar1m-tejtet ad1 verileo bir 
OT limit durumunu baiz olabilir. Yar1m-tejtetler cUmle1i, 0 nok· 

tae1ndaki kontenjan1 vUcuda getlrirler. 

OT ekeenll ve 0 tepell her d6nel konlnln tepe ac;111 ve 
(OT ye dik ve 0 dan gec;mlyen blr dQzlemle e101rlanan) yQksek
liitl ne kadar kOc;Qk olurea oleuo, bu konl E cQmleelolo 0 dan 
farkh hie; olmaztJa blr noktas1n1 ibtlva eder, demekle OT yar1m

tejteti daha ke11io bir 1ekllde ta01mlanm11 olur. 

Slmdl E cOmleelnln 0 dan farkh tkl noktae1 M, M' oleun. 
M, M' noktalar1n1n 1101r11z blr 1ekilde ve ayn1 zamanda 0 nok
tasrna yakla1malan hallode, MM' dojtrusunun, 0 dao gec;en blr 
d limit durumunu halz oldujtunu farzedellm, d dojtrusuna, E 

ettmleslnln 0 nokta11ndakl paratenjant1 denlltr. 0 noktaerndaki 
paratenjantlar cUmleal bu noktadakl paratenjan1 vQcuda getirlr. 
A1ikAr blr 1ekllde, bu parateujan, 0 nokta11ndakl eontenjan1 
ibtlva eder ve baz1 hallerde ononla da c;ak11ablllr. 

Bu tan1mlar1 ayd1nlatmak makeadlyle lkl baalt Grnek ve

relim. 

11k6nee blr ejtrl yay101, Grneltln blr konlk keelt yay1n1 
ele alahm ve 0 da bu ejtrlnlo bir nokta11 olsun ($ek. 89). Yay1n 
0 noktas1nda, T'T teitetlnln ta11d1jt1 lkl OT, OT' yar1m-tejtetl 
vardir. Kontenjan1 letkil eden blr tek T'T dotrusu olaeaktir. 

!Jell. 39 
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~uras1 ao1kbr ki 0 noktasmdaki yegAne paratenjant bu dojtru
dan ibarettir. Kontecjanla paratenjan oak111rlar. 

1kinci olarak, koordlnatlar1n 0 ba1lang10 noktasrnda blr 
doniim noktasm1 haiz olan 

egrisini ele alal1m (.$ek. 4.0). Kontenjan, yegAne OT yarim-dojt-

y 

J 
_..,.,_.::;._ ____ JC 

0 T 

\ 
$ ek. 40 

rusundan mllteoekklldir. Bona kar11hk, paratecjan lee, 0 tepeli 
dogru demetinln blltiln dojtrularmdan meydana gelir. 

Dolays1z tofinitezimal Geometrlnin asal gurubuna gelelim. 

Bir homeomorfi bir cllmleyi baoka bir cllmleye dllnOotarar 
ve bir cUmJenln bir y1jtllma noktas1na, homolog cOmlenin blr 
y1jt1lma noktas1n1 tekabtll ettlrlr. Dolays1z lnfinitezimal Geomet
ri'nin asal gurubunun homeomorfilerine, kontenjanlar1 muhafaza 
etme oartJn1 yllkllyecegiz. Daha kesin bir oekilde, bir cllmle E, 
bunun y1jt1lma noktalarmdan birisi 0, bir T homeomorff1Jnin E 
ye tekabOI ettirdijti cilmle E', 0 nan E' dekl homologu olan y1-
Rllma noktas1 da O' olsun. T homeomorfisl o oekilde olmahd1r 
ki E cllmlesl 0 noktaamda blr kontenjan1 halzse, E' nlln de O' 
noktasmda bir kontenjan1 bulunsun. 
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Bu eekildekl bir homeomorfinin denklemlerl 

:r' = F,(x, g, z), g' = F,(x, g, z), z' -___: F~(x, g, z) 

ise, yukar1da stlylediklerimiz F,, F 2 , F1 fonkeiyonlar1nm birinci 

mertebeden sllrekli kismi tiire\•leri bulunmas1n1, ve lletelik bu 

Uc fonksiyonun 

ilF, ilF, 'iJF, 
a;- tlg dz 
il F, aF, 'iJF, 
Tx (lg a;-

IJF, ilF, aF, 
dx (lg C1z 

fonksiyonel delerminanlmtn, ya da jakobiyenin pozitif ve s1flr· 

dan farkh olmae101 gerektirir. 

Bu eartlar altinda, E c!1mle11inin 0 noktas1nda bir paraten· 

jaDJ varea, E' cUmleeinin de O' noktas1nda bir paratenjan1 var

d1r. 

Dolays1z 1nfinilez.imal Geometri, G. BouLtOAND ve onun ye

tlelir li(ti bir aravurma ekibi taraf1ndan geli1tlrilmi1tir; bu geo

metri yard1miyle tlnemli sonuclara var1ld1. Bu geometri, incele

nen varhklar hakk1nda en az hipotez yf1r!1tmek euretiyle geo

metrik ozelikler elde etmek. veya ba1ka deyimle, bu tlzeliklerin 

gercek nedenlni tan1mak lste{tlnden doltm uvtur. 

Paratenjan kavram1, daha Once, eebirsel ejtrilerle ilgili ve 

temamiyle baeka mahlyetteki bir problem milnuebetiyle B. LEVI 

taraf1ndan kullan1lm11ll; bu geometricl, hasolm1yan kiri1lere 

paratenjant adm1 veriyorda. G. BouLICAND dejterll ara1hrmala· 

rma ba1lad1g1 &Jralarda, F . SEVERI, dojtrularm lopologl yolu ile 

dOniietllrillmesi suretiyle elde olunan ve sezgisel ejtri adm1 ver

dijti ejtrilere, hasolm1yan kiri§ kavram1n1 te1mil ettl. 
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98. Sonlu Geometri. Bir elipsi ele alahm. Buntin dOzle

minde 1.mlunan bir dogru, bu elipsi gercel veya aanal, farkh ve

ya cak1e1k iki uoktadu kesli(ti gibi, gone bunun dOzlemlnde bu

lunan bir noktadan bu elipse gercel veya sanal, farkll veya i;a

k1!11k iki teitet <;izilebilir. Eger iiadece gercel olan do{tru \'C nok

talarla yetinirsek, bir dog-runun bir elipsi iki noktada, veya bir 

noktada kesligioi veyahut hicblr noktada kesmedi{tini; ve bir 

noktadan da bu eJipge iki veya bir teget c;izilebilecejtini veya

hut hicbir te!let c;izilemiyecegini yazmahy1z. BafJk& deylmle, 

bir do{tru bir elip!ii en c;ok iki noktada keser, ve bir noktadan 

bu elip1:1e en fazla iki teget cizilebilir. Bu Ozelikleri baiz olan 

yegiioe egriler elipsler deltildir; bunlar ovallerc, yltni kepah 

konveks dllzlem ejtrilere de ait ozeliklerdir. 

Bu neviden dil!Jiloceler, gcometricileri, G. DARnoux (1842 · 

1916) nun Sonfu Geometri adnn verdijtl geometriye sevketmietir; 

diizlem geometri ile yetinerek, bu geometrl hakkmda bez1 bllgi

ler verecegiz. 

A1Jag1ki fJ&rtl~n eaghyan bir C dUzlem JoRDAN e(trisini ele 
alalim: 

1. Gene! olarak bu ejtrinin her noktaemda bir tegeti vard1r. 

2. Teget, degme noktasiyle birlikte, eilrekli bir tiekllde de
gitimektedir. 

3. Dllzlemin her dogrueu bu egrlyi eonlu say1da noktada 
keemektedir. 

4. Dilzlemiu bir uoktasmdan egrinin eonlu eay1da tegeti 

gecmektedir. 

Elter bir do~runun C rgrieiyle kesim noktalar1mn makai· 

mum saylSl n ise, bu egriye n ninci mertebedendlr dlyecegiz. 

Eger bir noktedan egriye ~izilebilen tet?etlerin makslmum say1s1 

m ise, egrinin m ninci sm1Cdan oldu(tunu sijyliyeceglz. 
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C oin dilalite ile doou1.nrulmn1n ayo1 mahiyyette bi.r 

ettrldir. 

Gercel cebirsel etriler, C etrilerine yilklenilen 1artlar1 eat

larlar, fakat ejtrinio ceblrsel olmas1 keyfiyeU bir yaoa b1rak1-

hrsa, baz1 ozelikler bAkl kaltr \'e bu tilrlil Ozeliklerin ara1br1l

mas1, Sonlu Geometri' oin temel problemlerlnden birlni te1kil 

eder. 

Bu problemleri ioceleyen geometriciler aras1oda, bu t>jtrile

rio bir teorisloi kurao ve bir~ok ara1tirmalarm1 bu ugurda ya

pan C. JueL (1865-1935) l zikretmek yerlnde olur. 

JuEL'in bu egrlleri lncelemek lcin hareket ooktas1, ilkel gag 

kavr11m1d1r. Uclari A, B olan Oyle bir a!lrekli ejtri yaym1 ele 

alahm kl bu yay, AB klriol lie birllkte konveks blr bOlgeyl s1-

n1rlas1n. Ostel1k, yay10 her noktas1nda, dejtme nokta11 Ue blr

Ukte silrekli bir 1ekilde dciti1en blr tek teletin varlljt101 farze

delim. 

Bir doJ?ra, llkel bir yay1 en c;ok lki ooktada keaer, ve bir 

noktadan bu yaya en fazla lkl tejtet cizilebllir. Dllalite lle, ilkel 

bir yay, gene llkel blr yaya dOnOtlllrillilr. 

juEL tarahndao tasavvur oluoan egriler, bir yay1n her ucu. 

bir ba1ka yaym bir ucuodan ibaret olmak fizere, aonlu say1da 

ilkel yaylarm blrle1tirilmesinden meydaoa gelmitlerdir. Bu ejt

riler, yukar1da kooulan oartlar1 aaglarlar. 

Juu'in bu ara1tirmalar1n1n fevkalAde blr izab1, blrkac aene 
evvel, P. MoNTEL laraf1odan yapllm11t1r. Bir joRDAN ejtrlalnden 

bir juEL egrisioe gec;ilmeaini aaghyan yolu MoNTBL'den alahm: 

Gercel bir lzd01el dllzlemde olduitumuzu farzedellm ve bu 

dllzlemde kapah bir JORDAN egdsioi ele alahm. 

1. llkOoce her noktada blr tejtetlo varhjt1 farzoluoacaktir; 

belkl aonlu aay1da noktada bu olm1yabUir. 
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2. Bundan sonra tei:tetin dejtme noktasiyle blrlikte sttrekli 

blr 11ekilde dejti11li~I farzedilecektir; belkl bu keyfiyet eonlu sa

y1da noktada vakl olm1yabilir. 

8. Nibayet, ejtrloln lier ooktas101n, ejtrl llzerioe \'C bu ook· 

taom lki tarafma yerle11lirilmi11 iki llkel yay10 bs11lang19 nokta

lar1odan ibaret bulundujtu kabul edlleceklir. 

Bunlardan da e#rloio, sonlu say1da llkel yaylardan te11ek

klll ettljti sonuco 91kar1hr. 

Cebirsel ejtrllerio, ji:EL ei?rileri l9in de dojtru olan Ozeliklerl 

araemda a11ajt1daklnl zikredelim : 

Blr ejtrloln blr A ooktasmdakl AT tejtetl blr tane lee ve 

eRri bu noktada tejtetlo blr taratmdao Otekl taraf1oa ge-;eree, A 

noktae1na ejtrioio bir biikiim nokta•r deoillr ($ek. 41). Oc;llncll 

dereceden bir ceblreel eltrioin, 09Q gerc;el ve alhe1 eaoal olmak 

Qzere, dokaz bllkilm nokta11 vard1r. Buoun gibl, tt-;Qncn merte

beden bir ]uEL ejtrleloln Qc; bllkllm noktae1 vard1r. 

1jek. 41 

JuEL, ara11tirmalar101 yQzeylere ve Ozel olarak regle yQzey

lerle uzay10 yllzeye alt olm1yao her dojtrusu taraf1odao en c;ok 

Uc; noktada keeilen llc;QocQ dereceden yttzeylere te1mll ettl. 

Hllen Sonlu Geometrl Ile utraean geometricller ara11nda 
A. MARCHAUD ve 0. HAUPT'1 zlkredecejtlz. Blrlnclel bllbaeu 

mertebesl 110irl1, sllrekli nokta cllmlelerlol, yAol doi?rular tara

f1odan sonlu say1da noktada kesllen cQmlelerl lncelemlttlr. 
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Soolu Geometrl'olo asal gurubu, 11lmdiye kadar, kesln blr 

11ekilde karakterlze edilemcmittir. 

99. Topologlnln geli11lml. Bundao Onceki sahrlarda, Ele

menter Geometriden harekct etmek ve i;okca sczgimize dayan

mak suretiyle, topologiain neden ibaret oldujtunu an lalmajta ca· 

htltk. Topologi Uzerioe dikkati ceken fCy, 1857 y1hnda RIEMANN 

taraftndan bilime sokulan RIEMANN yUzeylcri olmu1tur. Bu yU

zeylerlo, bllhaeea ceblrsel t>jtrllerio lacclenmeslnde kullaa1lmas1 

keyfiyetl fevkalllde ''erimli gOzUktU~ll lcln, bunlar blri;ok ar&f· 

hrmalara koou te"kil etmitlerdlr. 

Bununla bcraber ba,1aog1cta, topologl ara11t1rmalarmda sez

glye batvurma keyflyyetl oldukca s1ki;a vaki oldu, arna yava1 

yava1 geometrlciler bunun ilkclerlnl ortaya c1karmaya ve bu dl

sipllne sajtlam blr dayanak bulma!la cal•fhlar. Eaaecn topologi, 

matematljtlo bafhea dallar1nda yav&f yava" vazgei;ilmez blr un
aur olarak meydana c;1kmca, bunu yapmak ta o derece zorunlu 

oldu. 

Topologi Uzerioe temel !'onuclar1 Ir. Po1scARii.' ye borcln· 

yuz; bu teoriye labels ettljtl bef muhttra, biri;ok ara1hrmalar1n 

harcket noktae1 oldu. Tan1om1t geometrlcioin, topologl Uzerin

dekl modern arafttrmalarm yol gOeterielsl oldujtu el>ylenebillr. 

Topologl Ile llgili son araellrmalar hakkmda bu kadar elc
menter blr kitapta bllgi Yeremeyiz. Kitah1m1ZJ bltlrlrken eadece, 

geometrlnln bu k1sm1 Ile ilglll ve elementer gOrUnUolU iki prob

lemi kaydetmekle yetinece{tiz. 

Bu problemlerdeo blrlnclsl, coitraflya haritalar1n10 renklen

dirilmeai ile ilgilldlr. Bir cojtrafiya baritas1n1 eie alallm ve ortak 
a1D1rh lki memleketin farkh renkli olmalar101, ve mllmkUn ol· 

dujtu kadar az aay1da renk kullanllmaam1 isteyellm. Bu if ic;ln 

acaba kac i;e.,,it renge ihtiyac vardu ? 
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Daba keelo blr eekilde, blr kilrenln yDz!1 llzerine, (t1pk1 

yer yilzllnllo, tllrlii memleketlerin e101rlar1 ve deniz keoarlari ile 

Mlgelere bOHlomeei gibi) bu yllzU birtak1m b!)lgelere Mlmek 

tlzere, (JORDAN) egrilerlndeo mOteeekkil blr eebeke clzelim. Or

tak bir smm bulonan iki MlgP.oio farkh renklerl olmak tlzer<', 

bu b!)lgelerden her blrine bir rcnk Yerelim. Buna mukabll, soolu 

eay1da ortak noktae1 bulunan ikl Mlg~ aynt rengl haiz olabilsin. 

Bu renklendirmenin yap1lmas1 ic;ln zorunlu olan renklerln mini

mum say1s1 aranmaktad1r. Bu say1nm en az dOrJe, en cok da 

beee eeit olduRu lepat olunmuetur. Bee rengi gerektiren hie blr 

Ornek bilinmedlgi Icin, d!)rt rengln daima yettlgl, 1lmdiye kadar 

hlcbir oetlceye var1lamadan, !spat edilmei?e ~h11lm1et1r. lete 

bu, dOrt renk problem! ad1 altinda bilinen problemdlr. 

lkinci problem cokyQzlUlerle llgilidir. Elementer Geometrl 

kitaplar1nda, blr cokyOz!UoOn S say1da tepesi, A eay1da ayr1t1 

ve F say1da yilzil varsa, bu say1lar araeanda 

baRmt1e1n10 bulundugu ispat olunur. 

Yukariki baf10ta OEscARTP.S tarafandan da blllnmekle bera

ber, bu, EuLl!R teoreml adt altrnda tanrnan blr teoremdlr. 

Ayrttlarrn do~ru parcalar1 ve yllzlerin de d!lzlem k1B1mla

rrndan ibaret olmalar1 keyfiyetl lapatta blcblr rol oynamad1f10-

dan, tam mAnasiyle blr topologl Ozelifi bahla konuaudur. Bir 

kllre yllzeyi Uzerlne, ya da e1f1r elnsinden bir RIEMANN yllzeyl 

llzerine ciziJmflJ jORDAN E'friJeriodeD miltetekkiJ blr IJCbeke ic;lo 

bu baftnh dofrudur. ZAten, p clneinden blr R1EMANN yQzeyl 

tlzerlne cizilmle eebekeler ii;in de buna beozer bir baf1nt1 var

dir. 



EsarQvn, F. 

va 

SANTIU.ANA, c. 
ENRIQUES, F. 

M1LHAUD, G. 

Paau, J. 

TANNOV, P. 

VsR Eton, P. 

Zl!UTllFN. JI. c. 

CnA•L&I, M. 

KISA B1BLIYOGRAFYA 

BIR/NCI BOLOM 

: Storia del penolero 1clentlflco, I, II mondo antlco. 

8oLOGNA (1932). 

Queotlonl rliruardantl le m11tematlche elema tarl, 

3 UncU bnsk1, 4, JlOLOONA (1925-1927). 

Gll Element! d'Eucllde e la critic• antlca e mo

derna, ROMA (11125). 

Lea philo1opheo ireomMrea de la G~ce, PA1tn (1900). 

Lea Sciences esactes, (E. CAvAIONAc'in ldaresl alhnda 

Hiotoire du Monde nd1 alhnda yayrolanan eserln 13 

OncU clldinln 3 UncU cDzD) PAJtu (1930). 

La ireometrle irrecque, PARIS (1887). 

Oeavreo d' Archlm~de, PARIS ve Bat:Xl!LLU (1921). 

Les conlquea d 'Apollonlaa de Per1re, PARll ve BRUX&Lus 

(1924). 

: Hlatolre deo mathematlquea dano I' Antiqalte et le 

Moyen Awe, PARI• (1002). 

O<;ONCO BOLOM 

Aper~n hiotorlque aur I' orlirlne et le deTeloppement 

deo Mt!thodes en Geometrle, partieall~rement de cel

les qui oe rapportent l la Geometne moderne, anlTI 

d'un memolre de Geometrle aur deux prlnclpea 1r<1-

nerau1< de la ocience, la dualit.i et t'homowraphla. 

PARIS ve Bauxl<LL&J (1837); lki11cl bask1, PARU (1875). 



218 

CnA sLES, ~I. 

CODl'AUX, L. 

8AaBAR1s, P. 

Esa1Q~ES, }", 

FANO, G. 

l'o1sCAU, H. 

Rot.·c1u~, r:.. 
va 

CA,..••ouSSE, Cu.De 

~llTAULT, ~I. 

GODEAUX, L. 

Rapport our le prosrh de la G<lom<ltrle, PARll \11!i0). 

Le~ono de G<lomoHrie projectln, Pu11 l11130). 

Le~on1 de G<lomo!trle projective, l'Aall ve (.iroa (11133). 

I>0RD0NC0 B0L0M 

La so!omo!trle aoa eaclldleaae, C~on~o l'li8kl, A. Bn1L 

l11rafmdan kllab1n sonuna eklenen nollarla blrllkle, 

)'ARll \19211). 

Prinripr dr la giom<tri•, Rn~y~lopt\dlo des Sciences 

malhflmatlquns. PARIS (11109). 

Geometria non eaclldea, Bo100NA 01135). 

Lea fondement1 de la s<lomcltrle, Hlbllolh~que de 

•ynlho's<' sclf'nflque. PAais, (1021). 

Tra:tcl de Go!omt!trle, Clll II, H. 1'01sCAU< tarahndan 

yaz1lan II numarah not. PAall (1900), 

sq/NCI BOLOM 

Preml~re• le~oa1 aur la tb<lor:e r.ia<lrale dea sroupe1, 

)'ARll (1035), 

Q11tlq11u 11prrf11S $Uf lo lhtiri• drs R'"''I'" dt Sopha• 

/.i• duns Ir d6vrlopp•m•nl d• la 1iomt!lri• mudrrn•, 0...0° 

da Mlllellerara~1 Matemallkcller Konl(re•lnde verllen 

kon!erans 01136). 

: Coura de so!omo!trle (3 clll). l'ARll 111!35·11136). 



.\L£XASOROPF' A. 

VP! 

HOPF, II. 

BOt'LIOAl\'.D' G. 

KFIU!KJARTO, 

Jl.M. DE 

Lt.t"SCllF.TZ, s. 

SE\"f'.RI. f. 

KISA BlBLIYOGRAFYA 219 

ALT/NCI B0L0M 

Topololfle, Berlin (1!135). 

: Introduction a\ la lf<!om<!trie fof'n't<!almale directe, 

11ARIS (lfl3l). 

: La 1f4!om4!trle des eapace de Riemann, ~lemorlal de~ 

Science~ :>lntht'mrtllquPs, PARQ (1925). 

: Le~ona aur la lf<!Om<!ltrle dea eapacea de Riemann, 

l'ARll (lfl2!1), 

: Lo theorle dea If' oupoo flnla et 11ontinu1 et l'analy

alo-a:tue, Memorlrtl de11 Sciences l\lalhtlmatlqu(ls, PARll 

(lfl30). 

f.e~one eur la th<!lrle de1 espaces a\ connestlon pro

jecth•e, l'ARI! (1!137). 

VorleoURJfeft Ober Topolo1fle, nau.11< (1923). 

TopolOlff• :\&w Yoax (1930). 

Sur la it!omt!lrie /inie el /es lravaux de M. C. Juel. 

Bullrlln des Science Malhematlques. 109-128 (1924). 

Con/runzr di gtomtlria ulgtbrica, ROMA (192i). 



(Eserde ada g~en kimseler i~ln) 

ALFABETlK tNDEKS 

Am.rJtS, 2 
AKILLEUS1 4 

A 

APOLLONIOS1 16, 191 201 21, 221 24, 25, 57 

ARKlllMEDES, 18, 14, 16, 24, 116, 117, 118 

ARKllYTAS, 12 

BEAUCRAND1 DE 1 58 

BERTINI, E., 174 

B EZOUT, E. , 43, 45 

BoLYAl1 J. 1 106 
BouL10AND, G., 207, 209, 210 

BRADWARDINE, T., 25 

BURIDAN, J ., 25 

CANTOR, G., 117 

CARNOT, L., 64, 68, 10l 

CARTAN, E., 159, 187 

CATALDI, P.- A. , 108 

CAYLEY, A., 54 

CEVA, G., 81, 91 

B 

c 

CHASLES, M., 70, 72, 98, 95, 96, 100 

CoMMANDI, F., 25 

CRAMMER, G., 45, 46 

CREMONA, L .• 174 

Cuzs, N. de, 25 



DANDl!.LIN, G. P., 22 

DARBOUX, G., 210 

ALPABET1K iNDl!:KS 

D 

D1mEKtNo, R., 117, 118, 120, 180 

221 

DEsARGUES, G., 21, 27, 58, 59, 60, 61, 63, 6t, 66, 70, 78, 116, 

118, 139 

DESCARTES, R., 18, 21, 57, 189, 214 

E 

EtS'ENLOHR, A., 2 

ENRIQ.UES, F.' 112, 119, 179, 188 
EUKLEIDES, 3, 4, 5, 6, 71 19, 24, 25, 102, 103, 104, 106, 107, 110, 

111, 112, 115, 116, 188, 184, 158, 159, 178, 179, 187, 194 

EULER, L., 214 

FERMAT, P. de, 21, 27 

FIBONACCI, L., 24 

FOURIER, J., 104 

FucHs, I. L., 108 

GALOIS, E., 180 

GAUSS, K. F., 106 

HAUPT, 0., 218 

HE"'RY, c., 27 

HERMITE, c.' 14 

F 

G 

B 

HILBERT, D., 112, 115, 116, 117, 179 

HrPPAsos, 8 

H!PPOKRATBS, 11, 12, 18 

HOPPE, R . ' 194: 



222 ALFABETfK ir-."DEKS 

J 

JORDAN, C., 19!, 195, 199, 200, 203, 204, 205, 207, 210, 212, 2U 

JUEL1 C., 211, 212, 213, 215 

K 

KLEIN, F., 158, 187 

Koen, H. voN, 200, 201, 202, 203 

LAORANOE, J. L. de, 104 

LAGUERRE, E. N ., 160 

L 

LA lI1RE, P. de, 60, 61, 62, 63, 68, 78 

LAMBERT, J. H., 10,l 

LAMt, G., 46 
LAPLACE, P. s. de, 1oi 

l.EOENDRE, A. M., 102, 10!, 106 

LEIBNIZ, G. W., 60 

LEMOINE, E. M. A.' 15, 16 

LE Po1vRE, 60, 6 t, 63, 78 

LEVI, B., 210 

LIE, M . SOPllUS, 158, 187 

LINDEMAN, F. VON, 14 

LoBA9EVSKI, N. I., 106, 108, 109, 110 

MAG-LAURIN, c., 46 

MARCllAUD, A .• 213 

MEMUS, J.-M., 55 

MENECllME, 13 

MENELAUS, 81 

Momus, A. F., 72, 91 

MONOE, G., 63, 61-, 68, 70 

M 



NASIRUDDIN, T., 103 

NEMORI!, ] • de, 25 

X1tv, M., 65 
XtKO~EDl!S, 9 

0RES!.U~, N., 25, 26, 27 

' PAPPOS, 10, 24, 72 

PARMENIDES, 4 

ALFARETIK INDEKS 

N 

0 

p 

PASCAL, B., 21, 58, 60, 61, 6~. 78 
PEANO, G., 196, 198 

PERIER, E., 60 

PLUCKER, J., 166 

POINOARE, H., 108, 109, 112, 213 

223 

PONCELET, J. V., 6!, 65, 66, 671 681 69, 70, 71, 78, 79, 83, 87, 
97, 100 

PROKLOS1 4, 2!, 102, 103 

PYTHAGORAS1 2, 3, 4 

QUE.TEL.ET, A., 22 

RHINO, A. H., 2 

Q 

R 

RIEMANN, B., 110, 111, 159, 187, 188, 191, 192, 218, 215 

SACCHERt, G., 103, 104 

SAXE, A. de, 25 

SCHWEIKART, F. K., 106 

SEVERI, F., 210 

STEINER, J., 91, 100 

SOTO, D., 25 

s 



224 ALPABETIK INDEKS 

STAUDT, VON, 82, 83, 88, 91, 118, 123 

STRUVE, F. G. G., 2 

TANNERY, P., 3, 4, 27 
TAURINUS1 106 

THALES, 2 

TUREAU-DANGIN, F., 2 

VERONESE, C., 116, 118 

VITALE, G., 103 

WALLIS, J., 103 

ZENON, 4, 5 
ZEUTHEN, H .. G., 5 

T 

v 

w 

z 

iJtonbul Univonitesi - IMMm•til EnJ1ttU1D Motbeui 
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Yayinlanmat olan eaerler : 

1 - Eeltslzllkler (160 Kre) 
2 - Qokrenk problemlerl (180 Kre.) 
3 - Saytlar teorisinden problemler (500 Kre.) 

4 - Tesadllft hareketler (250 Kro.) 
5 - Geometrlk Jspatlarda batAlar (180 Kro.) 
6 - MekaniAin matematile baz1 tatblkleri (180 Kr1.) 
7 - Yalnaz pergelle yapllan Qlzimler (250 Kro.) 
8 - Dlofant denklemleri (220 Kro.) 
9 - Gruplar teorislne glrlt (375 Kro.) 

10 - E1Jtslzliklere girlt (425 Kro.) 
11 - lndttksiyon metodu (220 Kro.) 
12 - Sayllar teorlsine girle (550 Kr1.) 
13 - Geometrik e1itslzlikler (4.50 Kro.) 
U - Yaln1z cetvelle yapdan Qizlmler (250 Kro.) 
15 - lbtimaller hesabma girlt (550 Kr1.) 
16 - Rasyonel ve lrrasyonel eay1lar (600 Kr1.) 
17 - Qe11tli Geometriler (750 Kro .) 
18 - lndlrgemeli dlziler (200 Kr1.) 
19 - Geometri (Cilt I) (500 Kre.) 
20 - Geometrl (Cllt II) (750 Kro) 
21 - Geometri (Cill Ill) (tOO Kro.) 
22 - Algoritmalar ve otomatik hesap maklnalar1 (4.00 Kr1.) 
23 - Konum Teoremleri (200 Kq.) 

24 - Matematlksel sonsuz (100 Kro.) 
25 - Say1lar ve 1eklller (850 Kr1.) 
26 - E1deler ve Eop•rQalanabilen 1ekiller (800 Kr1). 

T11rk Matematik Dernelinin adreel : 

Fen Fak11lteei Matematlk Enstitllsll 

Vezn eeiler-latan bul 

Flab 750 Krf. 
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