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Bu Kftap Hakk1nda 

Bu kitapc1k, yazar10, Once Moekovada yapdan blr matema­

tlk yar11maa1oa kalllan lise dokuz ve oouocu s10Jf Gfrenclleri 

Onllnde, daha sonra hlraz delitlk blr 1ekllde blr Otretmeo okulun­

da vermlt oldutu blr konferansm yazllarak itlenmlt tekllnl lhtiva 
etmekledir. • lndirgemell dlzller» konu1unun, llse mtlfredatro1n 

blr k1sm1 (aritmelik ve geometrlk dlzller, tabil sayllar1n karele­

rlnden meydana geleo dlzi ve artao kuvvetlere gore dtlzeoleomlt 

ikl polioomuo bOlQnmesinden elde edllen bOIQmlln kataayllar1 

dizlsi v. s.) lie yak1nhl1 vard1r. Bundao ba1ka OnQmQzdeki bu 

kilc;l\k matematlk ltorlsl (anallze al111k olan okuyucu lc;lo, bu 

teorinin sabit katsay1h llneer diferenslyel denklemler teorlslnin 
• tam bir benzerl oldutuoa ipret edellm), bu teorlyl kuran bQyQk 

matematik Qstadlar1n1n yapbjt.1 her 1eyde oldutu glbl, kendi lc;lne 
kapah, baslt ve ac;1ktlr. lndirgemell dlzllerin ana ilatlar1, onse­

klzinci yllzyllm ylrmlncl y1Uarioda Frans1z matematlkcl1l Morvaz 

[ (cos :z + i sin :z)" = coe n :z + i sin n :z formtul\ne O' nun ad1 veril­

mi1Ur) ile lsvlc;rell matematlkC'I DANIEL BERNOULLI, taraf1odan 

ltleoip yay1lm11t1r. Onseklziocl yllzy1hn en bllyllk matematlkclsl 

LEONHARD Euua bu teorlyi daha da gellttlrmlt \0 e «(otrodnctlo 

lo analyslo lnflnltorum, 1748• adh methur eserlnlo ontlc;Qnctl 

ay1tm1 iodirgemell dlzllere (aerilere) ay1rm11br. l odlrgemell di· 

zller koousunda yapllan daha sonrakl c;ahtmalar aras1nda Ozelllkle 

Onemll Rua matematlkellerlodeo P. L. TscHEBYSCHEPF'lo lbtlmaller 

besab1 ve A. A. MARKOF1< 1 un dlferao1lar besab1 kltablano1 zlkre­

debillriz. 
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Bu Yayinlar HakJunda 

.Matematijtln kendi deter! yan1nda, flzlk, kimya ve dolay1-

11yla milhendislik ve aekerlik gibl pratik sahalara ve bilhaSla 100 

zamanlarda biyoloji, ekonoml ve hattl eosyal bllimlere yard1mr 

hizla arthltndan, bu biJim her millet il)in hayatf bir Onem ka­

zanm19t1r. 

Ote yandan, matematik de bu bilimlerio problemlerioi i;Oze­

bilmek li;lo gerek metod gerekse fikir bak1m10dao geli9mek zo­
ruod11d1r. 

Buodan dolay1 biri;ok mernleketlerde bu eahaya daha fazla 

eay1da yeoi istidatlari i;ekmek \'e buolan erkenden ke9fetmek, 
en olhayet buolar10 ejlitimi ii;io her tQrlil fedakArhjta katlanmak 

en Onemli bir mllli ejtltlm siyaeetl olmu9lur. 

Yenl istidatlar1 erkeodeo keoretmek i1;in dU9Qnlllen tedbir­

lerln ba910da, matematik kllltQrQnll genie kitlelere yaymak gellr. 

lkinei D!lnya Hnrbinden sonra blr i;ok memleketlerde, genc:­
lerin teeeBBllslerinl tabrik etmek ve bunlar10 matematik bilim­

lerine karo1 ilgllerlnl arthrmak li;in yeni blr tip matemalik lite­

ratUrU meydana gelmi,tlr. Bu 1:e1lt llteratllrde aramlan oz.ellk­
ler k1saca ounlar olrnahdtr: a) Problem vaz'1 euni olmamah~ 

b) Buolar1 anlamak li;in fazla On bllgiye lhtiyac; bulunmamah~ 

e) Okuyueuyu aktlf lfJblrli(tine ve bir fjeyler kefjfetmejte sevket­
meli. 

lite Tilrk Matematik Derne(ti bu cereyan1 mernleketimlze de 

getlrmek maksadlyle bu yay1nlara batlamtt bulunmaktadtr. Bo 
yaymlar, resml mllfredata bajth ders veya yard1me1 kitaplar ol­

may1p, konular1 yukar1ki prenelplere uygun olarak sei;llmit eeer­
lerdir. Bunlar1n anla11lmas1 li;in llee matematlllnin blr k11m1 

lie okuyucunun saj:tduyusu ve lyi nlyetl klfidlr. 

Tamamen hlzmet olan bu tefebb11stlmQzQn mall kayoaj:t1, 
Milli Egitim Bakanhjt1m1z1n ve Ford Foundatlon'nun ba(t11land1r. 

Tllrk Matematlk Dernetl 



1. 1 n d l r gem c Ii ') diziler kavrann aritmctik veya geo­

metrik dizilcr kavrannnm geni!J lH1;Ude genelle1Jtirilmi1 bir 1ek­

lidir. Tabii say1larm kareleri veya kUblcrinden meydana gelen 

dizilcrle rai;yonel say1lnrm ondahk kesir halinde yaz1h1larmdaki 

rakam dizileri (genel olarak hcrhangi bir peryodik dizi) \'C x in 

artan kun·ellcrine glire dilzenlenmif1 iki polinomun Mlfinmesln­

den 1·1kan b/\l!lmitn katsay1lar1 dizisi '" 11. de lizel olarak bu in­
dirgcmeli dizilerdendir. Buradan, indirgemeli dizilere lise mate­

malik l.i~reniminde s1k s1k rastlanacajt1 anla1dmaktad1r. lndirge­

meli dlziforin leorisi, cl1f,.,·ensler he•ab1 ad1 ile bilinen bir mate.­

matik disiplinin lizel hir MlUmUnil te,kil eder. Hurada biz bu 

teoriyi, okuyucuda bii,; bir lizel bllginin mevcudiyetini kabul et­
medcn (sadel'C hir yerde Jineer cebrin isbatstz olarak verilen bir 

teoremine dayanarak) anlatacajttz. 

2. Dizileri 

(1) U11 U" u., ... , Un1 ... 

veya ktsaca (un} teklinde yazaca1t1z. Elter herhangl bir n yerla­
den itibarcn bntiln terimler i1:ln 

(2) (n ~k=:::l) 

bajtmhs1 cari olacak 1ekilde bir n tabii say1s1 He a,, a" ... , ak 

(reel veya korupleks) saytlar1 mevcut ise, (1) dizisine k-g1nc1 mer­

tebeden bir indirgemeli dizi denir ve (2) bajtmt1s1aa da k-grnc1 mer­
tebeden indirgeme denklemi (inrlirgeme formiilu) ad1 verilir. BOy­

lece bir indirgemeli dizl, terimlerinden herblrloln (belli blr te­
rimden itibaren) (2) uyarmca kendinden hemea Onceki ayni blr 

le 11ay1l!t kadar terim closindea ifade edilebilmesiyle karakterlse 

') Fransszca «rt\rurrenle», almaaca «relnaralv» veya •rekurrf'a.l•. 
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edilir. Burada, sonraki terimlerin besaplanmas1, daha Gncekl te­

rimlerin bilinmesine indirgendllti ic;in «indirgemeli• deylmi kul­

lan1lm111tir. 

Misal 1. Geom e trik dizi. 

(3) ... , 

olarak verilen bir geometrik dlzi ic;in (2) denklemi 

(t) 

tekllni haizdir. Bu rad a k - 1 ve a 1 = q olduguna gtire, geometrik 
dizi birinci mertebeden blr indirgemeli dizidir. 

Misal 2. Aritmetlk dizi. . 

a,= a, a, = a + d, u1 = a ·I- 2 d, ... , an= a + (n - 1) d, 

aritmetik dizisl ic;in 

Un +a= an + d 

olur; bu bagmti ise (2) 11eklini haiz degildir •>. Fakat bu batia­

by1 kom1u iki n degeri ic;in gGzGnilne ahrsak 

elde eder ve c;1karma ilc buradan 

veya (2) 11eklioi haiz olan 

(5) 

2> Bua.un. l~la., sat yanda dlzlaln. sadece aablt ka taay1h terlmlerl · 

ala. bulun.maa1 karakterlatlktlr. 



iNDiRGEMKLt oizlLER 3 

denklemiui buluruz. Burada k = 2, a, -2, a,= - 1 oldu~una 

gfire, aritmetik dizi ikioci mertebeden bir lndirgemeli dizidir. 

~1 is Al 3 . F1aoNAcc1 •) nin kliisik lavean problemini gO­

zfinilne alaltm. Ba problem, ergin bir tavljan c;iltinin her ay yeni 

bir yavru c;irti verdikleri ve yeni dojtanlnrm dn bir ny zarfmda 

tam erginlijte eriljtiklorl biliodij'tine gore, bir ergio lav11uu <;iftin­

den bir ytlda ortaya c1kacak blltiln ergin ta,·ean <;irtlerinin sa­

y1s101 bu Ima problemiodeo ibarottir. Burada ilgi c;ekici olan, ko­

layca bulunabilecek olao sonuc;tau ziyade, lerimleri, yavrulaya­

bilen tav~an ciftlerinin toplam say1stndan lbaret olup, baelang19 
anmdu (u1), bir ay sonra {u1), iki ay sonra (u,) ,.e genel olarak 

n ay soura (u,.+ 1) olan dizidir. A11ikilr olarak u, = 1 d ir. Bir ay 

eonrn b11na yeui dojtmue bir c;ifl daha kalilmakta, fnkat ergia 

tav,ao cifterioin saylSl yine oskl1:1i gibi u, ' 1 olarak kalmakta­

d11. lki ay sonra gen<; tav~ao cifti erginle!Jmi~ ve yanulayubilen 

c;iftlerin 1:1ay1s1 2 yo yUkselmietir: "• = 2. ~imdi n-1 ny sonraki 
ergin i;Hllorin toplum say1e1 u,. vo 11 ay 1:1onrakilerinki de u,.+, 

olsun. Bu zaman iclnde u,. kadar ergin tavean cifti u,. kadar da 

arb~ kaydettiitinden n + 1 ay eonrakl ergio tavljl\Jl <;iftlerinin 
toplam say1s1 

(6) 

olur. Hu yUzden 

u, = 111 + a,= 8, 

u,.+ ., 1111+ a + Un 

Ur.= U4 + u, = 5, 

U7 = Ut + U; = lfj, 
"• = 11, t- "• = 8, 

dir. BOylece terimlerinden herbiri kendinden Unceki ilk iki teri­

mio toplununa e11it olau 

•) F1aosAcc1 veya P11 .. '1t J..ao,.AlU>O orta c•i•n (1200 y11lar1) blr ltat­

yan matematlkelsl olup. Orta Aaya ve Ynk1ndotu mllletlerlnct' blllalp 

kullan1lmakta olan ceblr ve arltmellte all gent, OltDde blr Ozf'lleme,.t 

lhtiva eden •Abakus• adh eserl b1rakm14hr. Kltaban ko11u1u Lr.osA•­

tuaf1ndan yenlden gOzden getlrllml~ ve tamnmlannu~tlr. 
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\ u 1 =1, u,=1, u1 =2, u~=3, 

I u.=fi, u0 =8, u,=13, ... , 

dizh.ini eldc ederiz. Bu diziye F1Bo:-.Acc1 dizisi ad1 verilir, ve te­

rimlerine de FIBONACCI say1lar1 denir. (6) denklemi FIBONACCI di­

zi!linin ikinci mcrtebeden bir indirgemeli dizi oldujtuou goster­

mektedir. 

~I I R !\ I 4 • Haeka hir mh;AI olroak ilzere tabii say1lar1n 

karelerinden ihnret 

(8) u,=1·1, u,-2;, u.=32
, 

7 un=n, 

dizltii n I gtlzOnUne alahro. Burada 

!In+, = (n + 1)2 = n' + 2 n + 1 

ve dolny1siyle 

(9) Un+•= Un+ 2n+1 

dir. n yi 1 artmrsak 

(10) Un+t=Un+1+2n+3 

eldc cder \"C (9)-u (10) dan c1karusak 

u,.+2 - u,.+1 = un+i - un + 2 

veya 

(11) Un+:= 2un+i - Un + 2 

buluruz. ~irudi (11) denkleminde n yi 1 artmrsak 

(12) 

ve buradan da ( (11)-i (12) den ctlkararak) 

Un+• - Un+2 = 2 Un+t - 3 Un+•+ u,. 
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veya 

(13) 

elde ederiz. 

BOylece U~Qncil mertebeden bir indirgeme denkleruine gel­

mie bulunuyoruz. 0 hnlde (8) dizisi ili;llncU mertebeden bir ln­

dirgemeli dizidir. Benzer eekilde tabii sny1lar1n kiiblerinden lbaret 

(14) 1 a. 2•. s~ .... ' 11" • ••• 

dizisinin dordilncU mertebeden bir indlrgemeli dizi oldu~u gOs­

terilebilir. Bu diziye ail tcrimlerin 

(15) 

denklemini ger<;eklediklerinin isbatm1 okuyucuya b1ralnyoruz. 

Mis il. l 5. Blltiln peryodik diziler de indirgemeli dizilere 

dahildirler. Misill olarnk 761 /1332 say11unm ondahk kesir balinde 

761 - o 5713?1"'>1"2 1332 - ' - •"JM Q o 
0 0 

yaz1htmdaki rakamlnr dizisini gozUnUne al11cn~1z. Burada 

(16) 
\ u, = 5, u1 =7, a.= 1, u,=3, 

I a • ...,, 2, a.= 1, a, = 3, 

dir. Atikilr olarak 

(17) u,.+a = u,. (n:::?::: 13) 

dlr. Bunn (2) veklinde gotiterebilmek i~in 

a,.+1 =0 · u,.+ 1 +0·Un + 1 +1 • u,. 

yazareak, bu denklemln U<;ilncU mertebeden bir indirgeme for­

mllltl oldu~u gt!r lllll r , (k = 3, a1 = O, a,= 0, a,= 1). 
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$u halde (16) dizisi ill,'tlncU mertebeden indlrgemeli bir di-

zidir. 

M i s a l 6 . ~lmdi x in artan kunetlerine gOre duzenlen­

mit iki polinomun bOllimilnden i;1kao bOIUmQn katsayllar1 dizi1ini 

gl.)zl.)ntlnc alahm : 

P(x)=A.+ A, .\"+ ··· + A1x1 

ve 

olsun. 

P(.\") polinomunu Q(x) e •bOlelim» 1); P (x) ejter Q (:r) ile ka­

lans1z olarak bOIUnemiyorsa, blllme s101r111z bir tekllde devam 

ettirilebilir. Boylcce bUllim olarak, ard-arda bulunan terimlerle, 

D • ...L D, .\" + D, x1 + D, x• + ·· · + D,.x"+ ·· · 

elde c<lilir. ~imdi 

(18) 

diz.isini g!lzOnfine alarak, bunun k-y10c1 mertebeden bir indirge­

meli dizi oldujtunu gOsterecejtiz (burada k-nm bOleoin dereceal 

oldujtunu hatirlatahm). Bu maksatla sadece n ~ l - k + 1 tart1m 

sag"layao herhnngi bir n tabii say181 alahm ve bOlme itleminl, 

bOIUmiln x"+k y1 ihtiva eden teriminde keselim. Bu takdirde ka­

lan olarak, x in (n + k)-y1oc1dan daba y!lksek kuvvetlerini ib­

tiva eden blr R (.\") polinomu elde edilir. BOlllnen, Mien, bOll\m 

ve kalnn arasmdaki batmby1 gOz.Onilne ahrsak, 

Au + ··· + A1x1= 
- (80 + · · · + Bk xk) • (D. + · · · + D,.+k x"-!'k) + R(x) 

idantikligini elde t•dcriz.. 

') Burada bahla konusu olan, 11ollnomlar1n bOIOmllnde kullantlaiie­
lenden farkh blr mftlodtnr .-e knvTet serllf'rlnde bellulz kateaytlar 
metodu yardamlyle yapalan blllme lelemlne henzer eekllde yllrllttllllr. 



INDIRCEMBU DIZILER 7 

~imdi bu denklemin aat ve sol yanlarmda :r" +" DID kataa­

y1larm1 arayahm ve bunlari blrbirlne eeit yazahm. n + le ~ l + 1 

olmaa1 y0z0DdeD .r"+k DID SOI yandaki kataay111 Slfll'& eelttir. 0 
balde aat yaDda da .r" +" nm kataay111 11f1ra eeit olmahdll'; 

.r"+" II terlmler lee yalmz (B0+· · ·+B• x•). (Do1+ · • ·+ D,.+k x"+k) 

c;8J']nmmdan gelir (zlra eOylendliti Ozere R (.r) kalan1 .r In daba 

ytlksek ku\'\'etlerlni ibtlva etmektedir). Bu yOzden aranan kataay1 

(19) Dn +k B. + D .. + .1<-1 Ba+ ··· + D. B" 

dan ibaret olup, yukarda kaydedildijti Uzere, 11f1ra eelt olmak 

zorundad1r : 

D,.+• B.,+ D,.+.1<-a 8 1 + ··· + D,.B• = O. 

Buna gore (80 + 0 oldujtundan) 

(20) D,.+. = - ~ D,.+• -•- ·· · - ~: D,. (n ~ 1 - 1e + 1) 

olur. Bu i»e le-gmcr mertebedtn bir indirgeme formllllldllr; bura­

dan da (18) dlzialnln le-gmcr merteb.Jen bir iDdirgemell dizl ol­

dutu sonucuna var1111'. 

3. MieAI . 6, gOzOnUne ahnan mieAller ara11nda en genel ka­

rakterl haiz alan1dir. i.;imdi 

(21) 

gibi, 

(22) 

a t, a,, ... , u,., ... 

u,.+k = a, u,. +k- 1 + · · · + ak u,. (n ~ le ~ 1) 

1elelindelei bir dtnlelemi gerrelcligen le-gmcr merlelH!den bir indirge­

meli dizinin, IH!lli bir P (.r) polinomanun 

Q(x) = 1 - a1 x - · · · - ak x• 
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polinoma ile bOliinmeainden ~rlcan bOliimiin lcat•ay1lar1 diii•i11t i<lan­

tilc olduganu gOstcrecejtiz. 

n say1S1 n > le + m - 2 tartm1 geri;ekliyen hcrhaugi blr ta­

bll say1 olsun. QC.:) polluom11n11 ud-utx+ u.x:+···+ 11n+1 xn 

Ue c;arpalJm. Bu takdlrde 

(1 - a 1 .r - a, x 1 
- • • • - a1c xk) (u1 + u 1 x + 

+ · · • + UJc+m 1 xlc +m-t + '· · + Un+i xn) = 
= (u, + (at - a, u1) x + · · · + 

+ (a1c + m- 1 - a, UJc +m -1- • •' - OJc Um ,) .t'Jc + m ) + 
(2J) + ((a1c+ m - a, Uk+m - 1 - • • • - a1c Um) x k + m 1 + 

+ ··· + (u,,+ 1-01 u,. - ··· - a1cu,, 1c ,. 1) .t"'1J-
- [(a,un I I+ ... + OJc Un - lc+t ) ... "+I+ ... + OJc Un+ I xn .+- Jcj 

elde edilir. 

Burada blrinci ktiteli paranfoz ic;inde: katsay1lar1, bizcc se­

c;ilmlt olan /1 ye ba~li bulunmayan, I -= le+ m - 2 - inci dereceden 

blr polinom bulunmaktad1r. Bunu P (x) ile gl\slerelim : 

P(x) = u, + (u1 - a 1 u 1)x + ··· + 
(25) 

lkinci k1>11ell parantez ic;lnde lsc biltUn katsay1lar1 (22) denk­

Jeml geregince hep 111(1r olan blr polinom \'ard1r. Xihayet 11onun­

cu kOteli parantez, katsay1lar1 n ye ba~ll olan, fakat (n 'T 1)-in· 

cldeu daha dUtllk dereceli hie; blr terlm ihli\'a etmi~•en blr poli­

nom vermektedlr. Bnnu Rn (x) Ile gosterir11ek, (24) idantikll~l 

(26) 
+ • · · + u,.+ 1 x") + R,,(x) 

eekllne girer. Huradan gOrilldlljtll llzere. P (x) In 
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Q(x)=l - o1 .\"-o2 x'- ··· -a1cxlc 

ile bolllnmesinde u, --'- u2 .t: + · · · + un+, :c" bOlilmil, Rn (x) ise ka­
la01 teekil etmektedir, ynni 

dizisi geri;ekten (25) in (23) ile Mlilnmesinden i;1kan Mliimiin 

katsayllar1 dizisinden ibarettir. 

Mieill ohtrak 

u,=1, ut =l, u~= 2. u , =3, u. = 5 • ... 

FrnoNACCI diiisini gBzonUne alaltm. Bu dizinin terimleri 

(n ~ 1) 

dcnklemini ger<;eklediklerinden, bu ha! Icln m = 1, k = 2, a
1
=1, 

02 o=... 1, ve Q (.\") = 1- .\" - .\' dir. P(x) poliuomu, k t m ·- 2=1 

den daha yllksek derecell olmamalid1r. Buna gore (2fi) uyarmca 

P(x) = 1 + (1 - 1 · 1) x = 1 

elde edilir. 0 halde F1soNACCt say1Jar1 1 in 1 - x - x • He IJOiun­

mesinden meydana gelecck b61UmUn kabiay1lart dizisi ile ,i;uk11-
111aktad1r. 

4. LiMe 0$tretiminde aritmetik ve geomelrik dizilerle oldu~o 
gibi tabil say1lann kareleri dizisiyle de ilgili olarak ivOziilmesi 

gereken problemlerden blri de, bu dlzilerden herblrine ait n te­

rimin toplam1n1 bulmaktJr. Genel olarak 

(2i) 

terimleri 
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denklemioi gerc;ekliyen, k-ym c1 mertebeden bir indlrgemeli dizi 

olsun . Bu defa (27) say1lar10m •n topla mlarrndan teokil edilen 

yeoi 

dlzisini gOzOnUne alahm. ~imdi bu dizinin de ayol tekllde bir 
io dirgemeli dizi oldujtunu, daba ac;1k olarak, terimlerl 

(80) 
•n+ l:+1 = (1 !- a1) •n+ l: + 

+-(a., -- a 1) •n+l: 1 I-···+ (al: - al:-1) • 11 + 1 - al: •n 

denklemioi gerc;ekliyen (k + 1)-inci mertebeden bir indirgemeli 

dizideo ibaret bulunduj.tunu gl>aterecejtiz. 

lspat i<;in, ai;1kc;a gOrUldUjtU Uzere, 

(:il) 
\''•="" u2 = s, - u 1 =a2 -•1, 

I Un = 811 - (u1 + • • • + Un - 1) -:::: •n - •n- " 

oldujtuoa i~aret edelim. 

•• = 0 koyarak u, -= •1 - s 0 yaz1hr ve (28) deokleminde 

u,, u2 , ••• , un, ... ler yerlne ••• •., ... , •n• ..• cinslnden olan ifadelerl 

konuna 

•n+ l: - Sn+l:-1 - a1 (•11 ... l: -1 - •n -t l: _,) 1-

+ a, (sn+ l:-t - Bn+l: -e) + • • • _ J. Ok (sn - Bn-1) 

elde edilir ,.e buradan 

•n+ lc = (1 + a 1) •n+ l:-1 + 
+ (a, - a1) Bn+k-t + · · · +(al: - Ol: - 1) 811 - a1c Bn- 1 (n :;:.; m) 

veya, n yerine n r 1 koyarak, 

•n+l:+. = (1 + 01) •n 'l"lc + 
+ (a1 - a1) •n-lc~1 + · · • + (a1c - Ol:-1) • 11 +1 - Ok •n (n :;:.; m - 1) 
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bulunur. Bu ise (k + 1)-inci mertebeden bir indirgeme formUHldilr. 

Birkac misiU gBzBnilne alahm : 

a ) Geom et r i k d i z i . Burada u11 = aq11
-• ve 

s,.= u, +a,+ ··· + u,. = a+aq+ · · · + aq11
-• 

dir. {a11 } nin terimleri u,,+, = qan l}eklindeki bir denklemi gercek­
lediklerinden {s,.) nin terimleri 

(32) Sn+2 = (1 + q) Sn+. - q s,. 

denklemini saglamak zorundad1rlar. 

b) T ab ii s a y 1 la r 1 n k are le r i d i z is i . Burada 

a11 = n
2 \'e Sn = 1 + 22 + · · · + n• dir. {un} nin terimleri 

u,.+n = 3 Un + 2 - 3 Un+ 1 + Un 

deoklemini gercekledikleri icin (bk. S. 5), {s,,) niokiler 

s,. +, = 4 Sn +• - 6 sn+ 1 + -1-s,.+ 1 - s,. 

denklemini !\a~Iarlar. 

c) FIBONACCI say 1 I a r 1 • Bunlar 

denklemini gerceklediklerinden, s11 toplamlari 

Sn+•= 2 s,. +~ - s,. 

denklemini sa[tlamak zorundad1rlar. 

5. Meeelll aritmetik veya eometrik diziler , tabii s ay1larin 

kareleri veya kublerinden ibaret diziler veyahut da peryodik 

diziler gibi <'D bnsit indirgemoli dizilerde, dizioin her terimini, 
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daha <Snceki terimleri hesaplamakstzm bulabiliriz. Fakat FIBONACCI 

sayilari dizisi veya geuel olarak iki polinomun b<Slttnmesinden 

t.;1kan MHlmUn katsaytlari dizisi i~in ilk bak1~ta b<Syle bir imkan 
g<Sremiyoruz. Meselil onili;Unctl FmoNACCt say1s1 olao u,. i1 he­

saplamak i<;iu, evveHl ard·arda daha tinceki bUtlln terimleri be­
sap etmemiz gerekiyor (bu nun icin u,, n = u,, ri + u,, denklemini 

kullao1yoruz) : 

u, = 1, u, = 1, u8 = 2, a, = 3, u,=5, u,1 =8, u1 =13, 

u. = 21, u,, = 34, U1 0 = 55, Ull ..:: 89, U 11= 144, U 14 = 233. 

~imdi bir indirgemeli diziye ait terimlerin yap1s1 hakktnda 

daha esnsh bir incelemeye ge<;ecek ve neticccle, genel halde bile, 

bir indirgemcli dizinio her terimini, dalta <Soceki terlmleri bclirt­

meye Hlzum kalmadan hesap!ayabilme imkilnm1 veren formilller 

elde edecei,tiz. Bu ttlrlii formllllere, bir aritmetik veya bir geo­
metrik dizinin gen el terirnini veren form illlerio cok genelle!(lliril­

mi~ 11ekilleri g<Szllylc bak1labilir. 

(33) Un +k = a, Un+k - • +a, u,. +k - 2 + · · • + ak Un 

k-y10c1 mertebeden bir indirgeme forrutilii olsun. Bu denklem 

biltUn 11 = 1, 2, 3, .. . tabii say1lar1 i<;in gcri;ekleniyorsa, n = 1 

koyarak 

elde edilir. 0 halde u., u2 , •• ., uk biliniyorsa, uk + • de hesaplana­

bilir. (33) de n = 2 koyalun; bu takdirdc 

bulunur. B6ylece uk, , bilytiklil!lU de ~izce biliniyor demektir. 
Gene! olarak m herhangi bir tabii say1 oldujtuna g<Sre, ejter 
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terimleri Onceden hesaplanm1e ise, (:33) deukleminde n = m koyup 

buradan um +lt ard1e1k terimi bulunabilir. 

0 halde terimleri (33) denklemioi gerc;ekliyen k-ymct mer­

tebedeo bir iodirgemeli dizinin ilk k terimi olan a,, u2, ••• , u1e 

bilioiyorsa, dijter terimler bu denklem yard1miyle tek tilrlil belir­

tilebilir. Bu terimler mUmkiin olan biltiln tarzlarda secilecek 

olursa (bu sei;me iei hi<; bir snnrlamaya bajth tutulmam11ttr), 

(33) denklemini gercekliyen ceeitli dizilerden ibaret sonsuz ele­
manh bir cilmle elde edebiliriz. Bu ciimlenln elemanlar1 olan dl­

ziler birbirlerinden, ilk k terimleri (hie olmazsa bunlardan biri) 

bak1mmdan oldu~u gibi daha sonraki terimler itibariyle de far­
kederler. Mesehl birinci mertebeden 

Un + i =qu,. 

denklemini q ortak carpanh bUtiln geometrik dlziler gerceklerler 

(bunlar birbirlerinden u 1 bae!ang1c terimi bak1m10dan farkeder­

ler). Bunun gibi ikinci mertebeden 

Un + 2 = 2 Un+1 - Un 

( veya un+ 2 - un+ 1 =un+ 1 - un) indirgeme denklemini, hio olmaz­

ea u1 =a ve a 2 =a+ d terimlerinden biri bakunmdan birbirin­

den farkeden biltiln aritmetik diziler gerc;eklerler. 0 halde bun­

lar ya a baelang1c; terimi \•eya d ortak farkt veyahut da ayni za­

manda her ikisi baktmmdan birbirinden farkhdirlar. 

Bir de ikinci mertebeden 

Un+t = Un+1 +Un 
denklemini gOzOnDne alabm. Bu deoklemi, a 1 =a,=1 ile karak­

terize edilen 

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, ... , ... 
FmoNACCI dizisi gerc;ekledili gibl, a, ile a, nin c;e1itli sec;ilifleri 

ile elde edilen sonsuz eaytda ba1ka ba1ka diziler de gerc;eklerler. 
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MeseHl u, = - 3 ve ut = 1 i<;in 

- 3, 1, - 2, - 1, - 3, - 4, - 7, - 11, - 18, - 29, ... 

dizisi elde edilir. 

Ayni bir (33) denklemini geri;ekliyen herhangi 

(34) 
) 

x., x~, ... , Xn, ... , 

~'.'. :.2'.. :·.·~. ~~'.. :·.·: 
z 1, .z 2 , ••• , Zn, ••• 

diziler ciirulesi verildiltine gore 

(35) j 
Xn+k = ai Xn+k-1 +a, Xn+k-2 + · · · + Ok Xn, 

~n-~~ • •• ~'.~~~-~~'. ~-~~~~~-~~~ ~::: .:. ~~-~~' 
\ Zn+k =a, Zn+ k- 1 + a, Zn+k-2 + · • · + ak Zn 

denklemleri de sajtlamrlar. ~imdi (34) de bulunan dizilerill saym 
kadar olmak llzere, her bang! A, B, .. ., C say!lanm secelim ve 
(35) deki birinci denklemi A ile, ikincisini B ile, ... , sonuncusu­

nu da C ile <;arp1p toplayahm. B1lylece 

A Xn +k +BYn+k+ · •• + Cz,.+k= 

=a, (A Xn+k- 1 + B Yn+k- 1 + • ·' + C zn+k-1) + 
(36) 

+a,(Axn+k-~+BYn+k-t + · ·· + C Zn+k- n) + 

elde edilir. Buradan fJU <;Ikar: (34) dizilerinden birincisinin biitiin 

terimlerini A ile, ikincisininkileri B ile, ... , sonuncusununltileri 

de C ile <;arpbktan sonra bul unan dizileri terim terime (birinci 

terimleri birincilerle, ikincileri ikincilerle, ... ,) toplamak suretiyle 

elde edilecek 
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r 
t 1 = A .r , +By, + ·· · + c z,, 

t ,= A r,+ By,+ ··· +C::,, 

l < :~ ~:. ·" Bg~ ~:···: ·: ~ .C ;. 

15 

dlzlsi, verilen (33) denklemini ger1,1ekler. A, B, . ., C 11ay1lar1n1 

gelltlgtizel sei;mlt olduitumuz ii;in, bu ~ay1lar1 dejtittirruekle irenel 

olarak birbirinden farkli bulunau t., t ., t1 , ••• dejterleri elde edUir. 

~imdi 

(38) 

(38) denklemini geri;ekli)·en herhanRi bir dizi olsun. Hurada 11u 

soru ortaya 1,11kmaktad1r: acaba A. B, .. ., C say1lar1, (8i) diziai­

nin Ilk k terimi ile (3!>) 1lizisinin ilk k lerimi i;ak111acak tekllde 

~llebilirler mi '! Ejter bu mUmkUn olun1a, anlat1Janlara gore, 

(37) ve (38) dizilerinin dijter biltiln terimleri de birhirlerlyle <;a­

k•t•rlar, yani her n tabii sayl81 i~in 

(39) Un = A X n + B !In + • · • + C =n 

etitliiti cari olur. 

BGylece k-y1nr1 mertebeden ayni bir indirgeme formtlltlntl 

geri;ekliyen dizilerden milte11ekkil sonsuz elemanh blr ctlmlenia 

her dizisini, bunlardan baz1lari (yani (3-t) dekiler) cinslnden (39) 

formtllllne gore ifado etmek imkiln1 (timdlllk farazl olarak) elde 

edilmlt olur. Bunun geri;ekle11ebilmesi, A, B, ... , C 1ay1larmia, 

u,, u,, ... , u1r salt yanlar1 geli11ig1lzel ,·erilmit olan 

(40) 

) 

Ax, + By, + ··· + c:, = u., 

A.-~~ .~ ~~~.~ .. ..... ~ ~~~ ... ~.21 
A r1c + B !lie + · · • + C z1c = u1c 
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denklemlerini sa!,tla~·abilmeleriuin mUmkiln olup olmamas1nu. bu.~­

hd1r. 

Burada A, B, .. ., C sar1lar1 hilinmeliikleri \'e denklem saylBI 

da indirgemeli denklcmin k mertebesine eeit oldu~u i<;in, uygun 
olan1, A, B, .. ., C biliumiyenlerinin say1sin1 da (bu say1 (34) cli­

zilerinin saylSlna eeittir) k ya eeit olarak sei,;mektir. Biliyoruz 
ki k tane A, B, .. ., C bilinmiyenli ve k deoklemli (40) lineer 

cebrik denklem sistemiuin i,;OzUmlerinin mevcudlyeti, sii:1temin 

x., Yu .. ., z., .... x.i., Yk• .. ., Zk knb1ay1larma, dolay111iyle (lH) dizi­

sinin baelang1e terimlerinin nBR•I oldu~una bajthd1r. u1, u,, .. ., u.i. 

sa~ ynnlar1 geli1igUzel verilmieken, meeelll 

(41) 
) 

·'·1=1, y, =O, ... , z, =O; 

.Y t • :~.~·. ~'. ~.1.'. :·.-: • ~~ • • • ~; 

.t·k = O, Yk=O, . •• , z.i.=1 

abnd1!'t1 takdirde, bir ~6zUm mevcut olur. Uereekten bu hal ic;in 

( 40) si!,temi, sisteruin c;6zUmUnU derhal veren 

oeklini haizdir. 

Nlhayet denklemlerin sa~ yanlar1 nasll olurea olsun, (40) 

sleteminln bir c;ozllmll halz olabilmeei ic;in 

x,, ... , %11 ... , Xk, .. ., Zk 

sayilar1 ba1ka tl1rlil de eec;ilebilir. Meselll 
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(42) 

\ .t", = 1, y, = l, .. ., z, = 1; 

I x, . .. . ~·. ~· .•. .1:. :·.·.·. ~~ ... ~; 
, .t"1c=O, Y1t=O, •.. , z1c=l 

ahmrea, sietemimiz 

) 

A+ B+ ··· +C=u., 

... -~ ·~· : :: .-:. ~ ... ~" 
C=u1c 

1ekllne girer "'e ard-arda 

C =u,., ... , B=u,-11,, A = u,-u, 
elde edlllr. 

~lmdi genel hale ge~erek a9a~1daki teoremi ifade edelim : 

u., u., ... , Ult •al ganlari geli,;giizel ''erilmi1 olan le bilinmi­

genli, k tane lineer cebrik (40) Jenklemlerinden miitqe/ckil bir •i•­
temin tam bir tane {:oziim talumrnzn me<Vcut olabilme.i ipn gerelc 

<Ve get er 1art, bu •i•teme tekab1il eden 

(40') j

"Ax, +By,+··· +cz, = O, 

~ .~·. :~.~.~·. :. ·.·.-. :.~.~· ... . ~· 
~ A XJc + B Y1c+ ... + c Zlr = O 

liomogen den/elem •ideminin 

A = B = ··· = C=O 

dan ibaret yalnrz bir •rfir '°oziimiinii laaiz olma•idrr. ') 

') Bu teorem, uy1ulanmu1 h1k1m1ndan determtnantlardu blo blr 

.. Y blhaeye lbllya1,; v;ilslermedltl 11,;ln mabada ,.ok elverltlldlr. Bu bu..-
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Okuyucu teoremdeki hipotezin (41) ve (42) Ozel halleri ic;in 

saglanchgm1 kolaycu ger<;ekliyebilir. A!faittda bu teoremden fay­

dalan1lmas1 gereken hallere rastlayacait1z. ~imdilik (teoremden 

ba~1ms1z olarak gOeterilen) l)U neticeye dayanacai:t1z : Oyle 
x 1 , ••• , z., ••• , x10 ••• , z1c eay1lar1 ( (3-l) dizisioin ba!!lang1~ terimlerl) 

vard1r ki, u 1, u,, ••• , u1c sag yanlar1 geli!figQzel verilmi!fken, (40) 

sistemlnin bir <;l>zilmil rnevcut oleun. Bu ~e!flt sayllar (34 dlzi­

sinin ba1jlang1c terimleri olarak seciliree, daha Once sOylenilenler 

gere~ioce, (33) iodlrgeme denklemini ger<;ekliyen her dizi, A, 
B, ... , C eay1Jar1 (40) denklem eieteminden belirtilmi9 olmak Uze­

re, (39) formillii uyar10ca ifadc edilebilir. (33) denklemini ger­

c;ekliyen her diziye ait terimlerin (39) formillt\ yard1miyle (yani 

belli A, B, ... , C saytlariyle ca rpm a ve toplama ile) belirtilmesioe 

yarayan k dizili (34) sietemine indirgeme deokleminin tabani 2> 

denlr. 

Ba a~1klamalardan: her diziye ait, ce11itll tarzlarda secilebi­

len, bir tabanin mevcut oldu~u ueticeei <;tkar. MeseJA 

ta blraz bllglal olan llltrencllere ,unu hahrlatahm kl. sat yanlart gellotrll­

ael verllmlt olan (40) alslemlnln blr~l!zllmll, ancak ve ancak 1lslemln kala&· 

x,y, ··· z 1 

I= x,y, ... Zo 

XJc Ylc ••• ZJc 

:nlar determlnanlt111n s1hrdon farkh olmas1 hallnde mevcuttur. Bu 

tart. salt yanlart gell,lgttzel (meselll a1hra eolt) olan (tO) alslemlaln 

\\ll•llmllnlln lek lllrlll olma81 lc;ln de gerek ve yelerdir. BOylece It bllln­

mlyenll It denklemll blr slstemde salt yanlartn gelltl1111zel verllml~ ol­

•••• balllldekl .. OZllmllo mevcudl> ell l~ln al!ylen•n fart. sat yanlar1a 

a1f1r olmas1 hallndekl .. O&llmlln tek tllrlll olmas1 o•rlt lie i.:ak19maklad1r. 

lote teoremlo metnlnde tam bu hueus lfodealnl bulmakladir. 

') Alman llteratllrllnde bunun i .. ln "lemel dlltller slateml• deylml 

de kulla111lmaklad1r. 
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1, O, ... , 0 ' 
0, 1, ... , 0 ~ 0, o, ... , t ...__...,..__. 

(Ir} 

veya 
1, 1, .. . , 1 

l 0, 1, ...• 1 

0, o .... , 1 ...__...,..__. 
(Ir) 

ba~langu,1 terimli slstemler, k-y1nc1 mertebeden herhangi bir in· 
dirgeme denkleminin bir tabantnt teekil ederler. S. de sOylenen­

leri bir arada Ozetliyelim : 

k·gmc1 mertebeden her indirgeme denklemi icin, onu gercek­

ligen birbirinden farklz sonsu::; sagda di::;i vard1r. Bu dizilerden 

herbiri, bu indirgeme denklemini gercekligen ~.1e denklemin tabanmr 

te1kil eden k di:::iden, bu di:ilerden hubirini belli A, B, ••. , C sagr­

larigle carpzp terim terime toplamak suretigle in1a edilebilir. 

Boylece: k·gmc1 mertebeden bir indirgeme denkleminin tam 

coziimiinii elde etmek icin, bu clenklemi gercekligen "e onun bir ta­

banm1 te1kil eden sonlu sayula, gani k tane, dizi bulmak geti1ir. 

SOylenileni misallerle ac1klayahm : 

Mis Al 1 . lkinci mertebeden bir 

Un+t = 2 Un + 1 - Un 

indirgeme denklemi verilmh~ olsuu. Bunun taban1 

x u x~ , x 1,, • • • , .r,., ... , 

y., Y t • g ., · · ·, !Jn• • • • 
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gibi lki diziden ibaret olmahdu. Bunlar1 

x,=1,x,=1 ve g,=O,g,=1 

teklinde secellm. 

Un+~ - Un+•= Un+ 1 - Un 

olarak yazilabileu indirgeme denklemimiz, iki komtu terlm far­
lunm sabit oldu~unu, yani verilen denklemi ger-;.ekllyen dizinln 
bir aritmetik dlzi olmnk zorunda bulunduAunu gllsterdi~lnden 

x, = 1 ve x, = l batlang1c terimli {xn} dizisi ic;in ortak fark1 s1f1r 
olan blr aritmelik dizi, yani 

1, 1, 1, ... , 1, ... (.l'n=l) 

dizisi elde edilir. g, = O, ve g, = 1 . batlang1c terimli {g,.} dizial 
icin lee ortak fark1 l olan bir aritmetik dlzi, yaol 

O, 1, 2, ... , n - 1, . . . (gn = n - 1) 

dizisl bulunur. 

(39) formillUne gllre, verilen denklemi gerc;ekllyen her in­
dirgemeli dizinin terimlerl 

Un=Axn+Bgn=A +B (n-1) 

teklindc gllsterileblllr; buradakl A ye 8 

u 2 =A+B (2-1) 

yani 

u,=A, 

u2 =A+B 

denklemlerinden 



INDIROEMBLi DIZtLER 21 

A=u1, B=u,-u. 

olarak belirtllebilir. Buradan 

un=u1 +(n-l) (u~-u 1) 

c;1kar. Bu ise 

denklemini gercekliyen her dlzinin genel teriminden ibarettir. 

Bu gene! teriml, u 1 =a. u, - u 1 = d kabul cderek 

Un = a + (n - 1) d 

oeklinde gtselerebiliriz. Bu da bir aritmetlk dizinin genel terimi 

ic;in bilinen form11lden batka bir teY dejtildir. 

M i e A I 2 . lkinei mertebeden ba~ka bir 

u,.+2 = u,.+1 + u,. 

indirgeme denklemini guzuniine alalun .. l" 1 = 1, x, = 1 koyarsak, 

daha oncelerl bahsi geo;en 

1, 1, 2, 3, 5, 8, ... 

FtBONAcc1 dizlsini elde ederiz. Taban ii;in gerekli ikinci bir {gn} 

dizisi olarak 9 1 = 0 ve g, = 1 den elde edileni alahm. Bu takdirde 

Ya =92+ g, = 1, g,=g, + 92 =2, Y; =9• + Y•= 3, ··· 

olur. Burada y 2 = .l"u y, = x 2 , y, = x., g, = x., ... ve gene! ola­

rak 9n = Xn- 1 (n = 2, 3, ... ) olur. Gerc;ekten bu denklemleri bii­

tlln n...::. m + 1 ic;in yazd1lt1m1z1 ve ozellikle 9m+1=xm, 9m=Xm-1 

oldu~nu dUtjllnUrsek, Ym+t ic;in 

9m+t = 9m+ 1 + 9m = Xm + Xm - 1 = Xm+1 
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bulunur, yani isbat edilecek olan denklem 11 = m + 2 icin de 
cari olur. 0 halde 

Yn = .i-n-1 (n = 2, 3, ... ) 

dir. BOylece daba once sOylenilenlere gore ((39) formiil11) : 

denklemini gercekliyen her dizi icin, 

Un=A Xn+B Yn 

batt1ntl8l bulunnr; burada A ve B 

u, =Ax, +By1 =A, 

denklemlerinden belirtilecektir. Buradan 

ve dolay1siyle 

c1kar. n ~ 2 icin Yn yerine Xn-1 konabilir. Bu takdirde 

Un= u, .\'n + (u~ - U1) Xn-1 (n::::.. 2) 

veya 

olur; n ~ 3 icin 

·'°n = Xn-1 + Xn-11 

yani 

oldugundan 
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an+t - u,.+1 +Un 
denklemini ger~ekliyen her dizinio terimleri, FIBONACCI eay1lari 

yard1miyle, son olarak buldujtumuz formill uyarmca ifade edile­

bilirler. Ozel olarnk U1 = - a, u, = 1 i<;in (bk. s. 13- 14) 

(n ~ 3) 

olur. 

6. i:;;imdi, QOk geoel olnn baz1 rsartlnr alt1oda (33) 

Un + k = a1 a,.+k -1 + a1 lln+k-t + · · · + OJc u,. 

indirgeme denklemi ic;in, rarkh ortak c;arpanlari haiz k tane geo­

metrik diziden ibaret bir taban bulunabileee~ini glistereee~iz. 

Bu maksatla 

.l'1 = 1,x,=q, .. ., x,. = q" - 1, ... (q+o> 

'eklindeki blr geometrik dizlnin hangi eartlar altmda (33) denk­

lemini ger<;ekledi(tini tesblt edelim. 

oldu~una dikkat ederek bu bUyuklUkleri (33) denklemlnde 

(u,. +k, u,.+k • ., .. ., a,. yerinc) yerlerine koyahm; bOylece 

elde eder ve buradan 

(43) 

buluruz. 0 balde 

Bir geometrik di%i, k-gmc1 mertebefen bir (33) indirgeme clenk­

lemini, ancak di%inin q ortak ~arp2mnm (43) 1eklincle, k-g1nc1 de­

receden ve (33) deki agni kataag1larla te1kil eclilen, bir cebrik denk­

lemi ger~eklemeai halinde l(er~ekligebilir. 
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(48) denklemine, (33) iodirgeme denkleminin karakteriatik 

denkleml den Ir. q = 11 karakteristik denklemin herbaogi bir kOkll 

iee (reel veya kompleks) 

(44-) (n = 1, 2, ... ) 

koymak suretiyle, ba§lang1c; terimi ~1 = 1 den, ortak c;arpan1 d 

11 dan ibaret olan ve (33) denklemini gerc;ekllyen blr geometrik 

dizi eld edilir. Gercekten, bipoteze gUrc oc (43) denkleminin kO­

ktt, yan 

oldu(tundan, 11 herhangi bir tabii say1 olmak Uzere, her ikl yan 

et"-• ile carp1larak 

bulunur; yani (4!l) dizisi (33) denklemloi gerc;ekler. Bu yUzden 
(4:3) karakterletlk denklcminin her q = x kUkUne, (33) denklemini 

gerc;ekliyen ve ortak carpan1 x olan bir geometrik dizl kar§ihk 

gellr. Sadece iarkh ortak c.arpanlari baiz geometrik diziler yar­

d1miyle bir taban in~a edebilmek icln, bu dlzilerden yeteri ka­

darun, yani k taneeini elde bnlundurmak icabedcr ve bunun icin 

de karakteri11lik denklemin birbirinden farkh k tane kOkiine lh­
tiyac; vard1r. 

Karakteristik denklemin bUlUn kOklerlnln blrblrinden farkh 

oldu(tunu kabul edelim : 

Bu takdlrde (33) denklemini gercekliyen k tane geometrik dizi 

elde edllir : 

(45) ~ 
1, x, %

1
, ••• , x" - 1

, • • • , 

1, /1, pz, ... , .r1n-1, ... , 

I 
\ 1, r, 12, ... , r"-•, .... 
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~imdi (45) dizilerinden ibaret sistemin (33) denklemine ait 

bir taban te11kil ettijtini, yani (33) denklemini gercekliyen her 
(u,.l dizisine kar111hk, her n ic;in 

(46) Un= A :x"-1 + B fin-1 + • • • + C "/n-' 

bag1ntts1 cari olacak eekiJde A, B, ... , C sayllar1n1n bulunabile­
cejtini glSsterelim: 1sbat ic;in, (46) da n = 1, 2, . . . , k alarak elde 
edecegimiz 

' A + B ...L • • • + C = u., 

I · ........ ~. ~ .~ ~ '.;.~ ....... ~ .~ .i' •••. U.2'. 
\ A:xlc-• t-B{ll<-•+ ... --'- C1"-'=u1< 

denklem sisteminin, sag yanlar gelieigUzel verilmie iken, A,B, .. .,C 
bilinmiyenlerine gore c;Ozlllebilece~ini gOstermek yetielr; bunun 
ic;in de yeter eart, miitekabil 

(48) j 
A+B+ ··· +C=O, 

A :x + B fi + · · · + C ;- = 0, 

A ,_Jc-• +B ,11c-• + ·· · + Cylc- 1 =O 

homogen sisteminin yaln1z s1f1r-cOzUmUnil haiz bulunmas1dll'; bu­

nun ise gercekten bliyle oldugu eu !!ekilde gOrUlUr: Bir an ic;ln 

(48) in s1l1r·c;~zlimilnden farkll bir cOzUmU oldul}unu, yani 

A, B, ... , C say1larmdan en az biri, mesela A, s1f1rdan farkh ol­

mak Uzere (48) sistemini sajtlayan A, B, ... , C saytlarmm mevcut 

bulunduguuu kabul edelim. Buradan bir c;elitmeye gelmek mak­

sadiyle, ilk<>nce x = 11, ... , x = "/ ic;in s1fira, x = :x ic;in 1 e ettit 

olan (k - 1) - inci dereceden bir M (x) polinomu tettkil edelim. 

(k - 1) - incl dereceden olan bu polinom :c in birbirinden farkl! 
k -1 tane dejterl, yani p, ... , "/ dejterleri ic;in s1fir ettil}inden, bu 

polinom, I' herhangi bir ~abit say1y1 glSstermek Uzere, 
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M (x) = µ (x - ti) ••. (x - ;') 

klinl haiz olmahd1r .. i- = 1 konuldu!?unda M(x) = 1 elde edil­
meli, dolay111iyle 

ve 

olmahd1r. BOyJece 

1 = µ(1 -,~) ... (1 - r) 

1 µ= -------
(x - [I) •.• (1 - r) 

M (x) = (x - /1) ••• (x - :·) 
(x - /I) ... (x - y) 

olur. Bu polinomun kO!Julan !JarUart geri;eklemekte oldujtu &Qtk­
br. <;arp1mlar yap1hr ve rllizenlenirse, polinom 

M(x) = m 0 + m, .\' +- · • • + m1c- , xlr - 1 

seklinde elde edilir. 

Slmdi OB> denklemlerini s1rasiylc m.,. m ,, ... m1c_ , ile carp1p 
toplarsak, 

vcya 

A (m~-i- m,.x -1- ·· · -I- m1c -i xk- 1
) _!_ 

+BCmo t m, P+ · ·· + m1r- 111k-•) t · ·· + 
+ C(m,, + m, Y + • • · 1 m1c- 1 ylr-•)= 0 

A M(.x) + BM(i) + ··· + c M(;-) =O 

bulur uz. Halbuki M(x) = t, M(.l) = O, ... , M(;·) = O dir: buradan 

A = O 

cakar ki, bu da kabul edilenle c;eli!Jir. 

0 halde (48) sistemi yalnaz s1f1r-ci1z!lmiinU haizdir ve dola­
y1siyie (47) sisteminin geli!jigUzel u1 , u~, .•• , u1c lnr ic;in tek t l:lrl!l 

bir t;OzUml:l \'ardtr. Hu da (45) sisteminin (33) denklemi iQID ir 

taban le!Jkil ettijtiui lfade eder. B6ylece her 

, 
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indirgeme denklemi iQio, buna alt 

karakteristik denkleminin birbirinrlen farkh q=x, q= ~ •... , q= r 

k6klerloi haiz olmas1 balinde, x, //, ... , r ortak {'arpanh k lane 

geometrik diziden ibaret b ir taban hulmu11 oluruz. Dil}er bir de­

yimle, (~3) denklemini gP.rcekliyen her {un} dizisinin terimleri 

iQln, (47) denklem sisteminden eide edilecek k lane Hyle A, B, .•. ,C 

eay1lan mevcuttur ki, 

oleun. 

B6lilm 6. da eOylenenleri bir nrada 6zetliyelim: 

k-grnc1 mertebeden bir in -lirge:ne denklemine, agni kat•ag1larla 

te1kil edilmi1 k-gznc1 dereceden bir cebrik denklem tekab1il e fer; 

buna indirgeme denkleminin karakteri•tik denklemi denir. Karakle· 

ri•tik denklemin her kokii, verilen indirgeme denklemini gerrekligen 

bir geometrik dizinin ortak (!arpl'l1d1r. Ejer karakteri•tik denkle­

min biitii11 kokleri birbirinden fnrkl1 i•eler, birbirinden /ark/1 k tane 

geometrik dizi elde edilir ve burtlar indirgeme denkleminin bir ta­

bamni te1kil ederler. Netice olarak bu ha/de, indirgeme denklemini 

ger(!ekligen her dizinin terimleri, belli baz1 geometrik dizilerin 

Ck tane), (belli A, B, ... , C •ag1larigle rarprlarak) terim terime top­

lanmasiy/e elde e-lilebilir. 

7. ~imdi buldu~umnz neticelerin uygulamalarma gec;elim; 
bunun ic;in de ~e FmoNACCI diziel Ile ba11layahm. Barada indir­
geme denklemi 

Un+1=u,. + 1 + Un 
olup, (43) karakteristik denklerni 

q' = q + l 
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1eklindedir. Bu deoklemin 

1 ' 1 - p 1 1 ·-« = -r - •:5 ve =--- "5 2 2 T 2 2 T 

den ibaret olan farkll iki kOkil vardir. Bu yUzden FIBONACCI 
dlzleinin gene! teriml 

11eklinde yaz1labllir. Bilinmiyen A ve 8 bUynklUklerloi buJmak 
li;in n = 1 ve n = 2 koyahm. B6ylece 

{

u, = 1 = A+ 8, 

a, = 1 = A x + 8 t1 = } (A + 8) + -Yf (A - 8) 

elde ederiz. Bu eietemi i;6zereek 

A = \)f; + 1' \ 15 - 1 
2\15 

8 = 2 vb 
ve dolay111iyle 

= \15 + t (1 + 1J5)"-1 
-1.. v5 - 1 (t - V5)n-1 

Un 2 vs 2 1 2 \15 2 
veya 

bulnruz. lite bu da FIBONACCI say1larI01D gene! ifadesldir. Bul­

du~umuz formfll ilk bak11ta kar1fi!1k ve heaaba elverl1elz gl)rll ntl­
yor. Fakat bu tormUJ yard1miyle ilgi i;ekicl birtak1m sonui;Iar 

elde fldilebllir. Meaeld komfi!u iki FIBONACCI eay1eI010 karelerl 

toplamtnrn ylne bir F1eONACCI say1111 oldujtunu gOeterelim. lier­
<;ekten 
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u.+,' -= -~ [(1 ~vr>yn+• + (1 / '5)"'+' _ 2 (- l)n+1] 

den 

a,.+ t ~ + un'= 

= _!_{(1 + V5) '". Ii + \'5 . (1-1/5)"'. 5-v'S\ 
5 2 2 T 2 2 -1 

_ 1 {(1 +v5)'n+1 (1-y5)'n+'}-
- \ '!) i - --2- -u1n+t 

c;1kar. 0 halde 

(50) 
Un + 1' +Un'= U:n+ 1 

dir. MeselA 

dQr. 

FIBONACCI say1lar1 ic;ln earl olan 

(51) 

teDe) balfmhBIDID isbatm1 ise Okuyucuya b1rak1yoruz. 

(4.9) formtlldnQn ba1ka bir uygolama11 olarak 1u teoremi 
lebat edece~lz: 

a ve b llci tabii 1ag1 ol1an: a < b oldulana gore a ile b ni11 

•11 biigiik ortak bOlenini (lcr•aca e.b.o.b.) belirlmek ifin Euclid algo­

ritma.rnda gap1lmas1 gerekli bOlml' i1lemlerinin 1ag1•1, a nrn onda­

lrlc 1i1teme gore gaz1l111ndaki rakam •agurnrn en fok b.1 katr ka­
dardrr. 

a \"e b say11ar101n e.b.o. Mlenlni belirtmek Qzere Euclid al­
goritma1101 uygularsak: 
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(52) 
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1) b=ax'+y', 

2) a = y' x• + y", 

3) g' = y• x• '+ g"', 

k) y(lc-t) = y(lc-1) x(lc) + g(lc), 

k+ l ) y(lc-J)=g(lc)x(lc+ 1) 

elde ederiz. Burada ard191k kalanlar 

a> g' > g• > g"' > .. . > g(lc -1) > y(k) ::::...1 

e9itsizliklerini gerQeklerler. 

(52) nin eonuncu denkleminde kalan s1fira e1it olacajtmdao , 
son y(lc) kalan1 a ve b say1larmm aranao e.b.o. bOlenidir. Bu 

y!lzden k, en b!lyilk ortak btHeofn belirtllmesi iQin gerekli itlem­

lerio say1sm1 gl>stermektedir. 0 balde problemimiz k say1e1 iQin 
bir Blllirlama yapmaktao ibarettir. Bu maksatla y<lc), y(k-1), ••• , g' 

leri a., u, u,, ... FraoNAcc1 11ayllar1 ile kar1;11laotirahm. y(lc) ::::... 1 = u, 
ve bir l>uctiki 9(1c-•) kalaomm g k dan daha biiyiik olmas1 yii­

zilndea g<lc- 1) ~ 2 = a1 oldujtuna dikkat ederek k-ymc1 denk­

lemden 

y(lc-•) = y(lc-1) x<lc) + g(lc) ::::... y(lc- •) • 1 + g(lc) ~ a, + u, = u 4 

hUkmunc varmz. BOylece 

e9itsizlikleri cari olur. 

(m -1::::... 2) 

etitsizliklerinin dojtru oldujtunu gOstermio bulun duitumuzu kabul 
edelim. Hu takdirde g(m-t) = y(m- 1) x(m) + y(m) denkleminden 
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bajtmtmn1 elde ederiz. Dfltiflncelerimizi bOylece deYam ettiriraek 

g• ~ Ufc, g'::::::: Ufc+1 

e,itsizliklerine ve (52) deki 2) bajtmbsmdan da 

a= g' x' + y• ~ g' . 1 + y • ~ UJc -t- I +- Ufc = Ufc+t 

ye gellriz. Halbuki (49) formlllUne gUre u1c+ 2 sayl81 

1ekliodedir. O halde 

(58) 

> ,\[(1 ~\r;;r+' -1] 
. 11-"51 :1-vs1·1c+, dir, (ztra --:r- < 1 ve bunun neticesl olarak da 

1 2 
< t 

dir). (53) den 

(!~V5)"'
1

<a\f; t-l<V5(a+t><(1~V5)2<a+t) 
bulunur (zira \':> < 3 den UtilrU 

BUylece 

(54) 

dir. Halbuki 
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(1~v'5)'>5 v'fl-1>10 

oldujtundan 

(55) 

netlcesi caridir. 

Ondahk sistemde a say1111n1n n tane rakam1 varsa (dlter blr 
deyimle a say1s1 n rakamh bir say1 lee) ~ 

1on-• ~a< 10" 

dolay1siyle 

a+ 1L10" 

olacatJ ac;aktir. 0 halde (55) etilsizlljtine gGre 

10'< < (a + 1)' ~ 10"" 
veya 

le< 5n 

dir. Bu ise isteditimiz neticeden ibarettir: Euclid algoritmae1nda 
ard1t1k bolme itlemlerinin Jc saylSl, a ve b sayalarmdan knc;ntn­

/ 
niln ondahk slsteme gore yaz1lm1t rakamlar1n1n say11mm bet 
katmdan daba kftc;Uktllr. Bu isbattan gOrQldillll Qzere, Euclid 
algoritmaem1n uygulanmas1nda en kGtU durum (yanl ltlem 1ay1-
s1nm teoremde verilen s101ra yaklafmas1) a Ile b nin komtu Fr. 
BONAocr say1lar1 olmae1 hallnde ortaya c;1kar. Bunu blr mlealde 

ac;1klayahm: b = u10 = 6765 ve a= u,., =t181 olsun. Burada a 

dGrt rakamh bir say1 oldujtu lc;in, teoremimize gGre, Euclid algo-. 
ritmas1ndaki i1lemlerin eay1a1 5 • 4 = 20 den kftc;ilk olmahdrr . 
.Gerc;ekten burada k = 17 lane ltlem yapmak leabeder : 

-
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1. 6765 = 4181 . 1+2584, 10. 89 = 55 . 1 + 84, 

2. 4181 = 2584 . 1 + 1597. 11. 55 =84. 1 +21, 

8. 2584 = 1597 . 1 + 987, 12. 34 = 21 . 1 + 18, 

4. 1597= 987 · l + 610, 13. 21= 13. 1 + 8, 

5. 987= 610. 1 + 377, 14. 13= 8· 1+ 5, 

6. 610= 377. 1 + 233, 15. 8= 5 · 1+ 8, 

377= 283·1+ 144, 16. 5= 3 · t+ 2, 

8. 233= 144·1+ 89, 17. 3= 2 · t+ 1, 

9. 144= 89 • l + 55, 18. 2= 1. 2+ o. 

GOrlllllyorld kalaolar olarak, ard·arda azalarak siralanm19 F1BO.. 

NACCI saydar1 elde edlllr. Sonuncusu barlc; biltlln Mltlmlerin hire 

e1it olu1u, ltlem 1ay111n10 hOytlk olmasm1 lzaba yeter. BOttln 
kom9u FIBONACCI saydart lc;ln Onceden beklendili glhi, hurada 
da e.b.o.b. hire e9lttlr (17. denk1em): gerc;ekteo un+t = un+i +a. 

denkleminden gOrllldtQ ilzere un+t Ile Un+, in e.b.o. Mlenl 

un+, ile Un nin e.b.o. Mleni ile c;ak19tr. 0 halde hirhirine komtu 

olan her FIBONACCI eay1 Qilti iQID e.b.o.b. hep aynldir. Bu ortak 

e.b.o. btHeni hulmak lc;in u, = u1 =1 c;iftini gozonone almak ye­

ti9lrki, huradan onun hire e9lt oldutu c;1kar. 

8. Daba ba9ka blr misll o1mak ilzere (16) dakl 

u,=5, u,=7, u1 =1, u,=8, u,=2, u6 =1, u7 =8, ... 

peryodlk dizislnl gOzOntlne alahm. Burada lndlrgeme denkleml 

Un+• = Un (n ~ 3) 

feklindedir. 0 balde karakteristik denklem 

q'= 1 

dir. Bu denklemln kOklerl ise 
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dlr. Bu yt1sden dizinin genel terimini 

1ekllnde aramak ieabeder (bk. (46) formilUl). Bu formtll!ln, in­
dlrgeme denkleminin ger~klendilti btltt1n n dejterleri (n=S,4,5, ... ) 
loin cari olmas1n1 istiyebiliriz. Burada 

baf1ntllarm1 baltrlatahm. Myleee Mo1vu teoremlne gore 

a =A+B --+i- +C ---' -( 
1 vs)n-• ( 1 "3)n-1 

II 2 2 2 . 2 

+<-1r- •c [cos; (n-t)+iain; (n-t)] 

" =A+ (B+ C) (-1)'1-• coa3 (n -1)+ 

+ i(-B+C)(-1)"- 'sln; (n-1) 

olur. 

B+C=A, ve i(-B+C) = A2 konuraa, formillUmtlz 10 
1ekllde yaz1labilir : 
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Un= A+ A, (-l)n-i cos ; (n-1) +A, (-1r- 1 sin ; (n -1) 

(n ~ 8). 

86 

Art1k sadece A, A., A, bllinmiyen katsayllar1n1 belirtmek 

zorunday1z. n = 3, ,. = 4, n = 5 koyarsak O.v bilinmiyenli ~u O.c 
denklemi elde ederiz : 

1 A + A 2:r + 2:r A 1 A + \"3 A u1 = = 1 cos 3 A, sin 3 = - 2 1 2 t , 

3n . 3:r 
u4 =S=A-A,cos 3 -A,sm 3=A+A 1 , 

_ _ 4:r . 4n _ 1 VS 
u5 -2-A+A, cos 3 +A,sm 3 -A-2 A 1-2 A,. 

Buradan 

1 
A= 2, A,= 1 ve A 2 = - V3 

bulunur. 0 halde 

Un= 2 + (-l)n-t [cos (n -1) ; - ~3 sin (n -1) ; J 

+ ( )n 2 . ( :t 
=2 -1 • \fSBID n-2)3 (n ~S) 

dflr. 

GOrllltlyor ki, tamamen dlzinin peryodiltli~ine uygun olarak, 

bu mislldeki dizinin gene) terimi trigonometrik fonkslyonlarla 
if a de edilebilmektedir. 

Nihayet polinomlartn bOlllnmeleri Ile ilgili olarak bir misll 
daba verelim. lki tane 

P(x)=S+.t"'-x:; ve Q(x)=2-x-2x' +x• 

polinomlar1 verilmi~ olsun. Problemimiz, P (x) in Q (x) lie bO-
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Ulnmesinde elde edilecek MUlme Alt kataaytlarm yap1111n1 belirl­
me problemldir. BGlUmtln 

a 1 =D0 , a,=Du ... , un=D,.-u ... 

katsay1lar1 dizisi, 2. de g6ri1lm11t olduttu nzere, terimleri (20) 

Dn+k = -:: D,.+1r-1 - • • • - ~~ Dn (n ~ 1- k + 1) 

denklemlni ger~ekliyen blr indirgemeli dizldir. Burada k sayl81 
Q (x) in derecesini, Bu, B., •... , B1c lar Q (x) in katsayilarllll l 
iae P (x) in dereceainl gOatermektedir. Miaallmlzde 

k=8, 8 0 =2, 8 1 =-l, 8 1 =-2, B,=1, 1=5 

oldu~una gore 

(n ~ 5 - 8 + 1 = S), 

yani 
. 1 1 

D,.+,= zDn+t +D,.+,-2Dn (n ~S) 

dtlr. karakteristik denklem 

1 1 q¥=-q'+q--
2 2 

veya 

q' - q - _!_ (q' - 1) - (q - .l) (q - 1) (q + 1) = 0 2 - 2 

dir. Bunun kOkleri 

1 
a.= 2 , P=l, y=-1 

oldu~nndan, Dn i~in 
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Dn = A · (; r + B · 1n + C (- 1)" (n :::::: 3) 

elde edilir. n = 3, n = 4 ve n = a ahrsak 

olur. 

1 D, = 8 A + B - C, 

Burada yaln1z A, B ve C katsayilim degil, D,, D, , D, 1a­

y1lar1 da bllinmemektedlr. Bunlar1 belirtmek i~in P(x) 1 Q(x) Ue 
bOlme ifleminl fillen yap1p bOHlmde beoincl kuvvete kadar olan 
(beolnci kuvvet dahil) terimleri bulahm : 

S + ;-;: - r~ : 2 - ;l' - 2 .i·~ + x 3 

3 ., • . a ---::-:->--:.>:..--- -s..--- --a=----19 
3 - - x - v x- + --·:r3 -., + -

4 
.r + 2 u- .x2 + 1 -

6
- :ti + 2 - -" 

2 ~ "' o 1 32 ...- I 

3 • 3 ~ ~ 2:c .... .fx- - 2x-:i: 

s a • 3 a 
- x - __,_ :::- - - :i3 + - r 2 .j l! 4 . 
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Buradan 

Q1kar. 0 halde yukar1da elde edilen denklem aistemi 

1 3 - A+ B- C= l - , 
8 16 

1 51 - A+B- C=-82 64 

ti en ibarettir. Buradan 

ltulunur ve dolay1aiyle 

1 1 3 5 n 
Dn = 4 6 • 2n + 2 + 6 ( - 1) (n :::::: 8) 

elur. 

Problemimiz Q!}z1HmU1tUr; son olarak bulunan formfllden 

D. = 2 15281 ' D . = 179 ' Ds = 2 179 ' • • • 
• ' 266 512 

elde edilir. 

9. Yukar1da ineelenen b11tQn mial llerde karakteriatlk denk­

lem yaln1z baeit kOkleri baizdi. Bu defa da 4. de babel g~en, 

tabii eayllarm kareleri toplammdan ibaret diziyi gOzOnflne ala­

hm . Bu diziye aft indirgeme denklemi 
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•,.+, = 4•,.+1 - 6•,.+t + 4•,.+t - ... 

oldu~undan, karakterietik denklem 

q• =4q1 -6q'+4q-1 
veya 

q' - 4q1 + 6q' - 4q + 1 = (q - 1)' = 0 

tekUndedir. Bu denklemln sadeee q= 1 den ibaret dOrt katb blr 
kOkU vardll' . Bu y11zden burada, terlmleri lndirgeme denklemlnl 
gerc;ekllyen ve ortak carpan1 1 olan blr taneclk blr geometrlt 
dizi elde ederiz. 

Bu ve benzeri hallerde, belirtllen geometrlk dlsi Ue blrllkte 
mfltekabil lndirgemell denklemln bir taban1n1 te9ldl edebUecek 
daha baeka temel lndirgemell disllerin ara01p bulunmu1 icabe­
der. MisAlimiz ic;in (okuyucu tarafmdan kolayca gerc;ekleneblle­
ce~i flzere) 

O, 1, 2, 8, .. ., n -1, .. . ; 

0, 1, 4, 9, ... , (n -1)', ... ; 

O, 1, 8, 27, .. ., (n -1)', ... 

dizileri aranan dlzilerdlr. Biz - genie bir c;al11may1 gerektirecek 
olan - en genel hali incelemek istemiyor, eadece eu tipik mi­

sllle yetiniyoruz : 

k • y1nc1 mertebeden blnom kateaytlaruu gf)stermek 1lzere, 

(57) u,.+1: = 

= ( ) a. u,.+A:-1 -( le ) a.' a,.+fr-t + • • • + (-t)A:-• (le) a.A:a,. 
lc-1 le-2 0 
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lndirgeme denklemi verilmif olsun. Buna alt 

q•=( le ):cq•-·-( le ):x2q•-·+···+<-1>•-·(le):clr le-1 le-2 0 

ka.rakleristik denklemi 
(q- a:)•=o 

teklinde yaz1lablleeeglnden, denklemln q =et dan ibaret le katb 
bir tek kOkQ vard1r; 

(58) (a: - a:)lr =a:• -( le ) a:•+ le-1 

oldutu ac;1ktlr. 

Bir de m = O, 1, 2, ... , le -1 olmak Gzere 

(z - et)lr_,. = :xk- m - :zk-111 + 
( 

le-m ) 

/c-m-1 

( /c-m ) (/c-m) + :it- • - ... + (-1).t-• :i•-· = 0 
/c-m-2 0 

veya 

(59) (1-l).t-"' = (/c-m)-( /c-m ) + ( le-m )- ... + 
le-m /c-m-1 /c-m-2 

+(-1)" + ... +(-l)lr-m =0 ( 
le-m ) (lc-m) 

lc-m-,s 0 

bat1nt1S1n1 gOzOn1lne alal.Jm. (59) denkleml m = 0 loin 
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( k)-( k )+( k )-···+(-1)"( k )+ 
k k-1 k-2 k-µ 

(59') 

~kline girer. Burada 

( 
k ) = k (k-1) · · • (µ+1) = k (k-1)- • · (k-m+l) ( -m ) 

k-µ 1 · 2 • • · (le-µ) (k-m-µ+1)· ··(le-µ) /c-m-µ 

veya 

(60) 

(m=l,2, ... ,lc-1; O..C.µ..:::.lc-m) 

( 
/c-m ) 

le (k - 1) · • • (le - m + 1) = 
lc-m-µ 

=(le-m-µ+1) ···(le-µ)( le ) 
le-p. 

t>ldutuna i$aret edelim. m = 1, 2, ... , le-1 ic;in elde edilen (59) 
denklemlerinden l1erbirini, miltekabil lc(lc-1) (lc-2) ... (le-m+l) 

c;arpan1 He c;arp1p (60) bag1nhsm1 kullanirsak, (59) yerine 

(le - m + 1) · · · le (:)-(le - m) • · · (le- 1) (/c~l) + · • • + 

+(-l)"(le- m -µ+J)· ··(lc-µ)( le)+ 
/c-p. 

(59") 

+ ... +(-l)i--ml · 2··· m(~)=o 

(m = 1, 2, .•. ,le - 1) 

yazabillriz. Slmdi m = O, l, 2, ... , le - l i9in 
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km(k)-(k-1)m( k )+ ·· ·+(-1)"(k-µ)m( k )+ 
le k-1 k-µ 

(61) 

+ · .. + (-l)k ·om (:) =O 

ba~inha1nin cari oldutunu gOatermek iatiyoruz. 

Ger~ekten bu denklem m = 0 iQin (59') nno ayni olup (1
) m 

nin bu deferi i~in dolfrudur. (61) denkleminio m = 0, 1, 2, ... j 

(j ~ k - 2) i~in dotru oldu~nu i1batlad1~1mm kabul edellm ve 
bu denklemln m = j + 1 iQin de dotru olacat1n1 gOeterelim Bu 
makBBtla (j + 1) ·Incl dereceden 

(62) 
/(x) = (x - j) (x - j + 1) • · • (x - 1) x = 

= xj + 1 
- fl ·xi - · • • - P 1 x J 

pollnomunu ithal edelim. (61) deoklemioi m = 1, 2, ... , j iQlo 
mUtekabllen P1, fl,, ... , P 1 BByllarlyle ~rpareak, ,,,.. 

(63) 

f>.k (:)-fl. (k-1) (k~J + 

+ ··· +fl.(-t)"(k-µ) ( k )+ 
le-µ 

+ ... +fl. (-t)k. 0. (:) = 0, 

(l) Barada ldet oldata aaere 0°-1 ahaacallhr; bu llabal, ••er••· 
aaan , .... ••bebl7le yap1lmalltadll'. 



lNDl:ROBMJUJ olzh.Ba 

(63) {J j lei (:)-fl j (le - 1)i C~1) + 

+ ... + fJ. (-1)11 (le- µ)i ( le ) + 
J k-µ 

+ ... + {J 1<-1)k . 0. (:) = 0 

elde ederiz. 

(le - j) . .. le= /(le), (le- j-1) . . . (le -1) =/(le- 1), ... , 

(le - i - µ) • • • (le - µ)=I <k - µ), ••• 

43 

ba(t1Dtllar1n1 kullanarak (59w) denklemini bir de m = j + 1 IQID 
yazabm: 

f(le)(k)-t<k-1)( k )+···+(-1)11/(k-µ)( le)+ 
k k-1 le-µ 

(64) 

(63) ile (64) terim terime toplanirsa, 

CP, 1c+ ··· +P11ci+1<1e>1(:)­

-!fJ1(1e-1>+·· · +fJ;(k-1)l+J<k-1>1( k )+· · ·+ 
l-1 

+ (-1)11 [/J, (k-µ) + . . . + /11 (k-µ)i + /(k-µ)] ( k ) + 
k-µ 

+ .. . + (-1)k [/J, • o + ... + fJ i . 01 + /(O)J (:) = o 

elde edilir. Halbuki (62) ye gore 
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P1 x + ,81 x' + · · · + P j ~j + /(x) =xi+ 1 

oldu#tJndan, son olarak bulunan netiee 

1ci+1(k)-<k-1)i+•( k )+·· · +(-l)"(k-µ)i+•( k )+ 
k k-1 k-µ 

+ ... + C-t)k . oi + l • (:) = o 

teklini ahr. Bu lee m = j + 1 i~in tam (61) denkleminden ibaret­
tlr. BOyleee (61) batmhs1n1n dotru oldutu iabat edilmit olur. 

Nihayet en ~ok (k -1) - inci dereceden olan herhangi bir 
polinom daha gOzOnQne .alahm: 

(65) /'(.x) = Ak-1 xk-• + Ak-1 xk-• + · · · + A
0 

• 

m = O, 1, 2, ..• , k - 1 l~in elde edilen (61) denklemlerinl 
mtltekabilen A0 , A,, ... , Ak-• lie ~rparsak 

A0
( :)-A• C~J+ ··· + 
+(-l)"Ao C~J+ · ·· +(-l)k Ao (; )=o, 

A1 k (:)-A, (k - 1) (k~l) + · · · + 

+ (-1)" A 1 (k-µ) (k~J + · · · + (-J)k A, · O • (:) = O, 

......... .. .......... 

Ak-1 lc,k-• (: )-Ak-1 (/c, - l)k-I C~1) + ... + 

+ (-1)" Al--1 (k - µ)k--• ( k ) + · · · + 
k-µ 

+ (-t)k Ak-• · Ok--1 
• (: )=o 

I 

' 
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elde edilir. Toplarna lle buradan 

(Ao+A 1 k+ ··· +Ak-ak«-')( :)-

- [Ao+ A, (k -1) + · · · + Ak-• (k - l)k-J) ( k ) + · · · + 
k-1 

+(-1) 14 [Au+A,(k-µ)+ ···+Ak-i(k-,u)k-•]( k )+ 
k-,u 

veya 

(86) P(k) · ( : )- P (k-1) · ( k~ J + · · · + (-1)" P(O) • ( : ) = 0 

c1kar. . 0 halde en i:ok (k - 1) - inci dereceden olan her polinom 
(66) bajtmtismt ger1;ekler. 

n herhangi bir tabli say1y1 m de 0 =: m =: k-1 e1lt1izlljtlne 
uygun bir tam 1ay1y1 g6stermek llzere P(x) = (x + n -1)"' ko­
nursa (66) denklemi 

(k + n - l)m (; )- (k + n - 2)111 (k~i) + • • • + 

+<-1>"<n-1r(:)=o 

tekline girer; veya bunu ak+n-t ile carpip (:) yerine 1 koyarak 
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(k + n - l)m e<lr+n-l = ( k ) C< (k + n - 2)m e<lr+n-• -
k-1 

(67) -( k ) <"<2 (k + n - sr ll:1r+n-• + ..• + 
k-2 

+ (-t)lr-1 (:)air (n - tr x"-1 

elde edilir. 

(67) yi (57) ile kar11tla11tmrsak, buradan IJU neticeye varihr: 

k tane 

1, x, cx2
, ••• , <X"-1

, ••• , (m = O) 

... , (m=l) 

(68) ... , (m =2) 

O, oc , 21r-• x•, .•• , (n - t)lr-• cx"- 1
1 .. . , (m =k-1) 

dizilerinden herblri (57) indirgeme denklemini gercekler. E~er 

bunlar1n bir taban te11kil ettlklerini teebit edebilireek, buradan 
(57) denklemini gercekliyen her dizinin genel teriminin, 

kateay1lari keyfi ve dereceei en cok k - 1 olan bir polinomu gOe­
termek uzere, 

a,,= [Bo+ B1 (n - 1) + • • • + B1:-i (n - l)lr- 1
) «"- 1 = 

(69) 
= Q (n - 1) ll:n-1 

eeklini haiz olaea~1 neticeeine varmz. (68) dizilerinin bir taban 

teokil etti~ini gOetermek icin iee, k lineer denklemden m1lte­
eekkil 
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Bo+ Bt · 0 + · · · + B1t-t • 01t--' = u., 

B, + 8 1 • 1 + · · · + B1t-• · 11t-• = u,, 

Bo+ B, (k-1) + · · · + B1t-• (k- t)lt-• =Ult 

eleteminin uu u,, ... , ult eag yanlarin1n geli1i g!lzel olmalar1 ha­

linde Bo, B., .•. , B1t-• bilinmiyenlerine gore Q0zi1lebildljflnl, ya­
nl (S. 17 delti teorem gerejfince) 

Be=O, 

Bo +B, + ··· +B1t-i =O, 

Bo+ (k - 1) B, + · · · + (k - l)lt-1 B1t-• = 0 

homogen eisteminin yaln1z e1fll' - QOzflm!ln!l haiz oldugunu goe­
termek yeti11ir. Bu eietemdeki denklemler lee 

Q (0) = Q (1) = . .. = Q (k - 1) = 0 

oldujfunu, yaoi en QOk (k - l) - inei dereeeden 

denkleminin 0, 1, 2, ... , k-1 den ibaret, birbirinden farkh en 

az k tane kOkll buluodugunu ifade eder, buradan 

Bu=B,= ·• • =B1t-1=0 

C(Jkar; bu euretle de (68) dizilerinin (57) denklemini gerC(ekllyen 

indirgemeli dizilerin bir taban1n1 te1kil ettiklerl tamamen iabat 
edilmi11 olur. 

(70) Un+lt = Ot Un+lc-t + llt Un+lc-t + • • • + Ulr Un (a1r + O) 

genel denklemini gerC(ekliyen her indirgemell dizl iC(in 
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(71) qlc = 01 qlc-1 + ... + a1r 

karakterietlk denklemi a + b + · · · + c = k olmak ilzere a kath 
herhangi bir x kOklinU, b kath blr fl, .. . , c kath bir y kOkUntl 

haiz olabilir. Bu en genel halde k tane olan 

1, ~, 2' , ... , .xn-1, •••t 

... ' 
1, fl, fl', •• •• pn-•, •• •• 

0, fl, ~-• {J', .•. , (n - 1)6- 1 pn-1, • •. ; 

1, ,,, ,,, .. •• ,, .. -· •. . . , 

dizilerinin blr taban te1kil ettltl gOsterilebillr. Buna gore 

Un= Q (n - 1) x"- 1 + 
(72) 

olup, burada Q (~), R (x ), . . • , S (x) saraeiyle en ~ok (a - 1), 

(b -1), . . . , (c -1) - Incl dereceden olan belli polinomlar1 goeter­
mektedirler. 

&ylece 1u netice earl olur: Her indirgemeli dizinin u,. ge­

nel terimi (n-1) in (o ega agni 1eg demek olmalc iizere n nin) po­

linomlarigle, ortak ~arpanz (71) karalcteriatik denkleminin lcOklerin­

den ibaret bulunan geometrilc dizilerin genel terimlerinin ~arprmlarr 

.toplamrna e1ittir. 

'· 

. 
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Karakteristik denklemin k!lkleri hep baeit iee, bahei ge9en 

pollnomlar eabltlerden ibaret olur \•e lndirgemeli dlzlnln genel 

terimi, geometrlk dizilerin terimlerinden teokll edllmio toplama 
e1,1it olur. 

Hatta ou tera teoremln do£trulnjtu da isbat edllebilir: Gene[ 

terimi (72) formiilii ile ifade edilebilen her {u,.I diziai bir in-lirge­

meli dizidir. MUtekabll (71) karakterletik denkleml x, 1, ••• , r 
k!lkleri ile bunlar1n a, b, ... , c katlthklartndan (bunlar Q, R, ... , S 
polinomlar101n dereeelerlnln 1 fazlalar101 g!letermektedirler) elde 

edilir. Buodan, kolayhkla (70) indirgeme deoklemioe gei;ilebilir. 
Mlel\l olarak 

dlzisini g!lz!lnlloe alahm. Bunu (72) Ile kar11la1tmreak, karakte­
ristik denklemin k!lklerinin x = 2, r1=3 oldujtu ve x n1n kath­

llt1nm 2 + 1 = 8 e e11it buluodu~u hllkmilne varmz. 0 balde 
karakteristik denklem 

(q - 2)8 (q - 3) = q• - 9q8 + 30q' - 44q + 24 = 0 

oeklinde olmah ve indirgeme denklemi 

Un+•= 9 Un+• - 30 an+t + 4-l an+ 1 - 24 Un 

ljekUnde yaztlabllmelldlr. 

Verllen dlzlnln bu denkleml aatlamakta oldutunun l1batin1 
okuyueuya birak1yoruz. 

10. Ge9en blHtimQn netleelerini mla4.llerle a91klam
0

ak lstlyo­

ruz. BolUm 2 de bir aritmetlk dlzlye alt terlmlerln 

9eklindekl bir denkleml, tablt aaydar1n karelerlnln 
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ve tabll saydarm kOblerlnln de 

u,.+• = 4u,.+1 -6u,.+,+4a,.+ 1 - u,. 

denklemlnl gerc;ekledlklerlnl gGrdllk. BQtQn bu denklemlere, M­

lllm 9 ~a gGZOnll_ne ald1~1m1z 

(57') Un+lr = ( le ) Un+lr-1 -( le ) Un+lr-t + 
le-1 le-2 

+ .. . + (-t)lc-• (:) u,. 

denklemlnln (burada x = 1 dlr) Gzel ballerl gGzQyle bakabiliriz. 
Bu denkleml gerc;ekllyen her dizinln genel terlml ( (69) a gore) 

(69') a,.= 8 0 + 8 1 (n -1) + • • • + B1r-i (n - l)lr-• 

teklinl balz olmaltdtr. 8 0, B,, . .• , B1r- 1 katsay1lar101 bulmak 

ic;ln le billnmiyenll ve le denklemU olan 

8 0 = u., 

(78) 
B0 +B,+ ···+B1r- 1 =u,, 

8 0 + B, (le- 1) + · · · + B1r- 1 (le- t)lr-• = u1r 

lineer cebrik denklem 1latemlnin c;OzQlmeai yet11lr. 

Bir arltmetlk dlzl lc;ln le= 2 dir ,.e (69') formQIU 

u,. = 8 0 + B 1 (n - 1) 

oeklini altr. (78) alateml de 
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haline gelir. Buradan derbal g<lrflldlllil nzere Bu= a, dizinin ilk 
terimindeo, B, = ut- u 1 = d ise ortak farktan ibarettir. 0 halde 

u,.=a1 +d(n -1) 

bajt10tts1 caridir. BB:,•lece malilm formft111 elde etmi11 olnyoruz. 

Tabil say1larm kareleri veya ktlblerinden ibaret diziler ic;in ben­

zer dn,unceleri yUrfttmekten sarfmazar ediyoruz; zira daha ba,. 

tan u., = n' veya u,. = n• oldutunu biliyoruz. Fakat (69') ve (78) 

batmtilarm1, blr arltmetlk db:inln veyahut tabii saytlarm kare­

leri veya kUblerlnden lbaret dizilerin terimleri toplamm1 elde 
etmek makeadlyle kullanmak llgl c;ekir.idlr. 

131Hflm 4 de, terlmlerl 

Un+lt =a, Un+lt-1 + a, un+lt-t + • • · + a1r a,. 

denklemlni ger<;ekllyen bir ( u,. } dizisinio terimlerioin ( .,. } 
toplamlar1010 

•n+lr+ 1 = (1 +a,) •n+Jr + 
+ (a, - 0 1) •n+lr-1 + • • • + (a1r - OJr-1) •n+1 - OJr •• 

'eklindeki bir denkleml aatlad1klar1 gOsterilmi,ti. (57') denkleml 
l<;in 

oldutu a1;1ktir. 0 balde 
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a, - a,= -l (:) + (:)] = -(k;1)' 
a, - a,= (:) + (:) = (k:t)' 

ak - at- i = (-J)k-1 [ (:) + C~t)] = (-l)k- 1 (k:l), 

- ak = (-t)k (:) = (-t)k c::) 
olup, l•n} ye alt denklemler 

•n+H1 = c~l) •n+k -(/c;l) •n+k-1 + • • • + (-t)k c::) •n 

,·eya 

oekllnde yazdabilirler. 

0 balde blr (unl dizisi le - y1nc1 mertebeden bir (57') denk­

lemlnl ger~kllyoru, terimlerln (•nl toplamlar1 dlziai, ayni oekli 

baiz bulunan fakat (le + 1) - incl mertebeden olan blr denkleml 

sajtlarlar. Bir aritmetlk dizl IQID Gzel olarak le= 2, tabii aayda­

rm karelerlnden lbaret dlzl lQin k = 8, ve kDbler diziai lQln 

de k = 4 t11r; buna gGre mlltekabll toplam dlzlleri lQln yukarkl 

(57'), (69'), (78) denklemlerlnde le - y1 her aeferinde bir fazla 

yanl 8, 4 ve 5 olarak almak gerektlr. 



INDIAGIUotLI olzlt.aa 58 

a) A r l t m e t I k d I z I n In t e r I m I e r I n l n t o p 1 a m l 
SOyledlklerimize gore ... toplam1 le= 8 l~ln (69') fonnftlQ lie !fa­

de edllebllir (burada u,. yerlne ... konmahd1r). BOylece 

• 11 = B0 + B, (n - 1) + B, (n - 1)1 

olur. B0 , B., B, kateayllan (73) alatemlnden bellrtileblllr (bura­

da u,. yerlne yine .,. ve le= 3 ahnmahd1r) : 

Bo=•,=u,' 

B0 + B, + B, = •• = aa +a,= 2aa + tl, 

B0 + 2 · B, + 21 B,=•• = u, +a,+ u, =Bua +8tl. 

<;ozttm olarak buradan 

elde edllecetinden 

•n = u, + ( u1 + ~ d) (n -1) + ~ d (n -1)' 

= n Ua +..!..d(n-1) n = n (2u, + (n-1) d) 
2 2 

_ n (u, + u, + (n - 1) d) n (u1 +a,.) 
- 2 = 2 

dir. 

b) Tab ii ea y ii a r 1 n k are I e ri Top I am 1. (69') 
ve (78) denklemlerinde k = 4 allr ve u,. yerine .,. koyanak 

•,. = B0 + B, (n-1) + B,(n - l)'+B, (n -1)1 

ve 
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8 0 =s 1=l 

B0 + B, + B, +Ba= •2 = 1 +2' = !l 

Bu+ SB,+ 981 +278. = •· = 1+22 + R' +4' = 30 

elde ederiz. 

Bu sistemden 

1 1 1 
Bo= 1, B 1 = 2 6 • B, = 1 2 • B, = ~ 

bulunur. 0 halde 

•n = 1 + ~ (n - 1) + : (n - 1)2 + ! (n - t)U = 

-..!.. +..!.. '+..!.. 1 _ n(1 +3n +2n2
)_ n(n +1)(2n + 1) 

-6n 2" s" - 6 - 6 

olup, billnen formOlQ yenlden elde etmit oluruz. 

c) Tab It say 1 l a r 1 n '· 11b1 er I top 1am1. Bunun 

•n = 
n' (n + 1 

4 

bulunur. Bu formQlQn ~1karal1nas101 bir ekzeraiz olarak okuyncu · 

ya barakayoruz. 
Son mla1Al olarak 

(x+o,2+0 

dislalnl gOzOnllDe alahm. Barada 

(n = 1, 2, S, . .. ) 

olup 
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u,. + 1 = 2:z u,.+ 1 - :z' a. 

ba1tmt111nin cari oldujtu derbal gOrlllnr. Ger~kten 

= (n + 2) :zn+t = a,.+ 1 

<lir. k = 2, a,= 2:z ve a,= - :z' oldutuna gore (•.} toplamlar di­

zlsl (1 , = :z, . , = % + 2:z1 , •• = :z + 2:z' + sx•, ... ) 

• n+ a = (a,+ 1) •n+t + (a, - a,) •n+• - a, •n = 

= (2:z + 1) •n+t - (:z' + 2x) •n+1 + :z' •11 

denkleminl eajtlamahd1r. (bk. (30) ). Mntekabil karakterlatik denk· 

lem 
q* = (2:z + I) q' - (:z' + 2x) q + :z' 

<> lup, bunun q = :z lcln gerceklendlti kolayca gOr Qlllr. 

q• - (2 :z + 1) q' + (:z' + 2:z) q - :i' 

polinomu q - :z Ile Mlnnnncc 

q' - (:z + 1) q + :z 

Mlllmn elde edllcct>jt lnden, geri kalan diltt>r lkl kOk 

denkleminl aajtlamahdir; bunun kOkleri iae :z ve 1 dlr. 0 halde 

karakterialik denklcm, lkikat :z kOkll Ile f1= 1 baalt kOkllnll ha· 

izdir. Bu yllzden •n li;in 

(n = 1, 2, 8, •.. ) 

elde edlllr; ((69) formnlllne bak1011; bu formQlde a,. yerlne •• ko-
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nulacakllr; bundan batka ot = :i, Q (x) = B0 + B, .\' bir birincl 
derece polinomu, /1=1 ve R (x) = C0 bir sabittir]. B0 , B, ve Cl) 

katsay1lan n = 1, 2, 8 ic;in elde edileeek 

B0 +Co=s,=2, 

(B0 + B,) x + C0 =s1 =:i+222
1 

I 

(B + 28,) Gt2 +Co=•~= a.+ 2 x2 + 8 a.8 

denklem sisteminden bulunur. Buradan 

4• -2Gt2 

Bo= (:i _ l)' ' 

elde edillr ve Mylece 

ot2 
B,=--• Gt -1 

- n+t ( +t) n+• + 
-(B +B ( -1)] n-•+c _not - n :i :i. •n - o i n Gt o - (:i -1)' 

Un :i! - (u.+ 1 - u,) 
= (:i-1)' 

olur. 



" 

SON D()~()NCELER 

Bu kitapc1jt1n amac1, iodirgemeli dlzllerin 1;qltlilill ve ma· 

tematik<ltki rolil hakk10da okuyucuya bir fikir verebllmektl. Bu 

arada indirgemeli dizilerin, kendileri aras1oda bulunan geomet­

rik diziden ve bir aritmetik dlzl teokll eden tabii eay1lar1n blz­

znt kendlleri ile bunlar1n kuvvetlerlnden meydana gelen dlzller 

glbl bneit dizilerden kolayca bulunabllece~ ve bu llkel dlzller 

yarduniyle ifade edllebllecejtl gl.lt1terllmJ11tir. Maamaflb elemanter 

matemntlkde bile QOk kere lndirgemeli olmayan dizllere rastla· 

mr. Meeeli\ btltlln matemalljtlo en Onemli dizilerinden birl olan 

2, 3, 5, 7, 11, 18, 17, 19, 28 

asal say1lar dizisi bOyle bir dlzldir. Bu dizi ile ve bunun derln­

liitlne gldeo kar101k Ozeliklerl Ile sayllar teorislade megul olu­
nur. Rir QOk elemanter fonkslyonlardan elde edllen dejler dlzllerl 

de lndlrgemeli deltilcLir, meselA: 

1, 
1 
2' -· ;j 

1 
4' 

1 ... , - ' 
n 

(g = l in x = 1, 2, 3, ... l9io alacajt1 dejterler dlzlsl) veya 
x 

1, v2. '\/3, v~ .... , v;;, ... 

log 1, log 2, log 8, log '• .... , Jog n, 

( ..;; ve log x in x = 1, 2, 3, ... i9la alacajl1 dejler dlzllerl) v .1. glbl. 

Bu ve beozeri dlzilerin (burada babls konuau olan dlzller, en ba­
sil llrneklerl elemaoter fonk1lyonlar olan aoalltlk fonluiyonlartn 

dejterlerioden meydana gelen dlzllerdlr) ve ayr1ca indirgemell di· 
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zilerln incelenmesi d i fer a n al a r heaabt dediiimiz bir mate­
matik dlaiplinde yap1hr. 

Nihayet yak1naak, yanl aonlu blr limit deter lni haiz olan 
dlziler elemanter matematlk ve Ozellikle y11kaek okullarda okutu­
Jan anallz deralerlnde bGytlk rol oynarlar. Bunlarm incelenmesl 
her 1eyden Once llmitler teorlalnin blr konuau olup, anali.Jln te­
mellnl ilgilendlrlr. Burada ayrt ayr1 dizi terimlerinio oz~llkleri 

lklocl derecede rol oyoarlar; aall Onemli olao dlzinln bir llmlti­

nln mevcudlyeti ve deterldlr. 

Bo a~drlamalan yapmak zorunda kala11m1z, knnaatim1zea 
okuyucuya, gerek konu ve gerekae buluomu1 olan kanualara uy­
;:a111i~ l;;ltlR;l,..;1.n lnJir.•m•lf .ti.lier l •• LL,.,.1 .... l.ll.Lf •• ,.,.,.,,. 
dizller teorlalnln ctok ozel ve mUtevazl blr bOIUmQuQ teokll etu­
llnl g!Satermek lelndlr. 

, 



Yay1nlanm1t olan eserler: 

1 - E,itsizlikler (160 Krt.) 

2 - Qokrenk problemlerl (180 Krf.) 
8 - S11y1lar teorleloden problemler (600 Kri1.) 
4 - TesadUfi bareketler (250 Kr,.) 
5 - Ocometrlk lt1patlarda hatalnr (180 Krf.) 

6 - Mckanl~ln matematl~e baz1 tatbiklerl (180 Krt.) 
7 - Yuln1z pcrgelle yap1lan c;lzimler (250 Krt.) 
8 - Dlofant denklemlerl (220 Krt.) 
9 - Gruplar teorleine glri!J (375 Kr1.) 

JO - E!Jlleizliklere gir!IJ (425 Kro.) 
11 - lndUkelyon metodu (220 Krt.) 
12 - Sayilar teorleine glrlt (550 Kro.) 

13 - Geometrik e1itsizlikler (450 Krt.) 
18 - lndlrgemell dlzller (200 Krf.) 

Yayanlanmak llzere olan eserler 1 

• 14 - Yalniz cetvelle yapllan c;i&lmler 
15 - lhlhnaller hesab1na girlt 
16 - Say1 elsteml 
17 - Gayrl Euklld geometrller 

Matematlk Derne~lnln adreel: 
Fen FakUlteel Matematlk EnstltO.aQ 

Veznecller - Istanbul 

Flab 200 KrfJ. 
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