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Bu Kitap Hakkinda

Bu kitapeik, yazarin, dnce Moskovada yapilan bir matema-
tik yarigmasina katilan lise dokuz ve onuncu simif Sgrencileri
Oniinde, daha sonra biraz degigik bir gekilde bir tgretmen okulun-
da vermig oldufin bir konferansin yazilarak iglenmig geklini ihtiva
etmektedir. «Indirgemeli diziler» konusunun, lise miifredatzom
bir kism1 (aritmetik ve geometrik diziler, tabii sayilarin karele-
rinden meydana gelen dizi ve artan kuvvetlere giire diizenlenmis
iki polinomun boliinmesinden elde edilen bSlimiln katsayilan
dizisi v. s.) ile yakinhifi vardir. Bundan bagka Oniimiizdeki bu
kiigtik matematik teorisi (analize ahgik olan okuyueu igin, bu
teorinin sabit katsayili lineer diferensiyel denklemler teorisinin
tam bir benzeri olduffuna isaret edelim), bu t:zoriyl kuran bilyiik
matematik flstadlarinin yaptiga her geyde oldugu gibi, kendi igine
kapali, basit ve agiktir. Indirgemeli dizilerin ana hatlari, onse-
kizinei yiizyilm yirminei yillarinda Fransiz matematikeisi Morvee
[ (cosz - iginz)" =cosnax—+isinnaz formilliine O'nun adr veril-
migtir ] ile lsvigreli matematikei Danier Bernourir, tarafindan
iglenip yayilmighir. Onsekizinei yllzyilin en biiyilk matematikeisi
Leoxnarp Evrer bu teoriyi daha da geligtirmig ve «Introductio
in analysin infinitorom, 1748» adli meshor eserinin onfigiineil
ayitim indirgemeli dizilere (serilere) ayirmigtir. Indirgemeli di-
ziler konusunda yapilan daha sonraki ¢aligmalar arasinda tzellikle
Ynemli Rus matematikeilerinden P, L, Tscuesvscuers'in ihtimaller
hesabi ve A.A. Markorr'un diferanslar hesab kitablarim zikre-
debiliriz.



Bu Yaymlar Hakkinda

Matematigin kendi deferi yaminda, fizik, kimya ve dolayi-
siyla milhendislik ve askerlik gibi pratik sahalara ve bilhassa son
zamanlarda biyoloji, ekonomi ve hattd sosyal bilimlere yardimp
hizla arttifindan, bu bilim her millet i¢in hayati bir nem ka-
zanmigtir.

Ote yandan, matematik de bu bilimlerin problemlerini cbze-
bilmek igin gerek metod gerekse fikir bakimindan gelismek zo-
rundadir. j

Bundan dolay: bir¢ok memleketlerde bu sahaya daha fazla
sayida yeni istidatlar1 ¢cekmek ve bunlar erkenden kegfetmek,
en nihayet bunlarin effitimiigin her tlirli fedakirhita katlanmak
en Onemli bir milli egitim siyaseti olmustur.

Yeni istidatlar1 erkenden kesfetmek i¢in diigiiniilen tedbir-
lerin baginda, matematik kiiltliriinii genis kitlelere yaymak gelir,

Ikinei Diinya Harbinden sonra bir cok memleketlerde, genc-
lerin tecessiislerini tahrik etmek ve bunlarin matematik bilim-
lerine karg ilgilerini arttirmak i¢in yeni bir tip matematik lite-
ratilrit meydana gelmigtir. Bu gegit literatiirde aramilan Ozelik-
ler kisaca sunlar olmahdir: a) Problem vazi suni olmamali,
b) Bunlar: anlamak igin fazla ®n bilgiye ihtiya¢ bulunmamals,
¢) Okuyucuyu aktif igbirlifine ve bir geyler kegfetmege sevket-
meli.

Iste Tirk Matematik Dernegi bu cereyani memleketimize de
getirmek maksadiyle bu yayinlara baglamig bulunmaktadir. Bu

yayinlar, resmi miifredata bagh ders veya yardimer kitaplar ol-

may1p, konular1 yukariki prensiplere uygun olarak secilmig eser-
lerdir. Bunlarin anlagilmas: igin lise matematifinin bir kism:
ile okuyucunun safiduyusu ve iyi niyeti kafidir.

Tamamen hizmet olan bu tegebbiisiimilzin mali kaynag,
Milli Egitim Bakanlhiffimizin ve Ford Foundation’nun bagiglaridir.

Tiirk Matematik Dernegi
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1. Indirgemeli" diziler kavram aritmetik veya geo-
metrik diziler kavraminin genig dlgiide genellegtirilmig bir gek-
lidir. Tabii sayiarm kareleri veya kiiblerinden meydana gelen
dizilerle rasyonel sayilarin ondalik kesir halinde yaziliglarindaki
rakam dizileri (genel olarak herhangi bir peryodik dizi) ve x in
artan kuvvetlerine gre diizenlenmig iki polinomun bdliinmesin-
den ¢ikan bdéliimiin katsayilari dizisi v.s. de &zel olarak bu in-
dirgemeli dizilerdendir. Buradan, indirgemeli dizilere lise mate-
matik Ggreniminde sik sik rastlanacag anlagilmaktadir. ludirge-
meli dizilerin teorisi, diferensler hesabt adi ile bilinen bir mate-
matik disiplinin 6zel bir béliimiinii tegkil eder. Burada biz bu
teoriyi, okuyucuda hi¢ bir 6zel bilginin meveudiyetini kabul et-
meden (sadece bir yerde lineer cebrin isbatsiz olarak verilen bir
teoremine dayanarak) anlatacagiz.

2. Dizileri
(1) Wiy Mgy Qyy ssey Hpy sns

veya kisaca {a,} seklinde yazacafiz. Eger herhangi bir n yerin-
den itibaren biitiin terimler igin |

(2) wpr=aitprp—tastpip—et o Ffopu, (h=k=>=1) i

baffintis1 cari olacak gekilde bir » tabii sayis1 ile ay, a5, ..., ag
(reel veya kompleks) sayilari meveut ise, (1) dizisine k-yinct mer-
tebeden bir indirgemeli dizi denir ve (2) baffintisina da k-yincr mer-
tebeden indirgeme denklemi (indirgeme formiilii) ad verilir. Boy-
lece bir indirgemeli dizi, terimlerinden herbirinin (belli bir te-
rimden itibaren) (2) uyarmmea kendinden hemen Bnceki ayni bir b
k sayisi kadar terim cinsinden ifade edilebilmesiyle karakterize '

') Fransizoa arécurrente», almanca «rekursive veya wrekurrents. 3
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2 INDIRGEMEL] DiZiLER

edilir. Burada, sonraki terimlerin hesaplanmasi, daha Onceki te-
rimlerin bilinmesine indirgendiffi i¢in «indirgemeli» deyimi kul-
lanilmigtir.

Misdal 1. Geometrik dizi.
3 Ui =a Wy==aq, Gg=00 s sssy Ua=——0 G 3 asey
olarak verilen bir geometrik dizi igin (2) denklemi
) Upt+1 =g Uy

geklini haizdir. Burada k=1 ve a, = g olduguna gire, geometrik
dizi birinci mertebeden bir indirgemeli dizidir.

Misdl 2. Aritmetik dizi..
e, =a, as—a-t+d, yy=a+24d, ..., cp=a+(n—1) d, ...
Upty =up+d

olur; bu bagimti ise (2) geklini haiz degildir ¥). Fakat bu bagi-
tiy1 komsu iki n defferi i¢in gbzdniine alirsak

Upts=tp+1+d Ve a4, =ap+d
elde eder ve cikarma ile buradan
Un+e = Up+1 = Up+1 — Up
veya (2) seklini haiz olan

(5) Upts=28p+y — Uy

*) Bunun igin, saf yanda dizinln sadece sabit kalsayili terimleri-
min bulunmas: karakterlstiktir,
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denklemini buluruz. Burada k=2, a,=2, a,=—1 olduguna
gire, aritmetik dizi ikinei mertebeden bir indirgemeli dizidir.

Misal 3. Fmonaccr! nin klasik tavgan problemini gb-
ziniine alalim. Bu problem, ergin bir tavgan c¢iftinin her ay yeni
bir yavru ¢ifti verdikleri ve yeni doganlarm da bir ay zarfinda
tam erginlige erigtikleri bilindigine gore, bir ergin tavgan ¢iftin-
den bir yilda ortaya ¢ikacak biitiin ergin tavgan ciftlerinin sa-
yisini bulma probleminden ibarettir. Burada ilgi gekicl olan, ke-
layea bulunabilecek olan sonugtan ziyade, terimleri, yavrulaya-
bilen tavgan ciftlerinin toplam sayisindan ibaret olup, baglangig
anmda (u,), bir ay sonra (z,), iki ay sonra (u,;) ve genel olarak
n ay sonra (u,+,) olan dizidir. Agikdr olarak u, =1 dir. Bir ay,
sonra buna yeni doffmus bir ¢ift daha katilmakta, fakat ergim
tavsan gifterinin sayism yine eskisi gibi u,=1 olarak kalmakta-
dir. lki ay sonra geng tavsan gifti erginlesmis ve yavrulayabilen
giftlerin sayis1 2 ye yiikselmigtir: u, = 2. §imdi n-1 ay sonraki
ergin giftlerin toplam sayis1 u, ve n ay sonrakilerinki de u,4+.
olsun. Bu zaman i¢inde u, kadar ergin tavsan cifti u, kadal: da
artig kaydettifinden n-+1 ay sonraki ergin tavgan ¢iftlerinin
toplam sayisi

(6) “lnty = Ug+y T Un
olur. Bu yiizden
a, =g+, =38, u; =u, +uy =35, a, = u; +u, =8,
2; =g+ u; =18, ...

dir. Biylece terimlerinden herbiri kendinden tnceki ilk iki teri-
min toplamina egit olan

) Fmowsacer veya Pua’li Leoxarno orta ¢agin (1200 yillari) bir ltal-
yan matematikeisi olup, Orta Asyan ve Yakindofu milletlerince bilinlp
kullanilmakta olan cebir ve aritmetige ait geniy olgtide bir Ozetlemeyt
ihtiva eden «Abakus» adh eserl hrakmigtir. Kitabin konusu Lronarse
tarafindan yenliden gbzden gegirllmis ve tamamlanmistir.




4 INDIRGEMELI DIiZIiLER

i a=1, a,=1, =2, a;,=38,
(7) '

{ us=8, uy=8, uy=18, ouss

dizisini elde ederiz. Bu diziye FisoNaccr dizisi adi verilir, ve te-
rimlerine de FiBoNAcci sagilart denir. (6) denklemi FioNaccr di-
zisinin ikinci mertebeden bir indirgemeli dizi oldufunu goster-
mektedir.

Misdl 4. Bagka bir misdl olmak fizere tabii sayilarin
karelerinden ibaret

(8) g, =1% u,=2% uy=8% ..., mp ==Yy than
dizisini gozoniine alalim. Burada
v = (n 1)'.= ﬂ'_+ 2n+1
ve dolaysiyle
(9) Uy =+ 2n+1
dir. n yi 1 artirirsak
{10) Oity=Up+1 20+ 8
elde eder ve (9)-u (10) dan gikarirsak

Upts — Up+i = Upty — Up 12
veya

{11) Bats— 2hyts — U+ 2
buluruz. Simdi (11) denkleminde n yi 1 artirirsak
(12) Uty = 2Up+e— Up+1 T2

ve buradan da ((11)-i (12) den gikararak)

Upts — Upty =28+ — Buyty -t up
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6 iNDIRGEMEL] DiziLER

Su halde (16) dizisi li¢lineti mertebeden indirgemeli bir di-
zidir.

Misal 6. Simdi x in artan kuvvetlerine gire diizenlen-
mig iki polinomun bolfimiinden gikan bliimiin katsayilar: dizisini
gozdniine alalim :

Plx)=A,+Ayx+ -+ A2
ve
Q(x)=B,+ Byx -+ -+ + Bpxk (B, 50)
olsun.
P(x) polinomunu Q(x) e «bilelim» '); P (x) effer Q (x) ile ka-
lansiz olarak bdllinemiyorsa, bolme simirsiz bir gekilde devam
ettirilebilic. Boylece bliim olarak, ard-arda bulunan terimlerle,

Dy D, % b Dy DD P 55 b D A eives
elde edilir. Simdi
(18) N IR TN o GO S 5 TR

dizisini gbzdniine alarak, bunun k-yinc1 mertebeden bir indirge-
meli dizi oldugunu gisterecefiiz (burada k-min bdlenin derecesi
oldugunu hatirlatalim). Bn maksatla sadece n =1— k-}- 1 gartim
saflayan herhangi bir » tabili sayis: alalim ve bdlme iglemini,
boliimiin x"+k y1 fhtiva eden teriminde keselim. Bu takdirde ka-
lan olarak, x in (n - k)-yineidan daha yilksek kuvvetlerini ih-
tiva eden bir R (x) polinomu elde edilir. Boliinen, btlen, bliim
ve kalan arasindaki bafintiy:r gdziniine alirsak,

Apteo A =
= (B, + Brxk) « (D + ++* + Dp+g x"¥%) + R(x)

idantikligini elde ederiz.

") Burada bahis konusu olan, polinomlarin boltimtinde kullanilage-
lenden farkli bir metodtur ve kuvvet serilerinde belirsiz katsayilar
metodu yardimiyle yapilan bilme islemine benzer sekilde y@ratalar.
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$imdi bu denklemin sajf ve sol yanlarinda x"+* min katsa-
yilarini arayalim ve bunlar birbirine egit yazalm. n+ k=141
olmas1 yfizlinden x"+* nin sol yandaki katsayisi sifira egittir. O
halde saf yanda da x"**¥ min katsayis: sifira egit olmahdir;
x™+k |1 terimler ise yalmiz (B, -« -+4By x%). (Dyt+«++Dpip x"+5)
carpimindan gelir (zira stylendigi lizere R (r) kalani x in daha
yiiksek kuvvetlerini ihtiva etmektedir). Bu yiizden aranan katsay:

(19) Du+§BO+Dn+&-—lB;+“' +D.El-

dan ibaret olup, yukarda kaydedildi#i (izere, sifira egit olmak
zorundadir :

Dot Byt Dppe—y Byt <+ + Dp By = 0.
Buna gtre (B,9= 0 oldufundan)

(20) D--+:.=—5 u+k—;—"'—£"-ﬂ. (n=>=l—k+1)
B. B.

olur. Bu ise k-yinct' mertebeden bir indirgeme formiiliidiir; bura-

dan da (18) dizisinin k-yinct mertebeden bir indirgemeli dizi ol-

dufflu sonucuna varilir,

3. Misal 6, gozoniine alinan misiller arasinda en genel ka-

rakteri haiz alamidir. $imdi

(21} Myy gy euny Hgy oes
gibi,
(22) Uptk =ayUntk—1+ *** +agus (n=k=1)

seklindeki bir denklemi gercekligen k-yinc: mertebeden bir indirge-
meli dizinin, belli bir P(x) polinomunun

(28) Q('\')"_-l—ﬂlt—'"'—'dgxi




8 iNDIRGEMELI Dizirer

polinomu ile biliinmesinden ¢ikan bélimiin katsaytlart dizisine idan-
tik oldugunu gisterecegiz.

n 8ayisi n > k- m—2 gartim1 gercekliyen herhangi bir ta-

bii sayr olsun. @Q(r) polinomunu a,}-u,v+tu, x4+ uz4q 2"
ile ¢garpalim. Bu takdirde

(l—ax—ayx"—+- —ap x*)(a, + @, x+
gt TG e B RS o N K
=[u,+(ag—ara) x+ ++- +
+ (@t m—1 = @ Gprm—y = ** ¢ — A Um—y) XFF )
(28) ' - [apsm —ayopsm—— " —agtn) xRN 4
Fooeo - (Uphy—a = 000 —ap gyt ) 2" —
—[awntr + 2+ Fag dg—pas) ' - oo S ap ups, x"HE]

elde edilir.

Burada birinei kiigeli parantez i¢inde: katsayilari, bizce se-
¢ilmig olan » ye bagh bulunmayan, ! =k 4 m — 2 - inci dereceden
bir polinom bulunmaktadir. Bunu P (x) ile giisterelim :

P(x)zdg“f'(u,-——alul),\--}- Ty +
(25)

+(llk+a|—-—1 =i ui..+.,,|__,‘ — rrei—ap “m—t) yktm—n,

Ikinei kitgeli parantez iginde ise biitiin katsayilar: (22) denk-
lemi geregince hep sifir olan bir polinom vardir. Nihayet sonun-
cu kbigeli parantez, katsayilari n ye bafh olan, fakat (n + 1)-in-
ciden daha diigiik dereceli hig bir terim ihtiva etmiyen bir poli-
nom vermektedir. Bunu R, (x) ile gsterirsek, (24) idantikligi

Px)=(1—a,x—ayx*— ++» —ap x*) (a, +u, x +
(26)
Fove a1 ") A Rylx)

gekline girer. Buradan gorildiigli fizere, P (x) in
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denklemini gercekliyen, k-ymer mertebeden bir indirgemeli dizi
olsun. Bu defa (27) sayilarinn s, toplamlarindan tegkil edilen
yeni

‘29) 5, =0, 8s =0, 8y 1o, Sn=a,F s+ +tp ...

dizisini gozbniine alalim. Simdi bu dizinin de ayni gekilde bir
indirgemeli dizi oldugunu, daha agik olarak, terimleri

spik+1 =1+ a)) sptp+
+ (as — “1) Sptk—it ot Flag —ap—y) sa+y—ag s,
denklemini gercekliyen (k- 1)-inci mertebeden bir indirgemeli
diziden ibaret bulundufunu gisterecegiz.
Ispat i¢in; agikga gorildiigi fizere,

VEL= 8 Iy =0y — =8 8. s

(31) /

uy = 8y — (@t <o i) =S8 — gy +he
olduguna igaret edelim.

s, =0 koyarak u,=s,—s, yazmlir ve (28) denkleminde
Wyy Hyy «eey Upy ++» JOF yOTine g, 8,4 ..., $p, ... cinsinden olan ifadeleri
konursa

Spdke— Sn+k—1 = i (St ik—1 — Spik—2) + .
4 ag {antie—0— Snti—g) F07 2 = ap (0n — 8n—1)
elde edilir ve buradan
stk =1+ a) sqep— +
+lar—a) spp—st o Fap —ar— ) sa—agsa—y, (A =m)
veya, n yerine n -1 koyarak,

Sptetr= (1 a)) spsr -+

+(ag — @) Spie—1+ =+ Flag —ap— ) sps1—ags, (R=m—1)
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bulunur. Bu ise (k -+ 1)-inci mertebeden bir indirgeme formiiliidiir.

Birkag misil gbzoniine alalim :
a) Geometrik dizi. Burada a,=aq¢"' ve
sSa=utu,F o tup=atag+ - Fag"

dir. {u,} nin terimleri a,+, = qu, seklindeki bir denklemi gergek-
lediklerinden {s,) nin terimleri

(32) a2 =(1+ q) spt1— g op
denklemini saglamak zorundadirlar.
b) Tabii sayilarin kareleri dizisi. Burada
I p=n"ve s,=1+2*+ - i +n? dir. {g,)} nin terimleri
=8 tnto— B ttat + u,
denklemini gercekledikleri icin (bk. S. 5), {s,} ninkiler
Spti =4 sty — OB 8spts T 4854 — 8p
denklemini saglarlar,
¢) Fmonacer sayilari. Bunlar
Upto = Up+i+ g
denklemini ger¢eklediklerinden, s, toplamlar

Sp+s = 28pt0— 8,
denklemini saglamak zorundadirlar.
5. Meseld aritmetik veya eometrik diziler, tabii sayilarin

kareleri veya kiiblerinden ibaret diziler veyahut da peryodik
diziler gibi en basit indirgemeli dizilerde, dizinin her terimini,
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daha nceki terimleri hesaplamakeizin bulabiliriz. Fakat FrsoNaccr
sayilar1 dizisi veya genel olarak iki polinomun biliinmesinden
gbremiyoruz. Meseld oniiglinelt Frsonacct sayisi olan u,, i he-

saplamak i¢in, evvelad ard-arda daha &nceki biitiin terimleri he-
sap etmemiz gerekiyor (bunun i¢in u,4+.,= u,+, -+ u, denklemini

kullanmiyoruz) :
gi=1, gy=1, uy =2, u,—=8, wi =0, g,=8, u;=18,
oa =21, uw, =84, o,y =50, u =80, u,= 144, n,; =233,

Simdi bir indirgemeli diziye ait terimlerin yapis1 hakkinda
daha esash bir incelemeye gececek ve neticede, genel halde bile,
bir indirgemeli dizinin her terimini, daha 6nceki terimleri belirt-
meye liizum kalmadan heaaplayabil.me imkanin1 veren formiiller
elde edecegiz. Bu tiirlii formiillere, bir aritmetik veya bir geo-
metrik dizinin genel terimini veren formiillerin ¢ok genellegtiril-
mig gekilleri gbzliyle bakilabilir.

(88) Upt ke = @y Up-tl—1 + Qg Untfe—g + *** + ag i

k-yine1 mertebeden bir indirgeme formiilii olsun. Bu denklem
biitlin n=1, 2, 8, ... tabii sayilar i¢in gergekleniyorsa, n=1
koyarak

Bt =a up +atup— 0 Fap e,

elde edilir. O halde u, uy, ..., uj biliniyorsa, u;+, de hesaplana-
bilir. (33) de n =2 koyalim; bu takdirde

Up+o =@ U4y + @z + *+* +agpu,

bulunur. Boylece up+, bliyiikliigil de bizce biliniyor demektir.
Genel olarak m herhangi bir tabii say:1 olduguna gore, efer

Uy gy eony Uley Uletyy vony Umtfe—y
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terimleri dnceden hesaplanmig ise, (33) denkleminde » = m koyup
buradan a, -+ ardigik terimi bulunabilir.

O halde terimleri (33) denklemini gergekliyen k-yinct mer-
tebeden bic indirgemeli dizinin ilk %k terimi olan wu,, as, ..., up
biliniyorsa, difer terimler bu denklem yardimiyle tek tarld belir-
tilebilir. Bu terimler miimkiin olan biitiin tarzlarda segilecek
olursa (bu se¢me igi hi¢ bir smirlamaya bagh tutulmamigtir),
(33) denklemini ger¢ekliyen gegitli dizilerden ibaret sonsuz ele-
manli bir ciimle elde edebiliriz. Bu ciimlenin elemanlari olan di-
ziler birbirlerinden,'ilk k terimleri (hic olmazsa bunlardan biri)
bakimindan oldugu gibi daha sonraki terimler itibariyle de far-
kederler. Meseld birinei mertebeden

Upt == G Uy

denklemini ¢ ortak carpanli biitiin geometrik diziler ger¢eklerler
(bunlar birbirlerinden «, baslangic terimi bakimindan farkeder-
ler). Bunun gibi ikinei mertebeden

Uy iy = 2 Up+ty == Up

(veya up+,— up4, = up+; — @n) indirgeme denklemini, hi¢g olmaz-
88 u, = a ve uy—=a-+d terimlerinden biri bakimindan birbirin-
den farkeden biitiin aritmetik diziler gergeklerler. O halde bun-
lar ya a baglangig terimi veya d ortak farki veyahut da ayni za-
manda her ikisi bakimindan birbirinden farkhdirlar.

Bir de ikineci mertebeden
Upts = Gp+y 1 Up

denklemini gizéniine alalim. Bu depnklemi, a, =ua, =1 ile karak-
terize edilen
FX 1502 8y 6, 8018 21, 84 N .

Fmonaccr dizisi gercekledigi gibi, u, ile u, nin gegitli segiligleri
ile elde edilen sonsuz sayida bagka bagka diziler de gergeklerler.

| T
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Meseld u;=—38 ve u,=1 igin
=By 1, = = = B s e s AR e R
dizisi elde edilir.
Ayni bir (33) denklemini gercekliyen herhangi
gt TR e e

(34) iy Hay ooy Hny seey

Ziy Zoy seny Zpy eae
diziler ciimlesi verildifine gore

Xntk = @ Xptk—1 T+ @y Xpdp—g + * 0+ ag Xp,

(35) Yn+k = Q1 Yntk—1 T G Gntk—a T *** 1 ag g

\ Zntke =1 Zn+p—1 T Qe Zatk—s+ *** T ar za

denklemleri de saglanirlar. §imdi (34) de bulunan dizilerin sayis
kadar olmak iizere, herhangi A4, B,...,C sayilarin1 secelim ve
(85) deki birinci denklemi A ile, ikinecisini B ile, ..., sonuncusu-
nu da C ile ¢arpip toplayalim. Boylece

Axprk+Bonte+ o+ +Crpsr=
=a(Axptp—1+ Bgnsp—1+ - +Czate—1) +
ta: (Axntk—s +Bynti—s+ »* + CzZnti—n) +
F ot ap{Axn+Bya+ oo +Cz,)

(36)

elde edilir. Buradan gu g¢ikar: (34) dizilerinden birincisinin biitiin
terimlerini A ile, ikincisininkileri B ile, ..., sonuncusununkileri
de C ile carptiktan sonra bulunan dizileri terim terime (birinei
terimleri birineilerle, ikincileri ikineilerle, ...,) toplamak suretiyle
elde edilecek
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f|=Ax|+By|‘Jr""+Czn

th=Ax;+Bys+ - +Czy
£ R s By & S R Ry -

............................

dizisi, verilen (38) denklemini gergekler. 4, B, .., C sayilarim
geligigiizel se¢mig oldugumuz i¢in, bu sayilar: degigtirmekle genel
olarak birbirinden farkli bulunan ¢,, ¢, f,, ... degferleri elde edilir,

$imdi

(88) Wyy Wyy ssey Upy sas

(88) denklemini ger¢ekliyen herhangi bir dizi olsun, Burada su
soru ortaya ¢ikmaktadir: acaba A, B, ..., C sayilar, (37) dizisi-
nin ilk k terimi ile (38) dizisinin ilk & terimi c¢akigacak gekilde
secilebilirler mi? Eger bu miimkiin olursa, anlatilanlara gbre,
(87) ve (88) dizilerinin diger biitiin terimleri de birbirleriyle ¢a-
kigirlar, yani her n tabii sayisi igin

(39) i A B e A
egitligi cari olur.

Bbylece k-yinc1 mertebeden ayni bir indirgeme formiiliinil
gergekliyen dizilerden miitegekkil sonsuz elemanli bir climlenin
her dizisini, bunlardan bazilar1 (yani (34) dekiler) cinsinden (39)
formiiliine gore ifade etmek imkani (gimdilik farazi olarak) elde
edilmig olur. Bunun gerceklegebilmesi, A4, B, ...,C sayilarimn,
@y Uy, ..., up eaff yanlan geligigilzel verilmis olan

Ax,+Byg, ++++4Cz =u,
(40) Axy+By;+ -+ +Cszy=n,,

............................

Axp+Byp~+ -+ +Czr=u;
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denklemlerini saglayabilmelerinin miimkiin olup olmamasina bag-
lidar.

Burada A4, B, ..., C sayilar1 bilinmedikleri ve denklem sayis:
da indirgemeli denklemin k mertebesine egit oldugu igin, uygun
olanmi, 4, B, ..., C bilinmiyenlerinin sayisimi da (bu sayr (34) di-
zilerinin sayisina egittir) & ya egit olarak se¢mektir. Biliyoruz
ki & tane A, B, ..., C bilinmiyenli ve k denklemli (40) lineer
cebrik denklem sisteminin ¢Ozlimlerinin mevcudiyeti, sistemin
Xyy Gy vavy Tay oony Xley Yhey ooy 2 katsayilarina, dolayisiyle (34) dizi-
sinin baglangig terimlerinin nasil olduguna baghdir. uy, ug, ..., ug
saf yanlar: geligigfizel verilmigken, megeld

=1 3.=0 ..., z;,=0;

xy =0, yga =1, ..., 2, =0

(41)

=0, y==0, ..., zp =1

alindig: takdirde, bir ¢dziim meveut olur. Gergekten bu hal icin
(40) sistemi, sistemin ¢dziimiinii derhal veren

A:u”
B = u,,
=

seklini haizdir.

Nihayet denklemlerin sag yanlari nasil olursa olsun, (40)
sisteminin bir ¢oztimii haiz olabilmesi igin '

iy eony Tig neey Xy s00y Tk

sayilar: bagka tiirlii de segilebilir. Meseld







=i

RADE S S ne
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Okuyucu teoremdeki hipotezin (41) ve (42) ozel halleri igin
safflandifini kolayca gercekliyebilir. Agagida bu teoremden fay-
dalanilmasi gereken hallere rastlayacafiz. Simdilik (teoremden
bagimsiz olarak gosterilen) su neticeye dayanacafz : Oyle
Xy eeey Tiy eevy Xhy seey 2 sayilari ( (34) dizisinin baglangi¢ terimleri)
vardir ki, a,, ay, ..., 13 sag yanlan geligigiizel verilmigken, (40)
sisteminin bir ¢dzlimil mevcut olsun. Bu gegit sayilar (34 dizi-
sinin baglangi¢ terimleri olarak segilirse, daha Once sOylenilenler
geregince, (33) indirgeme denklemini gergekliyen her dizi, A4,
B, ..., C sayilar: (40) denklem sisteminden belirtilmig olmak fize-
re, (39) formiilii uyarinca ifade edilebilir. (33) denklemini ger-
¢ekliyen her diziye ait terimlerin (39) formiilit yardimiyle (yani
belli 4, B, ..., C sayilarivle ¢carpma ve toplama ile) belirtilmesine
yarayan k dizili (34) sistemine indirgeme denkleminin tabant*
denir.

Bu agiklamalardan : her diziye ait, gegitli tarzlarda secilebi-
len, bir tabanin meveut oldugu neticesi gikar. Meseld

ta birax bilgisi olan dfrencilere gunu hatirlatalim ki, sag yanlar: geligign-
gel verllmig olan (40) sisteminin bir¢dzimt, ancak ve ancak sislemin katsa-

X Iyt 2y
A =] *1¥s""" %
XkUk " Tk

yilar determinanbimin sifirdan farkli olmas:i halinde meveuttur, Bu
gart, sag yanlari geligigizel (meseld silira egit) olan (40) sisteminin
¢Oztimfntin tek turld olmas: igin de gerek ve yeterdir. Boylece & bilin-
miyenli & denklemli bir sistemde sag yanlarin geligigtizel verilmis ol-
mas: halindeki ¢5z8m0n meveudiyeti igin sdylenen sart, sag yanlaria
sifir olmasi halindeki ¢Ozfimtin tek toirl0 olmas: gart: Ile gakigmaktadir.
Iste teoremin metninde tam bu husus ifadesini bulmaktadir,

*) Alman literatirande bunun igin «lemel diziler sistemi» deyiml
de kullamilmaktadir,
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(48) denklemine, (83) indirgeme denkleminin karakteristik
denklemi denir. g =z karakteristik denklemin herhangi bir kokii
ise (reel veya kompleks) :

(44) Xy =% {n=42..00)

koymak suretiyle, baglangig terimi x, =1 den, ortak ¢arpam d
x dan fbaret olan ve (33) denklemini gergekliyen bir geometrik
dizi eld edilir. Gergekten, hipoteze gire = (43) denkleminin ko-
kil, yan

ok =g, bk~ L, a0k~ L v ap

olduffundan, n herhangi bir tabii say: olmak {izere, her iki yan
a"—" jle ¢carpilarak

aNtk—1 =a; g"+k"' + ay a+k—8 + el e + ag gn—1

bulunur; yani (44) dizisi (383) - denklemini gergekler. Bu yiizden
(48) karakteristik denkleminin her ¢ =z kokiine, (33) denklemini
gercekliyen ve ortak carpani z olan bir geometrik dizi kargilik
gelir. Sadece farkli ortak carpanlari haiz geometrik diziler yar-
dimiyle bir taban inga edebilmek igin, bu dizilerden yeteri ka-
darini, yani % tanesini elde bulundurmak icabeder ve bunun igin
de karakteristik denklemin birbirinden farkh k tane kikiine ih-
tiyag vardir.

Karakteristik denklemin biitiin kiklerinin birbirinden farkl
oldugunu kabul edelim :

| G =% qa=F4 ey qe=10.

Bu takdirde (38) denklemini gergekliyen k tane geometrik dizi
elde edilir :

IR T I e T

(‘5) 1" ﬁ! ﬁ?' sney ﬁ“_l, reuy

\ 1, 7y 7’1 iy 7J_I—I, LS
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Mx)=p(x—p) . (x—7)

klini haiz olmahdir. ¥ =z konuldugunda M (z)=1 elde edil-
meli, dolayisiyle

1=pz—p)...(z—7)
ve
=y e
E=T—h.—n
olmahidir. Bbylece

= P =3
lloat Sl Py gy

olur. Bu polinomun kogulan gartlari gergeklemekte oldugu agik-
tir. Garpimlar yapilir ve diizenlenirse, polinom '

M(x)=my-+m x+ - +mp_ 2!
seklinde elde edilir.

Simdi (48) denklemlerini sirasiyle my, mis ... mp—, ile carpip.
toplarsak, _
Almy4mpa+ -+t my, 2k=1)
+ B (ma - my Bt oo g, ) e
FClmy+myy+ 2+ +mp— k") =0

veya ;
AM(@)+BM(@B)+ -+ +CM()=0
buluruz. Halbuki M () =1, M(#)=0, ..., M(y) =0 dir; buradan
4 =0
¢ikar ki, bu da kabul edilenle celigir.

O halde (48) sistemi yalmiz sifir-gdziimiinil haizdir ve dola-
yisiyle (47) sisteminin g‘el.lligﬂul Uy, Wy, vy up lar icin tek tiirlil
bir ¢dzlimii vardir. Bu da (45) sisteminin (33) denklemi igin ir
taban tegkil ettigini ifade eder. Biylece her
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geklindedir. Bu denklemin
A T S
cEmEFEGVS =SV

den ibaret olan farkh iki kokii vardir. Bu yiizden Fisonacer
dizisinin genel terimi

= A 2"t 4 B ot

geklinde yazilabilir. Bilinmiyen A4 ve B bitytikliiklerini bulmak
igin n=1 ve n=2 koyalim. Boylece

a4 =1= A+ B,
,.,=1=Au+u=§-m+m+—2"§(.4—3)
elde ederiz. Bu sistemi (Ozersek .
Ao VBT YRy

G T N

\ ve dolayusiyle
' ; cid fd
=V3+1/1+V5\"~' 5 —1/1—y5\n—
=3 (%) 5w (5F0)
veya ; o

s R (L T

buluruz. Igte bu da Frsonaccr sayiariom genel ifadesidir. Bul-

dufumuz formil ilk bakigta karigik ve hesaba elverigsiz goriint-
yor. Fakat bu formill yardimiyle ilgi gekici birtakim sonuglar

elde edilebilir. Meseld komgu iki Fisonacc sayisimin kareleri
toplaminin yine bir Freonacer sayist oldugunu gosterelim. Ger-

gekten i
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1) b=ax"1g,
2) a=y <" +y’,
3) y!=yﬂ' x.lr ’+g",

k) y(;‘_’) Zy(j‘_‘l) x(k) + yu‘.},

| k+1) g =yl xlk+)

(52) !

elde ederiz. Burada ardigik kalanlar
a>y Sy =gt > gl > gl 21

egitsizliklerini gerceklerler.

(52) nin sonuncu denkleminde kalan sifira esit olacagindan,
gon pk) kalani a ve b sayilarinin aranan e.b.o. bolenidir. Bu
yiizden k, en biiyiik ortak bblenin belirtilmesi i¢in gerekli iglem-
lerin sayisini gostermektedir. O halde problemimiz k sayis1 igin :
bir sinirlama yapmaktan ibarettir. Bu maksatla g%, gle—1 ... 5
leri u,, u, u,, ... FiBoNAcct sayilari ile kargilastiralim. g% =1 =y,
ve bir dneeki glk—") kalaninin y ¥ dan daha biiyiik olmasi yii-

-ziinden gk~ >2=gy, olduguna dikkat ederek k-yinc1 denk-

lemden
g = gl x(k) 4 glk) = gk—1) 1 + gl > uy +uy =u
hiikmiine varirnz. Biylece
7B = a,, g =u, g0 > o,
egitsizlikleri cari olur.
(m—1=2)

y(") ==ty esey g(m) e U —m+ 2 F(m_l) = Qj —m+s

egitsizliklerinin do@ru oldugunu géstermig bulun dugumuzu kabul

‘edelim. Bu takdirde g(™—?) = g(m—!) x(™) 4 y(™) denkleminden

gD == o 1+ g™ >t s + Br—m+s = Te—m+a
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&
(1_1—}5) >5VE—1>10
oldugundan
sk
(55) 10k < (}—‘;—Vs) < (a4-1)°

neticesi caridir.

Ondalik sistemde a sayisinin n tane rakami varsa (diger bir
deyimle a sayist n rakamh bir say: ise)

W= a< 10"
dolayisiyle

a+1=10"
olacagn agiktir. O halde (55) egitsizligine gore

10k < (a +1)* < 10°"
veya o

k<b5n

dir. Bu ise istediffimiz neticeden ibarettir: Euclid algoritmasmnda
ardigik bolme iglemlerinin k sayisi, a ve b sayilarindan kiigiigii-
niin ondalk sisteme gbre yazilmig rakamlarimin sayisinin beg
katindan daha kiigiiktiir. Bu isbattan gtriildiigii fizere, Euclid
algoritmasinin uygulanmasinda en kit durum (yani iglem sayi-
sinin teoremde verilen sinira yaklagmasi) « ile b nin komgu Fi-
BoNAccr sayilarr olmasi halinde ortaya gikar. Bunu bir misalde
agiklayalim: b=u,, = 6765 ve a=u,, =4181 olsun. Burada a

- dort rakamh bir say1 oldugu igin, teoremimize gore, Euclid algo-
ritmasmdaki iglemlerin sayi 5.4 =20 den kilciik olmalidir,
‘Gergekten burada k = 17 tane iglem yapmak icabeder :
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YN e e =
'k_(k-i)%t- _(ﬁ—ﬁ)"w‘*’"'"l'-(—-x)*' (o);

 karakteristik denklemi

(Q—QF-—-O

d lh"—“dlnlhuugm
“’“"‘mw et

®8) -u)rm,,,( }w"-a-

oldugu M' . : . ‘J :
Bir de n“—-'o,i,&---.-kr-l olmak fizere

x — ayk—m — a2k T

( _J‘H_'- +i-l)k—ﬂ(m}ﬁ=6
k—m |

veya )

i ’"-"’”'(‘_ 5 (:1)4(:_', {on :

+{—-!)n(¥_” +ee +¢_4),...( )
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k k k
k”‘( )—(k—l)“( )+"'+(—1)“(k—#)“( )+
k k—1 k—p

(61) %
+---+(—nk-om(0)=o

bagintisinin cari oldugunu gdstermek istiyoruz.

Gergekten bu denklem m =0 i¢in (59°) niin ayni olup (*) m
nin bu degeri igin dogrudur. (61) denkleminin m=0, 1, 2, ... j
(j < k—2) icin dogru oldugunu isbatladifimizi kabul edelim ve

bu denklemin m= j--1 igin de dogru olacagim gosterelim Bu
maksatla (j - 1) -inci dereceden

fR)=—jx—j+1) - (x—1)x=

L]

(62)

mxj'l"_ﬂ}x)‘_o.u—-ﬁlx

polinomunu ithal edelim. (61) denklemini m=1, 2, ..., j i¢in
miitekabilen 8, B4 ..., £ j sayilariyle carparsak,

[ k' k
() -nacnf )+
k k—1

k
+'--+ﬁ.(—1)“(k—ﬂ)( )+
fe—p

k
s +ﬂ1(‘—1)k'0'(0)=09

(63) Cons 5501 A0 0 o ke A At

() Burada adet oldufu Uzere 0t alinacaktir; bu kabul, «perme-
nanz» esasi sebebilyle yapilmaktadir.






jﬁ‘x+ﬂ.x'+_---+ﬁ,z’+ﬂx)‘=~’+'
olduffundan, son olarak bulunan netice

H+'(k')—(&—nf+."( i )+---+(—1P(&-—»’+“( * )+
k k—1 - \k—p

...-_.:...,..ﬂ.._— qu.q—._‘—|.. .- ]
| TR v

* T ; - Sy ———— = o = T =
B N VR = N NN L S S e D Gl gy S R 53{...;_-‘,:_#.-..:___;._-__, ;
3 G N 0 & 1 J ]
I.. ¥ :.. { r

i LR (N B

geklini alir. Bu ise m = j+1 i¢in tam (61) denkleminden ibaret-
tir. Boylece (61) bagmtisinin dogru oldugu isbat edilmig olur.

Nihayet en ¢ok (k—1)-inci dereceden olan herhangi bir
- polinom daha gbzoniine alahm :

(65) Hx)=«4*-,a““‘+&~..,#"‘+- A,

m=0,1,2,...,k—1 igin elde umu 61 denklemlerini
‘mitekabilen A, 4, ..., A¢—, ile carparsak

A()eales

k
+<—:)»4.( )+ +¢—x>*4.( )=n.

k' k
\ k — A, (k—1) RO
_. Al'(k-) 1 (e — )(H)‘l' ~+

k
+(—=1)* A4, (k—p) ( ‘+ +F(—1)x A0 ( 0 )——"’u

L= SR Y R T L R R &5 EmSNirge 8 AR TR, e

t ; . ( k
)b s

A

B o e i

: [ k ;
T ; —1)P l'..""'. 2l [ Vou
+ =" Ak ,_.,;-_(__).,. +

R o Y ( Jﬂ- :

2wk
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k
(k4 n— 1) ak#n—t = (
k

)u(k-i-n—- )™ gkt

k
(67) —(k 2)a=(k+n—a>’"ak+"—*+---+

k
+ (= ( ; ) ak (n — )" &~
elde edilir.

(67) yi (57) ile kargilagtirirsak, buradan gu neticeye varilir:
k tane

1y g &% w0l g (m=0)
NI R S e e (m=1)
(68) 0,00, 2% o in— 1) el (m=2)

. . . - . - . - . - - - - - . . . .

L0 L dad B ("_l)k_la'“—ls vy (m=k—1)

dizilerinden herbiri (57) indirgeme denklemini gergekler. Eger
bunlarin bir taban tegkil ettiklerini tesbit edebilirsek, buradan
(57) denklemini gercekliyen her dizinin genel teriminin,

Q(x)=8y+Byx+++++Bp—; xk!
N\
katsayilar1 keyfi ve derecesi en gok k — 1 olan bir polinomu gos-

termek {iizere,

gy =[By+B,(n—1)+ +++ +Bp_,(n — 1),k ]2 =
®
=Q(n—1) "'

geklini haiz olacagi neticesine variriz. (68) dizilerinin bir taban
tegkil ettigini gdstermek igin ise, k lineer denklemden miite-
sekkil
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