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BU KITAP HAKKINDA

Bu kitap tamamen orta Ogretim miifredatina paralel olup
miistakbel dgretmenlerin mesleki ihtiyaglarini kargilamak ve dzel
olarak matematik kiiltlirlerini genigletmek ve geometri Ggretimin-
deki gerekli teknigi geligtirmek amaciyle hazirlanmigtir.

Once, ciimle teorisine dayanan kavramlar, soyut fonksiyon
(LoBacuevskr anlaminda) kavramimmin tatbikati, donfigiim guruplar:
kavrami, guruplar teorisinin ana hatlar: incelenmigtir. Bugiin Lo-
BACHEVSKI geometrisinin esaslarini ele almadan geometriyi basari-
11 bir gekilde fretmek miimkiin degildir.

Kitapta bol sayida temrin bulunmaktadir. Okuyucularin bu
temrinler diginda ¢aligma yapmalar: da kaginilmaz bir zarurettir.
Her btliimde bu gibi ¢alismalar igin konular verilmis ve bunlar-
Ia ilgili yayinlara atiflar yapilmigtir. Biylece, yenilifine ragmen
bu programa Sgretmenin ve Sfrencinin hizla intibak: kolaylagti.
rilmigtir.

Orta dgretim ders kitaplarimin biinyesine uygun temrinlere
Ozel Bnem verilmistir. Geometrinin sistemli olarak ineelenmesi-
nin orta tgretim ileri siniflarinda ele alinmas: temayiilil, buna
mukabil ilk iki yil bunun yerine bir nevi mantik ve «sezgiye
dayanan tiimden gelim» in konmasi savunulacak bir hareket de-
gildir. Meveut geometri programi ger¢evesi icinde ©gretmenin,
modern’ ilmin Snemli fikirlerini — climle teorisine dayanan kav-
ramlari, soyut fonksiyon kavramini, geometrik doniigtimleri, gu-
rup kavrammni, aksiyomatik metodu, v.s. — igleme bakimindan
imkanlart artmigtir. Kanaatimizea miifredat programinda, me-
seld yeteri kadar temel hazirlanmaksizin diferansiyel ve integral
hesabin okutulmas: gibi degigiklikler bugiin modas: gegmig goriin-
mektedir.







BU YAYINLAR HAKKINDA

Matematigin kendi degeri yaninda, fizik, kimya ve dolayi-
siyle miihendislik ve askerlik gibi pratik sahalara ve bilhassu son
zamanlarda biyoloji, ekonomi ve hattd sosyal bilimlere yardimi
hizla arttifindan, bu bilim her millet i¢in hayati bir Snem ka-
zanmigtir,

Ote yandan, matematik de bu bilimlerin problemlerini ¢dze-
bilmek i¢in gerek metod gerekse fikir bakimindan gelismek zo-
rundadir.

Bundan dolayr birgok memleketlerde bu sahaya daha fazla
saylda yeni istidatlar1 cekmek ve bunlar1 erkenden kesfetmek,
en nihayet bunlarin egitimiigin her tiirltt fedakdarhiga katlanmak
en OGnemli bir milli effitim siyaseti olmugtur.

Yeni istidatlari erkenden kegfetmek igin diigiiniilen tedbir-
lerin baginda, matematik kiiltiiriin{i genig kitlelere yaymak gelir.

lkinei Diinya Harbinden sonra bir cok memleketlerde, genc-
lerin tecessiislerini tahrik etmek ve bunlarin matematik bilim-
lerine karg ilgilerini arttirmak i¢in yeni bir tip matematik lite-
ratiiril meydana gelmigtir. Bu gegit literatiirde aramilan Yzelik-
ler kisaca gunlar olmahdir: a) Problem vazi suni olmamals,
b) Bunlari anlamak igin fazla on bilgiye ihtiyag bulunmamah,
¢) Okuyucuyu aktif igbirlifine ve bir geyler kesfetmegte sevket-
meli,

Iste Tiirk Matematik Dernegi bu cereyan1 memleketimize de
getirmek maksadiyle bu yayinlara baglamig bulunmaktadir. Bu
yaymlar, resmi milfredata bagh ders veya yardime:r kitaplar ol-
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2 Nokta ciimlesi olarak geometrik sekiller

mamiyle gergek muhtevadir. Muhtevanin ziyadesiyle miicerret ge~
kilde giriinmesi yine dig diinyadan tiireyigini yok edemez. Bu
gekil ve bagiintilar1 milcerret bir gekilde inceleyebilmek i¢in bag-
hliklarint tamamen bertaraf etmek, bu baghh@ eldeki maddede
yersiz bularak gidermek gerekmektedir. Bu gekilde noktalar,
dogrular meydana gelmigtir».

Diger biitiin matematik bilimlerde oldugu gibi, geometride
de, diger kavramlara gbre tarif edilen kavramlara rastlariz. O
kavramlar da ekseriya daha baska kavramlar cinsinden tarif edi-
lir ve bu biiylece devam eder. Bir misal alalim. Cember, verilen-
bir O noktasina olan uzakliklari, verilen bir dogru parc¢asina
egit olan diizlemsel noktalarin geometrik yeri olarak tarif edilir.

Bu tarifte «cember» kavrami, «nokta», «uzakhik», «dogru
pargasi», «egit», «diizlemsel», «geometrik yer» gibi bir takim
kavramlar yardimiyle tarif edilmigtir. Bir ¢emberi tarif etmek
igin, differ kavramlari bilinir kabul etmek zarureti vardir. Eger
kavramlar bilinmiyorsa ya bagka kavramlarla tarif ederiz, veya
bu olmazsa, izah ve resimle yetinerek bunlar1 tarifsiz birakiriz.

«Tarif zinciri» sorusuz olarak devam edemiyeceginden, ta-
bii, ige tarif edilmiyen kavramlarla baglamak zarureti vardir.

Geometride bazi kavramlar esas olarak kabul edilir ve bun-
larmn sayist miimkiin mertebe az tutulur. Esas kavramlar tarif
edilmezler ve muhtelif tarzda sec¢ilebilirler.

Segilenler ekseriya asagiida gosterilenler olur: «Nokta»,
«dofru», «diizlem», «ait» veya «lizerinde», «arasinda», «egit».

Geometride rastlanan diger biitiin kavramlar kesinlikle bu
esas kavramlar cinsinden tarif edilmelidir.

Meseld, «doffru pargasi» kavrami, verilen A, B noktalar
«araginda» ki «nokta» larin ciimlesi olarak tarif edilir, 4 ve B
noktalarina da A8 dojru pargasinin «uc nokta» lari denir.

«Kesin (dogru) olarak tarif etmek» veya «belirli bir zelli-
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#i haiz olmak» gibi ifadeler mantik sahasina girer. Geometrinin
etildiinde mantifin esaslariyle birlikte aritmetigin baz1 esas kav-
ramlart biliniyor kabul edilir.

2. Aksiyom ve Teoremler

Geometride «tarif zineiri» sonsuz olarak devam edemez. Bu-
nun gibi «ispat zineiri» sonlu kalmak zorundadir.

Bilindigi gibi geometrideki herhangi bir ispat, mesela Py-
thagor teoremi, evvelki ispatlara dayandirilir, onlar da daha ev-
velkilere, ve bylece devam olunur. «Evvelce ispat edilen» e ir-
ca igi sonsuz olarak devam edemez.

Geometriye, matematiksel bir disiplin olarak, ispatsiz ka-
bul edilen teoremlerle baglanir. Bu teoremlere aksivom denilmek-
tedir. Geometrinin esas aksiyomlar1 tecrllbe ve pratikten dog-
mugtur.

Aksiyomlara misal: «Bir dogru iizerinde en az iki nokta var-
dir. Bir diizlemde aym dogra iizerine diigmigen en az iig nokta
wvardir,»

«Eger » ve f diizlemlerinin ortak bir A noktas: warsa, ortak
olan en az bagka bir B noktas: daha vardir.

Euklid aksiyomu: «a herhangi bir dogru, A da a dof.rpu-
na ait olmigan bir nokta ise, a dogrusiygle A noktasinin belirttigi
diizlemde A dan gecen ve a g1 kesmiyen birden fazla dogru yoktur.

Son aksiyomda - paralel aksiyomu - bir A noktasindan ge-
¢en ve a y1 kesmiyen «birden fazla dofiru yoktur» geklindeki
doffru mevcudiyetine ait ifadeye igaret edelim (Sekil 1). Aksi-
siyom, hatta bir tek dogrunun bile meveut oldugunu ifade et-
memektedir. a y1 kesmiyen hicbir dofrunun meveut olmamasi
halinde bile, ifade edilen aksiyom, ifade edildigi gekilde mute-
ber durumdadar.
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a diizlemiyle A noktasinin belirttigi « diizleminde, 4 dan
gecen ve a y1 kesmiyen en az bir dogrunun meveudiyeti ispat

g

Sek. 1

edilebilir bir geydir. Bu ifade bir teorem olup basit bir ispat: da
bilinmektedir :

B, a tizerinde bir nokta olsun (Sekil 2), 48 dogrusiyle B yi
A ya birlegtirelim ve ¢,, ¢, i¢-ters acilari egit olacak gekilde

b dogrusunu gizelim, b dofrasu a yr kesmez. Hakikaten, eger o
ile b nin S noktasinda kesigtiklerini kabul edersek SAB ii¢ge-
ninde ¢, dig agisiyle komsgu olmayan i¢ ¢, agisimin egitlii gik-
mig olur, Oyle ise a ve b dogrularimn S arakesiti meveut olmaz.

Euklid aksiyomu ile gimdi ispat edilen teoremi birlegtirerek
yukardaki gartlar altinda a y1 kesmiyen bir ve ancak bir dogru-
nun meveut oldufu ifade edilebilir.

Aym dilzlemde olup kesigmiyen a ve b dofrularina paralel
dogfrular diyoruz. \
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Geometride, aksiyom listesinde bulunmiyan her ifade, bagit
veya «agikdr» olsun, bir feorem olup ispatlanmasi gerekir.

Gayetle «agikéir» oldufiu halde aksiyom i_iatesinde bulunmi-
yan ifadelerin teorem olarak ispat edilmeleri de gerekir. Diger
taraftan, hi¢ de «agikdr» olmayip aksiyom listesinde bulunan
ifadeler de vardir, bunlar ispatsiz olarak kabul edilirler.

Bir ders kitabinda, mantiki biitlin tafsilatiyle ispatlar1 ve-
rilen ve nihai olarak yalniz aksiyomlara dayanan ancak birkag
ispat Ornegi vermek miimkiindiir. Tamamen aksiyomatik olarak
yazilacak bir geometri kitabi ise ¢ok hacimli ilmi bir eser hiivi-
yetini alir.

XIX. yiizyilin sonu ile XX, yiizyilin baginda tertip edilmis
olan aksiyomlarin tam listesi bu kitabin IV. kisminda verilecek-
tir. Bundan sonraki bahislerde okuyucunun bildigi'lise muhteva-
81 nazar: itibare alinacaktir.

3. Nokta ciimlesi olarak geometrik
sekil kavram

Herhangi bir nokta ciimlesine ;e}fcﬂ denir. Ciimle fikri, an-
cak izah edilebilen fakat tarif edilmiyen ilkel bir kavramdir.
«Ciimle» kelimesi yerine denk anlamli diger kelimeler de kulla-
milabilir: «topluluk», «sinif», «koleksiyon», «gistem», vs.

Noktalardan ibaret climlelere nokta ciimlesi veya sekil, bir
climleye ait noktalara da climlenin eleman lar1 denir.

Bir dofru pargasinin- nokta ciimlesinden, vs. bahsedilebilir.

Aym gekilde uzaydaki biitin dogrularin ciimlesinden, bii-
tiin kiirelerin ctimlesinden, verilen bir kiireye teget olan biitiin
diizlemlerin climleginden, vs. den de bahsedilebilir. Bu son hal-
de ciimlelerin elemanlar: cilmlelerden ibarettir.

Sonlu ciimle ekseriya elemanlari belirtilerek verilir; mese-
la, bir bisikletin tekerleklerinin parmaklarinin ctimlesi gibi.
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Sonsuz bir ciimle, elemanlarinin bir zellifi belirtilerek veri-
lir. Bir ciimlenin elemanlarinin bu karakteristik ozelligi belirti-
lince, bir geyin bu ciimleye ait olup olmadifi hakkinda karar
vermek miimkiin olur.

Sekillere ait bazi misaller alalim.

Bir nokta, bir dogru, bir diizlem ve uzayin tiimii birer ge-
kildir. Nokta bir elemanli gekil, dogru, diizlem ve uzay ise son-
suz nokta ciimleleridir.

Bir dogru parcasindan bahsedince, burada fi¢ sekil ayirt et-
memiz gerekmektedir.

A ve B noktalarindan ibaret ciimleye 0-boyutlu dogru par-
¢ast diyeceffiz, A ve B noktalariyle A ve B noktalar: arasindaki
noktalardan ibaret climleye de 1-boyutlu kapal: dogru pargas: ve-
ya sadece dogru pargast adin1 verecefiz.

Buradaki kapalr kelimesi, dogru- pargasinin uclarinin, diger

bir deyimle A ve B noktalarinin 4B dofru par¢asina dahil ol-
dufu anlaminda kullanilmigtir.

Yalniz 4 ve B noktalarmin arasinda kalan noktalardan
ibaret climleye 1 - boyutla a;tk dogru parcast veya aralik diyece-
giz.

Buradaki actk kelimesi, dogru pargasi uclarinin, diger bir
deyimle, A ve B noktalarinin aralifa dahil olmadifmni ifade et-
mektedir.

Aralik, uclari atilan dogru pargasidir, ve O0-boyutlu dofru
par¢as: da aralifin uc noktalarinin eiimlesidir.

Bunlar agafida $ekil 3 deki gibi gtstermek uygun olur:

Simdi de agafndaki gekiller arasindaki farklar: belirtelim :

Bir I' dairesi, bir = dilzleminde (Sekil 4), O noktasina olan
mesafeleri, verilen bir R doffru barcasina egit olan noktalarin
climlesidir :
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egitsizligini sagliyan M" noktalarinin climlesidir.

P,
M
- ;ﬁ’ - 4
P.
Sek. b

Verilen bir kiirenin digt, M™ > R egitsizliini sagliyan M™
noktalarinin ciimlesidir

Kiire yiizeyl fizerindeki ekvator, paralel ve meridyenler bi-
rer gekildir. Bir kiirenin P,, P, kutuplar1 kiirenin 0-boyutla
capidrr,

Simdi figgen kavramina gecelim. Asagndaki sekillerin fark-
larim1 belirtecegiz.

£
a) c
8

by 4

Sek. 6

— e
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0-boyutlu ABC iiggeni, bir dogru {izerinde olmiyan A4, B, C
noktalarinin ciimlesidir (Sekil 6 a).

1-boyutlu ABC ii¢geni, A, B, C noktalar1 dogrusal olmamak
gartiyle AB, BC, CA dogru pargalarina ait noktalarin ciimlesidir
(Sekil 6 b). Boyle bir liggene ekseriya gizgisel iiggen denir.

2-boyutlu ABC iiggeni, bir boyutlu ABC flicgeninin noktala-
riyle, ABC diizleminin cizgisei iiggen icine diigen mnoktalarinin
citmlesidir (Sekil 6 ¢). 1-boyutlu ABC iicgeni, 2-boyutlu ABC
tiggeninin swmr’1 dir. Cizgisel {icgenin sinir1 yoktur. Siniri ati-
lan 2-boyutlu bir iiggene agik 2-boyutlu iiggen denir.

Bu ii¢ gekil arasinda fark gozetmenin liizumu yalniz geo-
metride belirmez. Meseld, mekanikte bir ABC iiggeninin afir-
Iik merkezinin bulunmas: istense, bu figgenlerden hangisinin
kastedildigi acik olarak ifade edilmedik¢ge meseleye anlam veri-
lemez.

Bu figgenlerden herbirinin agirlik merkezini bulalim.

0-boyutlu ABC ticgeninin ($ekil 7) her 4, B, C tepe nok-
tasina, egit m kitlelerinin konuldugunu kabul edelim. A ve B
tepe noktalarima konulan kitlelerin D afirhk merkezi AB dogru

~,
-

7/ *16 \\

Vi
Ay 98
D

Sek. 7

parcasinin ortasindadir. $imdi her iki kiitleyi de D noktasina
koyalim. Bu, 0-boyutlu {iggenin afirhk merkezini degigtirmez.
CD kenarortayin1 E noktasinda kitlelerle ters oranfili olarak
bilersek
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ED miis

buluruz.

O halde, kenarortaylarin E arakesit noktas:, 0-boyutlu iicge-

nin agirlik merkezidir.

Simdi, iki boyutlu bir iiggeni ele alalim. Buorada, homogen
bir ABC levhasmin agirlik merkezinin bulunmas: bahis konusu-

dur. Boyle bir levhanin agirhik merkezinin limit kavramina bag
vurmadan matematiksel bir sihhatle bulunmasi miimkiin degil-

dir. Burada sadece esas fikrin ana hatlariyle yetinecegiz.
ABC levhasini, AB tabanina paralel ¢ok ince geritlere bi-

lelim. Her PQ geridinin (Sekil 8) agirlik merkezi bu geridin E
ortasinda bulunur. Her PQ seridinin kitlesini kendi E agirhik

Sek. 8

merkezine koyacak olursak, CD kenarortay: boyunea diizgiin
olmiyan bir dagilma elde etmig oluruz. Bunun neticesi olarak
tiggensel levhanin agirhlk merkezi CD kenarortayina diigmiis
olur. Bu ise her kanarortay icin dogru olacagindan, iki-bogutlu
bir iiggenin aranilan agirlik merkezinin, kenarortaylarin arakesit
noktas: olacagfi neticesi cikar. Netice, O-boyutlu iiggende de
aynidir.

Bir-boyutlu iiggen igin netice bagkadir.

«Telden yapilmig» homogen bir ABC ii¢cgeni diiglinelim (Se-
kil 9). Uggenin herbir kenarmin agirhik merkezi kendi ortasidic
ve kenarlarin uzunluklariyle orantili bulunmaktadir,
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Bir boyutlu ficgenin ¢izgisel yogunlugu, diger bir deyimle,
birim uzunlugunun kitlesi y olsun. Her kenarin kitlesini kendi
orta noktasina koyarsak tepe noktalarinda ya, 7b, yc kitleleri
bulunan O-boyutlu bir 4, B, C, iiggeni elde ederiz. ya ve yb kit-

Sekil 9

lelerinin C, agirlik merkezi, 4, B, dogru par¢asim kitlelerle ters
orantida bbler :

o S

1 Cs

g, i
==

C, B,

b _(Db _AC,,
a . (1) & F I CAR

Ohalde, C, noktas1 4, B, C , figgeninin A4, B, kenarin1 yan
kenarlarla orantili olarak btlmektedir. Buise, C, C, nin A,B,C,
iggeninin C, agisinin  aglortayr oldugunu ifade eder. yb ve ye¢
kitlelerini C, aghrhik merkezine koyarak, meseleyi, C, C, dogru °
parcasmmin uclarina konulan y (a- b) ve ye kitlelerinin afirhk
merkezini bulma meselesine gevirmig oluruz. O halde, aranilan
afirhk merkezi C, C, Cy figgeninin C, C, a¢1 ortayr {izerinde
bulunur. Fakat agiortaylar arasmdan C, C, yi segmekte tercih
vapilmadifindan bir-boyutlu bir figgenin affirhk merkezi; tepe
noktalari, verilen f{iggenin kenarlarinin orta noktalar: olan fig-
genin i¢ agiortaylarinin kesigme noktasi olur (Sekil 9).

Yalniz egkenar f{iggen halinde bu f{i¢ Gggenin afirhk mer-
kezleri ¢akigik durumda olurlar. :

Baz1 elemanter geometri ders kitaplarinda liggen kelimesi
1-boyutlu figgen anlaminda kullanilmaktadir. Bu ise, kenar or-
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taylarm ortak noktasina afirhk merkezi denildiginden. yerinde
bir tabir degildir.

Konveks gekli tarif edelim. Herhangi iki A4, B noktasim
birlegtiren dogru parcasinin biltiin noktalarimi (4 ve B de dahil)
igine alan gekle konveks sekil denir.

Cisim olarak kabul edilen biitiin diizgiin gokyiizliiler, yiiz-
leri, kenar ve tepe noktalariyle birlikte konveks sekillerdir. Beg
tane diizgiin ¢okyfizli mevcuttur.

Uggenlerde yaptigimiz gibi tarifimizi genigleterek, meseld gu
gekilleri ayird etmeliyiz: O0-boyutlu bir dért-piizlii - dilzglin bir
dortyiizliiniin A4, B, C, D tepe noktalarinin ciimlesi; 1-boyutlu
(veya gizgisel) bir dértyiizlii - bir dortyiizlintin tepe noktalar:
ile kenarlarinin ciimlesi: 2-boyutlu bir dértyiizlii - yiiz ve kenar-
lara ait biitiin noktalariyle tepe noktalarmin cilimlesi; ve niha-

. yees

C’o

Sek 10 ' Sek. 11
yet 3-boyutlu bir dértyiizlit - bir dortyfizliniin biitin i¢ ve si-
nir notalarimin ciimlesi ($ekil 10).

Biyle bir tefrik kilb igin (Sekil 11), sekiz yiizlil igin (Se-
12), 12-ytizlti (Sekil 18) ve 20-yiizlll igin de (Sekil 14) yapila-
bilir.

Yukarida zikredilen iig-boyutlu gekillerden birinde herhan-
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gi A ve B noktalarimi alacak olursak, A B dogru parcas: biitiin
noktalariyle gekle ait olur.

2-boyutlu, 1-boyutlu ve O-boyutlu dilzgiin ¢okylizliiler kon-
veks olmiyan gekillerdir.

Sek. 12 Sek. 13
Bir diizgiln gok yiizliiniin her yiizli, her kenar ve her tepe
noktas: birer konveks sekildir.

Bir disk ve bir kiire birer konveks gekil ise de bunlarin
sinirlar: olan ¢ember ile kiire yilzeyi konveks sekil degildir.

Sek. 14

Bir nokta, bir dogru par¢asi, bir dofiru, bir dilzlem ve uza-
yin tilmii birer konveks gekildir.

Meseld bir diizlemde iki nokta alinsa ve bu iki nokta bir-
legtirilse tamamen dfizleme ait bir dofru parcas: elde edilir ve
bu, diizlemin konveksligini ispatlar.
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Burada biraz durarak gu iddiay: ele alalim: «Bir M noktast
konveks bir sekildir.» Konvekslik tarifine dayanarak M den iba-
ret olan geklin 4 ve B gibi herhangi iki noktasini alalim. Bun-
lar M noktasiyle ¢akisirlar. AB dofiru pargasi, gakigan 4 ve B
uc noktalarindan ibarettir. Bu dogru pargasinin higbir ic noktas:
yoktur. Oyle ise AB dogru pargasinin biitiin noktalar1 gekle
(M noktasina) aittir. Bu da bir noktamin konveks oldufunu
ifade eder.

Formel mantiki millahazalar bizi «bos eiimle» ad1 verilen
climleye gotiiriir. Bu, hig eleman: olmiyan ciimledir. Bog ciimle
de bir gekildir. Uc noktalar1 gakigik olan bir doffru par¢asinin
i¢ noktalart bog ciimleye bir misal tegkil eder. Bdyle bir dogru
parcusina szfir-dogru pargast diyecegiz.

«0-boyutlu» dogru pargesiyle «sifir» dofru pargasi arasinda
bir fark gbtzetmemiz gerekir,

Ekseriya verilen bir 0zellikte eleman mevent olmiyabilir.
Biiyle elemanlarin tegkil ettigi ciimle bog bir ciimledir.

Bog eiimleyi, i¢inde highir sey olmayan bir torba olarak
diiglinebiliriz. Bir elemanli bir efimle ile bu eleman arasinda fark
gbzetilmelidir. Gozlerimizin 8nfinde bdyle bir ciimlenin «canh
model» ini bulundurmak faydah olur: Bir gey ihtiva eden torba.

«Bir ciimlenin bir biitlin olarak dilgiiniilen bir gokluk» ol-
dugunu styleyebiliriz. Bununla beraber «cokluk» sadece bir gey-
den ibaret olabilir, hatta hig bir gey ihtiva etmiyebilir.

Bog ciimle kavramini ihtiva eden ifadeler ekseriya «gift o-
lumsuzluk» geklinde ifade edilir. Meseld, «bir M noktasmin kon-
veksligini» sdyle ispatlariz: Verilen gekle ait A ve B gibi iki
nokta alalim. AB dofru parcasi iizerinde M gekline ait olmiyan
higbir nokta yoktur. Gosterilmesi istenen de bu idi. Cift olum-
suzluk kullamilarak yapilan muhakeme tarzina iyice aligilma-
hidir.
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Sinir: olmiyan bir gekil kapah olarak dilglinfilmelidir; zira
sinir1 tegkil eden ciimlenin bog oldugunu ve netice olarak sekle
ait olmiyan higbir sinir uoktasinin meveut olmadigin: séyliyebiliriz.
Kiire yilzeyi ve gember igte bu anlamda kapah gekillerdir.

Bos ciimle konveks bir ciimle olarak miitalda edilmelidir.

Hakikaten, effer bir dofru pargasinin uclar1 boyle bir gekle
ait ise, dofru pargasinin gekle ait olmiyan hi¢hir noktas: ola-
maz. Daha acik ifade edersek, ne biyle bir dogru pargas: var-
dir, ne de buna ait uc noktalari. Bog climlenin ithalini zorliyan
sebepler, sifirin aritmetige ithalini zorliyan sebeblerin aynidir (36).

Bu bahsi kapatmadan, genig ve nemli bir simif olan donel
sekilleri ele alacaghz.

& bir gekil, [ de bir dogru olsun ($ekil 15).

{

Sek. 15

Bir M noktasimin ddnel © yfizeyine ait olmas1 igin M nin
ve ¢ ye ait bir N noktasinin [ {izerindeki dik izdiiglimleri bir O
~ noktasinda ¢akigmali ve ayrica :

OM = ON
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olmalidir. Differ bir deyimle, & eiimlesinin her N noktasi, O mer~
kezi | «dbnme ekseni» ilzerinde bulunan ve yarigapr ON olan bir
daire «gizer». Biyle biitlin dairelerin noktalarnt dinel bir gekil
meydana getirirler. Dtnel  yiizeyini meydana getiren & gekli-
ne donel gekil denir (').

Donel gekillere dair birka¢ misal alahim. Bir m dograsanu
kendisine paralel olan bir [ ekseni etrafinda dondiiriirsek ¢em-
bersel dik bir silindir yiizeyini elde ederiz (Sekil 16). Sekilde
ylizeyin yalmiz m dogrusunun PQ parcasinin gizdigi yiizey par-
casl gisterilmisgtir.

Sayet, | ve m dogrular1 da dahil, bu paralel dogrular ara-

Sek. 16 Sek. 17

(1) Sekil 16 de «cisim» , «kug» ve «kelebek» ayn: P geklini mey-
dana getiriyorlar.
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sindaki gerit’in tamami ddndiiriilecek olursa (Sekil 16), ¢cember-
sel, dik bir silindir elde etmis oluruz.

Efer, | dbnme eksenine dik olmiyan ve I yi bir § nokta-
sinda kesen bir m doffrusunu dOndilriirsek (Sekil 17) dtnel ve

Sek. 18

konik bir yiizey elde ederiz. Sekilde yilzeyin yalmz, m dogru-
sunun PQ parcasinin ¢izdigi kisim gosterilmigtir,

Sayet I ve m dofrularinin arasinda kalan diizlem pargasini,
digfer bir deyimle mSL a¢isin1 ve bunun ters agisim dondiiriir-
sek, ¢gembersel dik bir koniyi elde ederiz.

I ve m biribirine dik olmayan aykir: dogrular olsun. m yi I
etrafinda dondiiriirsek bir kefeli hiperboloid denilen yiizeyi elde-
ederiz (Sekil 18).

OM dogru pargalarinin ¢izdigi disklere ait noktalar eiimle-
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si, sinir1 bir kefeli hiperboloid olan ddnel bir cisim tegkil eder.
Resimde yiizeyin sadece bir kismi gosterilmigtir. m nin sgekilde
ardigik muhtelif durumlar1 belirtilmigtir. [ ile m dogrular: ara-
sindaki en kisa uzakhk O,L olmak fizere, O,L dofru parcasinin
L ucunun g¢izdigi daireye bir kefeli hiperboloidin minimal dairesi
(boyun dairesi) denilmektedir.

Eger m dogrusu [ ile dik agiya yakin bir a1 tegkil ederse,
yiizeyin minimal dairesinin iki tarafina dilgen kisimlari bu dai-
renin diizlemine yakin olur. Efer m dogirusu [ ye dikse, dtnel
gekil, agik disk harig biitiin diizlem olur (Sekil 19). [ ile m ara-
smdaki ag kiigilliirse yiizey de yavag yavag bir silindire yaklag-
mig olur. Minimal dairenin O, L yaricapr kii¢iillirse bir kefeli
hiperboloid koniye miincer olur,

Sek. 19

Simdiye kadar donel yiizey anadofrusu olarak hep dofruyu
kullandik. S$imdi de dofiru etrafinda bir daire ddndiirelim.

Dairemiz, | dbnme ekseninden gecen diizlemin iginde kalsin
ve eksenini de kesmesin. Bu suretle elde edilen dimnel sekle to-
rus denir (Sekil 20). Eger bir diski ddndiirecek olursak smiri to-
rus olan bir cisim elde ederiz.

Uzayimn tiimil de, kendisinden meydana getirilmig diyebile~
ceffimiz donel bir gekildir.

Eger bir dilzlemi, kendisine paralel olan bir [ dnme ekse-
ni etrafinda dondiirecek olursak, husule gelen dinel gekil «igin-
de bir tiineli olan bir uzay» differ bir deyimle, ekseni [ ve yariga-
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Pt | nin diizleme uzakbfi olan agik silindirin atilmasiyle elde
edilen tekmil uzay olur. S$ekil 19, biyle bir gaklin [ eksenine
dik bir arakesitini gistermektedir.

Sek. 20

4. Sekillerin arakesiti. Misaller.
Konik kesitler.

Bir gekil gurupunun arakesit inden, wverilen sekillerin ortak
noktalarinin ciimlesi ni anliyoruz. Demek ki sekillerin arakesiti de
bir gekildir.

Birkag misal alalim. = bir diizlem, ABC de bunun {izerinde
bir tiggen olsun. AB kenan fizerinde bir P noktasiyle AC fiize-
rinde bir Q noktas: alalim. PQ dofirusuna s diyelim ($ekil 21).
Eger verilen gekiller s dojgrusu ve 2-boyutlu ficgen ise bunlarin
arakesiti PQ dofru par¢asindan ibaret olur.

Egfer birinei geklimiz 1-boyutlu ABC {iggeni ise, arakesit
olarak P ve Q noktalarindan ibaret olan gekli — O-boyutlu PQ
doggru parcasim — elde ederiz.
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s dofgrusunun ($ekil 21) = diizlemiyle arakesiti bizzat s
dogrusudur.

Herhangi boyutlu ABC fi¢ggeninin = diizlemiyle olan arake-
giti (aym1 boyutlu) bizzat ABC iiggenidir.

[/

Sek. 21

Farkl iki diizlemin arakesiti ya bir dofrudur veya bog clim-
ledir. Bog cfimle, diizlemlerin paralelligi halinde elde edilir.

Bir kilireylizeyinin bir dogru ile arakesiti ya bir P ve Q
nokta ¢ifti. veya bir L noktas:, veyahut da bog ciimledir (Se-
kil 22).

Sek. 22

[¥1"" Eger kilreyilizeyi yerine kiire alinirsa, aym dogrularla olan
arakesit PQ dogiru pargasi, L noktas: veya bog ciimle olur.
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n dilzlemindeki (Sekil 23) PQ diskinin s,, s, ve s, dofru-
lariyle olan arakesitleri kargit olarak S noktasi, PQ dogru par-
cas1 ve L noktasidir.

Sek. 23

Bir kiireyiizeyinin bir diizlemle arakesiti, bildifimiz gibi, ya
bir I' gemberi, ya bir P noktasi veyahut bog climledir (Sekil 24).
Bir kiirenin diizlemle arakesiti ise ya bir disk, bir nokta veya
bog climledir (Sekil 24).

Dairesel bir silindir ylizeyinin bir anadofruya paralel bir
diizlemle arakesiti ya bos ciimle veya dofiru veyahut da iki dog-
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rudur (Sekil 25); eger kesen diizlem bu anadofiruya dikse, ara-
kesit bir ¢gemberden ibaret olurZ(Sekil 26).

T i e i

e
~,

Sek. 25

Kesen diizlemin, silindirin bir anadogrusuna dik olmamas:
hali 8zel bir durum arzeder ve arakesit bir elips olur (Sekil 27).
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Elipsin karakteristik bir tzelligini elde edelim :

Bir silindirin igine, ve = diizleminin birer tarafina, yar:
caplar1 silindirin yarigapina egit olan ve = dilzlemine F,, F,
noktalarinda degen iki kiire yerlegtirelim, Sekil 28, = diizlemine
dik ve silindirin eksenine paralel olan bir diizlemle olan kesiti
gostermektedir. Kiireler silindire, A4 ve B noktalarindan gecen
birer gember boyunca teget bulunmaktadir (Sekil 27).

Sek. 27

Elipsin herhangi bir M noktasini alalim. Bu noktadan si-
lindirin bir 4B anadogrusunu gegirelim ve ayrica M yifF, ve F,
noktalarina birlestirelim. M4 ve MF, dogrular1 (1) kiiresine te-
get olduklarindan MA ve MF, biribirine esit olurlar:

MF,=MA

Bunun gibi (2) kﬁfeslne ait tegetlerin MB ve MF, dogru
parcalar: da egittirirler:
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MF} =MB
Bu egitliklerden de

MF,+ MF,= MA -+ MB= AB = Sabit
neticesini elde ederiz.

Elips, sabit F, ve F, noktalarina olan uzakhklar: toplami
sabit olan, F, ve F, yi igine alan bir = dfizlemine ait M nokta-
larmin ciimlesidir.

F, ve F, noktalarina elipsin odak lar1 denir.
Bu zellik elipsin tarifi olarak almmr,

-

(2)

Sek. 28

Efger = diizlemini silindirin bir anadofrusuna dik olacak ge-
kilde dondiiriirsek, (1) ve (2) kiirelerinin = dilzlemine teffet ol-
duklar1 F,, F, noktalar1 c¢akigirlar ve bu takdirde elips bir dai-
re olur (Sekil 26).
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F, Fy, sifir- dogru pargas1 oldugu takdirde elipsin tarifi hig
defigmeden daireye de uygulanir.

Silindirden sonra en basit donel ylizey dairesel konidir. Ko-

ninin, S tepe noktasindan gecemiyen bir diizlemle olan arakesitini
inceliyelim.

Eger =« diizlemi koninin bir kefesinin biitiin anadogrularim
keserse arakesit bir elipstir (Sekil 29). lspat ise yukarida silin-

Sek. 29

dir igin verilenin tekraridir. Sekil 29 ve 30 da kullamilan harfler
Sekil 27 ve 28 dekilerin ayni olarak almmigtir.

Eger kesen diizlem koninin iki kefesini de keserse, differ
bir deyimle, eger diizlem koninin iki anadogrusuna paralelse,
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arakesit bir hiperboldur. Diizlemin, koninin iki anadogrusuna
paralel olduffu, koninin S tepesinden = diizlemine bir paralel
dilzlem gecirmekle kolayca giriiliir, Sekil 31 de = diizleminin bir
k1sm taranmigtir.

Elipste oldugu gibi, hiperboliin de karakteristik Uzelliini
elde edecegiz :

(1) ve (2) kiirelerini, = diizlemine F,, F, noktalarinda de-
gecek ve koninin yiizeyine de A ve B noktalarindan gecgen ¢em-

Sek. 30

i\

berler boyunca teget olacak gekilde ($ekil 31) koninin kefelerine
yerlegtirelim. Bu kiirelerin, § den gecen ve = diizlemine ilk olan
diizlem fizerindeki biiyilk ¢emberlerini ¢izmek kolaydir (Sekil 82).

Hiperbol fizerinde (Sekil 81) keyfi bir M noktas1 alirsak
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Hiperbol, bir n diizlemi iizerinde wverilen sabit iki noktaya olan
uzakliklartnin fark: mutlak degerce sabit olan = ye ait noktalarin
ciimlesidir.

«Mutlak degerce» diyoruz, zira, M noktas:1 hiperboliin di-
ger kolunda alinacak olursa fark negatif olur, fakat mutlak de-
fgerce ayn1 kalir. :

F, ve F, noktalarina hiperbolun odak lar1 denir.

Sek. 82

Koninin, anadogrularindan birine paralel bir dfizlemle olan
arakesitin mutaldas: kalmigtir. Bu halde = dfizlemi koninin yal-
niz bir kefesini keser ve arakesit olarak parabol denilen egri elde
edilir.

Paraboliln karakteristik zelliffinin elde edilmesi igin elips
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ve hiperbol hallerindeki usulii kullanamiyacagiz; evvelki gizim-
lere ait ikinei kiire artik burada meveut degildir.

Koninin yalniz bir SQ anadogrusuna paralel olan¥bir =
dfizlemini gizelim (Sekil 83 ve 84). Koniye AP dairesi boyunca

Sek. 33

Ve = ye F de tefiet olan (1) kiiresini ¢izelim. o= CD, = diizle-
minin AP dairesinin = diizlemiyle arakesiti olsun.

Parabola ait keyfi bir M noktasinin F ve CD den aym
uzaklikta oldugunu, veya
MF=MD
egitligini ispathiyacagiz.
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Bunuon igin, MS anadofrusu iizerindeki M noktasindan x ya
paralel bir MQ dilzlemi gegirelim.

Sek. 34

MS anadogrusu ile AP dairesinin arakesiti A olsun.

MF ve MA, aym M noktasindan (1) kiiresine gizilen teget-

ler oldugundan
MF=MA

yazariz, Tabanlari z ve MQ olan kesik koninin aradogrular: ol-
masiyle de
MA=QP

dir. Ayrica QP = BC. Zira bu dogrular paralel iki diizlem ara-
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sinda kalan paralel dogrulardir ') (§ekil 33 ve 84). Aym sebep-
le BC = MD dir. Bu egitlikleri yan yana yazarsak

MF = MA=QP=BC=MD
ve biylece
MF =MD

elde ederiz.

Parabol, bir = diizlemi iizerinde verilen bir F noktasiyle bir a
dograsundan aym: uzaklikta balunan, = ye ait noktalartn ciimlesidir.

F noktasina parabolun odak’t, a ya da dograltman’ 1 denir.
MF = MD egitligi

MF

1775

seklinde kesir olarak da yazlabilir.

Parabole ait bu zellik elips ve hiperbol igin elde edilebilir.

Elips ve hiperboliin de dogrultmanlar vardir ve sayilar
her biri i¢in ikidir,

Bu dogrultmanlar (1) ve (2) kiirelerinin teget-dairelerinin
diizlemleriyle # ditzleminin arakesitleridir (Sekil 27, 28. 29, 30,
31, 32).

Elips, hiperbol ve parabol bir koninin bir diizlemle arakesit-
leri oldugandan bu egrilere konik kesit adi verilir,

Bu egrilerin karakteristik ortak ozelligi, diger bir deyimle,
tarifleri olarak alinabilecek Ozelliffi agagiida verilmigtir:

Hepsi bir diizleme ait olup, sabit bir F noktasina olan MF

o Agik olarak ifade edilmemesine ragmen, Sekil 83 ve 34 den
BC nin F den gegip PQ ye paralel olarak tarlf edildigi agikiirdir. Bu
nun gibl MD de, M den gegen CD ye dik bir dogru olarak tarlf edi-
Ur. lspats tamamlamak igin BC min CD ye dikllt‘! gosteriimelidir. Bu
da okuyana birakilmistir.
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uzaklifinin, sabit bir L dogrusuna olan MD uzakligina orant sifir-
dan farkli bir sabit olan M noktalarinin ciimlesine konik ba-
sit denir.

7 i e s
KD = e = sabit
Burada, F odagiyle L dofirultmam = fizerinde bulunmakta

ve L dogrusu F den gegmemektedir.

e<1 haline bir elips, e=1"e bir parabol ve ¢>1 haline ise
hiperbol tekabiil etmektedir.

Yukardaki ispatlarda kullanilan usulle bunlar: ispatlamak
pek glic degildir ve bunu yapmak faideli bir temrin olur.

Konik kesitler, bilimde istisnai olarak #nemli bir rol oynar-
lar. Gordiigiimiiz gibi bunlar1 anlamak igin sadece elemanter ge-
ometri kifi gelmektedir ve elde ettifimiz bu Ozelliklerin ilerde
tnemli tatbikat: olacaktir.

Bu bahsi kapatirken konveks gekillere ait bir teorem ispat-
liyacahz.

Konuveks sekillerin arakesiti konveks bir gekildir. lspati iki
sekil igin yapiyoruz. Hicbir degigiklik yapmaksizin ayni ispat,
ikiden fazla gekil climlesi igin de muteberdir.

Sek. 35

@, ve @, konveks her hangi iki gekil olsun (Sekil 85). Bun-
larin tarah olarak gosterilen arakesiti her ikisine de ait olan
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lerde toplama igleminin yapilabilecegfini gbstermektedir (bu ortak
kisim tabii toplama aittir).

Agik disk ile simirinin (gember) toplami bir disktir.

Aqik kfire ile simirinin (kfire ylizeyi) toplami bir kiiredir.

Kiire ile simirimin (kiire ylizeyi) toplami ayni kilredir.

1-boyutlu ABC iiggeniyle 2-boyutlu ABC iicgeninin topla-
m1 2-boyutlu bu ABC ii¢genidir.

Bir kilrenin paralellerinin toplami kiireyi verir. Ayni kil-
reyi meridiyenlerinden de elde edebiliriz ($ekil 5).

Bir daireye tefiet olan her dofru bir nokta eiimlesidir.

Boyle climlelerin (daireye tegiet olan dogrularm) toplami,
agik disk harig, dairenin bulundugu diizlemdir ($ekil 19).

Bir silindiri meydana getiren biitiin dogrularin toplami ve-
rilen silindirdir. Bunun gibi, $ekil 18 deki biitiin m dogrular-
nin toplami bir kefeli bir hiperboloiddir.

Sekil 20 deki dairelerin toplam: torus meydana getirir,

Son verdiklerimiz, sekillerin sonsuz ciimlelerinin toplamla-
rina misal tegkil etmektedir.

Egmerkezli I, ve I', dairelerinin ($ekil 36) toplam1 bir ge-
kildir. Bu toplama bir tek gekil gibl bakilmaldir., Buna ait gu

2

Sek. 36
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karakteristik ozelik verilebilir: Bu toplam, verilen dairelerin.
dilzlemine ait olan ve bu diizlem fizerindeki bir I' dairesinden
($ekil 86) ayni uzakhkta bulunan noktalarin ciimlesidir.

Gizim problemlerinin geometrik yer kullanilarak yapilan g¢b-
zlimlerde iki geklin toplamindan elde edilen bdyle gekillere pek
sik rastlariz, Meseld, bir diizlemde bir dogru parcasmi aym z
agis: altinda goren noktalarin cilmlesi, A ve B uc noktalar: ati-
lan (1) ve (2) daire yaylarindan ibarettir (Sekil 37).

. Sek. 87

Bir AB dogru parcasini, verilen z acis1 altinda géren bittin
noktalarin ciimlesi, bu buldugumuz agik yay ciftinin 4B ekseni
etrafinda déndiirilmesiyle meydana gelen donel gekildir.

Bu donel yiizey ¢izim itibariyle torus’a benzer; burada, do-
nen daire dsnme eksenini kesmekte ve fazla olarak dairenin
ikinci AB yaymin meydana getirdigi yiizey nazar: itibare alin-
mamaktadir,
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6. Yapistirma veya Ozdeslestirme
S_lmdi. yamgstirma veya dzdeglestirme diyeceffiimiz matema-
tiksel diger bir iglem fizerinde duracagiz.
‘Birkag misalle baghyalim :

lki-boyutlu esit iki dik figgen alalm (Sekil 88). Bu {iggen-
lerden, gekilde gosterildigi gibi AB kenarlarini yapigtirarak bir
ABCD dikdortgeni elde etmek milmktindiir.

S
%

N\

R

Sek. 88

Matematiksel olarak bu, A8 dogru pargalarm iki degil bir
olarak dilgiilnmek anlamindadir. Herhangi iki noktay: (meseld 4
noktalarim1 ve B noktalarin1 ve bunlarm arasindaki kargit i¢
noktalar1) yapigtirirken bu iki noktayr birmig gibi dilgiinfiriiz.
AB kenarlarinin  (noktalarin) dzdeglestirilmesi yap:ﬁ'nca iki {ig-
genin toplami bize ABCD dbrtgenini vermig olur.

Simdi dort tane egkenar tiggen veya basit bir deyimle 2-bo-
yutlu dort egit liggen alalim ($ekil 39). Toplam yaparak bu dort
figgeni bir gekil gibi diigiinelim. $ekil 39 da, tepe noktalar: kar-
git olarak harflendirilmig olan her kenar ¢iftinin kargit biitlin
naktalarinin yapigtirilmig veya bzdeglegtirilmig oldufiunu gister-
mekteyiz. Bunun neticesi olarak toplam ve yapigtirma ile 2-bo-
yutlu bir dortyiizlit elde ediyoruz.
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Burada, ti¢ D noktasinin dzdeglestirildigine, difer bir de-
yimle birmis gibi alindigina dikkat edilmelidir.

S

AN, — A
- C s
3 j 33 o

a9 D)

Sek. 39

Pekil 39a da ayn olarak gizilmig olan tarali ilggenler bir
ge"il gibi diiglintilmag ve iki tarafli oklarla da AB, BC ve CA
kenarlarinin yapigtirilacagh ifade edilmigtir (Sek. 89c).

Diizgiin gokyiizltilerin diizleme agilmig gekillerine bakarak
| (Sekil 40, 41, 42, 43, 44) esas ¢okyilzliiniin elde edilmesi igin
hangi kenarlarinin yvapigtinlacagni anlamak kolaydir.

IV Sl
Sek. 40 Sek. 41
Bir kartona bir dlgil altmda hassas olarak agimimlari ¢izip

¢ Yapighirma ile bittiin diizglln ¢okyiizliileri elde etmek faideli
olur.
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Bu aginimlar bir bakima ¢ok yiizlii yiizeylerin tasvirleridir.
Cokyiizliilerin uzaydaki durumundan sarfi nazar ederek sadece
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Sek. 42

ylzeyin biinyesini tetkik edecek olursak, zdeglegtirme ile bir-
likte bu agimimlar, yiizeyin tam etiidii i¢in her geyi verir.

Sek. 43

Bir geklin noktalarinin Ozdeslesgtirilmesi veya yapigtirilma-
sina cografyh haritalarinda rastlanir. Sekil 45 de 20° W meridi-~
diyeninin iki resminin Ozdeg noktalarimin dzdeglestirilmesiyle,
160° £ meridyeninin ayni meselesi bahis konusudur. Yer yiizii-




——

Nokta cimlesi olarak geometrik sekiller 39])

nfin ayn1 noktalarini temsil eden noktalar ézdes olarak kabul
edilir.

Her 8zdey nokta c¢ifti bir nokta olarak digiiniiliir. lki «ya-
rim kiire» uygun yapistirma ile birlegtirilerek tek bir gekil ha-
line getirilir.

Sek. 44

Biiyilk cografya harta paftalar, kenar kisimlarinda da tam
biilgeleri ihtiva ettifinden, anladigimiz anlamda Ozdeglestirme
yapilmasi, diger bir deyimle, farkli paftalarda rastlanan ayni
noktalarin bir nokta olarak dilglintilmesi gerekir.

Konugma dilinde hartanin yer yiiziinit temsil ettigini sdy-
leriz. Bir harita {izerinde bir yarim kiireden (bir paftadan) di-
gerine dzdes noktalardan gegmek suretiyle devam ederek bir
devri alem yolu gizebiliriz,

Bu usulle, ¢ok yiizliiniin sadece tasvirini veya modelini
kullanarak, yiizeyin {izerindeki herhangi bir egriyi etild edebili-
riz. Bununla beraber harita iizerinde mesela egri uzunlugunu
bulmak gibi dl¢ti yapacak olursak, haritanin her noktasindaki
ve bu noktadan ayrilan her dogrultudaki Olgegi bilmemiz icap
eder (14 i gor).

Temrin olarak okuyucunun, bir gokyiizliintin tasvirini ele
alaralk tzdeg olanlara ayni numarayi vererek biittin tepe nokta-

- lanm numaralamas: ve ¢ok yilzliintin herhangi bir noktasindan
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baghyarak biitiin yiizlerden gegen bir yol gizmesi ve bu yolu
tasvirde gistermesi faideli olur.

Sek. 45 1

Bunun gibi, iki dairenin toplami ve yapigtirilmasiyle bir
kiire ylizeyini temsil, ve kapali bir geridin paralel iki kenarim
yvapigtirarak ve kenarlarin ortak dikme fiizerine rasthyan nokta-
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Sekil 46 da gosterildigi gibi geridin kenarlarini biribirine
yapigtirirsak silindirde kolayca helezon egrisini husule getirmig
oluruz.

Ozdeglegtirme veya yapigtirma igleminin tam tarifi sudur:
Bir gekilde, herhangi bir kaide ile hangi noktalarin Dbiribiriyle
tzdes oldugu tesbit edildifi vakit biitiin tzdes noktalara bir nok-
ta gibi bakilir.
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Sek. 16 Sek. 17

Yapigtirma yoliyle zdeglegtirme, bazen parcalarin yapigti-
rilmadan Once lastikten yapilmig gibi biikiilmesini gerektirmesi-
ne ragmen, elde edilecek geklin netligi bakimindan kazang ise
de bunlar: zihnen yapigtirilmig gibi kabul etmek de kafidir.

Bir olarak aldifimiz ©zdes noktalar sonsuz climle tegkil et-
tikleri zaman yapigtirmay: fiili olarak yapamayiz.

Bu bahsi bitirirken, noktalar1 8zdeslestirilmig olan bir dik-
drtgenle ilgili iki hal ele alahm.



e
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Birinei dikdortgende (Sekil 49) karsit kenarlarin ortak bir
dikme fizerindeki noktalar: tzdeg kabul edilmig ve Bzdes nokta-

P D E_p

4 _ A

B} ————-L 00 o i e —-B
Sek. 49

lar aym harflerle gosterilmigtir. Bu sekilde &zdeg noktalar bz~
deglegtirilmis veya biribirine yapigtirilmig, diger bir deyimle, bir
olarak dilgliniilmiigtiic (islem, tabii, hakiki matematik anlam:
nazara ahmarak akildan yapilmistir).

Mezkir gekilde A noktasindan baghiyan, E ve D noktala-
rindan (kesilmeden) gegerek nihayet A baglangic noktasinda
nihayetlenen sfirekli, kapali bir efiri gosterilmistir. (Sekil 49),
oldugu gibi, geometrik olarak tam tariflidir. Bununla beraber
buna torus’un bir tasviri nazariyle bakilabilir.

Sekil 50 deki torus fiili yapigtirma igin hazirlanmigtir. Bu-
nun igin de ilk dortgenin «egilip hitkillmesi» ve bir miktar geki-
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lip uzatilmas: icap etmigtir. Kesik ¢izgili BB cizgisi Sekil 50 de
gosterilmemigtir.

Ikinei dortgende ($ekil 51), kargit bir cift kenarin merkeze

3 1 4
g e ' p e &
CRAPED L v ___9
e z
M
A o B
Sek. 51

gore simetrik durumda olan noktalar: ozdeg olarak kabul edil-
mig ve ayn1 harflerle gosterilmigtir. Ozdeg olan bu noktalarin
Ozdeglegtirilmesi yapilacak ve bu suretle gekil meydana c¢ika-
caktir,

Bu geklin tnemli bazi zeliklerini inceliyelim.

Seklin yalniz bir tane kapal bir sunirioldugunu gbriiyoruz.
Diger bir deyimle, simmirdaki bir P noktasindan baglayip 1 nu-
maral ok yoniinde gidilirse 4 noktasina, ve sinirdaki kesiksiz
yolui2 numarali okla takip ederek B noktasina variriz. 83 numa-
rali ok ise smur boyunca ilk P noktasina geri doniigh 'goster-
mektedir.

Sek. 52

Bundan bagka kapali CC effrisinin bir kanal oldugunu dii-
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Uzerindeki bir e@ri boyunca kesilmis piizey'den, bu egrinin
her noktasini farkl iki veya daha gok nokta itibar ederek elde
edilmig yfizeyi anhyoruz. '

Bir gekli kesme iglemi, bir bakima, yapigtirma igleminin
tersidir.

Meseld, bir ¢cember gbyle kesilebilir: Cemberin bir M nok-
tas1 M” ve M" olarak iki nokta imis gibi dilglinilliir (Sekil 53);
bir kiire yiizeyi de, bir paralelinin her noktas: iki nokta olarak
diigiiniilerek bu paralel boyunca kesilebilir (§ekil 54).

aM M

Sek. 53 Sek. 54

Bir kiire ekvator boyunca kesilerek iki yarim kiire yapi-
labilir ve herbiri birer daire ildvesiyle kapatilabilir.

Okuyucuya Sekil 556 ve $ekil 56 da gisterilen kapali kesim=
leri incelemesi tavsiye olunur. $ekil 56 daki gekli fiili yapigtir-
ma ile elde etmek imkénsiz olup kendi kendini kesmeden uzaya
gdmiilmesi miimkiin degildir.

Bir dikdtrtgenin dért kenarmm biitiin noktalar1 dzdeg ola-
rak alimp bir nokta gibi dilgiiniiliirse basit bir gekil elde edilir.

Buna mukabil dortgenin karsit bir kenar ¢iftinin biitlin
noktalar bir nokta gibi alinirsa basit bir gekil elde edilmez.
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Gosterilen usullerle, mesela bir kiibiin karsit yiizleri yapig-
tirilip elde edilen gekilde muhtelif tip kesim ve egriler incelene-
bilir [6] (7] [186].

a.E B A

Ci—_| /
] = ¢
A% B

Sek. 56

Esas isaretler. Bir A noktasinin bir ¢ gekline ait oldugunu
gbstermek tizere A€ ¢ igaretini kullaniriz ve sézle A noktasi &
ye aittir veya A4 noktast ¢ nin bir noktasidir deriz.

Bazen de ©#3 A yazar ve & gekli 4 y1 igine aliyor deriz.

Her iki sembol de 4 nin & climlesine ait oldugfunu ifade
eder,

A F D B
¢ £
E C
B D F A
Sek. 56

Adet olarak, herhangi bir M ciimlesinin x elemanlar: kii-
¢lik harflerle, climlenin kendisi ise bilylik harfle gosterilir. x€ M
igareti x’in M ciimlesinin bir eleman: oldugunu ifade eder. M

climlesi herhangi cinsten bir ciimle olabilip sekil olmasi icap
etmez,
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Bir gekle, ekseriya, ikineci bir geklin bir kism1 olarak bak-
mak icap eder.

Meseld, iki boyutlu tiggenin sinir1 (bir boyutlu {iegen) fig-
genin bir kismidir. Bir konik kesitin noktalarinin ciimlesi bu
konik kesitin iginde bulundugu koninin noktalurimin ctimlesinin
bir kismidir ($ekil 29, 380, 81), Kiire ylizeyi, sinirladiff1 kiirenin
bir kismidir,

Bir ¢ geklinin her noktas1 ayni zamanda bir ¥ geklinin
noktas: ise ¢ gekline ¥ geklinin bir kismi denir.

& gekline ¥ geklinin igindedir de denir.

@ gekli 7 gekliyle tamamen ¢akigabilir ve bu halde de @
gekline 7 geklinin bir kism: olarak bakilir, ¢linkt @ geklinin
her noktas1 ¥ geklinin de bir noktasidir.

Bir geklin kisim kavramim. tarif ederken buna denk bagka
bir ifade kullanabiliriz: ¢ geklinin ¥ gekline ait olmiyan higbir
noktasi yoksa & gekline ¥ geklinin kismidir denir.

Bos ecfimleye her geklin bir kismi olarak bakilabilecegti
agiktir, Bu biyledir, ¢linkll bog ciimlenin esasen hi¢ elemani ol-
madif1 icin, bog cfimlenin verilen herhangi sgekle ait olmiyan
hi¢ bir eleman: yoktur.

Bog nokta ctimlesine ve ¢ geklinin kendisine ¢ geklinin
has (') olmigan kisimlari, geklin diger biitiin kisimlarina da has |
kisiumlar deriz.

A gekli B geklinin  bir kismi ise 4 = B yazar ve A gekline
B nin bir kism: veya A sekli B ye dahildir deriz.

A gekli B seklinin yalniz has bir kiemi ise bunu ACB diye
gosteririz.

') «Has¥alt ctimler tabirl, «proper subsets karmihifa olarak shn- !
t-l'h.l-
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S, C igaretlerine «dahil olma» veya <«alt ciimle olma» iga-
retleri denir,

Genel olarak, herhangi neviden M ve N ciimleleri verilirse
ve M ctimlesinin her elemani N ciimlesine aitse MCN igaretini,
M bog degilse ve N ile cakigmiyorsa M C N igaretini kullaniriz.
Eger MSN ise 8 ctimlesi N nin bir alt ciimlesi dir.

Verilen gekillerin arakesiti; verilen sgekillerin hepsine ait
olan noktalarin ciimlesidir. 4, B gekillerinin arakesiti M arake-
sit igareti ile gdsterilic ve ANB yazilir.

M sembolii, verilen gekillerin ortak kismin1 belirtir.

Mesela eger A, koni’ye ait noktalarin ciimlesi, B de = diiz-
leminin noktalarmin ciimlesi ise (Sekil 38), ANB sembolit konik
kesitin noktalarimin ctimlesini gbsterir.

Climlelerin arakesitine ekseriya ciimlelerin ¢arpim 1 denir.

Sekillerin arakesiti 4 de etrafli olarak incelenmigti.

Verilen gekillerin toplam 1, verilen gekillerin en az birine ait
biitlin M noktalarimin tegkil ettigi gekildir.

A ve B gekillerinin toplam1 U igareti ile gosterilir ve AUB

olarak gosterilir.

Mesela A acik kiireyi, B de bunun sinirliyan kiiresi ise 4UB
kiireyi gsterir.

Ciimlelerin toplam1 8 de etrafli olarak incelenmigti.

§imdi gekillerin ¢ikarma iglemini ele alalim. A ve B ciimle-
lerinin farkindan B ciimlesine ait olmayip A ciimlesine ait ele-
manlar: anliyoruz. 4 ve B ciimlelerinin farki A—B ile gdsterilir.

Meseld A bir daire ve B bunun ¢emberi ise A—B agik dai-
re olur; A bir kiire ve bunun B bir boyutlu kapali PQ cap: ise
A—B, P ve Q noktalarinda delinmig kiire olur. B nin, A4 nin
tamamen icinde olmasi gart degildir, Meseld gekil 35 deki @,—o,
fark:, taranmig kismi atilan @, geklidir.




BOLOM 11
GEOMETRIK QIZIMLER

Bu bdlimde en Snemli geometrik yerleri,
problem ¢dziimiinde geometrik yer usuliinil, cet-
vel ve pergel ve diger aletler kullanarak geo-
metrik ¢izim teorisini va bu gizimlerin matema-
tiksel esaslarim inceliyecefiz. (oziimleri, baz
aletler kullanilarak yapilamayan problemlerle
baz ¢bziimlerin yapilamiyaca@inin ispati verile-
cek ve ayrica cebirsel usullerle ¢izim problemleri
ele alinacaktir.

7. Geometrik yer

Noktalarin geometrik yeri, noktalar ciimlesi demek olup, her
nokta cilmlesi bir sekil oldugundan, noktalarm geometrik yeri
kavrami ile gekil kavrami ayni anlamdadir.

Meseld bir noktaya olan uzakhii, wverilen bir R uzunlufu-
na esit olan noktalarin geometrik yerinden (kiire), veya verilen
bir noktaya uzakhifn R den kilgilk olmayan noktalarin geomet-
rik yerinden (biitiin uzay - a¢ik kiire) bahsedebiliriz.

Verilen bir dairenin biitiin noktalarindan ayn1 uzaklikta bu-
lunan noktalarin geometrik yeri, verilen dairenin merkezinden
gecip daire diizlemine dik olan dogrudur.

Verilen bir kiirenin biitlin noktalarindan ayni uzaklikta bu-
lunan noktalarin geometrik yeri kiirenin merkezidir.

Verilen bir diizlemin biitlin noktalarindan ayni uzaklikta
bulunan noktalarin geometrik yeri bog ctimledir.

Verilen bir AB dogru pargasini dik ag altinda gbren uza-
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ya ait noktalarin geometrik yeri 4 ve B noktalartatilan AB cap-
I bir kiiredir.

Bir ciimleyi belirtmek icin elemanlarinin karakteristik bir
dzeligini vermek lazimdir. Bu 0zeligi haiz olan hergey mezkir

ciimlenin elemanidir, bu tzelifi haiz olmiyan ise bu climlenin
eleman: degildir. '

Bir geometrik yeri belirtmek icin de noktalarmin haiz olacag
dzeliffi belirtmek gerekir. (ieometrik yere ait olan noktalar an-
cak verilen Gzeligi haiz olan noktalardir.

Elemanter geometri gember, dogru, kitre, diizlem, vesaire
gibi geometrik yerlerle, bu gekillerin kisimlar: ve bunlarmn terki-
binden tegkil edilen gekillerle meggul olur.

Analitik geometride geometrik yer koordinatlar: bir veya
daha fazla denklem veya esitsizligi sagliyan noktalarm elimlesi
olarak tarif olunur; bu ise, noktalar: ciimle halinde toplayan ka-
rakteristik Ozeligi tegkil eder.

Bu nokta ciimlesinin, bildigimiz egri ve yilzeylere benzeyip

benzememesi veya bagka tiirlit nokta koleksiyonu olup olmamasi
Onemli degildir.

Geometrik yeri temin i¢in sadece noktalar: ciimle tegkil
edecek bir dzeligin verilmesi kafidir,

1. Sabit A we B noktalarina olan uzakliklar: arasindaki
a
+ &N

orant sabit olan noktalarin geometrik yerini bulmak.

a/b orani 1 oldugu takdirde geometrik yer AB dofru parga-
sinin orta dikmesinden ibarettir.

Yar1 gaplar1 a ve b ye egit veya bunlarla orantih olan 4
ve B merkezli iki daire ¢izelim. M bu dairelerin arakesit nokta-
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larindan biri olsun ($ekil 57). AMB ve BML bﬁtﬁnlér acilarinin
MC ve MD ag1 ortaylarini gizersek

egitliklerinden bu ag1 ortaylarin 4B dogrusunu kestigi C ve D
noktalarinin geometrik yere ait oldugunu gbriiriiz.

Sek. 57

CMP agis1 dik oldugundan M noktast CD caplt cember iize~
rindedir. O halde geometrik yerin her noktast bu daire iizerin-
dedir.

Simdi, bu dairenin her /N noktasimin

AN
NB ™ b
tzeligini haiz oldugunu, diger bir deyimle, daire tizerindeki her
hangi bir noktanin geometrik yer sartini1 sagladifin1 gisterece-
giz. B den gecip AN ye paralel olan dogruyun ¢izip bunun NC

ve ND dogrularini kestigi noktalara P ve Q diyelim.

ANC ve BCP tiggenlerinin benzerliginden

AN_AC_(a)'

BPTCB \&
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ve AND ile BQD benzer figgenlerinden

AR
BQ DB b
ve bunlardan da

BP'=BQ
elde ederiz.

PNQ tiggeni, N agis1 dik olan bir dik ticgen oldugundan B
noktast PQ hipoteniisiiniin ortas: olur ve bunun neticesi

BP=BQ=BN

olup PBN nin ikizkenar oldugu gariilir.

Bundan dolay1 < BPN=< BNP ve ayrica PN nin AN ve
FB paralel dogrularini kesmesi ile meydana gelen i¢ ters agilar-
dan < BPN =< PNA elde edilir.

BNP ve PNA agilarinin egitliginden NP nin ANP agisinin
a¢1 ortayl olduffu veya

bulunur,
Bu daireye (§ekil 57)° Apollonius dairesi denir.
2. Bir § noktasindan gecen dogralarin bir daire igine diigen

kisimlarinin orta noktalartnin geometrik gerini bulmak.

Kesenlerden birinin daire ile arakesiti 4 ve B, ve AB kiri-
ginin orta noktast M olsun (Sekil 58). M noktasi1 dairenin O
merkezi ile birlegtirilirse OMS dik agis:1 elde edilir.

O halde aranilan geometrik yerin her M noktas:t OS ¢aph
daire fizerinde bulunur,

Bu daireye ait N noktasimin, SN dogrusu ancak daireyi
kestigi takdirde, geometrik yere ait oldugu ispatlanabilir.
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S noktas: dairenin diginda ise .S merkezli demetin biitiin
dogrular: daireyi kesmez.

OS capli dairenin, verilen dairenin fizerinde ve icinde kalan
biitiin N noktalari aranilan geometrik yere ait olup bu geomet-

O -
- e

o ‘.""-— -

Sek. 58

rik yer, .S noktasi, verilen dairenin diginda olmasi halinde ¢izi~
mi yapilan dairenin POQ gay indan ibarettir.

Bu misal bize, aranilan geometrik yerin her hangi noktasi-
nin belirli bir egriye ait oldugu ispatlandiktan sonra, bu egri-
nin her noktasinin geometrik yere ait olup olmadigini, eger de-
gilse egrinin hangi noktalarinin katiyetle geometrik yere ait ol-
dugunu ag¢iklamak gerektigini tebariiz ettirmektedir.

8. Verilen bir AB dogru par¢asint dik agt altinda géren M
noktalarinin geometrik yeri, A ve B noktalar: atfilan AB gaply bir
dairedir.

Bu geometrik yeri yukarida 1 ve 2 misallerinde kullanmig-
tik. Her iki halde de ¢apin uc noktalarimin geometrik yere ait
olup olmadigini incelemek icap eder.

4, Sabit bir AB dogru parcasint agn: act alfinda géren nokta=
larin geometrik yeri A wve B noktalart atidan iki daire yagindan
ibarettir (Sekil 37). E
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Uclardan birinin meseld 4 nin AB yi hangi ag1 altinda gor-
diiii meselesi anlamsizdir.
Sik rasladifimiz bir problemi inceliyelim :
5. Verilen bir daireye dik olan r yar: caplt dairelerin merkez-
lerinin geometrik gerini bulmak.

Verilen dairenin merkezi O, yari ¢apr R olsun (Sekil 59).
Verilen dairenin keyfi A noktasindaki tegetini ¢izelim ve bunun

Sek. 59

Uzerinde AM = » dogru parcasmni alalim. M noktas: verilen dai-

reyi dik olarak kesen r yarm caph dairenin merkezidir.  Diger
taraftan

OM =V R Fr* = sabit

oldugundan aranilan geometrik yer O merkezli ve \ R* - r* yan
¢aplh daire olur.

6. Verilen iki daireyi ayn: ag: altinda géren noktalarin geo-
metrik yerini bulmak.

A ve B bu dairelerin merkezleri, R ve r de yar1 caplar
olsun (Sekil 60).

M, aranilan geometrik yere ait bir nokta, bu noktadan bi-
rinei daireye cizilen tegetler ME ve MF, ikinci daireye ¢izilen
tegetler MC ve MH ise < EMF =< CMH caridir. Elde olunan
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dik tiggenler, giirliy a¢isimin yarisi olan = ya egit dar agilan ih-
tiva etmeleri dolayisiyle, benzerdirler, Bu da
AM _AF _ R _
NESBE - i Tt
verir ki aranilan geometrik yerin biitiin M noktalarmin Rk r
halinde Appoloniue dairesine, R = r halinde de bir dogruya ait
oldugu anlasilir.

Bulunan dairenin bir noktass M olsun. M noktas: verilen
dairelerin diginda ise M den bu dairelere tegetler cizilebilir. MF

Sek. 60

ve MG tegetlerini c¢izersek Appolonius dairesinin dzeliginden
MAF ve MGB dik {iiggenlerinden

AM _ R

MB™ »
olduffu gbriiliir,
Hipoteniisleri kenarlarla orantili olan iki dik iiggen benzer
olduklarindan
< AMF =< BMG(=7=)

bulunur. Verilen dairelerin bunlarin disginda bulunan i¢ ve dig ben-
zerlik merkezleri C ve D ise aranilan geometrik yer CD gaplt dai-
renin noktalarindan ibarettir.

Verilen daireler kesigiyorlarsa geometrik yer arakesit nok-
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talarindan geger, Dairelerden biri differinin iginde ise geometrik
yer bog climledir. Verilen daireler igten teffetse geometrik yer
bir noktadan ibarettir. Verilen dairelerin ¢akigmasi halinde geo-

metrik yer, giniri, verilen daire olan a¢ik disk harig biitlin dfiz-
lemdir,

Ihtar. Noktalara ait her geometrik yer, elemanlarmin
belirli baz1 dzeligi ile karakterize edilir. Boyle herhangi
bir geklin meseld dairenin, gekli tamamen belirten diger
birgok karakteristik ©zelikleri vardir. Bu ifadeyi bir kag
misalle izah edelim. Bir daireyi, verilen bir noktaya uzak-
bt aym olan noktalarin geometrik yeri (diizlemde), veya
bir dofiru par¢asini ayn1 ag1 altinda goren noktalarin geo-
metrik yeri (bu halde dogru pargasinin uclari daireye dahil
degtildir), veyahut da verilen iki noktaya uzakliklari orani
sabit olan (% 1) noktalarin geometrik yeri, vesaire olarak
tarif etmek mimkiindiir. Bir geklin nekadar fazla karakte-
ristik dzeligi bilinirse muhtelif problemlerde raslandik¢a gek-

li tanima imkani artar; meseld iki noktaya olan uzakhklari
orani sabit

AM _ q

WE=3*1)
olan noktalarin geometrik yerini bulurken dairenin, ¢ap:
dik a1 altinda géren noktalarin geometrik yeri olma dzeli-
gini kullandik. Verilen iki daireyi aym a1 altinda giren -
noktalarin geometrik yerini ararken de Apollonius dairesi-
sinin dzeliginden istifade ettik.

§imdi dogru ile ilgili birkag geometrik yer inceliyelim.

7. Verilen iki dogrudan aynt uzaklikta bulunan noktalarin ge-
ometrik yerini bulmak.

Verilen dogrular kesigtigi takdirde geometrik yer, verilen
dofrularin tegkil ettigi acilarin birbirine dik olan ag: ortaylarin-
dan ibarettir (Sekil 61).




~Selomiliil
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Bu geometrik yer lise derslerinde incelenirken iki dogru ye-

rine bir a¢ginin kenarlar1 alinmaktadir; bu usulii dogru bulmuyoruz.

r

M

Sek. 61

Verilen dogrular paralelse geometrik yer verilen dogrulara
paralel olan bir dogrudur (Sekil 62).

™

&

Sek. 62

8. Bir dairenin paralel dogrular demetinden ayirdigr paralel
kirislerin orta noktalarinin geometrik yeri bu kiriglere dik gaptir

(Sekil 63).

N
\--..--‘/

Sek. 63
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12. [ki noktadan uzakliklar: toplam: sabit olan noktalarin
geometrik yeri bir elipstir.

Sek. 66

MF + MF, = sabit
(Sekil 27 ve 29).

Sek. 67

13. Verilen iki noktaya olan uzakliklart fark: mutlak deferce

sabit olan noktalarin geometrik yeri bir hiperboldur:
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S noktasina konkoidin kutpu a dogrusuna faban1 ve s =AM
sabit doffru parcasina aralik’r denir,

Konkoide ait istenilen sayida noktanin ¢izimini yapmak
miimkiindiir. .S noktasinin e tabanina uzakh@im h ile gisterirsek

s<h, s=h, s>h

hallerine gbre ii¢ nevi konkoid diigiinmek kabildir (Sekil 69, 70, 71).

S
Sek. 69

Konkoid ¢izmeye yarayan aletler kullanarak iiglincii derece]
denklemlerin ktklerini ¢izimle bulmak ve bunun neticesi bir agiy:

Sek. 70

ii¢ egit parcaya bblmek ve bir kiibiin iki katin1 bulma problemle-
rini gdzmek kabil olmaktadir.
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Zaten Nikomed bu efriyi bu maksatla diglinmist (M.O. 150)

17. Bir daire altp gaprmn bir ucundaki tegetigle diger acundan
gecen 1sin demetini cizelim (§ekil 72).

Bir 1ginin daireyi ve tegeti kestigi noktalart P ve Q ile
gostererek demetin S merkezinden itibaren 1gin tizerinde PQ ye
egit olan SM uzunlufunu alahm. Bu suretle M nin geometrik
yeri belirtilmig olar.

Bu gekilde elde edilen effriye Diocles efirisi denir (Cissoid
of Diocles).

Diocles bu effri yardimiyle her hangi bir agqy1 ti¢ egit par-
caya bolmiig ve kiiblin iki katimi elde etmigtir.

8. Cizim problemlerinin ¢iziimiinde
Geometrik yer usulii

Geometrik ¢izim problemlerinin ¢bziimiinde kullamlan geo-
metrik yer usulil, bilindifi gibi, agaghdaki usulden ibarettir:
Eger problem verilen birgok gartlar: saglayan bir veya daha faz-
la noktanin belirtilmesine irca edilmigse gartlardan birini kaldi-
rarak geometrik bir yer elde ederiz, gartlardan bir degerini ata-
rak ikinei bir geometrik yer elde eder ve boylece devam ile bu

geometrik yerlerin arakesitinde istenilen nokta veya noktalar
gurupu bulmug oluruz.

Bazen geometrik yerlerden biri problemin ifadesinde veril-

mig de olabilir. Geometrik yer usulii problemin irdelenmesini de
kolaylagtinir. $imdi birkag misal ele alalim.

Problem : Biribirinden farklt a, b, ¢, dogrulart wverilmigken

a dogrusu iizerinde b ve ¢ ye uzakliklart agnmt olan bir nokia
bulmak.

Verilen a dofrusu geometrik yerlerden birini tegkil eder.
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Noktanin a iizerinde olma gartini kaldirirsak, nokta b, ¢ dogru-
larina uzakliklar: ayni olan noktalarin geometrik yeri iizerinde
her hangi bir yerde olabilit. Aranilan nokta bu iki geometrik
yerin arakesitinde bulunur. Iki hal vardir: '

1. b wve ¢ dogrular: kesisirler. lkinci geometrik yer iki ag1
ortay ¢ifti olup aranilan nokta bu a¢1 ortaylarin e dogrusunu
kestigi noktalardur,

Bu halde problemin genel olarak iki ¢bziimii vardir. Fakat
a dofirusu bu ag1 ortaylardan birine paralel olursa bir ¢izim var-
dir. a dofrusunun ag1 ortaylardan biriyle ¢ikigmasi halinde son-
suz sayida ¢Uziim vardir. a dogrusunun a¢1 ortaylarin ortak
noktasindan gegmesi halinde ise problemin bir ¢dziimii meveuttur.

2. b ve ¢ dogrulart paraleldir. lkinci geometrik yer b ve ¢
dogrularina paralel olan g dogrusudur.

Problemin, a dogrusunun g dogrusunu kesmesi halinde bir
¢bziimii vardir, paralel olmas1 halinde cozlimii yoktur, gakigma
halinde ise sonsuz sayida ¢dziimii vardir.

Problem: Verilen iki daireye teget olan a yariapl: bir daire
cizmek.

Verilen dairelerin merkezleri O, ve O,, yar caplari R,, R,
olsun. Aranilan dairenin merkezini bulmak yeter. Aramlan dai-
Tenin verilen dairelerden ikincisine teget olma gartim1 kaldirir-
sak birinei geometrik yer olarak O, merkezli ve R, +a, R,—a
Yar1 ¢apli ey merkezli daire ¢iftini elde ederiz, birinei daireye
tegetlik gartm kaldirirsak bu sefer O, merkezli, R, +a, R, —a

yari gapli ey merkezli daire ¢iftinden ibaret geometrik yeri bu-
luruz,

Aranilan merkezler bu geometrik yerlerin arakesit noktala-
ridir. Sekizden fazla ¢bziim olamaz. §eklin ¢izilip irdeleme ya-
pilmasim okuyana birakiyoruz.
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Daireler kesigirlerse kuvvet ekseni arakesit noktalarindan
gecer ve dairelerin 7.5 kuvvet ekseni DM noktasindan merkez-
ler doffrusuna ¢izilen dik dogrudur.

Geriye, dairelerin kegigmemesi hali kalir, Verilen dairelerin
merkezleri O, ve O olsun (Sekil 74).

Sek. 74

Bu iki daireyi kesen keyfi mlerlna: ve ¢apli daire g¢izelim.
Birini kestigi noktalar A,, B, digerini kestigi noktalar 4., B,
Olsun. 4, B, ve A, B, dogrularinin P arakesit noktasi kuvvet
eksenine aittir. Bunun ispat: igin P den O, ve O, dairelerine gi-
zilen teffet uzunluklarinin esitligini gbrmek kafidir. P den O, ve
O, dairelerine gizilen tegetler de egit oldugundan P den O, ve
O, ye gizilen tegetler egit olur.

P den O, O, merkezler doggrusuna bir dikme indirerek veya
benzer gekilde ikinei bir P’ olarak kuvvet ekseni bulunmug olur.
Problem : Verilen ii¢ daireye dik bir daire gizmek.

Verilen dairelerin merkezleri O,, O, ve O, olsun. Aramlan
dairenin O, dairesine diklik gart: kaldirihrsa verilen iki daireyi
dik olarak kesen dairelerin merkezlerinin, kuvvet eksenlerinin
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dig noktalarmin climlesinden ibaret geometrik yeri buluruz. Bu
gefer O, dairesine olan diklik sartinr kaldirirsak O, ve O, daire-

lerini dik olarak kesen dairelerin merkezlerinin geometrik yerini
elde ederiz.

Aramilan dairenin merkezi bu geometrik yerlerin arakesiti,
yar1 capi ise verilen dairelere bu noktadan gizilen tegretlerin or-

tak uzunlugu olur. Buldugumuz bu merkeze bu fi¢ dairenin kuav=~
vet merkezi denir.

Problemin ¢iziminin yapilmas: ile irdelenmesini okuyana
birakiyoruz.

Alexandrov’un geometrik ¢izim problemlerine ait fevkalade
koleksiyonu ek temrin olarak tavsiye olunur [3].

Geometrik gizim metotlar:, dzellikle dfretmenler i¢in yazl-
mig, fakat dgrenciler igin de faydal olabilecek olan D. I. Pere-
plolkin’in kitabinda (48], P.S. Modenov’un meghur problem ko-
leksiyonunda [38] ve ayriea [35] de bulunabilir,

9. Geometrik ¢izim problemleri ve
goziilmelerine dair

«Problem» teriminin en genel tarifi gudur; Problem, «veri-
len» geylere dayanilarak, aralarinda ve verilenlerle belirli bagin-

tilar1 bulunan diger «istenilen» geylerl «bulma» isteffinin bir ifa-
desidir.

Ohalde her problem, verilen geylerin serf1 ile bulunacak
geylerin stn:f 1m1 ihtiva etmektedir (her sinif nokta, dogru, dogru

parcasi, figgen, daire vesairelerinden ibarettir). Bundan bagka,

bulunacak geglerin bulunmus sayrlmast ipin, tatbiki gereken kaide,
usul ve gartlarin belirtilmesi gerekmektedir. Bunsuz, problem be-
lirsiz olur ve «bulma» nin anlami kalmaz. Hangi ¢izim iglemi ic-
ra edilirse edilsin, aranilan geyin bulunmug oldugu, bagka bir
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deyimle, bu geyin aranilan geyler sinifindan verilen geyler sini-
fina aktariimig oldugu hakkinda birsey sdylenemez.

Aranilanin bilinmiyenler smifindan bilinenler sinifina akta-
rilmag1 i¢in gerceklenmesi liizomlu olan gartlar kesin olarak
agiklanmadikea problemden ve c¢bziimden bahsedilemez.

Meseld bir daire i¢ine diizglin bir 17 - genin ¢izilmesi prob-
lemi verilmis olsun.

Burada verilen gey dairedir. Daire verilince herkes zimnen
dairenin merkez ve yarigapinin verilmig oldugunu kabul eder.
Halbuki bu tamamen dogru degildir.

Verilen dairenin ne merkez ne de ¢apr verilmigse, ve effer
bunlar problemin ¢8ziimil i¢in lizumlu ise bunlar1 bulmak icap
edecektir. Bu takdirde, merkez ve yarigap bulunacak geyler ara-
sindadir. Ohalde verilenlerin neler oldufunun kesin olarak belir-
tilmesi gart: agikdrdir. Aksi halde bir problem yerine bagka bir
problem ile kargikargiya olma durumu hasil olur.

Ayrica aranilan geyin, diizgiin bir 17-gen veya kenarlarinin
(ve agilarinin) esitlifi sart1 verilen hir gokgen oldugunu bilmek-
teyiz. Aramilan bu cokgenin verilen daire ile ilgisi tepe noktala-
rmin bu daire tizerinde olmasidir. Problem ohalde daire fizerin-
de belirli iki nokta — iki tepe noktas1 — veya belirli bir kirig
bulmaya irca edilmig bulunmaktadir.

Aranilan ¢okgenin bulunmug sayilmas: igin gerekli gartlar
esash rol oynamaktadir. Meseld, cetvel kullanmaksizin, yalmz
Pergel kullanmak suretiyle ¢izimin yapilacaffini kabul edebiliriz.
«Yalmiz pergel kullanaraks ifadesinden ne kastettifimizi kesin
olarak belirtmemiz gereklidir. Bu ifade, aramlan ¢okgenin bir
kenarinin ¢iziminin yapilmig sayilmasi igin bu kenarin uclarimin
Verilen daireyi pergelin ayaklarimi istedifimiz gibi mi yoksa
belirli olarak m1 acarak cizilecek bir daire ile kesigtirerek bul-
mak demektir? Son halde ¢izim, pergelin ayart bozulmadan yapi-
lacak demektir.
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Burada, problem ¢dziimlerinde matematiksel difer aletlerin
kullamlabileceffini ve elde edilen ¢bziimlerin muteber addedilece-
gini belirtiyorunz.

Bu hallerde de problem ve ¢dziim, sanki ¢dziim cetvel ve
pergelle ¢dzillmiig gibi muteberdir. Kesin olarak istenilen gey su-
dur: aramilan geyin bulunmus sayilmas! i¢gin kullanilacak usul
ve aletlerin kesinlikle belirtilmesi. Meseld, elipsograf kullanarak
odaklarn F,, F, ve bir noktasimmin F, ve F; den uzakliklar
toplam1 verilmig olan elipsin ¢iziminin miimkiln olabilecegi gibi.

10, Cetvel ve pergelle gizimler.

Diizlem geometriye ait bir ¢izim problemi, agaffidaki esas
{en basit) beg problemden sonlu sayida probleme irca edildifi
takdirde, ¢bziilmils sayihr :

1. Verilen iki noktadan gegen bir dogru veya dogru pargasi
¢izmek.

2. Merkezi ve yaricapr verilen bir daire veya uc noktalar
ve merkezi verilen bir daire yay: gizmek.

3. Verilen iki dofrunun arakesit noktasin1 bulmak.

4. Verilen bir dogru ve bir dairenin arakesit noktalarim
bulmak.
5. Verilen iki dairenin arakesit noktalarini bulmak.

Bu en basit problemlerin ¢bziimlerinin bilindigini kabul
ediyoruz.

Cizimlerde ekseriya keyfi elemanlar kullanihir.

Verilen veya ¢izimi evvelden yapilan noktalar diginda nok-
talar alinmas1 hususunda agafidaki premsipler uygulanir.
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Prensip A. Bir diizlemde, bir dofiru disinda her hangi bir
noktanin gizimi yapilabilir.

Prensip B. Bir dogru iizerinde evvelce alinan noktalardan
bagka bir noktanin ¢izimi yapilabilir.

Bu A ve B prensiplerini birgok problemin ¢bziimiinde kul-
lanacaftiz. Meseld, bir a dojfrusunu dik olarak kesen bir dairenin
¢izimi bahis konusu olsun. Eger elimizde yalmz a dogrusu var-
ga ve bunun fizerinde bir nokta verilmemis veya ¢izimi yapilma-
migsa 1-5 problemlerini kullanmamiz imkan digindadir. Yine A
ve B prensipleri olmadan verilen bir dogruya digmdaki bir nok-
tadan bir paralel ¢izemeyiz. Bunun gibi, bir nokta ve bir dogru
verilmigken hi¢ bir daire ve hig bir dofru ¢izemeyiz (¢linkil, me-
seld bir daire c¢izmek igin yarigapimi verecek iki noktaya ihti-
yag vardir). '

Bir ¢izimin doggrulugunu keyfi elemanlar: kullanarak ispatlar-
ken tabii bu elemanlara keyfi gizii ile bakmak ve Ozel dzelikle-
rini kullanmamak zorundayiz.

Bir geklin her kism: 4 ve B prensipleri ve 1-5 problemle-

rinin uygun bir sirasinin tatbiki sonunda elde edildiginde gekle
«gizilmigtir» diyebilecegiz.

Cizimler sadece lafzen veya cetvel ve pergel kullanilarak
bizzat kifnt fizerinde yapilabilir. Hangi yolu sececeffimiz Snemli

degildir. Meseld, merkez ve yarigapr verilen bir kiireyi gizmek
igin hig bir alet meveut bulunmamaktadir.

~ (oziimlerden en basitini, en kisasini ve en iyi dofiru netice
verenini bulmahdir. Zor ve karigik gizimler kaide olarak en az
doffru netice verenlerdir.

Cetvel ve pergelin bagka tarzda kullanilmasi veya diger
aletlerden istifade edilme halinde, en basit 1 -5 problemleri yeri-
ne basit bagka problemler alinmalhdir.
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1-5 problemleriyle 4, B prensiplerine cefvel ve pergelin ser-
best olarak kullamlmasina dair gartlar adi verilir.

Her problemin bu 1-5 problemlerine irca edilme igi gayet
yorucu oldufundan, bu irca igi oldukga zor bazi problemler i¢in
yapilir ve diger biitiin problemler bu son problemlere déndiiriiliir.

«Bir defaya mahsus» olmak fizere c¢dzillecek bu problemler--

den bazilari gunlardir :

Problem 1. a dogrusa iizerinde bulunmigan bir A noktasin-
dan a dogrusuna paralel bir dogru cizmek.

Coziim. a dogrusu iizerinde, A dan gizilen dikmenin dgagin-
dan farkli olan bir B noktas: alalim (Sekil 75).

T:J

Sek. 75 .

B nin bu gekilde se¢ilmesi tatbikatta pergelin ayaklar: ara-
sindaki agiklifs 4 nin @ ya uzakh@indan biiyitk tutmak suretiy-
le, bir ayag1 A ya degerini B ye koyarak yapilir.

Pergelin bu gekilde ayarlanmasi higbir teorik diiglinceye da-
Yanmayip sirf daha dofru netice elde etmek igindir,

A merkez ve A4 B yarigaph dairenin ¢izimi 2 nolu problem.
dolayisiyle miimkiinditr,
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(b) AB diginda bir M noktasini alip 4 ya birlestirelim ve
bu doggruya b diyelim ($ekil 77).

A B, B, B, B, 8

Sek. 77

Cetvel ve pergelle yapilan gizimlerde biyle keyfi elemanlar
verine ekseri hallerde ¢izimi yapilmig olanlar alinabilir. Misali-
mizde A merkezli AB ¢apl, B merkezli BA ¢apli daireler gizerek
bunlarin arakesit noktalarindan biri M noktasi olarak almabilir.

AM dogrusu fizerinde A dan itibaren AB yi bilecegimiz sa-
yida egit dogru pargalar1 alirsak (a) kisminda anlatildiff gibi son
A, noktasin1 B ye birlestirir (Problem 1) ve A, Ay, ooy Apy
noktalarindan 4,8 dofirusuna paraleller gizeriz (problem 1).

Bu paralellerin AB dogrusunun kestigi B,, B,, ..., B,—, ara-
kesit noktalar: (problem 4) AB yi n esit parcaya bblen nokta-
lardir (gekilde » =5 alimmigtir).

Bu ¢dzlimtin dogruluffu herkes tarafindan bilinmekte olup

- netice, M noktasma bagh degildir.

Bir dogru parcasimi iki egit pargaya veya c¢ift sayida egit
Parcaya bblmek igin lisede goriildiigi gibi diger gizimler kulla-
nilir,

(¢) m ve n pozitif tam sayilar olmak fizere AB ye orani m

bin n ye oranina egit olan CD dogru par¢asini bulalim, Oranin

tarifinden n+CD=m + AB yazlir ve CD nin cizimi elde edilir.
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Bunun igin de (a) maddesine gbre mAB dogru parcasim: almak ve
bunu (b) maddesi gerefince n egit par¢aya bblmek yeter.

Problem II. Verien blr A noktasindan bir a dogrusuna dik
bir dogru cizmek,

Céziim. 1. A nokiast a dogrusu iizerindedir (Sekil 78). a
doggrusu fiizerinde A dan farkl keyfi bir nokta secer (prensip B)
ve A merkez AB yarcaph bir daire gizeriz (problem 2), diger
bir deyimle, pergeli keyfi ayarhyarak a dogrusu {izerinde
«noktalar alirize. Dairenin a y1 kestiffi B den farkli noktry1
(problem 4) C ile gosterelim ve BC yarigapli B ve C merkezli
daireler ¢izelim (problem 2). Son iki dairenin arakesit noktala-
rindan birine D diyelim (problem 5) ve A ile D yi birlesgtirerek
AD doggrusunu elde edelim (prsblem 1). Bu gekilde elde edilen
AD dogrusu A dan a ya ¢izilmesi istenilen dikmeden ibarettir.

* ,

e -

Sek. 78

Sek. 79
Cizimin dogruluunun igpati lise kitaplarinda meveuttur.

2. A noktas: a dogrusunurn digtndadir (Sekil 79). a doggrusu
iizerinde, A nin a {izerindeki ayagindan farkh olan bir B nokta-
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81 segelim (prensip B), 4 merkez ve AB yaricaph daireyi gize-
rek (problem 2) bunun a ile olan ikinei C arakesit noktasim ala-
Iim (problem 4).

B ve C merkez olmak fizere aym1 yaricaph daireler ¢izip
(problem 2) bunlarin A ve D arakesit noktalarim1 birlegtirelim
(problem 5). AD, A dan a ya gizilmesi istenilen dogru olur.

Cizimin dofirulugunun okuyan tarafindan bilindigini kabul
ediyoruz.

Problem IV. Verilen bir A noktasindan gegmek ve wverilen
bir a dogrusu ile verilen bir agt yapan bir dogru gizmek.

Coziim. 1. A. noktas: a dogrusu iizerindedir (Sekil 80).

bBc verilen agi olsun. Bu a¢min bir kenarmda keyfi bir P
noktas: alip (prensip B) BP yarigap ve B merkezli daireyi gize-
lim (problem 2). Aym yarigap ve A merkezli daire ¢izerek (prob-
lem 2) bunun a dogrusu ile olan arakesitlerini C, ve C, ile gis-

b

Sek. 80

terelim (problem 4). Simdi C, ve C, merkez olmak iizere aym
PQ yarigaph daireleri gizip (problem 2) bunlarin A4 merkezli dai-
re ile arakesitlerini g, ve g, ile gbsterelim. Bu takdirde, gizilen
Ag,, Ag, dogrulari (problem 1) aranilan dogrular olur.
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Cozfimiln do@rulugunun ispati kargit kenarlar1 esit olan
ADC ve ADB figgenlerinin egitlifine dayanmaktadir.

(b) aAb verilen ac1 olsun (Sekil 82).

Sek. 82

a dogirusu fizerinde keyfi bir B noktasi alalim (prensip B)
ve A merkez ve AB yarigaph daireyi gizelim (problem 2). Bu
dairenin b yi kestiggi noktayr B, ile gsterip (problem 4) B, mer-
kez ve B, B yaricaph dairenin evvelki daireyi kestiji yere B,
diyelim (problem 5). B, merkez ve ayni B, B yaricaph daireyi
¢izip (problem 2) B, noktasmi elde edelim (problem 5). Bu su-
retle devam ederek verilen aginin n kati olan BAB, agqisinin gi-
zimi yapilmig olur. Sekilde n =75 alinmughir.

Cizimin dogrulugunun ispati, kirigleri egit olan yaylarmm
egitligi ile, esit yaylan gbren merkez agilarinin egitlifine dayan-
maktadir,

Bununla, cetvel ve pergel kullanarak ¢izimi «bir defaya
mahsue» olmak iizere yapilan problemlerin listesini tamamlamig
bulunuyoruz. Tabii bu liste, genigletilerek «Temel gizimler» adi
altinda ¢ok sayida problemden ibaret liste haline de getirilebilir.

_Bir ¢izim problemini cetvel ve pergelle ¢bzerken, bu 1-V
Problemlerini tipk: en basit 1-5 problemleri gibi kullanabilece-
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giz. Meseld, bir dogruya dik bir dofiru ¢izmek istersek problem
111 teki gizimleri tekrar da edebiliriz veya bunun yerine ¢izimi
sadece bir gonye ile yapariz. Gbnyeyi, yeni bir alet ilavesi ola-

rak gozetmiyerek cetvel ve pergelle yapilan gizimler zineirini
tekrarlamamak igin kullaniyoruz.

Ihtar. Problern V'in (a) sikkinda bir agi, problem II nin
(b) sikkinda bir dogru parcasinin n egit pargaya bbliiomesi gibi,
n egit pargaya degil iki esit parcaya bollnmiigtiir.

Bu, bizi her ¢izimin cetvel ve pergelle veya daha dogrusu
1 — b problemleri ile A ve B prensiplerine dayanarak yapilami-
yacafit hususuna gotiiriir,

Meseld, herhangi bir agiy1 cetvel ve pergel kullanarak fig
egit parcaya bolmek imkinsizdir. Bu da sadece, dogru ve daire-
ler ¢izmenin herhangi bir agiy1 ii¢ egit parcaya bilen dogrularin
elde edilmesine kifi gelmemesi demektir. H'allmki aslinda bir
agimin iigte biri meveuttur. Bunun gibi, verilen bir aciy1 herhan-
gi sayida esit pargaya bdlen dofrular da mevcuttur, fakat (n=3
gibi) bazi sayilarigin bu dofrular: aranilan elemanlar sinifindan,
1—5 problemleriyle A, B prensiplerini veya cetvel ve pergel kul-
lanarak elde edilen elemanlar simifina aktarmak imkansizdir, Bu
aletler boyle gizimler igin yetersizdir.

Diger baz aletler kullanmak, veya differ esas problemlere
bagvurarak bir agiy: fi¢ esit parcaya bblmek glglik arzetmez.
Ayrica, tatbikatta bu gizimler ekseriya cetvel ve pergelle yapi-
lan g¢izimlere nazaran daha sihhatli neticeler vermektedir.

Burada, bazi agilarin cetvel ve pergelle li¢ esit parcaya bi-
liinebileceffine igaret edelim. Bbyle agilardan meseld dik agqiy:
zikredebiliriz.

Simdi ortaya, cetvel ve pergelle lig egit pargaya bbliinebi-
lecek acgilarin ciimlesinin kesin olarak belirtilmesi ile (dzel ola-
rak 60° yi igine alan) differ agilarin cetvel ve pergelle veya esas |
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problemleri kullanarak fig egit parcaya bobliinemiyecefinin ispa-
tinin yapilmas: gikmaktadir.

Bu nevi imkansizhifin ispat: matematiffin giic problemleri
arasinda olup bir ¢ok hallerde elemanter metodlarm diginda kal-
maktadir, 19 uneu ylizyilin sonlarinda gizim problemlerinin ¢bzii-
miiniin cetvel ve pergelle yapilabilmesi problemi tam olarak ince-
lenmigtir. Cozillebilen ve g¢Ozillemiyen problemler kesin olarak
belirtilmig olup problemin tam ¢bzfim@i analiz ve yiiksek cebirde
yer almaktadir.

Céziim imkannizhianin elementer bir ispatim 12. de gtre-
cefiz.

11. Cizim problemlerinin ¢ziimiinii cetvel ve
pergelden gayr usullerle elde etmege dair.

Cetvel ve pergel kullanma matematiksel olarak temel.1—5
problemleri ve A, B prensipleriyle ifade edilir. Bu da, geometrik
bir elemanin aranilan sgeyler sinifindan, adi gecen prensip ve
‘temel problemlere irca edilebilen yollarla bulunan geyler sinifi
na aktarilmig sayilacags anlamindadir. Bunlara ¢dziimii veren
mantiki ve teorik alet goziyle bakilabilir.

Geometrik aletlerin bagka terkiplerine de temel problemler
cinsinden ifade edilen diger mantiki ¢dziim “yollar: tekabiil eder.
Birkag misal alalim.

(izimde sadece serbest olarak pergeli kullanahm, diger bir
deyimle, pergel keyfi daire gizecek alet olsun. Bu sadece pergel
kullanarak ¢izim elde etme hali olup matematiksel olarak 1,2 ve
5 no. lu temel problemlerinin kullanilmas: demektir,

Problem 1 in tatbiki, bir dogrunun iki noktasiyle belirli ol-
mag1 demek olup doggru fizerinde bu dofruyu belirten iki nokta-
dan farkh bir nokta almacaksa bu, ancak iki daireyi kesigtir-
mekle elde edilmelidir. Sirf 1, 2 ve 5 problemlerinin kullanilma-
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&1 halinde cetvelle doggru ¢izilebilir, fakat iki dogruyu veya bir
dogru ile bir daireyi kesigtirerek bir dogru fizerinde nokta bul-
mak caiz degildir. Eger dogrular zihnen dilgiiniilmiig olmaktan
ziyade fiilen cizilmigse 1, 2 ve 5 problemleri, bu dofrularin ara-
Kkesit noktalarinin aramilan geyler simifina gegmis oldugunu ka-
bul etmemizi gerektirmez. Cizilmig dogrularm arakesit noktasi
, aramlan geyler smifinda kalmakta devam eder. Efer btyle bir
nokta, verilen veya ¢izimi yapilan dairelerin arakesit noktas
olarak elde edilmigse verilen geyler sinifina girmig olur.

Yalmiz pergel kullanilan gizimlerde 4 prensibine ihtiyacimiz
yoktur. Zira bu halde dofruyu belirten ve verilen geyler sini-
findan olan iki nokta mevcuttur.

Yalniz pergel kullanilmas: bir dofrunun verilme geklini de~
| gistirir. Bir dogru evvelden (cetvelle gizilmig olarak) verilebilir,
| fakat tizerinde, belirlenen hig bir noktas: yoktur.

| Bir daire de, evvelce oldufu gibi, fizerinde belirlenen nokta
verilmemig oldugu halde, «merkez ve kendisi gizilmigken» veril-
mig olarak kabul edilir. Diger bir deyimle, daire merkeziyle bir-
likte verilen sgeyler simifina dahildir, fakat {zerindeki hig bir
nokta bu sinifa ait degildir. Bunun, cetvel ve pergelle yapilan '
¢izimlerde dogiru ile benzerlii vardir,

Simdi, 1, 2 ve b problemlerine agaffidaki prensibi katiyoruz.

| Prensip B*. Bir daire lizerinde, evvelce ¢izimi yapilan nok- :
talardan bagka bir noktanmn gizimi yapilabilir,

A prensibi igin ‘bq;le bir geye ihtiya¢ yoktur, zira cizimi
| yapilan dairenin diginda, meseld merkezde bir nokta esasen
, mevcuttur.

B prensibini koymamasinin liizumu agafiidaki problemden
dolay: agiktir.

. Yalniz 1, 2 ve 5 temel problemlerini kullanarak werilen bir
'r daire igine (merkezi de verilmistir) diizgiin bir 6 « gen pizmek.
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Dairenin merkezinden baska elimizde bir nokta olmadifin-
dan pergeli yaricap kadar agmaga ve dolayisiyle hig bir ¢izim
Yapmaga imkidn yoktur.

Halbuki B prensibini kullanirsak daire {izerinde bir nokta
alabilir ve merkezden de faydalanarak yarigapi bulur ve dilzgiin
altigeni gizebiliriz.

Yalmz pergelle yapilan biitiin ¢izimleri etraflica ele alami-
Yacagimizdan sadece bir ka¢ misalle yetinecefiz.

(a) Bir AB dogru pargast verilmigken bunun herhangi bir ka-
 olan ikinci bir dofru pargast cizmek (Sekil 838).

Sek. 88

Coziim. B merkez ve BA caph daireyi gizelim (problem 2).
Aym BA yarigaphi ve merkezleri A, A,, A, olan daireleri ¢izip
(probiem 2 ve 5) B, noktasini elde edelim. AB, dogru parcas:
{problem 1) verilen dogru pargasinin iki katidir. Bu sefer B,
Merkez ve ayni AB yariaph bir daire ile (problem 2) ayni yari
faph A4, merkezli daireyi ¢izelim (problem 2) ve sonra 4, mer-
merkezli daire ile arakesit olarak B, noktasini elde edelim. 4B,
dogry parcas1 (problem 1) 4B nin {i¢ katidir. Bu suretle devam
€derek 4B nin istenilen kat1 elde olunmusg olur.

Coziimiin dogrulugu agiktir. Cizimden de anlasilaca@l vechi-
Ie cetvel ve peréelden bagka aletler kullanildig: takdirde ¢ozii-
Min bagka yola bagvurularak yapimas: gerektifi agikardir.
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AE_AB_ 1
AR AC »

ve netice olarak AE = 1/n AB elde ederiz.

Ozel olarak n =2 alabiliriz, diger bir deyimle, bir dogru
parcasini sirf pergel kullanarak iki egit par¢aya bolebiliriz. Sade-
ce pergel kullanarak elde edilen iglemler ctimlesi cetvel ve per-
gel iglemleri ciimlesinin bir kismim tegkil eder. Bununla beraber
gu teorem do@rudur : Cetvel ve pergelle ciziilebilen her problem
sadece pergel kuallamlarak ciziilebilir.

Bu teoremi ilerde ispathyacagiz (Bolim VIII).

Onsekizinel yiizyilin sonunda matematikei Masqueroni per-
gelle yapilan gizimlerle ufragmig ve yukaridaki teoremi elde et-
migtir [13], [1], [8].

Masqueroni’nin inceledigi proplemlerden gu ikisini zikredelim.

(1) Verilen bir dogrunun bir daire ile olan arakesit noktalarim
bulmak. L

(2) Verilen iki dairenin arakesit noktalarint bulmak.

Cetvel tek bagina pergel kadar yeterli geometrik bir alet
degildir. Cetvel ve pergel kullanarak veya ayn: g=y demek olan
sadece pergelle ¢dzillen ‘problemler, sadece cetvelle yapilama-
makta, diger bir deyimle sadece 1 ve 3 problemleri ve A4, B
prensipleri kullanmilarak yapilamamaktadir. Gelecek bahiste bu
cizimlerden birine rasthvacagiz.

Cetvel ve pergeli serbest olarak kullanarak yapilabilen bii-
tlin ¢izimleri icra edebilecegimizi bir tarafa birakarak baz sart-
lar kogabiliriz. Meseld, pergeli belirli bir miktar kadar agmaga
veya ayni sabit yaricaph daireler ¢izmege, hatta merkezi veri-
len yalmz bir daire ¢izmeffe ve pergeli bir tarafa birakarak geri
kalan gizimleri yalniz cetvelle elde etmege milsaade edebiliriz [58].
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Bu gizimler tabii temel 1 ve 3 problemleriyle A4, B ve B*
prensipleri ve agafdaki iki prensiple karakterize edilmig olurlar.

4", Merkezi ile birlikte bir daire ¢izmek miimkindiir.

B’. Prensip 4 de verilen dairenin, wverilen veya g¢izimleri ya-
pilan dogrularla olan arakesit noktalarimi bulmak miimkiindiir.

Bu tek daire merkezsiz verilmig oldugu takdirde, bu daire

bir cetvel ile birlikte, cetvel ve pergelle yapilan biitlin gizimleri
vermefie yeterli olmamaktadir. Bunun ispati ilerdeki bahiste ve-
rilecelktir. B

Simdi iki kenarhh cetvelle yapilan ¢izimlere, diger bir de-
yimle, aralarindaki uzakhiffi sabit a miktar: olan paralel iki dog-
ru yardimiyle yapilan ¢izimlere gegelim. Bu ¢izimler temel 1, 2
ve 3 problemleriyle A4, B prensiplerine dayanmaktadir. 4 ve 5
problemleri yerine agajfidakileri aliyoruz.

4". Verilen veya gizimi gyapilan bir dogruya, buna uzaklift a
olan paralel iki dogru gizmek miimkiindiir.

Bu prensip, cetvelin bir kenarini bir dofiru fizerine getirip
steki kenariyle bir dofiru gizilebileceffi anlamima gelir.

5". Aralarindaki uzaklik a dan kiigiik olmiyan iki noktadan
gecmek iizere uzakliklart a olan paralel iki dogru cizmek miimkiin-
diir.

Bu ise, cetvelin bir tarafimin bir noktaya digerinin diger
noktaya getirilebilmesi demektir,

Yalniz pergel kullamldifinda dogrular igin styledigimiz hu-
suslar temel problem 2 igin de caridir. Keyfi daireler de ¢izebi-
liriz, fakat bu dairelerin noktalarini, verilen veya gizimi yapilan
dogrularin arakesiti olarak elde etmedik¢e gizimlerde kullana-
mayiz.

ki kenarli cetvelle yapilan gizimlere gegmeden evvel bir
yardimct teorem ispatliyalim.
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Bu problemi cetvel ve pergel kullanarak ¢dzmiigtiik. §imdi,
¢ozlimil iki kenarh cetvel kullanarak elde edecefiz.

Sek. 87

Coziim. a dogrusu fiizerinde (Sekil 86) keyfi P ve Q nokta-
larint secerek (prensip B) PQ niin R ortasim alalim (evvelki
probleme gtre). PA nin uzantisinda olmak fizere AP iizerinde
keyfi bir F noktas: secip (problem 1; prensip B) Q noktasim1 QA
ve QF dogrulariyle 4 ve F noktalarina birlegtirelim (problem 1).
QA ve RF dogrularimmin E arakesit noktasini (problem 1 ve 3)
P ye birlegtirip (problem 1) PE ve QF nin arakesitini B ile gis-
terelim (problem 8). AB dofirusu (problem 1) aranilan paralel
doffrudur.

Yamuga ait yardimer teoremi kullanarak ispatin yapilmasi-
n1 okuyana birakiyoruz.

Problem. Bir b dogrusunun bir A noktasindan b dogrusuna
dik dogru ¢izmek (Sekil 87).

Coziim, Sekilde keyfi bir M noktas: alip (prensip A) bunu
A noktasina birlegtirelim (problem 1). AM ye paralel ve bundan
@ uzakligmda olan p ve g dogrularini gizelim (problem 4”). p ile
b nin arakesitine B diyelim (problem 8) (gizim AB >a olacak
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gekilde yapiimigtir). Sonra aralarindaki uzakhk o olmak fizere
A dan gegen r dogrusiyle B den gegen s dofrusunu ¢izelim ve
¢ ile s nin arakesiti olan C noktasini (problem 8) AC ile A nok-
tasina birlegtirelim (problem 1). [Elde edilen AC dogrusu arani-
lan dofiru olur. Ispat, gizim esnasinda elde edilen egkenar dort-
genler ile bunlarin kbgegenlerinin tzeliklerinden g¢ikar.

Paralel dofirular gizebildiffimizden, iki kenarli cetvelle bir

noktadan bir dofiruya bir dikme indirebiliriz. Bbyle bir gizimi
fiili olarak yapmak faydal olur.

Problem. (a) Bir aciyt iki egit pargaya bafme!“ (b) wverilen
bir aginin herhangi bir katim: bulmak.

c .

Sek. 88

Coziim. (a) Verilen ag1 bAc olsun (Sekil 88), Ac¢inin b ve ¢
kenarlarina paralel olan ve bunlara nzakhifi a olan p ve g dog-
rularim gizip (problem 4%) bu suretle tegkil edilen egkenar dort-
genin AB kUgegenini gizelim (problem 3 ve 1). Cizimin dofrulu-
gunun ispat egkenar ddrtgeninin kdgegenin Gzeliklerinden ¢ikar,

(b) Verilen aginin iki katmi bulmak yeter. bAc, verilen agl
olsun (Sekil 89). b den a uzakhfinda olan b ye paralel p dogru-
sunu ¢izip (problem 4°) p ile ¢ nin arakesitine C diyelim (prob-
lem 8). A ve C noktalarindan gegmek fizere uzakliklar: a olan
ve s dofiru ¢iftini gizelim (problem 5").

it b ol
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sip B), ve CB dofirusunu ¢izip (problem 1) ¢ dogrusu ile olan B”
arakesitini elde edelim (problem 3). B yi M ye birlegtirelim
(problem 1) ve B’ den BM ye paralel B”M’ dofrusunu gizelim

Sek. 90

(evvelee ¢bziilmilgtll). C ve M" den gegmek ve aralarindaki uzak-
lik o olmak iizere p ve g dofrularim gizelim (bu gizim geuel ola-
rak iki tiirll yapilabilir) (problem 5%).

p, p° dogrularimin b doggrusu ile olan P ve Q arakesit nok-

talar1 (problem 3) b nin daire ile olan arakesit noktalarindan
ibaret olur,

Ispat. C’'M’ ED ve CM’ E” D' egkenar ddrtgenlerinden (Se-
kil 90).
CD=CD'=CM’
oldugunu goriiriiz.

Bir agimin kenarlarinin paralel dogrularla kesismesinden el-
de edilen dofirn parcalariyle ilgili teoremden

CP_CQ _CB _CM
Vg o S &7 & i o LT O

yazar ve evvelki egitliklerden
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CP=CQ=CM

buluruz. Bu ise P ve Q noktalarinin CM yaricaph daireye ait
oldugunu gosterir ve ispat sabit olur.

Oyle ise verilen veya ¢izimi gapilan bir dogrunun verilen ve-
- ya gizimi yamlan bir daire ile olan arakesit noktalarimin ¢iziminin
evvelden yapilmis oldugunu kabul edebiliriz.

Bu iglemi daha evvel, problem 4" ye dayanara"™ cetvel ve
pergelle yapmighk. §imdi ayn1 geyin iki kenarh cetvelle yapila-
bildigini goriiyoruz. Aym ¢izim aletini kullanarak iki dairenin
arakesit noktalarimt da bulmak miimkiindiir. (Bu gizimi temrin
olarak yapmiz). Bu da, bir nokta, verilen veya ¢izimi yapilan
iki dairenin arakesiti olduffu takdirde, ¢iziminin yapilmig oldu-
gunu kabul etmek anlamindadir. Diger bir deyimle bu, problem
5" nin iki kenarli cetvelle gozillebilecegi demektir. O halde te-
mel 1-5 problemleri iki kenarh cetvel kullamilarak ¢bzillebilir.

Bundan da su neticeyi ¢ikariniz: Cetvel ve pergelle yapi-
labilen biitiin gizimler sadece iki kenarhi cetvelle yapilabilir,

Ofrenci bu ¢ok dnemli gizimler fizerinde tecriibe kazanmak
igin, merkezi verilmiyerek gizilmig bir dairenin, sadece iki kenar-
Ii bir cetvelle ve gizilmig dairenin noktalarim kullanmiyarak
merkezini bulmalidir. Offrenciye ayrica bir temrin olarak gu
problemi incelemesi tavsiye olunur: Karsit olarak, iki kenarh
cetvelle yapilabilen bilttin ¢izimleri cetvel ve pergelle elde et-
mek kabil midir ?

Benzer tarzda, gizimleri dik ag: ile yapmay: ve bu alete uy-
gun temel problemler se¢gmeyi dilgiinebiliriz. Bu halde de evvel-
ki neticelere benzer neticeler elde edilir.

Cetvel ve pergelle miimkiin olan her g¢izim sadece serbest
hareket edilebilen dik ag1 ile yapilubilir.

Serbest iki dik a¢1, cetvel ve pergelden daha kudretlidir.
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1ki dik ac1 kullanarak yalmz cetvel ve pergelle yapilabilen ¢i-
zimleri degil, bunlarla yapilamiyan ¢izimleri de elde edebiliriz
[21, 511

Cel:vei ve pergel, iki kenarh cetvel, vs. gibi aletlerle ¢izim-
lerde tecriibe kazamildiktan sonra Bfrencinin bu aletlerin her bi-

riyle lise kitaplarinda rastlanan biitlin gizim problemlerini ¢bz-
mesi hararetle tavsiye olunur.

Bu bahiste verdiffimiz geometrik aletlere ait misaller bizi

bam genel neticelere gtliriir:

Geometrik aletlerin se¢imi muhtelif gekilde olabilir.

Geometrik bir gizimde kullanmlan aletin muadili bir temel
problemler sistemidir. Her aletin kendine has esas problemleri
vardir; bunlar bulununca ve listesi yapilinea biittin gizimlerin ya-
pilabilecegi diigiiniilebilir.

Hangi alet (veya alet sistemi) secilirse segilsin bunlarla ya-
pilan ¢izim matematiksel olarak dogrudur, yeterki uygun temel
problem sistemi kurulmug ve biitlin ¢izimler mantiki olarak bu

" problemlere irca edilmig olsun.

$u hususu bir defa daha belirtelim ki, problem kavrami,
bir geyin aranilan geyler simfindan verilen geyler sinifina akta-

rilmig olmas: Igin gereken gartlar igine alir. Bunun neticesi, bu
sartlar1 defigtirirsek bagka bir probleme ge¢mis oluruz,

12. Cetvel ve pergelle ¢dzillemiyen
problemlere misaller,

Evveld, belirli aletler kullanarak baz ¢izim problemlerinin

gbzlilemiyecegti kavramini ele alam. Evvelce de styledigimiz

gibi, bir problemin belirli aletlerle ¢dzllemiyeceginin ispat1 hig
de kolay degildir.
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deki p* ve ¢’ kargitlar1 elde edilmig ve = deki mantiki esas ve
¢izimin biltiin safhalar1 =” de aynen tekrarlanmigtir. p ve g dog-
rular1 a dairesinin K merkezinde kesistifinden netice olarak p”
ve ¢’ de o’ niin K* merkezinde (K nin karsitinda) kesisecekler-
dir. Halbuki bu dogru degildir, zira K’ noktas: o’ dairesinin
merkezi bulunmamaktadir,

Bir cetvelle bir dairenin merkezinin bulunabildigi faraziyesi
bir ¢eligmezlik yarattifindan bbyle bir ¢izimin imkansiz oldugu
neticesine varmig oluruz.

Ihtar. Ogrenciler ekseriya, matematiksel bir geyin
warlijr ile bu geyin fiili olarak bulunmasinin veya 8zel bir
yolla ¢iziminin yapilmasmi karngtirmaktadirlar. Bunlarin
ayr: iki problem oldugu hi¢ bir zaman hatirdan gikarima-
mahdir. Evvelki teorem buna bir misal tegkil etmektedir.

Okuyucu, bir temrin olmak ilzere, bir a dogrusuna bunun
tigindaki bir 4 noktasindan yalmz cetvel kullanarak paralel
dofiru ¢izilemiyecegini ispat etmelidir.

Imkansizhifs gbsteren bu verilen ispattan, tnemli differ bir
netice gikarabilirizz Cetvel ve pergelle yapilabilen cizimleri cet-
Vel ve merkezi werilmiyen sabit bir daireyi kullanarak elde et-
mek imkansizdir. Bunu meseld, gimdi girdiglimiiz vechile, veri-
len bir dairenin merkezinin yalmz eetvelle bulunamamasindan
RBirmek miintkiindiir. Halbuki merkezi cetvel ve pergelle bulmak
kabil olmaktadir. Evvelce de sdylenildigi gibi, cetvel ve pergelle
Yapilabilen biitiin ¢izimler merkezi verilen sabit bir daire ve bir
‘tetvel yardimiyle veya Steiner gizimleri denilen ¢izimlerle bul-
mak mumkindir [58], [2].

Cetvel ve pergelle ¢bziilebilen' veya ¢dziilemiyen bazi prob-
lemleri kisaca gozden gegirelim. Geometrik olarak ifade edilen

bu problemler cebir diline cevrilir ve esas ¢bziimlerini orada
bulur,
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Bu iddianin dogrulufuna kendimizi, fizerinde ¢izim yapilan
ditzlemi

w=u-+iv

geometrik temsilini kullanarak karmagik sayilar cismine tasvir
etmek suretiyle daha iyl inandirabiliriz.

Burada, bir ciimlenin differ bir ciimleye olan bire - bir bir
tasvirine ait bir misal elde etmig oluyoruz. Ciimleden biri nok-
talardan, oteki ise sayilardan ibaret bulunmaktadir.

Bu suretle, karteziyen koordinatlamn ithaliyle biitiin gekil-
ler sayilarla ifade edilmig olurlar. Meseld, bir daire z, = x; + iy,
merkezi, veya daha basit olarak (x,, y,) ve r yargap: ile;
bir dogru z, = x, +ig, ve z,= x,+ iy, noktalariyle veya (x,, 7,),
{x3, y,) nokta giftiyle v.s. olarak wverilebilir.

z = x -} iy sayilar: da, eksenler {izerinde uzunluklan x ve g
olan dogru parcalariyle belirtilir.

Ohalde her g¢izim problemi, verilen dojru parcalarindan bag-
!ﬂylp, bazi yeni dogru par¢alarimin ¢izimine irca edilmig bulu-
Quyor,

a, b, ¢, ... ve x, g, %, ... bir a dogrusu fizerinde belirli bir
O noktasindan itibaren alinmig dogru pargalar: olsun. Bir a dog-
Tusunun her A4 noktasina bir OA dofru pargas: tekabiil ettirebi-
liriz; bunun kargith da dogrudur. Bir tarafta alinan dogru parca-
lanng pozitif ve diger tarafta almanlari da negatif itibar edelim.
Bu dogru parcalarmdan bir tanesi birim olarak segildiginde bil-
digimiz «say: ekseni» ni elde ederiz.

Evveli tek bir e doffiru pargasini alahm ve bunun verilmig
Oldugunu kabul edelim.

e yl say1 eksenimizin birim dogru parcast olarak alalim ve
$9 soruyu soralim: e birim dogru pargasim verilmig kabul ettigi-
Mizde say: ekseninin hangl noktalar: cetvel ve pergelle ¢izilebilir?
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Biitiin dogru parcalarinin 0 noktasindan itibaren alindigin:
kabul ettigimizden, bunlarin uc noktalarini veya bazi noktalar
belirtmek yeter.

Eger e birim uzunlufu verilmigken cetvel ve pergelle ¢izi~
lebilen noktalar: bulabilirsek (Sekil 1) problemin, yalniz e biri-
minin meveut oldugu tzel hal igin ¢Bzlimiinlin  yapilmas: kalir.
Dogiru pargalar: yerine sayilar alabiliriz.

] ] 7 a
Sek. 91

Qizimlerde kullantlan keyfi elemanlar keyfilikleri dolayisiy~
le rasyonel olarak segilebilir.

OE birim uzunlufunu ele alarak herhangi n tam sayisint
n*Oe=0e+0e+ +++ + 0e
doggru parcasiyle gbsterebiliriz,

Ohalde tam sayidar halkasindan herhangi bir eleman cetvel ve
pergelle cizilebilir.

x = nm sayisin veya dofru parcasini, e=1 birim uzunluk
olmalk iizere, x/e =n/m orantisiyle kolayea gizebiliriz.

Ohalde, her rasyonal sayr veya R, rasyonal saplar (veya dog-
ru pargalart) cisminin herhangi bir elemant cetvel ve pergelle cizi-
lebilir.

Her noktada yoffun olan R, rasyonel sayilar cisminin sayl-
labilir oldugunu ve bunun neticesi bu eismin biitiin reel sayilari
(dofgru parcalarini) vermedigini biliyoruz [40].

Bir a rasyonel sayisim alirsak, x=a sayisint veya a ile e |
nin geometrik ortalamas: olan ve x/a=e/x ile verilen x*=ae
dogru parcasini cizebiliriz. $imdi, Vk, kare koki yadrasyonel
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n+1. K,_, cismine ise lndlrger;emez olan Vk,_, kbkiini
katarak (k,—; € K,—,) K, cismini elde ederiz.

a, b, ¢, ... doffru parcalarindan baghyarak bu suretle «ge-
nigletilmig» bir cisimdeki herhangi bir doffra parcasimin ¢izimini
yapmamiz miimkiin olur.

$imdi su sual sorulabilir: a, b, ¢, ... dogiru parc¢alarindan
baglamak suretiyle cetvel ve pergelle gizilebilen fakat genisletil-
mig higbir cisme ait olmiyan dofru pargalar1 var midir ?

Bu sorunun cevab1 gudur: a, b, ¢, ... doffru parcalarindan

baghyarak cetvel ve pergelle ¢izimi milmkiin olan her dogru
parcas: igstisnasiz, bu genigletilmig cisimlerden birine ait olur,

Bunun btyle olduffunu gérmek igin, cetvel ve pergel gizim-
lerinin bu «genigletilmig» cisimlerin digina gikmadigini gdsterece-
#iz. Bir K cismindeki her sayiy1 g¢izebildifimizi kabul edelim ve
cetvel gizimlerini diiglinelim.

(x1, y,) ve (x4, y,) iki noktanin koordlnﬂ:.hn ise ve bu ko-
ordinatlar K cismine ait ise, bu iki noktadan gecen dofrunun

L Pt ST R [
Xy — Xy 91‘—.?:

(re—g) x+(xi—x) g+ (2 gn — 2, ) =0

denklemindek] katsayilar K cismine ait olur.
Eger, katsayilar1 K ya ait olan

Ax+ By 4+ C=0, Ax+By+C'=0
dogrularinin arakesit noktasini bulmak istersek, arakesit

_ OBR-CH o e e
TAR —AB - VAT AR

oldugundan bunlarin K ya ait oldugunu goriirtiz.
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sayisin1 elde ederiz. Bu da arakesitin koordinatlarimin X nin bir
ist cismine ait oldugunu ifade eder.

Iki nokta arasindaki uzaklikta bu nevi koordinatlar meveut
oldugundan, s ler farkli bile olsa, uzakhik K nin bir ist cismine
ait olur. Bunun saglanmasi da zor bir ig degildir.

Bu arada daire ile dofrunun da arakesitini incelemis bulu-
nuyoruz.

Ohalde, cetvel ve pergel gizimleriyle, belirli dogru pargalarin-
dan elde elilen bir cismin iist cisimlerinde bulunmigan hi¢ bir dog-
ru pargast elde ‘edilemez.

Simdi, a, b, ¢ katsayilari rasyonel olan fi¢iincii dereceden
¥4 ax+bx+e
denkleminin ktklerine dair bir teorem ispathyacagiz.

Teorem. Eger katsayilart rasyonel olan Ggiincii dereceden bir
denklemin rasyonel olan hig bir kékii yoksa, bu denklemin highir
kikii, R rasyonel sayilar cisminden baghyarak cetvel ve pergelle
elde edilemez.

Ispat olmiyana ergi ile yapilacaktic. Verilen denklemin x
ktkiiniin cetvel ve pergelle cizilebilecegini kabul edelim. Bu tak-
dirde x kokil, R nin

R, Ru geey Ru-h Rn

fist cisimlerinden bir R, cismine ait olur.

x€R, oldugunu fakat higbir kokiin R,_,’e ait olmadigin
(x€R,—, (') kabul edebiliriz; zira effer kiklerden biri R, ., de
olsaydi bu kk tizerinde dururduk ve cisim zincirini sadece ki-
saltmig olurduk. Ayrica cisim zincirimiz sadece R den ibaret ola-
maz, ¢linkii kdklerimiz kabul icabi rasyonel say: degildir.

() € sembolp x'in Rp—1'e alt olmadigini ifade ediyor.
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a=4x*—38x
denklemini elde ederiz.

Agiy1 fige bdlme problemi, figlineli derece denkleminin ki-
kiinfin gizimine ait probleme denk bulunmaktadir,

a(|a!< 1) mn hangi defferleri i¢in bu denklemin rasvonel
kiskleri olmadifinin incelenmesi cebire ait bir problemdir. Fakat
maksada varmak igin sadece bir aginin bile cetvel ve pergelle
tice biliinemigecegini gbstermek yeter. Bu misalle, genel halde

bir acimin cetvel ve pergelle iig egit pargaya boliinemiyecegi is-
patlamig olur.

%= 60" olsun. Bu takdirde cos = =1/2 olup denklem

8x* —Br=1
dir.
z = 2x koyarak denklemi
**) ' —8z—=1

olarak sadelestirelim,

Bu denklemin higbir rasyonel ktkil olmadifindan koklerini
cetvel ve pergelle cizmek milmkiin degildir.

(**) denkleminin, p ve g tam sayilarn aralarinda asal olmak
fizere, z= p/q geklinde rasyonel kdkii oldugunn kabul edelim.
Bu takdirde

p'—3pg*=g"

elde edilir ve p nin ¢* 1l bdlecegfi neticesi gikar. Bu ise p= + 1
sartiyle p ve ¢ nin ortak bdleni meveut olmasi demektir, Aym

gekilde, p' =3pqg® + ¢* de q ile boliinebilir ve g + 1 gartiyle
p ve g niin ortak bbleni olacag cikar. ks

p ve g aralarinda asal sayilar oldufundan + 1 den farklh
ortak bolenleri olamaz ve p, ¢ sayilari + 1’e egit olurlar ve ne-

tice olarak z= 1 1 elde edilir. Halbuki z=1 ve ;— 1 say1-
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lar1 (**) denkleminin kitkleri olmadigindan mezkir denkleminin
rasyonel ktkleri olmadiffi neticesine varilir ve bundan su netice
elde edilir:

Cetvel ve pergelle 60 derecelik apt ii¢ esit pargaya béliinmez
veya bu aletlerle 20 derecelik ap gizilemez.

Tabiatiyle 90°, 120" vs. gibi fig esit pargaya billinebilen
agilar meveuttur ve bu agilara ait (*) denklemlerinin kokleri ras-
yoneldir.

Eger pergelle birlikte iizerinde A ve B gibi iki noktas1 ve-
ya uzunluk 6lgegi verilen bir kenarli cetvel kullanilacak olursa
bir aginmm fig egit pargaya boliinebilmesi teorik olarak mutlak ke-
sinlikle miimkiindar. Tabii bu aletlerin kullanilmasina dair olan
uygun esas problemlerin tesbit edilmesi lazimdir. Meseld bunlar-
dan biri gudur: Bir doggru, verilen veya gizimi yapilmig olan bir
noktadan geqtigi ve aralarindaki uzakhk verilen uzakhk kadar
olan A4 ve B gibi iki noktasi, verilen veya ¢izimi yapilmig olan
bir dogru iizerinde oldufu takdirde, ¢izimi yapilmis sayilir.

Bir aginin, pergel ve fizerinde A3 arallgi belirtilen bir cet-
Vel kullanarak, nasil ¢ esit pargaya bollinecedini gisterelim.
boc = x verilen keyfi ag1 olsun (Sekil 92). O merkezli ve yariga-

Sek 92

PL AB uzunluguna esit olan daireyi gizelim. Dairenin, aginin ¢
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ABCD yamugunda DB AC;kbgegenleri birbirine dik olsun~
[lar ve A, B agilar da dik a¢ibulunsunlar. "Sekilden, yiiksekligi

8 c

4 —
Sek. 93

AO olan ABD dik iicgeninden afy= y/x ve yitksekliffi x olan
ABC tiggeninden ise y/x=x/b elde ederiz., [Bu suretle yardime:1
teorem ispatlanmig olur.]

S _HUR
7T e b
den derhal
7 =ax ve x'=1by

ve bunlardan da
== 'J;g' ve g= 'Va'b

elde eder ve @« =2, b =1 koyarak

x=32
veya
¥ —2=0
denkleminin bir ¢éziimiinii buluruz.

Yardime: teoremi kullanarak iki dik a¢1 yardimiyle x dogru
par¢asinim ¢izimini veren bir usul bulmug oluyoruz.

Birbirine dik olan r ve s dogrular: iizerinde ortak O nokta-
larindan itibaren OC=b=1ve OD=a=2 alahm (Sekil 94).
Dik iki agiy1, kogegenleri r ve s dogrular1 olmak ve kendileri

.
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yvamuk tegkil etmek fizere yerlestirelim. Bu takdirde OB=x
aranilan dofiru pargasindan ibarettir.

Sek. 94

Bu ¢dziim Plato’ya atfedilmektedir [50].
(*) denklemlerinden, aramlan dofiru pargasinin, denklemleri

y'=2cve x*=pg ’

olan parabollerin A arakesit noktasimn apsisi oldugu da goriil-
mektedir ($ekil 95).

|

i i Serbest dik iki agi kullanarak katsayilari rasyonel olan
tiglinelt ve dbrdincit dereceden herhangi bir denklemin koklerini

bulmak miimkiindiir [2]. Bu suretle kiibiin iki katin: bulma prob-

g ” lemini kapatmig bulunuyoruz.

| Diizgiin 7 - gen. Dilzglin 7-genin ¢izimini yapmak.

” Bu problemin de cetvel ve pergelle ¢izilemiyecegini ispat-
liyacaffiz. Dilzglin bir gokgenin ¢izimi, bilindigi vechile, 1'in kok-
lerini bulmafa veya




v




116 Geometrik ¢lzimler
(2) ¥+ —2—1=0
elde edilir.

 Birimin 7 nei dereceden kokil
z=cogP-}i sin P
geklinde olup burada & agisi

¢.=? (k=0,1,2, ..., 6)

olarak bilinmekte ve k=1 hali dnemli bulunmaktadir.
Ayrica

1
?=m¢—llin¢,

1
egitlikleri meveunttur.

Aranilan aginin cosiniisiiniin  bulunmasi, katsayilari rasyo-
nel olan () denkleminin kdklerini bulmaya gelmektedir,

(x) denkleminin higbir rasyonel kokil olmadigini gisterece~
ggiz. p ve g (g5=0) aralarinda asal tam sayilar olmak {izere denk-
lemin y = p/q geklinde rasyonel bir ktkil oldugunu kabu] edelim.
Bu degeri (z) denkleminde yerine koyarsak

P'+pe"— 29" —¢* =0

elde edilir ki p nin ¢ ile, g niln de p fle bblinebilecegi gikar.
p ve g aralarinda asal olduklarmdan p=+1, ¢g= + 1 ve dola-
ysiyle y= + 1 elde edilir. Halbuki =+ 1 sayilar (z) denkle-
minin kokleri degildir.

(#) denkleminin kokleri rasyonel olmadifindan diizgiin
7-genin cetvel ve pergelle ¢iziminin mimkiin olmadigr kmig
olur.
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Bunun gibi cetvel ve pergelle ne diizgiin 9 - geni ne de ke-
mar sayisi bunun 27 kati olan diizgiin ¢okgeni ¢izmek miimkiin-
diir.

Gauss bir teorem ispathyarak cetvel ve pergelle gizilebile-
cek dilzglin gokgenlerin kenar sayisinin ancak

n=2"p, ps ... Py

olabilecegini ifade etmigtir. Bu ifadedeki p; sayilarn farkli asal
sayilar olup
pi=2"41
geklindedir.
2=0,1, 2, 8, 4 halleri asal say1 vermektedir ve bu asal
sayllar sirasiyle 8, 5, 17, 257 ve 65587 dir.

Buna mukabil 2*° 4+ 1 sayis: 641 ile bslinmekte olup (Euler)
birlegik bir sayidir.

Meghur Rus matematikgisi Pervoushin 4 = 12 halinde 114.689
Ve 4=23 halinde ise 167.772.161 bolenlerini bulmugtur.

Bblenler derin matematiksel muhakemelerle elde edilmigler~
dir. 2" 41 ve 9" 11 sayilarmin fevkalade bilyfikliginden bu
sayilarin tam olarak yazilmas: ¢ok zaman istemektedir. Halbuki
satrang probleminde gereken bugday tanesi sayis: ancak 2° — 1 dir,

A nin hangi kafi derecede bilylik degerleri i¢in bilegik say:
elde edilecegi ve 2°" +1 geklinde sayilar arasinda sonsuz sayida
asal say1 meveut olup olmadifi bilinmemektedir.

Igaret ettigimiz bu noktalarla meghur eski problemleri ka-
patiyoruz. Bu meyanda dairenin kuadratiirii de, diger bir deyimle
r yarigaph bir daire ile egdegierli olan bir karenin x kenarinin
cetvel ve pergelle ¢izimi de zikredilebilir. Bu problem x* = =r*
denklemine veya r =1 koyarak
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SEKILLERIN DONUSUMU

Bu boliimde geometrideki fonksiyonel ba-
fintilar1 ve gekillerin tasvir ve donfiglimlerini in-
celiyecegiz ve tzel olarak dilzlemin diizleme ve
uzayin uzaya déniigiim kavramini, ayrica, diizle-
min uzaya ve diizlemin diizleme olan baz1 5zel
ddniiglimlerini ele alacagiz. Bu dzel déniiglimler
geometrik ¢izim teorisiyle Lobachevski geomet-
risinin etiidiinde tatbik yeri bulacaklardir. Bolii-
miln sonunda da dodniigimlerin grup kavram ile
grupun genel tarifi yer alacaktir.

13. Bir seklin diger bir gekle tasviri.

Eger bir ¢ geklinin her A noktasina, bir kaide yeya bir ka-
nunla bir ¥ geklinin belirli bir B noktas: tekabill ettirilirse, &
gekli ¥ geklinin igerisine tasvir ettirilmigtir denir ve bu B = f(A)
ile gosterilir,

Bu tasvirde B noktasina A min tasviri ad: verilir, ve degig-
kenin ¢ geklinin biitiin noktalarini gezdiffi diisliniilerek B nok-
tasina f nin A ya tekabill eden defferi olarak bakilir. Bu ise,
ilk defa Lobachevski (1834) ve sonra Dirichlet (1837) tarafindan
verilen fonksiyon genel tarifiyle uygunluk tegkil eder.

@ geklinin noktalarindan tasvirle elde edilen biitlin tasvir
noktalarinin ¢ ciimlesine, @ nin f déniigiimii alfinda tasviri adi
wverilir,

Seklin bu tasviri f(®) veya ¢’ = f (&) olarak gbsterilir,
Bir ¢ seklinin bir % gekli igerisine tasvirinin Onemli
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tzel bir hali, ¥ geklinin her bir noktasimin ¢ ye ait en agafl
bir noktanin tasviri olduffu haldir.

Bu takdirde, @ gekli ¥ gekli iizerine tasvir edilmistir denir,
ve @ nin f(®) ye tasviri bu nevidendir.

Bu basit fakat gayet Onemli kavramlara kendimizi ahigtir-
mak igin bir kag misal alalim,

PQ ve KL verilen iki dofru parcas: olsun (Sekil 96). Sekil-

Sek. 96

de bir .S noktas: segip PQ dogru par¢asinin her | A noktasina,
SA dogrusu yardimiyle KL dogru pargasimin B noktasimi teka-
bill ettirelim. Bu takdirde PQ dogru pargasinin P ve Q ug nok-
talarma P’ ve Q" noktalar: tekabill eder. Bu suretle PQ dogru
pargas1 KL dogru pargasinin igerisine tasvir edilmis olur.

B noktas: Anin, D, P’, Q" noktalarida kargitolarak C, P, Q
noktalarinin tasvirleridir.

Verilen tasviri f ile gbsterirsek bu tekabiilleri B = f(A4).
D=f(C), P'=f(F), Q"= f(Q) olaruk ifade ederiz.

PQ dogru pargasinin tamamuun tasviri P’ Q" dogru parcast
olup P’ Q' = f(PQ) dir.

P’ dogru pargasimin, Dbir defa daha, KL dogru pargasmnin
igerisine tasvir edildifine igaret ediyoruz. P nan K7 uigerine
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tasvir edildigini sOyliyemeyiz, ¢iinkil, meseld £, K ve L nokta-
lar1 PQ doggru pargasinin hi¢ bir noktasinin tasviri degildir. Bu
sebeple PQ niin P’ Q’ igerisine tasviri tabirini kullaniyoruz.

Sek. 97 ! Sek. 98

Bu misalde gekillerin tasvirine ait verdifimiz biitiin kav-
ramlari ele almig isek de bir misal biitlin hususlar1 vermekten
uzaktir. Eger KL dogru par¢asi yerine S noktasini almig olsay-
dik ve PQ dogru pargasinin her noktasina S noktasini tekabiil
ettirseydik bir geklin diger bir gekle tasviri halini elde ederdik.

Ikinei geklin her S noktasi (ikinei gekil yalmz S noktasin-
dan ibarettir) birineci geklin (PQ dogru parcasinin) bir noktasi-
nmin tasviri olduffundan, bu halde, PQ dofirusu S nin yalmiz ige-
risine defil iizerine de tasvir edilmig olmaktadir.

Son misalden, farkli noktalarin tasvirlerinin ¢akigabilecefi-
ni anlamakla beraber hi¢ bir A noktasinin, bir tasvirle, birden
fazla resmi (tasviri) olmadiffimi da tebariiz ettiriyoruz.

Simdi bir dairenin her A noktasini bunoktanin bir cap iize-
rindeki B ayafina tekabill ettirerek bir daireyi bir ¢apa tasvir
edelim ($ekil 97). Bu halde daire yalniz gapin igerisine degil ay-

y
4

L
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m zamanda iizerine de tasvir edilmig oluyor. Capin her B i¢
noktast iki noktamin resmidir. B = f(4) ve B=f(4").

Aym tarzda bir kilire ylizeyi bir ¢apin fizerine tagvir edilir-
ge (Sekil 98), capmn her i¢ noktast bir «paralel» in biitiin nokta~
larimin resmi olur (kutuplar P ve Q oldufuna gire).

Bir kiirenin her A" noktasina, bu noktadan PQ c¢apina gizi-
len A’ B dikmesinin B ayaffin1 tekabiil ettirerek bir kiire, PQ
capl dizerine tasvir edilebilir; bu tasvirde capin her i¢ noktas:
disk’in tamaminin bir tasviridir (§ekil 98). PQ capina ait her
nokta kendisine tasvir edilmig olmaktadir. L

Eger tor yiizeyinin her A noktasina, bu noktadan ! dénme
eksesine gizilen AB dikmesinin B aya@i tekabiil ettirilirse tor
yiizeyi | igerisine tasvir edilmig olur, Tasvirin ! iizerine oldufunu
sbyliyemeyiz. B noktasi genel olarak, bir daire ¢iftinin resmidir.
Tor yiizeyinin tamaminin resmi [ ye ait bir dofru parcasidir.

L

B¢

Sek. 99

Tor yiizeyl bu dofiru par¢asimin izerine (ayni zamanda icerisine)
tagvir edilmis bulunmaktadir.

A
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Eger tor yiizeyiyle sinirh olan cisim [ dofrusu igerisine tas-
vir edilirse B noktasi, genel olarak, daire halkasmin tamaminin
resmi olur (Sekil 99).

Cismin tamaminin resmi de [ nin bir dofru par¢asindan iba-
ret olur ve cisim bu dofru pargasinin iizerine (veya yine icerisine)
tasvir edilmis olur.

(Sekil 100) de = dilzleminin her A noktasina, bu "diizleme
gliney kutpunda tefet X kiire yiizeyinin kuzey S kutpundan ge-

Sek. 100

cen SA dogrusiyle, B noktasint tekabiill ettirelim. S!mgr{!ﬂk
izdiigiim ad1 verilen bu tekabiille = diizlemi ¥ kiire yiizfiniln ige-
risine tasvir edilmigtir. :

Diizlemin kiire iizerine tasvir edildifini sdyliyemeyiz, zira,
kilrenin S noktas1 diizlemin hi¢ bir noktasinin resmi bulunma-
maktadir. Diizlemin résmi S noktasimnda delinmis kiire yiizeyin-
den ibarettir. = diizlemi kendi resminin fizerine — .5 de delinmig
kilire ylizeyine — veya igerisine tasvir edilmigtir.

Eger gekil 33 deki paraboliin her M noktasina, dairenin SM
anadofrusuna rastlayan A4 noktas: tekabill ettirilirse, paraboliin
daire icerisine tasviri elde edilir. Dairenin P noktast paraboliin
hig bir noktasimin resmi defildir, zira SP anadoffrusu = diizlemi-
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ne paralel bulunmaktadir, Paraboliin resmi P nokiasi atilan dai-
reden ibarettir. Parabol kendi resminin hem {izerine hem igerisi-
ne tasvir edilmis bulunuyor.

Sekil 81 deki hiperboliin M noktasina, (2) kiiresinin teget-
sel dairesinin B noktas: tekabil ettirilirse hiperbol de dairenin
iizerine defil igerisine tasvir edilmig olur,

Bu halde, dairenin diizlemine paralel olan anadogrular iize-
rindeki iki noktast hiperboliin hig bir noktasinin resmi olma-
makla, hiperboliin resmi, = ye paralel anadoffrular {izerindeki
noktalar: atilan daireden ibaret olur. Hiperbol kendi resminin
{izerine tasvir edilmigtir,

Sekil 27 ve 29 da gisterildiffi gibi elipsin her M noktasmna
dairenin 4 noktasini tekabiil ettirirsek elipsin hem daire iizerine
hem igerisine tasvirini elde ederiz. Elipsin resmi adi ge¢en dai-
reden ibarettir.

Bu drneklerden bazilarini agafidaki nemli 'h_riie misal ol-
mak iizere kullanaca@iz.

Tarif: & geklinin 'V sekline tasviri f, ve B noktasi ¥ sekli-
nin kegfi bir noktast ise f tasvirigle resimleri B olan @ nin biitiin

noktalarinin ciimlesine B nin ters resmi denir wve bu ciimle (veya
sekil) f~' (B) olarak gésterilir.

Sekil 100 de = nin § noktasinda delinmig kiire yﬂzeyiue
tasvirinde B nin ters resmi A noktasidir:

hi| =4
|

i Sekil 97 de dairenin g¢apmna tasvirinde ¢apin B ig noktasi-

- nin ters resmi 0-boyutlu AA” dogru parcasidir. Capin her bir
. ue noktasinin ters resmi yine ayni noktadir, Oyle ise /' (B) =
l ; (AA’)’ yazabiliriz. Burada 0 igareti 44" niin boyutunu goster-
mektedir.
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Sekil 98 de kiire yiizeyinin PQ capina tasvirinde, PQ bsp:-
nin B i¢ noktasinin ters resmi, diizlemi B den gegen paralelin
gemberinden ibarettir. Kutuplarin ters resmi ise kendileridir.

Sekil 98 de kiire cisminin, c¢apina tasvirinde c¢apin her i¢
noktasinin ters resmi, diizlemi bu noktadan gegen «paralel» ile
simirh diskten ibarettir,

Tor yfizeyinin, kendi resmine tasvirinde (Sekil 99) her B
noktasinin ters resmi, diizlemi B noktasindan gegen daire ¢iftidir.

Tor yiizeyiyle sinirli olan cismin !/ eksenine tasvirinde (Se-
kil 99) B nin ters resmi taranmig halkadan ibarettir.

14. Sekillerin bire-bir tasviri

Eger & geklinin ¥ gekli iizerine f ile tasvirinde, ¥ geklinin
her B noktasinin f—* ters resmi & geklinde yalniz bir 4 nokta-
sindan ibaretse ¢ geklinin ¥ gekli {izerine tasvirine bire-bir tas-
virdir denir, ‘

Bu tarife trnek olmak {izere bir ka¢ misal alalim.

Sekil 100 deki diizlemin, S noktasinda delinmis kiire yiize-
yi iizerine olan tasviri bire-bir bir tasvirdir. Halbuki diizlemin
biltiin kilre yiizeyinin igerisine tasviri bire-bir degildir. Tasvirin
bire-bir olmas1 igin gerekli sgartlardan biri, bir geklin diferi iize-
rine tasvir edilmig olmasidir,

Sekil 98 de kiirenin, ¢ap: izerine tasviri bire-bir degildir,
zira ¢gapm bir i¢ noktasinin ters resmi kiirenin tek bir noktas:
olmayip tekmil diskten ibarettir.

Sekil 27 ve 29 ile ilgili elipsin daireye tasviri bire-bir tas-
virler degildir.

Evvelee gekil 31 ve gekil 33 de ele alinan hiperboliin iki
noktas: atilan daire {izerine tasviri ile paraboliin, bir noktas:
atilan daireye tasvirleri yine bire-bir tasvirlerdir.
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‘Hiperbol ve parabollin dairenin tamamimin igerisine tasvir-
leri bire-bir defildir.

Sekil 29 daki elipsin daire fizerine tasviri ile ilgili olarak
elipsin i¢ noktalar: bire-bir olarak dairenin i¢ noktalarina tasvir
edilebilirler. Elips i¢indeki her L noktasina, digkin SL 1gim fize-
rine diigen N i¢ noktas: tekabill ettirilebilir. Benzer tarzda biyle
bir tekabill parabol ve hiperbol igin de yapilabilir (Sekil 83 ve 81)

Diger misallere gegmeden evvel agafidaki genel neticeyi ve-
relim.

& geklinin ¥ sekli iizerine olan bire-bir tasviri, kendilifinden
Y seklinin & sekline olan bire-bir tasvirini dogurur.

Bu, ¥ geklinin her B noktasinin f—'(B) ters resminin &
geklinde tek bir A noktasindan ibaret bulunmasindan ileri gel-
mektedir. Bundan da, A= f~'(B) oldugundan, f—* in bire-bir
bir tasvir oldugu ve ¥ geklinin ¢ gekli tizerine olan f~' tasvi-
rinde A noktasinin ters resminin, veya f(4) nin, tek bir nokta-
dan ibaret oldugu elde edilir.

¢ geklinin ¥ gekli lizerine bire-bir tasvirinde @ geklinin her
A noktasina ¥ geklinin belirli bir f(4)=258 egi tekabill eder;
bundan da 7 geklinin her B noktasinin & geklinde tamamen be-
lirli tek bir A noktasinin esi oldugu goriilir. Bu es olma duru-
mu, inceledigimiz misallerde ag¢ikca girillmktedir.

f—* tasvirine, f tasvirinin fers tasviri denir. f—' tasvirinin
ters tasvirinin f tasviri oldugu agiktir. Y

Bir geklin diger gekil fizerine yapilan bu bire-bir tasvirleri-
nin simetrik durumundan dolay: gekiller arasindaki bire-bir teka-
biil den bahsederiz.

Birkag misal alahm,

0- boyutlu ABC ii¢geninin g¢evrel daires: fizerine bire-bir
bir tasvirini kuralim ($ekil 101).

| F—
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Uggenin her M noktasina OMN yari capi ile dairenin N
noktasim tekabiil ettirelim. Dairenin o~ boyutlu ficgen fizerine
ters tasvirinde, /N noktasinin resmi olarak o boyutlu {iggenin
tam M noktasim1 buluruz. Bu suretle iki gekil arasinda (M, N)

C

Sek. 101

nokta ¢iftlerinin tekabiilll kurulmug olur. Ucgenin tepe noktalar:
kendi kendilerine tekabiil ederler. Bu suretle iki gekil arasinda
bire-bir bir tekabiil elde etmig oluyoruz.

Eger iki climle arasinda herhangi bir tarzda bire-bir bir te-

kabiil kurulmugsa, bu climlelere &zdestir veya eskadretli dir de-.

nir ([36] , [40]). Bir geklin milmkiin en bilyitk kudreti konfinii (3K)
olup bu kudret sonlu Gtesi » (% ) saywsdir. Uzaym biitiin
noktalarinin cfimlesinin, diizlemin biitiin noktalar etimlesinin ve
dogrunun biitiin noktalar cilimlesinin kudretleri hep aym: = sayi-
sidir. Her bir gekil ya sonlu, ya oayilabilir veya kontinii'nilin
kudreti kadar noktanin cilimlesidir. Bu iddiay: ispatlamak ig¢in
burada duracak deffiliz ([35] , [48]). Geometride bire-bir tekabii-
lin en genel gekli dmemli degildir. Onemli olan, ileriki bahiste
inceliyecegimiz bire-bir tekabill siniflarindan bazilaridir,

Apk PMQ yarim dairesinin PQ yaricapit a dofrusuna para-
lel olsun ($ekil 102). OA ismiyle a dofrusunu agitk yarim daire

(*) Reel sayilar cmlesinin kudreti
(**) Alef diye okunur,

—:—_.:-eL—'—a.‘.-:'al

{
I
|
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{izerine tasvir edelim ve M =f,(A4) yazalim. Ayrica bu yarim
daireyi, M den PQ ye MB dikmesini gizerek PQ arahjf1 lizerine
tasvir edip B= f, (M) yazalm. Bu suretle a dogrusunun nokta-

B o

A\

Sek. 102
lariyle PQ arahgginin (A, B) eg noktalarinin veya dojru ile ara-
Lian bire-bir bir tekabfild kurulmug olur.

Ayni tarzda bir diizlem ve bir a¢ik yarim kiire arasinda
ve yine dilzlemle a¢ik disk arasinda bire-bir bir tekabill kurmak
milmkiindir ($ekil 103).

A' = £(a), o = £(Q

e,
Sek. 103

Bunun gibi agik disk ile, delinmig kiire ylizeyi arasinda da
bir tekabiil kurulabilir, Bu maksatla ekvatdr diskini, kiireye gili-




Sekillerin dontgtmu 129

ney kutpunda teget diizlem tizerine tasvir eder (Sekil 103) ve
streogralik izdiiglimle diizlemi, delinmig kiireye tasvir etmis
oluruz.

Nihayet, bir doffu pargasiyle bir digeri arasinda bire-bir bir
tekabiil kuralim. Bu igi kasten karigitk ve gayri tabii bir tarzda
yapacagiz. Bundan maksadimiz bire-bir tekabiiliin muhakkak
basit ve tabii olmadifin1 gbstermektir. Eger basit ve «makuls
tasvirleri incelemek istersek agrica bire-bir den gayr: bazi sartlar
kogmamiz lazimdrr,

PQ dofiru pargasiyle P'Q” arahigint alalim (Sekil 104). Basit
olsun diye de P'Q” arah@in1 PQ ye egit ve paralel ve PP'Q'Q
yil dikdértgen olarak alalim.

PQ dogru pargas: iizerinde, bir noktanin O ya uzakh# ken-
disinden sonra gelen noktaninkinin yaris1 olacak sekilde 2, 8, 4,...
nokta dizisini alalim. P’Q’ fizerinde de bunun gibi bir dizi sege-
lim, Sekilde 0 noktass PQ nin ortasinda almmigtir.

S$imdi agaghda anlatilan tarzda PQ dogru pargasinin P’ Q”
P 4

aralifi iizerine olan bir tasvirini elde edecegiz. PQ dofru parga-
sinin, dizinin noktalarindan farkli her A4 noktasina, 4 dan P'Q’
ye gizilen AA" dikmesiyle, P’ Q" niln A" noktasim tekabill etti-
relim : )

A'=f(4), O =f(0).
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PQ niin 1, 2, 8,,,, dizisinin noktalarma diger dizinin 3, 4',
4’,... noktalarina tekabill ettirerek veya

8=fQ1), =F@), .. 0’ =fln—2), ...

yazarak ve ayrica PQ dofru parcasmin P ve Q noktalarim P'Q’
nfin 2’, 1’ noktalarina resmederek veya

Y=f(P) 1=fQ

yazarak tekabilll tamamhyahm. 4

Dogiru pargasmin arabik fizerine olan bire-bir tasvirinin teg-

kili bu suretle tamamlanmig olur. Okuyucunun bu tasviri ne

«basit» ne de «tabii» bulacagini saniyoruz. Bununla beraber tas-
vir bire-birdir.

Tabiatiyle bire-birlik tasvirin «basit» veya «tabii» olmasim
gerektirmesz.

Aym gekilde bir disk ile bir aptk disk arasinda veya bir
bir kiire ile bir agik kilre arasinda bire-bir bir tekabiil kurula-
bilir. Boyle tekabfillerin kurulmasim okuyucuya temrin olarak
tavsiye ederiz. Kapall kiire ylizeyi ile dizlem ve bir diizlemle
agik veya kapall bir diski (vesaire) atilmig dizlem arasmda te-
kabiiller kurmak da faydahdir.

Bir dogru pargas: ile uzay arasinda oldugn gibi, farkli bo-
yutlu iki gekil arasinda da tekablil kurulabilir.

15. Sekillerin Siirekli Tasviri

Agafndaki tarifleri veriyoruz. Bir A noktasinin uzaya gore
bir civarindan veya kisaca bir A noktastnin civarindan, merkezi
A olan agik bir kiireyi (kire cismini) anliyoruz. Bu kilrenin
yarigapma civar yaricapt denir. Buna gore merkezleri A olan bi-
tiin egmerkezli agik kiirelerin ciimlesi bu noktanm bfitin civar-
larinin cilmlesi olur.




Sekillerin donOstma 181

Bir ¢ sgeklinin bir A nokfasinin bu diizleme gire civarindan
ise A merkezli agik kiire ile bu geklin arakesitini anhyoruz.
Ohalde = diizlemindeki bir 4 noktasinin = dilzlemine gbre bir
civar:t bu diizlemin A merkezli agik kiire ile arakesiti veya = nin

A merkezli herhangi bir agik diski olur (Sekil 105). Bir a dogru-
sunun bir A noktasinin bir civar: ise bu dogrunun, orta noktas:
A olan arahigmdan ibaret olur (Sekil 108).

Sek. 106

Bir kiire yiizeyinin bir A4 noktasinin bu yfiizeye gdre civar:
kiiresel agik bir disk, veya kilre yfizeyinin, merkezi 4 olan her
hangi agik bir kiire igerisinde kalan noktalarinin ciimlesidir
(Sekil 107).

A noktasinin merkeze gre simetrik noktasinda delinmig kii-
re yiizeyi, ve biitlin kiire yilzeyi 4 noktasinin civarlaridir.

Bunlardan birincisi, merkezi A olan ve yaricap: verilen kii-
renin ¢apina e§it bulunan agik kiirenin i¢inde, ikincisi ise yar-
qa.jn, verilen kiirenin c¢apindan bilyilk olan kiirenin igindedir.
Sekilde ayrica B ve P noktalarimin kiiresel civarlar: gdsterilmigtir.

B

n
|
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Bir dairenin A noktasinin bu daireye gbre civar: bu daire-
nin, orta noktast A olan bir yayidir. Bu hale tekabiil eden di-
ger civarlar 4 nin merkeze gdre simetrigi atilmig daire ve veri-

len biitin daire ile tegkil edilebilir. (Sekil 108) de noktal gizgi-
ler, arakesitleri A noktasinm verilen daireye gore miitekabil ci-
varlarim1 veren agik kilreleri gistermektedir.

| m———

-~ ~

=

Sek. 108

AB dogru pargasinin A uc noktasimin bu dofiru par¢asina
(Sekil 109 a), AB dogrusuna (Sekil 109 b), dogruyu icine = diiz-
lemine (Sekil 109 ¢), ve biitiin t_t'nya (Sekil 109 d) gore civarla-
11 arasmda fark gdzetilmelidir. '
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Bu suretle bir noktanin eivar ve izafi civar kavramlarini
agikladiktan sonra geometride en dnemli kavramlardan biri olan

°B

a
b \
A . A7

Sek. 109

siirekli tasvirin tarifine gegiyoruz. f, & geklinin ¥ geklinin igeri-
sine tasviri, 4, ise ¢ geklinin bir noktas: olsun.

Eger ¥ geklinin f(4,) noktasmn ¥ gekline gire her E ci-
varina kargi A, noktasinin ¢ ye gére bir /\ civart bulunabilse
ve /A civarinin tamami £ civari igerisine tasvir edilebilse, diger
bir deyimle

f(ACE

olsa, f tasvirine A, noktasinda siireklidir denir.
Ornek olmak tizere bir ka¢ misal alalm.

Bir diizlemle bunun {izerinde bulunan « dogrusunu alalim
ve diizlemin her A noktasim1 bu noktadan a ya cizilen AB dik-
mesi ile B ayagina tasvir edelim (Sekil 110).

a dogrusunun noktalar:1 kendi kendilerine tasvir olunurlar.
Diizlemin a dofrusu {izerine olan f tasvirinin sirekli oldugunu
ispat edecegiz. f(A,)= B, noktasinmn a dogrusuna gdre keyfi bir
civarim segelim; bu civar bir PQ aralifindan ibarettir. Efer A,
noktasinin diizleme gire, yari ¢apr PQ arahfimin yarigapindan
bilylik olmamak f{izere bir civarim (agik disk) sececek olursak

g ﬁ'ﬂ{,f-ﬁek% LN s T
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bu civarin tamam: PQ aralifinin igerisine tasvir edilmis olur. A4
noktas: diizlemin herhangi bir noktasi oldufu igin "tasvir siirek-
lidir.

14,
g |
|
'.
[Fge
Sek. 110

Evvelee incelediffimiz tasvirlerden, sgekil 96 da PQ dog-
ru parcasinin KL dogru pargasi icerisine, sekil 97 de bir daire-
nin kendi ¢ap: fizerine, gekil 88 de bir kiire yilzeyinin ve kiire-
nin PQ caplar1 tizerine, sekil 99 da bir tor yilzeyi ve torun [
eksenindeki dofiru par¢asindan ibaret kendi resimleri ilzerine tas-
virleri hep siirekli tasvirlerdir. Bunun gibi sekil 100 de bir

diizlemin kiire igerisine olan stercografik tasviri de siirekli bir
tasvirdir.

Biitiin bu hallerde f(4) keyfi noktasinin izafi £ civarina
karg1, A noktasinin :

x (M) CE
olacak gekilde izafi bir A\ — eivar1 bulanabilir.
Orenciye bu hususu saglamas: tavsiye olunur.

Bir ornek olmak fizere 1-boyutlu ABC ficgeninin gevrel
dairesi fizerine tasviri halini ele alahm (gekil 101) ve herhangi

E civan verilmigken, f( /) CE olacak gekilde bir A — ecivarm:
bulalim.
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M, tiggenin keyfi bir noktasi ve N = f(M) olsun. N nok-
tasimin daireye gre keyfi bir £ civarim segelim (Sekil 111). Bu

c

Jek. 111

civar agk bir PQ yayindan ibarettir. P ve Q noktalarim O
merkezine birlegtirerek bunlarin ficgeni kestigi noktalar P’ ve
Q' ile gosterelim.

P" Q" pogru parcasinin, orta noktast M olan herhangi bir
aralif1r /\ — civart olarak alinip

JNCE
yazilabilir,

Eger N noktagmmin E civari, N noktasinin merkeze gire si-
metrigi atilan daireden veya dairenin tamamindan ibaretse, M
noktasinin, M nin merkeze gbre simetrigini icine almiyan fi¢ge-
ne gire — ikinei halde hatta 1-boyutlu biitiin tiggene gbre — civan
/\— civari olarak alinabilir, o ¢

Eger tasvir edilen nokta bir A tepe noktas: ise ve E civa-
rimin yarigapt ‘kifi derecede kiiglikse, iicgene gire A — civan
olarak ti¢genle daireye gore £ civarinimeydana getiren ayni agik
kiirenin arakesiti alnabilir; bu halde f(A) CE dir (Sekil 111).,
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{l¢genin daire fizerine olan bu bire -bir tasviri diger ydnde
de de giireklidir, difer bir deyimle, f—' tasviri de siireklidir.

Bunu boyle oldugu, f~' tasvirinde, figgenin her civarina
kargi, figgenin bu civarina tamamen tasvir edilen daireye ait ci-
var bulunabilecefiinden anlagilir.

Asgajndaki genel tarifi veriyoruz:

Tarif : Eger f tasviri bire-bir ve slirekli ise ve f—' ters tas-
viri de siirekli ise f ye topolojik tasvir denmir. Bunu gbyle de ifa-
edebiliriz: bire-bir ve iki tarafli stirekli tasvirlere topolojik tas-
vir denir.

Evvelki misalde bir boyutlu ii¢genin daire fizerine ve kar-

git olarak dairenin bir boyutlu figgen {izerine tasviri topolojik
tasvirdir.

Sekil 100 deki diizlemin delinmig kiireye olan stereografik
tasviri (ve karsit1) topolojik bir tasvirdir.

Sekil 98 de kirenin kendi ¢ap: tizerine olan tasviri bire-bir
olmadigindan topolojik tasvir degildir.

Sekil 104 de PQ dogru par¢asimin P'Q" araliffi tizerine gayri
tabii tasviri bire-bir oldugu halde bir tarafl bile stirekli degildir.
Clinkii, meseld, 1" noktasinin kifi derecede kiigilk bir £ civarim
alacak olursak, Q= f~'(1") noktasimin herhangi bir /\ — civa-
rinda, E— civanimn igerisine tasvir edilmiyen nektalar buluruz.

Bir kiire yiizeyi bir dlizlem f{izerine bire-bir olarak fakat
topolojik olmyarak tasvir edilebilir. Bunun gibi bir dogru par-
gas1 bir aralik {izerine topolojik olarak, difer bir deyimle, bire-
bir ve iki tarafh siirekli olarak tasvir edilemez. Bu iddiay: ispat-
s1z birakiyoruz. Yine ispatsiz olarak meseld bir dogru pargas: ile
bir kiib veya diizlemle daire arasinda oldugu gibi, farkli boyutlu
iki gekil arasinda topolojik bir tekabiil kurulamiyacagina igaret
edelim.




&
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Topolojik olarak biribirilerine tasvir edilebilen iki gekle
topolojik Gzdes veya homeomorf sekiller denir.

Biittin dairelerin biribirileriyle homeomorf oldufiu ve 1-
boyutlu herhangi bir tiggenle topolojik dzdeg oldugn kolaylikla
goriilebilir.

Tor ile kiire topolojik olarak farkhdir, veya differ bir de-
yimle, homeomorf degildirler. Bunun ispatmn: vermiyoruz.

Topolojik zelikler gekillerin topolojik biitiin tasvirler altin-
da defligmiyen ozelikleridir, diger bir deyimle, ¢ geklinin topolo-
iik %zelikleri, yalmz ¢ ye defil topolojik tlzdes olan her ¥ gek-
line ait ozelikleridir. Meseld, bir geklin egri olmasi, yilzey, ci-
sim, veya-daire ve 1-boyutlu figgende oldugu gibi, kapali olmasi
hep topolojik zeliklerdir.

Eger @ gekli ¥ gekli fizerine tasvir edilmigse & gekline ¥
ye donigtiiriilmilgtiir de denir. Eger ¢ gekli ¥ gekli iizerine to-
polojik olarak tasvir edilmigse ¥ gekline & den topolojik dénii-
siimle elde edilmigtir denir.

xIli‘»ﬂll%tliglmiz bu kavramlar yardimiyle, egri yayi, kapali
bir egri, vs. gibi kavramlari sihhatli olarak tarif etmek miim-
kiindiir.

Basit bir yay, dofru parcesinin; kapali basit bir yay 1-bo-
yutlu figgenin vs. topolojik tasvirleridir.

Geometride rastlanan tasvirlerin ekserisi topolojik tasvirdir.

Sekillerin yalniz topolojik &zelikleri ve bunlarin topolojik
doniiglimlerinin Ozelikleri «siireklilik geometrisi» nin, diger bir
deyimle, fopoloji’nin konusudur.

Elementer geometride yukarda ele alinan topolojik kavram-
lardan gok basitlerine ihtiyag olacaktir,
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16. Diizlemin diizleme ve uzayan uzaya
doniigiin kavrami

Bir # geklinin bir ¥ gekline tasvirinde ¥ geklinin & geklin-
den farkli olmas: gerekmez. ¥ geklinin ¢ gekli ile ¢akismas: ha-
linde ¢ geklinin kendi igerisine veya dzel olarak ¢ sgeklinin ken-
di iizerine tasviri bahis konusu olur.

Bir & geklinin kendi icerisine veya kendi iizerine tasviri ha-
linde igerisine ve fizerine arasinda fark gbzetmeksizin & geklinin
kendine ddnilgimiinden bahsederiz.

()zel olarak diizlemin kendine ve uzayin kendisine diniigiim-
lerinden bahsedebiliriz.

Agagidaki misaller bu genel tarife birer Grnelktir,

Kiire cisminin kendi ¢apina tasviri (Sekil 98) ayn: zaman-
da kilre cisminin kendi igerisine bir tasvirdir. Burada PQ capr
kiirenin resminin tamamidir. Kirenin kendi igerisine olan bu

tasviri, kiirenin kendi igerisine olan ddniigiimlerinden bir tane-
sidir.

Eger (Sekil 112) de a dogrusunu agk yarim daire ilzerine,
ve sonra dik izdiigllmle bu yarim daireyl yine a dofirusu igerisi-

ne tasvir edersek a dogrusunun kendi icerisine olan f dbnitgit-
miinil elde ederiz: f(4) = 4", f(4)=A", ..., f(P)=P. P nok-
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tas1 bu donfigiimiin sabit bir noktasidir. a dofirusunun tam resmi

KL arahfindan ibaret olup bu dOniigiimfin topolojik oldugu ko-
layea goriilebilir.

Aym tarzda bir 7 diizleminin kendi lq;érlsine doniiglimi teg-
kil edilebilir (Sekil 118). Dfizlemin tam resmi bu dilzlemin agik
bir diskinden ibarettir. Diizlemin kendi igerisine biiyle bir tas-
viri yine topolojiktir.

Diizlemin kendi fizerine donfigimiinde = diizlemindeki her

Sek. 113

geklin aym diizlemde bir gekle ddnfigecegi hatirdan ¢ikarimama-
hidir, Meseld, merkezi P de olan bir dairenin ayni1 merkezli di-
ger bir daireye doniigecefi kolaylikla gorillebilir. P den gegen
dogrular kendilerine tasvir olunurlar ve biyle her dofrunun tam
resmi gekil 112 den goriileceggi vechile bir arahiktan ibaret olur.
P den gegmeyen bir dogiru bir egrinin yayina donfigiir. Merkezi
P de olmiyan bir daire kapali bir effriye, bu daire ile simirh disk
ise dairenin resmiyle sinirlanan diizlemin bir bdlgesine diniigiir.

Bir diizlemin kendisine olan bir déniigiimii bu diizlemin her
geklinin bir déniigiimiinii meydana getirir.

a diizleminin kendisine olan bir donfigiimiinil tegkil edelim.

e —-—-4—*-—-‘4‘
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a diizleminde egkenar 1-boyutlu ABC tiggenini ve bunun gevrel
dairesini cizelim (gekil 101). 1-boyutlu figgenin her M noktasini
dairenin bir N noktasina ve dairenin her N noktasmi iiggenin
buna tekabiil eden M noktasina doniigtiirelim ve difer biitiin
noktalar: sabit birakalim. Bu suretle diizlemin kendisine (haki-
katte kendi iizerine), topolojik olmiyan doniiglimiinii elde ederiz.

Diizlemin kendisine olan bu doniigiimii = diizlemindeki her
geklin bir doniiglimiinii meydana getirir. ABC fi¢cgeni topolojik
olarak cevrel daireye, c¢evrel daire de yine topolojik olarak fig-
gene doniigmilg oluyor. 4, B, C nokfalar hari¢ figgen veya dai-
renin noktalarindan ge¢miyen her gekil oldugu gibi kalir ve ne-
tice olarak doniiglim topolojik olur.

Tipk: bunun gibi, 2-boyutlu diizgiin dortyiizlii ve cevrel kii-
resini dilglinerek ve ayn1 yarigap {lizerindeki noktalar: dontigtii-
rerek ve diger biitlin noktalar1 sabit birakarak uzaym uzaya
olan tasvirini kurabiliriz.

1-boyutlu tiggenin gevrel daireye topolojik ddniigiimii siirekli
olarak ve agagida anlatilan tarzda biitiin dilzleme tegmil edilebi-
lir. O noktas1 kendisine, = nin O dan farkh her S noktasi da,
S’ noktas1 OS 1g1m iizerinde olmak ve

05" _ON
0SS  OM

egitlifini saglamak iizere, §" noktasma gitsin. Bu, S’ noktasim
tek olarak belirlemekte olup bdylece, diizlemin kendisine bir ds-
niiglimiinii elde ederiz., Bunun topolojik oldugu kolayca ispatla-
nabilir. Diizlemin kendisine (hakikatte kendi izerine) olan bu
tasviri bu diizlemdeki her geklin topolojik bir déniigtimiinii mey-
dana getirir.

O noktasindan gec¢en her iginda homotetik donilgiim mey-
cut olup her 1ginin kendisine ait k= ON|OM benzerlik oram
vardir. OA, 0B, OC 1sinlarindaki noktalar, k=1 olmasindan sa-
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bit kalirlar. (Sekil 114) de PQR ii¢geninin P” Q' R’ gekline do-
niigiimiiyle bir dairenin donilsiimil gdsterilmistir,

ABC iiggeni kendi c¢evrel dairesine doniigmekte olup Ggren-
eiye dalrenin hangi gekle ddnilgeceffini gistermesi temrin olarak
tavsiye olunur,

Diizgiin dortyiiziit ve gevrel kilre dilglinillerek yukaridakine
benzer bir déniigtim kurulabilir.

Uzayin elde edilen kendine (hakikatte kendi fizerine) db-
niigitmil topolojiktir ve bunun biyle oldugu kolayca sagtlanabilir.

Sekillerin, bir sinifa ait biitiin dontigiimler altinda degig-
miyen ozeliklerine, bu gekillerin (bu smif doniiglimlerine gbre)
degismez OGzelikleri adini verdigimizi hatirliyalim. Meseld, bir
dairenin, topolojik donfiglimler altindaki deffigmez bir Uzeligi,
kendisini kesmiyen kapalh bir efri olmasidir. Topolojik resimde
bir kesiklik siireklilikten, kendini kesme ise bire-birlikten dola-
y1 meveut olamaz. Daireyi, bitkiilebilen ve gok elastik olan ka-
ucuk bir ipten yapilmig kabul edersek, daireyi istedifimiz gibi
gekip biikerek topolojik resimlerini elde etmig oluruz.

Bu dénilglimlerle meseld, nzunluk, ig biikeylik, diizlemsellik
bozulur.
Genel olarak, topolojik donfligiimlerde ne dogrularin uzun-
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luk ve agilarinin ne de alanin degigmezligini styliyebiliriz, zira
diizlemsel bir sekil, vs. en karigik bir hale gelebilmektedir.

Inceledifimiz tarzda diizlemin diizleme ve uzayin uzaya bir-
¢ok tasvirlerini bulmak gii¢ degildir. O noktasindan (Sekil 115)
gecen her 1gini yalmiz bir noktada kesen (1) ve (2) egrilerini
(uzayda iki yiizey) alabilir ve evvelki gibi yapabiliriz,

Sek. 115

Diger bir deyimle, her A noktasini, A’ noktasi OA {izerin-
de olmak ve
04’ _ON,
04  OM,
egitlifini saflamak fizere, A" noktasma tasvir edebiliriz. Burada
e (2)

Sek. 116

M., N, noktalar: bir iginmn (1) ve (2) erilerini kestiffi nokta-
lardir.
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Eger (1) ve (2) egrileri egmerkezli daireler (uzayda kiireler)
ise, doniislim, bildigimiz, merkezi O da olan ($ekil 116) bir ben-
zerlik doniigiimiinden ibaret olur.

(1) ve (2) egrileri yerine basit gekiller olarak, (liggen, kare,
daire, vs.) gibi elemanter gekillerin resimlerini incelemek faydah
olur,

17. Stereografik izdiigiim

Sekillerin merkezi izdiigiim ad1 verilen bagka bir doniigiimii-
nii ele alacafhz. Sekil 29, 31, 33 de konik kesitlerin daireye tas-
viriyle (genel olarak daire iizerine degil), gekil 100 de bir diizle-
min kiireye tasvirinde (kiire fizerine defil) merkezi § noktasi
olan merkezi izdiigiimlerle meggul olmugtuk.

Diizlemsel sekillerin, ileride bize ldzim olacak olan, kiiresel
gekillere merkezi bir izdiigimil ile tasvirinin — stereografik iz-
diiglimiin — ozeliklerini inceliyelim.

Stereografik izdillgliimiin matematikte, geometride ve komp-
leks say1 dizleminin delinmig kiireye maliim gedilde bire-bir
tasviri kadar snemli bir tatbikat: da kartografyadadir. Kartograf-
yada kilre yiizeyinin tamaminin veya bir Kkisminin bir dizlem
iizerine, difer bir deyimle, kiire olarak kabul edilen yeryiiziiniin
kagit iizerine ¢izimi ile meggul olunur. Stereografik izdiigiim
kartografyada kullanilan en Snemli izdilsiimlerden birini tegkil
eder ('). Sterecgrafik izdiisiim{in incelenmesinde (sekil 100) kiire-
nin S izdiiglim merkezinde delinmig oldugunu ve bu .S noktasi-
nin kiire ylizeyine deffil uzaya ait oldufunu kabul edecegiz. Bu-

(') Bak: A. V. Gedymlin, Kartografya, Enstitt 0Ogretmeninin ders
kitabi, Uchpedgiz 18486,

Bu kitaptakl dgretiel resimler incelenirse, kfirenin muhtelif ds-
nogimlerle dtozleme tasvirini de gekillerin bozulmalar: hakkinda gayet
iyl fikir edinilebilir [14].

e
o
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nun gibi kiire yiizeyi fizerindeki her gekil, effer bu gekil bu nok-
tadan geciyorsa, S noktasinda delinmig kabul edilecektir.

Evveld, stereografik izdilgiimle = diizleminin herhangi a
dogrusunun § noktasindan gegen bir daireye ddniigtilfilnti gorii-
riiz (Sekil 117). Banun boyle oldugn, a dogrusuna ait A nokta-
larimi kiirenin B noktalarina izdiisiicen S4 1ginlarinin a dofiru-
sunu izdiigiiren bir dilzlem {izerinde bulunmasindan ve bu dilzle~

min kiireyi S noktasindan gegen daire boyunca kesmesinden ileri
gelmektedir.

Sek. 117

Bu suretle = diizleminin herhangi bir a dogrusu S den ge-
¢en a’ dairesine donligmilg olur. Kilreye ait § den gegen her a”
dairesi de ters donfiglimle diizlemin e dofrusuna ddner. Bu, ste-
reografik izdiiglimiin temel dzeliklerinden birini tegkil eder.

()zel olarak biltlin meridiyenler gilney kutuptan gegen dog-
rulara (Sekil 118) ve kargit olarak merkezi giiney kutup olan

doggrn demetine ait her dogru da bir meridiyene doniigir (Sekil
118).

Doniigiimiin birebirlifinden delinmig kilrenin =« diizlemi {ize-

- —
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rine diniisimiinden, bazen de = diizleminin kiire igerisine (veya
delinmig kiire {izerine) doniisimiinden bahsederiz. Bunlardan han-
gisinin kastedildigi konudan anlagilir.

Kiirenin ekvator dahil biitiin paralellerinin, diizlemde, mer-
kezleri kiirenin gilney kutbunda olan egmerkezli dairelere ddnilg-
tligil kolayhkla gorilliir (Sekil 118). lspat olarak, herhangi para-
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Sek. 118

leli izdiigiiren dairesel dik koninin = diizlemini daire boyunca
kestiffini sdyliyebiliriz, Kutup btlgelerinin haritalarimn giziminde
kullanilan metot budur ve buna ait misaller herhangi atlasta
bulunabilir. 1 :

$imdi incelemig oldugumuz dairelelerden bagka, kilreye ait
difter dairelerin resimlerinin ne olacagini gdrelim (Sekil 117, 118).

Su ozelik caridir : Kiiredeki, S stereografik izdiigiim mer-
kezinden gecmigen herhangi bir dairenia = izdiigim diizlemindeki
resmi bir dairedir.

BU, STEREOGRAFIK 1zDUSUMUN ESAS ILK TEOREMIDIR.

Bu teoremi ispatlamadan Once agafidaki ii¢ hususa igaret
edelim.
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(i) Bir kiireye bir k dairesi boyunca tegget olan koninin 7
tepe noktas: giyle bulunur: Kiirenin O merkezinden (Sekil 119)

Sek. 119

dairenin diizlemine OC dikmesi ¢izilir ve bu [dikmeden gecen
(gekilde tarali olarak gtsterilen) herhangi bir diizlemde kiirenin
bilylik dairesinin k dairesini kestifi G noktasindaki GT tefteti
resmedilir. Bu tegetin OC yi kestiffi noktas:1 koninin aranilan te-
pe noktas: olur. Efer k bilyfik daire olacak olursa, GT teffeti
OC ye paralel olacafindan koni gilindirden ibaret bulunur.

(if) § izdiigitm merkezinden gegen herhangi a” dairesine te-
get olan koninin 7 tepe noktas: (gekil 117), kilreye S noktasmn-
da teffet olan ve dolayisiyle = dilzlemine paralel olan z diizle-
minde bulunur. $ekil 120 de, S noktas: ile o’ dairesinin diizle-
mine dik OC dikmesinden gegen diizlemin kiire ile olan arakesi-
ti gosterilmigtir (gekil 117).

(#i7) Kiirenin her teffet dogrusu, bu dogrudan gegen bir diiz-
Jemin kiire ile olan arakesit dairesine tegettir,

Ispati: o dogrusu kilreye M noktasinda teget olsun (Sekil
121), veya a kiirenin OM dik yarigapr bulunsun. a dogrusundan,
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kilreyi k dairesinde kesecek bir dfizlem gecirecek olursak (k nmin
bilytik daire olmadiffim: farzediyoruz, k nin bliyiik daire olmas
halinde iddianin dogrulufiu aciktir) ve bu diizleme OC dikmesini
indirirsek OC dogrusu bu diizlemin a dogrusuna dik olur. Tabii
bu iki dofru aykir1 durumdadir.

Ohalde a dofrusu OM ve OC ye dik oldugundan bunlarin
diizlemine ve netice olarak bu diizlemin CM dogrusuna dik bu-
lunur. Bu da a min k ya tegetlifini ifade eder.

Sek. 120

$imdi bunlari gtz ontinde bulundurarak yardime: bir teo-
rem ispat edecegiz.

Yardimc: teorem :

b, kiireye M” noktasinda teget bir dogru olsun (Sekil 122).
Stereografik izdiiglimiin S merkezinden ve b den bir diizlem ge-
girelim. Bn dilzlem kiireyi o dairesinde ve = diizlemini ise a”
niin resmi olan a doffrusunda keser. (Sekil 123, o” dairesi ve a, b
dojrulariyle birlikte bu diizlemi gostermektedir). C noktas: a”niin
merkezi olmak iizere, SC dogrusunun ($ekil 122, 123) a dofru-
suna dik oldugu kolayca saglanabilir, a ve b dogrularmin SM yi
ayni a¢1 altinda kestiklerini gosterelim.
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Ispat:
<bM'M =< SM'D=< SM'C+ 5
Halbuki < MSN =< SM'C
ve <aMM' =< MSN—{-—;E
oldugundan

< bM'M = <aMM’

bulunur ve iddia sabit olur.

Sek. 122

Simdi, stereografik izdiigiimiin esas ilk teoreminin ispatina
gecelim.

a” kiirenin S noktasindan ge¢miyen ve bir paraleli olmiyan
bir dairesi olsun ($ekil 124). Ayrica, T, kiireye o" de teget ko-
ninin tepe noktasini gdstersin. Bu takdirde M’, o’ niin keyfi bir
noktas: ise T'M” kiireye teget olur. SM” dogrusunu gizelim ve M~
niin # deki resmini M ile gisterelim.

ST nin = diizlemiyle arakesiti de k olsun. 7 nin = ye pa-
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<TM'M=<KMM"
egitligini yazabiliriz.

KM ye paralel TM" dogrusunu g¢izelim. Bu takdirde ya M”
ve M’ noktalann c¢akigirlar veya M'M'T d{iggeninin M’ ve M”
acilar: egit olurlar ve bundan

TM =TM"
elde edilir.
MK _ SK
M'T 7 ST
den
— apepOK __ e SK
MK—-M-?‘ST—MTST

bulunur. Halbuki M” nfin o tizerinde olmasi dolayisiyle M'T sa-
bit bulundugundan MK nin da sabit oldugu gikar ve @ min daire
olugu ispatlanmig bulunur.

Burada, evvelki btltimde kullandifimiz nemli bir husus
tizerine dikkati ¢ekmek isteriz. a’ dairesinin kilre fizerindeki
merkezini bulmak i¢in T tepe noktasindan (sekil 124) o’ dairesi-
nin diizlemine dik indirmek ve bu dikmenin kiire yilizeyini dele«
cefti noktalar1 bulmak gerekmektedir. o” dairesi § kutbuna gire
paralel olarak almmadifindan S7, o° dairesinin diizlemine dik
olamaz ve bunun neticesi «” niin merkezi ST fizerinde buluna-
maz. Ohalde, diizlemi kiirenin bir paraleli olmigan ve = izdiigiim
diizlemine paralel bulunmigan bir a’ dairesinin kiiresel merkezinin
2 deki resmi a déniigiim dairesinin merkezi olamaz.

Buna benzer olarak su da gosterilebilir: = diizleminde, K
merkezi teget noktast olmigan bir dairenin kire iizerindeki resmi,
S den gegmigen ve merkezi SK izdiigiiren isimt iizerinde olmigan
bir dairedir.

SIMD! STEREOGRAFIK 1ZDUSUMUN ESAS IKINCI TEO-
REMIN? 1SPATLIYACAGIZ.
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Kiire iizerinde alinan iki egri jarasindaki api, bu egrilerin ste-

reografik izdiigiim egrileri arasindaki agiya egittir.

Kiite tizerinde, P’ noktasinda kesisen ve aralarindaki aci «
olan 1’ ve 2" egrileri verilmig olsun (gsekil 124). Bu egriler ara-
sindaki ac1 b, b, tegetleri arasindaki aci olup b, ve b, ler Kkii-
reye P’ de teget diizlemin iki dogrusudur [1]. 1" ve 2" efrile-
rinin = deki resimleri 1 ve 2 egrileridir. 1 ve 17 egrileri .S tepe
noktal izdiigiiren koninin yiizeyi {izerinde, 2 ve 2" efrileri de
yine S tepe noktali izdiistiren koninin yfizeyi iizerindedir. SP'P
bu konilerin ortak anadogrusudur. Birinei koni yiizeyinin bu
SP’P= g anadogrusundaki teget diizlemi "1” ve 1 egrilerinin b,
ve ¢, tegetlerini igine alir.

Yardime: teoremden

= by PP == ¢, FF
ve

< by, PP=< ¢, PP’
elde ederiz.

Ohalde, P'pbb, ve Ppe,c, ligyiizlii agilarinda ortak ikiyiizli
ag1 (konilerin teget diizlemlerinin arasindaki ac¢i) ve iki ¢ift kar-
g1t egit yiizacilar1 meveuttur. Boyle ligyiizlii agilar egit veya si-
metrik olacagindan {i¢lineii yiizagilar: egit bulunur ve 2=/ elde
edilir. :

' Stereografik izdiisiim agilart muhafaza eden bir déniisiimdiir.

Egriler arasindaki agilarn muhafaza eden doniigiimlere kon-

form tasvir denir.
Stereografik izdiisiim konform bir tasvirdir.

Stereografik izdiigiime ait bilgimizden faydalanarak diizleme
ait baz1 ddniigimler elde edelim.

Eger = diizlemi stereografik izdiigtimle bir kiireye tasvir
edilmigse ve kiire de .5 den ge¢miyebilen bir ¢ap: etrafinda din-
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diirilliirse ve kiire tekrar = ye tasvir edilirse diizlemin kendisine
bir tasviri elde edilmig olur.

Baglangigta « nin A noktas: kiirede A ye, kiirenid dénme-
sinden sonra A’ noktasi yine aym kilrede bir A" noktasina git-
migse ters doniigiimle A" noktasi = de bir 4, noktasina gider.
Neticede = nin A noktasiayni diizlemin A, noktasina tasvir edil-
mig olur.

Durum genel olarak bu ise de, istisnasiz olarak boyle degil-
dir. Meseld kiirede .S delifi, donmeden sonra yeni S durumunu
alir ve bunun resmi = nin bir A noktasinin resmi olamaz. Ayri-
ca, ddnmeden sonra = ye gire en yilksek noklaya ulasan nokta-
nin dénmeden sonra resmi meveut degildir. Ohalde, diizlemin,
izdiigiim ve ddnmeden sonra en yilksek noktaya ulasan noktasi-
nin = de resmi olamiyacakiir. Dizlemin elde edilen bu tasviri
diizlemin kendisine bire-bir tasviri olmayip = de kendisine tas-
vir yapilamiyan nokta ile, resmi bulunmiyan nokta meveut ola-
caktir,

Bizim igin tnemli olan cihet, = deki gekillerle bu milstesna
noktalar igine almiyan bolgelerin topolojik olarak doniigebildik-
leridir. Bu tasvirle, biitiin dofru ve dairelerin climlesi kendisine
tasvir edilmekte veya deffigmez kalmaktadir. Bu doniigiim ayrica
konform bir ddniigiimdiir.

18. Merkezi izdiigiim kavram:

Stereografik bir izdligiim, § merkeziyle = izdilgiim diizlemi-
ni 0zel durumda almak suretiyle kilrenin dilzleme merkezi izdii-
gitmiin{in Ozel bir halidir. Bazen, merkezi S de tutarak, kiire,
ekvator dilizlemine, vesair diizlemlere tasvir edilir. Bu suretle
muhtelif stereografik izdligimler elde edilir.

Bir 2 diizleminin differ 2” diizlemine merkezi tasvirinin Gzel
bir tnemi vardir. Burada da, = ve =’ diizlemlerinin tamam: dii-

.
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giiniiliirse ve bu diizlemler paralel degillerse tasvirin bire-birlik
dzeligi bozulabilir ($ekil 125). = diizleminde S den gegip =" ye
paralel olan diizleme ait tzel bir a dogrusu vardir ve bu dogru-

Sek. 125

nun resmi meveut deffildir. Bunun gibi «* diizleminde, = diizle-
minin hi¢bir dogrusunuon resmi olmiyan bir ¢” dofirusu vardir.

Eger bu diizlemler bu dogrular boyunca kesilirse, differ bir
deyimle, bu dogrular diizlemlerden atilirsa, elde edilen gekiller-
deki noktalarmm tekabiilii bire-bir 0zeliini haiz olur ve = nin
herbir dogrusuna =’ diizleminin bir dogirusu tekabiil eder; bunun
kargiti da dofrudur. Bu dofirular {izerinde bazi istisnai noktalar
mevecuttur ve bunlar bu dogrularn a ve ¢’ dogrulariyle arake-
sitlerinden ibarettir.

\  Bir dizlemin merkez! izdigiimle diger diizleme tasvirinde
daireler koniklere doniigiir. Bu izdiiglimlerin tzel hallerini daha
evvel girmilgtiik.

a we 1’ diizlemlerini ve S izdiigiim merkezini, diizlemler ke-
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sisecek sekilde ve @ diizleminin verilen bir a dairesi =’ diizleminin
a’ dairesine diniigecek tarzda segmek daima miimkiindiir.

Merkezi izdiiglimiln nasil segilecefti gekil 124 de gisterilmig-
tir. = diizlemine, a dairesinin K merkezinden bagka bir noktada
defen bir kiire ¢izilip a dairesinin o” stereografik izdilgimil bu-
lunur ve a’ dairesinin diizlemi =" dilzlemi olarak alinir.

a’ dairesinin merkezinin, a ya ait K merkezinin tasviri olma-
difint bilmekieyiz. Evvelki bollimde bu husustan faydalanmigtik.

= diizleminin diger biitiin daireleri, ¢izimi yapilan bu iz&ﬁ-
glimle, genel olarak dairelere dénfigmezler, L

19. Déniigiim grupu kavramai.

Geometride gekillerin doniiglimlerinden yalmiz herbiri degil
verilen gsartlar1 saffliyan ddniigiimler cfimlesi de Unemli rol oy-
namaktadir. Donilgtimler grupu kavramini Snemli buluyoruz.

Bu kavram: aydinlatmak igin agafidaki misah alalim.

T
s

Sek. 126
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a, = diizleminde bir dofru ($ekil 126) ve k verilen pozitif
bir say1 olsun. M noktasina, (i) M" noktasi, a doffrusuna dik
olan MA dikmesi f{izerinde bulunmak, ve M ile beraber a nin
aym tarafinda olmak ve (i) AM' =k.AM esitlifini saflamak
fizere M’ noktasini tekabiil ettirelim.

Kurulan bu tekabill, = nin kendisine bir ¢, ddniigimil olup
bu dniigiime k>1 halinde = nin dilzglin gerilmesi ve k<1 ha-
linde ise dilzgiin biiz{ilmesi denir.

Bu doniisiimde a doffrusunun noktalar: sabit kalirlar.

Sekilde PQR fiiggeninin P’'Q’R’ {iggenine ve bir dairenin bir
elipse doniiglimil gbsterilmigtir (¢=13). Bu ddniigiimde bir dogru-
nun bir dogruya, paralel p ve ¢ dofrularimin da prralel p* ve ¢”
dogirularina dénilgeceffi kolayca giisterilebilir,

Verilen a doffrusunun ve miimkiin biitiiln £>0 sayilarimi al-
mak suretiyle diizlemin kendisine tasvirini veren ddniiglimler
climlesini elde ederiz. &, (k=1) donillglimii birim déniigiim olup
= nin biitéin noktalarini sabit birakir.

Ciimlenin, birbiri ardinca tatbik edilen @k, , ®k,, ddnfiglim-
leri ¢k, k. donilslimilne denktir. Bileske diinfiglimfiniin &k bilyiilt-
me katsayisi @&, , Ok, dUnfigiimlerinin katsayilarinin garpimina
egittir :

ke =k ke

Pik: donilglimiine &z, ve Pk, diniigiimlerinin toplams
denir ve
Dry —+ Dy = Dy
yazilir.

& ve ¢, dbnligiimlerinin toplami &,’e esit olup

P+ Pyx = b,
egitligi caridir.
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@y ve O,/ doniigiimlerine ters ddniigiimler denir ve bunla-
rin toplami birim dontiglimiinii verir.

Simdi donfigiimler grupunun genel tarifini verelim.

Tarif : Diizlemi (veya uzay:) kendisine déniigtiiren ve asag-
daki sartlart sagliyan déniigiimlerin A ciimlesine gurup denir.

1. G ciimlesine ait iki déniigiimiin toplam: G ciimlesine aittir
(Toplama gire kapaliik)

2. Birim déniigiim G ciimlesine aittir (Etkisiz bir elemanin
varlifi)

8. G citmlesinin her déniigiimiiniin bir ters déniigiimii vardir
ve bu, G ciimlesindedir (Bir ters elemantn varli).

Ohalde, = diizleminin diizgiin & gerilmelerinin cimlesi bir
gurup teskil eder.

Bundan sonra donilglimlere ait birgok gurup misalleri go-
receffiz.

20. Gurup genel kavram

Diizgiin gerilmeler ciimlesinde cebirsel bir iglem—toplama —
tarif etmig ve bunun, gurupu karakterize eden gartlar1 saghya-
cagim ifade etmigtik.

! Gurup genel kavrami cebire dahildir [4]. Bu bahiste, genel
gurup teorisinin ileride bize ldzim olacak olan hususlarini ele
alacagiz.

Bazen iginde birtakim gartlara tabi bir iglem tarif edilmig
climlelerin baz Ozeliklerini gostermek Onemlidir. Bunlar, tarif

edilen iglemin tabiatina bagh olmiyan ve climlenin biitiin ele-
manlar1 i¢gin dofru olan ozeliklerdir.

Konuya girmek i¢in cebirsel iglemin tarifini verelim.

P —
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G, elemanlar1 herhangi neviden olan bir eciimle olsun.

G ciimlesinde cebirsel bir iglem tarif edilmistir demek, G cilim~
lesinin verilen bir sirada alinan (farkl: veya aymi) herhangi iki ele-
mantna , bir kaide ile, G ciimlesine ait tamamen belirli bir eleman
tekabiil ettirebilmesi demektir.

A\

Misalimizde gerilme dOniigiimleri eclimlesinin herhangi iki
elemanina, gerilme donfiglimleri climlesinin {igOneil bir eleman:
tekabiil ettirilmistir.

Aritmetik ve cebirde cebirsel iglemlere dair, toplay ve c.nr-:
pay gibi, birgok misal meveuttur.

Eger iglemin neticesi G climlesinin elemanlarimin sirasina
bagh degtilse, igleme komutatif iglem, efer belirli bir sirada ah-
nan iki (a, 5) elemanina, iglemle figiineii- bir ¢ elemam: tekabill
ederse ve deffigik sirada alinan ayni (b, a) elemanlarina ¢ den
farkli ¢" eleman: tekabiil ederse igleme komatatif olmigan iglem
denir.

Islemi hangi sembolle gbsterecefimizin ve igleme ne isim
vereceffimizin Snemi yoktur.

Sembol olarak arti ve garp: igaretlerini
c=a-+b, b=a. b, e=ab, c=aXh
veya bagka igaretler kullanabiliriz:
c=aob, ec=aX¥b, c=lab].

Biz daha fazla a -+ b sembolilnll kullanacagfiz ve igleme fop-
lama diyecegiz. Siras: geldikge de ab ¢arpim geklini kullanip igle-
me garptm diyebilecefiz.

Cebirsel bir iglem tarif edilen bir G climlesine, agafidaki
gartlar1 sagladifr takdirde gurup adi verilir. {
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1. Asosigatiflik gartr veya asosiyatiflik kanunu G ciimlesinin
herhangi a, b, ¢ ili¢ eleman: igin caridir:

lat@Gt+eo)=(a+b+e

1. Etkisiz bir elemamin varligr sart:

G ciimlesinin elemanlar: arasinda etkisiz eleman adi verilip
0 ile gosterilen ve
a+0=04a=a

egitliklerini saghiyan bir eleman mevecut olmahdir,
IlI. Verilen bir elemanin ters elemamanin varligr sart:.
G cilmlesinin verilen her a eleman1 igin G ciimlesinde
at(—a)=(—a)+a=0
olacak gekilde bir — a eleman1 bulunabilmelidir.
Gruplara ait bir ka¢ misal alalim.

1. Diizgiin gerilmeler ciimlesinde komutatif grup elde et-
migtik.

¢, dbniigiimii bu gurupun birim eleman: idi.

2. Biitiin reel sayilarin climlesi adi toplama iglemiyle komu-
tatif bir guruptur.

Bu gurupun etkisiz eleman1 O sayisindan ibarettir.

8. O hari¢ biitéin reel sayilar ¢arpim iglemiyle yine komu-
tatif bir gurup tegkil eder ve etkisiz elemani 1 sayisidir. Bu gu-
rupta, iglem olarak ¢arpim almak daha dogru olup

v I albe)=(ab)e, II. a.1=1.a, . a a"'=a 'esa=1

yazariz,

Etkisiz eleman 1 olup e nin ters elemanm1 a—"' dir.
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4. Biitlin karmagik tam sayilar toplama gbre bir gurup tes-
kil eder.

5. Karmagik tam sayilar ciimlesi,diger bir deyimle, a ve b
tam sayilar olmak fizere z=a-ib geklindeki sayilar toplama
gbre bir gurup tegkil eder.

6. Sifir harig, karmagik sayilar ciimlesi ¢arpima gire bir
bir guruptur.

Bu iddianin saglanmasim1 bir temrin olarak okuyucuya bi-
rakiyoruz,

7. Egkenar bir ABC figgenini kendisine dbniigtiiren ddniig-
titrfimlerin climlesini inceliyelim,

Bu ciimlenin elemanlar1 en basit olarak su suretle gdsteri-
lir. Meseld, déniigiim A, B, C tepe noktalarnm B, C, 4 tepe
noktalarina gijtiirtirse bu eleman

(aca

olarak yazilir,

Bunun gibi tam alt: tane eleman meveuttur:
w=(4gc), ==(4cs), ==(5ac
0m (39, (9, o= (&9

Bunlar ABC {iggeninin biitiin simetri lerinin ciimlesinin ele-
manlarindan veya ABC yi kendisine ¢eviren hareketlerden iba-
rettir.

a, diniiglimfi birim doniigiim olup {i¢genin her tepe nokta-
sin1 yerinde birakir. o, donflgiimil 4 tepe noktasini C tepe nok-
tasma; B yi B ye, A y1 da C ye gotliriir. a; dbnilgiimii ABC fig-
geninin B den gegen ylikseklife gtre donme hareketine denktir.
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Bu doniiglimlerden birbiri ardinca tatbik edilen iki tanesi
yerine ayn1 ciimleye ait bir tanesi alinabilir. Bu iki ddnilgiim
yerine birinin alinmasina ¢arprm diyebilir ve <«garpim dili» kul~
lanmig oluruz.

Climlede feklik ve kapali:k ©zeligini haiz bir iglemi tarif
etmig olduk.

Ikinei olarak tatbik edilen doniiglimil sag tarafa yazariz.

Meseli

— (ABC

=(5ac) (c4s) = (ac5)

%= \BAC) \CAB

de birinei ddniigiim A tepe noktasim1 B ye; ikineisi ise Byi 4 ya
gbtiirmektedir; netice olarak A tepe noktast a,a; doniiglimi ile
A tepe noktasina gitmekte, veya yerinde kalmaktadir.

Aym suretle B>A->C; C-C— B oldugunu goriiriiz.

Ohalde a,a, = a, egitlifi vardir. Doniiglimleri ters sirada )
alirsak '

= (825) (439) (89~

elde ederiz. \ i\

Burada asosiyatiflik tzeliginin cari oldufunun saglanmasiny
okuyucuya tavsiye ediyoruz. Etkisiz elemanin varlik gart: da sag-
lanmaktadir,

Bu eleman aq, dir, zira, meseld

wa=(Ca5) (546)=(23a) =

ve bunun gibi a, ay = a, esitlikleri mevecuttur.
Her elemanin bir ters eleman1 vardir.

A B C
Meseld a,=( v + v | elemanini alalim. Bunun tersi
B C A

inred A A e s Wi VTR
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A B C
e ABC
¥ ¥ veya
( B G A) (CAB)

olmalidir ki bu, a, doniiglimiinden bagka bir gey degildir.

e (329) (95) = (450) =

ve a,ag — ay

oldugu da kolaylikla saglanabilir.

Egkenar bir {icgenin simetrilerinin tegkil ettigi gurup komu-
tatif olmiyan bir guruptur.

Okuyucunun, ele alinmig olan bu ddnfigiimlere ait iglemleri
yalmiz sembolle degil ayn1 zamanda grafikle de yapmas: tavsiye
olunur. 3

Aymi misali kullanarak onemli altgurup kavramini izah
edelim.

Ciimlenin alt1 elemanindan iki tanesini, a, ve a, i alalim.
Verilen ciimlenin bu alteiimlesi, tarif edilen ayn: iglemle bir gu-
rup, verilen gurupun alf{gurup unu tegkil eder.

Islemin (bu alt-ctimle i¢in) kapal: oldugunu godsterelim :

@y, = a;; @@, == a;; a@,a;= (ﬁgg) (ﬁgg) = (ﬁgg) =a,
Asgosiyatif Ozelifin saglanmasina liizam yoktur. Zira bu,

biitlin climlede dogru oldugundan ciimlenin bir kismi igin de
dogru kalir.

Etkisiz elemanin varlik gart1 da mevcuttur. Zira, a, elemani
a;, a, altciimlesine ait bulunmaktadir.

Ayrica, fers élemamn varligl garti saglanmaktadir, Etkisiz
elemanin tersi kendisidir. a, in tersi de a, dir.
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Bundan bagka aga, = a,a, caridir. Ohalde, verilen gurupun
bu altgurupu komutatif bulunmaktadir.

lay, a;]l ve lay, a;] alt climlelerinin de verilen gurupun alt-
guruplar: oldufu kolayca saglanabilir. Verilen gurupun iki ele-
manindan ibaret differ altelimleleri altgurup tegkil etmezler. Sa-
dece a, etkisiz elemandan ibaret alt ciimle de bir alt gurup olup
buna birim alt gurap denilmektedir.

Verilen climlenin {ig elemanindan ibaret [a,, as, a,] alt clim-
lesini alalim. Bu alt ciimleye ait iglem verilen gurupun tarif
edilmig olan iglemidir. Kapahlig: saflhiyalim :

Ay = @30 = d;; a0, = a0y = a4

"'“‘=(‘§gg) (gﬁg) = (ABC o

Bundan bagka, a, etkisiz eleman: ve her elemanimn ters ele-
mani meveuttur: ) :

o '=a; o =0y a7 =a.

ABC figgeninin simetrilerinin gurupunun dort ve beg ele-
manh altguruplari olmadifini saglayiniz,

Verilen gurupun biitéin altguruplarim yazalim :
. {001 ' [ag, a.] 5y [ase asl [ﬂo-; G;] 1 [30: gy a‘] »
[ag. @y, a3, ay, ay, a;).

Bu altguruplardan birinei ve sonuncusuna, gurupun has ol-
miyan altguruplar: denir. Genel olarak, herhangi G gurupunun
kendisine, G gurupunun has olmiyan altguruplar: denir.

Simdi, guruplara tatbik edildigi anlamda, Snemli izomorfizma
kavramina gecelim. Bu kavram cebirden bilinmekte olup halka
ve cisim kavramlariyle birlikte miitalda edilir.
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ve by, b, den ibaret iki elemanin climlesini diigiinelim. Bu ciim-
lenin elemanlar: birer simiftir.

Bu iki elemandan ibaret climlede, agaffidaki kaideye gire
bir toplam tarif edelim: lki sinifi toplamak demek bu siniflardan
birer say1 alarak bu sayilar: anladifimiz anlamda toplamak de-
mektir. Toplammn ait oldugu sinifa, verilen siniflarin toplami adi
verilir. Bu iglem; verilen iki sinifa tek bir {igiinclislinii tekabiil
ettirmektedir ve iglem kapalidir. -

Bu kaideden gu esgitlikler elde edilir:

bn+bn=bn: 5a+51=bx+bn=&u bl‘*‘b;:bo

[bs, b,] gurupu ile [a,, a,] gurupu arasindaki izomorfizma

o4 B
P P——

S f

geklindedir.
Islemin muhafaza edildigi asagidaki tablodan anlagilabilir.

aa, =da;,, a@—a=a, aa,=d;
byt by=byy bo+by=b+by=b,, b+b =b,
Teorem. Bir G gurapunan bir G* gurupu iizerine

a <> a’

izomorf tasvirinde, birinci gurupun etkisiz elemamina ikinci guru-
pun etkisiz elemani, ve birinci gurupun birbirinin tersi olan her ele-
man giftine ikinci gurupun birbirinin tersi olan bir eleman cifti te-
kabiil eder,

G gurupunun a, etkisiz elemanina, verilen izomorfizma ile
G’ gurupunun a,” elemam tekabiil etsin:
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