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BU KlTAP HAKKJNDA 

Bu kitap tamamen orta Ojtretlm mQfredat1na paralel olup 

mtlstakbel Ojtretmenlerio mesleki ibtlya<;lar101 kar11lamak ve Ozel 

olarak matematik kQltQrlerinl genitletmek ve geometri Ojtretimin

deki gerekli teknijti gelittirmek amaclyle haz1rlanm11tir. 

Once, cilmle teorisine dayanan kavramlar, soyot fonksiyon 
(LOBACHEVSKI anlammda) kavrammm tatbikat1, dOniltilm goruplar1 

kavram1, guruplar teorlsinin ana hatlari incelenmittlr. BugQn Lo

BACHEVSKI geometrisinin esaslar1n1 ele almadan geometriyi ba1ar1-

h bir tekllde Ojtretmek milmkiln dejtlldir. 

Kltapta bol say1da temrin bolunmaktad1r. Okuyucularm bu 

temrinler d1,1nda <;ah1ma yapmalar1 da ka<;1n1lmaz blr zarurettlr. 

Her Mlllmde bu gibi cah,malar icin konular verilmlt ve bunlar

la llglll yaymlara atlflar yap1lm1,ttr. BOylece, yenllljtine ra{tmen 

bu programa O~retmenln ve Oltrenclnln b1zla intibak1 kolaylath· 
r1lm111tir. 

Orta Ojtretlm den kitaplarmm bilnyeslne uygun temrinlere 

Ozel Onem verllmittlr. Geometrioin slstemll olarak lncelenmesl

nin orta O~etlm ileri s101flarmda ele ahnmas1 temnyllln, bona 
mukabll ilk iki y1l bunun yerloe blr nevl manhk ve •sezglye 

dayanan tilmden gelim,. in konmas1 eavunulacak blr hareket de

itildir. Mevcut geomelri program1 <;ercevesl lclnde Ol?retmenin, 

modern· Umin Onemli flkirlerini- cilmle teorlsine dayansn kav

ramlar1, soyut fonkslyon kavrammt, geometrlk dOniltllmlerl, gu

rnp kavram1n1, akslyomatlk metodu, v.s. - itleme baktmmdan 
lmkA.nlari artm11hr. Kaoaat1mtzea milfredat program1nda, me

selA yeteri kadar temel haz1rlanmak111an diferanslyel ve integral 

hesabm okut.ulmas1 gibl del?itlklikler bugQn modas1 ge<;mi' gOrlln

mektedir. 



Bu kitap orta Ojtrellm ders kitaplariyle birlikte programm 

hemen hemen tam olarak incelenmesine imkan verecektir. Yer 

darhlt1 dolay1siyle trigonometrinin geometriye tatbikatiyle llgili 

iki MlUmden sarf1 nazar edilml9tir. Bu noksanbk di~er dera ki
taplar1ndan faydalanJlarak telafi edilebilir. 



BU YAYINLAR HAKKINDA 

Matematii?in kendi dei?eri yanrnda, fizik, kimya ve dolay1-

eiyle milhendialik ve askerlik gibi pratik sahalara ve bilha&e• son 
zamanlarda biyoloji, ekonomi ve hattA sosyal bilimlere yard1m1 

b1zla arthi?mdan, bu bilim her millet ic;in hayati bir Onem ka
~anm11tir. 

Ote yandan, matematik de bu bllimlerin problemlerini c;Oze

bilmek ic;in gerek metod gerekse fiklr bak1mmdan gel11mek zo
rundadir. 

Hundan dolay1 birc;ok memleketlerde bu aahaya daba fazla 

eay1da yeni istidaUar1 c;ekmek ve bunlar1 erkenden ketfetmek, 

~n nihayet bunlarm efltimi i9in her tQrlll fedaklrbAa kaUanmak 

~n Onemli bir mllll eltitim siyasetl olmu1tur. 

Yeni istidatlar1 erkenden ke1fetmek ic;in dfl1QnQlen tedblr

lerin ba1mda, matematik killtilrilnQ genii k!Uelere yaymak gel.Ir. 

lkinci Diinya Harbinden sonra bir c;ok memleketlerde, gen~ 
lerin tecessQslerini tahrik etmek ve bunlarm matematlk bilim

lerine kar11 ilgilerini arttirmak ic;in yeni bir tip matematik lite

.ratUrU meydana gelmi1tir. Bu c;e1it llteratUrde aran1lan Ozelik

ler kisaca 1unlar olmahd1r: a) Problem vaz'1 sunl olmama11, 

b) Bunlari anlamak ic;ln fazla On bilgiye ihtiyac; bulunmamah, 

e) Okuyucuyu aktif itbirlil?ine ve bir 1eyler ke1fetmelte &evket. 
meli. 

lite Tilrk Malematik Dernei?i bu cereyan1 memleketimize de 

gelirmek maksadiyle bu yaymlara ba1Iam11 bulunmaktadir. Bu 

yaymlar, resmi mUfredata bajth ders veya yard1mc1 kitaplar ol-



may1p, konular1 yukariki prensiplere uygun oiarak seoilml11 eeer 

lerdir. Bunlarm anla11tlmas1 ioin lise matematlltinin bir k1sm1 
ile okuyucunun eajtduyusu ve iyi Dlyeti kilfidir. 

Tamamen hizmet olan bu te11ebbiisiimliziin malt kaynalt1> 

Milli Ejtitim Bakanhjtimmn ve Ford Foundation'nun bajt111Iarid1r . 

TUrk Matematik Dernegi 
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BIRINCI KISIM 

GlRt~ 

BOLOM I 

NOKTA C0MLES1 OLARAK GEOMETR1K 
~EK1LLER 

Blrlnci Miamnn batlang1cmda ak&lyom ve 
teorem eaae kavramlar1 k1eaca miltalAa edllmit
tlr. Bu konular, geometrlnln knrulutuna ve Lo
bachevekl geometrlelne tahele edllmlt olan bu ki
tab1n IV. k11mmda daha etrafhca ele ahnacakbr. 

Ana hat olarak 1. bOIUm, geomctrlk tekll
lerln nokta cUmle11l olarak gosterllmeeindeo ve 
eeae cilmle teorlei k8\·ramlar101n Cteklllerin top
lam ve arakeeit itlemlerl ve blr teklin elemanla
r1nao ozde1Ie1tlrllmesl) geometrideki tatblkat1n
dan baheetmektedlr. 

t. Geometrlde eaaa kavram 
ve tarifler 

Matematik kavramlarm mentel hakkmda lkl gorilf olamaz, 
eadeee blr gorilf vard1r. 

•Haklkateo eaya ve tekll ka\•rama, lcinde yafad1t1m1z dQn

yadan dojlmuttur. Say1 kavrama glbl ,ekil kavrama da earf dil-

1iloce mahaulil olmay1p aadece d11 dilnyam1zdan tftreml1t1r. ln
eanlar1n 1ekll kavramma varmalan lcln, blriblrllerlyle mukayeee 

edllebllen muhtelif blclmde maddi e1yan1n mevcudiyetl 1&rt ol

mu1tur. Sarfl matematltin konusu, dllnyam1zdakl e1yao10 blclm 
ve Olcillerl ara11ndakl batlant1lardar, dlter bir deylmle, koou ta-
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mamiyle gercek muhtevad1r. Muhtevantn ziyadeeiyJe mtlcerret oe
kilde gtiriiumesi yine d10 dilnyadau tilreyioini yok edemez. Bu 

oekil ve bag1nhlar1 milcerret bir oekilde inceleyebilmek icin bajt
hhklan01 tamamen bertaraf etmek, bu ba{thhg1 eldeki maddede 

yersiz bularak gidermek gerekmektedir. Bu oekilde noktalar, 

do{trular meydana gelmiotir». 

Di{ter biltiln matematik bilimlerde oldu{tu gibi, geometride 

de, di{ter kavramlara gtire tarif edilen kavra1nlara rastlar1z. 0 
kavramlar da ekseriya daha baoka kavramJar cinsinden tarif edi

lir ve bu btiylece devam eder. Bir misal alahm. Qember, verilen

bir 0 noktasma olan uzakhklar1, verilen bir doi:fru parcas1na 

etit olan dUzlemsel noktalarm geometrik yeri olarak tarif edillr. 

Bu tarifte «cember» kavram1, «nokta•, •uzakhk», «do{tru 

parcas1», «tfit•, •dilzlemsel•, «geometrik yer• gibi bir tak1m 

kavramlar yard1miyle tarif ediJmiotir. Bir cemberi tarif etmek 

ic;ln, dijter kavramlari bllinir kabul etmek zarureti vard1r. Efer 
kavramlar bilinmiyorsa ya baoka kavramlarla tarif ederiz, veya 

bu olmazsa, lzah ve resimle yetinerek bunlari tarifsiz b1rakmz. 

«Tarif zinciri» eorueuz olarak devam edemlyeceflnden, ta

bii, ioe tarif edilmiyen ka vramlarla baelamak zarureti vardir. 

Geometride baz1 kavramlar esas olarak kabul edllir ve bun

larm say1e1 mUmklln mertebe az tutulur. Eeae kavramlar tarif 

edilmezler ve muhtelif tarzda secilebilirJer. 

Secilenler ekeeriya aoajt1da gtieterllenler olur: «Nokta•, 
«dojtru•, «dUzlem», «ait• veya «llzerinde•, «arasmda•, «eolt•. 

Geometride raetlanan diger bUtUn kavramlar keeinlikJe bu 
eeae kavramlar cinsinden tarlf edilmelidir. 

MeselA, «dofru parc;as1» kavram1, verilen A, B noktalan 
«aras1nda» kl «nokta» larm cUmleei olarak tarif edillr, A ve B 
noktalarma da AB dogru parcaainm «uc nokta• lar1 denir. 

•Kesin (dojtru) olarak tarif etmek» veya «belirli blr tizelli-
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#i haiz olrnak• gibi ifadeler mantik sahas1na girer. Geometrinio 

etUdUnde mantijt10 esaslariyle blrlikte 11rltrnetitio baz1 eeae ka\'· 
rnmlari blllniyor kabul edilir. 

2. Akalyom ve Teoremler 

Geometride «tarif zinciri• 11001uz olarak devam edemez. Bu

nuo g1bi «ii.pat zinciri» sonlu kalmak zorundad1r. 

Biliodlti gibi geometrideki herhangl bir ispat, mesela Py

thagor teC'lremi, evvelki ispatlara dayandmhr, onlar da daha ev

velkilcre, ve b~ylece devam olunur. «Evvelce ispat edileo» e ir

ca il)I eonenz olarak devam edemez. 

Geomctriye, matematiksel bir dislplin olarak, ispat11z ka
bul edilen teoremlerle batlan1r. Hu teoremlere akaigom denilmek· 

tedlr. Geometrinio eeas aksiyomlar1 tecrU.be ve pratlkteo do~

mu11tur. 

Akelyomlara misal: •Bir do/ru iizerinde en az iki no/eta .,ar· 

drr. Bir diizlemde agnr dojru iizerine dii1migen en az iii; no/eta 

'flard1r.• 

«Efer ~ .,e fl dii1demleri11in ortalc bir A nolctaai '1araa, ortalc 

olan en az ba1/ca bir B noktaai daha '1ard1r. 

Euklld aksiyomu : «a herhangi bir dojru, A da a dolruau· 

na ait olm1gan bir no/eta iae, a dolruaigle A nolctaainin belirtti/i 

diizlemde A dan gei;en '1e a gi lceamigen bir1en fazla do/ru golctur. 

Son aksiyomda • paralel akslyomu • bir A .noktas1odao ge

<;eo ve a y1 kesmiyen •blrdeo fazla doitru yoktur• tekllodeki 
do~ru mevcudlyetine ait ifadeye l11aret edelim <Sekil 1). Ak&i

aiyom, hatta blr tek dotrunuo bile mevcut oldutunu !fade et

memektedlr. a y1 kesmiyeo hh;blr dojtrunuo mevcut olmamas1 
ballnde bile, ifade edilen aksiyom, ifade edildill 1,1ekiide mute
ber durumdadir. 
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a dtlzlemlyle A noktaunm belirttijtl ct dllzlemlnde, A dao 

gei;en ve a ya kesmlyen en az bir dojtrunun meveudiyetl i1pat 

/---A .! 
set. 1 

edileblllr blr 1eydlr. Bu !fade blr teorem olup baslt blr ispah da 

billnmektedir : 

B, a tlzerlnde blr nokta olsun ($ekll 2), AB dofrusiyle B yl 

A ya blrle1tlrellm ve 91,, 'l't 19-ters a91lar1 e1lt olaeak 1ekllde 

$ek. 2 

b dotru1unu 9lzelim. b Jolrruu a gr lc~•mu. Haklkaten, eter a 

lie b nln S noktasmda keslttlklerlnl kabul edersek SAB tl9ge

nlnde .,, d11 a9ulyle kom1u olmayan IQ "' a91stn1n etltlljtl Qlk· 
m11 olur. Oyle lae a ve b dotrulartnm S arakesltl mevcut olmaz. 

Euldid akslyomu lle timdl lspat edllen teoremi blrle1t1rerek 

yukardakl prtlar albnda a y1 kesmlyen bir ve ancalc bir dotru

nun mevcut oldujtu lfade edllebilir. 

Ayn1 dll:&lemde olup kesltmiyen a ve b dotrulanna paralel 

Jotrular dlyoruz. 
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Geometride, aksiyom lieteeinde bulunmiyan her !fade, baeit 

veya «a,ikilr» oleun, blr teorem olup ispatlaomaet gerekir. 

Gayetle «a,ikAr• oldujtu halde akeiyom lieteslode bulunmi

yan ifadelerin teorem olarak ispat edilmeleri de gerekir. Dijter 

taraftan, hie; de •a¥ikAr» olmay1p aksiyom lleteeinde bulunan 
ifadeler de vardir, bunlar iepats1z olarak kabul edilirler. 

Bir dere kitabmda, manttki b11t11n tafsilatlyle lepatlar1 ve

.rileo ve nihal olarak yaln1z aksiyomlara dayanan ancak birkac; 

iepat Orneiti vermek miimk11ndl1r. Tamamen akelyomatik olarak 

yazllacak bir geometri kitab1 iee t;ok haclmli ilmi bir eeer hilvi
yetioi ahr. 

XIX. yl1zy1hn eonu ile XX. yllzy1hn ba!ftnda tertip edilmit 

olan aksiyomlarm tam listesi bu kitabm IV. k1em1oda verilecek
tir. Buodan sonraki bahislerde okuyucunun bildijti lise muhteva

s1 nazari itihare almacaktir. 

3. Nokta dimlesi olarak geometrik 

tekil kavram1 

Herhangi bir nokta cilmleeine 1ekil denir. Ciimle fikri, an
'<lak izah edilebilen fakat tarif edilmlyen ilkel bir kavramdir. 

«Cllmle» kelimeei yerine denk anlamh dljter kelimeler de kulla

ntlabilir: «topluluk>., «e101f» 1 «kolekeiyon», «sistem», ve. 

Noktalardan ibaret cllmlelere nokta ciimlesi veya 1ekil, bir 

-eiimleye ail ooktalara da ellmlenin eleman lar1 denir. 

Bir dojtru part;as1om· nokta eilmlesinden, vs. bahsedllebilir. 

Ay01 !fekilde uzaydaki bl1tiln dojtrular1n eilmleelnden, bil
tiln k11relerin ellmleeinden, verilen bir kilreye tejtet olan biltttn 

<lllzlemlerin cllmleeinden, vs. den de baheedilebilir. Bu son hal
<le cllmlelerio elemanlar1 ellmlelerden ibarettir. 

Sonlu c11mle ekeeriya elemanlar1 belirtilerek verilir; mese
la, bir bieikletin tekerleklerinin parmaklar1n1n etimleei gibi. 
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Sonauz bir ciimle, elemanlarzmn bir ozellili belirtilerek "eri

lir. Bir cUmlenin elemanlar1nm bu karakterlstlk Ozellijtl belirti
lioce, bir 9eyin bu cilmleye alt olup olmad1et1 hakkmda karar 

vermek milmklln olur. 

Sekillere ait baz1 mlsaller alahm. 

Bir nokta, bir doi'tru, blr dilzlem ve uzaytn tilmU hirer 9e

klldlr. Nokta bir elemaoh 9ekll, dogru, dilzlem ve uzay ise soo

suz ookta cllmleleridir. 

Bir dofru parcasmdan bahsedince, burada Ile l}ekil ay1rt et
memlz gerekmektedir. 

A ve B noktalarmdan ibaret cilmleye 0-bogutlu dolfru par

(:aBZ dlyeceetiz. A ve B noktalariyle A ve B noktalari arasmdakl 

noktalardan ibaret cUmleye de 1-bogutlu kapal1 dojru par~aa1 ve
ya sadece do/ra par<:aa1 adm1 verece~iz. 

Buradaki kapa/1 kelimesi, dogru par~as1010 uclar1010, dieter 

bir deyimle A ve B noktalarmm AB doetru parcasma dahil ol
dugu aolammda kullan1lm19tir. 

Yalotz A ve B noktalarmm arasmda kalan noktalardan 
ibaret cQmleye 1 - bngutlu a;zk dogru par,aa1 veya aral1k dlyece

etlz. 

Buradaki a<:zk kelimeel, doetru par~as1 uclar1010, dieter bir 

deyimie, A ve B noktalarmm aral1eta dahll olmad1!m1 ifade et

mektedlr. 

Arahk, uclari attlao doetru parc;as1d1r, ve O·boyutlu do(tru 

par~ast da arahetm uc noktalar1010 cUmlesldir. 

Bunlar1 ap(t1da Sekil 8 deki gibi gOstermek uygun olur: 

~lmdl de a1alt1daki 1ekiller arasmdakl farklar1 belirtelim : 

Bir I' dairesi, bir n dQzleminde (Sekil 4), 0 ooktasma olan 

mesafeleri, verilen blr R doetru barc;as1na e1lt olao noktalarin 
cilmlesldir : 
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OM=R= sablt 

Kapalr Jiak veya disk, I' daireeiDiD Doktalariyle blrlikte, 

r DID :I ye ait M' DoktalarmlD cnmleeidlr (~ekil 4): 

OM'~R 

I' dairesine diskin a111rr'1 denir ve dalre bir r/riclir. 

11. ·8 

IJ 8 

A 8 

~ek. ~ $ek. 4 

Ar1k disk, I' dairesioin li;lndeki M ' noklalar1D10 eQmle
sidir: 

OM" < R. 

A~1k disk, emm olm1yan bir disktir. 

Kurr, verilen bir 0 noktas1udan olan uzakhklar1 \'erilen 

R uzunln~uodan b!lyUk olm1yan M' noklnlarmm cUmlesldir : 

OM' :: R 

K!lre yUzeyi, verilen bir 0 noklae1ndan uiakhklar1 R ye 

evil olan M Doktnlnr1m n cUmle11idir (~ekil fl): 

OM = R 

A~1k kUre, sm1r1 olm1yan bir kUredir, dijter bir deylmle, 

OM'< R 
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e,itslzli~ini BBghyao M" ooktalarmm cUmlesidir. 

~ek. 5 

\'erilen bir kUrenin d1,1, Af• > R e,itsizligini saghyan M• 

noktalarmm cilmlesldir 

Kilre yilzeyl ilzerindeki ekvator, paralel ve meridyenler hi

rer ,ekildir. Bir kllrenin P., P, kutuplara kilrenin 0-bogutlu 

{:ap1d1r. 

~lmdi u~gen kavramma ge<;elim. A,a(t1daki ,ekillerin fark
larana belirtece~iz. 

oJ c 

A. •B A~B 
c) 

11 8 

~ek. 6 
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0-boyutla ABC iii;geni, bir dogru tlzeriode olm1yan A, B, C 

noktalarmm etlmlesidir (~ekil 6 a) . 

1-bogatla ABC iii;J(eni, A, B, C noktalar1 dogrusal olmamak 

1artiyle AB, BC, CA dogru pa1'<;alarma ait noktalarm ellmlesidir 

(~ekil 6 b). Boyle bir ll<;gene ekseriya ~izgisel ll<;gen denir. 

2-bogatla ABC ii~geni, bir boyutlu ABC ilc;geninin noktala

riyle, ABC dfizleminin c;izgisel il<;gen ic;ine di11en noktalannm 

etlmlesidir (~ekil 6 c). 1-boyutlu ABC tlc;geni, 2-boyutlu ABC 

il<;geninin sm1r'1 dir. Qizgisel fic;genin smm yoktur. Smm ati

lan 2-boyutlu bir tli;gene a~1k 2-boyutlu ilc;gen denir. 

Bu Ile; 1ekil arasmda fark gOzetmenin lilzumu yalmz geo

metride belirmez. MeseIA, mekanikte bir ABC tlc;geninin atir
hk merkezinin buluomas1 isteose, bu ilc;genlerden haogisinin 

kastedildigi ac;1k olarak ifade edilmedikc;e meseleye anlam verl
lemez. 

Bu ttc;genlerden herbirinin ag1rhk merkezinl bulahm. 

0-boyutlu ABC ilc;geninin (~ekil 7) her A, B, C tepe nok

tasina, e1it m killelerinin konuldugunu kabul edelim. A ve B 
tepe noktalarma konulan kitlelerin D ajt1rllk merkezi AB dogru 

c 
...... , , \ ' 

/ \ ..... , , \ ~ ' 
/ ~(; ', 

4.J/ \ ..... , 

.-------y,------~B 

~ek. 7 

parc;asmm ortas1ndad1r. ~imdl her ikl kUtleyi de D noktas1na 
koyahm. Bu, 0-boyutlu tlc;genin ajtirhk merkezini delittirmez. 

CD kenarortayrn1 E noktasmda kitlelerle ters oranbh olarak 
Mlersek 
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buluruz. 

Nokta cllmlesi olaralc geometrlk ,eklller 

CE_2m_
2 ED- m -

0 halde, kenarortaylarm E arakesit noktau, 0-boyutlu ilc;ge

nin ag1rl1k merkezidir. 

~imdi, iki boyutlu bir iic;geni ele alabm. Burada, homogen 

bir ABC levhasm10 a~1rhk merkezinin bulunmas1 bahis konusu

dur. Bilyle bir levhanrn a~1rltk merkezioin limit kavramma bal} 
vurmadan matematiksel bir s1hhatle bulunmas1 milmkiln del,til-

dir. Barada sadece esas fikrin ana hatlariyle yetinecegiz. 

ABC levhasm1, AB taban1na paralel i;ok ince eeritlere b6-

lelim. Her PQ eeridinin (~ekil 8) a~irllk merkezi bu eeridin E 
ortastnda bulunur. Her PQ !feridinin kitlesini kendi E a1,t1rhk 

c 

A~ D 8 

~ek. 8 

merkezine koyacak olursak, CD kenarortay1 boyunca dilzgiln 

olm1yan bir dag1lma elde etmie oluruz. Bunun neticesi olarak 

tic;gensel levhan1n ag1rllk merkezi CD kenarortayina dilemill} 

olur. Bu ise her kanarortay ic;in do~ru olacagmdan, iki-bogatla 

bir ilc;genin aramlan ag1rl1k merkezinin, kenarortaylarrn arakesit 

noktas1 olaca1,t1 neticesi c;1kar. Netice, 0-boyutlu l\i;gende de 

ayn1d1r. 

Bir-boyutlu uc;gen ic;in netice baekad1r. 

«Telden yap1lm1e" homogcn bir ABC ilc;geni dUeUnelim (~e

kil 9). 'O'c;genin berbir kenar1010 ajt1rhk merkezi kendi ortas1d1r 

ve kenarlarm uzunluklariyle orantth bulunmaktad1r. 
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Bir boyutlu Uc;genin c;izgisel yotunlujtu, dijter blr deylmle, 

blrim uzunluitunnn kitlesi r olsun. Her kenar1n kitlealni kendi 

orta noktasma koyaraak tepe noktalarmda ya, i'b, ;·c kltlelerl 

bulunan 0-boyutlu blr A, B, C, Qc;geni elde ederiz. i'a ve rb kit-

C 

~ekil 9 

lelerinin C, ajttrhk mcrkezi, A, 8, dojtru parc;asm1 kitlelerle ters 

oranttda bl}ler : 

Obalde, C2 nokta111 A, 8, C 1 11<;genlnin A, B, kenar1nt yan 

kenarlarla oranlth olarak bOlmektedir. Bu iae, C, C, nin A,B,C, 
11c;geoinin C, ac;1s1nm ac;1ortay1 oldujtunu ifade eder. rb ve re 
kitlelerini C, ajttrltk merkezine koyarak, meseleyi, C, C, dotru 

parc;aem1n uclarma konulan y (a + b) ve i'C kitlelerinln ajttrhk 

merkezini bulma meselesine <,;evirmit oluruz. 0 halde, arantlan 

ajt1rhk merkezi C, C, C, tlc;geninin C, C1 ac;1 ortay1 !lzerlnde 

bulunur. Fakat a1:1ortaylar arasmdan C, C2 yi sec;mekte tercih 

yap1lmad1jtmdan bir-boyutlu bir U<,;genin ajt1rhk merkezl; tepe 

noktalar1, verilen Uc;genin kenarlartnm orta noktalar1 olan Uc;

genin ic; ac;1ortaylarm10 kesitme ookta11 olur (~ekil 9). 

Yalniz etkeoar Qc;geo hallnde bu Uc; Uc;genin ajttrltk mer

kezlerl c;ak1111k durumda olurlar. 

Baz1 elemanter geometri ders kltaplarmda tlc;gen kelimesi 

1-boyutlu tlc;gen anlam1nda kullan1lmaktad1r. Bu ise, kenar or-



12 Nokia cttmlesl olarak geometrlk ~eklller 

tayJarm ortak noktaema at1rhk merkezi denildltlnden. yerinde 

bir tabir detiJdir. 

Konveke ,ekli tarif edelim. Herhangi iki A, B noktaem1 

birie,tiren dottru parcae1nm bO.tlln noktalarm1 (A ve B de dahil) 

lcine alan ,ekle kon'fJeka 1ekil denir. 

Cieim olarak kabul edllen blltlln dllzglln cokylizlliler, yilz

leri, kenar ve tepe uoktalarlyle birlikte konveke ,ekillerdlr. Be, 

tane dllzgiln cokyDzlll mevcuttur. 

tl'cgenlerde yapht1m1z gibi tariflmlzl gen1,1eterek, meeelA eu 

,ekilleri ayird etmellyiz: 0-bogutlu bir difrt-giislii - dllzgO.n bir 

dOrtyllzlUnlln A, B, C, D tepe noktalarinm cQmleei; 1-bogutlu 

(veya ~iz.giael) bir dortgiiz.lii - bir dOrtyllzlllnlln tepe noktalar1 

lie kenarlartnm cUmleei: 2-bogutlu bir dortgiiz.lii - yUz ve kenar
lara ait blltUn noktalariyle tepe noktalar1n1n cllmleel; \"e niha-

B 

~ek 10 

/) 

--

I 
I 
I 
I 

---..&... -- " ' 
eek. 11 

yet 3-boyutlu bir dOrtyUzlll - bir dOrtyllzlllnlln bQtQn le ve e1-

n1r notalar1n1n cO.mleei (~ekll 10). 

Boyle blr tefrik kllb ic;ln (~ekll 11), eekiz yllzlU lc;ln <ee-

12), 12-yOzlQ Ceekll 13) ve 20-yilzlQ loin de <eekil 14) ya[llla
bilir. 

Yukar1da zikredllen Uc-boyutlu eekillerden blrinde herhan-
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gi A \'e B noktalarlnt alucak olureak, A B dojtru parc;ae1 bQtllo 

noklalariyle eekle ait olur. 

2-boyutlu, 1-boyutlu ve O-boy11tlu dUzgUn ~oky!lzlUler koo

veka olm1y1m ft!killerdir. 

~ek. 12 ~ek. 13 

Bir d!lzgUo <;Ok yUzl!lnUn her yllzU, her keoar ve her tepe 

noktas1 birer konveks ecklldir. 

Bir disk ve bir kilre birer kon veks eekil ise de bunlar1n 

Sllltrlar1 Olan <;ember Ile kllre yflzeyi konveks eekil dritildir. 

~ek. 14 

Bir nokta, blr dotru parc;ae1, bir dojtru, bir dUzlem ve uza

yin lllmfl blrer konveke eekildir. 

Meaela blr dllzlemde lki nokta allnaa ve bu !kl nokta blr

letlirllse tamamen dUzleme alt bir dogru parc;ae1 elde edilir ve 

bu, dllzlemin koovekslljtinl iapatlar. 
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Burada biraz durarak '" iddiay1 ele alahm: •Bir M nokta•1 

konveks bir 1ekildir.• Konvekelik tarifine dayanarak M den iba

ret olan 1eklin A \'6 B gibi berhaugi iki noktae101 alahm. Bun

lar M uoktasiyle i,;ak11irlar. AB do~ru parcae1, cakitan A ve B 
uc noktalarmdan ibarettir. Bu doftru parc;asmm hii,;bir ic; nokta11 

yoktur. Oyle l11e AB doltru parc;asmm biltiln noktalar1 1ekle 

(M noktasma) aittir. Bu da bir noktanm kouveke olduftuuu 

ifadl' eder. 

Formel mantiki millahazalar bizi •bot cilmle• ad1 verlleu 

cilmleye gotilrUr. Bu, hic elemam olm1yau cllmledlr. Bot cilmle 

de bir tekildir. Uc noktalar1 c;nkt11k olan bir dotru parc;aemm 

ic noktalan bot cllmleye bir mieal teokll cder. H!lyle bir dotru 

parc11s1na uf1r-dojra parta•1 diyecejtiz. 

•0-boyutlu• dogru parc;eeiyle • e1f1r» dogru parc;ae1 arae1uda 

bir fark g!lzetmemlz gereklr. 

Ekseriya verllen bir !lzellikte eleman ruevcut olm1yablllr. 

B!Syle elemanlaran teokil ettl~i cilmle bot bir cllmledlr. 

Bot c!lmleyl, lc;inde hlcbir 1ey olmayan blr torba olarak 

-diltilnebiliriz. Bir elemanh bir cilmle lie bu eleman aras1nda fark 

g!lzetihnelidir. G!lzlerimlzln !lnllnde b!lyle bir cilmlenin •canh 

model• ini bulundurmak faydah olur: Bir 1ey ihtiva eden torba. 

•Bir cilmleoin bir b iltiln olarak dU11Un illen blr c;okluk• ol

dugunu soyleyeblllrlz. Buuunla beraber •c;okluk• eadece bir 1ey

-den ibaret olabilir, hatta hie; bir 1ey ibtiva etmlyebilir. 

Bo, cllmle kavram1u1 lhtiva eden ifadeler ekserlya •c;ift o

lumsuzluk» oeklinde ifade edllir. MeeelA, «bir M noktaemm kon

veksliftini• oOyle lspatlar1z: Verilen tekle ait A ve B gibi ikl 

uoktn alahm. AB dojtru parc;as1 llzeriude M oekline ait olmigan 

hic;bir nokta goktur. GOsterilmeei istenen de bu idl. Qift olum
auzluk kullanllarak yap1lan muhakeme tarzma lylce ah11lma

l1d1r. 



Nokta cQmlesl olarak geometrlk ,eklller 15 

Srnm olm1yan bir. vekil kapah olarak du,nnUlmelidir; zJra 
emm te!jkil eden cQmlenln boll oldujtunu ve netice olarak 1elcle 

ait olm1gan hii;bir 1in1r uoktas1n1n mevcut olmad1jrn1 109/igebiliriz. 

Kure yllzeyl VC cember iljte bu anlamda kapah 1ekillerdlr. 

Bo1 ciimle kont1ek1 bir ciimle olarak m1italaa edilmelidir. 

Hakikaten, ejter bir dortru par~asrnm uclart Myle bir 1ekle 

alt ise, doltru pari;atnnm ,ekle ait olm1yan hicblr noktae1 ola

maz. Daha ai;1k ifade edersek. ne b6yle blr dojtru pari;as1 var

d1r, ne de buna alt uc noktalar1. Bo, cilmlenln ithallol zorhyao 

sebepler, 111fmn aritmetige ithaJinl zorhyan sebeblerlo ayn1dir (36). 

Bu bahsi kapatmadan, genl!j ve Onemli blr e101f olan dOnel 

tekilleri cle alacajt1z. 

11> bir 1ekil, l de bir dojtru oleun (Seki! 15). 

Sek. 15 

Bir M nolrtae1010 dOnel !J yilzeyine ail olmas1 icin M nin 

ve 11> ye alt blr N noktae1n1n l llzeriodekl dlk izdi11Umlcri bir 0 
11oktae1nda ~ak11mah ve ayr1ca 

OM=ON 
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olmahdtr. Diller bir deyimle, I/.> eUmltisinio her N noktas1, 0 mer· 

kezi l «dOnme ekseoi» tlzerinde buJunan ve yar1<;ap1 ON olan bir 

daire «<;izer». Boyle biltlln dairelerin noktalar1 dOnel bir tekil 
meydana getirlrler. Donel !J yttzeyini meydana getiren 1' tekli

ne dOnel tekil denlr ( 1). 

Donel tekiilere dair birka<; misal alallm. Bir m do/ru•una 

kendisine paralel olan bir l ekseni etraf1Dda dOndUrUrsek <;em

bersel dik bir silindir yUzeyini elde cderiz (~ckil 16). ~ekilde 

yttzeyin yal01z m do!lrusunun PQ pari:as1n1D <;izdljti yUzey par

<;as1 gOsterilmi~tir. 

~ayet, l ve m do!lrular1 da dahll, bu paralel dotrular are-

L 
m 

~ek. 16 ~ek. 17 

(1) !)ekll Hi de «elslm• , •kaf" ve •kelebeb ayn1 <P fekttnt mey
dana 1etlrlyortar. 
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11ndakl 1erit'ln tamam1 dOndO.rlllecek oluraa (~kil 16), i;ember

ael, dik bir ailindtr elde etmit oluruz. 

Ejter, l dl:lnme ekaenine dlk olm1yan ve l yl bir S nokta-

11nda keaen blr m do~uaunu dOndllrilraek (~kil 17) dOnel ve 

~ek. 18 

konlk bir yttzey elde ederiz. ~ekllde yllzeyln yalmz, m dojtru

aunun PQ parcaamtn cizdigl k1e11n goaterllmiotir. 

~ayet l ve m dojtrular1n1n araamda kalan dtlzlem parcaam1, 
dijter blr deyimle mSL ac;1sm1 ve bunun ters &((1&1n1 dOndllrllr

aek, c;emberael dik blr koniyi elde ederiz. 

l ve m biriblrlne dik olmayan aykm dojtrular olaun. m yl l 

etrafrnda dOndO.rilraek bir kefeli hiperboloid denilen yllzeyi elde
ederiz (~ekil 18). 

OM dojtru parcalarmm cizdij'ti diaklere alt noktalar cllmle-
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si, smm blr kefell hiperbolold olan dOnel bir clsim teokll eder. 
Resimde yllzeyin sadece bir k11m1 gOsterllmlotir. m nln eekllde 

ard1olk muhtelif durumlar1 bellrtllmlotir. l ile m dotrular1 ara

smdaki en k11a uzakhk O,L olmak there, O,L dotru parcasmm 

L ucuoun cizdiltl daireye bir kefeli hiperboloidio minimal dairesi 

(boyun datresi) deoilmektedlr. 

Eter m dojtrusu l ile dik ac1ya yak1n bir &Ql teokil ederee, 

yO.zeyin minimal dairesinin lkl tarafma dlloen k111mlar1 bu dal

reoin duzlemine yakin olur. Ejter m dotrueu l ye dik11e, dOnel 

1ekil, a-;1k disk bariv b11tfln dUzlem olur ($ekil 19). l Ile m ara

smdaki a91 kll9111Qree y1lzey de yava1 yavae bir allindire yakla1-

m11 olur. Minimal dairenin 0, L yar1cap1 kll-;lllllree bir ketell 

hlperbolold koolyc mQncer olur. 

$ek. 19 

$imdlye kadar dOnel ytlzey anado~eu olarak hep dotruyu 

kulland1k. Simdl de doitru etrafmda bir daire dOndQrellm. 

Dalremiz, l dOnme ekeeoioden gecen dQzlemin i-;inde kal11n 

ve ekseniol de keemeeio. Bu suretle elde edllen dOnel 1ekle to

rus denir (Seki! 20). Elter blr diekl d0ndl1recek olureak s101r1 to

rus olan bir cieim elde ederiz. 

Uzaym tUmll de, kendleloden meydaoa getirilmlo diyeblle

cejtlmiz dOoel bir 11ekildlr. 

Ejter bir dllzlemi, kendieloe paralel olan blr l dOnme ekse

ni etrafmda dOndllrecek olureak, hueule gelen dOnel eekil «i~in

de bir tiineli olan bir uzag• dijter bir deylmle, eksenl l ve yaru;a-
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p1 l nln dQzleme uzakht1 olan ac;:1k ellindlrln ablmaeiyle elde 

edllen tekmil uzay olur. Seki! 19, Myle bir oaklln l ekaenlne 

<ilk blr arakesitini gOstermektedir. 
( 

Sek. 20 

4. ~eklllerin arakealtl. Mlaaller. 

Konik kealtler. 

Bir vekil gurupunun arake.it lnden. "erilen 1ekillerin orlalc 

11olctalar1n1n cumle•i ol anhyoruz. Demek kl IJ8killerln arake1ltl de 
blr vekildir. 

Birkac;: mlaal alahm. n bir dtlzlem, ABC de bunun fh:erlnde 

bir Uc;:gen olsun. AB kenar1 flzerinde blr P noktasiyle AC flze

rlode bir Q noktas1 alallm. PQ do1tru1una • diyelim (Sekll 21). 

E~er verilen veklller • dojtrusu ve 2-boyutlu Ucgen iee bunlar1n 
arakeslti PQ dojtru parc;:as1ndao ibaret olur. 

Eger biriocl vekllmiz l·boyutlu ABC Uc;geni iee, arake1il 

<>larak P ve Q noktalar1odao ib:iret olao oekli - 0-boyutlu PQ 
dotru parc;:aam1 - elde ederiz. 
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• dojtruaunun (~ekll 21) n dUzlemiyle arakesiti blzzat ~ 

dojtrusudur. 

Herhaogi boyutlu ABC U<;geninin :r dUzlemiyle olan arake

eiti (ayn1 boyutlu) bizzat ABC U<;genidir. 

~ek. 21 

Farkh iki d11zlemin arakesiti ya bir dojtrudur veya boti cUm

ledir. Bo!J cUmle, dUzlemlerin paralellijti halinde elde edilir. 

Bir kilrey!izeyinin bir doitru ile arakesiti ya bir P ve Q 
nokta i;ifti. veya bir L noktaa1, veyahut da bOIJ cUmledir (~e

kil 22). 

-
-

~ek . 22 

(. ' Elter kQreyllzeyi yerine kilre ahnm1a, ayn1 dojtrularla olan 

arakeait PQ dojtru par<;as1, L noktas1 veya bot;1 cUmle olur. 
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n dilzlemindeki (~ekil 23) PQ diskinin •u •1 ve •a dojtru

lariyle olan arakesitleri kartit olarak S noktas1, PQ dotru par

~as1 ve l noktas1d1r. 

~ek. 23 

Bir kl1reyi1zeyinin bir dilzlemle arakeeltl, bildiitimlz glbi, ya 
bir r ~emberi, ya blr p noktae1 veyahut bot ettmledir (~kll 24). 

Bir ktlrenin dtlzlemle arakesiti iee ya bir disk, bir nokta veya 

bot eilmledir (~ekil 24). 

~ek. 24 

Dalresel bir elllndir ytlzeyinin bir anadoitfuya paralel bir 
<lttzlemle arakesiti ya bot cilmle veya doitfu veyabut da lki do~-
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rudur (SekU 25); e~er kesen dllzlem bu anado~ruya dlkse, ara

keelt blr ~emberden ibaret olurI(~ekil 26). 

i 
I 
I 
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~ek. 25 

Kesen dQzlemln, eilindirln bir anad~rueuna dlk olmamae1 

ball Ozel blr durum arzeder ve arakeeit bir ellpe olur <eekn 27). 

~ek. 26 
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Elipsin karakteristik bir ijzellijtinl elde edelim : 

Bir silindirin i<;ine, ve n dOzleminin hirer tarafrna, yari 

caplar1 silindirin yar1i;apma etit olan ve :i dUzlemlne F 1, F, 
noktalarmda dejten iki kilre yerlettirelim. Sekll 28, n dUzlemlne 

dik ve silindirin eksenine paralel olan bir dtizlemle olan keslti 

gijstermektedir. Kttreler silindire, A ve B noktalarmdan gecen 
hirer <;ember boyunca tejtet bulunmaktad1r (Sekil 27). 

Sek. 27 

Elipsin herhangi bir M noktas101 alahm. Bu noktadan si· 

lindirin bir AB anadojtrusunu gecirelim ve ayr1ca M yifF1 ve F, 
noktalarma birle"tirelim. MA ve MF1 do~rulari (1) kilresine te

~et olduklarindan MA ve MF, birlbirine etit olurlar: 

MF,=MA 

Bunun gibi (2) kilresine ait teitetlerin MB ve MF, dojtru 
par<;alar1 da etittirirler : 



Nokta e11mlul olarak aeometrlll: oeklller 

MF,=MB 
Bu e1itllklerden de 

MF,+MF,=MA+MB=AB= Sabit 

netice&ini elde ederiz. 

Elips, sabit F 1 ve F, noktalarma olan uzakhklar1 toplaml 

sabit olan, F1 ve F, yi ivine alan bir n dllzlemine alt M nokta

larmm cilmlesidir. 

F1 ve F, noktalarma ellpsin odak lar1 denlr. 

Bu Ozelllk elipsin tarifi olarak altmr. 

~ek. 28 

EAer n dttzlemini sillndlrin blr anadoArusuna dlk olacak 1e

kLlde dOndUrllrsek, (1) ve (2) kllrelerinin " dllzlemlne teAet ol
duklar1 Fu F, noktalar1 c;ak11irlar ve bu takdirde ellps blr dal

re olur (~ekil 26). 
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F, F1o e1f1r- dogru parcae1 oldugu takdirde elipein tarifi hiQ 
deglemeden daireye de uygulanir. 

Siliodirden eonra en baeit dOnel yUzey daireeel konidir. Ko
ninin, S tepe nokta•zndan gec;emigen bir duzlemle olan arakuitini 
incellyelim. 

Eger :i ditzlemi koninin bir kefealnin bUtfin anadogrular1n1 

keaerse arakeait bir elipetir (~ekil 29). lepat iae yukarrda sllln· 

~ek. 29 

dir icin verileoin tekrarid1r. ~ekil 29 ve SO da kullantlan harfler 

~ekll 27 ve 28 dekilerin ayn1 olarak abnm11br. 

Eger keeen dUzlem koninin iki kefeelnl de keeeree, di~er 

blr deyimle, eger dUzlem koninin ikl anadogtueuna paralelae, 
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arakesit bir hlperboldur. DUzlemlo, koninlo lkl aoadojtrusuna 

paralel oldujtu, konloio S tepesloden n dUzlemlne blr paralel 
dtlz.lem ge~irmekle kolayca g6rQIUr. ~ekil 31 de :r dilzlemlnln blr 

k11m1 taranmittir. 

Elipste olduitu glbi, hiperbol!ln de karakteristik Ozelll~lni 

elde edecetiz : 

(1) ve (2) kllrelerini, :r dilzlemioe F,, F, notttalarmda de

ltecek ve konioin yiizeyine de A ve B noktalarandan geQen Qem-

Fz . 

--+·-· 
I 
I 

~ek. 30 

berler boyuoca teitet olacak 1ekilde (~kil 31) konlnin kefelerlne 

yerlettirelim. Bu ktlrelerlo, S den g~en ve :r dUzlemine Ilk olao 

dtlzlem Qzerlodeki bUyUk i;emberlerlni i;izmek kolaydir (~ekll 82). 

Hiperbol Qzerinde (~ekil 31) keyfl bir M ooktas1 ahraak 
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MF1=MA ve MF,=MB 1) 

buluruz; zira, M den, meselA (1) ktlresine c;lzilen MA ve MFa 
tejtetlerl biribirlne e11it oluriar. 

~ek. 81 

Bu e11itliklerden ise 

MF1-MF2 =MA-MB=AB 
elde edilir. 

Halbuki AB nin uzunlujtu, blperbol Qzerlndeki M noktas1na 
ba~h olmad1jt1ndan 

I MF, - MF, I = Sablt 
netlcealne varir1z. 

t•) A ve 8 noktalar1. M den ge~en anadotra lie (1) ve (2) kllre· 

lerlnln tetet dalrelulyle olaa arake1ltldlr. 
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Hiperbol, bir n dii:z:lemi ii:z:erinde (Jerilen •abit iki noktaga olan 

u:z:akl1klannzn f ark1 matlak degerce •abit olan n ye ait noktalarin 

ciimle•idir. 

•Matlak deterce,. diyoruz, zira, M nokta11 hiperbolUn di

#er kolunda ahnacak oluraa fark negatlf olur, fakat mutlak de

#erce ayn1 kahr. 

F 1 ve F, noktalarma hiperbolan odak lar1 denir. 

~k. 82 

Koninin, anadotralar1ndan birlne paralel blr dtlzlemle olan 
arakeaitin mutallaa1 kalm11tir. Ba halde n dQzlemi koninln yal

n1z bir kefeaini keaer ve arakesit olarak parabol denilen etrl elde 

edlllr. 

ParaboHln karakteriatlk Ozellitlnin elde edllmesi l~ln elipe 
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ve hiperbol hallerindeki usulil kullanam1yacag1z; evvelki cizlm
lere alt ikinci kiire arhk burada mevcut de(tildir. 

Koninin yaln1z bir SQ anadogrusuna paralel olan\"bir :r 

dttzlemini cizelim (i;;ekil 33 ve 34). Koniye AP dairesi boyunca 

~ek. 33 

ve :r ye F de tejtet olan (1) kilresini cizelim. a= CD, :r dilzle

minio AP dairesinin oc diizlemiyle arakesiti olsun. 

Parabola ait keyfi bir M noktas1010 F ve CD den ayru 
uzakhkta oldujtunu, veya 

MF=MD 

eeitligini ispathyacajtlz. 
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Buouo icin, MS aoado~uau llzeriodeki M ookta11odao x ya 
paralel blr MQ dilzlemi geclrellm. 

~ek. 34 

MS anado~ruau Ile AP daireainio arakealti A olaun. 

MF ve MA, ayo1 M noktaarndan (1) kllresioe clzileo te~et
ler oldujtuodan 

MF=MA 

yazar1z. Tabanlar1 x ve MQ olan kealk konloio aradotrular1 ol
ma11yle de 

MA=QP 

dir. Ayrica QP =BC. Zira bu do~rular paralel iki dQzlem ara-
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a1nda kalao paralel dojtrulard1r ') (~ekll 83 ve S•). Ayo1 1ebep

le BC = MD dir. Bu eoitllklerl yao yaoa yazaraak 

MF=MA=QP=BC=MD 
ve bOylece 

MF=MD 
elde cderiz. 

Parabol, bir : i diizlemi iizuinde "erilen bir F nolctasigle bir a 

do/ru•unclan agm uzalclilcta bulunan, :r ge ait nolctalann ciimle.idir. 

F noktas1oa paraboluo oda/c'1, a ya da do/rultman'I deolr. 

MF= MD eoltlijti 

MF=t 
MD 

fekllode keelr olarak da yazllabillr. 

Parabole alt bu Ozellik ellp1 ve blperbol l~io elde edilebilir. 

Ellp1 ve hiperboliln de do~rultmaolar1 vard1r ve aayllan 
her biri i~ln ikidir. 

Bu dojtrultmaolar (l) ve (2) kQrelerinin te#et-dairelerinlo 

dilzlemlerlyle 1i dilzlemioin arakesitleridlr (~ekil 27, 28, 29, 80, 
81, 82). 

Ellps, blperbol ve parabol bir koolnln blr dilzlemle arakeelt
leri oldul'tundan bu ejtrilere lconilc knit ad1 verilir. 

Bu ejtrilerio karakteristik ortak Ozelllitl, dijter blr deylmle, 

tarlflerl olarak ahnabilecek Ozellltl 11pjt1da verllmlotlr: 

He,,.; bir diizleme ait olap, •abit bir F nolcta•zna olan MF 

') A~1k olarak lfade edllmemealDe r•RmeD, eekll 83 ve 8' deD 

BC DID F deD 1e~lp PQ ye paralel olarak tarU edlldltl aolkArdir. Bu 

DUD llbl MD de, M deD ge~eD CD ye dlk blr dojtru olarak tarlf edl· 

llr. l1pah tamamlamak 11.>ID BC DID CD ye dlklltl gG1terllmelldlr. Ba 
da okuyaDa b1rak1lm1ehr. 
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u:aklrlrnin, •abit bir l dogru•una olan MD uzaklrlrna orani •r/1r
dan farlcl1 bir •abit olan M noktalarrnzn ciimluine konik ba

•it denir. 

MF =e = sabit 
MD 

Burada, F odajigle l dogrultma01 :: tlzerinde bulunmakta 

ve l dogrusu F den gecmemektedir. 

e<l haline bir elips, e = l'e bir parabol '\' e e>l haline lse 

biperbol tekabfil etmektedir. 

Yukardaki ispatlarda kullanilan usulle bunlan ispatlamak 

pek gUc degildir ve bunu yapmak faideli bir tenirin olur. 

Konik kesitler, bilimde istisnai olarak Unemli bir rol oyoar

lar. GOrdiiA'iimilz gibi bunlar1 aolamak icin sadece elemanter ge

ometri kAfi gelmektedir ve elde etti(!imiz bu Uzelliklerio ilerde 
Uoemli tatbikat1 olacakhr. 

Bu bahsi kapat1rken konveks oekillere att blr leorem ispat

liyacagu. 

Konveh 1ekillerin arakesiti konveks bir 1ekildir. lspatt iki 
oekil lcin yap1yoruz. Hi<;bir detitlklik yapmaksmn ayn1 ispat, 

lkiden fazla oekil cUmlesi i<;io de muteberdir. 

~ek. 35 

t/• 1 ve <P~ konveks her bang! lki vekil olsun (~ekil 35). lluo
lar1n taralt olarak gUsterilen arakesiti her ikisine de ait olan 
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noktalarin cilmlesinden lbarettir. A ve B bu arakeeite alt lkl 

nokta oleun. A ve B nin lkl&i de 1/J' 1 e alt oldujtundan AB dot
ru pari;as1nm tamam1 <1>' 1 ye de aittlr. 

AB dojtru pari;ae1 her !kl eekle de ail oldu~undan arakealte 
alt olur ve dolay1slyle arakesltin konveks blr eekll oldutu c1kar. 

Konveks eeklllerln bir ortak noktas1 varea, teoreme gore 
arakeslt - nokta - konveks blr oekll olur. 

lspatm tamamen gene! olduitu gOrlllmektedir. 

Mlsal: Yar1i;aplar1. aialan 

1 1 
R, = 1, R,=- • R, = ---: • 2 2· 

1 ••• , R = -- ' .•• 
n 2n- 1 

dlzlsinl teekll eden eo merkezll aonsuz kilre ctlmleslni alahm 
(kUre konveks blr oeklldir). 

RlltUn bu kUrelerln arakesitl, ortak merkezl teokil eden 
noktad1r ve nokta konveks bir oeklldlr. 

5. $eklllerin toplama 

Verilen blr gurup ,ekllden en az birine alt olan noktalarin 

cllmlcsine bu ,ekillerln toplam 1 d~ni,.. 

~klllerin toplam1 blr oeklldir. ~eklllerln toplam1na alt ml
saller verellm : 

lki noktan1n toplam1, 0-boyntlu dotru pa~s1d1r. 

AB araht1 ile bunun O-boyntln AB dotru par~1 olan 11-

nmn1n toplam1 kapah blr dotru parcas1d1r veya aadece dotru 
par~as1d1r. 

Dolfu pari;ae1 Ile uclannan toplam1 bu dojtru parcas1d1r. 

Bu misal bize, bo1-olm1yan ortak k1s1mlar1 bulnnan eekll-
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Jerde toplama itlemioin yaptlabilecejtini gOetermektedir (bu ortak 

k1e1m tabli toplama aittir). 

Ac1k disk ile e101r101n (cember) toplam1 bir disktir. 

Ac1k kUre ile smmo1n (kUre yUzeyi) toplam1 bir kUredir. 

KUre Ile smmmo (kilre yUzeyi) loplam1 ayn1 kilredir. 

1-boyutlu ABC ilc;:geniyle 2-boyutlu ABC ilc;:geninin topla-

m1 2-boyutlu bu ABC uc;:genidir. 

Bir kQrenin paralellerinin toplanu kUreyi verir. Ayn1 kU

reyi meridlyeolerinden de elde edebiliriz (~ekil 5). 

Bir daireye te~et olan her doitru bir nokta cilmleeldlr. 

Boyle cUmlelerio (daireye te{tet olan dogrularm) toplam1, 

ac1k disk harlc, dairenin bulunduitu dUzlemdir (~kil 19). 

Bir eilindiri meydana getiren bUtUn dogrularm toplam1 ve

rilen ellindirdir. Bunun gibi, !;'ekil 18 deki biltiln m dogrular1-

n10 toplanu bir kefeli bir biperboloiddir. 

~ekil 20 deki dairelerin toplam1 torus meydaoa getirlr. 

Son verdiklerimiz, vekilierin llODSUZ cilmlelerinin toplamla

rina mlsal tetkll etmektedir. 

Etmerkezli I', ve I' :1 dalrelerinln (~ekil 86) toplam1 blr ve

kildir. Bu toplama bir tek tekil gibl baktlmahdir. Buna ait fU 

$ek. 86 
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karakterlstlk Ozelik verilebilir: Bu toplam, verilen dairelerin . 

dilzlemioe ait olan ve bu dUzlem Uzeriodeki bir I' daireslnden 

(~ekil 36) aym uzalchkta bulunan noktalarm cUmlesldir. 

Qizim problemlerinin geometrik yer kullamlarak yaptlao QO· 

2Umlerde iki 1Jeklin toplammdan elde edilen bOyle tekillere pek 

Btk rastlariz. Mei;elll, bir dUzlemde bir dojtru parc;.:as101 aym x 

ac;.:1s1 alt1nda goren noktalarin cUmleei, A t•e B ac noktalorr ati

lan (1) ve (2) daire yaylarmdan ibarettir (~ekil 3i). 

~ek. 37 

Bir AB do~ru parc;.:as1n1, verilen x ac;1s1 altinda gOren bUtUn 
noktalarin cQmlesi, bu buldujtumuz ac;.:1k yay c;.:iftinln AB eksenl 

etrafmda dondUrQlmesiyle meydana gelen donel 1Jekildir. 

Bu dOnel yilzey c;izlm itibariyle torus'a benzer; burada, do

nen daire dOnme eksenini kesmekte ve fazla olarak dairenin 

iklncl AB yay1nm meydana getlrdl~l yilzey nazar1 itibare alm
mamaktad1r. 
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6. Yapitbrma veya Ozdqlqtlrme 

Simdl, yap1,t1rma veya ozde,le,tirme diyecejtlmiz matema

tikeel dijter blr lolem ilzerlnde duracat1z . 

Birkact miaalle ba1hyahm : 

lki-boyutlu evlt iki dik ilc,gen alahm <Sekll 88). Bu Qc,gen

lerden, 1ekllde goeterildili gibi AB kenarlar1n1 yap111t1rarak blr 

ABCD dikdOrtgeni elde etmek mnmkilndilr. 

Sek. ss 

Matematlkael olarak bu, AB dotrn par~alar1n1 iki detil bir 

olarak dQ11Qnmek anlam1ndad1r. Herbangl lkl noktay1 (mesel! A 
noktalar101 ve B noktalar1n1 ve bunlarm ara110daki karo1t le 

noktalar1) yap1otmrken bu iki noktayt blrmlf glbi dQfilnilrQz. 

AB kenarlar1n10 (noktalarm) Ozdeflettirilmesl yap1hnca iki ili;

genin toplam1 blze ABCD dOrtgenlni vermio olur. 

Simdl dOrt tane eljkenar Qcgen veya baalt blr deylmle 2-bo

yutlu dOrt e1it O~gen alahm <Sekll 89). Toplam yaparak bu dOrt 

tli;geni blr fekil glbi dilljllnelim. Sekll 89 da, tepe noktalar1 kar-
11t olarak barflendlrllmlo olan her kenar ~iftlnin kar,1t btltQn 

naktalarmm yap1otmlm11 veya Ozdeoleftlrllmlo oldujtunu gOater
mekteylz. Bunun neticesl olarak toplam ve yap1obrma lle 2-bo

yutlu blr dOrtyQzlil elde edlyoruz. 
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Burada, tic; D noktasmm 6zdeeleelirlldi~ine, dlter bir de

yimle birmi1 gibi ahnd1tma dikkat edllmelidir. 

B 

D 
~ek. 39 

~ekil 39a da ayn olarak r,;izilmi~ olan tarah Ur,;genler bir 

ee'·n gibi dU,UnUlmiie ve iki tarafh oklarla da AB, BC ve CA 
kenarlar1n10 yap11jtmlaca~1 ilade edilmietlr (~ek. 39c). 

Di1zgi1n C(oky1izlil.lerln dUzleme ac;1Im11 JJekillerine bakarak 

· (~ekll 40, 41, 42, 43, 44) eeas cokyilzlUnUn elde edllmeei ic;in 

hangi kenarlannm yap1!jtmlacai?m1 anlamak kolayd1r. 

~ek. 40 ~k. 41 

Bir karlona bir HlcU altmda baSBas olarak a9101mlar1 i;izip 

• yap1etuma Ile bUtUn dilzgUn c;okyUzlilleri elde etmek faideli 
olur. 
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Bu acm1mlar bir bak1ma cok yiizlu yilzeylerin tasvideridir. 
QokyUzlillerin uzaydakl durumundan sarf1 nazar ederek sadece 

I ' ' I I 
I 

I I 
l , 
' 

, 
( 
I 
I 

\ 
; ' ' ' I I 

I I I I 

" i ' 
~ek . 42 

yilzeyin bunyesini tetkik edecek olursak, Ozde11Ie!1tirme ile bir
llkte bu acm1mlar, yilzeyin tam etiidll icln her !leyi verir. 

Sek. 43 

Bir !leklin noktalar101n Ozde!lle!ltirilmeei veya yap111hrilma

B1Da co~rafya baritalarmda rastlaoir. Sekil 45 de 20° W meridi
dlyeninin iki resminio Ozdei;i noktalar1nm Ozde!lle!ltirilmesiyle, 

160° E meridyenioin ayo1 meselesi babis koousudur. Yer yUzli· 
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nun aym noktalanm temsil eden noktalar ozde1 olarak kabul 
etlilir. 

Her Uzdee nokta yifti blr nokta olarak dU§UnUIUr. lki «ya
r1m kllrc» uygun yapi§hrma ile birleetirilerek tek bir tekil ha
line gelirilir. 

~ek. 44 

BUyllk coltrafya harta paftnlari, kenar kl81mlarmda da tam 

Mlgeleri ihtiva ettijtinden, anlathjtinuz a nlamda Uzdetlettlrme 

yap1lmas1, dijter bir deyimle, farkll paftnlarda rastlanan ayn1 
noktalar1n bir nokta olarak du,unUlmesi gerekir. 

Konuema dilinde hartanm yer yUzllnU temeil ettijtini sOy

leriz. Bir harita Uzerinde bir yamn kllreden (bir paftadan) di· 

(terlne Uzdce noktalardan geymek suretlyle devam ederek blr 
devri alem yolu yizebiliriz. 

Bu usulle, <;ok yiizlUnUn sadece tas\'irini veya modelini 
kullanarak, ytlzeyin iizerindeki herhangi bir egriyi etlld edebili· 

riz. Bununla beraber harita ilzerinde mesela eltri nzunloltunu 

bulmak gibi Olt;!i yapacak olur1;ak, haritamn her nokta111ndaki 

ve bu noktadnn nyrtlnn her <loj'.trnltudaki <ll~elti bilmemiz leap 
eder (14 Ii gOr). 

Temrin olarak okuyucnnun, bir QOkylizlllnltn tasvirinl ele 

alarak Uzdei,i olanlara aynt nurnarny1 verorek blltlln tepe nokta
larm1 numnralamas1 ve t;ok yilzl!lnUn herhnngi bir noktasmdan 
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bathyarak billiin ylizlerden gec;en blr yol c;lzmesl ve bu yolu 
tasvirde gOstermesi faidell olur. 

eek. 45 

Hunun gibl, iki dairenln toplam1 ve yap111hr1lmaslyle blr 
kUre yilzeylni temsil, ve kapah hir 11erldln paralel lld kenar1n1 
yap1!jbrarak ve keoarlarm ortak dikme tlzerlne rasthyan nokta-
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lar1n1 Ozde1 alarak blr eillndlr ytlzeylnl tetkll edeblllriz <eekll .&6). 

Dairesel silindlr yllzeylnde, biltlln anadojtrular1 ayn1 x ac;111 

Ue keeen blr ejtrlyi lncelemek lstereek, bunu, eilindirl taevir eden 

ikl paralel araemdakl 11eritte yapmak kolay olur. 

ix= n/2 halinde ejtri, AA, MM, BB veealre glbi c;emberler 

olur. Bu c;emberler, 1eritte, 1eridin Ozd91Ie1tlrllml1 kenar1na dlk 

Olan AA, MM, BB dik dojtrulariyle gOsterllml1tir (~ekll 46). 

~ek. 46 

cxinm dar veya genii ac;1 olmae1 halinde lee dalreael ellln
dir ilzerinde, pratlk tatblkab Onemll olan laeluon ejtrlai elde 
edlllr. 

Taevirde biltUn c;lzgiael anadotrular, blribirine Osdet olan 
dojtru c;iftlne paralel dotrularla g01terUml1 olup, ac;1k olarak, 

helezonun laevlrdekl ream!, anadojtruyu at ac;111 lie kesen AB, 
BC, CD, DI:: vesaire paralel dojtru parc;alar1ndan lbaret olur 
<eeku 47). 
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;lekil 46 da gtlsterildi!ti gibi 'ieridio kenarlarm1 biribirine 

yapt1Jhrll'sak silindirde kolayca helezon e~risioi husule getirmi~ 
oluruz. 

Ozde!Jleetirme veya yap1et1rma itleminin tam tarifi tudur: 
Bir ,ekilde, herhangl bir kaide ile hangi noktalarm birlbiriyle 

Ozdelj oldu~u teebit edildif1i vakil bUt!ln tlzdei: noktalara bir nok
ta gibi bak1hr. 

------ ...... 

~ek. 16 ~ek. 17 

Yap1,t1rma yoliyle tlzde!jle,tirme, bazen parcalarm yapith

rilmadan Once lastikten yap1lm1, gibl bUkUlmesini gerektirmesi

ne raitmen, elde eclilecek f$eklin oetlif.ti bak1m1ndan kazanv iee 

de bunlar1 zihnen yap1ehrllm1e gibi kabul etmek de kafidir. 

Bir olarak ald1~umz tlzdee noktalar sonsuz cUmle teekil et
tikleri zaman yap1et1rmay1 fiilt olarak yapamay1z. 

Bu bahs! bitirirken, noktalari tlzde!jle~tirilmi!J olan bir dik

dnrtgenle ilgili iki bal ele alahm. 



Nokta cllmleRI olarak geometrlk telr::lller 

Blrinci dikdl)rtgende (i;;ekil 49) kar,1t kenarlartn ortak bir 

dlkme Uzerindeki noktalan l}zde, kabnl edilmi!J ve ijzde!J nokta-

p D E p 

A A 

B 
p 

D 

i;;ek. 49 

- B 
p 

lar ayni harflerle gl)sterilmietir. Bu fi!Ckilde ijzdelJ noktalar ijz

detle,tlrilmle veya biribirine yap1fi!ttrllm11~, di~er bir deyimle, blr 
olarak dtt,unUlmU!Jtil.r (i!Jlem, tabii, hakiki matematik anJam1 
nazara ahnarak aktl<lan yaptlm1,tir). 

Mezkllr oekilde A nokta1nodan ba!Jhyan, E ve D noktala
rmdan (keailmeden) gecerek nihayct A ba1jlang1c noktastoda 

nihayetlenen eUrekJi, kapah blr ejtri g6sterilm~tir. <i;;ekll 49), 

oldu~u gibi, geometrik olarak tam tarilJidir. Bunuola beraber 

buna torus'un bir tasviri nazarlyle bak1labilir. 

~ekil 50 deki torus fiili yap1ettrma i1,;in haz1rJaornt1Jtlr. Bu
nun i1,;iu de ilk dortgenin «e~ilip hUkUlmesi» ve bir miktar 1,;eki-

~ek. 50 
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lip uzat1lmas1 leap etmietir. Kesik i;izgili BB Qizgiel ~ekil 50 de 
gOsterllmemif tlr. 

lkinci dOrtgende (~ekil 51), kare1t bir Qift kenarm merkeze 

8 --:!...- P ....!..- II 

~i - ' ;L--------m--f 
~--------------K- - _ N 
A -z- B 

~ek. 51 

gore eimetrik durumda olan noktalar1 Ozdeo olarak kabul edll

mie ve ayn1 harflerle g!Seterllmlttlr. Ozdee olan bu noktalar1n 

Ozdetle9tlrilmeei yapllacak ve bu sureUe eekil meydana i;1ka
cakhr. 

Bu teklin Onemli baz1 Ozellklerini inceliyelim. 

~eklln yaln1z bir tane kapah bir e1nm oldujtunu gOrUyoruz. 
Dlfer bir deyimle, s10irdaki bir P nokta&10dan ba11ay1p 1 nu

marah ok yOnUnde gidlllree A noktae10a, ve s101rdakl kesiksiz 

yolul2 numarah okla takip ederek B noktaernK varmz. a numa

rah ok ise emir boyuoca ilk P ooktae1na geri dOnUoU 'gOster
mektedir. 

$ek. 52 

Bnndan ba1ka kapah CC ejtrisinin blr kanal oldujtunu dU-
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tilnellm. Kendimizl kanaho blr tarafmda K ooktasmda farzedlp 
KN ejtrlsi Uzerlode kaoal boyunea llerllyt>lim. NL ejtrlelnde ka

nal boyunea kesikiJiz yolumuza devam edereek kanah ge~meden 

kanaho dij~r kcoarmdaki L noktastna \'armt' oluruz. 

Yer ynznndeki kapah blr kanal lc:ln Myle bir 1ey lmkln
s1zd1r. 

Ac;tkc;a gOrdiljtllmllz vec;hile, 1ekllmizde CC kaoahn1n 8biir 

tarah yoktur. 

MezkQr tekll, filll yaptfhrma lie uzaya gomebillriz (1
) . Bu

nun iclo, tekllmlzln AB dojtru parc;a1m1 (~ekil ril) 180 derece 

dOodUrmek ve tekil 52 de gOrUldUjtll glbl 11oldakl dojtru parc;a-
1lyle yaptfbnnak kllfidlr. 

Yaptftmlarak elde edllen Unemll yllzeylerdeo blrl olan bu 
1ekle Moeblu• 1eridi denir. 

Yukar1da aolablan tanda yaptttlrma ile elde edlleeek blr 

model llzerlnde 1eklin Ozellklerlnl aajtlamak c;ok Ojtretlcl fill olur. 

Moebius teridi bir taraflt blr yllzeydlr ve bu, bir modellnl 

blr fm;a lie boytyarak kolayea gOrUleblllr. Moebiu1 1erldl blr 
elsmin 11n1r101n blr k1em1 olamaz. 

Moeblus teridinin blr C noktastnda cayakta• durarak 1erlt

te CC ejtrl1l boyunea yllrllyecek oluraak, C noktaa1na tekrar 

geldljtlmlzde kendimizi •bata1ajt1• buluruz. 

Moeblus 1erldini CC, KNLQK, v1. boyunea •ke1mek• ve bu 
ke1lmlerl evvela tasvlrde (~ekll 51), 1onra kljtlttan model Gse

rlnde sa~lamak faydah blr ah1ttrma olur. Blrlncl kealmden IOD• 

rakl lklnci v1. kesimlerlolo netleelerlnl gOrmek de ayn1 1ekllde 
faydahd1r. 

') Uzaya irammek, uto lmbed la apace• karf1hA1ada ahnmae olap 

llrl boyutlu uzayda asde•l•ttlrme lie aide adllmlt blr tekll ll\I Yeya da

b& fa,la boyullu uzayda 1aaterme olarak lfade adllmlttlr. 
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Ozerindeki bir e~ri boyunca kesilmi1 giizeg'den, bu e~rinin 

her noktas1n1 farkll ilti veya daha vok nokta itibar ederek elde 

edilmi!J yilzeyi anl1yoruz. 

Bir oekli keBme ielemi, bir bak1ma, yap1otirma ieleminin 

tersidir. 

Meeelil, hir \!ember ooyle keeilebilir: Qemberin bir M nok

tiun M' \"C M" olarak ilri nokta imio gibi diloUnUHlr (~ekil 53); 

bir kilre yilzeyi de, bir paralelinin her noktas1 iki nokta olarak 

<lu11ilnillerek bu paralel boyunca keeilebilir (~ekil 54). 

~ek. 53 ~ek. 54 

Bir kilre ekvator boyunca kesilerek lki yar1m klire yap1-

labilir ve berbiri birer dalre illvesiyle kapatllabllir. 

Okuyucuya ~ekil 55 ve ~ekil 56 da gosterllen kapah keeim· 

Jeri incelemeei tavsiye olunur. ~ekil 56 daki oekll flili yap11ttr

ma ile elde etmek imkAns1z olup kendi kendlnl keemeden uzaya 

gOmillmesi mUmkiin de~ildir. 

Bir dikdOrtgenin dOrt kenar1nm bUtUn noktalar1 Ozdeo ola

rak ahn1p bir nokta gibi dUoUnUlUree basil blr oekll elde ~dllir. 

Buna mukabil dOrtgenln kar,1t bir kenar viftinin biltiln 

noktalar1 hir nokta gibi ahn1rsa basit bir eekil elde edilmez. 
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Gosterilen usullerle, meseli\ bir kUbUn karo1t yUzlerl yap11-
tmhp elde edilcn fJekilde muhtelif tip kcsim ve e~riler incelene
bllir (6) l7] (16). 

~ek. 55 

E11a1 i1aretler. Bir A noktasm1n blr tf> oekline alt oldu~unu 

gostermek ttzere A E •/• itaretini kullanmz ve sOzle A noktas1 •/! 

ye alttir veya A noktas1 tf• nin bir ooktas1d1r deriz. 

eder. 

Bazen de </•~A yazar Ye </> oekll A y1 !cine ahyor derlz. 

Her iki sembol de A nm tf> cUmlesine alt olduguou ifade 

~ek. 56 

Adet olarak, herhaogi bir M cUmleslnin x elemanlar1 kU

ctlk harflerle, cllmlenin kendlsi iee bllytlk harfle gOeterlllr. xE M 
itareti x'io M cUmlesinin bir eleman1 oldujtunu ifade eder. M 
cUmlesi herhangl cinsten bir cUmle olabilip oekil olmaa1 leap 
etmez. 
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Bir 1ekle, ekserlya, lklncl blr 1eklin bir k1sm1 olarak bak

mak leap eder. 

MeselA, iki boyutlu ilc;genln smm (blr boyutlu ftc;gen) ftc:

genin bir k1em1d1r. Bir konik keeitin noktalar1010 cftmleel bu 

konik kesltin ic;lnde bulundu~u konlnin noktahmnm cftmleslnln 

bir k1sm1dtr (~ekll 29, 30, 81). Kllre yllzeyl, smirlad1jt1 kUrenln 

bir k1em1d1r. 

Bir <fJ 1ekllnin her noktas1 aynt zamanda blr 'P 9eklinln 

noktas1 ise <fJ 9ekline '11 9eklinln bir k1sm1 denlr. 

<[J oekllne 'I' oeklinin lc;lndedir de denlr. 

"' oekll 'F oekliyle tamamen c:ak1vabilir ve bu balde de "' 
1eltllne 'P tekllnln blr k11m1 olarak bakahr, c;llnkll <P 1ekllnin 

her noktas1 'I' ockllnln de bir ooktas1d1r. 

Bir oeklin klSlm kavram101 tarlf ederken buna denk ba1ka 

bir ifade kullanabilirlz: tP 9ekllnin 'I' 9ekline alt olm1yan hic:blr 
nokta11 yoksa ti> oekllne 'I' 1ekllnln k11m1dtr denlr. 

Boo c!lmleye her 1eklin blr k1sm1 olarak baktlabllecetl 

BQtkbr. Bu bGyledlr, c;Unkll boo cllmlenin eeasen hie: elemam ol
mad1jt1 ic;ln, bot cllmlenln verUen berbanl'i 1ekle ait olm1yan 

hie; blr eleman1 yoktur. 

801 nokta cllmlesine ve ti> 9ekllnln kendlslne ti> 1ekllnln 

luu ( ') olm1gan k1s1mlar1, 1eklln dlter blltQn k111mlarma da ha• 

k1s1mlar derlz. 

A 1ekli B 9cklinln blr k11m1 lie A s;; B yazar ve A oekllne 
B Din bir k1sm1 veya A 1ekli B ye dahildlr derlz. 

A 1ekll B eeklinln yaln1z has blr k11m1 ise bunu ACB dlye 

gGsterlrlz. 

') «Ha1~alt ctlmle• tablrl, «proper .ubaet• k•r •1ht1 olarak ahn

r.,,tir. 
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c, C itaretlerine «dahil olma,. veya •alt cllmle olma» iva
retleri denir. 

Genel olarak, berhangi neviden M ve N cllmleleri verillrse 

ve M ctlmlesinin her eleman1 N cttmlesine aitse MCN ioaretini, 

M bot de~iJse ve N ile cakivm1yorsa MC N ir~aretinl kullanmz. 
Eter MCN ise M cllmlesi N nin bir alt ciimlesi dir. 

Verilen vekillerin arakesit i; verilen vekillerin bepsine ait 
olan noktalarm cilmlesidir. A, B 1ekillerinin arakeeiti n arake

sit itaretl ile gOsterilir ve AnB yaz1hr. 

n semboltl, verilen tekillerln ortak k1sm101 belirtir. 

MeseIA eter A, koni'ye ait noktalar1n cllmlesi, B de :r dilz
leminin noktalarmm c1lmlesi ise (~ekil 33), AnB sembolil konik 

kesitin noktalann1n cfimlesini g6sterir. 

Cllmlelerin arakesitine ekseriya cUmlelerin t;arp1m 1 denir. 

~ekiJlerin arakesiti 4 de etrafh olarak incelenmi,ti. 

Verilen ~ekillerin toplam 1, verilen ~ekillerin en az birine ait 
bil tun M noktalar1nm teekil etti~i tekildir. 

A ve B 11ekillerlnin toplam1 U ioareti ile gosterllir ve AUB 
olara k g6sterilir. 

MeselA A ac1k ktlreyl, B de bunu.n smirhyan kllresi ise AUB 
ktlreyi g6sterir. 

Ctlmlelerin toplam1 3 de etrafh olarak incelenmitti. 

~imdi 1Jekillerin c1karma i11lemini ele alahm. A ve B cttmle
lerinin farkmdan B cllmlesine nit olmay1p A cllmlesine ait ele

maulart anhyoruz. A ve B cilmlelerinin fark1 A-B ile g6sterilir. 

MeselA A bir daire ve B bunun cemberi ise A-B ac1k dai
re olur; A bir kilre ve bnnun B bir boyutlu kapah PQ cap1 ise 

A-B, P ve Q noktalar1nda delinmio kilre olur. B nin, A nm 
tamamen tclnde olmast 1art detlldir. MeselA tekil 35 deki <P1-<Pt 

fark1, taranm11 kiam1 atdan </>1 1eklldir. 



BOLOM II 

GEO~IETRtK QlZI MLER 

Bu btUilmde en Onemli geometrik yerleri, 
problem c;Ozilm1lnde geometrik yer usulilnil, cet
,•el ve pergel ve dljter aletler kullanarak geo
metrik c;izim teorleinl '"" bu i,:izimlerin matema
tlkeel eeaelar101 inceliyecejtlz. QOziimleri, baz1 
aletler kullamlnrak yap1lamayan problemlerle 
baz1 cOzttmlerin yap1lan11yacajt11110 ispah verile
cek ve ayrica cebirsel usullerle <;izim problemlerl 
ele alwacaktir. 

7. Geometrlk yer 

Noktalarin geometrik geri, noktalar ciimlesi demek olup, her 

nokta cilmleei bir 1ekil oldultundan, noktalann geometrlk yerl 

kavram1 Ile 1ekll kavram1 ayn1 anlamdadir. 

Meeell blr noktaya olan uzakhjt1, verilen blr R uznnlujtu

na e1lt olan noktalarm geometrik yerlnden (kllre), veya verllen 

blr noktaya uzakl!jt1 R den kll<;llk olmayan noktalarm geomet
rik yerlnden (biltUn uzay - ac;1k kUre) bahsedeblliriz. 

\'erilen bir dairenin bUtiln noktalarmdan ayn1 uzakhkta bu

lunan noktalarm geometrik yeri, verllen dairenin merkezinden 

gec;ip dalre dllzlemine dlk olan dojtrudur. 

Verilen bir kilrenin biltUn noktalarmdan aym uzakhkta bu

lunan noktalar1n geometrik yerl kUrenln merkezldir. 

Verllen blr dllzlemin bUtUn noktalarmdan ayn1 uzakhkta 

bulunan noktalarin geometrik yeri boo cllmledir. 

Verilen bir AB dojtru parc;ae101 dlk ac1 alttnda gOren uza-
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ya ait noktalartn geometrlk yeri A ve B noktalarr atrlan AB cap
h bir kftredir. 

Bir cllmlcyi belirtmck icin elemanlarmin karakteri1tik bir 

ozeligi ni vermek lilz1md1r. Bu l.lzelijti haiz olan her11ey mezkO.r 

cilmlenin clemamd1r, bu tlzelii!'i halz olm1yan ise bu cllmlenin 
eleman1 degildir. 

Bir geometrik geri belirtmek ii;in de noktalarznm hai:z olacagr 

ozeligi belirtmek gerekir . Geometrlk yere ait olan noktalar an

cak ,•erilen l.lzeligi haiz olan noktalardtr. 

Elemanter geometri <;ember, dojtru, kllre, dQzlem, veaaire 

gibi geomelrik yerlerle, bu 11ekillerln k1s1mlari ve bunlarm terki· 

binden teekil edilen 11ekillerle meegul olur. 

Analltik geometride geometrik yer koordinatlarr bir vega 

daha fa:zla denklem t•eya e1itsizligi 1aglrgan noktalar1n cllmleai 

olarak tarif olunur; bu lae, noktalari ctimle hallnde toplayan ka
rakteristik tlzelil?i te11kil eder. 

Bu nokta cilmleeinin, bildi#imiz ei?ri ve yllzeylere beozeyip 

benzememesi veya ba!jka tllrlU nokta koleksiyonu olup olmamas1 
l.loemli deglldir. 

Geometrik yeri temin i<,;in sadcce noktalari cilmle tevkil 
edecek bir l.lzelit?in verilmeai kafidir. 

1. Sab;t A ve B noktalarma ,.[an a:zakl1/clarr arasrndalci 

: <+ 1) 

oran1 sabit olan 110/ctalarrn geometrilc gerini bulmalc. 

a/b oram 1 oldujtu takdirde geometrik yer AB dojtru parca-
9101n orta dlkmeeinden lbarettir. 

Yar1 c;nplar1 a ve b ye e11it veya bunlarla orantih olan A 

ve B merkezli iki daire c;izelim. M bu dairelerln arake1it nokta-
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lar1odan blri olsun (Sekil 57). AMB ve BML blltl1nler ac;1larm10 

MC ve MD ac;1 ortaylar1n1 c;izersek 

AC AM a 
ca= Ma=t;' 

e1,1itliklerinden bu ac;1 ortaylarm AB dogrusunu kestijti C ve D 
noktalar1nm geometrik yere ait oldujtunu gtlrUrUz. 

Sek. 57 

CMP a~1s1 dik oldujtundan M noktas1 CD c;aph c;ember iize

rindedir. 0 halde geometrik yerin her noktas1 bu daire Uzerin

dedir. 

Simdi, bu dairenin her N noktas1mn 

tlzelijtini haiz oldujtunu, dijter bir deyimle, dalre Uzerindekl her 

bangi bir noktanm geometrik yer 1,1artm1 sajtlad1jt1n1 gtlsterece

jtiz. B den gec;lp AN ye paralel olan dojtruyu c;izip bunun NC 
ve ND doltrulartm kestl(ti noktalara P ve Q diyelim. 

ANG ve BCP llc;genlerlnln benzerlijtinden 

AN AC (a) 
BP=cB= b ' 
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ve AND lie BQD benzer ttc;genlerinden 

ve bunlardan da 

BP=BQ 
~Ide ederiz. 

PNQ Ul)lgeni, N ac;1s1 dik olan bir dik ttc;gen oldutundan B 
noktas1 PQ hipotenQsUnttn ortas1 olur ve bunun neticesi 

BP=BQ=BN 

<>lup PBN ntn ikizkenar oldotu gOrttlUr. 

Bundan dolay1 < BPN= <BNP ve aynca PN nin AN ve 
PB paralel dotrularin1 kesmesl lie meydana gelen i9 tera ac;1lar
-dan < BPN = < PNA elde edilir. 

BNP ve PNA ac;1lar1nin etitlitlnden NP nln ANP ac;111n1n 
al)l1 ortay1 oldutu veya 

bulunur. 

Bu daireye (~ekil 57) Apollonlua dalresl denlr. 

2. Bir S nokta•rndan ge~en dolralarrn bir daire i~in• dii111n 

.lci.1mlar1nrn orla noktalarrnrn gtt1metrik gerini balmak. 

Kesenlerden blrlnin dalre ile arakesitl A ve B, ve AB klri
tinlo orta noktas1 M olsun (~ekll 58). M nokta11 dalrenln 0 

merkezi ile blrl8fjtirilirse OMS dlk ac;1s1 elde edillr. 

0 balde arandan geometrlk yerln her M nokta11 OS c;aph 
<ialre ttzerlnde bulunur. 

Bu dalreye alt N noktas1mn, SN doitfuau ancak dalreyt 
kesllti takdlrde, geometrlk yere alt oldalu lapatlanabWr. 
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S noktas1 dairenin d11jinda ise S merkezli demetin biltiln 

dojtrular1 daireyi kesmez. 

OS i;aph dairenin, verilen dairenin iizerinde ve i9inde kalan 
btltun N noktalar1 aramlan geometrik yere ait olup bu geomet-

N --"°"'- .... .._ ,,, ... , 
P." ,, 

..-~7"'o~ \ 

,., 's 
I 
I 
I 

I 
I .... ,,,, a ........... ____ .,,,, 

~ek. 58 

rik yer, S noktas1, verilen dairenin dlijlllda olmas1 halinde i;izi

mi yaptlan dairenin POQ gag mdan ibarettir. 

Bu misal bize, arantlan geometrik yerin her hangi noktas1-

n10 belirli bir ejtriye alt oldujtu ispatland1ktan soora, bu ejtri

nin her noktasm1n geometrik yere alt olup olmad1jt1m, ejter de· 

jtilse ejtrinin baogi noktalarmm katiyetle geometrik yere ait ol

dujtunu ai;1klamak gerekti{tini tebariiz ettirmektedir. 

3. Verilen bir AB doJru par9a11rn1 dik ai:r altrnda goren M 

noktalarmm geoml!trik geri, A ve B noktalarz at1lan AB i:apl1 bir 

dairedir. 

Bu geometrik yeri yukar1da 1 ve 2 misallerinde kullanm11j• 

tlk. Her iki balde de i;apm uc noktalarinm geometrik yere ait 

olup olmad1jtm1 incelemek icap eder. 

4. Sabit bir AB doJru par9a11m1 agnr a91 altrnda goren nokta· 

larm geometrik geri A ve B noktalar1 at1lan iki daire gagrndara 

ibarettir (,Seki[ 37). 
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Uclardan birinin mesela A mn AB yi hang! ai;1 altmda gor
dtlgtl meselesi anlams1zd1r. 

S1k raslad1jt1m1z bir problemi inceliyelim : 

5. Verilen bir dairege dik olan r garr c;aplr dairelerin merkez

lerinin geometrik gerini bulmak. 

Verilen dairenin merkezi O, yarr cap1 R olsun ($ekil 59). 

Verilen dairenin keyfi A noktasmdaki te~etini cizelim ve bunun 

~ek. 59 

tlzerinde AM= r do~ru pari;as1m alahm. M noktas1 verilen dai

reyi dik olarak kesen r yar1 capli dairenin merkezidir. Diger 
taraftan 

OM=V R 2 +r2 = sabit 

oldugundan aran1lan geometrik yer O merkezli ve V R 2 + r 2 yan 
caph daire olur. 

6. Verilen iki dairegi agnr ac:i altmcla goren noktalarm geo
metrik gerini bulmak. 

A ve B bu dairelerin merkezleri, R ve r de yari <;aplar1 
oleun ($ekil 60). 

M, arantlan geometrik yere ait bir nokta, bu noktadan bl
rinci daireye Qizilen tegetler ME ve MF, ikinci daireye <;izilen 

tejtetler MC ve MH ise <EMF=< CMH caridir. Elde olunan 
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dik il<;genler, gorUt ac;1emm yar1s1 olan x ya e9it dar a<;tlari ih
tiva elmeleri dolayteiyle, benzerditler. Bu da 

AM AF R . 
MB= BG=-;-=sab1t 

verlr ki aran1lan geometrik yerln bUtUn M noktalarm1n R + r 
halinde Appoloniue dalresine, R = r haliode de bir d~ruya alt 

olduRn anla91hr. 

Buluoan dairenio bir noktae1 M ol1uo. M ookta11 verilen 

dairelerin d1,inda lee M den bu dairelere teRetler c;lzilebillr. MF 

~k. 60 

ve MG tegetlerini <;lzereek Appolonlue daireeinin Ozeliginden 

MAF ve MGB dik ll<;genlerinden 

AM R =-MB r 

olduRn gOrillUr. 

Hipotentlslerl kenarlarla oraot1h olan ikl dik U<;gen benzer 

olduklarmdan 
<AMF=< BMG(= x) 

bulunur. Vuilen dairelerin banlarrn d1,inda balunan i<: ve J11 ben• 

zerlilr. merlr.e:eleri C ..,e D i•e aran1lan geometrilr. ger CD (:apl1 dai· 

renin nolr.talarrndan ibarettir. 

Verilen dalreler keeiflyorlaraa geometrik yer arakeeit nok-
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talar1ndao gec;er. Dairelerden biri dljterinlo lc;lnde ise geometrlk 

yer bot cUmledlr. Verilen daireler l9ten tejtetae geometrlk yer 

blr noktadao ibarettir. Verilen dalrelerln 1,;ak1tmae1 balinde geo
metrik yer, emm, verilen dalre olan ac;1k disk haric; bUtUn dllz
lerndir. 

lhtar. Noktalara ait her geometrik yer, elemanlar1n1n 

belirll baz1 ozelijti ile karakterize edilir. Boyle herhangl 

bir teklln meeell daireoin, tekli tamamen belirten dljter 

blrc;ok karakterietik ozelikleri vard1r. Bu ifadeyl bir kac; 

mlealle lzah edelim. Bir daireyl, verilen bir noktaya uzak

lljt1 ayn1 olan uoktalar1n geometrlk yeri (dllzlemde), veya 
blr dojtru parc;ae101 aym ac;1 nlllnda goren noktalarm geo

metrlk yerl (bu halde dojtru parc;ae1010 uclar1 daireye dahll 

dejtlldir), veyahut da verllen ikl noktaya uzakhklar1 oran1 

eablt olao <+ 1) noktalarm geometrlk yeri, veeaire olarak 

tarif etmek mtlmkllndUr. Bir teklin nekadar fazla karakte

rl1tlk Ozeligl bilioiree muhteltf proble~lerde raeland1k~ tek· 
11 tan1ma lmklo1 artar; meselA ikl noktaya olan uzakhklar1 
oram sabit 

(
AM a ) 
MB=b+l 

olan noktalarm geometrlk yerinl bulurken dalrenin, c;ap1 

dlk ac;1 altmda goren noktalarln geometrlk yeri olma ozeU

itini kulland1k. Verilen lki daireyl ayn1 ac;1 albnda goren 

noktalar10 geometrik yeriol ararken de Apolloniue dairMl· 
alnin ozelljtinden ietlfade ettik. 

etmdi dojtru Ile ilgili birkac; geometrlk yer inceliyellm. 

7 · Verilen ilci dolradan agnr asalclrlrta bulanan nolrtalarrn p· 

ometrilc gerini balnaalc. 

Verllen dogrular kesi1tiltl takdlrde ireometrik yer, verllen 
dojtrular1n tetkll ettljtl a9llarm birblrlne dlk olan ac;1 ortaylarm
dan lbarettlr <eekil 61). 
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Bu geometrik yer lise derslerinde incelenirken iki doitru ye

rine bir a~mrn kenarlari almmaktadu; bu usullt doitru bulmuyoruz. 

~ek. 61 

Verilen dojtrular paralelse geometrik yer verilen do(trulara 
paralel olan bir doitrudur (~ekil 62). 

~ek. 62 

8. Bir dairenin paralel dogralar demetinden agird1g1 paralel 

kiri1lerin orta noktalarznzn geometrik geri bu kiri1lere dik ~apt1r 
(~ekil 63). 

f 
. 

/ ' / '\. 
\ 

I I 

' I 
\. I 

" ~ 

....... ~ 

~ek. 63 
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9. lki noktaga olan uzakl1klar1n kareleri fark1 eabit olan nok

talarin geometrik gerini bulmak. 

A ve B nrilen noktalar, M de aramlan geometrik yerin 

bir noktas1 olsun (Sekil 64'). 

M 

Sek. 64 

M den AB ye MC dlkmesini indirirsek 

AM' =MC'+ AC', BM'= MC'+ BC' 

bulunur ve taraf tarafa ~1kar1lmas1 lie 

AM'= BM'= AC' - BC' 

elde edilir kl bu, verllen sabite etittlr. 

Aramlan geometrik yerln M noktas1 AB ye dik olan ve bu

nun belirll C noktas1ndan g94;en blr dojtru Qzerinde bulunur. 

Bu CM dikmeslnin her noktas1nm aran1lan geometrik yere 

alt olma kar91t Ozelijti kolayca ispatlanabilir. 

0 halde aran1lan geometrlk yer belirli bir dojtru olup A ve 

B noktalarin1 birlettlren AB doitfusuna diktlr. 

10. Merkezleri Jarkl1 olan iki dairege (:izilen te/et uzunluklarr 

e1it olan nolctalarin geometrik gerini bulmak. 

A ve B verilen dairelerln merkezleri, R ve ,. yar1 ~plan, 
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M de arantlan geometrlk yere alt bir nokta olsun (!;!ekil 65). M 
den dairelere c;lzilen te~eiler birbirine etittir. 

MT 1 =MT1 

M noktaa101 A ve B merkezlerine birle,tirip AT 1 = R ve 

~ek. 65 

' \ 
\ 
\ 
I 
I 
I 

I 

AT 2 = r yar1 c;aplarin1 c;izellm. MT, A ve MT 2 B dik Qc;genle

rinden 
AM"= MT 1

2 + R', BM'= MT,2 + r' 

eoitliklerini ve bunlar1n farkmdan da 

AM2 =BM'= R' - r' = aabit 
elde ederiz. 

Bu blze M nin, yukar1da 9 numarah miaaldeki geometrlk 

yere, diter bir deyimle, AB nin 

AC'= BC'= R'- r 2 

denklemi ile bellrtllen C noktaa1ndan gec;en ve AB ye dik olan 

MC do~ruauna ait oldutunu lfade eder. 
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$1mdl MC dojtrusunun hangl noktalar1nm aranllan geomet

rlk yere alt oldujtunu ai.;1khyacajt1z. M, verllen dalrelerln J1,rn· 

dale/ MC dlkmesinin bir noktas1 olsun . Bu noktadan MT., MT, 
te(tellerl i.;izilebllir. M ve T, noktalar101 A ya, M ve T, nokta
lar1n1 ise B ye blrle1tirelim. 

AT I M \"6 MT t B 

dlk l11;genlerinden 

MT,' =AM'- R' , MT,'= BM'-R' 

e1ltliklerl ve farklarmdan da 

MT,' - MT 2' =(AM' -BM')-(R2
- r') = 0 

elde olunur kl bu, MT 1 =MT, verir; bundan da C\"velce bulunan 

dalreler d111mdaki MC nogrusunun her noktas1mn aran1lan geo
metrlk rere ait oldu~u aeticesi 1;1kar. 

CM dojtrusunun bUtllnUne bu iki dairenin lcatittet elc1eni 
denir. 

Mcrkezleri farkh olan iki daireye i;izileo tejtet uzunluklar1 
eeit Olan noktalar10 geometrik yerl bu dalrelerin kuvvet eksenl• 

nin daireler d1e1nda kalan noktalar1ndan ibarettir. 

Dairelerio kesi!jmesi balinde kuvvet ekseni ortak noktala
r1ndan gei;er ve aran1lan geometrlk yer bu do(trunun ikl 111010-

dan ibaret olur (~ekil 66). Daireler te(tetse geomelrik yer kuvvet 

eksenl lie 1,;ak1eir (~ekil 67 a \'e b). Dalreler e1 merkezli lee mez· 

klir geometrik yer bo!J cUmle olur. 

11. Verilen ilci clairegi clilc olaralc Ice.en clairelerin merlcesleri

nin geometrilc geri lcatJtiet e/ceeninin claireler cl1,rnclalci nolctalann• 

clan ibarettir (§ekil 65, 66, 67). 

§imdl daha zor geometrik yerlere ge1,;iyoruz. 



62 Geometrlk ~lzlmler 

12. lki noktadan uzakl1klar1 toplam1 •abit olan noktalarzn 

geometrik yeri bir elipt1iir. 

~ek. 66 

<~ekil 27 ve 29). 

!;iek. 67 

\ 
\ 
\ 
I 
I 
I 

I 
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\ 
\ 
\ 
\ 
I 
I 

I 
/ 

/ 

b) 

13. Verilen iki noktaya olan uzakl1klarr fark1 mutlak degerce 

.. abit o!an noktalarzn geometrik geri bir hiperboldur: 
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<Sekil 31). 
MF, - MFt = sabit 

14. Verilen bir nokta Ge bir dojfruian uzaklrklarz e1it olan 

noktalar1n geometrik geri bir paraboldur . 

. 'ifF = MD 
(i;;ekil 33). 

Konik keaitler in a~aittdaki gene! tarifini biliyoruz. 

15. Verilen bir nokta Ge bir dojfruya olan uzaklzklar1 araarn· 

daki ora111 aabit olan noktalarm geometrik yeri bir konik keaittir. 

MF 
MD=e=11abit 

Geometrlk yer e < 1 halinde elipa, e = 1 balinde parabol, e > 1 
halinde i11e biperboldur. 

Netice olarak matematigin inki~af tarihinde Onemli rol oy

nam1~ olan bir ka~ geometrik yeri kuiaca gozden gei;iirelim. 

16. a bir dojru, S bir 11m demetinin merkezi olaun ($ekil 68). 

Uzakl1klar 11znlar iizerinde ol{)iilmek 1art1gle, a dojruaunrlan • e1it 

a 

Sek. 68 

uzakl1jfrnda bulunan noktalarm geomt-trik geri Nikomed konkoicli 

ad1 Geri/en bir ejridir. 
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S noktaema konkoidin katpa a do~rueuna taban 1 ve s =AM 

eabit do~ru parcasma aral1k'1 denir. 

Konkoide ait ieteuilen eay1da noktanm cizimini yapmak 

mUmkUndiir. S noktae1nm a tabanma uzakll~m1 h ile gtlsterireek 

s < h, , = h, , > h 

ballerine gtlre Uc nevi konkoid dil!jllnmek kabildir ($ekil 69, 70, 71 ). 

s 
$ek. 69 

a 

Konkoid ~izmeye yarayan aletler kullanarak UcuncU derece 1 
denklemlerin kl>klerini c;izimle bulmak ve bunun neticeei bir ac;1y1 

a 

s 
~ek. iO 

tlc eiJit parcaya Mlmek ve bir kilbiln iki katm1 bulma problemle

rini c;l>zmek kabil olmaktadir. 
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" 

~ek. 71 

Sek. 12 



66 Geoinelrlk ~blmler 

Zaten Nikomed bu e(triyi bu makeatla dU1UnmU.1tU (M.0. 150) 

17. Bir daire alrp taprnm bir ucundaki teJetigle diker ucundan 

J{tten lfln demetini rizelim (~ekil 72). 

Bir 11101n daireyi ve te1teti kestiiti noklalar1 P ve Q ile 

gostererek demetin S merkezinden itibaren 1010 ilzerinde PQ ye 

eoit olan SM uzunluitnnu alahm. Bil suretle M nin geometrik 

yeri belirlilmi1 olnr. 

Bu 1ekilde elde edilen ejtriye Diocles ejtrisi denir (Ciesoid 

of Diocles). 

Diocles bu ejtrl yard1m1yle her hangi blr ac;1y1 Ile; eoit par

~yn Mlmtt1 ve kllblln iki kabn1 elde etmi1tir. 

8. <;h:im problemlerinin ~ozllmllnde 

Geometrik yer usulil 

Geomelrik c;izlm problemlerinln c;OzllmUnde kullanilan geo

metrik yer usulll, bilindiiti gibl, aoa~dakl ueulden ibarettir: 

Eiter problem verilen birc;ok oartlar1 eajtlayan bir veya daha faz

la noktanin belirtilmesine irca edilmi1se oartlardan birini kald1-

rarak geometrik blr yer elde ederiz, oartlardan bir dejterini ata

rak ikinci blr geometrik yer elde eder ve bOylece devam ile bu 

geometrik yerlerln arakesltinde l1lenilen nokta veya noktalar 

gurupu bulmuo oluruz. 

Bazen geomelrik yerlerden biri problemin ifadesinde veril

ml1 de olabilir. Geomelrik yer usulll problemln irdelenme1ini de 

kolayla1tmr. ~imdl birkac; mlsal ele alahm. 

Problem: Biribirinden f arklr a, b, c, dogrularr "'erilmi1ken 

a dogru•u iizerinde b 'Ve c ge uzaklrklari agnr olan bir nokta 

bulmak. 

Verllen a doitrusu geometrlk yerlerden birini teokil eder. 
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Noktanm a tlzerinde olma ljarbni kaldmrsak, nokta b, c do~u

larina uzakhkJan ayn1 olan noktalann geometrik yeri tlzerinde 

her bangi bir yerde olabilir. Aran1lan nokta bu iki geometrik 

yerin arakesitinde bulunur. lki hal vardu : 

1. b ve c dogrularz kesi#rler. lkinci geometrik yer iki ac1 

<>rtay c;ifti olup aranllan nokta bu ac;1 ortaylann a dotrusunu 
kestijti noktalardu. 

Bu halde problemin genel olarak iki cOzftmtl vard1r. Fakat 

a dojtrusu bu ac1 ortaylardan birine paralel olursa bir c;izim var

dir. a dOitIUBUDUD 8()1 ortaylardan biriyle ()lkI!fWaBl halinde BOD• 

suz say1da <;6ziim vardir. a doitrusunun ac;1 ortaylarm ortak 

noktas1ndan gecmesi halinde ise problemin bir cOziimQ mevcuttur. 

2. b ve c dogrularz paraleldir. lkinci geometrik yer b ve c 

dojtrular1na paralel olan g do1trusudur. 

Problemin, a dojtrusunun g doitrusunu kesmesi halinde blr 

~6ziimii vard1r, paraJeJ olmasl baJinde <;6zQmii yoktur, c;akl!fIDB 
halinde ise soneuz say1da cOzllmQ vardir. 

Problem: Verilen iki dairege teget olan a garz(.aplz bir daire 
'{:izmek. 

Verilen dairelerin merkezleri 0 1 ve O,, yar1 caplar1 R1, R, 
<>lsun. Ara01lan dairenin merkezlni bulmak yeter. Aranllan dal

renin verilen dairelerden ikincisine tejtet olma !fartin1 kaldmr

sak biriuci geometrik yer olarak 0, merkezli ve R1 +a, Ri - a 
yar1 caph 61) merkezli daire ciftini elde ederlz, birinci daireye 

te1tetlik !f&rtm1 kald1r1rsak bu sefer O, merkezli, R, +a, R, - a 
yar1 caph e!f merkezli daire ~iftinden ibaret g£.Ometrik yeri bu
luruz. 

Aramlan merkezler bu geometrik yerlerin arakeslt noktala

ndir. Sekizden fazla ()6Zilm olamaz. ~eklln clzUip irdeleme ya
p1lmas1n1 okuyana b1rak1yoruz. 
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Geometrik yer usulQ bazen bukadar ac;1k olarak kullamlamaz. 

Problem : Bir tepe noktasina ait AH= h giiksekliji, AM= m 

lcenar orlagr .,e AD= d ai;r ortag1 '1erilen bir iis;gen i;izmek. 

ADH ve AMH tlc;genlerl bemen c;izilebilir <Sekll 73). lste

nilen ABC Uc;geninin c;evrel dalreslnin c;izlldijtini kabul edelim. 

M ve E noktalan ile c;evrel dalrenln 0 merkezi BC kenar1om M 

orta noktasmdao c;1kao dlkme tlzeriode bulunur. M deki bu MH 

E 

Sek. 73 

dikmeeioio c;izimi ile buoun AD ac;1 ortaym1 keetijti E noktae1-

om c;izimi yaptlabilir. <;evrel dairenio O merkezi, A ve E nokta

lar1odan etll uzakhkta oldujtuodan A ve E noktalarmdan aynt 

uzakbkta olao noktalar10 geometrik yeri Ile evvelce c;izimi yap1-

lan EM doltrusuouo arakeelti olur. Bu euretle O merkezi. bulun
mut olur. 0 merkezll OA yar1 c;aph daireyi c;izersek bunun MH 
dojtrusu ile arakesiti, aranllan tlc;genio B ve C tepe noktalar1 

olur. ~izimln mllmklln olabilmeei iic;ln m > d e1ltslzlijti earthr, 
c;QokQ ac;1 ortay dalma kenar ortayla yQkseklik araetnda bu

luour. 

e1mdi yardunc1 blr problem c;Ozelim. 

Problem : llci Jairenin Jca.,.,d elcsenl11i balmalc. 
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Daireler kesi1lrlerse kuvvet ekseni arakeslt noktalarmdan 
gec;er ve dairelerin TS kuvvet ekseni DM noktasmdan merkez
ler dojtrusuna c;izilen dik dogrudur. 

Geriye, dairelerin ke§i~memesi bali kahr. Verilen dairelerin 
merkezleri 0 1 ve 0 olsun (l,?ekil 74). 

Bu iki daireyi kesen keyfi merkez ve c;aph daire c;izelim. 
Birini kestigi noktalar Au B 1 digerini kestigi noktalar A,, B, 
Q}sun. A 1 8 1 ve A, 8 1 dogrularinm P arakesit noktaa1 kuvvet 

eksenine aittir. Bunun ispah i~io P den 0 1 ve 0 1 dairelerine c;i
zHen tejtet uzunluklarintn e1itli~ini gUrmek kAfidir. P den O, ve 
o. dalrelerine c;izilen te~etler de e1it oldugundan P den 0 1 ve 
O, ye c;izilen te~etler e1it olur. 

P den 0 1 O, merkezler dogrusuna bir dikme indlrerek veya 
benzer 1ekilde ikinci bir P' olarak kuvvet ekseni bulunmu1 olur. 

Problem: Verilen jj~ dairege dik bir daire ~izmek. 

Verllen dairelerin merke:r.leri Ou O, ve 0 1 olsun. Arandan 
dalreni.o. 0 1 dairesine diklik 1arh kaldmhrsa verilen iki daireyi 

<lik olarak kesen dairelerin merkezlerloln, kuvvet eksenlerloin 



70 Qeometrlk ~lzlmler 

dit noktalar101n cQmlesinden ibaret geometrlk yerl buluruz. Ba 

sefer O, dairesine olan diklik oartln1 kaldmrsak 0 1 ve 0 2 daire
lerlni dlk olarak kesen dairelerin merkezlerinln geometrik yerinl 

elde ederlz. 

Aramlan dairenin merkezi bn geometrlk yerlerin arakesiti, 

yar1 CS.Pl ise verllen dalrelere bu noktadan -;lzilen te(tetlerin or

tak uzunlu(tn olur. Buldu(tnmuz bu merkeze bu Uc; dairenin kav

vet me,.kezi denir. 

Problemln c;lziminln yaptlmas1 Ile irdelenmesini okuyana 

b1rak1yoruz. 

Alexandrov'un geometrlk c;izim problemlerine ait feYkallde 

kolekslyonu ek temrin olarak tavslye olunur [31. 

Geometrlk c;lzlm metotlar1, Ozellikle O~retmenler lc;ln yaz1l

m10, fakat O(trencller lc;ln de faydah olablleeek olan D. I. Pere

plolkln 'ln kltabtnda {481, P. S. Modenov'un meobur problem ko

leksiyonunda [381 ve ayr1ca [85] de bulunablllr. 

9. Geometrlk ~b:lm problemlerl ve 

~8zlllmelerlne dair 

•Problem» terimlnin en genel tarifi oudur: Problem, •verl

len• oeylere dayamlarak, aralar1nda ve verlleulerle belirll ba(t10-

ttlar1 bnlunan dl(ter •lstenllen• oeyl~rl •bulma• i11te(tinin blr ifa

desidlr. 

Ohalde her problem, verllen oeylerln sm1/ 1 ilc bulunacak 

eeylerin szn1/ 101 lhtlva etmektedlr (her Stnlf nokta, do(tru, dottru 
parc;a11, Ui,.:gen, daire vesalrelerlnden ibarettir). Bundan baoka, 

balanacak 1egle,.in balunma1 sag1lma11 irin, tatbiki ge,.eken kaiJe, 

usul ve 1a,.tla,.1n beli,.tilmesi ge,.ekmekte:Ji,., Bunsuz, problem be

llrslz olur ve •bulma• nm anlam1 kalmaz. Hangi c;lzim iolemi ic

ra edllirse edilsln, arantlan oeyln bulunmuo oldu~u, haoka bir 
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deyimJe, bu oeyin aram)an oeyJer BJDtflDdan verilen !jeyJer BI D!• 

fma aktar1lm111 olduttu hakkinda biroey sOylenemez. 

Aramlamn bilinmiyenler s101fmdan bllinenler s101hna akta

r llmas1 lcin gerceklenmesl Hlzumlu olan eartlar kesin olarak 

a"1klanmad1kc;a problemden ve c;6zilmden bahsedilemez . 

MeselA bir daire ii;lne dilzgiln bir 17 - R"nln cizilmesi prob

lem I verilmio olsun. 

Rurada f/erilen oey dairedir. Daire verilince herkes ztmnen 

dairenin merkez ve yam;aptom verilmi'1 oldujtunu kabul eder. 

Halbuki bu tamamen dottru dejtildir. 

Vcrilen dairenin ne merkez ne de c;ap1 verilmiose, ve ejter 

bunlar problemin <;Ozllmtl ii;in liizumlu ise bunlari bulmak leap 

edccektir. Bu takdlrde, merkez ve yam;ap buluoacak oeyler ara-

11odad1r. Obalde verllenlerin neler oldujtunun kesin olarak bellr

li!mesi oarb a11iki\rd1r. Aksi halde bir problem yerine baoka blr 

problem Ile kar111kar111ya olma durumu has1! olur. 

Ayr1ca aramlan oeyln, dllzglln bir 17-gen veya kenarlarm1n 

(ve ac1larmm) e,itli(tl earh verilen bir i;okgen olduitunu bilmek

teyiz. Arantlao bu i;okgenin verilen daire ile ilgi11i tepe noktala

r1nm bu daire 1lzeriode olmas1d1r. Problem ohalde daire tlzerln

de belirli iki nokta - iki tepe noktas1 - veya belirli bir klrlo 
bulmaya irca edilmio bulunmaktadir. 

Arantlan cokgenln bulunmu11 say1lmas1 lcin gerekli oartlar 
eaaah rol oynamaktadtr. Meseli\, cetvel kullanmaks1zm, yalo1z 

J>ergel kullaomak suretlyle <;izimio yap1lacejtm1 kabul edeblllrtz. 

•Yelmz pergel kullanarak» ifadesioden ne kestettijtimizl ke1ln 
olarak bellrtmemiz gereklidir. Bu lfade, eramlan cokgenlo blr 

kenarrnm c;izimioin yap1lm111 say1lmae1 ic;in bu kenar1n uclarm1~ 

verilen daireyi pergelln ayaklarmt istedijtlmlz gibl ml yoksa 

belirll olarak m1 acarak clzilecek blr daire Ile kesiotirerek bul

mak demektir? Son halde s:i:im, pergelin agarr bozulmadan gapr

lacak demektir. 
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Kullan1lao aleti dejti1tirmekle problemio farklt c;Ozllmlerl 

olnr. Hatta belirlileo usulle problemin c;Ozllmtl mllmktln bile ol
miyabilir. Bir problemio yaln1z cet..,el kullaoarak, pergelsiz c;O· 

zllmllnil dlltilnmek de mllmk6.ndUr. Cetvel iae llzeriode taksimat 

olm1yao sirf dojtru c;izecek oevideo olabllir. Bu halde c;okgeoin 

tepe noktalari dairenin dotru ile arakesit noktalan bellrtilmekle 
elde edilir. Cetvel iki tarafh da olabilir. Nihayet cetvel 11zeriode 

taksimat bulunur ve bundan c;izimde istifade edilebilir. 

Bu ballerin herbirinde c;okgenin c;iziminin yapdm11 saytla

bilmeei lc;ln farklz 1artlar allllmllttr. 

Verilen 1artlann tatb!ki halinde c;izimio icraa1 ic;in c;ok aa
y1da dotru c;izmek icap edebilir ve c;izim teorlk olarak dojtru ol

du~u balde, pratik olarak imkil.neiz olur. 

Ditter taraftan eay1s1 c;ok olmiyan deneme ile dllzglln 17 -

genio kenano1 bllyllk bir yaluohkla bulmak kabilse de c;izlme 

teorik olarak dotru gOzllyle bakamayiz. 

Ayr1ca bazen de c;izimler zlnclri kullan1labilir ve bir c;izlm

den ard111k c;lzlme gec;tikc;e arantlan tekle daha da yakla1um11 
olur. Teorik olarak, verilen ooktaya ietenilen yak1ohkla noktalar 

bulmak suretiyle matematiksel olarak probleme ~zlllmllt gOzO. 
ile bakmak da ca!zdir. 

Nihayet, ietenilen 1ekle yak1nsayao c;izim ziociri ilzeriode 

durmayarak, verilen aletlerle yakla!}1k oetice veren c;izim ara

mak da milmkiiodiir. Bu halde de probleme matematiksel prob
lem gOzll ile baktlmahd1r. 

Lise geomctrisinde, tarihsel bir geli1imin verdill ahokanltk

la, c;ozllm, pergel kullanarak, veya herhangi merkez ve yar1c;apll 
Jaireler {:i:erek ve bir kenarh cetvel kullanarak, veya dofrular 

{:i:erelc elde edildi~inde, probleme c;OziUmt11 gOztlyle bak1lmakta

dtr. Bu miinasebetle, verilen iki ooktadan' gec;eo bir do~runun, 

merkezt verlleo, ieteolleo yanc;apta bir dalrenin tam olarak c;l
zilebilece~ini kabul ediyoruz. 
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Burada, problem cOzOmleriode matematikael dijter aleUerio 

kullaotlablleceltioi ve elde edilen c6zilmlerin muleber addedilece

lini belirtlyoruz. 

Bu hallerde de problem ve c;Oz!lm, sanki coznm eetvel ve 

pergelle -;Ozillmil9 gibi muteberdfr. Kesin olarak isteollen 9ey fU• 

dur: aramlan 9eyin bulunmu9 sayllmas1 icln kullandaeak usul 

ve aletlerlo kesinlikle belirtilmesl. MeselA, ellpsograf kullanarak 

odaklan F 1 , F, ve bir ooktasmm F, ve F, den uzaklttla.r1 

toplam1 verilmi9 olan elipsin c;izimioio m6mkilo olabilecejti glbi. 

10. Cetvel ve per1elle c;i:dmler. 

Dllzlem geometrlye ail blr c;izim problem!, a9ajt1daki esa1 

(en basil) bee problemden sonlu aayxda probleme lrca edlldijtl 

takdirde, <;Uz.Ulmilo say1hr: 

1. \'erilen iki noktadan gec;en bir dojtru veya doitru parc;a11 

c;izmek. 

2. Merkezl ve yaru;ap1 vcrilen bir dalre veya uc noktalar1 

ve merkezl \'erileo blr daire yay1 c;Izmek. 

3. Verilen ikl dojtruoun arakesit noktas101 bulmak. 

4. \ 'erilen bir dotru ve bir daireoio arakesil noktalar101 

bulmak. 

5. Verilen iki dairenin arakesit noklalar1n1 bulmak. 

Bu en basil problemlerin c;Ozllmlerioln bilindillnl kabul 

ediyoruz. 

Qizimlerde ekaerlya keyfi elemanlar kullan1hr. 

Verllen veya c;izlmi evvelden yaptlan noktalar d11mda nok

talar ahnmas1 hususunda apjt1daki prensipler uygulanu. 
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Prenslp A. Bir d11zlemde, bir do{tru d11~\Dda her hangi bir 

noktamn c;iziml yap1labilir. 

Prenslp B. Bir do{tru ilzeriode evvelce ahoan noktalardan 

bavka bir noktan10 c;izimi yaptlabilir. 

Bu A ve B prensiplerini birc;ok problemin c;6zilml1nde kul

lanaca{t1z. Mesela, bir a do{trusuon dik olarak kesen bir dairenin 

c;izimi bahis konusu olsun. Eger elimizde yalmz a do{trusu var-
88 ve bunun tizerinde bir nokta verllmemiv veya c;lzlmi yapllroa

m111sa 1 - 5 problemlerini kullanmam1z imkln d1vmdadir. Yine A 

ve B prensipleri olmadan verllen bir do{truya dttmdaki bir nok
tadan blr paralel c;izemeyiz. Bunun gibi, bir nokta ve bir do{tra 

verUm1tken hie; bir daire ve hie; bir do{tru c;izemeylz (c;ilnkil, me
&ell blr daire c;izmek ic;in yar1c;apm1 verecek iki noktaya ihti

yac; vard1r). 

Bir c;izimin dojtrulu{tunu keyfi elemanlarz kallanarak ispatlar

ken tabil bu elemanlara keyfi gozll ile ba\:mak ve Ozel Ozelikle-

rini kullanmamak zorunday1z. 

Bir 11eklin her klBmt A ve B prensipleri ve 1 - 5 problemle

rlnin uygun bir suasmin tatbiki sonunda elde edildiltinde vekle 
cc;izllmiijtirit diyebilece{tiz. 

l;izimler sadece lafzen veya cehel ve pergel kullanllarak 

blzzat kl{t1t nzerinde yap1labilir. Hangi yolu se~ece{timiz onemli 

de{tildir. MeselD., merkez ve yaru;ap1 verilen bir kl1reyi i;izmek 
ic;ln hie; bir alet mevcut bulunmamaktadi.r. 

Q6z11mlerden en basitini, en k1sas1ni ve en iyi do{tru netice 

verenini bulmahdtr. Zor ve kar11J1k c;izimler kalde olarak en az 
do{tru netice verenlerdir. 

Cetvel ve pergelln batka tarzda kul111.mlmas1 veya di{ter 

aletlerden lstlfade edilme balinde, en basit 1 - 5 problemleri yerl
ne basit baijka prohlemler ahnmahdir. 
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1 - 5 problemleriyle A, B preneiplerine cetvel ve pergelin ser

beat olarak lrollamlmasina dair eartlar ad1 verilir. 

Her problemin bu 1 - 5 problemlerine irca edilme iei gayet 

yorucu oldugundan, bu irca iei oldukc;a zor bazi problemler iQin 

yap1hr ve diger bfitUn problemler bu son problemlere dtlndiirlllllr. 

«Bir defaya maheus• olmak Uzere QtlzUlecek bu problemler~ 
den baz1lar1 eunlardir : 

P roblem 1. a dogrusu iizerinde bulunmryan bir A noktaszn

dan a dogrusuna paralel bir dogru (:izmek. 

Coziim. a dogrusu iizerinde, A dan (:izilen dikmenin ayaJzn

dan farklz olan bir B noktas1 alalzm (~ekil 75). 

A 

a 

~ek. 75 

B nin bu eekilde eec;ilmesi tatbikatta pergelin ayaklar1 ara

a1ndaki ac;1khg1 A nin a ya uzakhgmdan bUyUk tutmak suretiy

le, bir ayag1 A ya degerini B ye koyarak yap1llr. 

Pergelin bu eekilde ayarlanroas1 hi((bir teorik dilelinceye da
Yanmay1p sirf daha dogru netice elde etmek ic;indir. 

A merkez ve A B yar1.,aph dairenin ((izimi 2 nolu problem 
dolay1slyle mUmklindlir. 
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Yine 2 nolu problemi kullanarak B merkez ve AB yanc;apll 

bir daire c;izebilirlz. Tatbikatta a y1 keeecek kadar kilc;ilk blr 
yay c;izmek kafidir. 4 no. lu problemden dolay1 bu daire ile a 

n1n C arakeeitinl bulmu!j oluruz. Ayn1 yar1c;aph C merkezll bir 

dalre c;izer ve 5 no. lu probleme dayanarak bu dalre ile, c;izilen 
ilk dairenin D arakeeitinl elde ederiz. 1 nolu probleme gore A 
ile D yl birleljtirmek milmkOndilr. <;lzimi yaptlan AD dotrusu 
a rantlan do~rudan ibarettlr. 

<;izlmin dotrulu~u liseden billnmektedir. 

Bir defaya maheus olmak ilzere a ya paralel AD dotruau
nun c;izlmi cetvel ve pergelle yapdm19 olup llerde bu c;izim, tat
blkatta oldu~u gibi, gOnye ve cetvelle yap1labilecektlr. Burada 
milhim olan nokta pnralel dotrunun c;iziminln cetvel ve pergelle 
yap1hme olmas1d1r. 

Problem II. a Jojruau iiztrinde AB dofru parrasz verilmi1/cen 

(a) U:unlutu AB nin belirli bir kati olan ikinci bir dotru par• 

~atr bulmalc. 

(b) AB dolru parc;aain1 '1eril~n 1ag1da e1it par~aga bOlmelc. 

(c) Verilen AB dofru parc;aai ile belirli bir oranda olan bir 

dojru parc;a11 bulmalc. 

<;iS:d im. (a) B merkez ve BA yar1c;aph bir dalre c;lzip (prob
lem 2) bu dairenin a dotrusunu kest!Rl C noktaa1 (A dan farkh) 
ahnarak aym yar1c;aph bir datre ile D nokta11 ve Mylece devam 
olunarak istenilen dotru parc;n11 elde edllir (~kil 76). 

a ...... ~ .... ~--~--~~~---A B C D . . . . . 
§ek. 76 

Bu c;Ozilm k1saca pergelln ayaklar 1n1 dotru ilzerlnde yO.rO.t
mekle elde edilir. 
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(b) AB d111oda bir M noktasmt altp A ya _birleetirelim ve 
bu dogruya b diyelim (~ekil 77). 

~ek. 77 

Cetvel ve pergeUe yapllan i;izimlerde b6yle keyfi elemanlar 

yerine ekseri hallcrde ctizimi yapllm1e olaolar ahoabilir. Misali

mizde A merkezli AB cai;h, B merkezli BA l)Bph daireler cizerek 

buolartn arakesit noktalarmdan biri M ooktasi olarak ahnabllir. 

AM do~rusu Ozerinde A dan itibaren AB yi bUlecetlimlz sa

y1da eeit dogru parcalan ahrsak (a) k1sm10da aolatild1~1 gibi son 

An noktae101 Bye birle~tirir (Proble111 1) ve Att A,, ... , An-i 
noktalanndan A,.B do~rusuna paraleller cizeriz (problem 1). 

Bu paralellerio AB doitrusunun kestiiti B., B21 ••• , B,._ 1 ara

kesit noktalar1 (problem 4) AB yi n eeit parcaya Mlen nokta

lardir (tekilde n = 5 altnm11tir). 

Bu i;6ziimiin dojtrulujtu herkes tarafmdan bilinmekte olup 
netlce, M noktas1oa baglt degildir. 

Bir dogru parcas101 iki eeit parcaya veya cift say1da e1it 

parcaya bl)lmek ii;in lisede g6rflldngn glbi dilter cizimler kulla
Dthr. 

(c) m ve n pozltlf tam saytlar olmak Ozere AB ye orani m 

nln n ye oranma e1it olan CD doitru parcas101 bulahm. Orao1n 

tarmnden n • CD='" • AB yaz1hr ve CD nin clzimi elde edilir. 
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Bunun icin de (a) maddesine gore mAB dojtru parcasm1 almak ve 

bunu (b) maddesi geregince n eoit parcaya Mlmek yeter. 

Problem III. Verien b!r A noktasrndan bir a dogrusuna dik 

bir dogra i;izmek. 

<;ozi.im. 1. A noktasz a dogru•u iizerindedir (~ekil 78). a 

dogrusu uzerinde A dan farkh keyfi bir nokta secer (prensip B) 
ve A merkez AB yam;aph bir daire ctizeriz (problem 2), dilter 

bir deyimle, pergeli keyfi ayarllyarak a dogrusu ilzerinde 

«noktalar alt rtz.. . Dairenln a y1 kestljti B den farkh noktfy1 

(problem 4) C ile gosterellm ve BC yar1caph B ve C merkezll 
daireler ctizelim (problem 2). Son iki dairenln arakesit noktala· 

l'lndan birine D diyelim (problem 5) ve A Ile D yl birleotlrerek 

AD dogrusunu elde edelim (prsblem 1). Bu oekilde elde edilen 

AD dojtrusu A dan a ya ctizilmesi istenilen dikmeden lbarettlr. 

8 c 
A a a 

~ek. 78 !$ek. 79 

Qizimin doitrulugunun ispah lise kitaplannda mevcuttur. 

2. A noktasz a dograsunun d111ndad1r (~ekil 79). a do~rusu 

:Uzerinde, A nm a ilzerindekl ayaitJndan farklt olan bir B nokta-
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s1 sei;elim (prensip B). A merkez ve AB yaricaph daireyi <;ize

rck (problem 2) bunun a ile olan ikinci C arakesit noktas1n1 ala

l1m (problem 4). 

B ve C merkez olmak Uzere ayn1 yam;aph daireler 11izlp 

(problem 2) bunlarm A ve D arakesit noktalarin1 birleetirellm 

(problem 5) . AD, A dan a ya <;izilmesi ietcnilen do~ru olur. 

~'izimin dojtrulugunun okuyan taraf1ndan bilindi~ini kabul 

ediyoruz. 

Problem IV. Verilen bir A nolcta11ncla11 gefmelc 'fJe 'fJerilen 

bir a do/ru8u ile 'fJerilen bir afz gapan bir do/ru fi:r.melc. 

<.;lh:Um. 1. A. nolcta•z a do/rasa ii:r.erindedir (~ekil 80) . 

bfJc verilen a111 olsun. Bu ai;mm bir keoarmda keyfl bir P 

noktas1 ahp (prenaip B) BP yar111ap ve B merkezll daireyl c:lze

Um (problem 2). Ayo• yam;ap ve A merkezli daire c:izerek (prob

lem 2) bunuo a do~rusu ile olan arakesitlerioi C, ve C, ile gos-

a 

~ek. 80 

terelim (problem 4). $imdi C, ve C, merkez olmak ilzere ayo1 

PQ ynrii;aph daireleri cizip (problem 2) bunlarm A merkezll dal

re lle arakesitleriol Rt veg, ile gtisterelim. Bu takdirde, <;lzllen 

Ag,, Ag1 dogrular1 (problem 1) aran1lan do#rular olur. 
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lkl cOzllm vardir. Qlzimln dojtrulujtu, etlt dairelerde etlt 

yaylar1 gOreo merkez ac1iar1010 etitlijtine dayanmaktad1r. 

2. A no/daaz a dolr1Uanan dr1indacl1r. a do~rusu ilzerinde 

keyfl blr A, ooktas1 ahp (prensip B) yukardaki 1 tlkkinda oldu

jtu glbi A, den geviP a Ue verUen ac1y1 teokll edeo dogruyu, ve 

sonra A dan bu dogruya pnralel dojtruyu clzeriz (problem 1). 

Qlziml yaptlan bu dojtru aranllan dojtrudur. Bu balde de lkl cO

zQm mevcuttur. Qizimin dojtrulujtunun ispah baeittir. 

Problem V. (a) Bir a~rg1 iki e1it par~aga biilmelc; (b) bir 

a~rnm belirli lcatrnr balmak. 

c;&zUm: (a) aAb verllen ac1 oleun (~ekll 81). a do~rueu ilze

rlnde keyfi blr B noktae1 ahp (preneip B) A merkez ve AB ya

ru~aph daireyi cizelim (problem 2). Tatblkatta bu daire, B yl 

eec;meden bemen cizileblllr. Bu daireoin b dotrueu ile o!an ara-

A 

§ek. 81 

keeltlni C ile gOsterelim (problem 4) ve ayn1 AB yar1cap1 Ile B 
ve C merkezli daireler clzelim (problem 2). Bu dairelerin A dan 

farkh olan arakesit noktae1na D diyellm (problem 5) ve A lie 

D yl blrleotlrellm (problem 1). 

Bu auretle elde edlleo AD dojtruau verllen av1n1n araotlan 

ac1ortay1dir. 
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<;(OzllmUn dotrulutunun ispall kar111t kenarlari eelt olan 
ADC ve ADB ilc;genlerinln eeitligine dayanmaktad1r. 

(b) aAb verilen ac;1 olsun ($ekll 82). 

eek. 82 

a dogrusu Uzerlnde keyfi blr B noktas1 alahm (prenalp B) 

ve A merkez ve AB yar1~aph dalreyi c;lzellm (problem 2). Bu 
dalrenin b yi kestigi noktay1 8 1 ile gOaterlp (problem 4) 8 1 mer
kez ve 8 1 B yar1c;aph dalrenln evvelki daireyi keatlti yere B, 
diyelim (problem 5). B, merkez • ve ayn1 B 1 B yancaph dalreyl 
c;lzip (problem 2) B, noktasm1 elde • edelim (problem 5). Bu su

retle devam ederek verilen ac;mm n katI olan BABn aiv1s1nm c;i
zimi yap1lm111 olur. $ekllde n = 5 ahom1et1r. 

Qizlmin dogrulutunun Jspatt, kiritlerl eelt olan yaylarm 
eeitli~i Ile, eelt yaylar1 gOren merkez ai;llannm etiUljtine dayan
maktadir. 

Bununla, cetvel ve pergel kullanarak c;izlmi •bir defaya 
1Dabsu£• olmak ilzere yap1lan problemlerln listeslni tamamlalDlt 
bulunuyoruz. Tabll bu liste, genieletilerek «Temel c;lzlmler• ad1 
alt1nda c;ok aay1da problemden lbaret lisle haline de getirilebilir. 

Bir c;izim probleminl eeh·el ve pergelle c;Ozerken, bu I - V 
Problemlerinl tipk1 en basil 1 . 5 problemleri glbl kullanabilece-
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lb· Meeell, blr dotrufa dlk blr dolru obmek latenek problem 
III teld olzlmlerl tekrar da '9deblllrl1 vefa buDun yerlne olllml 
adece blr gGnJe Ile 7apar11. GGaJeJl, Jeal blr alet lllvnl- ola· 
rak 1oz.etmlyerek cetvel ve pel'lelle yap1lan c;lzlmler zlaelrlnl 
tekrarlamamak lolD kullaa1yoruz. 

lhtar. Problem V'la (a) 1lk1nnda blr qa, problem II ala 
(b) 11kkmda blr dotru pareaamaa n ept parpya bOlQomesl glbl, 
11 tilt parc;aya delll lkl 11lt paro&Ja bOltlomQ1tnr. 

Bu, blzl her c;lzlmla cetvel ve perplle veya daha dofru1u 
1 - ~ problemlerl lle A ve B prea9lplerlne da7ana.rak yapllam1-
yacata ba1usuaa gGttlrtlr. 

Meeell, ,..,.leanp 61r •o•JI eetyel ve pel'lel kallaaarak tlo 
etlt parc;aya bOlmek lmkllwzdar. Buda 1adece, dofru ve dalre
ler c;lzmealu herhangl blr •OIJI tlc; tflt pu'l;aJ& bGleD dolfulann 
elde edllmeelae tlfl gelmemul demektlr. Balbotl a1b11da blr 
ac;1am tlc;te blrl mevcattur. Bouua tlbl, verlleu blr ao111 lanolaan• 
al UJlda e1lt parc;aya bGleu dotruJar da mevcotlur, fakat (n=B 
pbl) bszt aayllar loin bu dolfular1 araualau elemaalar 111uf1adaa, 
1-~ problemlerlyle A, B preaalplerlal veya cetvel ve pergel tul· 
laaarak elde edUeu elemanlar 11nafana aktarmak lmkAu11zdlr. Bu 
aletler bGyle olzlmler Iola yetenlzdlr. 

Dller but aletler kullaamak, veya dlter eeaa problemlere 
bqvurarak blr &OIJI 110 91lt parc;aya bOlmek gtloltlk arzetmez. 
Aynca, tatblbtta bu olzlmler eberlya cetvel ve per1elle 7ap1· 
lau c;lzlmlere aazaran daha 11hhatll aeUceler vermektedlr. 

Burada, bu1 ao1lana cetvel ve per1elle Go 91tt parc;aya bG

ltluebllecellD• lpret edellm. BG11e ac;alardaa m .. 11 dlt ao1J1 
zlkredeblllrlz. 

e1mdl ortaya, cetvel ve pergelle tlc; 91lt parc;aya blSltlnebl· 
lecek aollanu ctlmlealala kuta olarak bellrUlmeal l1e (Gzel ola· 
rak 6ff' yl lc;lue alau) dlter ac;llana celvel ve perplle ve7a , .. ; 
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problemleri kuJlanarak Uc; eeit parc;aya MHlnemiyece!linin ispa

tmm yapllmas1 c;1kmaktad1r. 

Bu nevi imkAns1zhj!m ispab matematijtin gilc; problemlerl 

arasmda olup bir c;ok hallerde elemaoter metodlann d1emda kal· 

maktad1r. rn uncu yilzy1!1n sonlarmda c;izim problemlerioio c;ijzil

mUniin cetvel ve pergelle yap1labilmesl problem! tam olarak ince

lenmi~tir. \ijzillebilen ve c;Ozilleruiyen problemler kesin olarak 

belirtilmle olup problemin tam c;ijzilm il analiz ve yilk&ek cebirde 

yer almaktad1r. 

<;o:iim imkdnuzl1g1 010 eJemeoler bir ispallo1 12. de gijre

ce~iz. 

11. <;izim problemlerinin c;ozilmiinil cetvel ve 

pergelden ga)'l'• usullerle el de etmege dair . 

Cet,·el Ye pergel kullanma matematiksel olarak temel -1-5 

problemleri ve A, B preosipleriyle Hade edilir. Bu da, geometrik 

bir elemanm aramlan ~eyler srn1frndao, ad1 gec;en prensip ve 

temel problemlere irca edilebilen yollarla bulunan §eyler s101fl

na akt81"1lm1~ sayllacaj!1 anlommdad1r. Bunlnra c;ijzilmil \•ereo 

mant1ki t•<' teorik nlet gl!ziyle bakilabilir. 

Geomctrik aletlerio bai:ka terkiplerine de temel problemler 

cinsinden ifade ed ileo diger man t1ki c;Oziim "yollar1 tekabill eder. 

liirkac misal alahm. 

('izimde sadece serbest olarak pergeli kullanalun, di!ler bir 

deyimle, pergeJ keyfi daire ~izecek alet olsun. Bu sadece pergel 

kullanarak c;izim clde etme hali olup matematiksel olarak 1,2 ve 

5 no. lu temel problemlerioin kullao1lmas1 demektir. 

Problem 1 in tatbiki, bir do~ruouo iki noktasiyle belirli ol

tnas1 demek olup do~ru Uzerinde bu do~ruyu belirten ikl ookta

dan farkh bir nokta ahoacaksa bu, aocak lki daireyi kesietir· 

mekle elde edilmelidir. S1rf 1, 2 ,·e 5 problemlerinin kullan11ma-
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91 ballnde cetvelle dotru c;lzileblllr, fakat lkl dolruyu veya blr 
dolru lle blr dalreyl ke1l1tirerek blr dotru O.Zerlnde nokta bul
mak calz detildlr. Biter doitrular zlhnen dtlttlnfllm11t olmaktan 
zlyade fillen c;lzllmltae 1, 2 ve 5 problemlerl, bu doltrularm ara
keelt noktalannm arantlan teYler 11mf1na gec;mlt oldutunu ka

bul etmemlzi gerektlrmez. <(lzllmlt dotrular1n arakealt nokta11 
arantlan 1eyler 1mtf1nda kalmakta devam eder. Elter Myle blr 
nokta, verllen veya c;lzlml yaptlan dalrelerln arakealt nokta11 
olarak elde edllmltte verllen 1eyler 11n1f1na glrmlt olur. 

Yalntz pergel kullantlan c;lzlmlerde A prenalblne lhtlyac1m1g 
yoktur. Zlra bu halde dolfuyu bellrten ve verilen feyler 1101-
ftndan olan lkl nokta mevcuttur. 

Yalntz pergel kullantlma11 blr doltrunun verllme 1ekllnl de
llttlrlr. Bir dotnl evvelden (cetvelle c;lzllmlt olarak) verlleblllr, 
fakat tuerlnde, bellrlenen hlc; blr nokta11 yoktur. 

Bir dalre de, evvelce olduitu glbl, tlzerlnde bellrlenen nokta 

verllmemlt oldultu halde, •merkez ve kendlal c;lzllmltken• verll
mlt olarak kabul edlllr. Dller blr deylmle, dalre merkezlyle blr
llkte verllen ,eyler a1ntf1na dahlldlr, fakat tllerlndeki hlc; blr 
nokla bu 11n1fa alt dettldlr. Bunun, cetvel ve pergelle yaptlan 
c;lzlmlerde dotru Ue benzerllltl vardir. 

!}lmdl, 1, 2 ve 5 problemlerlne •t•lt1dakl pren1lbl kabyoruz. 

Prenalp B*. Bir dalre tlzerlnde, evvelce c;lzlml yap1lan nok
talardan batka blr noklan1n c;lzlml yap1lablllr. 

A prenalbl lc;ln Myle blr 1eye lbtlyac; yoktur, zlra i;l1hnl 
yaptlan dalrenln d111nda, meaell merkezde blr nokta euMn 
mevcuttur. 

B pren1lblnl koymamaa1n1n lUzumu •talt1dakl problemden 
dolay1 ac;tkt1r. 

Yaln1s 1, 2 N 5 temel pl'oblemlerinl lcallanal'alc 9 e,.llen bir 

tlall'e i~lne ( mel'lcezl tie C1erilml1til') tlilzpn bl,. 6 - gen pzmelc. 
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Dairenin merkezinden ba1ka elimizde bir nokta olmad1gin

uan pergeli yam;ap kadar a9maga ve dolay1siyle hi<; bir 9izlm 

yapmaga imkan yoktur. 

Ralbuki B prensibini kullanirsak daire 11zerinde bir nokta 

alabilir ve merkezden de faydalanarak yar1yap1 bulur ve dQzgf1n 

alt1geni 9izebiliriz. 

Yalmz pergelle yap1lan bllt11n <;izlmleri etrafhca ele alam1-

yaca{tim1zdan sadece bir kac; misalle yetinece~iz. 

(a) Bir AB dogra pari:arz verilmi1ken banan herhangi bir ka

ti olan ikinci bir dogru parpasi i:izmek (~ekil 83). 

"--- A~--.1,., 

A 

~ek. 83 

<;oziim. B merkez ve BA c;aph daireyi c;lzelim (problem 2). 

Ayn1 BA yar1c;aph ve merkezleri A, A 11 A, olan daireleri c;izip 

(prob1em 2 ve 5) B, noktas1n1 elde edelim. AB, dojtru parc;as1 
(problem 1) verilen do~ru parc;asin1n iki kalldtr. Hu sefer B1 

nierkez ve ayn1 AB yar1c;aph bir daire Ile (problem 2) aym yar1 

caplt A, merkezll daireyi c;izelim (problem 2) ve sonra A, mer

lllerkezli daire He arakesit olarak B, noktasm1 elde edellm. AB1 

dogru parc;as1 (problem 1) AB nin 11c; kat1d1r. Bu suretle devam 

.iderek AB nin istenilen kab elde olunmu1 olur. 

QOz11m11n do~rulu~u ac;1kt1r. Qizimden de anla11la~1 vec;hi

le cetvel ve pergelden batka aletler kullan1ld1~1 takdirde c;Oz11-

llllln ba1ka yola ba1vurularak yaptlmas1 gerektlgi atikArdir. 
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(b) Bir AB dojra par~a1r1ar '1erilen 1ag1da e1it kmmlara bol

mek (§ekil 84). 

<.;oziim. AB do~ru par"aa1n1, kendiainl b!Hece~imiz say1 
He c;arpar (yukaridakl (a) problem I) ve AC= n • AB do~ru par-

8 

$ek. 84 

c;as101 elde ederiz Ceekilde n =a hali ahnm111ttr). C merkez ve 

CA yarn;aph daireyi clzer (problem 2) ve bunun A merkez ve 

AB yaric;aph daire ile olan D, D, arakeslt noktalarin 1 buluruz 
(problem 5). Ad1 gecen beriki dalre AC yl bulmada kullan1lan da

ireden ibarettir. D ve D, merkez ve DA= D,A yaru;apb daire

leri c;izerek (problem 2) E arake&it noktasm1 buluruz (problem 5). 

Eide edilen AE do~ru parc;ast AB nin istenllea parc;asmdan iba
rettir. 

lapab . §eklin simetrisinden E noktas1 A, B, C do~rusu Uze

rinde bulunur. lkizkenar DAC ve AED 11"genleri A taban ac;1la
r10m eeitli~inden dolay1 benzerdirler. Bu benzerlikten 

AE AD 
AD= AC 

yazar ve AD= AB yi kullanarak 



Oeometrlk ~lalmlar 87 

AE AB 1 
AB= Ac=-;-' 

ve netice olarak AE = 1/n AB elde ederiz. 

Ozel olarak n = 2 alablliriz, dl(ter bir deyimle, bir do(tru 

pari;aem1 strf pergel kullanarak ikl coil parc;aya bOleblllrlz. Sade

ce pergel kullanarak eldc edileo i1:1lemler cllmlesl cet\•el ve per· 

gel itlemleri cllmlcsioin blr k1sm101 teokil eder. Buouola beraber 

l)U teorem dottrudur : Ceif•l'I ve pergelle fii:iilebilen her problem 

•adece pergel kullanrlarak fii:Ulebilir. 

Bu teoremi ilerde h1patl1yaca(t1z (BOlnm VIII). 

Onsekizinci yilzy1ho soouoda matematik~i Masqneronl per

gelle ynp1lao <;izimlerle ugral)mtl) \'C yukar1daki teoremi elde et

mi~tir (13), (1), (l'l). 

l\faequerool 'n in inceledi(ti proplemlerdeo l)U ikisioi zikredellm. 

(l) Verilen bir doJtrunun bir darre ile o/a.., arakeait noktalarrni 

bulmak. 

(2) Verdl'n iki dairenin arake•it noktalcrrrnr bulmak. 

Cetvel tek bavrna pergel kadar ycterll geometrik bir alet 

de{tildlr. Cekel ve pergel knllaoarak \'eya ayo1 f~Y demek olao 

sadece pergellf' c;Oznlen problemler, sadece cetvelle yaptlama

maktll, diler blr deyimle 11arlece 1 ve 3 problemlerl ve A, B 
prenslpleri kullao1larak yap1lamamaktad1r. Gelecek bahiste bu 

<;izimlerden birlne rastl1yacaJl1z. 

Cetvel ve pergeli serbest olarak kullaoarak yap1labilen bU

tnn <;izlmleri icra edebileceJlimizi blr tarafa b1rakarak bazt vart

lar kooabiliriz. MeselA, pergeli bellrli bir miktar kadar ac;mata 

veya ayo1 eabit yar1c;aplt dalreler i;izme~e, batta merkezi verl

len yaln1z bir dalre i;izmette ,.e pergeli bir tarafa btrakarak geri 

kalan c;izlmleri yalntz cel\'elle elde etmete milsaade edebiliriz (58). 
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Bu c;lzimler tabll temel 1 ve 8 problemlerlyle A, B ve s• 
prenalplerl ve ap~dakl lkl prenaiple karakterlze edllmit olurlar. 

4'. Me,.Jcui ile biP'likte b;,. daiP'e 'izmelc miimlciindii,.. 

5'. p,.,n•ip 4' de '11e1'1len dai,.enin, 'lllP'ilen 'Vega ,lzimleP'I ga

pilan dofrula,.la olan aP'ake•it nolctalannr bulmalc miimlciindii,.. 

Bu tek dalre merkezalz verllmit oldujtu takdlrde, bu dalre 
blr cetvel Ile blrllkte, cetvel ve pergelle yap1lan bQtQn c;lzlmlerl 
vermege yeterll olmamaktad1r. Bunun lapati llerdekl bahlale ve

rllecektlr. 

§imdi iki kenarh celvelle yapllan c;lzlmlere, dljter blr de
yimle, aralar1ndaki uzakbjt1 aabit a mlktar1 olan paralel lkl dojt
ru yard1miyle yap1lan c;lzlmlere gec;elim. Bu c;lzlmler temel 1, 2 
ve S problemleriyle • A, B prenaiplerine dayanmaktad1r. 4 ve 5 

problemleri yerlne at•ittdakllerl ahyoruz. 

4". Ve,.ilen wga ,iziml gapilan b;,. dol,.uya, buna uzakl1fr a 

olan paralel iki dofru 'izme/c miimkiindiir. 

Bu prenaip, cetvelin blr kenar1n1 blr dojtru tlzerlne getirip 

otekl kenariyle bir dojtru c;lzllebilecejti anlam1na gelir. 

5~. Aralar1ndaki uzaklrlc a dan kii,iJ/c olmrgan iki noktadan 

ge,mtk iiure uzakl1klarr a olan paralel ilcl dof,.u 'izme/c mi1mlci1n

di1r. 

Bu lae, cetvelln bir larahn10 blr noktaya dlterlnin dijter 
noktaya gellrllebilmeal demekttr. 

Yaln1z pergel kullandd1tmda dotrular lc;ln aOyledljtimlz hu

aualar temel problem 2 lc;ln de carldlr. Keyfl dalreler de c;lzebi
llrlz, fakat bu dairelerln noktalar1n1. verlien veya c;lzlmi yap1lan 
dojtrularm arakeaitl olarak elde etmedikc;e c;izlmlerde kullaoa

may1z. 

lkl kenarh cetvelle yapdan c;lzlmlere gec;meden evvel blr 

gudrmcr teorem iapathyahm. 
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Bir yamakta, lco1egenluin arakuit nokta.,nr para/el olmrgan 

kenarlarrn arakesit noktaazna birle1tiren doJru gamaJun tabanm1 

iki.eJit part;aya baler {$ekil 85). 

~ek. 85 

lspab. ABCD yamugunda AC, BD ktltegenlerinin arakesit 
noktas101 E ve paralel olm1yan AD, BC kenarlar1mn arakesit 
noktasm1 da F ile gosterelim . Bu EF dogrusunun paralel AB, 
DC kenarlarm1 kestigi noktalar kar~1hkll olarak G, H olsun. 

Benzer ACF ve DHF ilcgenlerinden 

AG DH 
GF= HF' 

benzer BGF, CHF U~genlerinden ise 

GF HF 
GB=Hc 

Yazar ve bunlar1n taraf tarafa carp1lmasiyle 

elde ederiz. 

AG DH 
GB=Hc 

Bunun vibl, AGE, CHE ve BCE, DHE Qcgenlerinin ben· 

~erliklerinden de 
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AG_HC 
GB-DH 

yazar ve son iki e~itligio taraf tarafa (,l&rp1lmasiyle 

(AG)' GB =t 

veya AG= G 8 ve DH = HC neticelerine varmz. 

Problem . Bir AB dngru part;as1111 iki e1it par;aga bolmek 

(~ekil 86). 

c;azilm. AB dogrusuna a uzakhginda paralel bir do#ru l,li

zelim (problem 4') . Qizilen bu dogru iizerinde keyfi C ve D nok

talarrn1 ahp (prensip B) AD ve BC dogrular101 c:izerek (problem 

1) ABCD yamugunu teokil edelim. Yamugun AC ve BD kB~e

genlerl l,lizildi~nde (problem 1) E arakesit noktas1 (problem 3) 

ve paralel olm1yan keoarlardan da F noktas1 (problem 3) elde 

edilir \'e bu iki ookta birle~tirilir (problem 1). EF ve AB tlo~ru

larmm G arakeslt noktas1 (problem 3) AB nin arantlan orta 

noktas1dll'. 

tspat, yukar1daki yard11nc1 teoremin blr neticesidir. 

Prob lem. Bir a dogra11una, bunun d111ndaki k!!gfi b;r nokta

dan para/el dogru i;izmek. 
F 

a 

~ek. 86 
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Bu problemi cetvel Ve pergel kullanarak cozmuvtttk. ~imdl, 

t;OzilmU iki kenarh cetvel kullaoarak elde edece~iz. 

q 

~ek. 87 

<;oziim. a doitrueu flzerinde (~ekil 86) keyfi P ve Q nokta

larm t secerek (prensip B) PQ nun R. ortasm1 alahm (evvelki 

probleme gore). PA 010 uzant1e1oda olmak Uzere AP Uzerlode 

keyfi hir F noktas1 se~ip (problem 1: prenelp 8) Q noktasm1 QA 

ve QF dojtrulariyle A ve F noktalar1na blrlevtirelim (problem 1). 
QA ve RF dojtrularm1n E arakeeit noktae101 (problem 1 ve 8) 

P ye birleetlrip (problem 1) PE ve QF nio arakesitinl B ile gOs

terelim (problem 3). AB doitrusu (problem 1) aramlan paralel 

do~rudur. 

Yamu~a alt yard1mc1 teoremi kullaoarak lspabn yap1lmaa1-

01 okuyana b•rak1yornz. 

Problem. Bir b clotru•unun bir A noktaarnclan b clojruauna 

clik clolfru cizmek (~ekil 87). 

<;oziim. ~ekilde keyfi blr M noktas1 ahp (prenslp A) buno 

A noktasma birlevtirellm (problem 1). AM ye paralel ve bundan 

a uzakhtt1nda olan p ve q dojtrularm1 -;izellm (problem 4'). p Ile 

b nln arakesltloe B dlyelim (problem S) (~lzlm AB >a olacak 
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tekilde yap1lm1ftll'). Sonra aralanndaki uzak11k a olmak llzere 
A dan gec;en r dotruslyle B den gec;en • dofrosunu c;lzellm ve 
q lie 1 nin arakesiti olan C noktasm1 (problem 8) AC ile A nok· 
ta11na birlettlrellm (problem 1). :Elde edilen AC dojtruao aran1-
lan doitru olur. lspat, c;izim esna11nda elde edllen eokenar dOrt
genler ile bunlar10 kOoegenlerloln Ozeliklerloden c;1kar. 

Paralel dotrular c;lzebildljtlmlzdeo, lkl kenarh eetvelle blr 
ooktadan bir dofruya blr dikme lodlreblllriz. Boyle bir c;lzlml 
mu olarak yapmak faydah olur. 

Problem. (a) Bir at;191 ikl e1it part;aga bOlmek, (b) 'fleriltn 

bir at;mm herhangi bir lcat1nz bulmalc. 
. c 

p 

4 b 

~ek. 88 

c;or.nm. (a) Yerilen ac;1 bAc olsuo (~ekil 88). Ac;m1n b ve c 

kenarlartoa paralel olan ve buolara ur.akhf1 a olao p ve q dolt· 
rular1ru c;lzlp (problem 4') bu auretle teokll edllen eokeoar dOrt
genio AB kOoegeninl c;izelim <problem 8 ve 1). <;tzlmin dofrulu· 
tunuo ispab etkeoar dOrtaeololn kooegenln Ozeliklerlnden c;ikar. 

(b) Verilen ac;1010 ikl kabn1 bulmak yeter. bAc, verllen ac;1 

olsun (~ekil 89). b den a ur.akblmda olan b ye paralel p dolfo· 
sunu c;lzlp (problem 4') p ile c nln arakealtlne C dlyellm (prob

lem S). A ve C noktalar1ndan gec;mek 1lzere uzakhklar1 a olan r 
ve , do~ru c;lftlni c;izelim (problem 5'). 
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Bu suretle elde edilen rAb ac;lBI, bAc ac;1ainm lkl kati olur. 
l11pat eekenar dOrtgenio l.lzellklerlnden c;1kar. 

b 

~ek. 89 

Paralel dotrular c;izebllmemiz apt1dakl problemln c;OzQmQ
nU de verir: 

Problem. Verilen bir noktadan gefen ve bir dolra ile verllen 

bir afi gapan bir dolru ~i:mtk. 

<;izlmin yapllmHIDI blr temrin olarak okuyana b1ralnyoruz. 

lki kenarh cetvel kullanma Qzerlne aon mlaal olarak, dalre 

c;lzlml lmkAns1z olan veya c;lzilmlt dalrelerin noktalann1n kulla
ndmasma mQaaade edllmiyen ballere alt c;ok tlpik bir problemln 
c;OzUmQnQ ele ahyoruz. 

Problem. Bir b clo/ra•anun, C merke:r. v• CM gan~api Ile 

verilen bir daire Ile arakuit noktalarrni bulmak <eekll 90). 

f;8zilm. CM yar1c;ap101n b ye paralel oldutunu kabu~ ede
bUlriz. Eter detllse evvelki c;izlmlerle paralel bale getlrlleblllr 
(bu, temrio olarak yapdmahd1r). 

CM ye paralel \'8 buodan a uukhtmda olan c dotrusunu 
c;lzelim (problem 4'). b 1lzerinde!keyfi blr B nokta11 alabm {pren• 
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sip B), ve CB dojtru11unu c;izip (problem 1) c doitrusu ile olan 'B' 
arakesitini elde edelim (problem 3). B yi M ye birleotirelim 

(problem 1) ve B' den BM ye paralel B' M' doitrusunu c;izelim , ' ~ ' I ' I \ 
I ' I \ 

I c IM 
I a \ c 

b 

p q' 

q 
~ek. 90 

(e\'\·elce i;uzU\mUetll). C ve M' den gec;mek ve aralarmdaki nzak

hk a olmak Qzcre p ,.e q dojtrular1n1 c;izcllm (bu c;izim geuel ola

rak iki tUrlU yap1labilir) (problem J>•). 

p, p' dojtrularmm b do1trnsu ile olan P ve Q arakesit nok

talari (problem 3) b nin daire ile olan arakesll noktalarmdan 
ibaret olur. 

lspat. C' M' ED vc CM' E' D' ei;ikenar dOrtgenlerlnden (~e

kil 90). 
CD=CD'=CM' 

-0ldujtunu gornrnz. 

Bir ac;m1n kenarlarmm paralel dojtrularla kesiomesinden el

de edilen do~rn parc;alariyle ilgili teoremden 

CP CQ CB CM 
en= CD'= CB'= CM' 

yazar ve evvelkl eoltliklerden 
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CP=CQ=CM 

buluruz. Bu ise P ve Q noktalarm1n CM yar1.,aph daireye alt 
oldujtanu gosterir ve ispat sabit olur. 

Oyle ise 'Verilen 'Vega ~izimi gaptlan bir dofrunun 'IJerilen t1e· 

ga c;izimi gap1lan bir daire ile olan araktsit noktalarmzn c;iziminin 

etlvelden gap1lm11 oldugunu kabul eiebiliriz. 

Bu ielemi daha evvel, problem 4' ye dayanara'r cetvel ve 

pergelle yapm11t1k. ~imdi ayn1 1eyin iki kenarh cetvelle yaptla

bildijtinl g6rllyoruz. Aynt '"izim aletini kullanarak iki dairenin 

arakesit noktalarm1 da bulmak miimkiindiir. (Bu <;izimi temrin 

olarak yapm1z). Bu da, blr nokta, verilen veya <;lzlmi yap1lan 

iki dairenin arakesitl oldn~u takdirde, clziminin yap1lm11 oldu

jtunu kabul etmek anlam1ndad1r. Dijter bir deyimle bu, problem 

5' niln iki kenarll cetvelle c;Bztilebilece~i demektir. 0 halde te

mel 1-5 problemleri iki kenarh cetvel kullanllarak '"ozlllebilir. 

Buudan da 1u neticeyi c1karmz: Cetvel ve pergelle yap1-

labilen hlltiin cizimler sadcce iki kenarh cetvelle yap1labillr. 

Ottrenci bu cok onemli c;izimler uzerinde tecrilbe kazanmak 

i<;in, merkezi 'Verilmigerek c;izilmi~ bir dairenin, sadecc ikl kenar

lt bir cetvelle ve cizlltni1 dairenin noktalarm1 kullanm1yarak 

merkezini buJmahd1r. O~renciye aynca bir temrin olarak 1u 

Problemi incelemesi taveiye olunur: Kare1t olarak, iki kenarlt 

cetveUe yaptlnbilen bUttln cizimleri cetvel ve pergelle elde et
mek kabil midir '? 

Benzer tarzda, clzimlerl dik act ile yapmay1 ve bu alete uy

gun temel problemler sec;meyi dilfilneblliriz. Hu halde de en-el

ki neticelere benzer neticeler elde edilir. 

Cetvel \•e pergelle milmkiln olan her ciziru sadece eerbeet 

hareket edilebilen dik ac;1 Ile yap1lubillr. 

Serbest iki dik a'"'• cetvel Ye pergelden daha kudretlidir. 
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tki dlk ac;1 kullanarak yaln1z eetvel ve pergelle yap1labilen c;l
zimlerl dejtll, bunlarla yapllam1yan c;izimleri de elde edebilirlz 

[2], (51] . 

Cetvel ve pergel, lkl kenarh cetvel, vs. glbi aletlerle c;izim
lerde tecrQbe kazanlld1ktan sonra Ojtrenclnln bu aletlerin her bl

riyle Ilse kitaplarmda rastlanan b!ltlln cizlm problemlerini coz
meel bararetle tavsiye olunur. 

Bu bahlste verdijtlmlz geometrlk aletlere ait misaller biz! 
baz1 genel netlcelere glHUrllr : 

Geometrik aleUerln sec;imi mubtellf tekilde olabillr. 

Geometrlk blr c.;lzlmde kullantlan aletln mnadill bir temel 
problemler eiatemldlr. Her aletin kendlne baa esaa problemlerl 
vardir; bunlar bulununca ve liateal yapthnca bQtQn c;lzlmlerin ya
pdabtlecejtl dlltlln11leblllr. 

Hangi alet (veya alet aiateml) aec;illrae sec;ilain bunlarla ya

p1lan c,;izim matematikael olarak dojtrudur, yeterkl uygun temel 
problem alateml kurulmut ve bQtQn c.;lzlmler mantlkl olarak bu 
problemlere irca edilmlt oleun. 

~u huauau bir defa daha belirtellm kl, problem kavram1, 
blr teyin aran1lan teyler 110tf1ndan verllen 9eyler 1101f1na akta
rtlmlf olmae1 lc;ln gereken 11arUar1 lc.;ine ahr. Bunun neticesl, bu 
prtlari deitittlriraek batka blr probleme gec.;mlt oluruz. 

12. Cetvel ve pergelle ~Cizlllemlyen 
problemlere miaaller. 

En'elA, belirli aletler kullanarak baz1 c.;izim problemlerinln 
c,;OzQlemiyeeejtl kavram101 ele alahm. Evvelce de aOyledljtimiz 
gibi, blr problemin belirli aletlerle c.;Ozlllemiyecejtlnin illpah hie.; 

de kolay dejtlldir. 
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Geometrik cizlmlere dalr zor problemler 19. yllzy1hn lklnel 

yar1e1nda cOzlllmllt olup bu da aneak analiz ve yQkeek eeblrin 

elemanter olm1yan k181mlar1n1n kullamlmaeiyle yap1labllmi1Jtlr. 

Atat1daki mlealde cOzQmiln yaptlam1yaeat1010 elemanter bir 

iepat101 gorecetiz. 

Teorem. Sadece cetvel kullanarak verilen bir dairenin mer

kezinl balmak imk6n11zdir. 

Tabll dairenin merkczlnin verilmedijtini kabnl edlyoruz. 

lspat. lepata gecmeden evvel, merkezi lzdOtllmQnQn lepat

ta kullantlacak Ozcllklerlnl verellm (1
). 

Merkezt izdn,umde (~kil 125), blr .-r dllzlemjne alt dojtru

larm bir n' dllzlemi ilzerlndeki lzdlllfllmlerl dojtrulnrdan lbaretllr. 

Ancak, n' dllzleminde izdt\lfllmil bulunm1yan n ye alt blr a dot

rueu He, n nln hie bir dojtrusunun izdillfllmil olm1yan :1' ye alt 

bir c' dojtrusu mevcuttur. Bu a ve c' 1to~rular1 :i ve n.' dllzlem

lerinin p arakesitine paraleldir. 

Her ikl dllzlemln p ye paralel olm1yan her dojtrueu nzerln

de de Ozel blr nokta meveut olup bu noktalar ad1 gecen dojtro

larm Ozel dojtruJarla veya :r nln a ve n' niln c' dojtrnsuyla ara

kesit noktalar1d1r. 

Dlter taraftan, rr dilzleml Qzerindeki blr a dalresinln (~e
kll 124) :1' Qzerindeki lzdllfllmil bir a' dairesl olacak 11ekilde S 
lzdUtUm merkezl ve n' dllzleml uygun tekllde sei:llebilir (bu, 

Problemimiz ic;ln Onemlldlr). Ayrtca, a dairesiniu K merkezl a' 

Dlln merkezine dlltmiyecek 1ekllde S izdlltllm merkezl ve :!I' 

dQzlcml sonsuz tekilde sec;llebllir. Bu, ispat1m1zda kullanacajtt· 

Dltz esas. Ozellktlr. 

(•) Yerkezt h:dDtllm kavram1 lie bu llHllklerln elemanter lapall 

18. te verllecektlr. 
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tspat1, olm1yana ergl yolu lie yapacajt1z. 

Verilen dairenin K merkezinln cetvelle i;izUerek bulunmm11 

oldu(tunu kabul edellm. 

Qizlmln bu suretle yap1lmas1 demek, ctziml yap1Jm111 baz1 

noktalardan sonlu say1da dojtrularm <;iziminin yapllm1v olmas1, 

bu noktalarm da baz1 dojtrularm ya kendi aralarmda veya veri

len a dairesiyle arakesit olarak almm1v olmalar1 ve nihayet K 
merkezinln, bulunmni: olan p ve q glbi ikl dojtrunun arakesiti 
olarak hclirtilmiv olmas1 demektir. 

Qizlmle, bu suretle, do~ru i;izmeye yarayan sonlu say1da 

noktn ile, arakesitleriyle noktalar verC'n sonlu say1da dojtrular 

bellrtmiv oluyoruz. 

Qizdiitimiz hie bir nokta Uzel nokta olmamak ve hie bir 

doltru Uzel dogru olmamak Uzere, \'erilen a dairesini bir S izdQ

vnrn merkeziyle bir n' dUzlemi Uzerine bir a' dairesi olarak dU· 

vnrelim. 

S izdilttUm merkezi ile n' dllzlemlnin sei;iml sonsuz ttekilde 

mllmklln oldujtundan ve <;izimi yap1lan noktalar ile dojtrularm 

say1s1 sonlu oldujtundan S ve n' nlln bu ttekilcle se<;imi dalma 

mUmkllndlir. Bu merkezt izdiittUmde, :r dUzlemindeki ozel doltru

nun dairemizden ve c;iziml yap1lm1tt olan noktalardan kAfi dere· 
cede uzakta oldugunu kabul edebiliriz. 

Qlzilmiv nokta \'C dojtrular i;ebekesinl dairemizle birllkte S 
merkeziyle n' dUzlemine dlltt\lrecek olursak n' nzerinde a' daire

slyle, benzer bir noktalar ve dojtrular 11ebekesini elde ederiz. 

~imdi p ve q do!trulariyle bunlarm arakeslt noktalar1 ola

rak a dairesinin K merkezini veren i;izimi tamamhyahm. 

Qiziminl yapt11t1m1z her do~u ve her noktan1n !'I' dilzlemi 

ilzerinde bir karttih bulunmakta ve bu suretle !'I dekl c;izim, ol
du~ gibi :i' ye kopye edilmltt bulunmaktad1r. 

Nihayet, n de nihal p ve q doltrular1 <;izilmlv ve bunlarrn :i 
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~lzlm problemlerlnln cebl.nel metodla c:Gz11mlerlnln eaa1lar1 
J.iseden blllnmektedir (t7). a, b, c, ... verllen dotru parc:aiar1 lie 

a+b: a-b(a>b); Ii/ab; Va'+b' ; 

va'-b', (a >b) 

glbl d<>tru parc:alar1n1n cetvel ve pergelle na1d c:tzilecetinl bll

mekteylz. 

Ylne cetvel ve pergel kullanarak lklncl derece denklemlolo 
kGklerlni mubtelif tarzda bulma1tn1 da bllmekteyh; bu balde 
denklemln kat1ayllar1 genel olarak 1ay1 yerlne dojtru parc:as1 
olarak verlllr ve denklem, p, q dotru parc:aian olmak Qzere 

x'+px+q1'=0; x' + P" - q,' = 0 

9eklinde bomogen olarak ahnir. 

Tabii bu lklnci derece denklemlerlnln kGklerl, yukar1da ve
rilen ifadelere tekabQl eden c:lzlmlerle de bulunablllr. Ejter blr 
c:lzlm problemi blr dotru prrc:-11010 c:lzlmlne c:evrlllne ve bu 
dojtru parc:-11 dereceal lklden yQkaek olm1yan blr denklemln kG· 
kQ olarak ahnabilirse problemln cetvel ve pergelle c:ozQleblle
ceitl netice1lne vanlm11 olur. Fakat bu adi blr netlce olup eet
\'el ve pergelle (:o~lemigen problemlerin ufak da olaa blr 11nlfm1 
vermekten uzakt1r. 

Problemln tllmllnll •9ekll uzay1• ndan •ny1 uzay1• na 
tas,·tr etmeden Gnce a9ajtldakl huausa ltaret edellm. Qlzlmdeki 
her problem 9u 1ekle lrca edlleblllr: Sonlu say1da a, b, c, .• . dolt
ru parc:aiart verilmltken blr veya daba fazla x, g, 1:,.. . doltru 
pari;alarm1n c:iziminl yapmak. Verllen dotru parc:alann1 ll<;gen 
veya c:okgenlerin keoarlar1, dalrelerln yar1c:aplar1, v1. olarak ve

rllmi9 kabul ediyoruz. Aranllan tekll de Myle elemanlardan lba
ret itibar edlyoruz. 
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Bu iddianm dojtrulujtuna kendimW, Uzerinde c;izim yap1lan 
<lttzleml 

w=a+i" 

geometrik temsilini kullanarak karma11k eayllar cismlne tasvir 
etmek suretiyle daha iyi inandirabiliriz. 

Burada, bir cUmlenin dij!er bir cUmleye olan hire - bir blr 

tasvirine ait bir misal elde etmio oluyoruz. CQmleden biri nok
talardan, <>teki lee 11ayliardan ibaret bulunmaktadu. 

Bu suretle, karteziyen koordinatlarm lthaliyle biltt1n 11ekll· 
ler say1larla ifade edilmi11 olurlar. MeeelA, blr daire : 0 = x 0 + ig0 

merkczi, veya daha basit olarak (x0 , g~) ve r yaru;ap1 ile; 

bir dogru : 1 = .r1 + ig, ve : 1 = x1 + ig, noktalanyle veya (.r 0 Yi>. 

(x., g 1 ) nokta c;iftiyle v.a. olarak verilebilir. 

z = x + ig sayllari da, eksenler Uzerinde uzunluklar1 x ve g 

olan do!lru parc;alariyle bellrtllir. 

Ohalde her cizim problem!, verilen dojtru pari;alar1ndan ba1-

lay1p, baz1 yeni dogru parcalarlDln <;izlmlne irca edllmi!I bulu
nuyor. 

a, b, c, ... \"e x, g, z, ... bir a dojtrusu tlzerinde belirli blr 

0 noktaamdan itibaren ahnm111 dogru parc;alar1 olsun. Bir a dojt

ruaunun her A nokt&H1oa bir OA dogru parcas1 tekabill ettlrebi

liriz; bunun kar11ti da dogrudur. Bir tarafta ahnan dojtru parc;a

lario1 pozitif ve dijtor tarafta ahnaniar1 da negatif itibar edelim. 

Bu dogru parc;alarmdan bir tanesi birim olarak sec;iJdiQ'inde bll

dijtlmiz «say1 ekseni• ni elde ederiz. 

Ev\·eiil. tek bir e dogru parc;as101 alahm ve bunun verllmi1 

Oldujtunu kabul edellm. 

e yi say1 eksenimlzin birim dojtru parc;as1 olarak alahm ve 

tu soruyu sorallm: e blrhn dojtru parc;as101 verllmit kabul ettljtl

llllzde saya ekseninln hangl noktalara cetvel \'e pergelle c;izilebllir'? 
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BU.tllo dojtru parc;alar1010 0 ookta11odao ltibaren ahnd1jt101 

kabul ettljtlmlzden, bunlarm uc ooktalarm1 veya baz1 noktalari 

belirtmek yeter. 

Ejter e birim uzuolultu verllmll)keo cetvel ve pergelle c;izl

lebileo noktalari bulabiliraek <eekil 91) problemln, yalo1z e blrl

minlo mevcut oldujtu Ozel bal lc;lo c;OzU.milnlln yap1lmas1 kahr. 

Dojtru parc;alar1 yerine aay1lar alablliriz • 

• • A a 

eek. 91 

c;tzimler:le kullaotlao /ceg/i elemanlar keyfillkleri dolay1siy
le ratgonel olarak aec;llebilir. 

OE birim uzuoluituou ele alarak herhangl n tam say1sm1 

n • Oe = Oe + Oe + .. · + Oe 

dojtru parc;aaiyle gOatereblllrlz. 

Ohalde tam •agilar hallcaundan herhangi bir eleman cetoel t•e 

pergelle r;i:ilebilir. 

x = n/m aay111101 veya dojtru parc;&1101, e = 1 birim uzunluk 

olmak ttzere, x/e = n/m orant11iyle kolayca c;lzeblllrlz. 

Obalde, her rugonal •agr tiega Ru ra•gonal •agrlar (ueya doA

ra parr;alar1} ci•minin herhangi bir elf!manr cefoel tie pergelle ~i:i

lebilir. 

Her noktada yo{tun olao R. raeyonel &aytlar clamlnio aay1-

lablllr oldu1t11ou ve bunun netlce1I bu ciemln bU.tQn reel 1ay1lar1 
(doitru parc;alar101) vermedl{tlnl billyoruz (40). 

Bir a raayonel aay11101 ahreak, x =a 1ay11101 ve)·a a Ile e 

oln geometrik ortalamaa1 olan ve x/a = e/:ic ile verllen x' = ae 

doitru parc;aa101 c;izeblliriz. e1mdl, i/k. kare kOkU. yadraayonel 
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olan rasyonel k0 say1B1n1 alahm. Bu k0 say11101n c;lzilebllecejtl 

billnmektedir. 

Bunun gibi, 

b. E R o 

olarak verilen say1lar10 i;izlml de kolayhkla yap1labillr. 

k0 •abit blr rasyonel say1 olmak Uzere a. ve b0 saydann1 R0 

rasyonel 11ay1Jar cttmleslnde dejtittlrlrsek bu say1lar10 toplam, 

fark, c;arptm ve bOlUMleri ayni cnmleye alt olur. Haklkaten 

x 1 ± x, =(au' ± a/ )+ (bu' ± b/ ) \ fk. : 

x, . x , = (oo' + b,' \'k.> (ao' + b •• v'f.) = 

=(a,,' a.,* + b.'b/ Jc0 ) + (a,.' bu"+ a/b,,') 1,/k0 ; 

Bu rad a a .. ' - k 0 b" + 0 caridir, zira aksl halde V k. rasyonel olur. 

Ayr1ca b". +o dtr. 

Bu sny1lnr raeyonel ltlemlere gore kapah oldujtundan blr 

R, clsmini tetkil ederler ve 

dojtrudur. 

R, cisml, R. ciemine vk., sayt&IDID katihnasiyle elde edil
mittir. R, ara bir cleimdir. R1 cismlnln saytlar1 da cetvel \'e per-

gelle i;lzilebillr. 

~lmdi R, clsmlnden, .,,/k, bu cisme alt olmamak Ozere, blr 
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Jcl say111 sec;ellm, dljter bir deyimle, ./f"i saylBl Rl de lndlrgene· 

mez olsun. l/k. ny1sm1 Rl cismlne katarak 

9eklindekl say1Jar1 lc;ine alan yeni bir R, ara cismlni elde ederiz. 

Burada a 1 ve b., R, in deliten elemanlan, lc1 i&e aabit bir ele

mamd1r. 

l1tpat, evvelld heeaplar1n bir tekrar1du ve 

R,CR2 

caridir, zlra b, = 0 ii;ln a1 + 0 \/k; E R, dofrudur. R, clsmlne alt 
olan say1lar da celvel ve pergelle c;lzilebillr . 

.Bir eleman katilmasiyle bir cismin geni9letilruesi sonsuz ola

rak devam ettirilebllir ve elde edilen her yen! cismln elemanlar1 
cetvel ve pergelle c;izilebilir. 

Eger verilen a, b, c, .. . dojtru parc;alar1nm ny1e1 1 den faz

la ise, rasyonel Iolemlerle, bu dojtru parc;alarm1 lc;ine alan en 

kQc;lik Ko cismlne ait olm1yan vf. saymn1 katmakla (halbuki 

Jc0 E Ko) daha genlt bir cisim elde edebillriz. 

~imdl bu genitlelmeleri 110ylece bQIAsa edebllirlz: 

1. Rasyonel R ch.mine bl1tlin a, b, c, ... dofru parc;alarin1 
katar \'e K 0 cismlni elde ederiz. 

2. Ku cismine, indirgenemez olan Vko kOkUnU kalar (/c
0 

E 
K0 ) ve K, cisminl elde ederiz. 

3. K1 cismine, indlrgenemez Vk, kOkQnU katar (le, E K,) K, 
yt buluruz . 

.. ······ .. ········ ............ ······· ··· ··· ··· ·· ··· ·· 

........................................ ·············· 

.... ············· .............. ······ ....... ······ ... . 
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n + 1. Kn- 1 cismine ise indlrgenemez olan Vkn-l kOkilnli 

katarak (kn- 1 E Kn- 1) Kn cismini elde ederlz. 

a, b, c, .. . doitru parc;alarmdan baohyarak bu suretle •ge

nleletilmip bir cisimdeki herhangl blr doitru pari;as101n c;izimlni 

yapmam1z mlimklln olur. 

~imdi eu sual sorulabilir: a, b, c, . . . doitru parc;alarmdan 

baelamak suretiyle cetvel ve pergelle c;izilebilen fakat genieletil
mfo hic;bir cisme ail olm1yan do[tru parc;alar1 var m1d1r 'l 

Bu sorunun cevab1 eudur: a, b, c, ••. dojtru partalartndao 

baehyarak cetvel ve pergelle cizimi milmkUo olan her dojtru 

parc;as1 istisnas1z, bu genieletllmit cisimlerden birioe ait olur. 

Bunun Myle oldujtunu gOrmek ic;in, cet'\'el ve pergel c;izim

lerinin bu «geoieletilmip cisimlerio d1111oa c;1kmad1jtm1 gosterece

[tiz. Bir K cismindeki her say1y1 c;izebildiitlmizl kabul edelim ve 

cetvel c;izlmlerini dUeUuelim . 

(x11 g 1) ve (x,, g2) ilci noktanm koordioatlar1 ise \'0 bu ko

ordinatlar K cismine ait ise, bu iki noktadan gec;en dojtrunun 

x-x. = g-g,' 
x,-x. g, - g , 

denklemindekl katsay1lar K cismine ait olur. 

Eger, katsay1lar1 K ya ait olao 

Ax+By -t C=O, A'x + B'g +C' =O 

dojtrularrn10 arakesit noktas101 bulmak istersek, arakeeit 

x= 
C'B - CB' 
All' - A'B 

A'C-AC' 
g= AB'-A'B 

oldujtundnu buolarm K ya ail oldujtunu gOrlirO.z. 
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BGyle lkl nokta ara11ndakl uzakhk veya bu noktalann be

llrledltl dotru par~• 

J= V(x1 - Xa)' + (y, - Ya)' 

Ue bellrlldir ve kok lc;lndekl lfade K cl1mine alt bulunmaktadu. 
J nln c;lzlml pergel kullan1lma1101 gerektlrlr. 

K clanainden ba,lrgaralc cnwlle psinai yapJabilen her Jofra 

par,aa1 (aayr), K nin «geni1letilnai1• cianalerinden birine alttlr. 

Pergel c;lzlmlerine gec;ellm. 

Merkezl (x., Ya) ve noktalanndan blrl (x, , y 1) olan dalrenlD 
denkleml 

(x - xa)' + (g-g,)' = (x, - x,)' + (g, - Ya)' 

veya 

x' + g' - 2xax - 2y,p- x,' + 2xax1 - y,' + 2y1g1 = O 

olup kataayllan K cl1minde bulunmaktadll'. 

Eter 

x' + y' - ax - by + c = O, 

x' + g'-a'x-b'y+ c' =O 

dalrelerlnln araknit noktalann1 bulmak l1tertek, denklemlerl ta
raf tuafa c;tkararak, dalre ve dofru denklemlerlnd,en lbaret denk 

x'+ y'-ax-bg+c=O 

(a' - a) x + (b' - b) y + (c - c') = O 

elatemlnl buluruz. 

Bu alateml c;Ozersek, p, q, • K cl1mlne alt olmak Qzere 

p + "..;-; 
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eay1s101 elde ederiz. Bu da arakcsitlo koordioatlarmm K nID bir 

11st ciemioe ait oldujtunu ifade eder. 

lki nokta arasmdaki uzakhkta bu nevi koordioatlar mevcut 

oldu~undan, /1 ler farkh bile olsa. uzakhk K mo bir 11st cismioe 

ait olur. Buouo sa(tlaomas1 da zor bir ilj de(tildir. 

Bu arada daire ile dogrunuo da arakel'itioi incelemi~ bulu
ouyoruz. 

Ohalde. cefoel ~e pergel ~izimlerigle, belirli dolra par~alarrn

da11 elde eiilen bir ci11min ii11t ci11imlerinde balanmrgan hi~ bir dof

ru par~a11 elde 'edilemez. 

~imdi, a, b, c katsay1lar1 ra•gonel olan ilc;ilocil derecedeo 

x• + 11x' + b:r + c 

deoklemioin kOklerine dair bir teorem ispatltyaca~z. 

Teorem. Efer kat11agrlarr ra11gonel olan ~iincii derecerlen bir 

denklemin ra11gonel olan hi~ bir kokii goklla, ba denklemin hi~bir 

kokii, R ra11gonel 11agzlar ci11minden ba1!1garak cefoel ~e pe~gelle 

elde edilemez. 

lepat olm1yana ergi ile yap1lacakt1r. Verileo denklemln x 

kOkllo11o eetvel ve pergelle i;izllebilece(tioi kabul edelim. Bu tak
dlrde x kOkll, R Din 

R, R., , .. , R,._., R,. 

Ost cisimleriodeo bir R,. eismine alt olur. 

x ER,. oldu(tunu fakat hi-:blr kOkOo R,._,'e ait olmad1(t1n1 

(xER,.. , (') kabul edebiliriz; zira ejter kOklerden blri R,. _, de 

olsayd1 bu kOk Uzerinde dururduk ve eisim zioeirini sader.e k1-

saltn111 olurduk. Ayrica eisim zineirlmiz eadece R den ibaret ola

maz, i;llnkU kOklerimiz kabul icab1 rasyooel say1 deA'ildlr. 

(') E aembola. x'ln R,.-l'e all olmada(luu lfade edlyor. 
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Ohalde n~l olup xE Rn dir. 

x kOkilnll 

1eklinde ifade edebillriz. Burada kn-1 E Rn-1 olup p ve q E Rn- 1 
dir ve ../kn-~ say1s1 Rn-1 in elemam bulunmamaktad1r. 

~imdi 

x = p + q ../kn- 1' 

denklemln kOkQ oldujtu takdirde, Rn ye ait olan 

aay1sm1n da aym denkleroln kOkQ oldujtunu gOstereeejtlz. 

x E Rn den x• ve x ' nin ve netice olarak 

x• + ax' + bx + c 

nJn Rn de oldojtu c;1kar. Bu da 

x • + a.\"1 +bx+ c = r + a Vien-: 

e1itlijti demektlr Yer, aERn- t> Vkn- 1 E. Rn- 1 car idir. 

Kolayl1kia 

g• + ay' + bg + c = r - • ../ lcn- 1 

oldujtu gOsterllebilir. 

x saym denklemin kOkQ oidujtundan 

r + aVkn- 1= 0 
yazar1z. 

E(terburada •+Oise ../k,,_,=-r/a den Vien - • in Rn-i'e 
ait oldujtu c;1kar. Fakat bu dotru olmad1jtmdan a= o dir. Bu 
da r = 0 verir. 
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Ohalde x = p + q Vkn- 1 denklemin bir kOk!l ise 

g = p - q Vkn- 1 de denklemin bir knk!ld!lr. 

Bu knkler birbirioden farkhdir, zira eger eoit olsalard1 

x-g= 2q Vkn- 1 =0 veya q = 0 
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elde edilirdi ve bu x = p E Rn-i verirdi. Halbukl bu dogru 
degildir. 

Diger taraftan !lc;llocll derece deokleminin knklerine ait 

x, +x,+x, =-a 

Ozellgioden 

x1 =-a-x-g 

veya 

x 1 =-a-2p 

elde edilir ki, bu x1 E Rn- i ifade eder. Bu suretle kOkleri ic;in& 

alan en kUc;Uk cismin Rn-1 oldu{tu c;1kar ve bir c;eliomezllge vari

larak teorem ispatlaom10 olur. 

~imdi, meohur baz1 eski problemleri ele alaca{t1z [22), [50). 

Ai:rgr iii:e bOlme. Herhaogi bir ac;1y1 ilc; eoit parc;aya bOlmek. 

Bu problemin cetvel ve pergelle c;OzillemiyeceA'fnl lspathya-

cag1z. EvvelA ou hususu belirtelim. Bir ac;1 verilmloken hlpote

ntlsil 1 olan dik ilc;geoin bir kenar1 olarak kosiotl.s, ve kaq1t 

olarak, cosioils verilmiokeo ac;1 c;izllebilir. 

Verilen ac;1 x, cosinilsil de a olsun 

a= COB :.t. 

x =cos x/3 Un c;izimi bahis konusudur. 

x 7. 
cos ::r. = 4 cos' a - 3 cos a 

eoitliginden, kokn ens x/3 olan 
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a=tx• -3x 

denklemini elde ederiz. 

Ac1y1 Uce b6lme problemi, llc;UncU derece denkleminln k6-

kilniln cizimine ait probleme denk bulunmaktad1r. 

a ( I a I< 1) nm hangi de{terleri ii;in bu denklemln rasyonel 

k6kleri olmad1jt1010 incelenmesi cebire ait blr problem<lir. Fakat 

maksacla varmak ii;in saclece bir ac;mrn bile cetvel \•e pergelle 

lice boliinemigeceJini gllstermek yeter. Bu misalle, gene! halde 

bir ac1010 ceh·el ve pergelle Uc e!1it parcaya bMilnemiyecejti is-

/ patlam1i, olur. 

:x = 60° olsun. Ru takdirde cos :x = 1/2 olup clenklem 

8.'C1 -6x = 1 

dir. 
z = 2.l' koynrak r!enkleml 

(**) : 1 -3: = 1 

olarak sadele$tirelim, 

Bu denklemin hic;bir raHyonel ktikU olmad1jt1ndan k6klerini 

cetvel ,.e pergelle c;izmek milmklln de{tildir. 

( .. ) denkleminin, p ve q tam say1lari aralarmcla asal olmak 

Uzcre, z = p/q fleklinde rasyonel kllkQ olriugunu kabnl edelim. 

Bu takdirde 

p' -3pq'= q' 

elde edilir ve p nin q' il Mlecejti netlcesi cikar. Ru ise p + ± 1 

eartiyle p ve q nin ortak Mleni mevcut olmae1 demektir. Ayoa 

eekilde, p' = 3pq
2 + 91 de q ile MIUoebillr ve q + ± 1 tartiyle 

p ve q niln orlak bOleni olacajl1 c;1kar. 

p ve q aralannlla asal aay1lar oldujtundan -t 1 den farkh 

ortak b6lenleri olamaz ve p, q say1lan ± l'e eiit olurlar ve ne

tice olarak : = ± 1 elde edillr. Halbuki z = 1 ve : = - 1 aayi-
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lart (**) denkleminin kOkleri olmad1jt1ndan mezktlr denkleminin 
ra1yonel kOkleri olmad1t1 netiee1lne vanhr ve bundan 10 netice 
elde edillr: 

Cet.ie/ ve pergelle 60 cferecelilc ai:r iii: •1lt pari:aga bOliinmes 

vega bu aletlerle 20 derecelilc a;r cisileme:i. 

Tablatiyle 90°, 120 vs. gibl Ile; e,ll parc;aya Mlllnebilen 
ac;llar me\·euttur ve bu ac;ilara alt(•) denklemlerlnin kGklerl raa
yoneldir. 

Ejter pergelle birllkte ilserlnde A ve B 1ibi iki nokta11 ve
ya uzunluk Olc;ejtl verllen blr kenarh cetvel kullantlaeak oluraa 
blr ac;1010 Ile e1lt parc;aya bOlllnebllmeal teorlk olarak mutlak ke-
1inllkle mllmktlndnr. Tabll bn aletlerin kullantlmas1na dalr olan 
uygnn esas problemlerln lesblt edllmeal llz1md1r. Meaell bnnlar

dan blrl 1udur: Bir dotru, verilen veya Qizlml yaptlm11 olan blr 
noktadan gec;tljti ve aralar1ndaki uzakbk verllen uzakhk kadar 
olan A ve B gibl iki noktas1, verllen veya clzlml yapdm11 olan 
bir dojtru Qzerinde oldujtu takdlrde, c;lzlmi yap1lmq say1hr. 

Bir ac;m10, pergel ve Qzerlnde AB arah1t1 belirtllen blr cet
Vel kullanarak, nasd Oi; e~it pari;aya bOliln<'eejtloi gOsterellm. 
6oc = 2 \'erllen keyft ac;1 olsun (~kil 9:t). 0 merkezli ve yar1c;a-

$ek 92 

Pl AB uznnlutuna etlt olan dalreyl c;lzellm. Dalrenin, ac;1n1n c 
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kenarlyle arakesitioi C Ile gosterip, C den, A ve B noklalari 

kariit olarak b dojtrnsonun uzanbs1 ve daire Uzerine geleeek 1e· 

kUde blr dojtru gec;lrelim. Eide edilen BAO ac;1s1 verilen boc ac;1-

1mm tlc,:te blrlne e1lt olur. 

l1pat. 8 yi 0 ya blrle1tirerek AB= OB= OC =a elde ede· 

riz. lklzkenar tlc;genlerden ve d11 ac;1ortaya ait bir teoremden 

at= 11 + x; fl= 2x yazarak x = x/3 buluruz. 

Hu c;Ozllm Archimed'e aittlr [50). 

Me1hur eeki problemlerden ikincialne ge-:eUm : 

Kllblln lid kabru bulmak. Kenar1 a olan bir kllb verildl· 

l}inde haem! bunun iki kat1 olan kllblln kenar1n1 bulmak. 

Bu problemin cefoel 'lie pergelle ~oziilemjqecetini gostereee
l}iz. c;ozllm, k1lbt1n kenar1 a oldul}ona gore 

x' = 2a8 

denkleminin c;Bzllmllne irca edillr. 

Verilen kllblln kenan birim olarak ahnd1jtmda denklem kat
aay1lar1 rasyonel olan 

x 1 -2=0 

denklemine dOner. Bu denklemln lae rasyonel kOklerl olma

dil}1 kolayhkla g1hterilebilir. Obalde a= 1 dojtru parc;asmdan 

batlamak suretlyle kOklerl cetvel ve pergelle 1:lzmek imkAnlllzdir. 

~imdl •erbest~e hareket edM iki dik ap kullanarak proble
min matematiksel s1hhalh c;Ozllmilnll ineeliyelim. E,·velil., kOte· 

genleri dik olan dlk bir yamutta ait yard1mc1 bir teorem ispalll

yalun (~ekil 93).( KB(egenleri dik olan dik bir yamukta kO~egen· 
lerin parc:ular1 geometrlk bir dlzi te1kll ederler: 
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ABCD yamugunda DB AC; kO!}egenleri birbirine dik olsun

{ lar ve A, B aytlar1 da dik ay(bulunsunlar. · ~ekilden, y!lksekllgi 

~ek. 93 

AO olan ABD dik llc;geninden a/g = g/x ve yllkseklilti x olan 
ABC tlygeninden ise g/x = x/b elde ederiz. (Bu suretle yard1mc1 

teorem ispatlanm111 olur.: 

den derbal 

ve bunlardan da 

~=JL=X 
!I .t" b 

g• =ax ve x' = bg 

x = './ ab2 ve g = Wb 

elde eder ve a = 2, b = 1 koyarak 

veya 

x' - 2=0 

denkleminin bir c;Ozilmtlntl buluruz. 

Yard1mc1 teoremi kullanarak iki dik ao1 yard1miyle x dogru 

paroaemm oiziminl veren bir usu! bulma!J oluyoruz. 

Birbirine dik oJan r ve s do~rulari ilzerinde ortak 0 nokta

larmdan itibaren OC = b = 1 ve OD = a = 2 alahm (~ekil 94). 

Dik iki ay1y1, kO!}egenleri r ve s dogrulart olmak ve kendileri 
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yamuk te§kil etmek ilzere yerleetirelim. Ba takdirde OB = x 

aran1lan do(tru par~emdan ibarettlr. 

' 

r 

~k. 9i 

Bu i;ozllm Plato' ya atfedllmektedir l50). 

(•) denklemlerinden, arantlan do(tru pari;ae1n10, denklemlerl 

g' = 2x ve x' = g 

olan parabollerin A arakeeit nokta8ln1n apeisi olduRu da gOr0.1-

mektedir <eekil 95}. 

Serbeat dik iki ai;1 kullanarak kateaytlar1 raayonel olan 

tli;UncU ve dordllnctl dereceden berhangi blr denklemin kOklerlnl 

bulmak mUmkUndi1r l2). Bu euretle kUblln ikl kat1n1 bulma prob
lemini kapatm1e bulunuyoruz. 

Dllzglln 7 - gen. Dllzglln 7 - genln i;iziminl yapmak. 

Bu problemin de cetvel ve pergelle i;OzOlemlyeee(tini lspat

hyaca(t1z. Dllzglln blr i;okgenin i;iziml, bilindi(tl vei;hile, l'in kok
lerini bulma(ta veya 
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z"-1=0 

<leoklemioi c6zruege denktir. 

1 

~ek. 95 

Misalimlzde n = i olup kOklerden biri 1 'e e~it bulunmakta 
{88] ve w~erleri 

<lenklemini sa~lamaktaduiar. 

Bu bir kar~1t denklem olup, :• ile b61QodQ~ilnde 

1 t 1 
:

1 +1+:'+2+:+-+1=0, 
% % % 

ve z + (1/:) = g konuldu~uoda 
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(ot) g• + g 2 
- 2g - 1 = 0 

elde edillr. 

Birlmln 7 nci dereceden k0kt1 

% = COB <P + i ein 1/> 

9ekllnde olup burada <P acm 

2lc:i 
<P= -

7 
(k = O, 1, 2, . .. , 6) 

olarak bllinmekte ve k = 1 hall Onemll bulunmaktadtr. 

Ayrica 

etltllkleri mevcuttur. 

.!. =cos,,, - i sln I/>, 
% 

1 
g = s+-=2C081/J • 

Aranilan a9mm cosinQet1n11n bulunmae1, kataay1lar1 raeyo
nel olan (2:) denklemlnin kOklerini hulmaya gelmektedir. 

(«) denklemlnin hicbir rasyonel kOktl olmad11t1n1 gOsterece

!tiz. p ve q (q + 0) aralar1nda asal tam saytlar olmak Qzere denk

lemln g = p/q 9eklinde rasyonel bir kOkQ oldu~unu kabal edelim. 
Bu defieri (:t) denkleminde yerine koyarsak 

p 1 + pq' - 2pq, _ q' = 0 

elde edillr kl p nln q ile, q niln de p lie bOlllnebile~I vtkar. 

P ve q aralartnda aeal olduklarmdan p = ± 1, q = ± 1 ve dola
yislyle g = ± 1 elde edilir. Halbuk1 g = ± 1 1ay11art (-x) denkle
mlnin kOkleri de!tlldir. 

(2:) denkleminln kOklerl rasyonel olmad1~1ndan dQzgQo 

7_ genln cetvel ve pergelle ciziminln mt1mkQn olmad1~1 vtkmit 

olur. 
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BooOD glbl cetvel ve perge1le •• dDsgDa 9 - geaJ ae de b-
11ar •JJSI bODDD 2" bt1 olan dDsgDa oolqreal oizmek mtlmkDD
dDr. 

Gau. blr teorem lmpathyarak cetvel ve perge1le ~ 

eek dDzc1la 90kgenlerln kenar •11e1n1n ancak 

n = 2• P1 Pt ••• P• 

olabllecellnl lfade etmlftlr. Bn lfadedeld Pf •Jllan farkh ual 
uyalar olap 

,,,=2•1+1 
tekllndedlr. 

1 = o. 1. 2. s. 4. hallerl ua1 •fl vermektedlr ve ba ua1 
ayllar eirulyle s. I, 11. 26'1 ve 8&687 dlr. 

Bua mobbll 211 + 1 •JISI 8'1 De bGlbmekte olap (Baler) 
blrletlk blr •fldlr. 

Methnr Ru matematlki;lal Pervouhln 1=12 balinde 11'.889 
Ye 1==28 hallnde lee 167.772.161 bGlenlerlnl bnlmQftm. 

Bo1q1er derln matematlbel mnbakemelerle elde edP. .. ..._ 
dlr. 2•" + t ve 2•" + t •)'llanma fevka1Ue btlJ1Udqa.dea bu 

laJtlann tam olarak yaulmam i;ok wa lllteaektedlr. Balbald 
•traJ10 problemlade prekeD baldar ta...a •rmaaeak r-1 dlr. 

1 DID baql lrlfl dereoede btlftlk delVlerl loin blletlk lafl .. 
.tde edllecett ve 21 + 1 19kllnde •ytlar arumda 110neus •Jlda 
aaal uy1 mevcot olup olmadlfl blllnmemektedlr. 

ltaret ettltlmls bu noktalarla m .. hur eeld problem1erl ka· 
pabyorus. Bu meyanda tlairerdn imrtlrtdlrl de, d1IW blr deflaale 
r yan09ph blr da1re De etdeterll oWa bJr kanBbl Jt baannua 
eetvel ve peqelle ol&lml de slkredlleblllr. Bu problem z 1 == •r' 
deaklemlne veya r = 1 koyarak 
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dotru par~1n1n cetvel ve pergelle 9lzlmlne denktir. Bu 9lzlm 
lmkln1n olup lllpat1 matematlklel anallze alt bulnnmaktadtr (27) 
[«]. 
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Bo bOIQmde geometrldeki fonksiyonel ba
jt10tllar1 ve 1ekil1erin tasvir ve d0nllt1lmlerini in
celiyecejtiz ve Ozel olarak dilzlemin diizleme ve 
uzay10 uzaya dOnilfllm kavram101, ayr1ca, dilzle
mln uzaya ve dilzlemln dllzleme olan baz1 Ozel 
dOnUti1mlerini clc alacajt1z. Bu ozel dOnlltilmler 
geometrik c;izim teorlslyle Lobacltevski geomet
rlsinin etlldllnde tatblk yerl bulacaklard1r. BOIU
mnn sonunda da d0n111Umlerln grup kavram1 Ile 
grupun geoel tarlfi yer alacakt1r. 

13. Bir teklln dlger blr ,ekle taavlrl. 

Ejter blr </> tekllnin her A noktaama, bir kaide veya blr ka
nunla blr 'I' 1ekllnin bellrll bir B noktas1 tekablll ettlrlllrae, ~ 

tekli 'fl tekllnio iryerlalne tasvlr ettlrllmlttir denlr ve bu B =I (A) 
lie gOsterillr. 

Bu taavlrde B nokta11na A mo taavirl ad1 verilir, ve deflt
kenin </> 1ekllnln bntnn noktalar101 gezdljtl dOttlndlerek B nok

tas1na f nln ti ya tekablll eden dejteri olarak balohr. Bu lae, 

ilk defa Lobachevslri (183.0 ve sonra Dirichlet (1837) taraf1ndan 

verilen fouksiyou genel tarifiyle uyiruoluk te1kil eder. 

<fl 1eklinin noktalanndan taavlrle elde edilen bl1tnn tasvlr 

noktalar101n </• cllmlesine, ''' nili f donii1iimii altrncla ta•viri adi 

verilir. 

eeklln bu taaviri t (111) veya '"' = J H» olarak goaterlllr. 

Bir </• teklinin bir 'I' oekll l~erlsioe taavirlnln Onemll 
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ozel blr hali, !J' f}eklinin her bir noktas10m •/> ye ait en a11ait1 
bir noktan1n tasviri olduitu haldir. 

Bu takdirde, <P 11ekli '11 11ekli ii::uine tasvlr edilmi11tir denir, 
ve if> nin f (<P) ye tasvlri bu ne\"idendir. 

Bu basit fakat gayet Unemli kavramlara kendlmizl ahl,!tlr· 
mak ic;in bir kac; misal alahm. 

PQ ve KL verilen iki dogru parc;as1 olsun (Sekil 96). Seki!-

s 

$ek. 96 

de bir S noktas1 sec;ip PQ doRru parc;asin10 her A noktas1na, 

SA doitrusu yard1miyle KL dogru parc;as1n10 B noktas101 teka

biil ettirelim. Bu takdirde PQ dogru par.,as1nm P ,.e Q uc; nok

talar10a P' ve Q' noktalar1 tekablll eder. Bu suretle PQ dogru 
parc;as1 Kl dogru parc;as1010 i~eriaine tasvlr edilmil,! olur. 

B noktas1 A 010, D, P', Q' noktalan da karl,!1t olarak C, P, Q 
noktalarmm tasvlrleridlr. 

Verilen tasvirl f ile gosterlrsek bu tekabUlleri B =I (A). 
D=/(C), P'=f(F), Q'=/CQ) olaruk ifade ederiz. 

PQ do~ru pari;as10m tamam101n tasviri P' Q' doltru parc;asi 

olup P' Q' =I (PQ) dUr. 

P' dogru parc;as1nm, bir defa daha, Kl dogru parc;asmlD 

ic;erislne tasvir edildijtine il,!aret ediyoruz. P' nun Kl Uzerine 
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taevir edildijtini 110yliyemeyiz, c;ilnkil, meselA £, K ve L nokta

lari PQ dojtru parcasioin hie blr noktas1nan taeviri deltildlr. Bu 

sebeple PQ nun P' Q' i~erieine taeviri tabirini kullamyor uz. 

$ek. 9i $ek. 98 

Bu misalde tekillerio taevlrioe alt verdijtimiz bO.tllo kav

ramlar1 ele almit ieek de hlr mlsal bUtUo hususlari vermekten 

uzaktir. Ejter KL dojtru parcas1 yerioe S ooktas1n1 almit olsay· 
d1k ve PQ dogru p1m;as101n her ookta111oa S ooktas1n1 tekablll 

ettirseydik bir 11eklin dijter bir tekle tasvlri halioi elde ederdik. 

l kinci teklin her S noktas1 (iklnci oekil yaln1z S noktasm

dan ibarettir) blr loci eeklio (PQ do1tru par~s1n10) bir noktas1-

nan tasviri oldujtundao, bu halde, PQ dojtrusu S oin yalmz /~e· 
ri1ine dejtil u~erine de tasvlr edilmio olmaktadir. 

Son misalden, farkh noktalarm lasvirlerlnin ~ak1pbllecejti

ni anlamakla beraber hie: bir A noktas101n, blr tasvirle, birden 

fazla resmi (la&viri) olmad1jtin1 de tebarilz ettlrlyoruz. 

$1mdi bir dalrenin her A noktaa1111 bu noktan1n hlr c:ap O.ze

rindeki B ayajtma tekabUl etlirerek bir daireyl bir ~pa ta1vir 

edelim ($ekil 97). Bu halde daire yaln1z t;apan i~eri1ine dejtll ay-
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ni zamando iizerine de tasvlr edilmlv oluyor. Qap1n her B le; 

noktae1 iki noktaruo resmidir. B = f (A) ve B = f (A'). 

Ayn1 tarzda bir kUre yUzeyi bir ~apm Uzerine ta11vir edillr

ee (~ckil 98), c;ap1n her ic; noktos1 blr •paralel» in bUtUn nokta

lar1n10 re1ml olur (kuluplar P ve Q oldultuna gore). 

Bir kUrenin her A' nokta!l1na, bu noktadan PQ c;aprna c;izi

len A' B dikmesioin 8 aya~101 tekabUl ettirerek bir kUre, PQ 
c;ap1 ii:zerine tasvir edilebilir; bu taevlrde i;aprn her io noktas1 

disk'ln tamammm bir tasvlritli.r (~ekil 98). PQ oap1na ait her 

nokta kendlslne tasvir edilmi1 olmaktad1r. 

E~er tor y!lzeyinln her A noktae1na, bu noktadan I dOome 
ekle1lne c;izilen AB dlkmesioin B ayajt1 tekabltl etllrllirse tor 

ytlzeyl l i~er-i•ine tasvir edilmlv olur. Tasvirin I iizeriM oldu~unu 

eOyllyemeylz. B noktas1 genel olarak, bir daire c;iftioln reemldlr. 

Tor yUzeylnin tamam1n1n resmi l ye ait blr doltru parc;as1d1r. 

Tor ytlzeyl bu do~ru parc;a111n10 iiztrine (aynt zamanda i~eri•ine) 
ta1vir edilmie bulunmaktarhr. 
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Elter tor yuzeyiyle em1rh olan cisim l dojtrueu ic;erislne tas

vir ediliree B noktas1, gene! olarak, daire balkasm10 tamanurun 

reemi olur (~ekil 99). 

Cismln tamammm resmi de l nin bit dogru parcasmdan iba

ret olur ve cislm ho do1tru parcns1010 ii:erine (veya yine i~eri&ine) 

tasvir edllmif olur. 

(~ekil 100) de n dllzlemioin her A noktas1oa, bu 'dUzlem& 
gtlney kutpunda tei?et S ktlre yllzeyinln kuzey S kutpundan ge-

~ek. 100 

cen SA dojfrusiyle, B noktae1n1 tekablll ettlrellm. Streografilc 

i:dU.,iim ad1 veriJen bu tekabQlle n dllzleml S kllre yttzllnllo i~e

ri•ine tasvir edllmlftlr. 

Dllzlemin kllre iiz.erlne tasvir edildiltlni sOyliyemeylz, zira. 

kn~enin S noktas1 dllzlemin hii; bir noktas1nm rcsmi bulunma

maktad1r. Dllzlemln resmi S noktastnda del:nmi1 kllre yllzcyin

den ibarettir. n dlizlemi kendi resminin iizerine - S de dellnmlt 

kllre yUzeyloe - veya i~eri•ine tasvir edilmiftir. 

Elter oekil 83 deki parabollln her M noktae1oa, dairenin SM 

aoadoltrusuna rastlayan A noktns1 tekabUl ettirllirse, paraboliln 

daire ii;eri•lne tasvirl elde edilir. Dairenln P noktas1 parabolllo 

hie bir noktaemm resmi dejtildir, zlra SP anadottrusu :i dttzleml-
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ne paralel buluomaktad1r. Parabollln resmi P noklas1 at1lan dai

reden ibarettir. Parabol kendi resminin hem iizerine hem ic;erisi

ne tasvir edilmi~ bulunuyor. 

$ekil 31 deki hiperbolUn M noktas1na, (2) kUresinin tejtet

sel daireeinin B noktae1 tekabOI ettiriliree hiperbol de dairenln 

iizerine deitil ic;erisine lasvir edllmit olur. 

Bu balde, dairenin dilzlemioe paralel olan anadojtrular1 ilze

rindekl iki ooktas1 hiperboli\n hie; bir noktasinm resmi olma

makla, biperbollln re11mi, :i ye paralel aoadojtrular Uzerindeki 
noktalan atilan daireden ibaret olur. Hiperbol kendi resminin 

Uzerine tasvir cdilmittlr. 

~ekil 27 ve 29 da gnsterildijti gibi elipsin her M noktasma 

dairenin A noktas101 tekabUl ettirirsek elipsio hem dalre iizerine 
hem i~erisine tasvirini elde ederiz. Elip'lin resmi ad1 gei:en dai

reden ibarettir. 

Bu Orneklerden baz1lar1n1 a,a~dakl Onemll tarife misal ol

mak Uzere kullanacajt1z. 

Tar lf: </> 1eklinin '11 1ekline tasviri I, ve B nokta11 '11 1ekli

nin kegli bir noktas1 ise I tasvirigle resimleri B olan <P nin biitiin 

noktalarinm ciimlesine B nin ters re1mi denir t•e ba ciimle (vega 

1ekil) 1- • (B) olarak goaterilir. 

~ekil 100 de :i nln S noktasmda deliomit kilre yilzeyine 
tasvirinde B nln ters resmi A noktas1d1r: t 

r • (B)=A. 

~ekil 9i de dairenin c;apma tasvlrinde c;np1n B ic; noktas1-

nm ters reemi 0 - boyutlu AA' do1tru parc;ae1d1r. <;ap1n her bir 

uc noktaem1n ters resmi yine ayn1 noktad1r. Oyle ise 1- 1 (B) = 
(AA')" yazablllriz. Burada 0 ltareti AA' niln boyutunu gOster

mektcdir. 
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~ekil 98 de kllre yOzeyinio PQ captoa tasviriode, PQ cap1-

n10 B ic noktas1n10 teu resmi, dllzleml B den geceo paralelln 

cemberindeo ibarettir. Kutuplarto ters resmi ise kendileridir. 

~ekil 98 de kllre clsmioio, cap1oa tasvlrinde capm her ic 

ookta1:11n10 tere resmi, d!lzlemi bu noktadao 1tecen •paralel• ile 

1101rh diskten ibarettir. 

Tor yftzeyinin, kendi resmine ta&\'irlnde (~ekil 99) her B 
noklaernm ters resmi, dOzlemi B noklaemdan gecen dalre clftldir. 

Tor yil.zeyiyle 1101rh olan clsmin I eksenlne tasvirinde (~e

kil 99) B nin tere reeml taranmH~ halkadan lbarettir. 

14. $ekillerin blre-blr taavlri 

Eiter tf> 11eklioin IJI 11ekli il.zerlne f lie taevirinde, IJI 1ekllnin 
her B noktas1nm 1-• ters resmi <I> 11ekllnde yaln1z blr A nokta

smdan ibaretse <P 9ekllnln If' 11ekli tlzerlne tasvirine bire-bir tas
virdir denir. 

Bu tarife Grnek olmak Uzere bir kac misal alahm. 

~ekil 100 deki dUzlemin, S noktasmda deliomilj kllre yOze

yl ii:erine olan tasvlri bire-bir bir tas\'irdir. Halbuki dUzlemln 

bUtllo kllre yllzeylnln i~eri•ine tasvirl blre-bir deitildir. Tasvlrin 
bire-blr olmas1 icln gerekli 9artlardan birl, blr 9eklln dljteri ii:e
rine tasvir edilml11 olmas1d1r. 

!;ekil 98 de kllrenln, capt Uzerine tas\'irl bire·bir deitildir, 

zlra capm bir i~ noktas1nm ters resml kllrenin tek bir noktas1 

olmay1p tekmil diskten ibarettir. 

$ekil 27 ve 29 ile ilgili elipsin daireye tasviri blre-bir tas

vlrler dejtildir. 

Evvelce 9ekil 31 ve !)ekil 33 de t:le alman hiperbollln ikl 
ooktas1 attlan daire llzerinc tas\'iri Ile parabolllo, bir noktas1 

at1lan daireye tas,·irleri yioe bire-blr taavirlerdir. 
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0

lllperbol ve parabollln dairenln tamamm1n l<;erieine taevir

lerl bire-bir deAildir. 

$ekil 29 daki elipeln daire nzerlne taeviri lie ilgill olarak 

ellpein ic; noktalar1 bire-blr olarak dalrenin ic; noktalarma taevlr 

edilebilirlcr. Ellpe ic;lndekl her l noktaema, dlekln SL lftnl Qze

rlne dilten N ic; noktae1 tekabnl ettlrllebUir. Benzer tanda Myle 

blr tekabill parabol ve hlperbol lc;in de yap1lablllr (~ekil 88 ve 31) 

Diitcr mtsallere gec;meden evvel a1a1t1daki genel netlceyl ve

rellm. 

If> 1eklinin IJI 1elcli ii:r:trine olan bire-bir ta•oiri, lcendilijinden 

Y' 1eklinin •I> 1ekline olan bire-bir ta•oirini dolurur. 

Bu, 'l' tekllnin her B noktae101n 1-• (8) tera reemlnin <1' 

teklinde tek blr A noktae1ndan lbaret bulunmaamdan Iler! gel

mektedir. Bundan da, A= 1-• (8) oldu~dan, 1-• in blre-bir 

bir tasvlr olduitu ve 'l' tekllnln <P tekli Qzerlne olan 1- • taavi
rlnde A noktaamm tera reaminin, veya f (A) n1n, tek bir nokta

dan ibaret oldu~ elde edillr. 

<J> 1ekllnin 'I' tekll Uzerine bire-blr taevirlocle <f> fekllnln her 
A noktaema '11 teklinln belirll blr /(A)= 8 e1l tekablll eder; 

bundan da IJI 1eklinln her B noktaam1n <P tekllnde tamamen be

llrli tek bir A noktas1n1n e1i oldujtu gOrlllllr. Bu e1 olma duru
mu, lnceledlltimiz mleallerde ac;1kca gGrlllmktedlr. 

r-• tasvirine, f taevlrlnln ter• taevirl denlr. 1-• taevlrlnln 
tere tl\evirlnin f tasvlrl oldu~ ac;1ktir. 

Bir 1eklln dljter tekll llzerine yapdan bu blre-blr taevlrlerl

nln ehnetrlk du:-umundan dolay1 1cklller araetndakl blre-bir telca

bul den bahsederiz. 

Birkac; mi11al alahm. 

O. boyutlu ABC llc;genlnln c;evrel dalrea1 Qzerlne blre-bir 
blr tasvirtnl kuralun (~ekll 101). 
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Ucgenin her M noktas10a OMN yar1 c;ap1 ile dairenln N 
noktae101 tekabill ettirelhn. Dairenin o - boyutlu Ui;gen ttzerine 

tere taevirinde, N noktae1nm resmi olarak o boyutlu Ucgenin 

tam M noktae101 buluruz. Bu euretle lki oekil araemda (M, N) 

c 

~ek. 101 

nokta ciftlerinin tckabOIU kurulmuo olur. Oi;genin tepe noktalar1 

keodi kendileriae tekablll ederler. Bu suretle iki oekil aras1nda 

bire-bir blr tekabnl elde etmit oluyoruz. 

Eger iki cilmle arae1nda herbangi blr tarzda bire·blr blr le· 

kabl11 kurulmu,ea, bu cllmlelere ozcle,tir veya e1ku1retli dir de-. 

nlr ((36], (40]). Bir oeklin milmkli.n en bUyllk kudretl kontinii (*) 

olup bu kudret sonlu l.Hesi :-: (* *> say1S1d1r. Uzaym bUtQn 

noktalar101n cUmlesinin, clUzlemin b!ltiln noktalar cllmleeinln ve 
dogrunun biltUn noktalar cilwlesinln kudrctlerl hep ayn1 x aay1-

e1d1r. Her bir 'ekil ya sonlu, ya oayilabilir veya kontinU'nUn 

kudreti kadar noktan1n cUmlesidlr. Bu iddlay1 lepatlamak icin 

burada duracak deitlliz ((35] , (43)). Geometride blre-bir tekabil· 

Uln en genel oekli Onemli dejtildlr. Onemli olan, ilerikl bahlste 

incellyeceltimiz bire-bir tekabUl s101flar10dan baz1lar1d1r. 

Ac1k PMQ yar1m dalreelnin PQ yam;ap1 a dojtrusuna para

lel olsun (~ekll 102). OA 1111niyle a dogrusunu ac;1k yar1m dalre 

(•) Reel aay1lar cllmlealnln kudrell 

(••) Aler dlye okunur. 
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11zerine taevir edellm ve M = /1 (A) yazahm. Ayr1ca bu yar1m 

dalreyi, M den PQ ye MB dikmesinl c;izerek PQ arahg1 ilzerine 

tasvir edip 8 = /, (M) yazalun. Bu euretle a dogrusunun nokta-

a 
~k. 102 

larlyle PQ arahg1ntn (A, 8) ef noktalar101n veya dogru ile ara

bgm bire-bir bir tekabfUU kurulmuo olur. 

Ayn1 tarzda bir dilzlem vc bir ac;1k yarun kilre arae1nda 

ve yine dilzlemle ac;1k disk araa10da bire-bir blr tekabUl kurmak 

milmkUndilr (~ekil 103). 

A • • r (A) , o• - r ( o 

~ek. 103 

Buoun gibi ac;1k disk Ile, dellnmi.1$ kttre yilzeyi arasmda da 

blr tekabill kurulabilir, Bu maksatla ekvattlr dlskini, kilreye gU-
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ney kutpunda le(tet dlizlem Uzerine tas\•ir eder (i;iekil 103) ve 

streogra£ik izdU~Umle diizlemi, delinmi$ klireye tas\'ir etmi" 
oluruz. 

Nihayet, bir do#u pari;asiyle bir di~cri arasrndn birc·bir bir 
tekabtll kurahm. Bu i'}i knsten knrri,1k vc gayri tnbii bir tarzda 

yapacal!;1z. Bundan mnksad1m1z bire-bir tekabi11Un mubakkak 

baeit ve tabii olmachl'tm1 g5sterrneklir. Elter ba&it vc "maknl» 

tasvirleri incelemek istersek agr1ca bire-bir den ga.r;rr b:i:1 1artlar 

ko1mam1z laz1md1r. 

PQ do~ru parc;asiyle P'Q' arahg101 alahm (l;iekil 10~). Basil 
oleun diye de P'Q' nrahjt101 PQ ye ei;ilt Ye paralel vc PP'Q'Q 
yU dikdtlrtgen olnrak alahm. 

PQ doitru p:1r1;ae1 iizcrinde, bir noktn1110 0 yn uzaklllt• ken

dieinden sonra gelen noktan1nkinin ynrist olacak fiekilde 2, 3, 4, ... 
nokta dizisini alahm. P'Q' iizerindc de bunun gibi bir dizi sei;e

lim. i;iekilde O noktas1 PQ niu ortasrnda ahnm1$t1r. 

$imdi ll$al't1da anlablan tarzda PQ doitru pari;as1om P' Q' 

~ek. 104' 

arahjt1 iizerine olan bir tasvirioi clde cdcce~iz. PQ ilo:'tru par"a

smm, dizinin noktalar1odan farkh her A noktasma, A dan P'Q' 

ye "izilen AA' dikme>1iyle, P' Q' nlln A' noktas1n1 tekal>Gl etti

rclim: 

A'= /(A), O' = /(0). 
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PQ nUn 1, 2, 3,,,, dizisinin noktalarma dijter dizioin 3', 4', 

4', ... noktalar10a tekabUl ettirerek veya 

3' = /(1), 4' = /(2), ... n'=f(n-2), ... 

yazarak ve ayr1ca PQ do~ru pari;as101n P ve Q noktalarin1 P'Q' 

nun 2', 1' noktalarrna rc~mederek ,·eya 

2' =/(P), 1' = I <Q> 

yazarak tekabUIU tamamhyahm. I 

Do~ru par1;asmm arallk Uzerine olan bire-bir tasvirlnin tee
klli bu surctle lamamlanmit olur. Okuyucunun bu tasvirl ne 

«basit» ne de «tabli• bulacajt101 ean1yoruz. Hununla beraber tas· 

vir bire-birdir. 

Tabiatlyle hire· birlik tuvirin • basil,. Yeya «labii• olmas1m 

J(trektirmez.. 

Ayn1 eekilde blr disk ile bir ai;1k disk araamda veya blr 

bir kUre ile bir acik kilre arasmcla blre-blr blr tekabQl kurula

bilir. BOyle tekabUllerin kurulmaem1 okuyucuya temrln olarak 
tavslye ederlz. Kapah kUre yUzeyi lie dUzlem ve . bir dUzlemle 

ai;1k veya kapah blr diski (\'esaire) at1lm1t dUzlem araemda te
kabiUler kurmak da faydahd1r. 

Bir dojtru part;aa1 lie uzay arasmda oldujtu gibi, farkh bo
yutlu lki eekll araemda da tekabQI kurulabllir. 

l S. $eklllerln Silrekll Tanlrl 

Ataltidakl tarlflerl veriyoruz. Bir A nokta11nin uzaga gore 

bir ci<11arrndan veya k1saea bir A nokta•1nrn civarrndan, merkezi 
A olan actk blr kUreyi (kllre cismioi) anhyoruz. Bu kUrenln 

yartt;apma cfoar gar1i;ap1 deoir. Buna gore merkezleri A olan bU

tUn etmerkezll ac1k kUrelerin cilmlesi bu noktan1n btltQn ekar

lar1010 cilmlesl olur. 
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Bir t/• '}eklinin bir A noktasrnzn bu diizleme gore cfoarmdan 

ise A merkezli ac;1k kilre ile bu teklin arakesitini anhyoruz. 

Ohalde :i dlizlemindeki bir A noktas1om : r dllzlemine gore blr 

clvar1 bu dllzlemin A merkezli ac;1k kllre ile arakesitl veya :r nin 

$ek. 106 

A merkezli herhangi blr a~1k dlski olur ($ekil 105). Bir a dotru

suoun bir A ooktasmin bir civari ii;e bu dotrunun, orta noktas1 

A olan arah~1udan ibaret olur ($ekil 106). 

$ek. 106 

Bir kllre yilzeyioin blr A noktas1nm bu yQzeye gore ch•ar1 

kilresel ac;1k blr disk, veya knre y!lzeyioln, merkezi A olan her 

hangi ac;1k blr kQre lc;P.rlsiode kalan noktalar10m cllmlesldir 

($ekil 107). 

A ooktas1n10 merkeze gore simetrik noktasmda deliomlt kil

re yQzeyl, ve blltlln kilre y1lzeyi A ooktas101n civarlar1d1r. 

Buolardan blrloclal, merkezi A olan ve y11r1c;ap1 verileo kll· 

renin c;ap1oa etlt bulunan ac;1k kllrenin ic;inde, lklncial ise yar1-

c;ap1, verilen kllrenin c;ap10dao bllyilk olao k!lrenln ic;iodedir. 

~ekiJde ayr1ca B ve P noktalar1n10 kilreael clvarlart gosteriJmittlr. 
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Bir dairenin A noktas1n10 bu daireye gore civar1 bu daire

nin, orta noklns1 A olan bir yny1d1r. Rn hale tekubUl eden di

~er civarlar A nm merkeze gore simetrilti at1lm1, daire ve veri-

~ek. 10i 

len biltiln daire ile te~kil edllebilir. (~ekil 108) de noktalt Qizgi

ler, arakei;iUeri A noktasmm verilen dalreye g{}re miltekabil ci

varlar1m vercn aQtk kilreleri gOstermektcdir. 

---- ....... ,,.. ....... 

/ ' 
/ ' 

I \ \ 

: r G .. -~~ ,~ \ 
\ \ ' ... - I I 
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\ \ I I 

\ ~ / I 
' 0 ;" / ' -- / ' "" .............. ___ .,,,,.,,,, 

~ek. 108 

AB do~ru parcnsin in A uc noktasmm bu do~ru pnr~aqma 

(~ckil 109 a), AB do~rusuna (~ekil 109 b), doltruyu icine n dUz
lcmine (~ekil 109 c), ve bt1tUn uzaya (~ekll 109 d) gore civarla

rt arasmda fark gOzelilmelidir. 
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Bu suretle bir noktan10 civar ve iza/i civar kavramlarm1 

ac1klad1ktan sonra geometride en tSnemli kavramlardan biri olan 

{G o) 0--08 
o--A~-oa 8 b) 

Sek. 109 

siirekli tasvirin tarifine geciyoruz. /. </• eeklinin tjl ~ekllnin iceri· 

sine tas\·iri, A 0 ise 1/1 eekJinin bir noktns1 olsun. 

E~er •p ~eklinin f (.40 ) noktasmm 'l' eeklioe gore her E ci
varioa knr~1 A 0 ooklumm •P ye gore bir 6 civan bulunabilse 

ve 6. civar1om tamam1 E cirnn icerieloe taevir edilebilee, di#er 
bir deyimle 

/(6)C E 

olu, f tasdrioe A0 noktasmda aiirekliclir denir. 

Oruek olmak Qzere bir kai; misal alahm. 

Bir dilzkmle buoun Uzerinde bulunan a dogrusunu alahm 

ve dUzlemin her A noktas101 bu noktadan a ya cizilen AB dlk· 

me!li ile B ayn#ma tasvir edelim (~ekil 110). 

a doitrusunun ooktalan kendi kendilerine tasvir olunurlar. 

DUzlemin a dojtruau nzerine olan f ta8\'lrlnln •iirelcli oldultunu 

ispat edece~iz. / (A0 ) = B. noktae1om a doltrueuna g!Sre keyfl bir 

civar101 secelim; bu civar bir PQ arah1t1ndan ibarettlr. Elter Ao 
noktasmm dUzleme gl}re, yar1 capt PQ arahltmm yar1capmdan 

bll~ Qk olmamak Uzere bir civannl (ac1k diek) sececek olursak 
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bu civar10 tamam1 PQ arali~mm icerisine tasvir edilmie olur. A 

noktas1 dOzlemin berhangi blr noktas1 oldu~u ic;in tasvir siirek

lidir. 

A 
T 
I 
I 
I 
t 
I p Q 

Bo a 

~ek. 110 

Evvolce inceledi~imiz tasvirlerden, eekil 96 da PQ do~

ru parc;as1010 Kl do~ru parc;ast icerisine, eekil 97 de bir daire

nin kondi 9ap1 Uzerine, !Jekil 98 de blr klire yUzeyiuiu \"e kUre

nin PQ 9aplar1 ttzerlne, eekil 99 da bir tor yilzeyi ve torun l 

eksenlndeki do~ru parcasmdao lbaret kendi resimleri Uzerine tas

virleri hep silrekli tasvirlerdir. Bunun glbi eekil 100 de bir 

di.lzlemin kilre ic;erisine olan stereografik tasviri de silrekli blr 
tasvirdlr. 

BiltUn bn hallerde f (A) keyfi noktas101n izafi E clvarma 
kare1, A noktas1nm 

/(6> CE 

olacak eekilde izafi bir 6 - civari bulnoabilir. 

O~renciye bu hususu sajtlamas1 tavslye olunur. 

Bir Ornek olmak ilzere 1 • boyutlu ABC ilc;geninin c;evrel 

dairesi ilzerine tasviri halini ele alahm (!Jekll 101) ve herbangi 

E civar1 verilml!Jken, I ( 6) CE olacak eekilde blr 6 - civarnu 
bulabm. 
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M, ttcgeoin keyfi bir uoktas1 ve N = f (M) olsuo. N nok

tas1010 dnireye gore keyfi bir E civarm1 seoelim ($ekil 111). Bu 

/ 
I 
I 
\ 

' ............ _, 

c 

E 

$ek. 111 

civar a~tk bir PQ yayindan ibarettir. P ve Q noktalamn 0 

merkezine birle11tlrerek bunlano Uc:geui kestijti noktalar1 P' ve 
Q' ile g6sterelim. 

P' Q' pojtru parcasrnm, orta noktaet M olan hcrbaugl bir 

arah!!'t 6- clvar1 olarak 11ho1p 

f (6.) CE 
yaz1la bilir. 

E~er N noktnsm10 E civar1, N noktasmtn merkeze gore ei

metrigi utilan dairecleo veya daircnin tamammdan ibaret11e, M 
noktaem1n, M nio merkeze gore simetri!!'ini icioe alnuyao llc:ge

ne g6re- ikind balde hatta 1-boyutlu biltOn Oc;genc gore - clvari 
6. - CiV'arl olarak ahnabilir. 

E~er tnsvir cdilen nokta bir A tepe noktas1 i&e ve E dva

rrnm yarioap1 kafi derecedc kilollkse, Ucgene g:;rc 6. - ci\'ari 

oJn~nk ttcgeole daireye g<lre E civu101 meydana getiren ayn1 a~tk 

k!lrcnin arakesiti nhnabilir; bu haldc f (6.) CE dir ($eki1 111). 
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Dc;genin daire ilzerine olan bn bire - bir tasviri dij!er yOnde 

de de sllreklidir, dijter bir derirulc, 1-• tasviri de slireklidir. 

Bunu bOyle olduj!u, 1-• tasvirinde, llc;geoin her civanna 

kar111, Uc;genin bu civanna tamaruen tas,·ir cdilen daireye ait ci

var bulunabilccegiudeu anlaQ1hr. 

A~aj!1daki geuel tarifi veriyoruz: 

Tarif : Eger f tasviri blre-bir ve eUrekli ise ve 1- ' tere tas

viri de slirckll il!C I ye topolojik lBb\'ir denir. Hunu oOyle de ifa

edebilirlz: bire-bir ve iki larafh 11Urekll tasvirlere topolojik tas

vir deoir. 

Evvelki misalde blr boyutlu Uc;genin daire Uzerine ve kar-

01t olarak dairenin bir boyutlu U~gen llzerine taeviri topolojik 

tae,•irdir. 

~ekil 100 deki dUzlemiu deliomiQ klireye olan atereografik 

taeviri ( ve kar§1t1) topolojik bir tasvirdir. 

~ckil 98 de kllreuin keodi c;ap1 Uzcrioe olau taaviri bire-bir 

olmad1j!mdan topolojik taavir dejtildir. 

~ekil 10'1 de PQ doj!ru parc;as1ruo P'Q' arahj!1 Uzerine gayri 

tabil tasviri bire-bir oldu(!u balde bir taralh bile sllrekli dejtildir. 

QUuktl, meselA, 1' noktasmm kllCI derecede kilc;Uk bir E clvar101 

alacak olursak, Q = / '(1') noklas101u herbangi bir £:::. - civa

r10da, E - civarmtn ic;erisioe tasvir edilmiyen neklalar buluruz. 

lilr klire ytlzeyi bir dUzJem Uzerine bire-bir olarak fakat 

topolojik ohmyarak tasvir edilebilir. llunun gibl bir doj!ru par

c;as1 bir arahk Uzerine topolojik olarak, dijter bir deyimle, bire

bir ve iki turafh sllrekli olarak tasvir edilemez. Bu iddiay1 ispat-

81i b1rak1yo1uz. Yine h1pat111z olarak meselil. bir dojtru pari;as1 ile 

bir klib veya dUzlemle daire aras1nda oldu(tu gibi, farkli boyutlu 

ikl §ekil ara111nda topolojik bir lekabUl kurulanuyacaj!1oa i~aret 

edelim. 
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Topolojik olarllk blriblrilerine taavir edilebilen lkl eekle 

topolojik oz.de, ,·eya homenmorf §ekilJer denlr. 

Btltilo dairelerin hiribirileriyle homeomorf oldujtu \'6 1 -

boyutlu herhangi blr U~genle topolojik Ozdee oldujtu kolayltkla 

gOrUlebilir. 

Tor ile kilre topolojik olarak farkhd1r, veya dijter blr de

yimle, homeomorl <kjtildirler. Bunun iapahn1 vermlyoruz. 

Topolojik Ozelikler eekilleriu topolojik bUtiln tas\·irler alt1n

da degi,miyeu Ozeliklerldir, dijter bir deyimle, <f> eeklinin topolo

jik '.>zelikleri, yalntz •/• ye dejtil topolojlk Uzde!J olan her 11' eek

llne alt l:!zelikleridlr. Me11cld, blr eeklln c~rl olmas1, yUzey, cl
slm, veya-daire ve 1-boyutlu ili;gende oldujtu gibi, kapah olmaa1 

hep topolojik l:!zeliklerdir. 

E~cr •f> eekli 1
/ 1 11ekli ilzerine ta&\'ir edilmi!J&e •/• 11ekline 'I' 

ye dnnu,rnrillmil11tilr de denir. Eger </> ~ekli 'l' 11e~li ilzerine to
polojik Ofarak t811Vir edilllli!J9C l/f eekfiD6 tfl den fopolojik donU• 

1iimle eldc edllml!Jllr denlr. 

lnl'cledijtimiz bu kavramlar yarduniyle, e!lrl yay1, kapah 

bir ejtri, vs. gibi kanamlar1 s1hbatll olarak tarif etmek mUm
kUndilr. 

Ba11it bir yay, dol_tru parcas1010; kapah basit bir yay 1-bo

yutlu ilcgenin \'8. topolojik tas\•irleridir. 

Geometride rnstlanan tasvirlerin ekllerisi topolojik taevlrdlr . 

$ekillerln yalniz topolojik ozeliklerl ve bunlarm topolojlk 

dOnUeilmlerinin Ozellklcrl •silreklilik geometrisl• nln, dljter blr 
deylmle, topoloji'nin konusudur . 

Elementer geometride yukar1da ele ahnan topolojik kanam
lardao i;ok basitlerine ibtiyai; olacakhr. 
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16. Duzlemin dilzleme ve u:r.ayan u:r.aya 

doniitiin kavram1 

Bir •P teklinin blr 1/1 tekliue tasvirinde '11 eekllnin 1/1 teklin

den farkh olmas1 gerekmez. '11 teklinin '/• tekli ile i;ak1~mae1 ha

linde 1/1 teklinin kcndi ii;eri•ine vcya Ozel olarak </I eeklinln ken

di ii%:erine tas,·iri bah is konusu olur. 

Bir <P teklinin kendi i"erisine vey11 kendl iizerint> ta11\· iri ha

llnde iferisine \'e iiztrine arasmda fark gGzetmeksizln 11> eeklinin 

kcndine dOnU11llmilndeu b:lhsedcrlz. 

lizel olarak dllzlemiu kendiue ve uzayrn kendi1:1ine dOnlleUm

lerinden bahscdebiliriz. 

A,aj'.t1duki mieallcr bu geoel tarife birer Ornektir. 

KUre ci1:1minin kendi tapmn taeviri (~ekil 9S) 11y01 zaman

da kllre cisminin kendi iQerisine bir lnevirclir. Hurnda PQ t;ap1 

kUreuin resminin lamam1d1r. KQrenin kentli it;erieine olan bu 

tasviri, kilrenin kendl iQcrisine olan d!lnUeUmlerinden bir tane

•idlr. 

Elter ($ekll 112) de a do~ru11unu at;1k yarim dalre !lzerine, 

ve eonra dik i:r.dU!JOmle bu yar1m dalreyi yine a itoarusu it;erisl-

0 

a 
K 

$ek. 112 

ne tas\"ir edersek a dojtrusunun kendi ii;erislne olan I dOnn,u

mUnU elde edcriz: /(A) = .4', /(A') = A•, ... , /(P) = P. p nok-
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tas1 bu donUollmUn sabit blr noktastdir. a dojtrusunun tam resmi 

Kl arahjt1ndan ibaret olup bu duononmnn topolojik oldugu ko

layca gorUlebilir . 

.Ayo1 tarzda bir :r dllzleminiu keodi ii,;eri11ine dOnilo!lmQ teo

kil edileblllr (§ekll 113). DUzlemln tam resmi bu dQzlemln ac;1k 

bir diskioden ibarettlr. Dllzlemin kendi ic;erisine bilyle bir tall· 
viri yine topolojlktir. 

Dllzlemin kcndi llzetine d!lnUonmUnde :r dUzlemindeki her 

~ck. 113 

9eklin ayn1 dUzlemde blr tekle d!lnfteecegl hahrdan t1kar1lmama
hd1r. MeselA, merkezl Pde olan bir dalrenln ayn1 merkezli dl

A'er bir daireye dUniltecegi kolaylikla g!lrUlebllir. P den gec;en 

dogrular kendilerine tnsvir olunurlnr ve hnyle her do~runun tam 

resml oekil 112 den gOrUlecejti vec;hlle bir arahktan lbaret olur. 

P den gec;meyen bir do(tru bir egrlnin yay1na dOnUtUr. Merkezl 
P de olm1yan blr dalre kapall bir ejtrl)"e, bu daire lie s101rh disk 

ise daireoin resmiyle e101rlanan dUzlemln blr bOlgeslue dilnilt!lr. 

Bir dii::lemin ken li$ine olan bir donii1iimii bu dii::lemin her 

1eklinin bir donii1iimiinii meg Lana zetirir. 

:r dUzlemioln kendisine olan bir dOnUt!lmUnU teokll edelim. 



140 $eklllorln donu,nmn 

n dilzleminde e11kenar 1-boyutlu ABC iicgenini ve bunun i;evrel 

dairesini cizelim (eekil 101). 1-boyutlu ii1;genin her M noktas101 

daireuin bir N noktasma ve dairenin her N nokta111m ttcgenin 

buna tekabiil eden M noktasma d()Dilftilrelim ve di~er biililu 

noktalar1 sabit birakahm. Bu suretle dilzlemin kendisine (haki
katte kendi ilzerine), topolojik olm1yan d()nileilmunil elde ederiz. 

Dilzlemin kendisioe olan bu doniieUmU :i dilzlemindeki her 

~eklin bir dOnlleUmiloU meydana getirir. ABC ii~geni topolojik 

olarak cevrel daireye, cevrel daire de yine topolojik olarak Uc· 

gene d()nUemilfS oluyor. A, B, C noklalar1 haric Ucgen veya dai

renin noktalarindan get,;miyen her eekil olduttL1 gibi kahr ve ne

tice olarak d6nil,lim topolojik olur. 

T1pk1 bunun gibi, 2·boyutlu dilzgiin d6rlyilz.lil ve cevrel kti

reeini dileUnerck ve ayo1 yar1i;ap Uz.erindeki noktalan d()niietU

rerek ve dijter biltiln noktalar1 s11bit b1rakarak uzaym uzaya 

olan tasvirinl kurabiliriz. 

1-boyutlu il<;genin cevrel daireye topolojik d6nilf}!lmli elirekli 
olarak ve aeajt1da anlahlan tarzda billiln dilzleme te11mil edilebi

lir. 0 noktae1 kendisine, n nio 0 dao farkh her S noktas1 da, 

S' noktas1 OS 111m1 Uzerinde olmak ve 

OS' ON 
OS -OM 

e,itlijtioi sajtlamak ilzere, S' noktas1na gitein. Bu, S' noktaem1 
tek olarak belirlemekte olup b1iylece, dilzlemin kendisine bir dO· 

nU11Umilnll elde ederiz. Bunun topolojik oldu~u kolayca ispatla

nabilir. Dilzlemio kendisine (hakikatte keodi tlzerine) olan bu 

tasviri bu diizlemdeki her 'eklin topolojik bir donu,umUoil mey

dana getirir. 

0 noktasmdan gecen her lfmda homotetik d6nilfliim mev· 

cut olup her 1111nm kendieine ait k =ON I OM benzerlik ora m 

vardir. OA, OB, OC 1ernlarindaki noktalar, k = 1 olmasrndan sa-
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bit kahrlar. (l;'ekil 114) de PQR ili;geninin P' Q' R' tekline dO

nUtUmllyle bir dairenln tlonll,llmll gJsterilrnittir. 

~ck. 11' 

ABC Uc;geni kendi c;evrel daircsine dOnUtmekte olup Ojtren

clye tlnirenin hnogi ~ckJe dOnil!Jecejtini gUsterme11l temrln olarak 
tavsiye olunur. 

IHlzgUn dOrtynzlU ve 1revrel kllre dlltllnttlerek yukar1daklne 
binzer bir dGnUtilm kurulabilir. 

Uzayao clde edilen kencllne (hnkikatte kendl Uzerlne) dU
nU!JilmQ topolojlktir ,·e bunun Myle oldujtu kolayca sajtlanabillr. 

~ekillerln, bir 11mfa alt biltUn d6nUtllmler altmda de[tit
miyen Ozeliklerlne, bu teklllerln (bu em1f dOnil!Jilmlerine gore) 

degi$mez Uzeliklerl achni verdiltirnizi hahrhyahm. MeeelA, blr 

dairenin, topolojik d!>nU!Jilmler altindaki de[titmez bir Ozelitl, 

kendi11lni kesmiyen kapah bir etri olmas1d1r. Topolojlk reelmde 

bir keeiklik eUreklilikten, keadini kesme lse blre-birlikten dola

y1 mevrut olamaz. Dalreyi, bilkillebllen ,.e c;ok elaetik olan ka
uc;uk bir ipten yap1ln11t kabul edereek, dalreyl lstedijtlmiz gibl 

cekip bllkerek topolojik resimlerini elde etmlt oluruz. 

Bu donUtllmlerle meseli\, uzunluk, le; bllkeylik, dUzlemsellik 

bozulur. 

Gene! olarak, topolojlk dOnlleilmlerdo ne dojtrularm uzun-
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Juk ve ac1larm10 ne de alan10 deg-i1mezligini 1>6yliyebillrlz, zlra 

dllzlemael bir eckil, va. en kar1~1k bir bale gelebilmektedir. 

lnccledij'.tlmiz tarzda dllzlemin dUzleme vc uzaym uzaya bir

~ok tai;,·irlerini bulmak gnc degildir. 0 noktasmdan ($ekil 115) 

gec;en her 1111n1 yalmz bir noktada kesen (1) ve (2) t:jtrllerlni 
(uzayda iki ynzey) alabilir ,.e evvelki gibi yapabiliriz. 

~ek. 115 

Di~er bir deyimle, her A noktas1111, A' noktaa1 OA llzerin

de olmak ve 
OA' ON, 
OA OM, 

e1itliglnl saglamak nzere, A' ooktasma tasvir edeblliriz. Burada 

i;ek. 116 

M., N, noktalar1 bir 111mn (1) ve (2) egrilerini kestigl nokta
lard 1r. 
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E~er (1) ve (2) ejtrileri el}merkezli dalreler (uzayda kllreler) 

lee, dOn!lsllm, bildiltinuz, merkezl 0 da olan ($ekil 116) bir ben

zerlik dOnhl}!lmilnden ibnret olur. 

(1 > ve (2) e~rileri yerine b1eit l}eklller olarak, (Uc;gen, kare, 

dolre, \'ll.) glbi elemanter l}ekillerin resimlerlni lncelemek faydah 

olur. 

17. Stereograflk izdiltilm 

~ekillerin mukezi izd1i1iim ad1 \'erilen ba~ka bir d6nU1UmU

nil ele alacojt1z. $ekil 29, 31, 38 de konik kesitlerin dalreye taa

virlyle lgencl olarak dalre ilzcrlne detil), l}ekll 100 de bir dilzle
min k!lreye tuvirinde (kUre Uzerine dejtil) merkezl S noktas1 

olan merkezi izdill}llmlerle meogul olmu1tuk. 

Dllilemsel l}ekillerln, ileride bize IAzim olacak olan, kilresel 

teklllere merkezi blr izdtll}Um ll ile tosvirinin - 11tercograflk Jz

dlltUmuo - Ozeliklerlni inceliyellm. 

Stereografik h;dlll}llmiln matematikte, geometrlde ve komp

leks say1 dUzlemiuio delinmlt kllreye ma!Qm 1edilde bire-bir 

tasviri kadar Ooemll bir tatbiktllt da kartografyadadir. Kartograf

yada kUre yllzeyinin tamammm veya bir k1sro1nm blr dUzlem 

Uzerine, dijter bir deylmle, kllre olarak kabul edilen yeryUzUnUn 

kAt1t ilzerlne i;lzlmi Ile meogul oJunur. Stereograflk lzdill}Qm 

kartografyoda kullantlan en 6nemll izdlltUmlerden blrlnl te1kll 
eder ('). Sterecgrofik lzdlll}Umlln locelenmC11inde (l}ekil 100) kdre

nln S izdllfilm merkezinde dellomil} oldujtuou ve bu S nokta11-
01n kilre yUzeyine dejtiJ uzaya alt oldujtunu kabul edecejtlz. Bu-

( ' ) Bak: A. v. Oedymln . Karto1rafya. Enattta lltrelmenlnln der1 

kllab1, Uchped1lz 1948. 

Bu kltaptekl utretlcl reslmler lncelenlree, ktlrenln muhtellf dG

DtlfOmlerle dGzleme IHvlrlnl de ••kll lerln ~ozulmalar1 hakk1nda 1ayet 

tyl fllilr edlnlleblllr lul. 
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nun gibi kilre yilzeyi Uzerindeki her !JCkil, e~er bu i;ekil bu nok

tadnn gei;iyorlla, S noktasrndn delinmi!i kabul cdilecektir. 

Evvela, stereografik izclll!}iimle :r dilzlcminin herhangi a 

dojtrusunun S noktas1ndan ge1;eo bir daireye 1Wnil':til~ilnil gl>rll

rilz (!;iekil 11i). Bua\lll bt;yle olduj:tu, a dogrui;unn nit A nokta

lannt kiireoin B noktulartna i1.dil!Jllr~n SA 1!J1nlarrnin a do(tru

sunu izdil!}Urcn bir dilzlem Uzerinde bulunmasmdan Ye bu dilzlc

min kllreyi S nokta1nndan gcr;en daire boyunca kesmcsinden ilcri 

gelmcktedir. 

~ek. 117 

Bu surctle :i dUzleminin herhangi bir a dojtrusu S den ge

cen a' dalreeine donn,mU!J olnr. KUreye alt S den gccon her a' 

dairesi de tors dl>nUi,Umle dllzlemin a doJru!;una dl>ner. Bu, sle· 

reografik izdil!J!lmiln tcmel Ozeliklerinden blrini tei,kil e•ler. 

Ozel olnrak bUtUn meridiyenler gUney kutuplan ge<;en dojt

rulara (~ekil 118) ve ka1!}1t olarak merkezi gUney kutup olan 

dojtru demetino nit her dojtru da hir meridiycne dUnn~ur (~okil 

118). 

DOnil!Jllmlln birebirlijtinden delinmii; kllrcnin : r dllzlemi Uze-
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rlne dOnn11nmnndeo, bazen de :i dUzlemlnio kilre ic;erialne (veya 

dellnmle kilre Qzerine) dOnileftmiloden bahsederiz. Bunlardan han

giaioin kastedildi~t konudan anlae1hr. 

KUrenin ekvator dahil bUtiln paralcllerloin, dOzlemde, mer

kezleri kllrenin gUney kutbunda olan cemerkezli dairelere dOnlle· 

tQ{tU kolayhkla gOr!llnr ($ekil 118). lspat olarak, hcrhangl para-

~ek. 118 

leli izdUeiiren dairesel dik kooinin :s d!lzlemini daire boyunca 

kesti#ini sOyliyebilirlz. Kutup Mlgelerloln haritalar1nm c;izlmlnde 

kullan1lan metot budur ve buna alt mlaaller herhangl atlasta 

bulunabilir. 

~imdi inceleml~ oldu~umuz dairelclcrden baekn, kUreye alt 

di(ter dairelerin resimlerinin ne olacajlan1 gorelim (~ekil 117, 118). 

~u Ozelik caridlr: Kiiredeki, S et'7eografik i:dii,iim mer

kezinden ge(:migen herhangi bir daireni11 n i:dii,iim JiizleminJeki 

re.mi bir dairedir. 

BU, STEREOGllAFlK 1ZD'0~0M0N ESAS 1LK TEOHRMlDtR. 

Bu teoreml lspatlamadan once aeait1dakl ilc; hUBlll!a learet 

edelim. 
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(i) Bir kllreye blr k dalresi boyuoca te!tet olao konioin T 
tepe nokta11 et>yle bulun ur: Kilrenin 0 merkezindeo (~ekil 119) 

~ek. 119 

dairenln dllzlemine oc dikmesi cizllir ve bu rdlkmeden gec;:en 

(eekllde tarah olarak gOsterilen) herhangi bir dllzlemde ktlrenln 

bilyilk dalresinin k dalrceini kestiitl G noktauodakl GT tejtetl 
reeruedillr. Bu tejtetin 0C yi kestl{ti noktas1 konioin arantlan te

pe noktas1 olur. Ejter k bllyilk daire olacak olursa, GT te!tetl 

OC ye paralel olacajtindan koni slllndlrden ibaret bulunur. 

(ii) S izdileilm merkczinden gcc;en herhangl a' daireeine te

!tet olan koninin T tcpc noktae1 (11ekll 117), kllreye S noktas1n
da tejtet olan ve dolay111iyle ,.. dllzlemioe paralcl olan ~ dilzle· 

minde buluuur. ~ckll 120 de, S noktas1 Ue a' daire1lnin dllzle· 

mine dik OC dikmeslndeo geceo dilzlemin kilre Ile olan arakeei
ti gOllterilmietir (11ekil 117). 

(iii) Kllrenin her tejtct dojtrusu, bu dojtrudan gecen bir dllz· 

lemin kUre ile olan arakesit daireslne tejtettir. 

lspah : a do!trusu kilreye M noktasmda te{tet ol1un (~ekil 

121), veya a kllrenio OM dik yar19ap1 bulunsun. a dojtrusundan, 
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ktlreyi k dairesinde kesecek bir dtlzlem gec;ireeek olursak (le nm 

bUytlk daire olmad1jt101 farzediyoruz, k 010 btlyilk daire olmaa1 

haliode iddiaoin do(trulujtu ac;1kbr) ve bu dtlzleme OC dikmeainl 

indirirsek OC dojtrusu bu dilzlemin a dojtruauna dik olur. Tabli 

bu iki dojtru aykm durumdadir. 

Ohalde a dojtru1u OM ve OC ye dik oldujtundan bunlar1n 

dQzlemlne ve netice olarak l>u dilzlemio CM dojtrusuna dik bu· 
lunur. Bu da a nm k ya te(tetlljtlni ifade eder. 

a 

~ek. 120 $ek. 121 

$imdi bunlan gOz Ontlnde bulundurarak yard1mc1 blr teo
rem ispat edecc(tiz:. 

Yard1mc1 teorem 1 

b, kUreye M' noktnsmcla tejtet bir dojtru olsun ($ekll 122). 

Stereografik izdiltilmiln S merkezinden ve b den blr dUzlem ge· 
c;irelim. Bu dilzlem kUrcyl a' daireslnde ve :i dilzleminl lse a' 

niln resmi olan a dojtrusunda keser. (~ekll 123, a' dalresl ve a, b 
<lojtrulariyle birlikte bu dilzlemi gOstermektedir). C noktas1 a' nun 

merkczl olmak Qzere, SC do~rusunuo (~ekil 122, 123) a dojtru

suna dik oldujtu kolayca sajtlanabilir. a ve b do!trularmm SM yl 
aym ac;1 alboda kestiklerini g!lsterelim. 
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l1pat: 

n 
< bM'M=< SM'D=< SM'C+2 

Halbuki <MSN=<SM'C 

Ve 
n 

<aMM'=< MSN+2 

oldugundan 
< bM'M= <aMM' 

bulunur ve iddia sabit olu!'. 

Sek. 122 

!;limdi, stereografik izdii1iimiin esas ilk teoremi nin ispatma 

gecelim. 

a' kilrenin S noktasrndan gecmiyen ve bir paraleli olm1yan 
bi!' dairesi olsun (~ekil 124). Ayr1ca, T, kiireye a' de tetet ko
ninin tepe noktasm1 g6stersin. Bu takdirde M', a' nl1n keyfi bir 
noktae1 ise TM' kttreye te~et olur. SM' dogrusun u cizelim ve M' 
niln n deki res mini M ile gl>sterelim. 

ST nin n d\lzlerniyle arakesiti de k olsun. T nin n ye pa-
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ralel S deki te~et dUzleme ait olmad1~101 bilmekteyiz. Obalde 
ST, :i ye paralel bulunmamaktadll'. 

a 

~ek. 128 

Simdi, a' dairuinin a reaminin K merlcezli bir daire oldala

nu gOsterecejtiz. 

TM', kUreye tejtet oldujtundan ve KM bunun :i dekl resml 
bulundujtundan, yard1mc1 teorem gerejtince 
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< TM'M=< KMM' 

e11itJljtlnl yazabiliriz. 

KM ye paralel TM' dojtrusnou Qizelim. Bu takdirde ya M" 

ve M' nokWar1 Qak111irlar veya M'M"T Ut;genloin M' ve M" 
aQilari el}ll olurlar ve bundan 

elde edlllr. 

den 

TM' = TM" 

MK SK 
M"T = ST 

MK-M6T~K- M'T SK 
- ST - ST 

bolunur. Halbukl M' nun a' Uzerinde olmae1 dolay1eiyle M'T aa

bit bulundujtundan MK n1n da sabit olduitu c1kar ve a n1n dalre 

oluvu lspatlanm11 bulunur. 

Burada, evvelkl bOHtmde kl1lland11?1m1z Onemli bir hueua 

ttzerlne dikkati Qekmek isteriz. a' dairesinin ki.lre Uzerindekl 

merkezinl bulmak iQin T tepe noktas1ndan (,ekil 124) a' dairesi

nin dilzlemine dik indirmek ve bu dikmeoin kilre yUzeyini dele

ceiti noktalar1 bulmak gerekmektedir. a' daireei S kutbuna gore 

paralel olarak altnmad1jt10dan ST, a' daireslnln dUzlemine dlk 

olamaz ve bunun netlcesi a' nun merkezi ST Uzerlnde buluna

maz. Ohalde, cliizlemi kiirenin bir paraleli olm1gan tie :r izdii1iim 

cliizlemine paralel bulunm1gan bir a' claireainin lciireael merlcezinin 

:n deki reami a donii1iim daireainin merkezi olamaz. 

Buna benzer olarak !JU da gOsterilebilir : n cliizlemincle, K 

merlcui tejet nolctaar olm1gan bir dairenin kiire iizerindeki reami, 

S den gei:migen tie merlcezi SK izdii1iiren 111n1 iizerinde olm1gan 

bir clairedir. 

etMDt STEREOGRAFlK tzoOeOMtl'N ESAS lKlNCl TEO

REMlN1 lSPATLIYACA~IZ. 
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Kiire iizerinde alrnan iki ejjri ~arasrndaki ai:r, bu "jjrilerin ste

reografik izdii1iim ejjrileri arastndaki a-;rga e,ittir. 

Kttte ttzerinde, P' noktasinda kesieen ve aralarmdaki a<;1 a 

olan 1' ve 2' egrileri verilmi1;1 olsun (!jekil 12'1). Bu ejtriler ara

smdaki a<;1 b11 b2 tejtetleri arasmdaki &QI olup b, ve b2 ler kil

reye P' de teg"et dUzlemin iki dogrueudur [1]. 1' ve 2' ej:trile

rioin :i deki reeimlerl 1 ve 2 eltrlleridir. 1 ve 1' eg-rileri S tepe 

noktah izdti1;1Uren koninin yiizeyi iizerinde, 2 ve 2' egrileri de 

yine S tepe noktah izdii.eilren koninin yflzeyi Uzerindedir. SP' P 
bu konilerin ortak anado~rusudur. Birinci koni yUzeyinio bu 

SP' P = g aoadogrueundaki tejtet dttzlemi ' 1' ve 1 ct_trilerinin b1 

ve c, teitetlerini i<;ine altr. 

Yardunc1 teoremden 

< b1 P'P= < c, PP' 
ve 

< b, P'P= < c2 PP' 
elde ederiz. 

Obalde, P' pb1b2 ve Ppc1c2 il<;yilzlU ai;1lanoda ortak iklyllzlU 
ac1 (konilerin tejtet dUzlemlerinin arasmdaki a<;t) ve iki <;ift kar

Qlt eQit yUza<;1lar1 mevcuttur. Boyle U<;yUzlii ac1lar eeit veya el

metrik olacaltmdan ii<;ilncii yflza<;Jlan e1;1it bulunur ve :x = f1 elde 
edilir. 

Stereografik izdii1iim atilari muhafaza eden bir donii1iimdiir. 

Eg-riler arasmdaki a<;1lan muhafaza eden dtlniieUmlere kon

form tasvir denir. 

Stereografik iziii1iim konform bir tasvirdir. 

Stereografik izdUeUme ait bilglmizden faydalanarak dDzleme 

ait baz1 dOnUoiimler elde edelim. 

E!ter :i df.lzlemi stereografik izdf.l1;1Umle bir kUreye taevir 

edilmiose ve kUre de S den gec;miyebilen bir <;ap1 etraf1nda dtln-
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dlirUl!irse ve klire tekrar :r ye taevir ediliree dUzlemin kendlelne 

bir taeviri elde edilmifl olur. 

Baf}laog1cta :r nin A noktas1 kUrede A' ye, kUreniri dOnme

elnden sonra A' noktae1 yine ayn1 kUrede bir A 0 noktaema git

ml1ee tere dOni111Umle A" noktas1 :r de bir A 1 noktae1na gider. 
Neticede n nin A noktae1 ayn1 dUzlemin A1 noktasma tasvir edil

mlt olnr. 

Durum genel olarak bu ise de, istisnasiz olarak bOyle dejtil

dir. Meselil kUrede S deliitl, donmeden sonJ"a yeni S' durumunu 
ahr ve bunun rei;mi n nin blJ' A noktas1nm resmi olamaz. Ayri

ca, dOnmeden soura :r ye gore en yUkeek noklaya ulafl&n nokta

nm dOnmeden eonra resmi mevcut dejtildir. Ohalde, dUzlemin, 

izdU!JUm ve dllnmeden eonra en yUksek noktaya ulap.u noktae1-
n1n :r de re11mi olam1yacakhr. Dilzlemin elde edilen bu taeviri 

dUzlemin kendieine bire-bir tasvi.ri olmay1p :r de kendieine tae

vir yaptlam1yan nokta ile, reemi bulunm1yan nokta meveut ola

caktir. 

Bizim i~in Onemli olan cibet, :i deki fSekillerle bu mUetesna 

noktalari iclne alnuyan bOlgelerin lopolojik olarak dOnU11ebild1k

leridir. Bu ta1:1virle, hilt Un dojtru ve dairelerin ciimleei kendlslne 

taevir edilmekte veya dejtiomez kalmaktadu. Bu dOniif}Um ayr1ca 

konform biJ' dOnUtfundUr. 

18. Merkezi izdUtUm kavram1 

Stereografik bir 1zdU1ilm, S merkeziyle :r. izdiltiim dUzlemi

ni ozel duJ"Umda almak suretiyle kUrenin dilzleme merkez1 izdii-

1Umilniin l.lzel bir halidir. Bazen, merkezi S de tutarak, kUre, 

ek\·ator dtulemine, vesair dilzlemlere tasvir edilir. Bu suretle 

muhtelif stereografik izdiltUmler elde edilir. 

Bir .r dUzlcminin dl~er :i' dilzlemine merkezt taevirlnin llzel 

bir tlnemi vard1r. Burada da, :i ve :t' diizlemlerinin tamam1 dU-

I 
I• 

I 
I 
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oilniiliirse ve bu dilzlemler paralel de#illerse tasvirin blre-birlik 

Ozeligi bozulabilir (~ekil 125). :i dilzlemlnde S den ge~lp :r' ye 

paralel olan dllzleme ait Ozel bir a do#rusu vard1r ve bu dogru-

~ek. 125 

nun resmi mevcut de~ildlr. Bunun gibi :i' dllzleminde, :c dilzle

minin hi~bir dojtrusunun resmi olm1yan bir c' dogrusu vardtr. 

E~er bu dilzlemler bu do#rular boyunca kesillrse, di~er bir 
deyimle, bu dojtrular dilzlemlerden at1hrsa, elde edlJen oeklJler

deki noktalarm tekabllHl bire-bir Ozelij!ini haiz olur ve :i nln 

herbir do#rusuoa :r' dllzlemioin bir do~rusu tekabru eder; bunun 

kar91li da do~rudur. Bu doj!rular nzerinde baz1 istisnal noktalar 

mevcuttur ve bunlar bu do~rular1n a ve c' dogrulariyle arake

sitlerinden ibarettir. 

Bir dUzlemin merkezl izdiloilmle di#er dllzleme lasvirinde 

daireler kooiklere dOnil9ilr. Hu izdil1Umlerin Ozel hallerinl daha 

evvel gormllotnk . 

• "I: ve :c' diizlemlerini ve S izdii1iim merlcezini, diizlemler Ice-
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•i1ecek 1ekilde 'IJe :r: diizleminin 'IJerilen bir a daire•i a' diizleminin 

a' daireaine donii1ecek tar:da •e~mek daima miimkiindiir. 

Merkezi izdUottm!ln nas1l secileceiti oekll 124 de gusterilmio

tir. " dttzlemine, a dalresinin K merkezinden baoka bir noktada 

de(ten bir kttre cizilip a dairesinin a' stereografik izdUoUmtt bu

lunur ve a' dairesinin dUzlemi :i' dilzlemi olarak ahmr. 

a' dairesinin merkezinin, a ya ait K merke:inin tas'IJiri olma

d1g1n1 bilmektegiz. Evvelkl bUlUmde bu busustan faydalaom11t1k. 

" dUzleminin di(ter blltlin daireleri, 1;izimi yaptlan bu izdU

eUmle, genel olarak dairelere dtlnliomczler. 

19. Donu11iim grupu kavram1. 

Geometride eekillerin dUnUoUmlerinden yalntz herbiri dejtil 

verllen eartlar1 salthyan dOnU!JUtnler cilmlesi de tlnemli rol oy

namaktadtr. DOnUollmler grupu kavram101 Onemli buluyoruz. 

Bu kavramt aydtnlatmak icln aou(t1daki misalt alaltm. 

M' 

H 

JI 

$ek. 126 
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a, n dftzlemlnde bir doitru (~ekil 126) ve k verilen pozltif 

blr say1 olsan. M noktasma, (i) M' noktas1, a dojtrusana dik 

olan MA dikmesl Qzerinde bulunmak, ve M ile beraber a nm 

ayn1 tarafmda olmak ve (ii) AM' = k.AM e~itli~ini sajtlamak 

Uzere M' noktas1n1 tekabiil ettirellm. 

Kurulan bu tekabUl, :t nin kendit1lne bir Pk d6nU1JUmU olup 

bu d6nii1Jiime k>l halinde :r nin dUzglln gerilmesi vc k<l ha

linde ise dilzgiln bUzUlmesi denir. 

Bu dOniliJllmde a dojtrusunun noktalar1 sabit kahrlar. 

~ekilde PQR U-;genioio P'Q' R' U-;genine ve bir clalrenin bir 

elipse d6niiettmu g1lsterilmietir (k = 3). Bu dOnfleUmde bir dojtru

nun blr doj!ruya, paralel p ve q dojtrularmm da pnalel p' ve q' 

dojtrularina d6nllfi!ccejti kola yea g6sterileblllr. 

Verilen a dojtrusunun ve mllmkUn bUHln k>O say1larm1 al

mak suretiyle dllzlemin kendisine tasdrini veren d6nll~Qmler 

cUmlesini elde ederiz. </•, (k = 1) dOnUfi!llmil birim clonii1iim olup 
n nin bUtUn noktalar1n1 sabit biraktr. 

CUmlenin, blrblri ard1oca tatbik edilen l/>k, , Pkt, dOnllfi!llm

leri <l•k ,k, d6ntlfi!t1mlloe deoktir. Bilefi!ke dUnUfi!Um!lnilo k b!lylllt

me katsay1si <Pk, , •l•k, dOnUiJUmlerloln katsaytlar1n1n -;arp1m1na 

eeittir : 

</>k,k~ d6nUeUmllne <Pk 1 ve •f>lt1 d6nUeUmlerinln toplam1 

denir ve 

yaz1hr. 

<Pk ve <1> 111c d6nUellmlerinin toplam1 •P, 'e eeit olup 

8filltlijtl caridir. 
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tP111 ve •/>i / 111 dOnn1nmlerine teIS dOnll1tlmler denir ve bunla

r1n toplam1 blrlm dOn01nmnn11 verir. 

~imdl dunn11nmler grupunun genel tarlflni verellm. 

Tarlf: Diizlemi ("ega azag1) kendi•ine donii1tiiren (le a1al1· 

daki 1arllar1 •all1gan donii1iimlerin A ciimleaine garap denir. 

1. G ciimleaine ait iki donii1iimiin toplam1 G ciimleaine aittir 

(Toplama gore kapalJik) 

2. Birim dlinii1iim G ciimleaine aittir (Etki•iz bir elemanrn 

(lar/1/1) 

3. G ciimle•inin her donii,iimiiniin bir ter• donii1iimii (lardrr 

(le bu, G ciimle•indedir (Bir ter• elemanrn "arl1/1). 

Ohalde, :r dUzleminin duzg11n •/• gerilmelerinin c11mleei bir 

garap tetkil eder. 

Bundan eonra donnonmlere ait bir-rok gurup mleallerl gO

rece(tiz. 

20. Gurup genel kavrama 

DllzgUn gerilmeler cllmleeinde cebireel blr itlem-toplama -

tarif etmle ve bunun, gurupu karakterlze eden tartlar1 ea{thya

ca{t1n1 ifade etmlttlk. 

Gurup geoel kavram1 cebire dablldlr [4]. Bu bahlete, geoel 

gurup teorielnin ileride bize llz1m olacak olan bueuelarma ele 

alaca{t1z. 

Bazen ii;lnde birtak1m fartlara tabl blr l1lem tarif edilmit 
c11mlelerin baz1 Ozeliklerinl gOetermek OnemUdir. Bunlar, tarif 

edilen itlemin tablatma ba{th olm1yao ve c11mlenln bntnn ele

manlar1 ic;ln do{tru olau Ozeliklerdir. 

Konuya girmek il,iiD cebirsel itlemin tarifini verelim. 
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G, elemanlar1 herhangi neviden olan bir cllmle olsun. 

G ciimle8inde cebir11el bi,. i1lem ta,./f edilmi#i,. demelc, G ciim

luinin 'fle1'ilen bir 811'ada alman (/a,./c/1 'flega agnz) he,.hangi ilci ele

manrna , bi,. lcaide ile, G ciimle11ine ait tamamen beli,.li bir eleman 

telcabiil etti,.ebilme•i deme/cti,., 

Miealimizde gerilme d0n0ti1mlerl ctlmlesinin herhangl iki 

elemanma, gerilme don11,umleri ctlmlesinin dctDncQ blr eleman1 
tekabf11 ettirilmi,tir. 

Aritmetlk ve cebirde ceblreel lelomlere dair, toplay ve C(ar

pay glbl, blrctok mlsal mevcuttur. 

Eger ivlemin neticesi G cllmleslnln elemanlarimo s1ras10a 

bagh dejtilee, ieleme komutatif lvlem, eger belirli blr s1rada ah

oao lki (a, b) eleman10a, ielemle tlc;llocU bir c elemam tekabt11 

ederee ve degltilk s1rada almao ayn1 (b, a) elemaolar1na c den 

farkh c' eleman1 tekabdl ederae itileme lcomatatif olmrgan itlem 
deoir. 

lelemi hangi sembolle gOstereceitimizin ve ivleme ne felm 

verece~mizin Onemi yoktur. 

Sembol olarak arh ve C(arp1 lvaretlerinl 

c=a+b, b=a. b, c=ab, c=a X b 

veya baeka 11aretler kullanabillriz: 

c=aob, c= a *b, c =(ab]. 

Biz daha fazla a+ b sembolllnd kullanacag1z ve l1leme top

lama dlyeceglz. Siras1 geldikcte de ab c;arp1m 1eklini kullan1p l1le
roe c;a,.p1m diyebileceglz. 

Ceblreel bir itilem tarif edilen bir G cilmlesine, a1ait1dakl 

1artlari eaglad1g1 takdirde gu,.up ad1 verilir. 
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I. A101igatiflik 1art1 veya aaosiyatlfllk kanunu G ctlmlealnln 
herhaDgl a, b, c tic; eleman1 i<;in carldlr: 

[ a+ (b + c) = (a+ b) + c 

11. Etlci1lz bir elemanin ~arl1l1 1arh 

G cflmlesinin elemaolar1 araBJnda etkislz eleman ad1 verillp 
0 lle gOsterilen ve 

a+O=O+a=a 

e1itUklerlnl u~hyan blr eleman mevcut olmal1dir, 

JU. Verilen bir elemanin ter1 elema111nin varl1l1 1art1. 

G cUmlesiDin verllen her a eleman1 lc;in G cllmlealnde 

a + (-a)=(- a)+ a=O 

olacak oekllde blr - a eleman1 buluoabllmelidir. 

Gruplara ait blr kac; mlul alahm. 

1. DUzgOn gerllmeler cllmleslnde komutatlf grup elde et
miftik. 

l/>1 dOoll~UmU bu gurupun blrlm elemam idl. 

2. BUtiln reel say1lar1n cUmleai adi toplama l1lemlyle komu
tatif bir guruptur. 

Bu gurupun etklslz eleman1 0 say1s1Ddao lbarettlr. 

3. 0 haric; bUtO.n reel uy1lar c;arp1m ltlemiyle ylne komn
tatlf blr gurup te1kll eder ve etklaiz eleman1 l saymd1r. Bu gu
rupta, i~lem olarak c;arptm almak daba dotfu olup 

\ I. a(bc)=(ab)c, II. a.1 = 1.a, Ill. a · a- • = a- • · a=l 

yazar1z. 

Etkisiz cleman 1 olup a DID tera elemao1 a- • dlr. 
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4. Bilton karmae1k tam sayllar toplama gore blr gurup te1· 
kll eder. 

5. Karmq1k tam say1lar cUmlesi,dliter bir deyimle, G ve b 

tam say1lar olmak tlzere .s = G + i b eekllodekl sayllar toplama 
gore bir gurup te1kil eder. 

6. S1f1r harlc, karmae1k sayllar cOmleel c;arp1ma gore bir 
bir guruptur. 

Bu lddlamn sa~lanmas1n1 bir temrlo olarak okuyucoya b1-
rak1yoruz. 

7. E1keoar blr ABC Ocgenlnl kendlalne dOn01tOren dOntlt
t1lrQmlerin cQmlesloi incellyelim, 

Bu cllmlenln elemanlan en basil olarak 1u auretle gOaterl
lir. MeselA, dOnileOm A, B, C tepe noktalarm1 B, C, A tepe 
noktalarina gOt1lrQrse bu eleman 

( A BC) 
BCA 

olarak yaz1hr. 

Bu nun glbi tam alt1 tane elemao mevcuttur: 

-(ABC) 
Go- ABC, -(ABC) 

Gi- ACB , -(ABC) 
Gi- BAC 

( ABC) 
Ga= BCA , ( ABC) 

G,= CAB , -(ABC) Ga- CBA 

Buolar ABC flc;genlnln bflt!ln almetrl lerloln cUmlealnin ele
manlarindao veya ABC yi kendlsine c;evlren hareketlerden Iba· 
rettlr. 

Gu dOnOeUmQ blrlm dOnfltUm olup Uc;genln her tepe nokta
s1n1 yerlnde b1rak1r. G, dOoU11lmll A tepe noktas101 C tepe nok· 
tas1oa; B yl B ye, A y1 da C ye gotllr1lr. G5 dOnQfOmll ABC llc
geninin B den gec;en yllksekll{te gore dOnme hareketlne deoktir. 
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Bu dOnll1funlerden blrblri ardmca tatblk edilen iki tanest 

yerine ayn1 cftmleye ait bir tanesi ahnabilir. Bu ikl dOnll1ilm 

yerine blrinin ahnmasma ,arpim diyebillr ve «<;arp1m dili• kul

lanm11 oluruz. 

CUmlede teklik tie kapalzlik ozellgini baiz bir ielemi tarif 

etmi1 olduk. 

1kinci olarak tatbik edilen d001l1ilmll sag tarafa yazar1z. 

Meselil 

_ ( ABC) ( ABC) ( ABC) a,a. - BAG CAB = ACB 

de birinci dOnll1ilm A tepe noktas1m B ye; ikinciai iae B yl A ya. 

gotllrmektedir; netice olarak A tepe noktas1 a, a, dOnll1llmil lle 
A tepe noktasma gltmekte, veya yeriode kalmaktadir. 

Aynt suretle B >-A ,.. C ; C - >- C >- B oldujtuou gOrUrllz. 

Obalde a 2 a,= a, e1itligi vardir. DOoll1!lmleri ters s1rada 

ahrsak 

_ ( ABC) ( ABC) _ ( ABC) _ a, a, - CAB BAG - CBA - a,, 

elde ederlz. 

Burada asoaiyatiflik ozeliginio earl olduitnnun eaitlanmae1n1 

okuyucuya tavaiye edlyoruz. Etkislz elemaotn varhk 1arll da sait

laomaktad1r. 

Bu eleman a0 du-, zira, meselA 

- ( ARC) ( ABC)-(ABC) -
a a ao - CAB BAG - CBA - 0

" 

ve bunun gibi a0 a,= a, e1itliklerl mevcuttur. 

Her elemaow bir tera eleman1 vard1r. 

MeselA a,= ( ~ ~ ~) eleman101 alahm. Buono terel 
B C A 
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olmahd1r kl bu, a, d6niloiimUnden ba1ka bir 1ey degildir. 

( ABC) ( ABC) ( ABC) _ 
a s a.= BCA CAB = ABC -ao 

ve a,a1 = ao 

oldugu da kolayhkla saglanabillr. 

E1kenar bir tlcgenin eimetrllerinin teokll ettigi gurup komu
tatif olm1yan bir guruptur. 

Okuyucunun, ele almm11 olan bu dtlnlltUmlere ait itlemleri 
yalmz eembolle degil ayut zamanda grafikle de yapmae1 taveiye 
olunur. 

Aym misali kullanarak 6nemli a.ltgurup kavram1m izah 

edelim. 

CUmlenin alh elemanmdan iki taneeini, a0 ve a, i alalun. 

Verilen ctlmlenin bu altciimlesi, tarif edilen ay01 iolemle bir gu

rup, verilen gurupun altgurup uou te1kil eder. 

1olemin (bu alt·ctlmle ii.;in) kapali oldugunu gtleterelim : 

Aeosiyatif tlzelii'tin eaglanmasma ltlzum yoktur. Zira bu, 
btlttin cilmlede dogru olduguodan cilmlenin bir k1sm1 ii,;in de 
dogru kahr. 

Etkiaiz elemanm 'lla,.[1k oarb da mevcuttur. Zira, a0 eleman1 
a0 , a, altctlmleeine ait bulunmaktad1r. 

Ayr1ca, tera elemanm 'llarligi 1art1 eaglanmaktadtr. Etkisiz 
elemamn terei kendieidir. a 1 in tersi de a1 dlr. 



162 $eldllerin d!l11~11m11 

Bundan baoka a0a, = a,a0 caridir. Ohalde, verilen gmupun 
bu altgurupu komutatif bulunmaktadir. 

[a0 , atl ve [a0 , ad alt cUmlelerinin de verilen gurupun alt
guruplan oldugu kolayca sajtlanabilir. Verilen gurupun iki ele

mamudan ibaret dilter altcUmleleri altgurup teokil etmezler. Sn
dece a0 etkisiz elemandan lbaret alt cilmle de bir alt gurup olup 

buna birim alt gurup denihnektedir. 

\'erilen cUmlenin Uc elemanmdan ibaret [a0 , a., a.J alt cUm
leslnl alalun. Bu alt cUmleye ait iolem verilen gurupun tarlf 
edilmio olan iolemidir. Kapahhjt1 saitllyahm: 

(ABC) (ABC)' (ABC). a,a, = BCA CAB = ABC =au= a,a, 

Bundan batka, au etkisiz eleman1 ve her ,elemanm ters ele
mant mevcultur: 

ABC u-.genioin simetrilerinln gurupunun dOrt ve be@ ele
manh altguruplar1 olmad1gm1 saglaymtz. 

Verilen gurupun butUn altguruplarm1 yazahm : 

Bu altguruplardan blrinci ,.e sonuncusuna, gurupun has ol

m1yan altguruplar1 denir. Genel olarak, herhangi G gurupunun 
kendlsine, G gurupunun ha• olmrgan altguruplari denir. 

Simdi, guruplara tatblk edlldiiti anlamda, Onemli izomorfizma 

kavramma ge~ellm. Bu kavram ceblrden bilinmekte olup halka 

ve clsim kavramlariyle birHkte mUtalila edilir. 
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G goropunun biltiln elemanlartnm cilmlesiyle G' gurupu

nun btlttln elemanlar1n10 ctlmleei araemda bir 

a~->- a' 

bire-bir tekabtllil verilmi!J olsun. 

Ii,lem muhafazn edildi~i takdirde tekabllle izomorfizma (ve

ya lzomorflk tekabUI) denir, dijter bir deyimle, bir gurupun me

seJA. G nin ilc eleman1 arasmda a+ b = c bait10hs1 varsa, G nin 

a, b, c elemnnlan yerloe G' nun bunlara tekabtll eden a', b', c' 

elemanlar1 arasinda dn 

a'+ b' = c' 

ba{tmhs1 earl ise G ile G' arasmda izomorfizma vard1~ denir. 

lzomorfik tekabiil karulmu$ olan iki gurupa izomorf gurup ad1 

verilir. 

O~geoin simetrilerinin gurupuna ail [a0 , a,], [a0 , a 2], [a0 , a 6 ] 

iiC all gurupu, a~a~1dnki izomorf tekabilller dolay1siyle izomorf
turlar. 

Gene! olarak, iki elemandan ibaret herhangi ikl gurup bir

birlerlyle daima izomcrftnr. 

Gnrup teorisi gOrU17 noktaemdan, l!jlemle elemanlarm tabiall 

ne olursu oleun, izomorf guruplar araetnda fark yoklur. 

Di~er bir misal daha alahm. Negatif olm1yan O, 1, 2, 3, 4, 

5, ... reel eayllar101 i;ift say1lar ve tek say1lar olmnk tlzere iki 
sm1fa ayirahm : 

b0 = [O, 2, 4, 6, ... ], 

b, = [1, 3, 5, 7, ... ]. 
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ve bu, b 1 den ibarel iki elemaom cilmlesini dtl!Jtlnellm. Bu eiim· 

leoio elemaolar1 birer s10tfbr. 

Bu lki elemandan ibarel ctimlede, BIJ&lttdakl kaideye gt>re 

bir toplam tarlf edellm: lki e1ot11 toplamuk demek bu einrllardan 

birer say1 alarak bu eay1lar1 anlad1~m1z aolamda toplamak de

mektir. Toplamm ait oldugu s101fa, verilen sm1flar10 toplann ad1 

verilir. liu i!Jlem; verileo iki e10Ifa tek bir !i~UncUellntl tekabtll 
ettirmektedir ve i@lem kapalldir. 

Bu kaideden ljU C1Jitlikler elde edilir: 

[bu, b.) gurupu Ue [au, a,] gurupu arae1ndaki lzomorfizma 

T 'f 

bu 1 b1 

tjekliodedir. 

11Jlemln mubataza edildigi aeag1dakl tablodan aolaetlabilir. 

Teorem. Bir G garupunan bir G' gurapu ii:erine 

a --c ->- a' 

i:omorf ia•TJirinde, birinci gurupan etki•i: elemamna ikinci gara

pan etki•i: elemanr, "e birinci garupun birbirinin ter•i olan her ele

man t;iftine ikinci gurupun birbirinin ter1/ olan bir eleman t;ifti te

kabiil eder. 

G gurupunun a0 etkieiz elema01na, Yerilen izomodizma lle 

G' gurupunuu au' eleman1 tekabtil etsln : 
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ao' elemaom10 G' gurupunuo etklalz elemam oldutunu gOs
terecetiz. 

G gurupun keyft blr eleman1 lc;lo 

a+a0 =a, a0 +a=a 

mevcut olup, izomorfizmadan dolay1 

a' + a' 0 =a', a0 ' + a'= a' 

yaz1labilir ve bundan da au' in G' gurupunun etkiaiz eleman1 ol
dujtu c;1kar. 

a ve b, c· gurupunun blrblrloln teral bir ~leman c;lftl olaun. 

a+b=a0 , 

lzmorflzmadan dolay1 

a'+ b' =a/, b' +a' =a'o 

yazllabilir. a.' etklalz eleman oldutundao a' ve b' ntln blrblrlnln 
tersl oldutu c;1kar. 



Yaytnlal111l1' olan eserler : 

1 - Eeitsizlikler (160 Kre.) 

2 - c;okrenk problemleri (180 Kre.) 
3 - Say1lar teorisinden problemler (600 Kr@.) 

4 - TesadUft bareketler (250 Kre.) 

5 - Geometrlk ispatlarda hatalar (180 Kr@.) 

6 - Mekani~in matemati~e baz1 tatbikleri (180 Kr1.) 

7 - Yalo1z pergelle yaptlan 1tizimler (250 Kr1.) 
8 - Diofant denklemleri (220 Kr1.) 

9 - Gruplar teorlsine giri1 (876 Kr1.) 

JO - Eeltsizliklere girl1 (425 Kr1.) 

11 - lndUkslyon metodu (220 Kr1.) 

12 - Sayllar teorisine girl1 (550 Kre.) 

13 - Geometrik e1itsizlikler (450 Kr1.) 

14 - Yaln1z cetvelle yapllan 1tizimler (250 Kr1.) 

18 - lndirgemeli diziler (200 Kr1.) 

19 - Geometri (Cilt I) (500 Kr1.) 

Y ay1nlanmak iizere olan eserler : 

16 - lhtimaller hesabma girit 

16 - Say1 sisteml 
17 - Gayrl Euklid geometriler 

Matematik Derne~lnln adreai: 

Fen Fakilltesl Matematik EnstitllaU 

Veznecller - lstanbuJ 



Yaymbnmt!J olan eserler : 

1 - Eisitsizlikler (160 Kr!J.) 

2 - \okreok problemleri (180 Kr,.) 

3 - Saytlar teorlslnden problernler (500 Kr!}.) 

4 - Tet1ndllfi hareketler (2!50 l{r!J.) 

5 - Geometrik l11pntlarda hatalar {180 Kre.) 

6 - Mekaoijtin mntematijte baz1 tatbiklerl (180 Kr!J .) 

7 - Yuln1z pergclle yap1lan ~izimler (250 Kr!J.) 

8 - Diofant dcokle111leri (220 Kre.) 

9 - Gruplar teorlsine girie (ail> Kr9.) 

10 - El$itsizliklere girii;i (425 Kr11.) 

l l - lndUksiyon metodu (220 Kro.) 

12 - Say1lar teori!1ine girit (050 Kr!J.) 

13 - Geometrik eeitaizlikler (4r>O Kr!J.) 

H - Yaln1z cetvelle yap1lao <;lzlmler (250 Kr@.) 

18 - lndirgemeli diziler (200 Kr!}.) 

19 - Ocometri {Cilt I) (500 Krt.) 

Yaymlanmak \h:ere ola n eserl er : 

15 - l hlimaller hesnbrna girit 

16 - Suy1 sistemi 

17 - Gayri Euklid gcometriler 

Matematik Dernejtinin adresi: 

Fen FakUltcsi Mntematik EnstltUsU 

Vezneciler - lstanbul 

Flab 500 Kr~. 
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