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BU KlTAP BAKKINDA 

Bu kitap tamamen orta Ofretim mllfredatma paralel olup 
mfiatakbel Otretmenlerin mesleki ihtlyaolar1n1 kartilamak ve Ozel 

olarak matematik kllltllrlerini genltietmek ve geometrl Olretimln
deki gerekll teknltl gelltlirmek amaciyle haz1rlanm1thr. 

Once, ellmle teorislne dayanan kavramlar, soyut fonkBiyon 
(LoBACHBVSKI anlam1nda) kavram1nan tatblkah, dOnllfllm guruplar1 
kavram1, guruplar teorislnin ana hatlan lneelenml9tir. Buglln Lo

BACHBVSKI geometrl1inln esaslar1n1 ele almadan geometrlyl ba9ar1-

h bir tekllde Ofretmek mllmklln deflldlr. 

Kitapta bol 1ay1da temrln bulunmaktadar. Okuyueular1n bu 
temrlnler d1t1nda Qah9ma yapmalara da kaoantlmaz blr zarurettir. 
Her bOlllmde bu glbl oah9malar iQin konular verilmlt ve bunlar
la ilglli yay1nlara at1flar yapllm11tar. BOylece, yenllltlne ratmen 
bu program& Ofretmenln ve Olrenelnin b11la lntibaka kolaylqta
rdm19br. 

Orta Ofretim der1 kitaplaranm bllnye1lne uygun temrinlere 
Ozel Onem verilml1tir. Geometrlnln sistemll olarak lncelenme1l

nln orta Otretlm lleri 11ndlar1nda ele ahnm&11 temaytUll, buna 
mukabll ilk lki yal bunun yerlne blr nevi manllk ve •1ezglye 
dayanan tllmden gellm• In konma11 aavunulacak blr hareket de
lildlr. Mevcut geometri programa ceroeveal iQlnde Ofretmenin, 
modern• llmin Onemll fiklrlerinl - cllmle teorl1lne dayanan kav
ramlan, 1oyut fonk1lyon kavram1n1, geometrlk dOntltllmlerl, gu
rup kavram1ni, akllyomatlk metodu, v.1. - l1leme bak1m1ndan 
imklnlar1 art1D19tar. Kanaat1m1zea mllfredat program1nda, me-
1ell yeterl kadar temel haz1rlanmak11ZJn dlferanslyel ve Integral 
hesaban okutulmas1 glbl delitlkllkler buglln modas1 geoml1 gOrlln
mektedlr. 
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Bo kltap, orta 61fetlm den kltaplariyle blrlltte programm 
hemen hemen tam olarak lneelenmealne imkln vereeektir. Yer 
darh~1 dolay1aiyle trlgonometrlnln geometriye tatblkaUyle llglli 
ikl l>Oltlmden aarh nuu edilmlttlr. Ro nobanhk dl~er den ki
taplar1ndan faydalanllarak telafi edilebllk. 



BU YAYINLAR BAKKINDA 

Matematilin kendi deleri yan1nda, fizik, kimya ve dolay1-
1lyle mQbendlallk ve aekerllk glbl pratlk eabalara ve bilhae111 aon 
zamanlarda biyoloji, ekonoml ve hattA eoeyal billmlere yard1m1 

b1zla artt1fmdan, bu bUlm her millet lc;!n hayatt blr Onem ka· 
zanm11br. 

Ote yandan, matematik de bu bllimlerin problemlerlnl c;Oze
bilmek lc;ln gerek metod gerekee flklr bak1m1ndan gellemek zo. 
rundadu. 

Bundan dolay1 birc;ok memleketlerde bu eahaya daba fazla 
eay1da yenl l1tldaUar1 c;ekmek ve bunlar1 erkenden keefetmek, 
en nlhayet bunlar1n elitiml lc;ln her tllrlll fedakArhla katlanmak 
en Onemll blr mlllt elltlm elyaeetl olmuetur. 

Yenl l1tidatlar1 erkenden keefetmek lc;in dQ1Qnf1len tedblr
lerln ba1inda, matematik kQltllrQnl1 genie kltlelere yaymak 1ellr. 

lklncl Dllnya Harblnden eonra blr c;ok memleketlerde, genc;
lerln tece11l11lerlni tabrik etmek ve bunlar1n matematik billm
lerine kartJ llgllerlul artt1rmak lc;in yenl bir tip matematlk llte
rat0rl1 meydana gelmi1tlr. Bu c;etlt llteratllrde aran1lan Gzellk· 
ler k11aca 1unlar olmahd1r: a) Problem vaz'1 aunt olmamah, 
b) Bunlar1 anlamak ic;in fazla Onbllglye lbtlyac; bulunmamah, 
c) Okuyucuyu aktif t1btrllttne ve blr 1eyler ke1fetmete eevket
mell. 

lite Tllrk Matematik Dernetl bu cereyaru memleketlmlze de 
getlrmek makeadiyle bu yay1nlara batlamlf bulunmaktadir. Bu 
yay1nlar, reamt mOfredata bajth dere veya yard1mc1 kitaplar ol-



may1p, konular1 yukar1ki prensiplere uygun olarak se~ilmit eaer
lerdlr. Buolarm aolao1Imas1 i<;io lise matematllioio bir k1sm1 

Ile okuyucunun sattduyusu ve iyi oiyeti klfidir. 

Tamameo hizmet olan bu tefebbQsQmQzQo malt kayoat1, 

Milli Ettitim Bakanhtt1m1z1n ve Ford Foundation'oun bat10Iar1d1r. 

TClrk llatematik Deraeil 
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IKINCI KISIM 

ELEMENTER GEOMETRIK D0N0$0MLER 

BOLOM IV 

PARALEL OTELEMELER (OTELEMELER) 

Bu IV. MlQmde dllzlem ve uzaydaki IHe
lemeler, ve paralel Olelemelerle ilglli olarak pa
ralel dofrularm Ozeliklerl lncelenml1tir. 

Paralel d~rular teorlainden llerde Loba
chevaki geometrlalne girltle faydalanllacakbr. 

26. maddede paralel Oteleme uault1nlln ol
zlm problemlertnln oOzllmOnde tatblkab gOrOle
cektir. 

21. Paralel dotrular 

Farkh ikl do~ blrdell fazla noktada kealpmea, :slra, lid 

d~runun blrden fazla noktaa1 oldulu takdlrde oak111rlar, veya 
blltQn noktalar1 ortak olur. 

Bir dllzlemde kealtmiyen dotrular1n varhf1n1n lapat1ndan 
eonra paralellilc ahigoma itbal edlllr. 

IV (Euclid akalyomu). a kegfi bir dofra, A da dnfranan d1-
11nda blr nolua lee, a dofru•igle A noktaern1n belirlecli/i du•lemJe 

A nolcta.111d- gepp a dofrruana lceemigen birden /atda dolr• 
goktur. 

•Bh'den fazla yoktur» lfadealnln, akaiyomu; •ancak blr tane 
vardir• ifadealnin lee teoremi (bak : 2) bellrledillni tebar1lz etU. 
relim. Bu teereme Euklid akaiyomunun birinci netice a diyoruz. 



2 Paralel lltelemeler (lltelemeler) 

Euclid akeiyomunun ifadeainde ve paralelln tarifinde b dojt
rusu, a dojtrusu ve bunun diomdaki A noktaeiyle belirlenmekte
dir. Halbuki b nin ibtiva ettijtl baoka noktalar da mevcuttur. B, 

bOyle baoka bir nokta olsun olsun. Birinci netice, B den gec;ip a 

dojtrusuna paralel bir c dojtrusunun mevcut oldujtunu ifade et. 
mekte, fakat c nin b ile ayn1 olup olmad1jt1 haklnnda bir oey 
sOylememektedir. 

b dojtrueunun a ve B ile belirlendijtl ve ayr1ca B den gec;tijtl 
gOz Onilnde tutulursa, blrden fazla bOyle bir dojtru olmad1jt1n1 
ifade eden Euclid aksiyomu kullandd1jtmda c nin b ile c;1k1oaca
jt1 c;1kar. Obalde b ttzerinde hangi B noktas1 sec;ilirse sec;ilein, a 

dojtrusu ve B noktasiyle belirlenen paralel, b ile c;alnonno olur. 
Buna Euclid aksiyomunun ikinci netice•i dlyecejtiz. 

Ancak bu ikinci netieeyi elde ettikten sonra, b ilzerindeki 
ve paralellijtin buna g~re eari oldujtu A noktasm1 zikretmekeizin 
b nin a ya paralellijtinden baheedebiliriz. 

~u ifadenin ancak oimdl anlam1 bulunmaktadir : b dolrrisa 
• a dolru•una paraleldir. 

~imdi karo1t olarak a nm b ye paralel oluounun ispati kal
m1ob. Bu ise ii~i.inci.i netice yi teokil eder. 

Ejer b dojra•u a dojriuana paralel iu a dojra•a da b dol

ru•una paraleldir. 

H11klkaten, a dojtrueu ttzerlnde blr C noktae1 alahm (~ekil 
127). 

C noktas1 ile b dojtrueu, ttzerinde a dojtrueunun bulundujtu 
bir dilzlem belirler. a dojtrueunun b dojtrusiyle hic;blr ortak nok
tas1 olmad1jtmdan, a dojtrusu b ye araleldlr. 

Oc;ilncll neticenin bo iepatindan ounu ifade etmek mllmklln 
olur : a t1e b dogralari birbirine paraleldir. Paralel dojtrular hak
k1nda elde edilen hu Ozelijte lki dojtrunun paralelUjtine alt •i

metri ozeligi diyoruz. 



Paralel Otelemeler (Otelemeler) s 

Nihayet, Euclid aksiyomunun dordiincii netice sini ispath

yahm: 

Ejer a dogra•a bir b dojra•ana (le b dognua da bir c do/ra

•ana paralelae, a dogra•a c dojra•una paraleldir. 

a ve c dojtrularmm ikisi de b dojtrusuna paralel oldujtundan 

a ve b dojtrular1 ve bunun gibi c ve b dojtrular1 bir dllzle!° tlze-

A 8 b 

c 
a 

(~ek. 127) 

rinde bulunur. Bu dtizlemler ya farkhdir veya farkh dejtilse <;a· 

k101k durumdadir. Elter farkb iseler b dojtrusunda kesl.firler. 

a ve c dojtrularmm S noktasmda kesietiklerinl farzedelim. 
Bu takdirde, S noktas1 a dojtrusu llzerinde bulundujtundan a ve 

dojtrularrnm diizlemine, c dojtrusunda bulundujtundan ise c ve b 

dogrular1nrn diizlemine ait olacajtrndao S noktas1 bu dtlzlemlerln 

arakesiti olao b doitrusu tlzerinde bulunur. Rundan da a ve b 

dojtrularmm ortak bir S noktas1 oidujtu 01kar; fakat bu, a ve b 

nin paralel olueuodan imkil.ns1zd1r. Vard1jt1m1z bu oeligmezlik a 

ve c dojtrular1mn ortak noktas1 olmad1jtm1 gOstermio olur. 

}'akat a ve c doitrulart ayklrl olabilir. ~imdi bunun da ola

m1yacajtm1 gOsterelim. 

c dojtrusu lizerinde bir C noktas1 alahm ve c, b dojtrular1-

n1n belirledijti diizlemle a, c dojtrularmm belirledijti dllzlemio d 

arakesitini dileunelim. 

d arakesit dojtrusu 6 dojtrusuna paraleldir. 

Rnnu oOyle ispatlar1z: d dojtrusu c Ve b dojtrularllllll dllz· 

lemindedir. Elter d dojtrueu b dojtrusunu bir ~ noktas1nda kes· 

seydl, b Uzerinde olan ~ noktas1 a ve b dojtrulano1n dO.zlemioe, 



Paralel tltelemeler (Olelemeler) 

ve d llzeriDde olmaa1 dolay1slyle de d ve a DID dtUlemlDe alt 
olurdu. Fakat bu, ::.: DID, bellrtllt>D dblemlerlD a arakealtlDe (') 
alt oldufunu !fade eder. Bu da a ve b dotrular1n1n ortak blr ~ 

noktas1nm varltt1 demek olup lmkAn11zd1r. Oyle lse b dotrusu 
d dofrusuna paraleldir. 

Obalde C noktu1ndan wec;en d dotrusu lie ylne C den ge. 
c;eD c dotrusu ayn1 b dotrusuna paralel buluDduklar1Ddan c;1k1-
91rlar. Halbukl d dotruau a lie ayD1 dQzlemde oldutuDdaD a ile 

c = d dotrular1 aykm olamazlar ve dolay1slyle a dotrusu c ye 
paralel olur. 

· Bu 1uretle dGrdQncll Detlcenln llpat1D1D Ilk yar111n1 bltlrmlt 

oluyoruz. 

~lmdl, (a, d) d0frular1Dm dblemlyle (a, c) dotrularm1n 
dQzleml c;ak1f81D, veya, a, b ve c dotrular1 blr dllzleme alt ol-
1unlar. 

a ve c dotrular1, b dotruauDa paralel olduklarmdan b )'i 

kMemezler. 

a ve c dotrular1 blr S nokta11Dda ke1l11elerdl, S den b ye 
pan.lei olan lid dotrn gec;erdl. Euclid akalyomuDa 1Gre lae bp 
lmkansiz oldutnndan a ve c dotrulannm paralellltl c;1kar ve dGr· 
dllncll n.tlcenln lspat1 tamamlanm11 olur. 

DGrdQncll netlce Ue lfade edllen pan.lelllk Gselllline trand

t'9liA: Gzellll denlr. 

Bn Gsellk dtldem ve uzay lc;ln dotru oldutundan paralel 
dotrular demetlnden bahledebUlrlz ( '). 

Bir ai dQzlemlnde blr a dofruauna paralel olan dotrularm 
cQmlealne paralel dofralar demeti ad1 verlllr. 

( 
1> Meler kl "· 6. ti dotralar1 a1n1 daslemde balan1a11.lar, Ba tak· 

dlrde 6 dolrua lie C 11.olltu1 ba dblemde bal1111.ar (ti dotr .. 11 C dea 
aeolyor). Dola1 .. 111e, 6 ye paralel oldala ve C dell re9tlll tol11. e dol· 
raH da ba dbleme alt olar. Ba da a Ye • 11.111. a711.1 dbleme alt bala· 

11.ap aylnr1 olmad1t111.1 trade eder. 



Paralel Otelemeler (Otelemeler) 5 

Bir a dogrusunun belirlediiti demetin herhangi iki b, c dojt
rusu birbirine paraleldir. Hakikaten, b do~usu a ya paralel ol

duj'tundan eimetri tlzeligi dolay1eiyle a dogrusu b ye paraleldir. 

c dogrusu da a ya paralel olduitundan tranzitivlik Ozelijtinden 

dolay1 b dojtrusu c ye paralel bolunur. 

Bo suretle, bir paralel dojtrular demeti herhangi bir dojtru

su ile belirli bulundujtundan birbirine paralel olan dojtrularm de

metinden baheedebilirlz. 

Paralellij'te ait simetri ve tranzitivlik Ozelikleri uzayda da 

dojtru olduj'tundan ~u benzer tarifi de verebiliriz: Uzayda bir a 

dojtrusuna paralel olan dojtrular1n climlesine paralel dojrular de

meti denir ('). 

22. Otelemeler (dilzlemde paralel otelemeler). 

Bir a dilzlemine ait bir paralel dojtrular demetini inceliye

llin <eekil 12s). 

~ek. 128 

Her a dojtrosunun bir demet, a nm kendisl dahil a ya pa
nlel olan bt1tiin dojtrular1n smlfm1 belirledijtini g0rm11flt1k. Dojt

rular1n paralelligi simetri ve tranzitivlik Ozeliklerini halz oldu-

(') Kllab1n aehnda dllzlemdekt paralel dotrular l9ln «pencil•, 

uzaydakl paralel dotrular l9ln lse «bundle• kellmelerl kullan1lm1ohr. 

Biz ber lklsl l9ln de «demet» tablrlnl kabul ettlk. 



6 Paralel Otelemeler (Otelemeler) 

jtundan n dQzlemlodeki dolrularm tQmft, aralarmda paralel olan 
dojtru s101flar1na aynlabllir. Dllzlemln her hangl a dojtrusu ken
dlslne paralel olan dojtrularm ve kendislnio de dahll oldojtu s101-
f1 temsll eder. a lie bellrlenen s101fa ait her b dojtruau tam alt 
oldujtu sm1f1 bellrler. 

Bir s101ftakl dojtrular cDmleaine - paralaller demetlaln dojt
rular1na - bir i•tikamet tekabQl ettlrlp demetln bQtQn dojtrula
r101D bir ve ayn1 lstikameti baiz oldujtunu sGyliyecejtlz . .. Her 

dotru yaln1z bir demete alt bulundujtundan bir dotrunun yaln1z. 
bir latikametl mevcut olur. 

Bir a do1tru1u 1lzerlnde herhangl lkl A. B nokta11n1 alahm 
a dojtrusu (ve dolay1siyle bir iatikamet de) Ave B noktaslyle ta
mamen bellrll olur. AB dojtru parQa&ma, letlkametten batka gon 

vermek de mtlmktlndilr. A, dojtru paroae1n1n birinci noktas1 

- batlang•Q nokta11 - ve B, ilcinci nokta11 - uc noktaa1 -
olarak ahniraa A B dojtru paroas1na istlkametten batka blr d& 
yGn tekabQI ettirmit oluruz. 

-+ 
Ayn1 bir AB dojtru parQas1n1n yalniz blr ietlkametl ve AB. 

-+ 
BA olmak Qzere de lki yGnQ vard1r. YGnlQ AB dotru paroas1na 
'fJelctor ad1 verilir. 

VektGrler atajt1da gGaterildljti glbl k0Ql1k veya bQyQk kaho 
harflerle: 

a, b, c, A, B, C, 

veya 

AB, CD, LM, 

gibl Qzerlerlnde olzgi olan bftyftk ikl harfle J(Gaterillr. Bu eon 
halde blrincl barf batlang1Q noktas1011 iklncl barf uc nokta11n1. 
gGaterir. 

AB dojtruaunun AB ve BA vektGrlerlyle bellrlenen lkl yG
nfl vardir ve AB, BA yGnlerlne ter• yGn ad1 verlllr. 



Paralel lllelemeler (lllelemeler) 7 

AB dojtru parc;asmm nzunlulfuoa AB vektornnnn uzunluk'u denir. 

Baolaog1c; noktasiyle uc noktas1 c;ak1oan bir vektOre sr/rr 

"ektor ad1 verlllr. Boyle bir vektlh1ln ne istikametl ne de yOnil 

bellrli olop uzuolultu sd1ra eolttir. 

lstikametleri, gonleri ve uzunluklarr aynr olan iki "ektor e1it 

acldolunur: a= b 

lhtar: Ejfer istikamet, yOn ve uzunluklari ayn1 olan vek

torlere e11it olarak bakareak ve ayr1ca bu vektOrler aym do~ 

iizerincle bulunuraa bOyle vektOrlere kayan "ektorler, Uzerlnde bu

lunduklar1 dojtruya da teair ~izgiai diyece~lz. 

Mekanlkte katl cieimlere tatbik edllen kuvvetler kayan vek

tOrlerdir. B6yle bir cisme tatbik edilen bir kuv\•et, cismln hare

ket ve silktlnet durumunu bozmaks1zrn teslr cizglel Qzerinde 
kaydmlabillr. 

Bir kuvvet, hareket ve sQktlnet durumunu bozmaks1z10, 

kendisine paralel olan dijter bir dojtru nzerlne kaydmlamaz. 

Aym istlkamet, aym yon ve uzunluktan baoka aynr ba1lan

g11; noktaar olan vektOrlere eoit diyecek olureak sabit vektor dedi· 
atmiz vektOrleri elde ederlz. 

Eeas konumuzda tarifl verllen vektt>rlerln eoitli~ini, aerbeat 

vektOrlerin eoitlilfioin tarifi olarak ahyoruz. 

Bir dUzlemln kendielne taevirlnden, d1\zlemln her M nokta

s1mn ayn1 dllzlemin bir M' noktasrna tasvlrlni anhyoruz. Veri

len bir taevlr altmda, M noktas1 bir M' noktasma gitmlo veya 

donii1mii1 veyahut da M noktae1 M' noktastna kagmr,trr deriz. 
M noktae1010 M' reemlnln yerl MM' vektOriyle kolayca tarif 

edllebilir <Sekll 129). 

Su tarlfl verelim. Tarlf: Baolang1c; noktas1 M de uc noktas1 
M' reeminde olan vektore, dOzlemin kendialne olan taeviri altin

da, M nin oteleme "ektorii denir. 
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i;iek . 129 

Bir niisal alahm. 

Evvelce (18, 14) bir dllzlemin kendleine taevirinde bir d!Snt1· 

111m ahnm11 ve bu donU1Umle blr daire i9ine c;izilen ABC 119ge

oinin ooktalari daireoio ooktalar1oa ve kar11t olarak dairenin 

ooktalar1 U9genin noktalarina ve dilzlemin diter blltlln noktalar1 

da kendilerioe taevlr edilmi1ti (i;iekll 101, 111). 

i;iekil 130 da bu taevire alt bir ka9 vekt!Sr g!Seterilmie bu

luomaktad1r. Qizgleel 119geole dairenio noktaemdao gayri ookta-

• • 

• • • 

• 

• 
eek. 180 

Iara ait Oteleme vektorleri e1f1r-vektOrlerden ibarettir; 119genin 

tepe noktaiarin1n vektorlerl de e1hr vektorlerdir. 

M noktas1 N ye <eekll 180) N de M ye glttilinden her MN 
dotru parc;ae1 MN ve NM olmak flzere ters yOnit1 lki Oteleme 

vektor ilotl haizdir. 
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~imdi otelemenin (veya paralel !)telemenin) tarif ini verellm: 

DUzlemde para/el oteleme (veya oteleme), bUtiln noktalarlDID ote-

D D' 
8 B' C C' 

K K' A A' 

M M' N N' 

a 

~ek. 131 

leme vektOrleri blribirine e9it Olan, dilzlemln kendisine bir tas
viridir: 

MM'= NN' =AA'= BB'= ... = a= ... (~ekil 181). 

Dtlzlemde otelcme, inceliyecejtimlz ve a9iklr teoremler 9ek

llnde !fade edecejtlmiz blr tak1m Ozelikleri balzdir : 

Teorem 1. Diizlemde paralel oteleme, cliizlemin kencli•ine 

olan bire-bir bir ta•virclir. 

Hakikaten, f paralel 6teleme dttzlemin her M noktae10a ay
n1 dttzlemin 

M'=f(M) 

noktas1D1 tekabill ettlrlr; burada M' noktas1, verilen ve ba9lan· 

g19 noktae1 M olan a vektOrdntln ue noktas1du. 

M nln resmi olan M' noktasm1n c;izimi 90yle elde edlllr. 

M noktasJDdan a vektOrtt.niln belirledljtl demetin blr dojtru

sunu gec;irir ve bu dojtru 11zerinde MM'= a olaeak 9ekllde yOnltl 
dojtru parc;asinJ ahr1z. 
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M' nokta11nin 1-• (M') ters resml a1lkAr olduAu vec;hlle 

M=J-• (M') 

den lbarettlr. 

DOn010m blre - blr oldufundan (14), l1pat tamamlanm11 
olur. 

Bundan sonra arhk Olelemenln dGzlemde olduAonu ac;1k ola

rak lfade etmiyecejtiz. 

Teorem 2. Bir paralel oteleme her dojraga, lcendi•ine para

lel olan bir Joi/raga doniiftiiriir, oega, di/er bir degimle, birinci 

do/ranan biitiin nolctalannr, bu birinci dolraga paralel bir do/ra 

iizerinde balanan nolttalara g0liiriir. 

Bunu lspatlamak Qzere, a dotruauna alt <Sekll 182) her M 
noktas1n1n M' reaminden a dofrusuna M' M 1 dlkmeslnl c;lzellm. 
Bu bOtOn dikmeler blrblrine e1lttlr: 

M' M 1 = N' N, =A' A, = ... = h 

Bundan, a doltrusunun M noktalarm1n a n1n ayn1 taraf1na 

dl11mU1 olan M' reslmlerlnin a dan ayn1 la uzakhlmda bulunduk-] 

tl 

O' 

a 
Sek. 1s2 

Iara, ve dolay11iyle a ya paralel a' do{truso Qzerlnde olduklar1 

c;1kar ve ispat eablt olur. 

DOntl110mQn ad1, bu teoremle ifade edilen Ozelikten gelmek

tedlr. 
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Teorem 3. Bir paralel iiteleme paralel iki doj/rugu gine pa

ralel iki dolruga giitiiriir, dilfer bir clegimle, paralel iki do/runun 

resmi paralel iki do/rudan ibarettir. 

Bu teorem evvelkinin blr neticeei olup bu teoremden avajt1-

dakl Onemll teorem elde edilir : 

Teorem 4. Bir paralel iiteleme her poralel do/rular demeti

ni kendisine diinii1tiiriir. 

Ru Myledir, QilnkQ paroleller demetlnln her a dojtrueu, a 

ya paralel bir a' dojtrueuna dOniletir, dijter bir deyimle, a' dojt

rueu a ile belirlenen paraleller demetine alt olur. 

Bir poraleller demeti oteleme altmda de/i1mez kahr; bu bal

de her dojtru dO.zlemdeki yerioe gore dejtiomeyip kendieine gltmlt 

olur. Boyle bir doitrnnun noktalar1 aym dojtru O.zerinde kahr ve 

sadece bu dojtru Uzerinde kaym111 olurlar. 

Dttzlemin bir dOnttoUmO.nde yerleri dejtiomiyen dojtrulara 
kagan dolfrular denir. Bir dOnU11me albnda, kayan dojtrular bir 

paraleller demetlnin dojtrular1 olur. 

Blrlm donnvo.m olm1yan bir Otelemenin eablt hiQ blr noktae1 
yoktur. 

Teorem S. Bir paralel iitelemf' bir clo/ru par~a11m, kendi•l

ne e1it "" paralel olan bir doj/ru par~a11na diinii,tiiriir. 

MN dojtru parQ&SmlD noktalar1 M' N' doitru part;as1n1n 
noktalarma dOnU1,1t1rler (Sekil 132). MNN' M' iee bir paralel ke
nar oldujtundan 

MN= M'N' 

elde edlllr ve ispat sablt olur. 

Bundan, her veklin paralel bir oteleme ile evit bir 11ekle 

dOnttveccjti Qikar. MeeelA, bir tli;gen, kare ve bir daire; noktalar1 
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verllen oteleme vektOrlyle kaymak suretiyle ayn1 oekillere dOnd-

1ttrler. 

Teorem 6. Bir paralel oteleme iki taraflr siirekli bir donii-

1iimdiir. 

M' noktas1 M nin resml olsun. M' noktas1nm keyft kdi;:llk 
• blr , - eivann1 ~ellm (~ekil 133). M nokta&tnlD bir a -eivarma 

~k. 188 

kaq1, merkezi M ve yar1c;ap1 c}~, olan herhangi ac;1k dlekini ee
c;ebllir ve ayn1 1ekilde ters dOnilottmQn de edrekli oldutunu is
pathyabiliriz. 

Ohalde bir paralel dOnttollm dttzlemln kendleine topolojlk 
bir dOndtllmddr. 

23. Dnzlemde blr dotruya paralel olan 
3telemelerln gurubu 

Bir :i dllzleminde, bu ddzlemln verilen bir a dotruaunu de
l tiomez b1rakan btltttn otelemelerln G c11mleaini .ddf1lnelim. Bu 
l eQmlenin herhangi eleman1 (Oteleme) demetin a ya paralel her 
dotrusunu kendleine dOnQotQrdr. 

Bu cdmlenln biribiri ardmea tatblk edUen lid Otelemeal ye
rine ayn1 e11mleden bir Oteleme abnabllir: Birinci ~. Otelemeai 
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a dojtrusunun M noktasm1 M' ye gotllrUrse veya MM' oteleme 

vektUrttyle belirlenirfle ve ikinci oteleme de a dojtrusunun M' 
noktasm1 ayn1 do(trunun M" noktas1na gotUrUr veya M' M" Me
Ieme vektUrttyle belirlenlree, <1> 1 ve <!>2 yrrlne ge<;en <f> Melemest, 
M yi M" noktaema g!HUrmUIJ ve MM" oteleme vektUriyle karak
terize edilml!J olur. •I> bileeke otelemesine •P1 ve tP, Melemelerl
nin toplam1 denir ve 

yaz1hr. 

</> toplam1n1n t/> 10 •f>t Utelemelerine tekabttl ettirilmesl Iele
mine Utelemelerin toplam'i denir. 

Bir a dojtrueunu dejtiemez birakan Utelemelerln toplam lele
mi kapalr'du. Bu ise, G ctlmlesine ait paralel iki tf>1, t/l, Oteleme
sinio, topland1jt1 zaman, yine G cttmlesine alt bir t/l Otelemeal 
verecejti anlam1ndad1r. 

Ohalde, toplam denllen cebirsel bir lelem tarif ed11ml!J blr G 
cttmlemlz mevcuttur. 

Paralel Utelemelerin toplam101n asoelyatif 

Ozelijtini haiz oldujtu kolayca gOrlllebillr. 

Ayr1ca, </!0 birim otelemeai, bahi• konuru otelemelerin ciimle

•inde bulunmakta olup cllmleye alt herhaogl ti> Otelemesi l<;in 

tarbn1 sajtlamaktadir. 

Birlm dOn11fUm, dttzlemlo, dttzleme alt her noktay1 kendisl
gOttlren veya yerlode b1rakao dOn1i1tf1mttdUr. 

Bundan bqka, Otelemelerin verilen cttmlesindeki her <f> Ote
lemesi l<;ln, aym cflmlede, toplamlar1 </>0 blrlm dOntltUmQ olan. 
bir (-</>) dOn11filmil mevcuttur: 
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<I>+(-~)= (-<P) +<I>= <l>e 

Bu Myledir, cllnkll <P Melemeei M yi M' ye gOtflrllree ve

ya <J> (M) = M' iee, M' yil M ye gMilren Meleme (- <P) den 

ibarettir. 

(- <P) Melemeeine </.> nin tersi denir. 

(- <P) nin tere Melemeei de <P dir: 

- (- !P) = <P. 

<P + (-<I>)= <Po 

yerine 

</.>-<I>= tPo 

yazar1z. 

Kendjsine ait iki elemana kar,1 ayn1 c1l.mlede t1cttncfl bir 

eleman tekabtll etlirecek ,ekHde, icinde bir delterli bir 1,1em ta· 
rif edilmif bulunan herhangl neviden elemanlarm her cllmleeinin 

bir gurup tefkil ettiitini biliyoruz. 

DOnilfllmler cil.mleeinde baz1 gurup ,artlar1nm kendiliitinden 

mevcut oldujtuna 1,aret edelim. Biz burada bunlar ilzerlnde dura

cak deitiliz. 

Bahie konueu· gurupta kom1l.tatif Ozelik carldir : 

Ohalde paralel otelemeler ciimlesinin komutatif bir gurup ol· 

dujtunu soyliyeblliriz. 

Bu gurupun elemanlarlyle Oteleme vektOrlerl arae1nda bire
blr bir tekablll elde edece{tiz. 

VektOrlerin toplam 1,1emini, af&jt1daki gibi, bunlara tekabfll 

eden dUnil,ilmlerin toplam1 yard1m1 He tarif edecejtiz: Verilen 

iki vektOrden kar,1t Otelemelere gecip bu Melemeleri topluya-
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hm. Bu toplam-kaydll'maya tekabUl eden vektOrU verilen iki 
vektOrUn toplam1 olarak alaca~1z. Paralel vektOrlerin cllmlesi, 
toplam i1lemine gore, paralel Otelemeler gurupu ile izomorf olan 
bir gurup te1kil eder. 

Bir temrin olarak, reel eay1lar cUmleeinin adi toplamaya 
gore paralel vektOrlerin gurupu He izomorf olan blr gurup teokil 
ettigini iepatlay1n1z. 

24. Diizlemin biitiin otelemelerinin gurupu 

Dllzlemin biitiin otelemelerinin c11mleainde belirli bir airada 
ahnan herhangi iki Otelemeye a1ag1dakl oekilde blr ilt;UncilstlnQ 
tekabiil ettiren bir iolem tarif edecegiz. M dilzlemde herhangl 
bir nokta, M' de bunun reemi iee, bir oteleme M ve M' nokta
eiyle taroamen bellrlidir ve bu 6telemenin oteleme vekt6rll MM'dilr. 

Birioci <P1 otelemeei M yi M' ye, iklnci <P 2 6telemesi ise 
M' yli M" ye gtitUrefln. •1• 1 ve <P, 6telemelerine, M yi M" ye 

g6tllren 'P Otelemeei tekablll ettirelinl. <P Melemeeine <fJ, ve <P1 

Otelemelerinin toplam1 ve •l>., !/>, Melemelerine !/> yi tekabfll et

tirme itlemlne ise toplama deoir ve 1Byle yaztl1r ('): 

1>,, 1/12 , </>1 herhangi U.t; 6teleme iee 

carldir. 

tf>1 (M) = M', </'1 (M') = M", '1•, (M") = M"' yazareak ( ') denk
leminin sol tarahnda '-I» otelemesi M yi M' ye, halbuki 
<I>,+ 1Pa otelemeei M' yli M"' ye gotllrmektedir. (1) de~kleminln 
saHtarafmda ise M noktae1 Mm ye ba1ka tilrl11 gotilrillmektedir. 

( ') Bang! M ooktas1 ahnirsa ahnsu1 ~ nln ayn1 kalacaA-1 kolayca 
gllsterlleblllr. 
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tP 1 + <P, dOnilfUmll M noktasmt M• ye, sonra da <Pa d0nl1t1lm11 
M" noktas101 Mm ye gotllrmektedlr. 

Asoslyativllk tarll earl bulunmaktad1r. Etklsiz eleman1n 
varhjt1 tartl da caridir; zira </•0 birim Oteleme yektOrU s1fir Ot&
leme vektOrllne tekablll eden otelemeden ibaret olup herbangi 

<P ic;in 
</> + <f>o = </> 

dojtrudur. 

Her eleman1n ters elemamnm varhjt1 tartl da sajtlanmaktadir. 

M yi M' ye gotnren ve oteleme vektOrU MM' olan her tJ> 

Otelemeaine mukabil M' JU M ye gotllren ve Oteleme vekWrll 
M' M oian bir (-<P) Otele_meei mevcuttur ve 

</> + (-</>) = (- <P) + tP = <f>o 

yaz1hr. 

Dnzlemdeki bntnn Otelemelerin cttmlealnde, lthal ettiitlmiz 
toplama ltlemine gore, bntnn gurup Ozellklerl sajtlanm1t bulun
maktadir : Dilslemclelci iitelemelerin ciiml111i bir garaptar. 

Ayr1ca, 

<P, + tP, = tP,+ <f>, 

earl oldujtundan, dflzlemdeki otelemeler gurupu lcomiitatif blr gu
ruptur. 

Otelemeler cllmlealyle blrlikte dllzlemde vektorler cflmlesl 
de mevcut bulunmaktad1r. Bundan batka Otelemelerle vektorler 
aras1nda blre-blr blr tekabtll elde edllmit bulunuyor. 

lzomorfizma elde edecek eekilde, vektorlerin toplama ltle
mlnl ithal edellm. MeaelA, a ve b glbl lki vektOre apjttdaki ee
kllde bir c vektOrUnU tekabUl eden Otelemeler t/>4 ve <1>6 ise <Pa 

lie <1>6 Din toplam1 olan </>4 + <1•6 Otelemeaine tekablll eden vek
tOre c der ve 
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c=a+b 
yazar1z. 

Vekt6rlerin toplnm1 Ucgen veya parale{kenar knideai Ile ta
rlf edilir (~ckil liJ-l). 

OQzlemdeki vektOrler cnmleslnin, toplamaya gore, dllzlemin 

paralel otelemelerinln guruplariyle lzomorf olan bir gurup oldu

tu kolayhkla gOrlllebilir. 

Karma91k eay1larm toplammm cebirdeo bildijtimlz geomet

rik tefsirioi dll91lnUreek, bUtUn karma91k say1larin cllmleslnln, 

,,---.!:--~llJ 
M" 

M 
~ek. 134 

toplamaya gOr~, dUzlemin vektorler ve oteleme guruplarlyle izo

morf olan komlltatlf gurup oldutu da gOrlllebilir. 

DUzlemdekl Utelemeler gurupunun baz1 alt guruplar1ni gOs
terelim. 

~u alt gurupu te9kll edellm : Keyfl fakat sablt blr </I Otele

meainl allp n tanealnln toplamma yazahm : 

<ll+<P+ ···+•I• 
n lane 

ve fU eemboUl itbal edelim: 

4)+<1>+ ···+•fl= n<I' 

n lane 

Ayna sembolll ten donn1nm ic:ln de kuUaoahm: 
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(-</>)=(-II)+···+ (-t/>) =- nt/> 

(- ntP) otelemeei n•l> Melemeelnln tenidir, zlra, 1p0 etklalz 
eleman oldujtuoa gore, 

n<t>+(-ntl>)=tf>o 

etltlljti kolayea eatlaoabllir. 

Aynea, 

e11Uljtlyle O·tl yi tarif edellm. 

Bu euretle n•P 1ekllodekl Otelemelerin blr ettmleeinl elde et

mlt oluruz. Burada 

n = 0, ± 1, ± 2, ± S, •.. , ± 4, ••• 

dejterleri bahie konueudur. 

Bu Otelemelerlo ellmlesloln, dllzlemln blltlln Otelemelerioln 
etlmlesl iQID tarif edilmlt bulunan toplama itlemloe gore bir gu
rup te1kil ettljtioi gOetereeejtiz. p ve q herhaogl tam eaytlar ol
dujtuna gore 

P'l> + qtl = (p + q) t[> 

e1ltlijtloi sajtlamak zor dejtildlr. 

Huodao, nt/> 1ekliodeki berhangl iki Otelemeoln toplamtnm 
ayo1 tlpteo oldujtu ~tkar ve bu, toplaman1n lcapal1lrk 1art1n1 let
kil eder. 

Bllttln Otelemeler 1-;lo dotru olao asosiyativllk 1artmm aa1t
lanmas1oa lllzum yoktur. 

Etkislz elemao, n = 0 iQID 0 ~ = ~o olmaemdao meveut bu
luomaktadir. 

Tera eleman1n me\'eut oldulu da gOrlUmektedlr. 
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n~ + (- n(l)) = 1l>o 

Ayr1ca, toplama i!jlemi komutatlf bulunmaktadll'. 

DQzlemln bQtQn !Stelemelerinin gurupunun bir alt gurupuou 
te!jkll etml!j bulunuyoruz. 

Bu gurupa, 'l!erilen ~ iSteleme.inJen megdana gelen alt gurup 

.ad1 verilir. 

Elter bUtQn tam say1lar1n toplamaya gOre gurupunuo say1-
larlyle, biraz evvel teljkil edilen alt gurupun Otelemelerl araa1nda 

n ~ ,,.. ntP 

bire-bir tekabillQnQ kurarsak, bu tekablll, kolayca gOrilleeetl 
vec;hile blr izomorfizma dan ibarettlr ve guruplar da birblrlyle 
izomorftur. 

Tam say1lar gurupu ile izomorf olan guruplara eon.oz eilclilc 

gurup denir. 

A ve A, noktalarma, verilcn </> otelemesiyle meydana gelen 
bir Utelemeler alt gurupuna gore, bu alt gurupta A noktas1n1 A, 
nokta11na gOtQren bir oteleme meveut oldutu takdirde, Ozde!jtlr 
<llyecejtiz. Ozdefllill ,..., iljaretlyle gOstererek 

yazacajt1z. 

Aeajt1dakilerin doltrulultu kolayca aatlaoabilir: 

1. H••flekslvlik: ArvA 

2. 81metrl A-B ise B,...,A d1r. 

S. Tr11nzitlvllk: A-B ve BrvC iae A-C dir. 

Ohalde ti Otelemesiyle meydana gelen bir alt gurup, dQzlemln 
11oktalar1n1 Uzdee nokta s1n1flarma ayirmaktadir. 
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Blltlin Ozdet noktalara tek blr nokta glbi bakarsak (•bu nok

talar1 yap11hrarak»), dQzlemden yenl blr oekil elde ederlz. Hu 

oekll, her Ozdeo noktalar s1n1f1ndan all nan temsi11 birer noktadan 

ibaret noktalar1n climlesiyle g01terllebllir. Tabii bu oekll lc;lnde 
Ozde1 olan herhangi ikl nokta bulunamaz. 

Alt gurupu meydana getlren </• l}telemesinin a= MM' otele

me vektOrQnll ahp <Sekll 135) M ve M' uc noktalar1ndan paralel 

doltrular c;lzersek, ic;lnde Ozdeo lkl nokta bulunm1yan bir oerlt el

de etmlo oluruz. Bu 1erldin 11nm (M, M' glbl) Ozdeo nokta <;lft
lerinden ibaret olup, ozde,1e1tlrllme11l bir sillndir verlr. 

• 

. eet. 135 

II 
• II, • 

eerldln le; noktalanna, 1erldln 11n1r1n1 tetkil eden d~rulat
dan yaln11 birinl katanak, dQzlemln, alt gurupun her dOnlltft· 

mlyle tamamen taranan blr bOJgeslnl elde ederiz, veya dljter blr 
deylmle, bOlgenln her nokta11n1 blllgenln d111ndaki blr noktaya 
gGtllrm<lt oluruz. 

Slmdl, paralel olm1yan If>., If>~ glbl lkl Gtelemeden meydana 
gelen gurupu elde edeceitiz. 

p, q = 0, ± 1, ± 2, .. . , ± n 
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olmak Uzere 

1eklindeki bUtiln Utelemelerln cUmleslni ele alahm. Tablt p 1P, ve 

q•P, nin anlam1n1 evvelden bilmekteyiz. 

Belirtllen otelemelerin cUmleslnin toplama ltlemlne gore, 
bUtlln Otelemeler gurupunun bir alt gurupu oldul}u kolayhkla 
sal'tlana billr. 

E\·velklne benzer tarzda, A ve A, noktalarma; verllen ve 

Jiaralel olnuyan <f•, ve <I>, Otelemelerlnden elde edllen gurupa go

re, bu alt gurupta A noktasm1 A, noktasma gUtUren blr Otele

mc mevcut 1>ldujtu takdlrde o~de1tir diyecejtlz. Ozdetlik bal}1nlla1 
refleksivlik, aimetrl ve tranzitivllk Ozellklerlnl halzdir. 

DUzlemdekl noktalarin eUmleilnin tamam1 Ozde1 nokta a1n1f
lar1na ayr1labllir. 

BUtUn Ozdet noktalara tek blr nokta glbl bakanak (cbu 
noktalar1 blrbirine yap11t1rarak•), dllzlemden yenl blr 1ekll elde 

ederlz. Bu 9ekll, dt1zlemln aralarmda hic;blr Ozdet nokta c;lftl bu
lunm1yan noktalar1ndan ibaret olup topolojlk olarak blr torua'a 
denktir. 

Alt gurupu meydana getlren <1>1 ve <1>1 Otelemelerinln 

a= MM' ve b =MM" oteleme vektOrlerini ele ahp (~kll 186) 

kenarlar1 MM' ve MM" olan paralelkenar1 ineeler1ek, paralelke· 
nar1n ic; noktalar1ndan lbaret ve aralar1nda Ozdet nokta bulun
m1yan nokta ellmlealnl elde ederlz. 

Bu le; noktalara MM' ve MM" dol}rn parc;alar1n1n noktalan-

01 kataraak, Ozdet nokta elde edilmeden genl9letllmeai mllmkl1n 
olm1yan blr nokta eUmlealne varir1z. 

DQzlemln elde edUen b0lge1l, alt gurupun her Okleme ele
man1 taraf1ndan •taranm11 olur•, veya dil}er blr deyimle, bOlge
nln her nokta11 blr d19 noktaya glder. 
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Verllen blr nokta lie G1de1 olan bULQn noktalaran bir ctlm
lesi latla meydana getlrir (~ekil 136). Bunlara beozer latlsler 

~ek. 186 

kriatalografide ve sayalann geometrlk teorlalnde Gnemll rol oy
namaktadar. 

Karma11k saydar gurupuna veya p ve q tam eay1lar olmak 
ttzere p + q i tekllndekl 1ay1lara, t/J1 ve tfJ, birblrloe paralel ol
mak Qzere (J'J1 + qlP, tekllndekl Gtelemelerl tekabQI ettlrecek 
olursak 

lzomorflzmas1n1 elde ederlz. 

Bu lae, karma11k tam aay1lar gurupunun, paralel olm1yan 
Gtelemelerden meydana gelen alt gurup lie izomorf olmas1 de
mektir. 

Bu alt gurup, meselA If>, - r,/>1 ve t/J1 - 24', glbl farkh tHele
melerle de elde edileblJlr. OUzlemln :>zdet nokta lhtlva etmlyen 
kartit bGlgeel, paralel olm1yan lkl kenar1 atdan 1kl boyutlu blr 
paralelkenardan ibarettlr (~ekil 136). 
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koyarsak, p ve q tam aaytlar olmak ilzere 

otelemeler ctlmlesi, ptft1 + qtft, otelemeler gurupiyle fY&k19an bir 

gurop te9kil eder. 

Bo gurupun 1ltelemeleri arasmda, izomorfizma olan bire-bir 

tekablllllnil kurmak ml1mkllndllr. 

Bir gurupun kendi kendielyle olan lzomorfizmaerna gurupun 

otomorfizma 81 denir. 

(•) tekablllilne blr Melemenin diger bir otelemeye d1lnl191lmtl 

g1lziyle bakllabllir. Barada d1lnUeen elemanlar nokta olmay1p ote

lemelerden ibarettir. 

Bir temrin olarak, verilen gurupun btltUn izomorfizmalar 

cilmleeini inceleyiniz ve otomorfizmalarm toplama l9lemini otele

me d1lnU9Umlerinin toplama i~lemi olarak tarlf ederek verilen 

gurupun bUtUn otomorfizmalar cllmleaioln bir gurup oldujtunu 

g1leteriniz. 

Netice olarak dUzlemln paralel Melemelerinln paralel kena

rin 1lzelikleriyle bajtlt oldujtuna iearet edelim. Her paralelkenara 

bunun kenarlariyle belirtilen a ve b otelemc vektBrlerinln mey

dana getirdijti alt gnrup tekabUI eder (~ekll 137). AB vekt1lrlyle 

tcmsil edllen a vekt1lrll, ikinci AD kenar101 BC kenarm1 BC 
durumuna g1ltUren 1lteleme vekt1lrilnden ibarettir. Bu, paralelke

nartn kar1J1 kennrlarmm paralel ve eeit olmast 1lzeligiyle ilgilidir. 

Paralel kei:artn kare1 a~1lar toplammm 180° olma 1lzeligi lee, 

otelemelerin blr dojtruru kendlsine ~paralel bir dogruya dUndUr

meslyle ilgilidir. 
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Blltlln dilzleml paralclkeuadarla •dOtemek• mllmkll.Ddllr. 

~ekil 136 da bu, bir dOrtgen i1;ln icra edilmlttlr. Dllzlem, alt 

gurupu meydana getlren muhtelif uteleme oiftlne tekablll eden 
paralelkenarlardan herbiriyle cdO~enebllir• ve ayr1ca, ortak blr 

A noktalar1 bulunan farkh iki paralelkenarla bellrlenen ikl •dOte

C 

me• verildl(tlnde, bu paralel kenarlar1n tepe noktalar1ndan lbaret 

olan latl1 her iki cdOteme• l1;ln ayn1 olur. Paralelkenarlar, tepe 

noktalardan batka, latlaln noktalar1n1 (A ya Ozdet noktalar) 

lbtlva etmez (~ekil 186). &yle her parale.tkenar, MM' ve MM' 
do(trular1na paralel olan dotrularla ketilmlo olup uygun paralel 
Otelemelerle bu paroalar1u1 kaydmp ekliyerek MM' M" M• dlk

dOrqenlol elde etmek mllmk1lndllr. 

Bu iddialar10 aatlaomaam1 bir temrin olarak okuyucuya b1-
rak1yoruz. 

25. $eklllerln deiltmez'lerl ve deiltmez 
azellklerl. 

Bir tekil berhaoiit blr dOnlltllmle dOnllttllrllldllitllnde baz1 

11fatlar1 veya karakteriatiklerl dellomekte fakat di(ter bazdar1 
ayn1 kahnaktadir. Muell, 1-boyuUu blr llc;genln topolojlk blr 

dOnlltllmle dalreye taavirinde (~kil 101) llcgeoln blrc;ok O&ellk

leri dejtifruektedir. liuolardan kenarlar1n dotruaal olu9u, keoar
Jar1n uzunlujtu, aollar ve alao, v .a. Ozellkler zlkredelim. Buna 

mukabll lltgeoio, kendlaiol keamiyen kapall blr etrl olu1u de

itlomiyl"ll ~ir ,·as1ftir. 
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~ekillerin gene! topolojik dtlnilr:iUmlerl (15) pek c;ok deitltlk 

fekilde teza.h!lr edl·bilir . ~ekillerin pek u Ozelijti topolojlk dO

nOtUmlcr nltmda deltir:tmez kalkmaktadir. Hununla beraber bu gi

bi Ozclikler §ekillerin en derin ozelikleri11i letkil ederler. 

Donel silindir ve dOnel koninin (~ekil 27) bir kesili11e, bir 

dairenin parnlel vcya merkezi bir lzdn,umle dunu,umu olarak 

baktlabllir. Dairenin, en fazla iki noklaat hariQ, her noktasi, si

lindir veya koninin ny111 anadojtrusu Uzerlnde olmak tlzere konlk 

kesitin bir noktasma dl)nUtilr. 

Bir dairenin pnralel bir izdu,nmle bir elipse izdiltilrillme

slndc vc bununla blrlikte dnirenin bUtUn dUzleminin ellpsin dUz

lemine izdtlflimUnde, dojtrularm do~rusal olma vash ve dojtrula
rrn parnJelliiti dcjti1mez kahr. Aym veya paralel dojtrular ilzerlo

deki dojtru par\:alar101u oran1 ve Ozel olarak bir do[trunun orta 

noktas1111n izdiitUmllnUn, bunun izdOtUmU olan dog"ru par<;a11nm 

orta noklas1 olmas1 da dejti,mez Ozeliklerdendlr. 

Paralel olm1y11n parc;alar1nm oran1 muhafaza edilmemektedir. 

Bunun gibi dojtrular nrasmdaki ac;1lar da dejtil:imek.te ve Ozel ola

rak dik dojtrularm ,izdUtUmleri genel olarak dik olmamakta ve 

dojtru par~alar1om uzunluklar1 da drjtlomektedir. 

Meselil, bir dairede bir c;apm paralel kirioler allesine dikli

itinl ve bu c;apm bu kirioleri iki eolt parc;aya bOHltUnil ele ala
hm (~ekil 138). 

~ek. 138 
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Paralel l1dnvumde capla kirlvlerin dlkliitl muhafaza edilme

mesine mukabil l(apm, paralel kirielerin orta noktalar101n geomet

rik yeri olmae1 Ozelijti dejtiememektedir. 

Bu miealleri gOrdUkten eonra avait1daki tariflerl verelim : 

$ekillerin, bir sisteme ait donii11imlerle bozalm1gan vas1f ve

ozeliklerine bu donii1iimler •i•temine gore deji1mez ozelikleri 

denir. 

Clzel o1arak bu dOnU!JUmler sistemi blr gurup oldujtu takdlr

de, eeklllerin dOnUefimler gurupnna gOre dejtiemez Ozellklerindeo 

bahsetmie oluruz. 

Bir 1ekle ait uzunluk, a~1 oega alan gibi bir biigiikliik f.leg<Z" 

bir miktar bir garupun biltiin donii1iimleri.11/e deli1mez kalrrsa ba 

miktara 1eklin bu gurupa gore bir degltmez'i ad1 oerilir. 

Mesell, bl1tUn paralel lzdUefimler altmda doitrularm paralel

llitl lie paralel dojtru parcalarmm orao1 birer dejtivmez Ozeliktlr. 

Ac;1lar iee stereograflk lzd1iettm altmda ve k!lrenin d6odllrmele

rinde dejtlemez kahr (Cllt I, sahlfe 151). 

Clzel olarak dUzlemdekl otelemeler gurupunun deltiemez 

6zeliklerlni ve dejtl~mozlerlnl ele alaltm. ikl nokta arasmdaki 

uzakhk otelemeler gurupaoun bir df'itiemezidir. Ruodan, dojt

rular araemdaki a<;• lie vekillerin alanmm dejtl11mezlljti neticeslne 

varmz. Sekillerin nokta, dojtru vs. olmast izibi e1fatlar1 Oteleme

lerle delti1'mez kalan Ozeliklerdir. 

Bir acmm keuarlar1mn verllen lstikametleri haiz olmae1 s1-

fah b!lttln 6telemelere gc;re deltiemez blr 6zeliktlr. Bir doitrunun 
belirli yerl i!}gal etmesi veya sahit olmas1 e1fab ise biitlln ntele

melere g6re deltivmez bir Ozelik olmay1p endcce paralel uteleme

ler alt gurupuna gore dettiemezdir. 

Paralel bir demetin her doitr.isun110 uzaydakl yori yaln1z. 

bu demete para1el olan lltelcmeler gurupuna gore dcjti~mezdir. 
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BUyle bir demete paralel utelemeler gurupuna gUre deitif
mez ad1 verml1tlk. Bu demet, gurupun her utelemesinlo kagan 

dojrular 10dan ibarettir. 

26. <;fzim problemlerlnin ~ozllmunde paralel 

otelemeler usulll. 

Qizim problemlerioln c;UzUmllnde, verilen dllzlemsel bir geo

metrik yeriu c;izlmi ic;io bir iekll veya 1eklin bir k1snu01 blr 

Uteleme Ue uygun bir yere kayd1rmak ve c;lziml icra ettikten 

sonra ters dUnl1111mle 1ekli eek! yerine gotilrmek ekserlya fay
dal!dir. 

Problem. Verilen bir c do§rusuna paralel olan l u:unlujan

daki bir AB dofru par~a•zn1, "erilen iki a "e b dojruru aras1na 

gerle1tirmek (~ekil 139). 

~ek. 139 

a dojtrusunu (c doltrusuna paralel olan l uzunluitundaki + l 
uteleme vekttlrllyle) kaydmrsok, b ile arakesiti B ve B' olan a, 

ve a, dogrularint elde ederiz. c dojtrueuna paralel olan BA ve 

B'A , dojtru parc;alari aramlan do(tru par,.alar10dan ibaret olur. 

a ve b dojtralar1 kesletijtl takdlrde problemin lki <;tlzllmU 
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vardir. Paralellik halinde ise problemin ya bilf l(ijzi\mil yoktur 

veya sonsuz say1da l(Ozilmil vardU'. 

Problem. /ki a ve b paralel dojrusu ve a, b i/e s1mr/1 1eri

din birer tarafznda A <11e B noktalari verilmi1ken, a lie b araszna 

dii1en go/ verilen bir c dogrusuna paralel olmak uzere, A ile B ara

•zndaki en krsa golu balmak (~ekil 140). 

IJ 

a 

8 

~ek. 140 

A noktasiyle birllkte a dojtruaunu c ye paralel olarak kay

dmp a y1 b Ile lf&klttlracak oluraak A nokta11 A' ye gellr. B 

lle A' birlettirlldijtlnde, aran1lan yoldan a lie b arasmdaki k111m 

kadar nokean olan BA' yolu elde edillr. BA n1n b yi keatljtl 

nokta C olsun. CA' doitru pari;asma A' A ters Melemesi tatblk 
edildijtinde DA durumu ve dolay1slyle B ile A araamdaki arant

lan BCDA yolu elde edilir. 

Problem. Verilen bir a dogru.igle agni i•tikamtite olan a 

asanlujandaki bir dogra par~a11n1, <11erilen iki 0, O' daireai ara

azna gerle1tirmek (~kil lU). 

AB dojtru par~aa1nm A ueu 0 daireslnde olaun. B yl bul

mak il(in 0 dairesinl u ya paralel olarak ve a uzunlujtu kadar 
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kaydmr1z. Bunun ic;in de dairenin 0 merkezini kayd1rmak ve 

ayn1 yar1c;apla 0 1 ve 0 1 dairelerini c;izmek kAfidlr. 01 ve 01 

\ 
\ 

\ 

'J 

~ek. 141 

dairelerinin 0 ile olan arakesitleri dojtru parcaem10 B ucunu 
vermi11 olur. 

0' noktas1 0 1 veya 0 1 merkeziyle c;ak1!lmad1lt1 takdirde 
problemin dOrt c;Ozttmil vard1r. 

Problem. Dort kenarigle, kar11t iki kenar ara11ndaki acm bi
linen dortgeni cizmek 

Sek. u2 

ABCD aramlan dOrtgen (~ekil H2) ve AB =a, BC= b. 
CD=c, DA=d ve <BSC=x oleun. 

Bir paralel Oteleme ile CD yl BE ye gM!lrelim ve DE= b, 

BE= c ve < ABE= 1 elde edelim. Bu suretle, kenarlar1 a, c 
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ve aralarmdakl ac;1 .« olan ABE 1logenlnin c;Wml mQmktln olor 

ve aonra AE Qzerine kenarlar1 blllnen AED tlc;genl c;lzileblllr. 

QOzQmtln varhk 1artlar101n lncelenmeal blr temrln olarak 

okuyocuya b1rak1lm11t1r. 

27. Uzayda 3telemeler gurupu. 

Dllzlemdekl otelemelerln etrafh blr oekilde lncelenmealnden 

11onra, ayn1 yolu taklp ederek uzaydakl Olelemelerl ele almak 

gtlc; deitlldlr. 

Dtlzlemdekl IHelemelerde c;ak1pn lkl diJzlem almak ve bun

lardan blrlnin dliterl Qzerlnde birlm kadar hareket etlijtlnl dtl· 

tUnmek mtlmkUndUr. Bunun glbl blrl hareket eden dljterl aabit 

kalan iki uzay dU1tlnllleblllr ve bunlardan blrinelal dljterlnin lc;ln

de herh&Dl(i blr iatlkamette aerbeat olarak hareket ettlrlleblllr. 

Bu oekii bareketlerln geometrik anlam1, uzay1n her M nok

taa10a bellrll blr kalde He, blr M' nokt&1101 tekabQI ettlrmek

ten lbarettir. 

Uzayda, blr a dojtrueuna paralel olan blltQn dojtrular1n 

eUmleainl ele alahm. a dofruaunun dahll oldujtu bu dofrular 

cllmlesine, hat1rlarsak, paralel dofrular demetl deml1t1k. a dot

ruau demetin bellrtllmeslnde Ozel blr rol oynamamaktadu. Para

lellitin simetrl ve tranzltlvlik Ozellklerlnden dolayi demet, her 

dojtruelyle bel!rlenebilir. Uzaydakl dotrular10 tllmll bu suretle 

e101flara ayrtlabilir ve s101f paralel bir demetln bQtUn do~rula· 
rmdan lbaret olur. Bir demetln btltUn doitrulara ayn1 latlkametl 

balzdir. Her dotru yalnaz bir demete· alt bulundujtundan blr dot
runun tek bir lstikametl olur. 

Bir dojtru tlzerlnde lki A ve B noktas1 alarak bu dojtruya 

AB veya BA vektOrlyle . bir yon vermek mtlmkllndllr. Bu doltro

ya lki tllrlll yon verilebllir ve yOnlll bir doitruya da ekaerlya 

ekun denir. 
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T1pk1 dtlzlemde olduiln gibl, paralel, ayn1 uzuolukta ve 
ayn1 yOnde olan dojlru parcalariyle belirll olan vektOrleri e1tt 
addedecejliz. 

Uzayda oteleme veya paralel oteleme, uzay1n keodlsine bir 
dOnU11ttmn olup bu dOnilttlm altinda uzayin blltttn noktalarm1n 
Oteleme vekturleri blribirine e11ittir: 

MM'=NN'=AA'=BB' = · ··=a·· · 

Otelemelerin esas ozellklerini ifade eden 1-6 teoremlerl (22) 
burada da muteberdir. Yioe dilzJemde olduiln glbl btltlln otele
melerio cllmlesinde otelemelere alt cebirsel toplama itlemini ta
rlf ederlz. Otelemelerin toplamma, kar111t Oteleme vektorlerinin 
toplam1 tekablll eder: 

MMH =MM'+ M'M· 

Uzay1 kendisine gotUren birlm dOnllttlm etklslz Oteleme ola• 
rak alm1r. 

BUtlln (20) gurup 11artlar1 kolayca eajtlanabllir ve dolay1-
siyle uzagdaki biitiin otelerneler ciimleainin gurap olduga clde edU
mlt olur. 

Bir paralel doilrular demetinin her doilrueunu yerinde bira
kan btlttln 6telemelerin ctlmlesi, btltlln Otelemelerin gurupunun 
bir alt gurupunu tcekil eder. Bu alt gurupa uz.oydaki dojraaol 

paralel otelemelerin garapa ad1 verilir. 

Bir paralel 6telemeler gurupu, toplamaya gore, reel eayllar 
guruplyle izomorftur. Bunun dojtruluilu dllzlemdeki paralel ote
lemeler icin verilen yolla gosterileblllr. 

Bir paralel otelemeler alt gurupu altmda hicbir d~uau 
deilierniyen demete, paralel otelemeler gurupuna gore degi1mes 

dogralar demeti ad1 verilir. 



/ 

32 Paralel lltelemeler (Otelemeler) 

Bu demctin doj!trular1 yal111z verllen Otclemeler altmda 

•kendilcrl nzerinde kayarlar• ve lcagan do/rular ad101 ahrlar. 

Rir paralel alt gurupuo biltlln paralcl otelemeleri altmda 

degi,mlyen dilzlemlerln cllmlesinin de karaktcrlze cdllmesiol blr 

temrin olarak okuyucuya buak1yoruz. 

Anadojtrulari dejtl1mez demete alt olan silindir yUzeylerl 

de, \'erilen otelemeler altmda «kendileri nzerinde kayarlar• ve 

lcagan giisegler ad101 ahrlar. Dllzlemln paralellfjti, dojtrular1n 

paralelllj!tl gibl slmetrl ve tranzltlvllk ozeliklerinl haiz bulu

nurlar. 

Uzaydaki bUtiln dllzlemlerin cllmlesl paralel dllzlem s1n1fla

r1na ayrllabilir. Her s101r, paralel demet te1kil eden dilzlemler

deo ibarettlr. Bir paralel demetln biltlln dllzlemlerlnin ayo1 ilci

bogutlu iatllcamet'I balz oldujtuou 10yllyecejtiz. 

Bir paralel demetln herbangl blr dllzleml, alt olduj!tu 11-

nd1 temsll edebilir ve demeti bc?lirten 2 dQzleml ~Ozel blr rol oy

namaz. 

Bir paralel dllzlemler demetinln her dllzlemlnl yeriode b1ra

kan blltQo Otelemelerio cllmlesi, bllUln Otelemelerln blr alt gu

rupunu te1h:il eder. Bu alt gurups uzayda, bir dQzlemsel paralel 

Otelemeler gorupu dentr. 

Dllzlemsel Otelemeler1n gurupunun, daha evvel dllzlemd& 

ele ald1j!t1m1z bQtlln otelemelerln ve ayr1ca karma11k saydarm 

guruplyle lzomorf olduj!tu gosterileblllr. 

DQzlemst'l otelemeler gurupunun her elemao1 alt1oda her 
dQzleml dej!ti1mez kalan demete, dUzlemsel otelemelerin bu alt 

gurupuna gore, deltl1mez demet denlr. Boyle blr demetin dUz
lemlerl verilen otelemeler l\ltrnda sadece •kendilerl llzeriode ka
yarlar• ve her kayd1rma alt1oda lcagan giisegler ad1n1 ahrlar. 

lki ookta aras1ndaki uzakhk, lkl do[tru aras1ndakl ac;1, lkl 
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diizlem arasmdaki ac1, bir dojtru ile bir d!lzlem aras1ndaki a1;1 
Otelemeler gurupunun dejtiomczleridir. 

Aoa#1da, oekillerin alan ve hac1mlarm1n da bu otelemeler 
gurubunun dejtiomezleri oldugunu gtlrecegiz . 

. YBnlll iki paralel dogrular demeti vrrlldijtlnde, blrinci de

metin ytlnlll herhangi bir dojtrusunun ikinci demetin yOnlll her 

do~rusiyle eoit ac1lar yaplittm1 !KSyliyecejtiz. lki istlkamet arasm

daki actdan da ekseriya bahsediliree de dtlrt a1;1 mevcut oldujtun

dan aci bir tUrlU olarak belirlenemez. 

YBnlit bir paralel dolfrular demellyle bir paralel dllzlemler 

demeti verildilfinde, demetin yBnlll her dojtrusu demetin her dUz

lemi ile eoit ac1lar yapar. Bir dUzlemle yBnlll bir dojtru arasrnda

ki ac1 belirli olup verilen dogru ile ytlnlll izdtloUmU arasmdaki 
ac1dan lbarettir. 

Oteleme \'ektorleri a, b, c olup bir dllzlem Uzerinde bulun

m1yan <Po., <Pt,, <I>c Otelemelerinden meydana gelen G Otelemeler 
alt gurupunu, veya, p, q, r tam say1lar olmak Uzere 

dtlnUoiimleriui ele alahm. 

Dllzlemde oldulfu gibi uzaydaki iki noktay1; bu noktalardan 

bjri G alt gurupunun bir Otelemesiyle dig~riue gBt!lr!lldiijtll tak

dirde, G alt gurubuna gore Ozdee addedecegiz. 

Her nokta kendisine Ozdeotir, A,...., A. A,..., B ise B,...., A d1r -
simetri Ozelijti. A,..., B ve B,...., C ise A,..., C dir - tranzitivlik 

Ozeligi. Ohalde uzaydaki blitun noktalarm ciimlesi, G alt guru
puna gtlre Ozdeo noktalar em11lartna ayrtlabilir. 

Ayr1tlar1 a, b, c olan paralelyiizlln (~ekil HS) IQ nokta

lar1 arasmda bir cift bile Ozdeo nokta ihtiva etmedif?i kolayca 
gOrtllebilir. Paralelyiizl!lnlln i<; noktalarrna OADB, OBFC, OANC 
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yilzlerioin noktalar101 katacak olureak, uzayin alt gurupuo her 

Gtelemesiyle t&mameo «laraonn» ve OzdeQ nokta il!ve etmeksisio 

genltletilmesi imkA01 olm1yan bir bOlgeeioi elde ederlz. 

Paralelyllziln karttl e!jit yllzleri, 6teleme vekt!lrleri a, b, 

c olao G alt gurubunun Otelemelerlyle biri birioe d!lniltllrler. 

A 

~ek. 1'l3 

Meaelt, OBFC yilzil tf>a 6telemesiyie ADEN yllzlloe d!lnil11mekte

dir. Paralel lkl yilz arastoa dl111en biltiln ayr1tlar, G alt gurupu

nuo 6telemeleriyle birlblrine dOnlltllrler. Mesela, OC ayrit1, 

<Pa+ I/Ji. Otelemeeiyle DE ayirt1oa dHoil11mektedlr. 

Uzay10 tllmll, herbiri ilc adet yllz Ile ic noktalardan ibaret 

olan bOyle yar1m-ac1k paralelyilzerle •dOoenebilir•. 

Bu «dOeeme• ye alt herhaogl iki paralelyllz ,·eya hilcre 

verlldljtlnde, G alt gurupunda bir1nel hllereyi ikineielne g!ltllre

eek blr Oteleme meveut olur. 

Uzaym verilen s101f10a ait blltllo paralelyllzlillerin tepe 

noktalan a:ag latiai meydaoa getirir. 

G alt gurupu •/'a, <J,,., I/Jc den olduitu kadar bu alt gurupun 
dijter otelemelerinden ·de elde edilebillr. Boyle her 11~ Oteleme

oio slstemine uzay10 Ozel bir hilereler e101f1 tekablll eder. Bu

nunla beraber bir s10tf1n •latis• te,kil eden nokta ellmlesl blr 

dljterinde de «latls• olur. 
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Okuyucunun G alt gurupunu meydana getiren Melemelerden 

ilQlloU tcfkll etti~i elstemlerio cUmleelnin tUmUntl bulmae1, bir 
"temrin olarak tavsiye olunur. 



BOLOM V 

DONDORME 

• 

V. BOHlmde bir dUzlemln bir nokta etra
f1nda, bir uzay1n bir eksen etrahnda, ylne bir 
uzay1n bir nokta etraftnda dOndtlrmeleri ele ah
nacak ve uzayin bir eksen etrafmda dOndllrme
lerlnln gurupu lie llgill olarak dOnel ytlzeylerln 
eleman ter Ozeliklerl incelenecektir. 

DUzlem lie uzay1n hareket olarak blllnen 
dOnllt11mlerinln tarlflerl verllecek ve bu barcket
lerln otelemelerle olan llgisl kurulacakhr. 

Madde SO da da dOndQrme usulQnlln Qizlm 
problemlerinin QOzQmllnde tatblkat1 gOrlllecektlr( ' ). 

28. Bir nokta etrahnda d8ndllrme vasitaalyle 

dUzlemln kendl Uz.erlne d8nUtllmil. 

0, dllzlem Qzerinde verilen bir nokta olsun ($ekil 10). 

Dii:lemin 0 noktas1 etrafinda •I• ap11 kada,. cloncliiriilmesinclen, 

dllzlemln, 

OM'=OM, <MOM'=tf> 

olmak tlzere, M yi M' ye tekabUI ettiren kendl Uzerlne blr dO
ntl,tlmUntl anhyoruz. AQllan 2 n nln katlar1 kadar farkeden dOn

dllrmeler e,it ltibar olunur. 0 noktas1 dOndllrme lie keodlslne 

gider, veya dljter bir deylmle, sablt kahr. 

</> &Q1sm1 radyanla OlQersek reel bir JC say1s101 elde ederlz. 

t/> &Qlh her dOnmeye le tam bir 1ay1 olmak llzere, JC+ 2/c:i 1ay1-

(•) Dljter blr deylmle, keylt blr dOndtlrmeye, mtlaaade edllen blr 

9lslm aletl olarak bak1larak elztm problemler\ ele ahnacallhr. 
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lari tekablll eder. Ac;1larin y6nil ic;in pozitif yon olarak eaat y6-
nt1nUn tersini kabul ediyoruz. 

~ek. 144 

E11 merkezli d6ndl1rmelerin toplam'i genel dOnil11tlmlerde ol
dugu gibi yap1hr. ~l ac;1h bir dondilrme herhangi blr M nokta

em1 M' ye, •/> 2 ac;1h dOndtlrme iee M' yQ Mw ye gotUrllree, bu 
dOndilrmelerin bu toplam1, ac;1e1 ~1 + tJ>, olan blr dOndl1rmeden 
ibarettir. 

Dilzlemde 0 merkezli dOodtlrmelerin cilmlesinin, dOndllrme
lerin toplamma gore gurup oldujtu kolayhkla gOrDlllr. 

Bu dOndilrmeler araemda etkieiz bir eleman • etlkunet, ve
ya ac;1s1 s1f1r olan bir d6udtlrme mevcuttur. Her </> ac;tl1 dOndllr

meye ( - •/>) ac;1h tere blr dOndtlrme tekabUl eder. Kolayea eag

lanabllece~i gibi herhangi neviden dOnU11ilmler lc;in asoeiyatiflik 

Ozeligi cari bulunur. Ayr1ca, dUzlemde 0 merkezli dOndUrmele
rin gurnpu komutatif tir. 

Her x say1ema, ac;1e1 radyan olarak x'e e§it olau dOndUr
meyi tekablll ettirerek, reel eay1lar cllmleel dOndftrmeler eilmle-
11;ne taevir edilebilir. 

Bu tasvirde <P ac;1sm1n tere reemi, k herhangi tam blr eay1 
olduguna gore 
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x + 2/cll 

1ekllndekl say1lar cllmlesidir. 

Boyle bir retilm, ~ ac;1s1na tekablll eden say1lar s101f1n1 

verlr. 

~yle s101flarin cnmlesl blre - bir olarak dOndltrmeler ctlm

lesl llzerloe tasvlr edllebillr; her 1ay1 cllmlesine blr dOndltrme 

tekablll eder ve her dOndllrmenln ters resim olarak tek bir s101-

f1 mevcut olur. 

Reel sayilar1n yukar1da zlkredllen 1101flar1010 cllmlesl dOn

dll.rmeler guruplyle lzomorf olan bir guruptur. 

S1ntflaran toplama ltleml a1at1daki kaldeye gore elde olu

nur: Toplanacak s101flar1n herbirlnden hirer eay1 ahnir; bu sa

yllarin toplam1, sm1flar1n topla~1 olarak bakacajt1m1z Ur,;Uncll 

11n1fa alt say1 olur. Bu kalde, toplam olan 1inlf1 bir tllrlU olarak 
belirler. 

Jc tam blr 1ay1 olduguna gore 2/c:r tekllndekl say1lar1n cUm

lesl, 1101flar1n gurupuoa alt etklsiz eleman olup toplamaya gBre 
blr guruptur. 

~imdi, dOndQrme alhnda bir teklin deititmez kalan bau 

Ozellklerlnl ele alahm. Bir nokta bir noktaya donu,nr. :Sokta 

olma vasf1 blr deititmezrtlr. Boyle olmakla beraber, 0 dOodnrme 

merkezi harlc;, her noktanm yeri deitltmektedlr. Deititmlyen 0 
merkezlne yer bak1m1ndan bir dejtl9mez nokta ad1 verllir. 

Bir a doitruauna alt noktalar (~ekll 145) blr a' dojtrusunun 

noktalarma dOnU1Urler. Dljter blr deylmle blr dOndUrme blr doit

ruyu blr dojtruya doon1tnrnr. lspat: OP, blr a dojtrusuna c;izllen 

dlkme olsnn. OP dojtru parc;as1n10 blllDn noktalar1 OP' dojtru 

parc;asmm noktalarma dOnUtllrler. P' den OP' dojtruauna dlk a' 

dojtrusuon clzelim. a' dojtrusu a do{trusunun resmldlr, zira, a 
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bir nokta etrafznda dondiirme altinda aplarzn deji1muliji oetlce11l

ne var1hr. 

Bir oeklin kendi reemine eoit olacajt1 arhk kolayl1kla c;lkar. 

Meeell bir dalre, merkezln reemi reemin merkezi olmak 

ilzere ayn1 yam;aph blr daireye dOnlltllr. Merkezlerl 0 dOndilr

me merkeziyie i;ak11m1yan dairelerln dOndilrme netlceelnde yer-

~ek. 146 

leri dejtitir. Merkezleri 0 ooktae1nda olan daireler, gurupun her 

dOndllrmeei nltmda yerlerini mubafaza edip eadece •kendi Uzer

lerinde kaynuo olurlar». Merkezi 0 olan e1merkezli dairelere, 

dOndUrme gurupunun detllomezleri, veya, dUzlemin 0 nokta11 et

rafmdaki dOodllrmcleri altmda kayan ejriler ad1 verflir. 

0 dOndllrme merkezlnden gecen her dojtru ylne 0 merkezln

den gei;en bir do~ruya dOner. Merkezi 0 doodilrme merkezinde 
bulunan dojtru demetinin tilmil, gurupun berhangi blr dOndUr

meel altinda ayn1 kahr. Merkezi 0 dOndUrme merkezlyle c;ak19an 

dojtru demetine dilzlemin 0 noktae1 etraf1ndaki dOodUrmelerlnin 

gurupunun deji1mu demet'I denir. 

Dondllrme ad101 verdljtirniz dllzlemin kendielne donlltllmleri

nio, eezgi Ile, aoa1t1daki oekilde cereyan eltijtlni dlltllnebiliriz: 

Biri sabit diiteri bunun ilzerinde kayabilen ve her bir nokta11n

da Q&k1oan iki dilzlem alahm. Dondllrme merkezl O, yerinde ka-
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hr ve hareket eden dilzlemin (di~er) noktalar1 yer de!tittirdijti 

halde, 0 noktas1 yer de!tittiremez. Hareket eden dUzlem, btlvl

yetini bic;bir euretle kaybetmeksizin 0 noktae1 etrafmda dOner. 

29. Dilzlemde hareketler gurupu 

0 dan ba1ka 0 1 gibi bir nokta sabit tutulurea lklnci dllzle
mi birinciye gore hareket ettirme lmki\n1 kalmaz. Hareket edebi

len dllzlemin 00, etraf1nda «dOndtlrtUUp yatmlma• imkAnm1 he

eaba katm1yoruz. BttUln •dOndUrUlUp yatmlma• lar1 heeaba 

katm1yacak olureak, hareket edebilen dttzlemin eabit dtlzleme 

g!lre yeri, dUzlemin herhangi AB dogru parc;aemrn yerlyle tama
men belirli olur. 

Bunu gOz OnUnde tutarak, dUzlemin kendi tlzerine taevirinl 

l}!lylece yapablliriz: DUzlemde eelt herhaogl iki AB, A' B' dojtru 

B 

--~e'' 

Sek. a1 

parc;aem1 ele -ahp (Sekil 147) A nokta8loa A' noktas101, B ye B 

noktas101 ve dUzlemin keyfi blr M noktae1na da, 

AM = A'M', BM=B'M' 

olacak ve ayr1ca AMB ve A' M' B' e1 yOnlU llc;genleri benzer bu

lunacak vekilde, ayn1 dUzlemin M' noktaarn1 tekabttl ettirlriz. 

Et yOnlU deyince A, M, B ve A', M', B' tepe noktalarm1n her 

iki Uc;gende ya pozltif yOnde veya her iki Uc;gende negatif yon-
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de 11raland1klar1n1 kastediyoruz. Ejter M nokta11 AB dofruau 
Uzerlude iae M' resml, yUn bahl11 koousu olmadan bir tUrlU ola
rak bellrli olur. Bu taavlrde sablt nokta mevr.ut olmaamm ge
rekmed ljti ac;1kt1r. 

Yukar1da yapt1jt1m1z glbl AB ve A' B' dotru parc;alarlyle 
bellrli blr las\•ir alahm. C' D' dojtru par~as1 bu tasvir alhoda 

CD dotru parc;asmm resml olauo. Bu takdlrde CD ve C' D' dot
ru parc;alarlyle elde edilen taavir AB ve A' B' Ile elde edllen 
taavlrln ayn1 olur. Adi gecen tasvlrln, AB dotru parc;aa1 A' B' 
Ile c;ak1t10c1ya kadar, kayabllen dllziemi aablt dUzlem ttzerlode 

kaydmld1f101 ve netlce olarak her M noktas1010 M' reamlyle 
c;ak1,acajt101 dQ9t1nmek mnmkllndQr. 

DQzlemln keodl nzerine olan bu taavlrloe harelcet dlyoruz. 
Hareketln bire-bir ve lkl tarafh s!lrekll blr dnnUtllm oldutu ko
layhkla g!Srllleblllr. Diizlemleki b!itiin hareketlerin ciimle.i nin blr 
gurup tetkll ettljtl de kolayca spjtlaoablllr. 

lki harekettn toplam1, veya, blr bareketteo aonra iklnclsl
olo tatblklodeo ibaret dlSolltOm yine blr harekettlr. 

Hareketlerin eebirsel toplama itleml kapahd1r. 

DOzlemln keodl Qzerlne olan blltno tasvlrlerlnde oldulu gi
bl asoslyatlf Ozellk earl bulunmaktad1r. 

Etkislz eleman10 mevcudlyet tart1 da aajtlaomaktad1r, zlra, 

blrlm dOnOtllm blr harekettlr (bu harekette A'B' doJ?ru par~a1 
AB dojtro parcaslyle c;ak1111r). 

Her barekete mukabll blr ters haraketln varltjt1, A' B' dotru 
parc;as101 (gerlye) AB do#ru parc;nsma gOturen bir hareketln 
varhftudan blllnmektedlr (~ekll 147). 

Dllzlemde Otelemeler ve dilzlemln blr nokta etrafmdaki d!Sn
dtlrmeleri harekettlr. Dllzlemdekl b!llOn otelemelerln guru.po, 

dQzlemdekl bllllln hareketler grupunun blr alt gurupudur. Doz-
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lemln bir nokta etra11odaki dOndilrmelerl gurupu da blltlln hare

ketlerln gurupuoun blr alt gurupudur. 

Dii:lemdeki herhangi bir hareket biri biri arJmca tatbik eJilen 

bir dondiirme ile bir otelemelen elde elilebilir. 

lApatJ lc;in, d11zlemi AB do~ru parc;aeinm A noktas1 etraf1n

da ($ekll 147) <P ac;181 kadar ve AB do~ru parcae1 A' B' ye para· 
lei olan ABr du~omuna gelinceye kadar dOndllrelim ve soora -Oteleme vertOrii AA' olan Otelemeyi tathik edelim. Bu dOndllrme 

ve Otelemenin toplanu vcr!leo harekete e9lttir. TabU bu dOnll-

9Umlerin lkiei birden de blrim dOnll9llmlerden ibaret olabllir. 

Bir hareketin blr dOodllrme ile blr otelemeye ayr1lablldlll 

h1patlaod1ktan eoora, 1ekillerio bUlOn hareketler gurupuna gore 

deitltmezlerini elde etmek mllmkllodOr. Esas •deltltmez• iki nok

tanrn deltltmezi olup lkl uokta arasmclaki uzakhktao lbarettlr : 

$imdl daha kuvvelli bir iddiada buluoacat1z : Dii:lemJelci 

her harelcet ga bir oteleme "ega nokta etra/1rada bir don-liirmedir . 

Hareket, dUzleml AB lie beraber A'B' durumuoa gotllraOo 
(~ekll 148) 

$ek. 148 

Bir 0 dOndllrme merkezl varsa, OA=OA' ve OB=OB' e1lt

liklerl earl olmabd1r. Huolardan biriocl etltllk, 0 ooktae1om A ve 

A' noktalarmdao ayn1 uzakhkta bulunao noktalar1n geometrik 
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yerine ait oldujtunu, veya, 0 nun AA' dojtru parc;as1n10 RO orta 

dikmesl tlzerinde bulundujtunu gOsterir. Benzer tarzda, ikincl 

e1itlikteo ise 0 nun BB' niln SO orta dikmesiode buiundujtu 

~ikar. 

RO ve SO orta dikmeleri ya 0 noktas10da kesltirler veya 

~aku~1rlar veyabut da paralel bulunurlar. 

Bu Uc; 11kk1 ioceliyelim. 

1. RO ve SO orta dikmeleri 0 noktae10da keeltirler <eekil 

148). Harek.,t, a9181 
•P = < AOA' 

<>lan dOndtlrmeden ibarettlr. 

AOA' ve BOB' ac;1lar1ntn e1itlijti, ABO ve A' B'O' Uc;genle

rinde kar11t kenarlann e1it olmasmdan 91kar. 

2. RO ve SO orta dikmeleri c;ak11t1klar10da ABB' A' 1ekll, 

AA', BB' kenarlar1 paralel olan blr yamuk olur (~ekll 149 a, b). 

B' s R IJ
1 

R s 
IJ' ill 8 

\ I 

a) \i A' 

b} 

eek. 149 

Bu takdirde, AB ve A' B' paralel dejtlh1e, ac;1s1 <.ll = < AOA' = 
< BOB' ve merkezl AB lie A' B' nlin ortak 0 ooktas1 olan bir 
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dBnme mevcut olur. AB nin A'B' ye paralellijti hallude lee bir 

oteleme vard1r (~ekil 149 b). 

3. RO ve SO orta dikmeleri paralel olup 0 noktae1 mevcnt 
-+ -+ 

deltildir. Bu lee, AB ve A' 8' vektorlerinin (~ekil 150) paralelli-

ltl ve e!jyOnlil olmalar1 baline tekabill eder ve hareket, 6teleme 
-+ 

vektorll AA' olan bir 6teleme olur. 

lddia bu euretle 1:1abit olur. Bundau da dllzlemdeki Otele
melerle dllzlemin her noklain etraftndaki d6ndUrmelerinln cilm

leeinin bareketler gurupunu teijkil ettilti c;1kar. 

8 s 8' 1---e---.; 

~ek. 150 

DUzlemdeki blltUn 6telemeler cllmleei hareket gurupunun 

bir alt gurupu oldujtu halde dllzlemin her noktae1 etrafmdakt 

blltlln dOndllrmelerlnln c11mlesl bir gurup teokll etmez. 

Bu aoa{t1daki miealle kolayca lspatlanablllr. 

0,A dojtru parc;aem1, buna •bajtlt» hareket edebilen dilzlem

le blrlikte 0 1 noktae1 etrafmda <P ac;lBl kadar dOodl1rl1rsek (~ekll 

151) 0 1A dojtru parc;as1 op, durumunu ahr. 0 1 merkezl etraf1n-
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da (-•/>} atisiyle iklnci bir dl}ndOrme tatblkiyle de 0,02 do~ru 

partas1 801 ye glder. 

A 

O, 
~ek. llH 

Hu !kl dl}ndUrmenln tatl>lkl eonunrJa, otcle•'le \'ektGrO 
- -+ . AO,= 0,8 olnn blr Oteleme eldc edllir kl hu blr nokta ctraf1nda 

dOndQrme olamaz. 

DGnd!\rmelerin toplarna i,lerul, d Uzlemio bUtno dOndurme

lerinlo cnmleslndt\ k:1palt blr 1,1em de~lldir; <lolay1elyle mnmkQn 

merkezlerle dU1JiluUlebilcn blltOn dGndllrmt•lcr10 cllmkal hlr gn

rup te1;1kll etmemektedir. Harcket gurupunun ltomUtatlf oliuad1-

g1111n lspalt blr temrln olarak la\"&lye olunur. 

SO. c;1ztm problemlerlnln ~UzUmUnde 

dondUrme uaulU. 

(.:lzim problcmlerloln ~Ozilmllode, blr vekli \"eya bir teklln 

blr k11m1u1 ek1erlya bir nokta etraflnda blr ai;1 kadar d011dUr

mek ve veklldc veya k1eminda i;lzim icra elt1klen soora ,ckll ten 
dOndUrme lie eakl yerioe gellrmek uygnn olmaktad1r. 

DOndllrme us11IU en iyl olarak misaller Uzcrlnde izah edl

lebllir. 

Problem. AB= c, AC= b Jc~narlarigle AM= m lrenar or

tag1 f.lerilen iirgeni i;itt.mttk. 

AMB Ui;geninl M etrafinda :r a~111 kadar JGndllrnr~ek, MD 
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tlogru parc;as1 AM c!ojtru pnr~11s101n dojtrullusuna gelmek Uzere 

DMC durumunu elde e<leriz (Sekil 152). ADC U~geni bilinen Uc; 

kenuriyle (AD= 2m) koluyca c;izilebilir. 2m < b + c oarh alhnda 

~tlzUm dalma milmkiindUr. 

A 

8 

c 

D 

~ek. 152 

Problem. lki daire ve bir P nokla!ll v~rildijine gore uc!arr 

<laireler ii:erirde 'Ve ortas1 P de olan AB clotru par;alarm1 ~izmek. 

(1) dalresini p etr11f111du :t ac1s1 k11cl11r c.Juudilrerek (1') du

rumunu elrle edelim (~ekil 1:13). AP= PB oldujtuodao (l) In ii;

tenilen A noktas1 (1') de B noktabtna glder. B noktas1nm (2) 

tlzeriode de bulunmui;t gerektiginden B nokta11 (1') \"C (2) daire

lerlniu arakesitine ait olur. 

R, ve Ri verilen dairelcrln yam;11plari l11e (l') ve (2) nin 

kcslome oarti 

R, - R, ~ O,' O,~ R, + R, 

<>lur. Bu e!}ltliklerio 2 ile MIUnmesinden de 

\ 
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R, - R, R,+ R, 
2 ~ PQ 6 2 

elde olunur. 

Burada Q noktae1 0,0, nin orta noktae1 olup 

dir. Q merkezli, 

1 
2 (R, - R,) 

ve 

1 
2 (R, + R1) 

yar1caph dairelerl cizer11ek, p noklae1 bu lkl daire arae1ndaki 

(!') 

~ek. 153 

halka 11zerlnde oldu~u takdirde, iki ct.lzUm mevcut olur. P bu 

dairelerden birinin 11zerinde iee bir cUzUm vard1r ve halkantn d1-
11nda iee hie cUzilm yoktur. 

Problem. Paral~l ii<: do/ru '1erilmi1ken tepe noktalarz bu do/
ralar uzerinde balanan e,lcenar bir il<:gen ()izmek. 
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Verilen paralel dojtrular a, b, c olsun ($ekll 154). a dojtru
su l1zerindeki A tepe noktae1 keyfl olarak almabilir, zlra, ABC 
Qizllmi9se verilen dojtrulara paralel olan bir Meleme ile bu tlQ· 
gen, problemin 9artlar101 ea!thyan bir ili;gene gitwit olur. 

0 

b 
B 

c 

IJ 

I 

I 
I 

I 

eek. 15i 

I 
', I 

'../ 
I 

I 
I 

'01 
I 

ABC, letenilen Ui;gen oleun. Dllzlem A noktae1 etrafanda AB 
kenar1 AC kenan lie cak1eacak 9ekilde 60° dOndUrUIUrse b dekl 
B tepe noktas1 C noktasma gltmit olur. 

b doitrusunu A noktae1 etrafmda 60° dondUrelim. D~nme 

1onunda c dojtrueiyle olan C arakesitl aran1lan l1~genin C tepe 
noktaa1 olur. 

Problem. Bir daire, bir a dolra•a ve ba_ dolru iiHrinde bir 

A nokta•r verilmi1ken, A dan gefen, merkezi a da olan ve oerilen 

dairege dik olan bir daire fismlk. 

Aranllan dairenin merkezi C olaun <eekil 155). OBC tli;genl 
dlk bir 11Qgendlr. Bu ttcgenl C etrahnda BCA ai;1s1 kadar dondtl
rellm. BO dojtru parcas1 a ya A da dik olan AD durumunu ahr. 
Arantlao C noktas1 O ve D noktalarmdan eelt uzakhkta bulu
nur. D nin clzimlni yaparak probleminin QOzQmlloQ elde etmek 
mtlmknn olur <eekll 155). 



DllDdllrme 

$ek. 155 

Problem. Bir paralellunar i~infl bir /care ~izmek. 

PQRS aran1lan kare olsuo (~ekll 156). Karenin merkezlnln 
paralelkenarm merkeziyle cak11t1a1 ac;1kt1r. Bunu iapatlamak lcln 

$ek. 156 

RP cap1nin 0 orta noktaB1n1n paralelkenar1n AD ve BC kenar

lar1010 ortalann1 birle9tlren dojtru Uzerinde ve OS c;ap1010 ayn1 
0 orta noktaa101n AB ve DC kenarlar1010 ortalar1m blrle9tlren 
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dogru ilzerinde oldugunu gormek kil.fidir. Bundan paralelkenarla 

karenin merkezlerinln Q&k11acal}1 .. Q1kar. 

POQ ikizkenar dik tt~geninl 0 noktas1 etrafmda 90° dOndO

relim. AB nin P noktae1 BC nio Q noktasma gider. Bu da biz! 
bir Qizime g!Stttrllr. 

AB dogrusunu 0 merkezi etraflnda. 90° dOndtlrllreek, kare

nin aramlan Q noktae101, AB nin A' B' reemiyle BC nin arake

siti olarak belirtmit oluruz (~ekil 156) . QS Q&pm1 da Qizmek su
retiyle kare elde edilmit olur. 

Problemln bangi 1artlar altmda QOzllmtlolln mevcut oldul}u
nun incelenmeei blr temrln olarak tavelye olunur. Kare d19ma 

Qizilen her dlkdOrtgenin kare oldugu da ispatlanmahdtr. 

A1ag1dakl problem! lepat erliniz. 

Problem. Aj:r/ar kapanrr bir <>gan ma•a•r, iizerinr:leki bir 0 

noktaai etrafmda donr:liiriilerek ABCD darumundan A' B'C' D' du· 

8, C,. -------.... o ___ .... c 

A' - - -- - - - D' 
·o 

A 8 

~ c:k. 157 

rumuna ~e •onra masa aj:rlaralc B'C' C 18 1 durumuna getiriligor (~e

kll 157). DOnd'llrme merkezini bulunuz. 
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31. Uzayin btr 'eksen etraf1nda d8ndllrillmest. 

Uzayda blr ekeen veya dijter blr deyimle y6nll1 blr do 

ulahm. 
Uzay1n a eksenl etraf1nda </> ac;1s1 kaclar clondiiriilme sinde 

uzaym, a1a(t1daki 1arUar altmda kendlsi 11zerine bir d6n11tllm11D 

anhyoruz. 

1) Her M noktasmm M' resmi M lie birlikte a d6ndl1rm 

eksenine dik blr :i dl1zlemi t1zerinde bulunur. 

2) M ve M' noktalar101n dOnme ekaenine uzakhklar1 birb 

• rine e1ittlr: OM'= OM (~ekll 158). 

$ek. 158 

8) MOM' ac;1s1 <P ac;1a10a e1lttir; OM dan OM' ye olan dOn· 

me yOnQ, </> > 0 lken sajt-vldanm eksen yGnl1nde bareketlndekl 
yGnQne, ,,, < 0 iken iBe aksl yGnl1ne tekabl11 eder. 

Uzay1n blr ekaen etraf1ndakl dOnmeslnin bire. bir blr d0n11· 

tllm oldujtunu sajtlamak gl1c; dejtlldlr. 

Tartfimlzden, uzaym blr eksen etrafmda </> kadar dOnmeai

nin a ya dik her 11 d11zlemlnde :i nin a y1 keatijtl 0 noktaa1 et

rafmda ve aym <fJ ac;111 kadar bir d6nmeyl meydana getirdljti 

netieesi c;1kar. 
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Uzayda bir eksene gore bUtiln dondftrmelerln cllmlesi ac;1-
lar10 toplama itlemioe gore bir gurup tevkil eder. Ac;llar1 2n nin 

katlari kadar fark eden dUndUrmeler Uzdee itibar olunur. Ru gu
rup tabil dUzlemde 0 noktasrna gore olan dOndllrmeler gurupu 

ile izomorf olan bir guruptur. 

lki A, B noktasmm AB uzakhltt a ekseni etrafmdaki don- ' 
dilrmelerin blr dejtiemezidir : A', B' noktalar1 A ve B oin re
eimleri fee 

A' B' =AB 
dir. 

lepat ic;ln evvelil A ve B nin a dOndilrme ekscnlne dlk bir 

dUzlem Uzerlnde oldu(tunu kabul edelim. Bu takdirde (28) den 

dolny1 AB uzakht1, :i dtlzleminin a eksenlnin n yi kestlti 0 nok

tas1na gore dOndllrmelerine gore detiemez kabr. 

eek. 169 

e1mdl A, B noktalar1nm a ekseolne dik blr dilzlem Qzerin

de bulunmad1t1n1 kabul edelim (~ekll 159). 
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A noktaslyle A' resml, a eksenini 0 1 noktas1nda kesen v 

a ya dlk olan :1 1 dllzlemlnde bulunur. 

B noktaslyle B' reeml de, a eksenlnl O, noktas1nda kese 

ve a ya dik olan :r, dQzlemlndedtr: 

n, ye AC ve A'C' dlkmelerlnl lndirecek olursak 

AC= A'C', O,C= 0, .4, O,C' =O,A', <CO,C' = ·~ 

elde edillr ve bundan C' nlln uzay1n a eksenl etrafinda dOnme 
albnda C nln resml oldutu ve B'C' =BC c;1kar. 

ABC ve A'B'C' llc;genlerlnln etltllllnden de hipotenll1lerl• 

nln etltlili elde olunup llpat 11ablt olur. 

Usagrn bir eben drofrnda donmesi altrnda diislemler diis• 

lemlere doni11i1rler. 

Bu Ozellk, herbangl blr dllzleme, uygun olarak sec;llen A 
ve B noktalar1ndan e1lt uzakhktakl noklalann geometrlk yerl 
olarak baktlabilmealnln ve uzakllklann dOnme albnda delltmes 
kalmaa1nm blr netieeeidlr. 

Dllzlem olma alfati tekillerln, uzay1n blr eksen etrahnda 

dOnmeai albnda delltmez kalan Ozellklerinden blridlr. 

Usagrn bir eben maftnda donme•i altinda, bir dofru bir dol· 

ruga donii1i1r. 

Bu Ozellk, herhangl blr dotruya, uygun olarak 1ec;llen A, 
B, C noktalimndan e1lt uzakhktakl noktalarm geometrlk yeri 

olarak bakllabllmeslnln ve uzakhklann dOnme albnda delitmes 
kalmaainm blr neticesldlr. 

Dotru olma alfall, tekillerln, usay1n blr ekeen etraf1nda 
dOnmeal alllnda detlfmez kalan Ozellklerlnden biridir. 

Usay1n blr ekeen etrahnda blr ti> ac;111 kadar blr dOnmeal 
uzaytn kendlslne blr dOnlltllmlldllr. Bu blzl 10 netlceye gOtllrllr: 
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Paralel diizlemler "e paralel dojralar, uzagrn bir eluen etra/rnda 

donme•inde kar11t olarak paralel diizlem "e paralel dojrulara do

nii1iirler. 

Her dilzlem, bir dUnme Ue bir rltlzleme dOnll1tllitllnden, uza
y1n blr eksen etraftnda dUome gurupuna gore deti1mez blr 1e

klldlr; ayn1 1ey dojtru i~ln de eUylenebilir. 

Adi ge~en gurupuo blltUn dUnmelerl alt1nda yeri detl1mez 
kalan dllzlemler de vard1r. Uzaym blr eksen etrafmda dOnmelerl 
altlnda yeri deiti1mlyen dUzlemlere, uzaym verilen ekeen etrafm
dakl dUnmeleri gurupunun de/i1mez diizlemleri denlr. Dejll1mez 
dtlzlemler tabil dOnme ekeenine dik olan dllzlemlerdir. BUyle her 
dllzlem, ekeeol keetijti nokta etrafmda dOnmek suretiyle, guru-

.,,.. .... 

~ek. 160 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

.... J 

pun dOnmelerl albnda aadece kendi Qzerlnde kaym11 olur. BOyle 
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bir dllzlem uzayin blr ekaen etraflndaki her dOnmeslnde blr lca

gan JuJem tqkil eder. 

DOnme ekaeninden g~en dUzlem demetl de (~kll 160) uzay

dakl yerl ba.lnm1ndan blr detifmezdir. 

Bu demete alt her dllzlem, gurupun her dOnmeai alt1nda 
ayni demetin bir dllz.lemlne dOnlltllr. Dnzlem demetlnin tllm ola

rak uzaydakl yerl dejlitmez. 

Uzay1n bir ekaen etraf1nda dOnmelerlne gore dealfme& ka

lan lki dllzlem demeti, mevcuttur: 

(;) Herblrl donme ekaenlne dtk olan dQz.lem.lerln demeti, 

(ii) Donme ekeeninden gec;en dll&lemlerln demeti. 

Blrtnci demetln her dllz.leml ·gurupun bQlQn dOnmeleri al
tmda uzaydakl yerl bakun1ndan detlfmez kalmakta, dller blr 
deylmle, bu dQz1emler kagan duslemler letkll etmekte; iklnel de
metln herbangl blr dllzleml lae, etklllz donme hartc;, gorupun 
her elemao1 alt1nda uzayda yer dellftlrmektedir. 

Detlfmez her dlWem, donme ebenlnden · gec;en dlWem de
metlnl blr dofra Jemeti nde keaer. 

Dt.lifmez bir dllzlemde bulunan ve merkezi dOnme ebenly
le c;ak11an bir dotru demetlnln, gurupun b°llttln dOnmelerl alt1n
da, yerl detitmez. Bu, dtlslemln demet merkesl etraf1ndakl don
me.ler gurupuna gore, ad1 pc;en dllz.lemdeki delltmez dolrU de
metldlr. 

Dofra Jemdt nden, verllen blr S noktu1ndan - demetln 

merkmnden - pc;en uaya alt d<>lru.lar ctlmleallli anbyoruz. 
Uuyda vertlen bir dolruya paralel olan ve bu dolfUyu lc;lne 
alaD dotroJar ctlmleaine paralel dofralar demeti adm1n vertldllt 
maldmumusdur. 

Merkezl dOnme ebenl tlzertnde bulunan her dotru demetl-



Dl!ndo.rme 57 

nln ve donme ckeeniue paralel olan dogrularm demetinin, uzay

daki yere gore bir degifsmez veya verilen eksen etrafmdaki dOn

meler gurupunun dejji1me: demeti oldugu ai;1khr. 

32. Donel yih:eyler 

Madde S de dOnel yilzeylerlo genel tarifini vermietik. Dl)nel 

bir eeklin kendi ekecnl etrafrndaki bir dOome Ile kendisine dO

nUetil~Unil veya, daha ao1k oiurak, kendi Uzerlne tasvir edildlj!l

ni gOrmek kolayd1r. Donel blr ijCkil uzaydaki yeri bak1mindan 

~ck. 161 

bir dej!iemezdlr veya 1eklln eksenl etrahndaki dOnmelerinin gu

rupuna gore blr deli,mez ,ekil dlr. 
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D~nel tekli meydana getlren <J> tekll (3) l dOome eksenin

den gecen bir :i dtlzleminde buluoan bir ejtri ise, dOoel tekle do
nel giizeg ad1 verilir (~ekil 161). 

lbtar. Doome eksenlocleo geceo bir dtlzlem tlzeriode bulun

masi gerekmiyeo blr </> ejtrisiyle de dOnel ytlzeyi elde etmek 

m11mkllnd0.r (meeela, tekil 18 e bak). YUzeyin b~yle bir dtldem

le olan keeltlnl inceliyecek olureak yukar1da verllen tarlfin daha 
' dar blr dOnel ytlzey sm1fin1 verdiltlni gOrmeylz. 

Uzayin l eksenl etraflndaki bir dOnmesinde dOnel blr yllze

yin kendl ttzerlnde kayd1tJ veya lcagan yii:eg tetkil ettill a<;1kt1r. 

l ekaenl etraflndaki her dOnme <J> ana tekllnl </>' durumuna 

gotllrllr. <J> ana etrlainin gnrupun dOnmelerl alt10daki •f>' reaml
ne dOnel ytlzeyln mericlgen leri denir. Her merldyen dOnel yUze

yln ana etriai olarak ahnabillr. Obalde dOnel yllzeyio, ekaenl 

olan (detifmez) d0.1lem demeti ile olan arakeelti dOoel yllzeyln 

meridyen alleelnden lbaret olnr. 

Donel yO.zeyin ekaene dlk dftzlemlerle olan kesiUerlne dOnel 

yQzeyin paralel lerl ad1 verlllr. Donel yO.zeyin (delifmez) paralel 

dtulem demetiyle olan keelti de ylheyin paralellerini verlr. 

Her paralel, ac:1k olarak gOrO.ldlllll vec:hile, merkezl ekaen

de olan bir dalreden lbareltlr. Ber paral~l herhangl merldyenln 

dllzlemlnl dik olarak ke.tijtlnden, dOnel blr yO.zeyin her merldi
yenl de her paralell dlk olarak keaer ve bundan dolay1 merld

yenlerle paralellerln dOnel yt1zey 11zerinde ortogonal tebeke tet
kil elllllnl tr>ylerlz (~ekll 162). 

Donel blr ytlzeye paralellerin veya merldyenlerin geometrlk 
yerl olarak bakilabllir. 1 

Merkezleri l dGnme ekseni t1zerlnde olan ve ekeene dik dils

lemler ftzerinde bulunan uzaym blltlln dalrelerl, uzaydakl yer 

bakim1ndan, · d~ltmez'dlr veya l ekaeoll dOnmelerln gurupuna 

gore defi1me: claireler dir. Her dejtltmez daire, gurupun her dOn-
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meei altmda kendi 1lzcrlnde •kayar• ve ekaen etraf1ndaki her 
dOnme albnda blr kayan ~lri dir. Uzay1n her nokta11ndan, verl-

Sek. 162 

f len ekaen etrafmdaki dOnmelerln gurupuna gore dejti1mez olan 

bir dalre gec;er. 

DOnme ekaenine dlk olan ber dnzleml yaln1z blr noktada 
keeen blr ejtrl 1ec;lp bunun noktalar1ndan gec;en dejtl1mez bl1tQn 
dalrelerln toplam1n1 ahreak paralelleriyle meydana gelmit olan 
dOnel bir yQzey elde etmlt oluruz. 

Madde S de, dojtrulardan elde edilmlt olan en baeit dOnel 
Y11zeyleri gormt19tnk. Bu dOnel yilzeyler elllndir (tekll 16) ve 

konllerden (tekll li) lbarettlr. Slllndir ve konlnlo merldlyenlerl 
anadojtrulardao ve paralelleri lee bunlara dlk olarak keeen dal

relerdeo ibarettlr (Sekll 168). 
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Ayrica dairelerden meydana gelen d6ael yiizeylcri de lncele
mlttlk. Bunlardan birJncisl torus !di (1ekil 20) - bir daireyl, dllz-

~ek. 163 

lemlnde bulunan ve kendlainl keamiyen bir ekaen etraf1nda dOn
dQrmek auretlyle elde edllen yUzey. 

Toruaun merldiyenlerl anadalreye e1it olan dairelerden ve 

~ek. 16-1 



Dondorme 61 

paralelleri ise herhangi bir meridiyenin noktalariyle belirli de
~iomez dairelerden ibarettir (!$ekil 16i). 

Bir dairenin i;ap1 etrahnda dOndtlrUlrnesinden meydana ge
len yUzeyi ele alaltm. 

Bu yUzey bildi~imiz vei;~ile bir kiire dir. K!lreyi elde etmek 
1.-;ln yar1m daireyi ~ap1 etraftnda dOndilrmek kAfidir. 

Ana yarim - dairenin resimleri kUrenin meridiyenlerini teo
kll eder. Yanm - dalrenln her noktas1 kUrenin paralellerlnden bi-

i;ek. 165 

rinl c;izer. En b!lyUk paralele kilrenin elwatorii denir. Ktlre • yf1-
zeylndeki paraleller ailesi Ile merldiyenler ailesl ortogonal blr 
oebeke meydaua getirir (!$ekil 165). 

Ktlrenln, ana yarim - dairenin dOnme ekseni 6.zerlnde bulu
nan ve ekvatlir dllzlemlne dik olan i;ap1n1n uc noktalar1 ortogo

nal 11ebekenin kutap larmda bulunur. Kutuplar oebekenln tekll 
noktalardll': Kftrenln blltftn meridi7enlerl kutuplar1n herblrin
den gec;ti~i halde, adl her noktadan - kutuplardan batka her nok
tadan - yalniz bir paralel ve bir meridyen gec;er. 

Ktue her c;ap1na gore dOnel blr yQzey olup her c;ap1 dOnme 
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ekseni olarak ahnabillr. KQrenin, c;aplar1ndan biri etraf1nda dOD· 

mesl kilreyi kendi ilzerinde kaydirm1f olur. DOnmelerin gurupu 

alllnda, de~itmez daireler de~itmez dnzlemlerle kll.renin arakeeiti 

olor. 

Bllliln bu Ozelikler, kllrenin, merkezden ozakb~1 yar1<;ap· 

tan bQylik olmayan dQzlemle olan 11rakeaitinin bir daire olu1u

nun netlceeidir. 

~u Ozeli~e i1aret cdellm : Bir lciirede, bir ,aprn uc noktalari 

olmzgan A '1e B gibi iki nolctadan ancak bir biigiik daire ge,er. 

A ve B noktalart 0 merkeziyle birlikte bir dllzlem belirtir 
ve bu dQzlem kllreyl A ve B noktalanndan g~en blr bllyilk dal

re boyunca keeer. 

Kilre ilzerinde, blr c;aptn uc noktalar1 olm1yan A ve B gibi 

lki noktadan bir dllzlem demeti gec;irmek mllmkllndllr. Bu deme

tin, kllrenin 0 merkezinden gec;emi}·en her dllzlemi, k11reyl kil
c;ilk bir daire boyunca keser. 

Kure ii:erinde, bir ~aprn uc noktalarz olm1gan A .,e B nolcta

lanni birle1tiren daire gaglarrndan en kii(:iigii biigiik dairege teka
biil eder. 

Bunu ispat etmek ic;ln AB ekaeni etraf1nda bir dOndllrme ile 
demetln her dUzlemlnl bQyllk dairenin dorumuna, ve ayr1ca her 

dalrenln kQ<;llk yay1m AB do~rusunun ayn1 taraf1na getirellm. 

n 

~ek. 166 



D!lndGrme 68 

BOyle iki AB yayIDdan yam;ap1 daha bQyUk olan AmB yay1 di-

leri tarafmdan cevrelendil}i li;io AnB yaymdao daha kQ~Qk olur. 
(~kll 166). llllyllk dalrenin yar11;ap1 en bQyllk oldutundan bUyUk 
dairenin yay1 en kUctlk olur ve ii.pat biter. 

lepats1z olarak 1u Ozelil}i kaydedelim: Bir lciirede bir ~apin 

acla,., olm1gan ilci A (It! B nolctauni birle,tiren elrilerden en lcii~ii

lii, lciirenin biigiik daire•inin bir gag1d1r. 

Bir ktire Uzerinde iki A ve B noktas101 blrlettiren en k1aa 
8lrioin uzunlu(tuna bu iki nokta arasmdakl kiiresel u:akl1k, ve
ya Olcmeler yalniz kUrede yap1hyorsa 11adece uzalclrlc deoir. 

Kllresel uzakhk kavrannndan faydalanarak kllre yllzeyine 
alt tekillerin biri;ok Ozelilini elde edebillriz. Mesell 1u Ozellli 
kaydedelim : Kiire gii:egi iizi:rindeki bir noktadan agni uzaklrlcta 

bulunan (kiiroel u:akl1k olarak) kiire giizegine alt noktalann g11omet· 

rile geri bir dairedir . 

Bir paralele alt noktalar P1 ve P, kutupJarandan ayn1 uzak
hkta bulunur (~ekil 165). Ohalde kUre yilzeyl nzerindeki her dai
renln kUresel ikl merkezi vardir. 

Buono gibi, herhangi bir paralel - ve kQre yilzeyindeki 
her daire, kllresel merkezJeriol birJe1tiren ~ap1 dOnme eksenl ka· 
bul eden paraleller aiJesine alttlr - elc(latordan agnr u:alclrlcta (le 
ek(latorun agnz taraf rnda bulunan nolctalann geometrik geridir. 

DQzlemde ikl nokta araamdakl en k1aa uzakhk blr dol}ru, 
kQrede ise bir bllyQk dairedlr. DQzJemde bir dol}rudan ayoa uzak

hkta bulunan noktaJaran geometrik yeri bu dol}ruya paralel ikl 
dol}rudan ibarettlr. 

Kiire giizeginde bir biigiik daireden agnr kiiresel uzaklrkta bu· 

l unan noktalarrn geometrik geri iki paralelden ('1ega iki nolctaJan) 
lbarntir. 

Ekvatorden batka paraleller kilre Qzerlode en kasa kQresel 
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ozakltti vermemekte ve dilzlC!mle bir benzerlik buluomamaktadir. 

Kure giiz.egi ii.zerinde verilen ilci noktadan agnz kiiresel az.ak· 

Ii/eta balanan noktalarin geometrik gerinin bir bugiik claire olclagu

nun ispatm1n yapllmasm1 bir temrin olal·ak tavsiye ederiz. 

Bu bahsl kapatirken AB, BC Ye CA bnyllk daire yaylann

dan tei,ekk\11 eden i,ekle ABC kiire.ul ii{:geni denildijtine 1,,aret 
edellm. 

YartC(Spl R olan ktlre yilzeyi Uzerinde bulunan ve AB, BC, 

CA kenarlannm herblrl R den kn._Qk olan kilresel nc;gene Ealer 

ii{:gcni ad1 verilir (11ekil 16i). 

~ek. 16i 

KO.reset blr llc;1ende her tlc; ac;1 dik veya her 11c; ac;1 gent,, 
ac;1 olablllr. Bunlara alt mlsaller kolayca bulunabilir. 

K11reael bir 11c;genio ac;tlarmtn toplamt lki dik ac;1dan b11-
ytlktllr. Bu, 11c;~11zl0.ye ail ikiytlzltl ac;1lar1n toplam1 ile ilglli te
oremln blr neUceaidir. Bu ac;m1n kenarlan, ktlrenin 0 merkezlni 
ktlresel 11c;genin A, B, C tepe noktalar1na blrle,,tlren do~rular 
(tekil 167), y11zleri ise 0 dan gec;en ve kO.re1el tlc;genin AB, BC, 
CA kenarlann1 ic;ine alan dtlzlemlerdir. 

Kiiresel bir ii{:genin Gf:1lar1n toplanu,. iif:genden ii{:gene farlce
den defi1en bir ntilctardrr. 
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Aym kUre yflzeyinde benzer olup da bflyflkll1~leri farkh olan 
k11reeel tlcgenler meveut degildir. 

A1ag1daki teorem dogrudur: Kiire1el bir iii:genin iii: ai;m di

ler bir iii;genin ai:zlarrna e1it11e, bu iii;genler ga e1it vega 11imefriktir. 

Kilrede simetri tlnemli rol oynamaktadir, zira, kttresel bir 
11Qgen dtlndilriil11p diger tarafm Uzerine yatmlamaz. 

Kure yilzeyindeki cizimler gayetle d~erli temrin te1kll eder
Ier. KUre yUzeyi ttzerinde daire cizmek icin agactan bk kUre 
DlOdeli ve ayaklar1 egri olan pergel kullanmak uygun olur. 

33. Uzaym bir nokta etrafmda dondiirUlmesi 

Uzaym, uzagrn bir nokta etrafrnda dondiiriilmeai ad1 verilen 
• dOntltilmleri, kilrenin muhtelif 1;aplar1 et{afmdaki dtlnmeleriyle 

e1k1 s1k1ya llgili bulunmaktadir. 

Uzaym, bir 0 noktasmdan gecen eksenlere gtlre bUtilu dtln
meleri albnda, merkezi 0 olan her kUre, herhaogi iki noktas1 

aras1ndaki kilresel uzakl1k dejti1medeo kendisine dtinUtilr. 

Her noktas1nda 9aln1an ve netiee olarak merkezleri de aym 
olan ikl kttre alahm. Bu kilrelerden birinin sabit, dljterioin ise, 
herbaogl iki nokta arasmdakl kilresel uzakhk dejti1memek 1ar
tiyle bir•neisi Uzeriode kayd1gm1 diltilnellm. 

Hareket edebilen kUrenln bir A noktas1010 yerini sablt b1-
rakirsak, hareket edebilen kttrenin kayma hareketl OA ekseni 
etraftndakl dtlnmesinden ibaret olur. 

Eger A noktas1na ili\ve olarak, AB cap olmak llzere, hare
ket edebilen dttzlemin blr B noktasm1 da sabit tutaeak olursak 
hareket edebilen dUzlemi dtlodttrme lmkA01 kalkar. 

Diger bir deylmle, hareket edebilen lciire11in 1ab't kiirege gore 

durama, hareket edebilen kiirenin iki nolcta1igle (AB+ nR) belir
lidir. 
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Bunu g6z Onllnde tutarak, bir kllrenin kendieine olan aoa

i. d ki taevlrini elde edebillrlz: KUre llzerlnde :tR den farkh eoit 
5 1 a . A' n 
AB ve A' B' yaylarm1 alahm (~ekil 168) \'e A noktaema Y 

ve B ye de B' noktaem1 tekablll ettirelim. 

~k. 168 

Kllrenin keyfi blr M noktaa10a, 

AM=A'M', BM = B'M' 

kllreeel uzunluk eoitliklerl eari ola~ak oekllde ayn1 kllrenin M' 
noktas1ru tekablll eltirelim ve ayr1ea, dllzlemde yapt1~1m1z gibi, 
AMB \'e A' M' B' ktlreeel il<;genlerinin yOnlerlni aynt olarak 

alahm (dlf&J'dan balold1jt1nda tepe noktalar1 ayn1 1nrada buluna
eak). 

M noktae1 AB bily1lk dalrealnln ilzerinde iee, reami, yOntl 

zlkretmekslzln blr tllrlll olarak bellrli olur. 

Dllzlemde oldutu gibi, buraila da k1lrenin, eoit AB ve A'B' 
yaylarlJle belirlt olan kendiaine taaviri elde edllmio bulunmak· 

tadir. CD tl<;llnell kllreael yay ( + :cR) ve C' D' bu taavirdekl 

reaml olsun. Bu takdlrde, CD ve C' D' Ile belirll olan tasvlr AB 
ve A'B' ile bellrli olan1n ayn1 olur. 

Bellrtllen tasvlrln, hareket edebilen kllrenln eabit kllre llze

rlnde AB yay1 A' B' 1aylyle ve netiee olarak M noktaa1 M' Ue 

1;ak1111neaya kadar, bir kaymadan lbaret oldujtu gOrtllebUmektedlr. 
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KUrenin anlatt1~1m1z bu kendisine tas,•irine kiirenin merkezi 

etrafindaki bir donmeri ad1 \•erilir. 

Simdi !Ill !)zeli~i ispatl1yaca~1z: Kiire11i11, merkezi etrafrnda

ki herha11gi bir donmtri, kiirenin bir ~apr etra/rndaki bir donmesin

den ibarettir. 

KUrenin merkezi etraf1ndaki d!)omeei, AB ve A' B' (AB= 
A'B' + nR) kilresel yaylariyle belirtilmio olsun (~ekil 169). 

eek. 169 

DUzlem haliode dOnme merkezioi veren Qizimi (29, eekil 148) 
buracta kilre iQin tekrarllya hm. 

A ve A' noktalar101 AA' biiyiik daire yayiyle birle11tirip bu 
yayin R Orta noktas1ndan RO kUresel dikmesini, ayn1 oekilde B 
ve B' noktalar101 birleolirip BB' kllresel yaym10 ortas10dan SO 

kUresel dikmesinl Qizelim ( 0 noktas1 kllreyllzeyi ilzerindedir 
teltn 169). 

RO ve SO dikmelori ya O noktllsmda kesi11lrler veya Qak1-
ftrlar. 

Kesi11me haliode, kUreoia (tekilde gOaterilmemlo olan) 01 
merkezl etrahndaki dOnmesl, kllrenin 00, l)apt etrafmda 
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<1>=< AOA'= <BOB' 

ac;181 kadar dOnmesioden ibaret olur. 

RO ve SO nun c;ak111mast halinde lee klirenln merkezi etra

fiodaki verllen dOomeai, 0 noktas1 AB lle A' B' bilyllk daireleri
nin orlak nokla11 olduituoa g6re, 00, dojtrusu etl'1lf1Ddakl d6n
mesl olur. ~ekil 149 a benzer blr 11ekil c;izllip iapatmm yaptlmas1 

tavslye olunur. 

lbtar: Kilrede iki bllytlk daire daima kesi1eceklerinden · 

k1lreoin, dtlzlemdeki Otelemeye tekablH eden kendi llzerinde kay
mas1 mevcut olamaz. A ve A' (veya B ve B') noklalar1 bir c;aptn 
uc noktalan olmast hallode de lspat muteber durumdadtr. 

!spat etmi11 oldujtumuz bu teoremden 11u netice elde edilir : 

Kiirenin, merkezi etra/1nda/ci biitiin donmelerinin ciimlesi bir f(U1'Up

tur, veya dijter bir deyimle, kiir~nin, ~aplar1 etrafindaki biitiin 

donmelerin ciimlesi bir garqptur. 

Burada gurup ltlemi donmelerin toplama i,Jemi veya ard101k 
iki dOnmenln yerlne bir dOnmenln ahomastdtr. 

DOomelerio toplama l.tleminio kapah oluoiyle gurupa ail 
dijter tarllnrtn earl oldujtooun eajtlanma11 bir temrln olarak tav

siye olunur. Dlinme gurupunun komlltatlf olmadtjtl da ayr1ca 
gOsterilmelldir. 

KUreolu c;apt etrahnda bir dOnmesl uzay10 bir ekaen etra
hnda dOnmeainl meydana getirir; buoun tersi de dojtrudur. 

Bundan da asagrn, verilen bir noktalan gec:en miimkiin biitiin 

eluenlere gore donmelerinin garapa kavramtna varmz. 

Bir temrln olarak, uzaym, blr 0 nokta11nda kesl11lp arala
rinda dlk olan t'lc; eksene gore yaptlan 180 derecellk ard191k ikl 
dOndQrmenin DZafl eski durumuna getlrecejtlol tspatlay1niz. 
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34. Usayda bareketler gurupu 

Uzay1n, hareket diyecEllmlz qatJdakl kendi flzerine ta1vt
rtnl ele alahm. 

ABC ve A' B'C' uzayda eablt yer lfial eden lkl tlc;gen ol-
8UD. A noktas1oa A' noktaa101, B ye B' nokta1101 ve C ye C' 
llokta11n1 ve uzay1n berbaogl M noktaama da 

A'M'=AM, B'M'=BM, C'M'=CM 

olacak ve M' A' B'C', MABC dOrtyllzJtlleri ayn1 yOnde bulunacak 
telrlld~ M' ooktuJnJ tekablU ettlrelim (~ekll 170). 

s' 

Dortyflzllllerin ayn1 yOode olmat• de7lnoe, M ve M' nokta· 
lal'Uldan balr\ld1t1nda ABC ve A' B'C' 1lcsenlerlnde tepe nottala
~•n •ira11n1n her lkl tlc;gende de ayn1 olmu1 anla11hr. 

M nokta11 ABC tl~genlnln d1lzlemlne altae yOnden bahaet· 
llleye lllzum yoktur. 

Sezftl' dayanarak, vullen barekete, ABC tlc;genlnln bona 
bath tazayla birllkte A' B'C' durnmunu almak 1lzere yu delil
tlraaeet olarak bak11ablllr ve bu halde herbangl M nokta11 M' 
-.llllyle c;alafm11 olur. 
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Haraketin, uzaym kendlsine olan bire-bir ve iki tarafh sQ

rekli bir dGnlltQmQ oldultu, veya, topolojik bir dGnQ1Qm olduitu 
kolayca gGrlllebilir. Uugdalci biitiin harelcetlerin ciimlesi bir ga-

raptar. 

Hakikaten, uuyda ABC Qc;geoini A' B'C' l191enine gGtQreo 
tfJ, hareketi ile bunu taklp edip A' B'C' u91enioi A" B"C.. llc;ge
nine gGttlren <[>2 bareketi yerine, ABC yi A' B"C" ye g!Stflreo 

hareketi abnabllir. 

Bu da hareketlerio top\ama i11lemlnio kapahlt!l101 ifade 

eder. 

Gurupa ait dilter prtlar10 saglaomas1 bir lemrin olarak 
tavsiye olunur. Herhangi bir PQR llc;geoiyle buna tekablll eden 

P'Q' R' llc;geninio bu hareketi tarif ic;in ahoabilece~i de kolay
llkla saglanabilir ve o halde ABC, A' B'C' Uc;genleri ozel bir rol 

oyoamaz. 

Uzaydaki blltQn Gtelemelerio, bllllln hareketlerin gurupu
nun bir 'att gurupu olduitu ac;1kbr. Uzaym verileo bir nokta et
rabndaki dGnmelerinin gurupu da hareketler gurupunun bir all 
gurupudur. 

$u G:ielik kolayca lapatlanabllir: Uzaydalci her harelcet bir

biri ardznca tatbilc edilen paralel bir oteleme ve bir ek•en etrafzn

daki bir diinme ile el de elilebilir. 

lapat lc;ln, A berhangi bir nokta ve A' de verilen harekelle 
A nm reemi olmak ll.zere, AA' kayma vekl!Srllnll alahm ($ekll 
170). 

~ 

AA' Gleleme veklOrUoU tatbik edersek, geriye, A' noktaa1-
n1 sablt birakan bir harekel nellcesinde uzay1n istenilen rduru
ma getirilmesi kahr. Ad1 gec:en bu harekel ise uzay1n A' nokta-

.... 
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at etrafmdaki dUnmeai olup bu dUnme A' den gecen bir ekaen 

etraftndaki dUnmeden ibaret bulunur ve iapah sabit olur. 

Oteleme vekt1!rU olarak, ba~lang1c noktaa1 herhangi blr A 
noktaa1 ve nibayet noktas1 A DID bu hareketteki A' resmi olan 

Vekt1!r al10abllecejtinden, verilen hareketin paralel kayma ve bir 

ekaen etrafrndaki dUnme bile~enlerine ayr1lmas1 blr tUrltt olarak 
belirli olmaz. 

ABC ve A'B'C' Ucgenleri yerine yerine (~ekll 170) dttz
lemde, dUzlemsel harekete tekabttl eden iki tti;gen almak sure

tiyle, dttzlemdeki herhangi bir hareketin uzayda bir hareket 

meydana getirecegi kolayca g1!rillebilir. 

DUzlemdeki hareketlerle elde edilen uzay hareketleri, uzay

daki bUtUn hareketlerin bir alt gurupudar. Bu alt gurupun ha

reketlerine diizlem8el hareketler denir. ' 

Burada nazara alman dilzlemsel hareketler gurupu, alt gu

rupu belirten dUzlemi ic;ine alan paralel dttzlemler demetinin her 

dih:lemini, uzaydaki yeri bak1mrndan, degi~mez b1rak1r. 

Uzaydaki dUzlemsel hareketlerin gurupiyle diizlemdeki ha
reketler gurupu arasmda meveut izomorfizmadan dolay:i dilzlem

deki hareketlerle ilgili her Uzelige uzaydaki hareketlerin bir 
1lzelijti teka bill eder. 

Mesela, dozlemde oteleme olm1yan her bareketin bir d1!n
me oldu~unu bilmekteyiz. 

lzomorfizmadan dolayt ~u teoremi ifade edebiliriz: Uzagzn 

oteleme olrnrgan her diizlemsel hareketi, deji1mez demetin diizlem

lerine dik bir ehen etrafzndaki bir donmeden ibarettir. 

Ozel olarak: AA' Oteleme "ektorigle belirli olan kagma ile, 
-+ 

AA' "ektoriine dik bir eksen etrafzndaki <!>=fa 0 aplz bir donmenin 

toplam1, ekseni birincige para/el donmege e1iHir. 
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Ayrica, biletke dOnmeoio ayn1 tP ac;;1h bir dOome oldujtu 

kolayhkla ea~laoabilir . 

Uzaydaki hareketlerle ilgili en Onemli teoremlerdeo biri 
fUdur: 

Teorem. Uzagdaki herhangi bir donii1iim, bir oteleme ile ek

•eni buna paralel olan bir donmenin toplamina e1ittir. 

Bunu ispatlamak Uzere verilen hareket, oteleme vekUlrll 

A~' olnn bir oteleme ile l ekseui A' den gecen bir dOnme 'bile

,enlerini haiz olsun. 

Bu otelemeyi, biri l dOome eksenine paralel di~eri l ye dlk 

olmak Uzere iki oteleme biletenine ay1rahm (~ekil 171): 

~ ~ -+ 
AA'=AB+BA' . 

~ 
Evvelki teoreme gOre l eksenine dik BA' Otelemesi ile l ek-

seni etrafindaki dOnmenio toplam1 yerlne ekseni l ye paralel 

.. olao bir donrue ahnabillr. Ohalde verileo hareket As 6teleme
~ 

siyle ekseoi AB ye paralel olan bir donmenin toplamma eflt 
olur ve h1pat sabit olmut bulunur. 

~ekil 171 

.. 
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Bir Meleme ile, ekseni bu otelemeye paralel olan bir d6n

menin toplamt olan harekete t1ida - hareketi denir. 

Obalde uzaydaki her hareket bir vida - hareketidir. 

Buradn, oteleme veya d6nmenin herbirinin veya ikisinin 

birden birim dl)nil!jilm olmas1 balini haric; tutmuyoruz. 

Ac;1k olarak, blr vida - hareketlnde Meleme ve dl)nmenin 

ahn11 siras1n1n Onemi yoktur. Oteleme ve ekseni bu Melemeye 

paralel olan bir .eksen etralmdaki dOnmeden meydana gelen 

hareket c;iftine 'Vida diyoruz. 

Oteleme vekt<>rilniln uzunlujtunun donme ac;1sma oranma 

t1idan1n parametreai adt verilir. 

Geometrlk hareket kavrarumda uzaym veya bir k1sm1n1n 

fiili olarak ara durumlardan gec;erek bir durumdan bir duruma 

ula11mas1 aranmaz. Geometrik bareket kavrammda aranan eeas 

nokta 1eklin ilk ve nibai durumlar1dir. Bir 11eklin geometrlk ha

reketinde noktalarm yOrilngeleri yoktur diyebiliriz. 

Diizlemde olduAu gibi uzay hareketlerinde de herbangi iki 

noktanm degiemezi mevcultur \'0 bu, bunlar aras1ndaki uzak
llkttr. 

Bir temrin olarak o(trencl, biribirine dik aykm iki dotru 

etraf1ndaki 180 er derect-lik iki d6nmenin toplammm, bu lkl 

dojtruya dtk ii;tikamette bir vida. hareketi oldu4'1nun ve bu ha

rekette otelemcnin bu iki dogru arsindakl en k1sa uzakbjtm1n 

ikl katt ve ac;m1n da 180° oldujtunu gOstermelidir. 

Bir AB dojtru parta&1nm, blr eksen etrafmdaki d6nme lie, 

paralel olm1yan A' B' durumuna getirilebllecejti ve netice olarak 

herhangi bir hareketin uygun eki;enler etrafwdakl iki d6nmenin 

toplam1na e11it olacajt1 ispat edilmelidir. 

Blr k1lb, A,B,C tepe noktalar1 A' ,B' ,C' tepe noktalarina 

gidecek ,ekllde hareket cttirilmletir (!ll kil 172). \'lday1 bulunuz. 

' 

I 
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~ekil 172 

Geometrlk dOnlliUm olarak incele:llgimiz hnreketlerin oze

l ikleri kah cislmler mekanijfinde esash rol oyoamaktad1rlar. 

35. Diizgiln piramidin d onme guruplar1. 

Dik SA, A , · · ·An piramldiai SO yUkseklijti etrnfmda dOndU-

s 

JJ, 

llz 

~ek. 173 

recek olarsak (~ekil 178) plramidl kencllsine dOndUren hareket
ler ln cQmJesi bir gurup te~kil eder. 
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Bu gurup, aQllar1 

<Po = O, 
2.-i 

<P,=-;;· 

Dllndllrme 

2!f 
<P,=2-, 

n 

olan n tane dBnme ihtiva eder. 

DBnme aQ1srnrn genel fi!ekll 

... , 

·~ -

( ) 
2!f 

<l•n-1 = n - 1 -
n 

2!f ( ) tPk = k - k = 0,1,2, ... ,n-1 
n 

veya 

den ibareltir. 
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Devirlerln tam blr kah kadar farkeden dBnmeler eglt ltlbar 

olunur. Yukar1da verilenlerden ba~ka olan dBnmelerin SA,A,· • · 
An piramidini kendlsine gBtllrmiyecejti kolayca gBrlllebilir. 

AQ1lar1 p<[>, ve q•l•, olan d6nmelerln toplam1, aQ1s1 r</• 1 olan 

bir dilnme olup burada r tam eaylSl, p + q niln n ile bBlllmllniln 
kalao1d1r. 

Diizgl\o piramidin dC>omeler gll!upu, A1A1 • • • An tabanmtn 
0 ruerkezi etrafrndaki d6nmelerioio gurupiyle izomorftur. Bura

da bnhls konusu olan dBodiirmeler, dilzgnn Qokgeni diizlemioden 

ay1rmaks1z1n (dBndllrUp yatirmaksmn) kendisine Qevir en dtlndilr

meler oldujtu malilmumuzdur. 

Diiz~Un QOkgeolerin dBnmelerinin guruplariyle izomorf olan 
guruplara •onlu siklik gurup ad1 verilir. Sonlu bir eiklik gurup bir 

elemanla, mesela, miealimizde •/•• elemaniyle elde edilebllir. 

Madde 24' de tam eayllar gurupuyle izomorf olan bir gurupa 

ait bir misal alm1~hk; bByle guruplara ise •on•ur; •iklik gurap 

denir. 

Bir elemaniyle elde edllen bir gurupa •iklik gurap ad1 ve
rllir. 
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Cebirdeo, wn =:: denklemlnin karma11k saytlar clsmlode 

kOklerinin 

'! 1 [ ( </> + 2k:r ) + . . WJt = V p COS -;;- - n- I BID ( = + 2:~ )J 
oldujtunu billyoruz. Burada 

k = 0, ± 1, ± 2, ... 
olup 

<I• = arg ::, p = I :: I 
dir. 

w1t say1lar1 aras1oda n taoesinin farkh oldujtunu da bilmek

teyiz. Karma11k sayllarin 2n nin katlar1 kadar farkeden actlari 

etlt itibar edlldijtluden ve karma11k say1lar10 c;arp1mmda acilar 

topland1jtmdan, :: saylBlnm n - loci kOklerinlo cUmlesi carp1ma 
gore blr gurnp tef}kil edcr. Bu gurup, tabao1 dftzgUo bir piraml

dln dOnme guruplyle izomorf buluour. 

Okuyucu, bir temrlo olarak, gurupu meydana getlreo, n-lncl 

martebeden siklik gurupun biltnn elemanlar101 bulmahd1r. Binom 

denkleminln llkel kOkil ka\•ramlyle mukayese yap101z. 

36. Ortogonal doniitllmlerin tarif ve 

ozellkleri 

Vzaym bir eksen veya bir nokta etrafmdakl dOnmelerlnln 
gurupu glbl Meleme gurupu da uzaym bareket gurupunun alt 

gurupudur. Diger taraftao hareket gurupu da daba genii bir dO

nllf}llm gurupunun bir alt gurupu buiunmaktad1r. 

Tarif: lki nokta araamdaki uzakh1t1 dejti1mez birakan ve

ya, AB uzakhjtm1. A ve B noktalartntn A', B' reslmlerl aras1n

daki uzakhjta evit k1lan dUzlemin dilzleme, uzaytn uzaya dOnll
fllmlerioe ortogonal donii1iim ad1 verllir: 

A'B'=AB. 
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Bu tariften, ortogonal dOnil1Umlerin Ozeliklerlni veren blrcok 

teorem elde edebillrlz. 

Teorem 1. Ortogonal bir clonii1iim bire-birclir. 

lapat : Elter A ve B gibi farkh iki noktanm aym ve bir 

tane A' resmi olsayd1, tarlften dolay1 aralartndakl AB uzakhjtt

mn e1f1r olmas1 gereklrdl; ohalde A ve B noktalar1 farkh olamaz. 

Teorem 2. Uz.agdaki biitiin ortogonal donii1iimlerin ciimlui, 

clonii1iimluin toplama i1lemine gore bir gurup te1kil ecler. 

lapat: 1. Ortogonal iki dOnil1UmUn toplam1 - dllter blr de

yimle, biribiri ard1nca tatbik edilen ortogonal ikl dOnii1llmden 
elde edilen dOnii!lilm - ortogonal bir dOnii11ilmdllr, zlra, toplam 

dOnil11ilm lki nokta arasmdaki uzakltjt1 dejti11tirmemektedir. 

Ohalde ortogonal dOntt11ilmlerln cebirsel toplama i11lemi ka

pal1 d1r . 

2. Uzay1 kendialne 1:ev-iren blltnn dOntt1nmlerde a•o.igati/ 

oz.elik caridir. 

S. Blrim dOnU!jllm ortogonal 'oldujtundan etki•iz eleman mev

cut bulunmaktadir: 

Air gurupta her elemanin tera dOoU11llmQnQn varhk 1arti, 

ortogonal dOnU1Umiln teralnin ortogonal olmaa1odan sajtlanmak

tad1r. Bu suretle teoremln iepati tamamlanm11 olur. 

Hareketler noktalar araemdakl uzakh1t1 muhafaza ettitlnden 

uzagdaki harelcetler gurapa ortogonal donii1iimler garapanan bir alt 

gurupudur. 

Uzayda iki nokta arasmdakl uzakhjtm a1a1t1dakl baeit Oze
llklerlnden ortogonal dOnU1Umlerln Ozellkleri c1kar. 

A. A, B "e C nolctalar1 dolru•al olm1gan ii' nolcta i.e ba 

. 
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noktalarrn belirtti/i iki do/ra parfa•rnrn toplamr iifiincii dojra par• 

~aszndan biiyiiktiir. 

B. A, B ve C dolru•al iif nokta •1e B noktasr A ile C nin 

ara•rnda i•e 
AB+BC=AC 

dlr. 
Hu !kl teoremden, B teoreminin kar111t teoremi elde edilir. 

C . A, B ve C nolctalariyle belirlenen doJra par~alarr ara-

•znda 
AB+BC=AC 

e,;tlili var•a, bu noktalar do/ra1aldrr ve agrrca B nokta•r A ile C 

nin ara•rndadir. 

l1pab : A, B, C noktalar1 dojtrusal olmesayd1 A teorlmln
den AB+ BC > AC elde edilirdl. 

B noklas1 A ile C aras1ndad1r. Ejter meselA C noktas1 A lie 
B arasmda olsayd1, 

AC+CB=AB 

elde edilip AB+ BC= AC e11iUijtiyle ~ell11mezlljte vanhrd1. 

Noktalar arastndaki uzakhltm Ozellkleri dolay11iyle fl~ nok

tanm do(trusal olup olmad1jt1 bu ooktalar arasmdakl uzakhklarm 

verilmeslyle tamamen bellrli· otur. Ortogonal dGnOtO.mler uzakh

itt dejti11tirmedljtinden a11a(t1dakl teoremler carldlr. 

Teorem 3. Ortogonal bir ta•vir le httr dolra.al iif nolcta doJ· 

ra•al iif nolctaga, dolraaal olmryan iif nolcta i1t1 dolru•al olmryan 

iif noktaga ta•vir olana ... 

Teore m 4. Ortogonal bir tasvirdtt bir dojrunan rurni bir 

do/ru lur; bir dogrunun tttr• retmi de bir doJru1ur . 



• 

OllndUrme 79 

Teorem S. Ortogonal bir donii,iimr/e bir :do/ru partatr bir 

bir clolfru parraszna donii1iir. 

Teorem 6. Ortogonal bir donii,iimde bir dojru parrasm1 '1e

rilen bir oranda bolen bir nokta, do/ru parrasmrn resmini agni 

oranda bOlen noktaga donii1iir. 

Di~er blr deyimle, bir do~ru flzerindeki baeit bOlme oran1 

ortogonal bir dOnlltilmiln baelt bir delfi1mez idir. 

3-6 Ozelikleri iki nokta araemdaki uzakhgm Ozelikleriyle 

ortogonal d6nlltflmlerin tarlfinin netlceleridir. 

Teorem 7. Uzogrn ortogonal bir donii1iimiinde bir cliizlemin 

resmi bir diizlem, kar11t olarak, bir diizlemin ter• resmi de bir 

diizlemdir. 

lspah : Verilen :i dlh:leminde A noktasmda keslten AB, 
AC gibi iki dogru alal1m. M noktae1 :i dilzleminde A dan farkh 
bir nokta oleun. M den, AB ve AC yi farkll P ve Q noktalarin· 

<la kreen bir m dogrueu i;lzellm. 

Verilen ortogonal dOniltUmde A mn reemi bir A' noktas1, 

AB ve AC dogrolarmtn reelmlerl lee farklt olan A'B', A'C' do~

rular1d1r. m dogrueunun reeml, A'B, A'C' yil P ve Q nfln P',Q' 
reeimlcrinde kesen bir m' dogrueudur. Ohalde M nin M' reemi 

A'B', A'C' do~rularmdan geccn n dilzleminde bulunur. 

Demek ki n (AB, AC) dllzlemindeki keyft blr M noktas1, 

:i' (A' B', A'C') dUzlc min in bir M' noktaerna ve netice olarak :1 

nin noktalar1 n' nUo noktalarrna d6nUtmektedlr. 

Tere dOniltilm ortogonal oldu~uodau dtlzlemin tere resml de 
dilzlem olur ve bu surelle iepat tamamlanmtt bulunur. 

Teorem 8. Ortogonal bir donii,iim-le paralel dolfrular para/el 

dolfrulara fie paralel diizlemler para/el diizlemlere donii1iir. 

(;Qnk11, aksl takdirde, dOnUtllm blre-blr olmaz. 
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Teorem 9. Ortogonal bir donii1iimde a"rlar muhafat:a olanur. 

Bu teorem, dojtru par9alar1010 mubafaza oluou1unuo bir ne

ticesldir. 

DQzlemsel olm1yan aynt 0 batlang19 ooktah e., e., e1 vek
~ 

torleri verildijtinde, bildijtimlz ve9hlle, her OM vektllrQ e., e1 , e1 

vekt6rlerioe gore blr Ulrltl olarak blle1enlerlne ayr1labilir: 

:r, y, r: say1lar1na M noktas101n e., e., e, vektOr sistemlne 

gore koord Ina ti art den ir. 
~ 

Ayr1ca x, y, : say1lart OM vektOrQnQo s1ras1yla e., e,. ea 

Qn eKsenleri ttzeriodeki - genel olarak dik olm1yan - izd!11Qm

lerlnln e., e,, "• e oranlarma e1ittir. 

Bu koordinat slstemioi 0 {e., e,, eal semboliyle g6steriyoruz. 

Teorem 10. (Ortogooal tae\·lrlerin blrinci esas teoreml). 

Ortogonal bir ta11t•irde dii:lemul olrnrgan ve agnr 0 ba1lang1<: nok

talr e, e 2 e, vektor 11i11temi, ai;1larr <r1e u:unluklarr deji1miyen ve 

agnr O' ba1lang1(: nolctal1 bir e.', e,', e,' 'f•elctor •i•temine donii1iir. 

J\gr1ca her M noktarr, (e,' et', e1 ') e gore lcoordinatlarr, M nin 

(e,, e1 , e,) e gore lcoordinatlarrrun aynr olan bir M' nolcta•1na do

nii1iir. Kar11t olaralc, bu o:nlilcleri haiz olan her donii,iim ortogo

nal bir donii1iimdiir. 

lap ab : Ortogonal bir d6oti.flilmle 0 noktas1 blr O' noktas1-
na, e11 e., e1 vektOrlerl de a91lar ve uzuoluklar ayn1 kalmak !lze

re e,', e,', e,' vektOrlerine dGnQfQr. Ayr1ea, M noktaa101 e,, e., e1 

ekeenlerine lzdQtOren dQzlemlerin (e,, e,), (e,, t',), (e., e,) dQz. 

lemleriyle paralellijtl bozulmaz. Oranlar veya koordloatlar da 

muhafaza olunur. 

Bir doltru parQBBIDID uzunlugu, uc noktalar1n10 koordlnat-
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larlyle tamamen belirll oldu(tundan kar111t taorem dojtru olur ve 

ispat tamamlanmu~ buJunur. 

Bn teoremden 11u netlce elde olunur: Uzaytn ortogonal bir 

dOnUtllmil, dfizlemsPl olm1yan herhangi dOrt noktan1n resimleri

nin verilmesiyle tamamen belirli olur. 

lapah : Dort noktadan birini 0 ba'1angt~ noktast, ve geriye 

kalan f1~f1nii eu e,, t, Un uc noktalart olarak altreak resimleri 

- O' noktaet ve ei'. t 1', e', vektOrleri - belirli olur. Bunun 

neticesi M' (x, g, :) ottn de M (x, g, .z) nin reeml oldujtu bllin

mit;1 olur. M' noktas1ntn O' (e1', e1', e,') sistemine gOre koordi

natlart M nin 0 (e,, e,, e1 ) slstemine gore koordinatlarmm ayn1 

olup neticenin iepatt elde edilmt11 olur. 

Okuyucuya, dtlzlemin kendisine olan ortogonal bir taevirin
de buna benzer neticeyi t>lde etmesi taveiye olunur. 

Bir :r d!lzleml verildijtinde her M DOktas1na, MM' dojtrusu 

:i ye dik, A noktas1 M nin :c iJzerindekl ayajt1, M ile M' ookta

lar1 :r nin karft taraflar10da ise 

AM'=AM 

olacak 1ekilde, M' noktas1n1 tekabttl ettireu uzay dOnil1f1mllne 

dtlzleme gore simetri ad1n1 veriyoruz. :c dilzleminln noktalart sl

metrinin sabit noktalar1d1r. 

Bir :r dfizlemine gore simetri, Doktalar arasmdaki uzakhkla

r1 mubafaza ettljtiDden ortogonal bir dOnllt;1llmdllr. -

Bir :r diizlemiyle blr a dojtrueu verildi~nde dilzlemln her 

M Doktaema, MM' d<>!lrueu a ya dlk, A noktae1 M nln a Qzerln
dekl ayajt1, M Ue M' Doktalar1 a DID kar111 taraflarmda ve 

AM'=AM 

olacak 1ekllde, M' Dokta11n1 tekablll ettiren dOnllt;1ilme dllzlemln 

dojtruya gOre simetrisi denlr. 
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Dl1zlemln blr dojtruya gore slmetrlelnln ortogonal blr dOnll

fflm oldul}u kola yea gOrUlebllir. 

Slmetrilerln Ozelikleri gelecek l>Olttmde etrafhca ele al1Da

caktlr. 

Teorem 11. (Ortogonal dOnf11Umlerin ikinci eeas teoreml). 

Ungrn her orlogonal donii,iimu ga bir hareket vega bir lhareketle 

bir •imetrinin toplamrdrr. 

lapat. Ortogonal d0nllof1mf1n; 0 noktas1D1 0' noktasma, 

ba1laog1c; noktalan 0 olan ve df1zlemsel olmayan •u e1 , e1 vek
torlerlni, batlang1c; noktalan O' olan e/, e,', e,' vekWrlerine 

gotf1rdf1jtttnf1 kabul edelim. 0 yu O' ye, e, ve e, vektOrlerlni e 1' 

e1' vekWrlerioe gotf1ren bareketi dllollnelim. Boyle bir bareketln 

bir tane oldujtunu bilmekteyiz. Uzunluk ve ac;tlar1n eoiilljtinden 

bu hareket ya e1 veklOrf1nd e,' vektOrf1oe gotdrdr - bu takdir

de ortogonai dOnllollm, hareketin ayn1 olur - veya e1 vektOrll

ntln (et', e1') ddzlemine gore simetril}i olan e1 w vektOrllne gOtdrdr. 

Bu son halde ise ortogonal dOnllollm bareket ve df1zleme 

gore simetrinin topiam1 oidutundan ispat tamamlanm11 olur. 

Ortogonal dOndoOmlerin beozer bir Ozelijtl dllzlemde de mev
cuttur. 

Hareket olan ortogonal dOnilollmlere birtnci neoiden ortogo

nal donii1um, dil}erlerlne ikinci neoiden ortoganal donu1iim ad1 ve
rillr. 

Ekserlya herbangl bir ortogonal dOndollme hareket veya 

dar anlamda hareket denilmektedir. Bu terimi kullan1rken dlkkat
li olmak icap eder. 
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BOLOM VI. 

S1METRt 

B6lf.lm VI. da dilzlemin bir eksen ve bir 
noktaya g6re ve uzaym bir dilzlem ve bir nok
taya gore simetrilerini ele alaca~1z ve simetrile
rin biri biri ardinca tatblkleriyle Oteleme ve dOn
melerin icras101 inceliyece~iz . Kflblln ve d6rly11z
lilniln simetri guruplari etfld edilecek ve 1ekille
rin simetrisi ic;in Feodorov'un genel tarifi veri
lecektir. Madde 39 da da simetri usulflniln kul
la01lmasiyle c;izim problemlerinin c;Ozflmll incele
necektir. 

37. DUzlemde bir eksene giire simetrl. 

A' noktas1na, A ~e A' noktalaTL a1ag1daki 1artlar1 11aglad1g1 

takdirde, A noktasinin l dogrusuna gore simetrigi deriz: 1) l nin 

birer tarafmda olmak, 2) l den aym uzakl1kta bulunmak, 3) l ye 

.dik AA' dogrusu iizerinde bulunmak (~ekil 174) • 

R 

t 

~ek. 174 
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l dojtrusuna A ve A' noklalarm1n simetri elcuni denir. Si
metrl eksenl Qzerlndekl her nolrta keodl kendlsloio flimetrllldlr. 

Bir dQzlemin A ve A' glbl lkl noktasmto aocak bir slmetri 

eksenl mevcut olup dllzlemde A ve A' noktalarmdao .eolt uzak
hkta bulunan noktalano geometrlk yeridlr (~ekll li4). 

Bir dQzlemln her A oolrlas1oa bu dQzlemln bir l ekeenloe 

gore A' almetrljtl ftekabOl ettlrlllree dllzlemlo kendislne olan bu 
dOnlltllmllne l elcnnin• gore simetri ~ega eluen•l simetri ad1 ve

rlllr, 

Bir ekeeoe gore elmetrloio blre-blr ve lkl taraf11 1tlrekli ol
dujtu kolayhkla aajtlaoablllr. Bir A ookta11, buouo 1lmetriiti olau 
A' ooktas1na d001l91lr. Dllzlemlo bu dOo0.11lmll, herhangt blr tek· 
llo l ekaeoloe gore elmetrljti olao tekle dOo0.1QmQnll meydana 
getlrtr. Me1ell PQR llc;geoi (~ekil 174) buouola aimetrtk buluoan 
ve yOoQ ters olao P'Q' R' tlc;geoine dOniltllr. 

Hareket terlmiyle ifade edecek oluraak blr dllzlemiD blr l 

ekeeoioe gore almetriel bu dllzlemio l ekeeoi etraf1odaki yar1m 

blr devrl olur. 

Simetrloin i1te bu Ozelljtl, kAt1t almetri ekaenloden iklye 
«katlaod1tmda» blrblrlyle c;ak1po ooktalario elmetrlk olu1unuo 

tariff ic;in kullao1hr. 

Bundao, blr ekeeoe gore elmetrlnio blltllo Ozellklerl c;1kar. 
Bkeenel blr elmetrl ooktalar aru1odakl uzakbklar1 muhafaza eder, 
blr dotruyu blr dotruya ve paralel dofrular1 paralel dofrulara 
gottlrtlr ve dotrular aru1odakl ac;1lan muhafaza eder, va. 

Bir ekeeoel 1imetri, dllzleml •tersloe c;evlrdlitloden» JOO, 
metelA tlQgenlo yOnll, deitl1mi1 olur. 

Slmetrlye alt Gzelikler uuydaki hareketlere ba1vurmadan 
elde edlleblllr. Meeell 1u ozellk kolayca lapatlanablllr: Bir tlofra. 

anrindeld lid no/eta tlil•r ,,,,. dofranun lid no/cta11nin hir e/c.,,n• 
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gore •imetri/i iu birinci dcpunun biltiin noktalar1 ikinci dolrunun 

biitiin noktalar1n1n •imetri/i olur. 

lki dojtru ah'p bu AB, A' B' dojtrularmda A, A' ve B, B' l 
ekaenine gUre elmetrlk noktalar olaunlar <eekil 175). 

eek. 175 

AB nin her M noktaem1n almetrljtl olan M' nokta11mn A' B' 
tlzerlnde oldujtunun lspab istenmektedlr. 

Ai ve Bi noktalar1 AA' ve BB' do1trular1n1n I dofro1unu 
keetljti noktalar olsun. BBi = B' Bi ve AAi =A' Ai oldujtundan 
A 1 ve B 1 noktalar1, AB ve A' B' keslttikleri takdlrde bunlarin 

ac1 ortay10a, paralel olduklar1 takdlrde iee ortalar1ndan ge~n 
dojtruya ait olurlar. Her iki halde de A,B, do[trusu l elmetrl ek
aenlyle ~k111r. 

AB ilzerinde keyfl bir M nokta11 alahm ve AA', BB' ye 
MM' paralellnl fVIZlp A' B' Ile olan arakesitlne M' dlyellm. MM' 
ve l niu arakealtl M, He gUsterlldljtloe gore, l nln Uzelljtlnden 
MM,= M' M 1 elde edillr ve lspat bltml1 olur. 

I ek.enine gijre alman ardr11lc iki •imetri duzlemin birim do

nii1umiine e1ittir. 
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lspat : M' keyfi bir M noktaetntn eimetriiti lee M' nQn ei

metri~ bu ilk M noktae1d1r. 

MUmkna olan bntnn dolfrulara gore ahnan simetrl dunn1111m

lerlnin c!lmlesl kapahhk Ozelijtlni haiz dejtildir. Daba iyl eOyle

mek istersek: lki •imetrinin toplam1, •imetriden farklr olan bir 

donii1iimdiir. 

I.pat : Ard1111k iki simetri, d!lzlemln keyfi blr Uc;geninin 

yOnUnU mubafaza ettijtlnden toplam-dOnU11Qm hlc;bir eksene gUre 

elmetri olamaz. 

Bundan da diizlemde biitiin ekunel •imetrilerin bir gurup te1-

etmedi/i netlcesi c;1kar. 

Teorem. Ek•enleri paralel olan iki •imetrinin toplamr dii:c

lemde bir otelemege denktir. 

Evvel!, bir eksen 11zerinde berbangi eirada ahnan Uc; A, A'• 
A" noktas1 ic;ln vektUrel 

~ ~ ~ 
AA'=AA' +A'A' 

e1ltlljtinln cari oldutunu belirtelim. 

YOnld dojtru parc;alarim d!111!1nllreek evvelki e11ltllk 

AA'+ A' A' +A' A = 0 

e1ltlljtine denk olur. 

Bu denklemler, blr eksen nzerinde ahnan 1lc; A, A', A' nok

tas1n1n milmknn bQtQn sll'Blamalar1 lc;ln, hie; gQc;lQk ~ekmeden 

sajtlanabillr. 

~imdi slmetri eksenl olarak l., l, glbl paralel ikl dojtru ala

hm ve l, dojtrusunu blrinci simetrfnln, l, yl ise ikincl slmetrlninJ 

ekeenl olarak sec;ellm. l, dojtrusunu l, ye gotllren oteleme vekto

rQne a diyelim. 
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A keyft bir nokta, A' noktae1 A DID l 1 eksenine gore si· 
metri~i, A' de A' nun l 2 ye gore slmetrijti oldu~una gore 

-';>- -';>- -+ 
AA"=AA' +A'A" 

yazabiliriz (~ekil 176) . 

~ek. 176 

Simetrinin Ozeliklerinden derhal 

' 
~ ~ ~ ~ 
AA'= 2A1A', A' A'= 2A' A, 

elde olunur. Burada, ,ekilde gosterilmemi' bulunan A, ve A, 
noktalau AA" nt\n 11 ve 12 ile olan arakesltlerlni gOstermek
tedir. 

Bnnlardan da 

bulunur. 

Ohalde paralel eksenli iki simetrinin toplamt keyfi bir A 
noktas1D1, A ya ba~h olm1yan 2a oteleme vektOriyle A• noktas1-
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na gOttlrmektedir. Bu ise bu simetrllerln toplam1nin bir simetri 
oldujtunu ispatlar. 

eekil 176 da simetrl eksenlerine gfire durumlan dejtieik olan 
birka-; nokta gurupu gOsterilmtetlr. 

Simetrilerin toplammda s1ray1 dejtietirirsek birlnclnin terti 

olao bir oteleme elde ederiz. 

Kare1t teorem de dojtrudur: Diizlemde her oteleme paralel ek

.enli iki •imetrinin toplam1 · olarak go•terilebilir . 

' Teoremin ispatiyle simetri ekaenlerinin ae-;ilmeai bir temrln 
olarak okuyana b1rak1lm19ttr. 

Simetrl ekaeoi 1lzerinde alman herhaogl bir ooktan1n almet
rik A ve A' noktalar1ndao ayo1 uzakhkta oldujtunu bilmekteylz. 

Ohalde l, ve 11 aimetrl ekaeolerioio 0 arakealt nokta11 i~ln 

OA=OA'=OA• 

yazablUrlz <eekll 177). Burada A d11zlemde keyft bir nokta, A' 

,, 
Jl --~--

/ \ 
\ 

\ 

lz. 

-- 1t 
--~ 

I ~ 

I '' , '\A 
.--" \ 

c ' 

eek. 177 

nokta11 bunun ! , ekaenlne gore aimetrijti ve A• de A' oQn l, 
ekaeoine gfire aimetrijtidlr. Ayrica ard19llk iki aimetri •dQzlemi 
tersine ~virmemektedir•. Obalde burada mtltalea edilen lki ai
metrinio toplam1 bir dtiomeden ibarettir. 
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AOA' dBnme a<;lBl eksenler aras1ndaki ai;mm !kl kat1d1r. 

< AOA"=2~ 

Karttt teorem de dojtrudur: Dii:zlemde bir nokta etrafindaki 

her donme ek1enleri donme merke:zinden gepen iki 1imetrinin topla

mr olarak go1terilebilir. 

Bu teoremin ispa~1 bir temrio olarak b1rakllm1ttir. 

Eksenel simetrinin !spat etmlt oldujtumuz Ozellklerloden tu 
6oemli netice elde olunur: Biitiin eksenel 1imetrilerin ciimlni biitiin 

donme '!le otelemeleri i~ine alan bir garup megdana getirir. Bu gu
rup dllzlemio ortogonal d0nlltt1mlerlnin gurupunu tetkil eder. 
Dtlzlemin daha evvel ele ahnm11 olan hareketlerine birinci nevi 
ortogonal dOnt11Um veya hareketldenir. 

DUzlemdeki hareketler gurupu ortogooal dOot11Umler guru
punuo blr alt gurupudur. 

38. Dilzlemde bir noktaya g3re slmetrl 

0 noktas1 AA' nnn ortas1 oldujtu takdirde A' noktaa1na 0 
ya gore A mo simetrijtl, 0 noktas1na da aimetri merkezi denir. 

Simetri merkezi kendi kendislnln simetrljtidir. 

Dllzlemin lkl A ve A' ooktasmm ancak bir simetri merkezl 
vard1r, bu da AA' nUn orta ooktas1d1r. 

Bir dUzlemde her A noktasma gore A' simetriiti tekabt11 et
tirillrse dUzlemin keodislne olan bu dl>ofttllmtlne merkeze gore 
slrnetri veya merke:zil aimetri deoir. 

Merkezil simetrinin de bire-bir ve iki tarafh silrekli blr dO· 

n Uttlm oldujtu kolayca sajtlanabilir. 

Merkezil slmetri tabii, dilzlemin simetri merkezl etrahoda 
180° d1lnmesinden ibaret olup [U) yenl blr d(lnl11tlm dejtlldlr • 
.Merkezll simetri bu noktada ekseoel simetriden ayrllmaktadir. 
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Merkezll blr slmetrl, dilzlemde blr nokta etrafmdakl her 
dOnme gibi, eksenleri merkezden gec;en lkl slmetrinln toplamtna 

e,lttlr. Bu halde simetrl eksenlerl birblrlne dik bulunur. 

Teorem. Diizlemde merkezlerl farkl1 iki simetrinin toplam1 

diizlemde bir otelemerfir. 

l1pat: DUzlemde farkh merkezll ikl :donmenln toplamm1n 

dQzlemde birlncl nevi hareket oldu~unu bllmekteylz (29). Blrin

cl nevi her hareket lkl c;ift karo1t nokta He, veya - ayna .,ey 
demek olan - blr c;ift karo1t do~ru parc;asiyle tamamen belirll-

B 

dir. 0 1 nokta11 etrafmdakl <SekiJ 178) 180° lik blr dOndQrme> 

verllen AB do~ru parc;aam1 AB ye paralel ve zit yOnlQ A' B' 
dojtru parc;asma ve O, merkezll 180 ' lik iklncl dOndilrme lse A' B' 

do~u parc;asm1 AB ye paralel ve bununla ayn1 yOnde olan A' B' 
doltru parc;asma gOtQrQr ve lepat ister. 

Karo1t olarak, diizlemde her ot11leme, blrinln merkezi kegft 

olarak se~ilebilen merkezil iki 1im11trinin toplamma e,ittir. 

Bu lddlanm ispah temrln olarak b1rak1lnni,llr. 
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39. c;1z1m problemlerlntn ~8ziimiinde 
simetri usulU 

91 

Qizim problemlerinin c;OzUmUnde blr vekle veya bir k1sm10a 

bir simetri tatblk etmek ve c;izimln icrasindan sonra 1ekll lkinci 
bir simetri lie eski yerfne getirmek ekseriya faydah olmaktadir. 

Simetrlnln bafka tatbikah da mevcuttur. 

Simetri usulu en iyi, misaller Uzerinde.ac;1klan1r. 

Problem. Bir a dojru1unun agm tarafrnda A "e B gibi iki 

nokta "erilmi,ken (~ekil 179) a iizerincle, < ACP = < BCP olmalc 

"e CP dojru•u a ga dik bulunmak iii:ere bir C nokta., bulmak. 

p 8 

a 

P' 
eek. 179 

A noktas1nm a do1trusuna gore A' slmetriltini ahrsak 

< A'CP'=< ACP=< PCB 

elde eder ve BC ile CA' do1tru parc;alar1nin ayn1 BCA' doltrusa 
Qzerlne dUvtUjtilnQ gOrUrUz. Aran1lan C noktas1 da B noktas1n1 
A nm a ya gore simetrilti]olan A' noktasma blrlevtlrmekle elde 
edillr. 

A noktas1 blr 1v1k memba1 fee, bu noktadan c;1kan bQt11n 
1v1nlar bu kanunla a aynas1nda aksederler ve A nm resml olan 
A' nokta11ndan c;1km11 gibi gOrUnQrler. 
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T1pk1 bunun gibi, A bir bir bilardo topu ve a maaamn ban
dt Jae, A topunun a bandma c;arp1p B ye ulatmaa1 lc;in buna 
C iatlkametinde vurmak leap eder (~ekil 1 i9). 

Ayr1ca, kmk ACB t dotruaunun AC+ CB uzunlutunun, a 

dotrueuna utramak fartlyle A Ile B nokta11 araamdakl en k1aa 

yol oldujtu ac1kttr. 

Problem. Bir bilardo ma•atmda A tie B gibi ilci no/eta ve· 

rildiline gore, A da bulunan topan ilci banda ~arptrlctan 1onra B ge 

ala1ma11 /~in gideceli gola balmalc (~ekll 180). 

H-----------------.G 

II 

Evvelki probleme dayaoarak, A ve B noktalar1n1n EF ve 
FC eksenlerlne slmetrikleri olan A' ve B' noktalar1n1 blrlettlrir 
ve aran1lao kmk ACDB yolunu elde ederlz. 

Problemln c;OzQmQnUn mevcut olabilmesl lc;in A ve B topla
rmtn masan1n nerealnde olma11 gerektltlnin ara1tmlma1101 bir 
temrlo olarak b1rak1yoruz. 

Problem. Kenarlar1nrn 0 1, 0,, 0., O., O, orla nolctalari 

verilen be1geni ~izmelc. 

Aranllan betgen ABCDE olsun (~ekil 181). 

A tepe noktaa1 bilinmit oleayd1, A nm o. e gore almetrltl 
al1narak B, B nln O, ye gore ahnarak C, · · · ve nlhayet D, E 
tepe noktalar1 elde edillr ve tekrar A ya var1hrd1. 
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Kcyfi bir P noktast alahm ve 0 ., O~, 0 8 , O., Or. noktala
rma gllre ard1~1k P., P., P. , P., P,. sirne trik noktalarm1 elde 
edelim. Merkezli simetrinin llzelikler ind en derhal 

AP = BP, = CP1 = DP8 =EP4 = AP,. 

bulunur. Bu denklemde gllrlllen btltilo dojtru parcalari blrblrine 

B 

~ek. 181 

paralel olup her biri bir evvelkiyle ters yllnlt1dtlr. Bundan da A 

noktas1mn, PP. dojtru parcaemm ortaemda oldujtu Qtkar. Ohal
de keyfi bir P noktaemdan baolamak euretlyle beogenin A ve di
ter tepe noktalarmt bulmak mtlmkdndQr. 

Bu Qizimin anc11k kenar say1s1 tek olan cokgenlere tatbik 
edilebilecetlni gllsterlnlz. 

Baoka miealler ve Hizumlu problemler 1. 1. Aleksandrov'un 
!JU kitab1nda mevcuttur : «Geometrik ~izim problemleri lcolekaigonu• . 

40. Uzay1n dilzleme gore simetrisi 

A fie A' noktalarma, a,alirlalci ,arllar1 aallarliklari talcdirde 

a rluzlemine gore aimetriktir deriz: 1) « diizleminin birer tarafznda 

olmak, 2) a ga dilc agnr dotru iizerinde olmalc, 3) a diisleminden 

Q]lnl uzaklrkta bulunmalc. 
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:it diiz:lemine, A tie A' nolctalarrnin aimetri diizlemi adr tie• 

rilir. 

Simetri dilzlemindekl noktalar keodi keodilerlnin slmetri-
tldlr. 

Uzaym her A nokta111na bir 2 dUzlemine gore A' slmetrlitl 
tekabill ettirillrse uzaym kendlsine olan bu dOn'lloUmUne diizleme 

zore •imetri ad1 ,verilir. 

DUzleme gore simetrlnin Ozeliklerl liseden blllnmektedlr [17]. 

1. lki noktamn ancak blr simetri dtlzleml vardtr. 

2. lki noktaya ait simetri dilzlemlnde bulunan her nokta 
bu iki noktadan ayn1 uzakliktadir. 

8. Bir nokta verilen lkl noktadan ayru uzakltkta ise, bu 
noktalarm simetri dilzlemlnde bulunur. 

4. Bir doltrunun ikl noktas1 dilter bir doltrunun iki nokta· 
emm blr dilzleme gore simetrljti isise, blrlncl doltrunun 
biltiln noktalar1 lklnci doitrunun noktalarlyle simetrik
tirler. 

Bu Ozellik oOyle de ifade edilebilir: Bir dtlzleme gore simet
ri, doitrulari do1trulara dOnilotUrilr. 

Bu Ozelik en basit olarak, dOnilotilr1llecek doltrudan simet
ri dilzlemine dlk bir d!izlem gei;irmek ve i;izilen bu ddzlemde lid 

dtlzlemin arakeeitine gore, doitruoun simetrlitlni almakla sait
lanir. 

5. Bir dlizlemde dojtrusal olm1yan herhangi Uc A, B, C 
noktas1, dliter blr dilzlemin ilQ A', B', C' noktae1n1n 
"11Qilncil bir dttzleme gore simetriiti iseler, birinci d11zle
min blitiln noktalari ikinci dilzlemin noktalariyle simet
rik olurlar. 
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Bu Ozellk evvelkl ozelijti kullanarak kola yea elde edilir. 

lapat : AB, BC, CA dojtrular1 evvelkl Ozellkten dolay1 A'B', 
B' C', C' A' dojtrularma dOntlollrler. 

Birinci dQzlemin keyfi bir M noktaemdan bir dojtru c;izlp 

bunun AB, BC, CA dojtrularmdan herhangl iklainl keatlitl nokta

lar1 D ve E lie gOetereUm. D ve E nln Qc;QncQ dQzleme gore ai

metrikleri olan D' ve £' eimetrlk noktalan, A' B', B' C', C' A' 
dojtrular1 araemda, ikl dojtrunun reaimlerl olan dojtrular tlzerin

de bulunur. Ohalde DE nin elmetrljtl olan D' £' doltrueu lkinci 

dtlzleme alt bulunur. Bu da M nln M' elmetrlitfnln iklncl dQz

lemde bulundutunu goaterlr ve lepat eablt olur. 

Httliea edersek 1unu eOyllyebillrlz: Bir Jiisleme pre aimet

ri, bir Jiislemi bir cliisleme clonii,tiiriir. 

Dilzlem haline benzer olarak 1u lepatlanabllir: Usag1n para

lel diizlemlere gore ardr1rk iki eimetriel bir otelemege J1nlctir. Bra

nan lcar1rtr da do/rudur. 

~u Ozelik de lepatlanabilir : Kol1en ilci cliisleme gore ilci •i

metrinin toplamr, elcaeni bu i/ci diizlemin aralceaiti «>e a~m bu ilci 

clii:::lemin a~r•rnrn ilci lcat1 olan .,. gonii birinci diislemcl~n ilcinci 

dii:z:leme olan gon olan bir Jonmege e1ittir. 

lki nokta arasmdakl uzakhk, lki dtlzlem arasmdakl ac;1, ikl 

dojtru arae1ndakl ai;1, blr dojtru lie bir dtlzlem arasmdakl ac;1, 

hepsi dilzleme gOre simetri alhnda, blrer cle/i1mezdir. 

Uzayda biltlln dilzlemlere gore aimetrilerin cQmlealnin gu

rup teokil elmiyecejtl ve duzleme gore eimelrinin blre·bir ve iki 

tarafh sllrekli veya topolojik blr dOn01llm oldultu kolayhkla ia
patlanabilir. 

SABC dOrtytlzlUett ile bunun ABC dllzlemine gore S' ABC 
almetrijtini dtl10nellm. Bu dOrtyllzllllerln tera yOnlll oldujtunu 

bllmekteyiz. Bunlar1n kar11t tepe noktalar1n1 bir dOndQrme ile 
c;ak11t1rman1n imkln1 yoktur. 
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Bir !Jekll bir dtlzleme gore dijter bir 1eklin simetri{ti ise bu 
1ekillere blr dilzleme gore simetriktir denlr. 

Bir dtlzleme gore simetrik olan 1ekiller genel olarak blribi
rine e1Jit deglldir. l,?ekillerin e1Jitlljti deyince, uzayin blrinci 
nevlden bir bareketiyle i;ak11abilen ,ekillerl kastediyoruz (evvel
ce lncelenen bellsel hareket glbi). Meselil, sol el aajt elln sl
metrijtl oldujtu halde blriblrlne e1lt delildir. 

41. Uzayan bir noktaya g3re aimetrilerl 

0 noktaa1 AA' dojtru parcas1n1n ortas1 oldutu takdlrde A 
ve A' noktalarma 0 noktaaina gore •imetrik tlr deriz. 0 noktas1-
na A ve A' noktalarmin •imetri merkezi denlr. 

UzaylD her A noktas1na, verilen 0 merkezine gore A' sl
metrljti tekabtll ettlrillrse uzay1n kendislne olan bu dOnt11ttmtlne 
merkeze gore •imetri veya merkezil •imetri adt verilir. 

Merkezil simetrinln a1at1daki Ozelikleri llsedeD billnmekte
dlr (17]. 

1. lki noktanm ancak bir slmetri merkezl vard1r. 

2. Simetri merkezlnin almetrlll yine kendisidir. 

8. Bir dotrunun lki noktaa1 iklncl blr dojtrunun lkl nokta
s1nm bir merkeze gore slmetrijtl lee, birincl dotrunun bllttln nok
talar1 dijter dotrunun noktalar1n1n ayD1 merkeze glke slmetrl
lldlr. 

a dojtrusu, 0 almetrl merkezlndeD ge9miyen blr dotru ol
aun. a dojtrualyle 0 Doktaamdan blr dllzlem ge9irerek bu dtlz
lemde a nm a' aimetrllinl 9izellm. a' dojtruau a DID uzay1n 0 

merkezine gore de aimetrijtl olur. 

HlllAq ederaek 1Gyle derls: Merkezil blr 11imetri blr dotru

yu bir dotruya dODtlftllrllr. 
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4. Bir dilzlemle do~rusal olm1yan Uc; A, B, C noktas1 ikln· 
ci bir dllzlemin Uc; A', B', C' noktastnm bir merkeze "gore sl
metri~i iseler, blrlncl dllzlemln blltlln noktalar1 lklncl d1lzlemln 
noktalarm1n ayn1 merkeze gore slmetrijtl olnrlar. 

, 
lspatt, evvelki maddenln 5 Ozelljtlnln ispabnm bir tekrar1 

olup Ojtrenciye birakllnuotir. 

Bunu k1saca otsyle Hade ederiz: Merke:eil bir 1imetri bir dii:e· 

lemi bir diizleme donii,tiiriir. 

Paralel iki dii:elemin bir merke:ee gore 1imetriklerinin paralel 

oldu/unun iepatmm yaptlmas1n1 okuyucuya taveiye ederiz. 

DUzlemdekl merkezil elmetrinln akaine olarak, uzaydakl 
merkezll simetrl uzaym baslt bir dOomeslne icra e1lllemez. Hal
bukl uzay1n blr eksene gore slmetrlsi uzaym bir eksen etraf1n
dakl 180° llk blr dOnmeslnden lbarettlr. 

Bir noktaya gore slmetrlk olan ikl oekll gene! olarak blrbl
rine e1,1it deitildlr, dliter bir deyimle, blrl, uzayrn blr hareketl lie 
dl~erine dOnilotUrUlemez. 

MeseJil, kUresel bir 1lc;gen genel olarak kilrenln merkezlne 

gore slmetriitl olan nc;gene e1,1it d~ildir. 

Kilreeel ABC flcgeninln kilrenin merkezine g6re kilresel el
metrljtl olan A' B'C' nc;genlnln; C" noktae1 C nln AB daireeinin 

dtlzlemlne gore slmetri~i veya, AB bllyilk dairesioe gure kilreeel 
almetrl~i oldu~una g!>re: kttrenin merkezlne gore d6ndttr0lmeslyle 
ABC'" durumuua getirilebllece~lnin ispati lljtrenciye tavsiye olu
nur. 

KUre yilzeylnl •terelne yatirmakla,. kendleiyle c;ak1otirmak 
lmkAne1z oldu~undan (bu, dUzlemde yap1labillr) kUrede stmetrlk 
,ekillerle eoit oeklller aras1nda 6nemli fark olmu, bulunur. 

Blltlln noktalara gore uzay eimetrilerinin cilmlesinio blr 
gurup te11kil etmlyece~i kolayca ea~lanabllir. 
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42. Dii:demde tekillerin almetrial 

Dllzlemde simetrik tekllleri ele alahm. 

Bir eksene gGre simetri~ kendisiyle cak104n bir oekle bir 

ek1ene g0re aimetrik 9ekil denir. 

Eksenel simetrijti halz dilzlemael oekillerden bir kac misal 

alahm. 

1. lkizkenar bir ilcgeo, ayn1 zamanda ic ac1ortey1 ve ke

narortay olan yilkaeklijte gore simetriktir. 

lspat: CD dojtrusu taban1 AB olan ABC iklzkenar ilcge

nln yilksekli~ olaun (~ekll 182). 

~ek. 182 

AB dotru parc;as1 CD ye dik oldujtundan ve AD= BD e9it

lilinden, B nokta1u A 010 CD ye gGre slmetrili olur; C kendi 

kendlsinin simetrlltidir. Ohalde CD eksenlne gGre simetri, 0 - bo

yuUu ABC llcgenlni kendlsine dOoUottlrUr. 

Ayr1ca, AC dotruau bu simetrl Ue BC dotruauna, BC dol

ruau AC ye dGniltllr ve AB lse kendiaine dGnQ9Qr. Ohalde CD 
ye gore slmetri cizgisel iklzkenar ABC ilcgenlni kendlaine cevirir. 

Ayn1 oekilde, iki boyutlu ABC llcgenloln de CD ye gGre sl

metride kendiaine donnoeeeli ispatlanabillr. 
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2. E1kenar bir UQgende OQ eimetri ekeeni mevcattur. 

Bu lddia evvelklnln bir netlceeidlr. 

99 

Etkenar blr t\<;genl kendialne donnotQren blltlln eimelrllerin, 

veya (uzayda veya dUzlemdekl) blltlln hareketlerln cllmleel blr 

gurup teokll eder. 

Bu gurup, llQgenio merkezl etraf1ndakl dOnmelerioin llQllncll 

mertebeden olan eikllk alt gurupu He UQ eksene gore eimetrller

den lbarettlr. 

Alb elemaodao lbaret olao bu gurupa ii~genin gu,upu ad1 

ad1 verillr (20). 

3. Bir dlkdOrtgeo kar11hkh kenarlarm ortalar101 blrle1tlren 

dojtrulara gore simetrlktir. 

tepaho yap1lmaa1 blr temrln olarak tavelye olunur. Okuyucu 

ouou da iepallamahd1r: 

4'. Ekoenar dOrtgeo her k01egenloe gore almetrlktlr. 

E\•velki !kl Ozellglo blr oeticeai olarak 10 Ozelilti elde 
ederlz. 

5. Kare, kar11hkh kenarlar10 ortalar1n1 birleotlreo dojtru

laria kOoegeolerloe gore almetrlktir. Obalde kareoio dOrt lane 

elmetrl ekeenl vardir. Okuyucuya, kareoin dllzlemde bu dOrt 

ekeenden baoka slmetri ekaeoini haiz olmad1Q1010 l1patm1 yap. 

mas1 tavalye oiunar. 

Karey! kendieine dOnUotUren dllziernde veya uzaydaki blltlln 

elmetrilerio veya hareketlerin cllmlesl apg1daki dOnUtllmlerden 
ibarettir: Kareyi kendieine dOnOtlllren, merkezl etraf1ndakl dOn· 

dllrmeler (bu dOodllrmeler, blldil}lmlz glbl, karenin bUUln elmet 

rllerloio gurupuoun • ell mertebeden alkllk alt gurupudur; bu alt 

gurup da, blrlm dOnmeyi iQine alao dOrt dOnmedeo ibarettlr), 

ve dOrt almetrl ekaenl etraf1oda dOndUr Qp yatarma. Bu dOnll1Um-
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ler karenin gurupu adt verilea 8 ci mertebeden bir gurup teekU 

ederler. 

6. n kenarh dlizglln c;iokgenin n simetri ekseni vard1r. 

n say1smm cift olmas1 halinde simetri eksenleri kar@it tepe 

noktalanni birle§tiren n/2 dottru ile kare1t kenarlar1n ortalarrn1 

birle11tiren n/2 do{trudan ibarettir. 11 sayismm tek olmas1 haliade 
ise simetri ekeenleri, tepe noktalarm1 kar§it kenarlar1n ortalar1-

na birle!Jtiren doltfular olur. 

n kenarh diizglin i;okgenin blltiln eimetrilerinin cilmlesini 

incelemeden evvel slk s1k baevuraca{t1m1z a11a{t1daki ibtari kayde

delim. 

lhtar: Bir 11eklin simetrileri, dijter bir deyimle, eekli ken

disiyle cak111hraa biriaci ve ikinci neviden hareketler bir gurup 

te1kil eder. 

!spat: Sekli kenctisiyle cak11Jtiran iki hareketiu toplam1 

bir hareket olup bu da §ekli kendisine d6niietilrllr. Ohalde simet

rilerde toplam i11leminin kapahhk 6zelilti mevcuttur. Ayr1ca, si

metrilerin toplam1, genel ol.arak hareketlerde oldugu gibi, asosi

yatiflik 6zelijtini haizdir. Sekillerin simetrilerinin smtfinda etki
siz eleman, veya §eklin her noktasrn1 yerinde birakan bir hnre

ket vardir. Nihayet !Jeklin her simetrieinin bir ters simetrisi 

mevcuttur. 

Kare ve eekenar ttc;genin simetrilerin gurupuna ait misalle

ri daha evvel g6rmti!Jtilk. 

n kenarh dllzglln cokgenin simetrilerinin gurupunu daha 
etrafh olarak inceliyelim. Evvelii. ~u 6zelijti ispatbyahm :] 

n kenarlz diizgiin fokgenin merkeze gore n tane donmesi, si

metri eksenlerine gore n tane simetri Vega eksenler etrafmrla don

diiriip yatrrma (;okgeni kendisine gotiiren biitiin yer degi,tirmelerin 

.. 
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tamamrm teJkil ecler. n kenarlz {'okgenin merke:i etrafindaki her 

donme dii:lemde birinci neviden bir harekettir. Dii:lemin her «don· 

diiriip gatzrmaar" ikinci neviden bir harekettir. 

lspat : Birinct neviden iki simetrinin toplam1 birlnci nevi

den, birinci neviden simetri ile ikinci neviden slmetrinin toplam1 

ikinci neviden ve nihayet ikinci neviden iki simetri toplam1 da 
blrinci neviden bir simetridir. 

Birinci neviden simetriler, bildijtimiz gibi, n kenarh c;okge

nin, actlar1 

0 2.n: , -;;- ' 
2.n: 2.n: 2.n: 

2-· a- .... ' (n-1)-
n n n 

olan merkeze gore dOnmelerinin bir aikllk gurupnnn te1kil eder. 

Birinci neviden n tane simetri mevcut olup banlar n kenarh 

cokgenin bQtttn simetrilerinin bir alt gurupunu verir. 

lkinci oeviden keyfi bir simetriyi ahp bunan, n. kenarh 

i;okgenin simetri eksenlerinden birine gOre evvelce bahs! gei;en 

dOndllrllp yatmma lie c;ak1~acatin1 ispathyahm. 

Verilen ikinci neviden simetrinin icrasmdan sonra, n kenar

h iwokgenin simetri eksenlerinden blrine gore sec;ecetimlz sabit 
blr dOndiiriip yahrmay1 tatbik edelim. 

Adi gei;en iki simetrlnin loplam1 birinci neviden bir elmetri 

veya, n-kenarh i;okgenin merkezi etrafmda bir dOnmedlr. 

Ohalde, ikinci neviden bir eimetri, bunn takip eden eabit 

dOndllrilp yat1rma ile birincl neviden bir slmetri verir: 

x,+a,=x1 

Burada x 1 lklncl neviden herhangi blr simetriyi, a1 c;okgenln sa· 

blr ekeeni etraf1nda dOndflrllp yatirmay1 ve x1 - toplam - blrin· 
cl nevide bir slmetrlyi gOstermektedir. 
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Yukardakl eoitlijti 

x , =.\'1+(-a,) 

oeklinde yazarak iltinci neviden bir simetrinln, cokgenin merkeze 

gore bir x 1 dOnmesi ile sabit blr eksene gore (- a2) dOndtlrtlp 

yahrmanin toplam1na eoit oldultu anlao1hr. 

n tane dOnme simetrisl mevcut oidultundan ikinci neviden 

n den fazla simetri goktur. 1''akat ikinci neviden n simetrinin 

- simetri eksenleri etraftnda dOndilriip yat1rma - mevcut oldu

ltu bilindijtinden, bu n tane dOndtlrtlp yabrman1n ikinci neviden 

b1lttln simetrileri verecejti c1km10 ve ispat tamamlanm19 olur. 

Bu arada, n kenarh dllzgiln bir i;okgenin gOsterilen bu ai
metri ekeenlerinden bqka aimetri eksenini haiz olmad1jt1 da el

de edilmit olur. Ayrica, ou netlce de bulunur: n·kenarh dtlzgtln 

bir cOkgenin eimetrl gurupu iki elemandan meydana gellr: 2:i/n 

ac1h bir dOnme ve bir dOndQrQIO.p-yabrma. 

n kenarh dO.zgiin coka-enin aimetrilerlnln gurupnnun merte

beai 2n dir. 

7. Bir dairenin her capt, dairenin bir ' simetri eksenidir. 

8. Kesioen iki do~un ikl aimetri ekaeni mevcuttur. Bu 

eksenler bu doltrular1n meydana getirdilti acdarm biribirine dlk 

BQI ortaylard1r. 

9. Paralel iki dojtrunun soneuz say1da slmetri ekaeni mev
cuttur. 

Burada, dUzlemde eekiUerln ekeenel aimetrilerinin incelen

mealni kapabyor ve diizlemde ,ekillerin merkezil •imetri•i ne gecl
yoruz. 

Bir noktaya gore simetri vaa1tasiyle kendlsine dOn09en oek
le blr noktaya gore eimetrik 9ekil adx verillr. 
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DUzlemdo merkezil simetri, simetrl merkezine gore :r. a<i1&1 

kadar dOnmeye denk oldu~undan bu dOndtlrme, bir noktaya go

re simetrik olan bir vekli kendisine dOnUvtllrllr. 

Bir nokta etrafmda :r ac1s1 kadar d6ndllrme, birlbirine dik 

eksenlere g6re iki simetrinin toplamma e,it oldujtundan, bu ek

senlerden herbirine g6re sirnetrik olan bir vekil, bu eksenlerin 

arakesiti olan ooktaya g6re simetrik bulunur. 

Bunun karv1h dojtru de~ildir. Bir vekil bir noktaya gore si

metrik oldu~u halde simetri ekseni olmayabilir. Mlsal olarak, 

meselil dikdOrtgen ve etkenar dOrtgen olmayan paralelkenar1 ala-1 
billriz. 

n-kenarh dilzglln cokgeoin ancak :r. ciftken blr simetrl 

merkezi vardir. Bir dalrenin veya bir diskin merkezi kendl sl

metri merkezidir. 

43 Uzayda 'ekillerin aimetrileri 

Bir :r dllzlemlne g6re uzay slmetrisiyle kendisiye d6nllten 

tekle n diidemine gore aimdrik 1ekil ad1 verllir. 

:r. dllzlemioe teklin •imetri dii::lemi denir. 

Bir 0 noktasma gore simetri ile kendislne d6niiten bir tek

le 0 noktaszna gore simetrik 1ekil, 0 noktasma da teklin aimetri 

merke::i denir. 

Bir l eksenine g6re simetri lie kendisine d6nilten bir tekle 

dolruauna gore aimetrik 1ekil, l eksenine ise teklin simetri ek

seni denir. Bu eksen etrahnda 180° lik bir dOndflrme verilen tek

li kendlsiyle cak1vtmr, 

Bu eksene aynt zamanda ikinci merlebeden simetri elc•eni 

de denir. Zira, verllen teklin bu eksen etrafmdaki tam bir dev

. rinde vekil kendisiyle ikl defa caklftr. 

Bir teklin bir eksen etraftnda tam bir devrinde bu tekil 
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kendisiyle birkac kere ,.ak1@1rsa, eksene giiluek mertebeden aimet· 

ri ekaeni denir. Bir eksenin mertebe;ii bu eksene gore eimetrik 

olan bir @eklin bu eksen etraf1nda tam bir devrinde kendiBlyle 

,.aln@ma r.ay1B1dir. 

Y Ukeek mertebeden simetri ekeenioln tarifinde oeklin hare

ketinden kioematlk vae1f atillr ve hareketin eadeee geometrik 

kavram1 goz Oniinde tutulur. 

Bu makeatla IJU Ozelijte i11aret edelim : Bir ,elclin aimetri 

ekaeni etrafrnda donme11i esncu1nda Jekli kendiaigle t;akr,trran 

hareketlerinin ciimleai bir gurup te,kil eder. .Bu gurupa 1eklin ek

aenel airnetri11inin gurupu ad1 verllir. Bu gurupun mertebeei eimet

ri eke£ninin de mertebeeidir. Meeela, n-kenarh dilzglin blr c;ok

genin merkezlnden bu dllzleme c;izilen dlkme n-kenarh c;okgenin 

n ei mertebeden bir slmetri eksenldlr. 

DUzg!ln dortyilzlllnlin eimetri ekeenlerinl ioceliyelim. Dort

yllzlilniln d11J1na bir kllre c;lzllebliir ve klireoin merkezine dort

giizliiniin merkezi deolr. Bir dOrtyUzHlniln merkezi tepe noktaia

rindan eoit uzakltktad1r. 

Dortyiiziilyli kendieine gotilren hareketlerde merkez yerin

de kald1jt1odan dortyilzlilniln biltlin eimetrileri bir nokta etra

fmdakl dOnmelerden ibarettlr. Bir nokta etrafmdakl her dOnme

nln de bir ekeen etrafmdaki donme oldu!tu bilinmektedir (38). 

Ohalde dOrtyUzlQniln her eimetriei, merkezinden gec;en bir 

ekeene gore blr dOnme olur. Bu ekeen dOrtyllzlliniln bir elmetri 
ekeenidlr. 

Bunun netlcesi, dllzgiln bir dOrtyilzlttntln simetri ekeenleri
nln tam say1s101 buimak kolaydir. 

Herbangl tepe noktae1ndan tabana bir dikme indirlllr . Bu 

dlkme 8 11ncil mertebeden bir eksendir. Bnnun gibi 8 lineil mer

tebeden olan ve herbiri bir tepe noktae1ndan gec;en dOrt tane 
slmetri ekseni vardir (~kil 183). 
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eek. 18S 

Bu eimetri ekeeulerl dOrtyilzlilulln kar91t yflzlerinin de ei
metri ekeeuleridir. 

Ortak tepe noktalar1 olmayan kenarlara, kar91t kenarlar ad1 

verillr. Kar91t kenarlarm orta noktalar101 birlevtlrerek dOrtyQz. 

lOnttn 2 incl mertebeden Uc; simetri ekeenini daha buluruz 
<eeku 184-). 

eek. 18~ 

DOrtyttzltlnt1n ba9ka slmetri ekeeni yoktur, zlra, simetri ek-
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seni ya blr tepe noktasmdan veya bir yO.zUn orta11ndan veyahut 

bir kenarin orta noktae1ndan getrnek zorundadir. 

!;limdi dOrtyO.zlUnUn eimetrilerinln tam say111 kolayca he-
1aplanabilir. 

3 0.ncQ mertebeden her slmetrl ekeenl, birlm dOnO.tllm ol
mayan 2 eimetri; :! nci mertebeden her simetri ekeeni lae 1 ei
metrl verir. Ohalde dOrtyllzlQoQn slmetrilerlnin tam aay181, bl
rim dOnO.tUm de dahll, 

den lbarettlr. DllzgQn dOrty1lzlQnO.n slmetrllerinln tam aay111010 

kenarlann saylBlmn ikl kah oldutuna ltaret edebilirlz. 

DOrtyQzlQnQn blltltn elmetrilerlnln, veya aynt 1ey demek 
olan, yedl slmetrl ekeeni etraftndaki dOnmelerln cQmleal blr gu
ruptur. Bo guropa Jortgiizliiniin gurupu denlr. Bu gurupun aeklz 
tane baa alt gurupu mevcuttur. Bunlardan yedl1l dOrtyQzlQnQn 
1lmetrl ekaenlerinln her blrioe gore olan dOnmelere tekabQJ eden 
1ikllk alt guruplard1r. Seklziocl bas alt gurup lae 2 nci mertebe
den olan Oc: aimetri eksenine gore olan dOnmeler ve birim dOn
meden lbarettlr. 

Okuyucuya dOrtyilzlllnQn bO.tiln simetrl dQzlemlerlni bul
mas1 bir temrln olarak taveiye olunur. 

~lmdl lciibiin •imetri e/c•enleri'nln bulunmutna gec:ellm. 
DOrtyQzlO.de oldujtu gibi, bO.tQn simetrllerde kO.biln merkezlnln 
yer delittirmedifinl gOrilrQz. Bundan da kO.bQn bQUln 1lmetrlle
rlnin, kilbQn merkezden ge9en ekaenlerine gore dOnmelerinden 
lbaret oldufu anlae1ltr. Ru ekaenler kO.biln slmetri ekaenlerlnl 
tetkil eder. 

KO.bO.n tepe noktalardan gec:en eksenlerinden baehyaltm. 
Her A tepe noktaatndan kllbQn AB, AD, AE farkh ilQ kenar1 
gec:er (~ekil 185). Hu kenarlar1n diter uc noktalar1, tepe nokta11 
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£ 

~ek. 185 

A olan dllzglin bir piramidin e1kenar BDE ilcgenini letkil eder. 
A dan gecip BDE dilzlemine dik olan dog?u ktlbiln bir eimetri 
ekeeni olur; zira, dilzgiln ABDE piramidini kendisine d6ndilren 
yilkeekli~i etraf1ndaki d6nmesi kilbiln de bir eimetrieidlr. 

Kilbde tepe noktalardan gec;en farkh d6rt elmetri ekseni 
vardtr. Qilnkii, meeell kllbDn G tepe noktaemdan gec;en eimetrl 
ekeeni BDE dOzlemine paralel olan CFH dilzlemine dik bulunur 
ve birinci ekeen gibi k11blln merkezlnden gec;er. Ohalde kar11t 
tepe noktalarinm her birinden gec;en eimetri ekeenleri biribirinin 
ayn1 olur. 

Ayn1 1ekilde, kar11t yllzlere dik olan ve bunlar1n merke
zinden gec;en ilc eimetri ekeeni de elde edilebilir; bu ekeenler 4 
'llncll mertebeden olan ekeenlerdir. Ayr1ca, kublln kartit kenar
larmm ortalarmdan gec;en alb elmetri ekseni mevcuttur ve bun
lar 2 nci mertebeden olan eksenlerdir. 

Ohalde kiibde oniis: •imetri ekaeni ~ardrr : Dort k6tegen, kll
biln kar11t yllzierinin ortalarm1 birlettiren Ile do~ru ve kilbilo 
kar11t kenarlarm1n orta noktalarma birlettiren alb do~rn. 

Kilbllo blltlln simetrilerl kiibiin garapa ad1 verllen blr gu
rup tetkil eder. Bu gurupnn elemanlar1n1n say1sm1 hesaphyallm. 

Birim eimetriden batka fU simetriler vardtr : Bir tepe nok-
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tasmdan gec;en her eksen ic;in ilc; dOnme; karljtt kenarlar10 orta

larmdan gec;en her eksen lc;in blr dOnme. Birim slmetrl ile bir
Ukte tam 

2·4+8·8+1·6+ 1=24 

slmetri. Kilblln gurupu 24 ell mertebedendir. KUbUn simetrilerl
nin saylBl kenarlari01n say1s101n lki kat1d1r. 

Bir temrin olarak okuyucuya kUblln gurupunun blltlln has 
alt guruplarm1 bulmas1 taveiye olunur. Okuyucu kilbttn blltlln si
metri dttzlemlerini de buimaild1r. DilzgUn c;okyllzllllerln herbi
rinde simetri gurupunun ve alt guruplarm1n bulunmaa1 da fay
dah blr temrin olur [4), [17]. 

Bu bahs!, simetrlk 1ekillerln, me1hur Rua krlatalografi bll
ginl ve matematikc;lai ve Akademl ttyesl Y. S. Y.'eodorov (t869 -
1919) taraftndan veriJen genel tarlfiyle kapabyoruz. 

«Mubtellf durumlarda dollrudan dotruya kendiaiyle c;aktp
bilen veya bu olmazaa bu oekil yerine kendiainin aynadaki gO
rllntilaQ olan 1ekle •imetrik bir ljekd denlr... 1ekll ilk durumuy
la c;ak11tirmak ictin bir eksen etrafmda belirU bir ac;1 kadar dOn· 
dilrmeyl ve ayn1 zamanda ayna gOrilDtilailyle de~ljtirmeyi gerek
tlren almetri haline komplek• aimetri diyorum •. . en genel hare
ket heliael harekettir . . . Ohalde genel olarak blr oekil muhtellf 
durumlarda dojlrudan doltfuya kendiaiyle c;aklftmlabilirae daima 
bu hellsel almetri eksenini bulabilirlz.» (45) 

Feodorov, aonlu 1ekillerde heliael hareketln parametresinln 
(84) s1fir oldutunu, ve ayr1ca aonlu 1eklllerde simetri ekaenlerl
nin c;ak11tt1lm1 gOst~rmi1Ur. Sonauz 1eklllerde lee heliael para
metreal alhrdan farkh hellael almetrl ek1enl lle kesi1mlyen 11-

metri eksenlerl mevcut olabllmektedlr. 

Feodorov, diizgiin 1elcill1Jr •iat1Jmi kavramm1 itbal etml1tlr. 
«Ddzglln 1eklller alatemi ad1 alt1nda», her dojtrultnda aonauza 
uzanan ve aimetri kaldelerlne gore blle1en 11ekillerden iki tane-
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si c;ak11tmld1A-1nda bntun eekilleri c;ak1~an sonlu eekillerden iba
ret slsteme denlr [45). 

Feodorov, 230 taoe dilzgOn 1ekl11er slstemiDio meveut oldu
tuou ispatlam11, hepsioi belirtmit ve aym zamanda kristallerin 

mllmkUn bUoye problemini i;Ozmllotlir. E. S. Feodorov'un buldu

~u netieeler llmin en bilyilk batar11ar1ndan birini tetkil etmek
tedir. 



BOLOM VII. 

BE~ZERL1K 

Bu bOUtmde dllzlemln ve uzayJD merkezll 
benzerlik (1) denilen dOnUeilmleriol ineeliyece(tiz. 

' Merkezll benzerllkle ilgill olarak benzerllk dOnll
edmlerinlo geoel gurupiyle de(tiemezll(tiol ele ala
ca(t1z. Hareket olm1yao genel benzerlljUn bir 
dOnme lie merkezll bir benzerlljtln toplam1 oldu
funu ifade eden blr teorem iepathyacajt1z. Ben
zer eeklllerin tarlfioi verecek ve Ozeliklerlni etlld 
edece~iz. 

Madde 48 de de i;lzlm problemlerinln co
zllmllnde benzerlik ueulllnll kullanaca{ttz. 

44. Dllzlemln merkezil benzerlikleri 

DUzlemio bir A' noktaa10a, ap(t1dakl prtlar earl oldu(tu 

takdirde, 0 noktae1na gore A noktae1010 merkezll benzerl denlr: 

1) A' noktaa1 OA do(trusu llzerindedlr. 

2) Verilen 1e+o eay1e1 ii;ln OA'=le • OA dir. 

3) le > O oldu(tunda 0 noktae1 AA' do(tru pari;ae1n1n d111n

da, le< 0 halinde lee 0 noktae1 AA' nun lclndedir. 

Bir diizlemin her A noleta11n1, 0 merleezine ve biitiin nolcta

lar i'in 1abit olan le 1ag111na pre A' merleesil benserlifine donii1-

tiiren bir donii1iime diizl emin bir merleezil benzerlili ad1 verilir. 

0 merkezlne benzerlile merleui, le aay1e1na lee benzerlile leat

•QBm denlr. 

( ') Bu. dllnlltllme cbomotetl» de denllmektedlr. 

• 
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k > 0 haliode merkezil benzerlige dogru-benzerlik k < 0 ha

linde ise ters benzerlik denir. 0 benzerlik merkezine birincl hal

de cl11, ikinci halde i(! silatlar1 verilir (~ekil 186, 187). 

f;jek. 186 

~ek. 187 

0 benzerlik merkezi, merkezil .beozerllkte kendlslne dOnfl-

1en yegilne noktadir (k + 1 ise). 

Merkezil benzerllgin tarifinden bire-bir oldui?u anla11hr. 
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Merkezll beozerlltin atag1daki Ozellkleri liseden bilin.mek
tedir [17). 

1. 0 merlr.ezinden gefen bir dogru iizerinde bulunmrgan bir 

AB dogru parfa.,, AB ge para/el ve uzunlugu 

A'B'=k. AB 

ile belirli bir A' B' do/ru parfa.,na donii1iir. 

Bu etltllk OAB ve OA' B' ili;genlerin.ln benzerllginden elde 

edillr (~ekil 186, 187). 

2) Merlr.uil benzerlilc bir dogragu, lr.endi•ine para/el olan bir 

dog raga donii,t1iriir. 

3) Dogralar ara•indaki a;imn degeri muha/aza olunur, di

ger bir degimle af1 merlr.uil iz:lii1iimiin bir deJi1muidir. 

Bu Ozelik evvelkinln bir neticesidlr. 

4) Merlr.uil olarak benzer olan her 1elcil ~iftinde lr.ar11t dog

ru par~alar1 orantrl1, lr.ar11t ai;1lar ise birbirine e1lttir. 

5) Merlcezil bir ben:eerlilr.te bir dairege donii1iip merlcezi bi

rinci dairenin merlcuinin re•mi, gar1faplar1mn oram l•e benzerlilc 

lcat•agrs111G e1ittir. 

Bu Ozelikten faydalan1larak merkezil benzerlljfin yalntz bi

re-bir degil ayn1 zamanda lki tarafh eft.rekll oldutunu diger blr 

deyimle topolojik blr dOnOtO.m oldugtluu lepatlamak gO.~ degildir. 

6) Merkezil bir ben:eerlilcle elde edilen bir 1elclin alan1nrn ve

rilen 1elclin alanina oran1 benzerlilc lcataag1s1mn lcare•ine e1ittir. 

Verilen teklln alan1 S, reaminin alan.1 da S' tee S' = lc'S 

e1itlill caridir. 

Merkezil benzerlitln a1atidaki dlger Ozellkleri •tikArdir: 
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7) Merkez:il olarak benz:er olan her hangi iki ii(:genin gonleri 

agmdrr; merkez:il olarak benz:er iki 1ekilde kar11t a(:rlarrn gonleri 

birdir (~ekil 186, 187). 

8) Merkez:il olarak benz:er herhangi iki {!ektoriin dolruben• 

zerlikteki (k > 0) gonleri agm, ters benz:erlikteki ise (k < 0) ters

tir (~ekil 186, 187). 

Evvelce inceledil?imiz elemanter di5n119funlerdekinin aksine 

olarak, iki nokta arasrndaki uz:aklrk merkez:il benz:erlikte (k + 1) 

muhafaza edilememektedir. 

Dojtru parQa&1nm nzunlugu benzerlijtin (k + 1) bir dejtiomezi 

olmad1jt1 halde, dojtru parQas1 olma sifati de!ti§mez 15zelik bulun

roaktad1r. 

U<; A, B, C noktas101n bir del?iemezi mevcut olup bu, bu 
llQ noktadan herhangi birinin dijter ikisine olan nzakhklartmn 

oran1d1r: 
AB 
AC bir dejtiemezdir. 

lspat: Dl5ntt111m, A, B, C noktalarm1 A' B' = k. AB ve 

B' C' = k · BC eoitlikleriyle A', B', C' noktalarina g15tilrmek

tedir. 

Oramn dejtiomezligi ise bu evitliklerden elde edilir : 

Ozel olarak tt<; nokta dojtrnsalsa noktalardan birinin di!ter 

ikieiyle etnirh olan dojtrn pari;asm1 bUlme oran1nm dejtiomezlijti 

mevcut olur. 

Merkezil benzerlikte bir eeklin bli;imi detiomez kald1jt1 hal

de oeklin boyutlar1 (k + 1) detiomektedir. 

Bu babsi bitirirken iii; benzerlik merkezigle ilgili teoremi ie

pathyahm. 
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/ki1er iki1er benzer olan ii~ 1eklin benzerlik merkezleri bir 

doJru iizerinde bulunur. 

0 0 , Ou, 0 11 noktalar1, numaralar1 indie olarak belirtilen 

vekillerin benzerlik merkezleri olsun {$ekil 188). 0 11 01~ dogru
suna s diyerek • dogrusunun Ou noktas1ndan gectigini gOstere
cegiz. 

s 

Sek. 188 

S dogrueunu 1 tekline ait kabul edelim. s dogrusu 0 11 den 

gei;tiginden, merkez bu nokta olan ve 1 eeklini 3 tekline got11-
ren benzerlikte • dogrusu kendisine dOn11ttlr. 

$imdi • doltrusu 3 tekline ait oleun. Merkezi 0 21 olan ve 
3 eeklini 2 tekline gMU.ren benzerlik • dogrusuou yine kendisine 
dOn11tt11rttr. Bundan, 2 tekline ait oldugu kabul edilen • dogru
sunun 1 11ekline ait olan ayn1 s dojtrneuna dOnt111ecejti i;1kar. 0 
halde merkezi 0 12 olan ve 1 11eklloi 2 11ekline gOt11.ren benzerlik 
• dogrusunu kendisine gOtlirmt111 olur. Bu ise ancak • dogrusu 
0 12 merkezinden gectiglnde olabilir ve iepat eabit olur ( '). 

(') Merkezl Otj olan olan ve i fekllnt j fekllne (i, j = 1, 2, S) 
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4S. Dalrelerin benzerllgl 

E1it olmagan ve e1merkezli balanmagan herhangi iki Jaire 

merktzil benzer olarak c/1i1iiniilebilir ve ba di5rt tiirlii miimkiindiir. 

Dllter blr deyimle dilzlemde bir daireyl blr d1{terine dOot11ttlren 

dOrt beozedik merkezi varchr. 

Mcrkczil bir benzerlik bulmak ic;in merkezinin ve benzerllk 

kat1ay111nm belirtilmeel gerekir; bunun icln de birlbirlne teka

btll e !en paralel, dojtru veya ters yon Ill lkl dotru par~1m1n 

uclar101 bulmak kAfidlr. 

Yaricaplar1 R, ve R, olan ve c1it olmayan ikl dnlrenln 

merkczh'ri S1 ,.e S, olsun ($ckil 1'!9). 

~ek. 189 

clltllren benzerlltl S1 j lie 11!\stPrlrsek. hpalla, S 11 dll:tlemln herhan1t 

P nokta11n1 p' noklHtn• "e Su lse p' )'ll P' ye 1lltllrdDtll takdlrde 

S11 nln P yl P' ye 1lltDrecetl kabul edtlmltllr. Bu, teoremln hlpote

alude vertlmlo oluak da kahul •dlleblllr. li"yle olmattla beraber hlpo
teal, P noktas1 I ,.,klloe alt olduto takdtrde Sit oln P yl p• ye aot11-

reoett1 fllkllode almak da mllmkDndllr. Bunun dDzlemdekl her P nokta11 

l~ln dotrulutu hf' , lkl merknll beozerlltln toplam1n11l ya blr tlleleme 

••ya merkHll blr beAaerllk oldutuou Uado odoll teoromden ~1kar 

(•8 Dlll 80DU). 
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Birinci dalreyl lklocl dalreye dOni11ti1recek dOnUttlmlerlo 

beozerlik katsay1s1 

lc = R,/R, 

olmalld1l'. 

Arantlan benzerllklerin merkezlerlni bulmak lcin lklncl dal

reniD bir A, A' 1 ~p1n1 ahr ve biriDci dairenln buna paralel olan 

S, A, yar1~p1n1 cl1erlz. A, ve A, noktalar1na aran1lan benzerli

itin kar11t noktalar1 olarak bakarsak, benzerlifln O, merkezl ola

rak A, A , ve S, S, dofrularmm kesi1me noktas1n1 elde ederiz. 

A, ve A', kar,1t noktalar olarak ahnd1jt1nda lee benzerllk mer

kezl O, olur. 

Bu suretle dalrelerden birlnl diiterloe i,;evlren dnrt merkezil 

benzerllk bulmu1 oluru1. Blrlocl dOni11tlm 0, merkezll olup (S,) 

dairesini (S,) dalreslne dOnl11tnrllr ve benzerlik kataay1s1 

le,= R,/R, den 

ibaret bulunur. lklncl dOnU1Um yine 0, merkezlldlr; benzerlik 

katsaylBl Jc,= R ,JR, dlr ve (S,) daireslnl (S,) dalreslne dOnU1tU

rUr. Ayni 1ekilde merke1l O, olan ve dairelerl blrblrlne cevlren 

lkl dOni11Um mevcuttur. 

0, noktas1 verllen ikl dlreniD d11 benzerllk merkezi 0, ise 

ii; benzerlik merkezldlr. 

Dairelerin 0 1 ve O, merkezlerinin ~klfm&11 ballnde, birbl

rlnin tersi olan ve bu dalrelerden birini rtlterlne dOn01tQren mer

kezll lki benzerliltln blr taoe ve ortak olan merkezl bu iki dal

renin merkezlyle cak111r; benzerlitin katsayllar1 da 

Jc, = R,/R., Jc,= R,/R, 

den ibarettlr. 

MerkezU berzerllk dOntlfilmtlntln bire-blr Ozellitlndeo, iki da

lreniD dJt beozerllk merkezinden dairelerin blrioe cl11len tetetle-
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rio dijter daireye de te1tet olaca1t1 elde edilir. le; merkez dairele

rin hic;birioio iciode bulunmad1jt1 takdirde ayn1 Ozelik ic; merkez 

iQin de caridir (~ekil 189). 

fie; benzerlik merkezioe ait 46 da ifade edilen teoremdeo Ile; 

dairenin alt1 be11zerlik merkezifle ail teoremi s6ylilyebiliriz. 

Herhangi ikisi e,it olmryan iic dairenin merkezleri doifrusal 

degilse, iki1u iki1er a11nan bu dairelerin alt1 benzerlik merkezi iicer 

iicer dort dojjru iizerinde bulunu,. (~ekil 190). !spah bir temrin 

~larak oknyucuya b1rak1lm1til1r. 

~ek. 190 

~ekilde alti benzerlik merkezl uygun indisli harflerle g!ls
terilmi~tir: O,,, 0,., Ou, O' 111 O' u1 O' 11· 



I 
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Herbirlnde Uc dairenin ll<; benzerllk mcrkezl buluaan d6rt 

dogruya iii; dairenin bem:erlik eksenleri denir. 

46. E, merkezli benzerlik doniltilmlerlnln gurupu 

Diizlemin ortale 0 noktal1 biitiin merleezil benzerliklerinin ciim

lesi bir garup te,kil eder. 

lspat : Merkezleri ortak 0 noktae1 ve kateaydan le, ve le• 

olan Myle !kl dBnUeilmUn toplam1 ayn1 merkezll ve kateaylSl 

k = lc1k, olan bir benzerllktir, zira 

OM'= le,· 0.W, OM'= k,· OM' = k,· le1 ·OJI 

olup 0, M, M', M* dojtrueal bulunmaktad1r. 

Etkisiz eleman10 varllk 1arh sajtlanmaktad1r: blrim dOnQ-

1ttm, kateay1e1 le= 1 olan dOnft1ftmden lbarettlr. Her eleman1n 

tereio1n varltjt1 da eajtlanmaktadir. Kateay1e1 k, = 1/k, olan mer

kezil dOnft1Um merkezl 0 ve katsay1S1 le, olan benzerlijtin terei 

bulunmaktadir. Ohalde gurupun bfttiln 1artlar1 eajtlanm11 olup 

iddla eablt olur. 

Merkesleri ortak olan benzerliklerin gurupu, i;arp1m ;,lemine 

gare, •1f1rdan farkl1 biitiin reel sag1larin gurupigle izomorftur. 

Merkezi 0 \•e kateaylSl le ..P. 0 olan benzerlilte le eayie101 

tekabUJ ettirirsek, benzerllklerin toplamma, toplanan benzerlik

lere tekabftl eden eay1lar1n c;arp1m1 tekabUl eder. Bu izomorfiz

ma, ortak merkezli benzerlikler i<;in toplam yerlne carp1m dilinin 

kulla01lmasmm daha uygun oldu~unu g6etermektedir (20). 

Diizlemde biitiin noktalar merkez olmale ii:ere, diizlemdeki 

miimkiin biitiin merleezil benzerlile donii1iimlerinin ciimle•i bir gurup 

te1kil etmez. Bunun Myle oldugunu gOrmek i~ln bu cilmleye alt 

iki dOnligllmQo toplamllllll merkezil dOnU11Um olmad1jt101 gOeter

mek tlzere tek bir mlsal bulmak klHidir, zira, bu takdirde topla-
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m10 kapah olmad1jt1 gOsterilmit olur. Hakikaten, bu ct1mleden 

lkl merkezil benzerlik bulup toplamm Oleleme oldujtunu ve dola

y1slyle merkezil benzerllk olmad1#m1 gOslermek kolayd1r. 

Dllzlemde A ve B noktalarm1 karo1t olarak A" ve B" nok

talarina gCitUren keyfi bir oteleme alahm. 

$ekil 191 de gOsterildijti gibi, A ve B noktalar101 A', B' 
noktalanna d<SnnotOren bir benzerlljtln merkezi olarak 0 1 nokta

sm1 ee~elim. Bu taktirde A' A" ve B' B' doitrularm10 ara keeiti 

~ek . 191 

olan O, noktae1, A' ve B' noktalar101 A" ve B" noktalar1na dO

nOtlOren ikinci bir benzerlijtin merkczi olur ve aran1lan benzer

llk bulunmuo olur. 

Teorem : Kat•agzlarz k, cie k, olan ilci benzerliJin toplamz 

k, k, = 1 halinde bir oteleme, di/er hallerde bir benzerlik donii,ii 

miidiir. 

lapat: S, ve S,, katsay1lar1 k, ve k, olan beuzerlikler \'8 

S, = S, + S2 de bunlarm toplam1 olsun. A, B herbangi lki nok

ta, A', B' bunlarm S, dekl reslmlerl, A", B" lse A', B' ni\n S, 
dekl reslmleri oleun. 811 takdirde AB, A' B' dojtru par~alar1 bir

blrine paralel olur ve A" B" = k,k, AB yi sajtlar. k, k, = 1 halin-
~ ~ -+ -+ 

de AB= A" B" ve dolay1siyle AA"= BB" oldujtundan S, blr Me-
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leme olur. k,k 2 + 1 hallnde ise AA" ve BB" blr 0 noktas1nda 

kesitirler. 0 noktas1n1n S, d6ntt11Umllnde eabit kald11t101 goetere. 

cegiz. o• noktae1 0 noktae1010 resmi ise o• A' doitru pari;ae1 

OA ya paralel olur ve A• noktas1 OA llzeriode bulundufundan 

o• de bulunur. Buoun gibi o• noktae1 OB Uzerinde de bulunur. 

Ohalde 0 = o· dilr. ~imdi 0 dan geC(eD herhangl bir dofrunun 

S, ile kendisioe donn,tnjtunn goeterelim. P herhangi bir nokta, 

p• de resmi olsun. Bu takdirde OP dofru parcas101n resml OP 
ye paralel olan ve 0 dan gec;en Or olur. Ohalde P- noktae1 0 
ve P noktalariyle dojtrueald1r ve ayr1ca op•= k,k, OP mevcut

tur. Bu da S, Un merkezil blr benzerlik oldu(tunu goeterlr. 

Gurup itlemini, toplama yerioe i;arpma dilinde kullanacak 

olursak merkezil benzerliklerin toplam1 yerine c;arp1m1ndan babe 

edllir. 

Okoyucuya, dUzlemde incelemit oldugumuz merkezll benzer

lik dOnileUmlerinin ozeliklerine benzer olarak, uzaydaki merkezil 

benzerlik dOniltUmlerinin Ozeliklerinin incelenmesl bir temrin 

olarak tavsiye olunur. 

47. Dilzlemde tekillerin benzerllginin 

genel hali 

A11a(t1daki eartlar1 haiz olmak flzere dUzlemin kendieine olan 

bire-bir dOnU11Umflnfl ele alahm: (i) A ve B nin reaimleri A' ve 

B' dflr. (ii) dilzlemdeki bllt!ln A, B c;ifti lctin 

A'B' . 
AB =k= eab1t 

tlr. 
k say1ema benserlik kat•ag111, taevirin kendisloe de bir ben· 

zerlik donii1iimii veya sadece bir ben'Zerlik denir. 

Boyle doonenmlerin varhg1n1 misallerdeo anhyabiliriz. Onz. 

lemdeki herhangi hareket bir benzerliktir: k = 1. Herhangi bir 
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merkezil benzerlik (k > 0 balinde) yioe bir benzerliktir. Birlm 

donn1nm de bir benzerliktir. 

Benzerllk Ozeliklerlnden blr kac;101 zikredelim. 

1. Bir benzerlikte bir dotru bir dolruga donii1iir, dijter bir 

deyimle, dojtrusal noktalar yioe dojtrusal olan noktalara dOnUtOr. 

Bunu ispatlamak ic;in AB Qzerinde bir C noktas1 ahp resim

lerine A' 8' ve C' diyellm. Beozerliitin tarifinden 

A'C': AC= C'B': CB =A'B': AB 

yazar ve 
(A'C' + C' B'): (AC+ CB)= A' B': AB 

He 

AC + CB=AB 

den 
A'C' + C'B' = A'B' 

elde ederiz. 

• Bu son e1Itlik lse C' ooktas1 ancak A' B' Qzerinde bulundu· 

jtunda dojtru olacajtmdan iHpat sabit olur. 

Bundan 1u neticeyi elde ederiz. 

2. Bir benzerlikte dojru par~a.1 dolru par~aama, bir dojru 

bir dojfruga, bir yar1m-liizlem bir yar1m·diizleme 'flt bir a~1 bir ac;r· 

ya donii1iir. 

3. lki dojru arasmdaki a~r benzerlilin bir deji1muidir . 

Bu, benzerlikte herbangi blr ABC Uc;geninin kendlsine ben

zer blr A' B'C' Qc;geolne dOnUomesioin bir neticesidir, zlra benzer 

dOutt1UmUn tarUinden 

A'B': B'C': C'A' =AB: BC: CA 

yazmak mUmkQodQr. 
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A~a~Idaki 6zelik benzerliklerin cizlmiyle ilgllidir. 

4. Bir benzerlik iki ~ift kar11t nokta {le herhangi bir ii~genin 

re11minin gonii ile tamamen belirlidir ( ' ). 

A' ve B' noktalar1 A vo B noktalarmm resimlerf · olsun 
(~ekil 192). 

~ek. 192 
Benzerlik katsaylSl 

bagmtisiyle belirlldlr. 

A'B' k-- AB 

Keyfi bir M noktasmm resmini, M noktas1 AB dzerinde ol
mad1l!'1 takdirde ABM ilc;genine benzer olan A' 8' M' tl.i:geninfn 
M' tepe noktas1 olarak c;izelim. AM 8 vo A' M' B' ttcgenlerf aym 
y6nlli olduklar1 takdlrde ise agna benzerligi elde edilir. 

A'M' B'M' - -=- = k AM BM 

bal!'1ntis1, M nin AB ttzeriode olmamas1 halfnde, M noktaemm 
M' resminin naetl Qizilecejtinl gostermoktedir. 

( ' ) llerlsl J9ln benzerlljtln dalma ou l!zell~lnl kullannca[:1z: Dllz

lemde blr benzerllk ya brit iln Q~p;enlerln yl!nUnQ mubafaza eder veya 

billUn 091renlerln yl!aUno de~lotlrlr. 
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Bir benzerlikte kare1t noktalar1n Qizlmi bu euretle elde edil
mle olur. Qizlmden, benzerli~in, kare1t lki nokta Qiftiyle ve yO
nttn (do~ru veya tere) verilmesiyle blr tilrlU olarak belirlendi~i 

de anlae1lm1e olur. Ayrrna bir benzerllkte herhangl lki clft kar
e1t noktanin, yon mubafaza edildildljti takdlrde, bu d!ln!llJUmtl 
tamamiyle belirliyecejti actktir. 

Blrisi di~erine benzerlikle dllnll1en, dllzleme alt ikl eekil 
benzerdlrler. 

Bir benzerlikte blrbirine tekablil eden noktalara kartit nok
talar deriz. 

Benzer iki teklln karttt dogru parQalar1na, dojtrular10a, vs. 
benHr dojfru par~alan, benzer dolralar, vs. denir. 

5. Hareket 'llega merkezil benzerlik olmrgan her do/ra-ben

zerlik, diizlemin bir 0 nolctasr etrafrnda bir donmHi 'lie merkezi 

bu nokta olan merkezll bir benzerlijin toplamrna e1ittir. 

Boyle blr halde 0 noktas1n1n dOntltllmde eabit blr nokta 
veya reeml He ~ak11an bir nokta olduguna itaret edelim. Sablt 
noktayt ve ayni zamanda t\)plamlar1 verllen dl!ntlettme e11It olan 
dl!nme ile merkezll benzerllgl bulmaya yarayan ~lzlm usul11ntt. 

gllsterelim. 

0 noktas1nID, 
A ->- A' ve B ,,.. B' 

kare1t nokla clflleriyle bellrll benzerligln istenilen sabit noktas1 

oldugunu farzedellm (~ekU 193). 

Kabulllml1ze gore verllen benzerllk ~ir hareket ve merkezll 
blr benzerllk olmad1g1ndan A' 8' +AB mevcuttur ve A' B' dogru 
parcas1 AB ye paralel degildlr. 

S noktae1, A' B' \•e AB do~rular1n1D arakeeltt oleun. OA' B' 
11Qgeni OAB 11i;genine benzer bir ilQgen oldugundan 



124 Benzer Ilk 

<OAS=< OA'S 

e1Itll~ elde edllir. Bu da 0, S, A' ve A noktalar1n1n bir daire 

B' 

B 

~ck. 193 

11zerinde oldugunu g6sterir. llunua gibi 0, S, B \'e B' noktalar1 

da bir daire tizerindedir. 
. 

Ohalde 0 sabit noktas1, S, A ve A' uoktalar1udan gecen 

daire ile S, B ve 8' noktalarrndan gec;ea dairenin ,arakesitine 

ait olur. Verilen benzerlik ise merkezi 0 Ye ac1S1 <P = < AOA' 
olan d6nme ile merkezi 0 \"e katsay 1s1 k = A' B' /AB olan merke

zil beuzerligln toplamindan ibarettir. 

Sabit 0 noktasiyle arakesit S uoktasmrn c;ak11mas1 hal!::i!I 

ineelenmesini bir temrin olarak buak1yoruz. B6yle bir c;ak11may1 

6nlemek i<;in, mesela B, B' den farkh ba~ka kar,1t nokta c;lfti 

almak kllfldir. Teorem bu euretle iepatlanm111 olur. 

Ayn1 zamanda 1u 6zeli~I de dde etmi!J bulunuyoruz ('): 

( t) Yazar, varhA•n1 kabul ederek. 0 noktas1n1 bulmak l9ln blr 

uaul verml~llr. t;llmdl okuyucu bu noktaoin varhAtna alt lspah 1ore

cektlr. S, A, A' ve S, 8, 8' noktalarlyle bellrll dalreler lklncl blr 0 
noktas1nda ke&lttlklerl takdlrde OAA' ve 08B' a~1enlerlnde kartit a~1-

lar1n eoltllkl lie yOnlerln ayn1 olduAu kolayca goraleblllr. Obalde O 

noktas1 kendl resmlyle cak1tm1t olur. Eter S, A, A' ve S, B, 8' nok· 
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Duzlemin bir oteleme olmryan her doJra-benzerliginde tek bir 0 

rifte noktasr vardzr. 

6) lkinci ne•1iden bir hareket olmryan her ters-benzerlik donii-

1iimii, bir 0 merkezli merkezil bir benzerlikle, ba noktadan ge~en. 

bir dograya gore olan bir simetrinin toplamrna e1ittir. 

!stenen benzerlijtio merkezl 0 olsun (~ekil 19!). OA' do~
rueu OA mo ve OA' de OB nin eimetrijti olmae1 gerektl~lnden 

~ek. 194' 

l simetri ekseni AO 4' ve BOB' flcgenlerinde 0 ac1e101n ac1 or
tay1 olmah ve dolay1s1yla AA' ve BB' do~ru parcalarrn1 

A' P OA' A' B' B'Q OB' A' B' 
PA = OA = AB =k; QB = OB = AB =k 

oranmda bOlen P ve Q noktalarrndan gccmelidir. 

talarlyle bellrll dalreler yaln1z S nokta91nda kesl§ecek olursa 
SA' A'B' - -=--
SA AB 

olduj!'o ve bundan da S nln 'llendl resmlyle c;ak1facat1 elde edlllr. Ohal

de bOlOn ballerde, blr doj!'ru - benzerllkte, sablt blr nokla mevcut ol

mut olur. 
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AB nin eksenine gtsre A 1 8 1 simetrijtioi alarak, 0 merke

zinl, l ek~eniylc A ,A' dojtrusunon arakesiti olarak bulmue oluruz. 

l \'e A,A' do,:trularm10 paralel olma halinin incelenmesini 

bir temria olarak tavsiye ederiz ( '). 

Ozelik 6 dan, dQzlemln hareket olm1yan her ters-benzerll

ginde, bir 0 Qifte noktas1 Ile, biribirine dik ve 0 noktasmdan 

gecen lki I ve m i;ifte dojtrusunun varl1g1 elde edllmle olur <ee

kll 19~). 

7. Dii:elemin biitiin cloJlru ben:eerlilclerinin ciimlui bir 1turup 

te,kil ed~r. 

1kind ne .. ·iden bareketler bu gurnpun bir alt gurupundan 

ibarettir. 

8. Diizlemin biitiin bt1nserlilclerinin ciimle1i bir guruptur. 

Dojtru· benzerlikJer bu gurupun blr alt gurupunu teokll eder. 

Ters-benzerliklerin cUmlesl blr gurup deglldir. 

Birinci ve ikinci nevi blltUn hareketlerin cttmleel, dljter blr 

deylmle, bUUln ortogonal dOnileilmlerin cilmlesi de benzerlik dO· 

niletlmlerlnin gurupunun bir alt gurupudur. 

Bu son iddialarm lspatmtn etraflI olarak yap1lmasm1 bir 

temrln olarak tavslye edlyoruz. 

Benzerlik gurupu, deglemezleri - ,.e alt guruplar1nm dejtio· 

mezleri - elemanter geometrlde etUd edilen gurupun kendisin

den ibarettir. Ozel olarak, benzerlik dtsnilofimtlnde ikl noktanin 

de!iieruezi balunmad1g10a loaret edcllm. A, B, ve C glbl fiQ nok

tanrn dejti~m£zl mevcuttur. liu dejtiemez, bu noktalardan blrinln 

( > Burada yazar eablt uokta Ile • lmetrl ekseululu varht101 kabul 

ederek sadece buolara bulmak l~ln uaul vermektrdlr. Okuyucu bu uaul

le buluuan 0 uoktaa1u1u aablt uokla ve l dotl'usuouo blr almetrl ek

aeul olduguuu lspat elmelldlr. 
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dljter lkieine olan uzakllklar1n1n oran tndan ibarettlr : AB/AC= 
aablt, bir de/i1mu dlr. 

0'9 nokta dofrueal lee, bu Uc; noktanm defitmezi noktalar
dan birlnin ikieiyle am1rh olan doltru parc;ae1n1 bOlme orantdir. 

DOzlemde ele ahnan balde oldujtu glbl, uzay1n kendl1lne 

olan benzerlik dGnUtOmlerlnin Ozellklerl de kolayhkla elde edi
leblllr. 

Bu babel bitlrlrken benzerlikler gurupunun daba genit afln 
dGntt1l1mlerin gurupunun alt gurupu oldujtunu kaydedelim. Or
togonal dGntt1Umler ve benzerllkler a/in dlr. Madde 19 da ele ah

nan bOzdlme ve genltlemeler de afln dGna1ttmlerdlr. 

Uzay1n afln dGn01ftmttnttn genel tarlfl 1udur: Dofruaal her 
tt9 noktay1 yine dofrueal olan 09 noktaya d0nt1ttt1ren u1ay1n 
bire·blr bir dGn010ml1ne afin dGn010m ad1 verilir. BGyle dGnt1-
tllmlerln varhjtt verllcn mleallerden blllnmektedlr. Bu tarlften 
harelretle afin dOn01Umlerln bUtQn Ozeliklerlnl elde etmek mOm
lrll11dl1r . 

Uzay1n afln dOnU10mlerlnln cOmlesinln, a/in dottuf/Jmler 

1arapu ad1 verllen blr gurup lefkll ettlitl kolayca gGrlUeblllr. 
DOnU10mlerin bu gurupunnn drllitmezierlnl ve gurupun Gsellkle
rlnln lncelenmeai af(n geometri nin konu1uno letkll eder (21 ). 

Bu geometrlde &\I kavram1, uzunluk kavram1, paralel olnu
yan dotru parc;alartntn oran1, alan kavram1 mevcut dejtlldlr, 

zlra, bu deterler dOnft1t1mlerln afin gnrupunun delftmezlerl ol
mamaktadir. Paralel dojtrn par99lar101n oran1 Ile alanlarm oran1 

blr deltltmezdir. Aflo geometrinln etlldQ bu kltab10 c;eri;eveelne 
girmez. 
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48. Clzlm problemlerlnln ~6zllmllnde 

benzerllk uaulll 

Benzerllk usulQ, dljter elemanter dOoQoQmlerle ilglll usuller 

gibi, blrc;ok c;izlm probleminio c;OzQmQode faydah olmaktad1r. 

Mesel!, buluomas1 lstenilen 1ekle beozer olan blr 1ekll veya ,ek

lln blr k1sm1n1 c;izmek ekseriya daha kolayd1r. Bu bllha88a prob

lemln 1artlar1odan bir k19m1 aranllao 1eklio blc;lmiol, dijter k1sm1 
ise boyutuou verdljti zaman carldlr. Sartin ikiucl k1sm1n1 bir ta

rafa birakirsak ara01lan 1ekle benzer blr 1ekll c;lzerlz. Tatbikat

ta benzer 1eklllerln c;izlmi merkezil olarak benzlyen 1ekillerln c;l

zimloe irca edlllr (44 ve 47). 

Problem. Bir iicgen icine bir kare ci%mek. 

BC kenar1 Qzeriue, ve BC ye gore A lie ayo1 tarafta olma

mak Qzere BCDE kare1ioi ~izelim (~ekll 195). 

tJ 

8 
1E

1 c 
D 

\ 
I \ 

I \ I \ I 
·I \ 
I \ 

£ D 

~ek. 195 

Arantlao B'C' D' E' kareei, benzerlik merkezi A ooktae1 ol

mak Q~ere, BCDA lle merkezil olarak benzerdlr. Bundan da ara

ntlan kareoln c;lzlml elde edilir. 
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Problem. Verilen bir ABC iir;geni ir;ine; kenarlar1, 'fJerilen 

u, "'• w dojralarzna paralel olan ilcinci bir ii~gen r:izmek (~ekll 196). 

~ek. 196 

u dotrusuna paralcl olmak ve llc;genin AB, AC kenarlarm1 

M ve N noktalarinda keemek Qzcre keyfi bir MN dotrusu Ile M 
ve N noktalarmdan "' ve w do{trulnrmn Ml, NL pnralellerlni c;i· 

zellm. Al doltrusunun BC kenar1n1 kesttti noktayt L' Ile goele· 
rlreek aranilan M' L' N' Qc;geni, A noklas1 merkezil simetri mer· 

kezi olmak llzere, MLN ilc;genine benzer olur. 

Problem. Bir 0 nokia•rnia lce•i,tm a, b, c gibi iii; do/ru 

tJerildi/ine gore, a dogrusu11a teget, merke:zi b dojru•unda olan tJe 

c doJru•u ii:zerindeki lciri1 parr:as1 uzunlujjuna e,it olan bir daire 

r:lzmek (~ekil 197). 

~ek. 197 
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b dogrusu llzerindeki keyft bir S noktaSI merkez olarak a 

dogrusuna tetet r yariQaph dalreyi Qizelim. Bu dairenin c dol
rusu 1lzerinde ayird1g1 kirit AB= m olsun. Merkezi S', yar1Q&pl 

r' olan aran1lan daire birinci daireye benzer olup benzerlik mer
kezi 0 dan ve katsay1s1 

k= l 
m 

den ibarettir ve yanQap r' =/er dir. 

~ek. 198 

Problem. Yiilc.elclilcleri h,., hb, he olan ii~geni ~izmek. 

EvvelA, bir ilQgende yllksekllklerin kenarlarla ters orantih 

oldoguna i1aret edelim : 
.. _1.1.1 

ha. hb ·he - - • - • 
a c 

Bunun ispati, ilQgenin alan1n1n iki kabn1 veren 

aha= bhb = che= 2S 

ifadelerinden elde edilir : 

2S . 2S • S 1 ) 1 • 1 
ha:hb:he = --. - b - . --= - . -b . - • 

a c a • J c 
Ayn1 1ekilde 

de dogrudur . 

b 
1 . 1 . 1 

a: :c=-,;;·-;;;;·-,;; 
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Bu gOz Onilnde tutularak, kenarlar1, aran1lan il9genln yQk

aekllkleri olan t19genl Qizellm: ~imdl lspatlad1t1m1z e1ltllklerden 
~lzimlni yapbt1m1z ilcgenln yQkaekllklerlne ait 

h ' . h ' . h' - 1 • 1 • 1 b a · b • e - ha • };6 . ho = a : : c 

eoiUiklerini elde ederiz. 

Bu lse, aranllan ll~enia, kenarlan ha, hi., la,, olan t19gealn 
yilksekliklerlni kenar kabul eden Qi,;gene benzedltlnl ifade eder. 

Bundan da arandan Uogenln 9izlmlnl elde ederlz. Kenarlar1 

ha, hi., he Olan lli,;genl Qizer ve ha', h6, he' yllkeeldiklerlal bnlu
l'UZ. Kenarlar1 bu yflkaekllkler olan A' B'C' Q9genlni Qizerek, 1e

kil 198 de gOeterildlli glbl, B merkezli beazerllkle btlyQllQrllz. 

<;izim ayn1 zamanda c;OzQmiln varhk prt1n1 da verailt olmak

tad1r. 

MllstakU 9ahoma i9ln gereken baoka mlaal ve temel prob

lemleri evvelce babsettitimiz I. I. Alekaandrov'un kltab1nda bul

mak mllmkllndllr. 

1-.. 



BULOM VIII 

EV1RT1M 

B61Um VIII . tie dUzlem ve uzayin evlrtim
lerioi etlld edecejtiz. Madde 51 de evlrtlmlerin 
geometrik problemlerio ~OzUmtlnde tatblkah el~ 
ahoacak ve buounla ilgili olarak cetvel ve per
gelle c;nzlllebilen bUtiin problemlerln yalmz ser
best pergel kullanarak ~izilip c;izilememesi sorusu 

. cevapland1r1lm1t olacakttr. Ornek olarak, IV. ki
s1mda etlld edileeek olan Lobaebevskli geometrl· 
slnln tefslrinde esas 6nemi olan problemler aec;i
lecektir. 

~eklllerin evlrtim d6nlltllmlerinde dejti'
mez Ozellklerinden Lobache\•skli geomelrle!nde 
en bilyilk 6nemi olanlari nzeriode durulacaktir. 

49. Dilzlemde evlrtlm 

Merkezi 0 ve yaru;ap1 R olan bir dalre alahm. 

M' noktasma; a1ag1daki 1artlar 1agland1g1 takdirde M nin 

verilen daireye g6re twrik i (evrlgl) denir : 

1) 0, M ve M' noktalar1 0 dan gec;en blr lflD llzerinde 

bulunur. 

2) OM' · OM= R' carldir. 

M' nun evrljtl de M nokta111 oldugundan M ve M' noktala

r1na verilen daireye gore birbirlnin evrl{tl denir. 

D!lzlemde her M noktaa1na M' evriglni tekabQl ettiren d6-

nt11Ume cliizlemin cierilen birdairege gore ef1rili veya sadece evir· 

tim denlr. 
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Verilen ~laireye evirtim dairesi; merkezlne evirtim merke:i 

vcya et•irtim kutpu: yaru;apina, evirlim gar1~ap1: ve yaru;ap!D ka
resine ise evirtimin kuvt•eti denir. 

Evirtimle hirbirine teknbill eden iki ~ekle evrik ,ekiller ad1 
verillr. 

Evirtlm kntpuoun evrijtl olmad1jtmdan evirtim, cliislemin 

lun1.isine birt!·bir bir donii,iim1i degildir. 

Kiirenin kcndlsine stereografik izdOenmle tasvirlnde bGyle 
bir durumla kare1latm1ellk ( 17). 

Buudan aonra kutup noktaa1nda dellnmlo, dller blr deylmle, 
0 11oktas1 at1lm11 olan dllzlemle meegul olacaf1z. 

Bir evirtim, katap nokla•rnrla delinmi1 cliislemin kendi•ine olan 

bire·bir bir tawiridir. 

Negatif kavvetli (- R') blr evirtim de d0t11ntllebilir. Kuvveti 
-R' olan evlrtlm deyince kuvveti R' olan evirtimle evirtlm kut
puna gl}re simetrlnln toplamm1 aobyornz. 

Evirtimln 0 merkezinden gec;en bir ekaen llzerlndekl yOnUl 
dotru par~alarma pozitlf ve negatif lpretler vererek, negatit 
kuvvetli bir evirtlmdekl evrlk M, M' noktalar1 lc;in 

OM'· OM=-R' 

denkleml ya ztlabllir. 

Negatlf kuvvetli bir evlrtlmde noktalar1 c;lfte noktalardan 
lbaret olao dalre mevcut detlJdlr. Evlrtlm dalresl detl1mez ol
makla beraber noktalar1 Ilk yerlerlnl muhafaza etmez. Bundan 
sonra, aksi sOylenmedlkc;e, biz daima pozltlf kuvvetll evlrtlmler
den babeedeceflz. 

Evirtimln elde edeceflmlz her Ozellflne negatlf kuvvetll 
evlrtimde buna tekabtU eden Ozelifinin lfade edilip lapatlanmaam1 
okuyucuya blr temrin olarak tavslye edulz. 
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Evirtim dalresiyle merkezi verlJditinde herhangl blr M nok· 

ta11n1n M' evrillnin c;izimlni bulmak ic;in usuller vereceifiz. 

1. Atajt1daki c;izim, hareket noktas1n1 evrlk noktalarm tarl· 
finden alml!jhr: 

a) M noktae1 evirtlm dairesinin ic;inde ahnmit olsun. M den 

OM 11mma blr dlk c;izerek evirtim dairesinin T ,T, klritini elde 

edelim (~ekil 199) \"e bu klrifin uc noktasmdan daireye T ,M' ve 

~ek. 199 

T,M' tejtetleriol c;izelim. Bu tejtetlerin M' kesitme noktas1 M 
nin M' evrijtinden ibarettlr. 

M noktas1 0 kutpuna yaklattJkc;a M' de uzaklatmllJ olur; 

M noktas1 0 He cak1ttlittnda cap1n uclarmdaki tejtetler paralel 

olnp kesi~mezler. M noktas1 evirtim daireslne yaklattlkca M' 

evrijtl de aynl daireye yaklatml!j olur. 

Qemberin her P noktas1 (~ekll 199), OP· OP' = R1 e@itll· 

tlnden dolay1, dllzlemin evirtiminde sabit kahr. 

b) M noktae1 evirtlm dairesinln du111nda almm1e olsun . M' 
ntln evrlifi M olduifundan ters sirada icra edilen ayn1 clzim ara

mlan noktay1 vermit olur. 

Verilen M' noktasmdan (~ekll 199) evrltlm dalreslne M'T., 
M'T, tetetleri clzilir ve T, ile T, detme noktalar1 blrlettirilerek 
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elde olunan T ,T, kirif1iniD or ta noktas1 aranllan M nokta11 olur. 

Evrik noktalara ait ikinci c;iziml vermeden aoajt1daki teo
remleri lepathyahm : 

1) A, A' t1e B, B' evrik nokta ,ift/e.,.i i•e t1e O,A t1e B tloj

rusal tlegilse, (e"irtim merkezi 0 oldu/una gore) OAB t1e OB' A' 
ters benzer iki ii,genrli.,., 

Evrik noktalarm tarlfioden 0, A, A' ve 0, B, B' noktalar1 

OA' · OA = R'; OB' · OB= R2 

etitlikleriDi eatlamak Uzere, blrer llJID tlzerinde bulunurlar. 0 
noktaemda ortak actlart olao OAB ve O' AB' tlc;genlerinden 

0.4' OB 
OB'= OA 

elde edilerek lspat eubit olur. 

Karv1t teorem de dojtru olup aajtlamae1 gttc;ltl.k arzetmez: 

11) 0 noktaarndaki a~1lar1 ortak olan OAB t1e OB' A' ii(;gen/e.,.; 

tera benzer iaelt>r, A, A' ve B, B' nolcta (;ift/e.,.; 0 me.,.kesli bi.,. ev;.,.. 

timde evrik nokta (;iftfe.,.i olar. 

Evvelkilerden, A;!' B' B dortgeninin d11rna b;.,. daire 'izilebile

ceji de c;1kar. 

2) Edrtimln 0 kutpu ve evrik A, A' nokta c;ifti verlldiitln
blr B noktasmm B' evri~inio c;izimi l}Gyle elde olunor: 

OB llJIDIDI c;lzerek, Uzerinde OA dotro parc;as1na evit OA, 
doitru parcaem1 (~ekll 200), OA ttzerlnde lee OB ye e1Jlt OB, dojt
ru parc;ae1m alahm ve A' noktaemdan B ,A, dojl'ruaona A' B' dojt

rusunu c;lzellm. Aran1lan nokta A' B' lie 08 nln B' arakeait 
noktaa1 olur. 

Qlzim, demln lspntlam11J oldojtumuz Gzeliklere dayanmakta

d1r. Bu c;lzim, ters blr benzerlljtin l eksenine gi>re blr almetri Ile 
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merkezi 0 olan bir benzerlik topla1111n11 e!jit olma11ndan baoka 

bir oey degil<.llr (~ekil 200). 

ek. 200 

3) Evrik noktanm galmz pergel kullanarak rl;sllme•i. 

CetveJ ve eerbest pergelle yap1labilen her c;lzlmin yaln1z 

pergelle yap1labileceA-lnl (11) den bllmekteyiz. Bu teorem, yaln1z 

pergel kullanmakla sira Ile beo temel c;iziml (10) icra ederek elde 

edilmloti. Bununla beraber temel c;izlmlere lcra etmeksizin, ara

mlan c;lzimi do~rudan dojtruya pergelle bulmak mllmkilndl\r. 

A noktasmm, 0 merkezine ve I' evlrtlm dalresine gore A' 
evrijtlni bulmak istiyelim (~ekil 201). A merkez ve AO yar11;aph 

daireyi c;izip bu dairenin I' dairesini keatiA'l noktalara U., U, 

§ek. 201 
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diyelim. (~ekil 201 de A noktas1 - U10U1 dairesinin merkesl -
gOaterilmemittir. 

Merkezlerl U, ve U, ve yaru;:aplar1 U,O = U,O olan lid dal
re yay101 <;izelim. Bu ya:vlar1n 0 dan farkh arakealt noktas1 A 

nm A' evri~inden lbarettir.) 

lapat: A ve A' ooktalar1 OA 1,101 Uzerinde bulunup lklz

kenar DAU, ve OU,A' Oc;genlerinin beozerli~inden 

OA' OU, 
OU,= OA veya 

OA' R 
R =oA 

veyahut 
OA' · OA=R' 

elde edllir ve lsbat aablt olur. 

Bu c;lzim evlrtlm dalreainln d111nda ahnan A nottalar1 lc;in 

dalma tatbik edilebillr. A nokta11 dalreoln ic;lnde ise, A da OA 

yaru;apt ile c;lzUen dalre 

oldujtu takdirde evlrtlm dairesini keaeblllr. 

Bnndan da yukardaki c;izlmln genel olmad1~ anla91hr. Sa

dece pergel kullanarak A noktas1n10 evrl~lnl verecek gene! c;lzi

mi bulmasm1 okuyucuya tavslye ederlz. 

Evlrtimln baz1 Ozelltlerini lncellyelim. 

1. E~irtim mvlcuinclen ge~en bir dopa rftlirlimle lcencli•iM 

donii1iir. 

Bo, evrik noklalarin tarifindekl Uk tart1n bir neticeaidir. 

~ekll 199 da OP yar1c;ap1 ttzerindekl M noktalar1n1n PM' 11101 

llzerindeki M' noktalar1na dOnlltmealne mukabil OQ yar1c;ap1 

1lzerindeki noktalar QN 11m1 lllt!l'indeki noktalara dOnlltmekte

dirler. 0 nokta11n1n evrlaf yoktur. 
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Bir evirtim, simetri gibi, bir OP 11in1 eivar101 P noktas1 

etrafmda (evirtim dairesinin P ooktasmdaki te1teti etraf1oda) dOo

dUrmUt olur. Bu eeoada PO yam;ap1mo uzunlul}u soosuz uzar 

balbuki eonsuz PM' 11101 PO yar1cap1oa kadar kUcllHlr. 

Simetrl, dllzlemio bir simetri ekeeol etrafmda yartm devri 

demektir; evirtimde simetri ekscni rolUoU evirtim dairesi oyna

maktad1r. 

Evirtim dairesioln yaru;apt «b!lyiik» lse dalrenin •eivar» 1n

da evirlim daireei •yakla1pk olarak» blr simetriye denk olur. 

2. Merkezi evirtim kutpunda olan bir daire e, merkezli bir 

dairege donii#ir. 

M ve M' evrlk noktalar oldujtuna gore, yar1cap1 OM olan 
daire, evirtimin tariflnden, yar1cap1 OM' olan daireye dOnlleilr. 

Evirtim daireelyle e1merkezli olan ve evlrtim dalreelnin 

lcinde bulunan bir daire evirtlm dairesinin d1110da olan bir dal

reye dOnllellr. Bunun kar11h da dol}rudur. Bu ic daireoin yan 

c;ap1 ne kadar kllcUkse resminin yar1c;ap1 kadar bllyUk olur. Bir 

evirtim, evirtlm daireslnin ic;indekl biltlln noktalar1 dUzlemde 

d11 noktalara ve d11 Mlgeoln bepalni ii;eriye gotUrUr. Evirtim 

daires! de del}l11mez kahr. 

3. E'fJirtim dairuine dik olan bir daire kendiaine Jonii#ir. 

Evirtim daireein! P ve Q noktalar1nda dik olarak keeen blr 

dalre alahm. OP ve OQ yar1caplar1 P ve Q noktalar1nda bu dai

reye tejtet olur (~kil 202). 

Dik daireyi A ve A', B ve B', C ve C', · · · noktalarmda 

kesen OAA', OBB', OCC', · · • 111inlarm1 cizelim. 

Kesen parcalar101n carp1mlariyle ilglli teoremden 

OA' · OA=OB · OB=OC' · OC= ·· · =OP'=R' 
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yazar1z. Bu e1itllkler dik dairenin evirtimle kendieine dtlntltltl· 

jttlnU, diger bir deyimle, d11 PA'Q yay1 IQ PAQ yay1na d!Snt11en 

de1tI1mcz daire oldui?unu g6eterir. 

Burada eimetri Ile bir benzerlik gOrmekteyiz. 

Bunun kar11t teoremi de do~rudur: 

e' 

~ek. 202 

fA' 

c' 

4) Evirtim daire•inden farkl1 olup et1irtimle kendi•ine donii1en 

bir daire evirtim daire•tni dik olaralc lcner. 

5. Et1irtim kutpundan ge~en bir daire bir do/raga donii1iir. 

L, E\•irtim daireelnln 0 merkezinden get;en bir dalre olsuo 

(~ekll 203). L daireelnin OA yaru;apm1 t;lzlp i;ap1n A ucunun A' 

evrilinl elde edelim . 

A' den get;ip OA 111n1na dik olan I dotrueu L dalresinio 

evrllinden ibarettir. lspat: 0 dan get;en bir OMM' lfllll L daire
slyle l do~ueunu kar11t olarak M, M' noktalar1oda keselo. O 
noktaemda ortak ac1lar1 olan dik OMA ve OA'M' ilQgenleri ters 

benzer oldujtundan A, A' ve M, M' ooktalar1 0 merkezll bir 
evirtlmde evrik nokta Qiftleri olurlar. Bu evritimin yar1cap101 

bulahm. Adi gei;en liQgenlerin beozerli{tloden 

OA OM' , 
OM =oA' '\'Cya OM . OM=OA'. OA= R' 

elde edilir. 
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Ohalde L <lairoslnl l doctrusunn c;eviren evlrtlm, verllen evir· 

timin ayn1 olur ve ispat sabit bulunur. 

~ek. 203 

Edrtimln kar1J1thk Ozelljtlnden vunu elde ederlz: 

6. E'flirtim merkezinden get;migen bir l dojra•a euirtimle, 0 
merkezinden ge,en bir dairege doniiJiir. 

Bir dojtrnnun veya kutuptan gec;en blr dairenin, bu dojtru 

veya daire evirtim dairesinl kestitl takdirde <eekil 208), resllnle
rlol Ciizmek Ozelllkle kolay bir iftir, zlra, bu halde verllen P ve 

Q gibi ikl Cifte DOktasL bilinmektedir. 

~ ve (1 yard1mc1 teoremlerlnden &1J&jt1daki Ozelijti elde ederiz: 

7. E'flrik A, A' noktalarmdan get;en bir daire kendi1ine donii• 

1iir 'fJe dolag1•igle I' wirtim daire•ini dik olarak ke1er "(~ekll 204). 

OAA' dogrusu, evrik A, A' noktasLDdan gecen blltlln daire
lerin ku,·vet eksenldir (~ekil 204). Ortak bir kuvvet eksenlni haiz 

olan dairelerin cUmlesine daire demetl denir. 
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Adi ge~en demete alt her daire cvirlimle kendisine dOntlotlr 

\•e I' evirtim daire11ini dlk olarak keser. D~metin btltiln dalreleri 

ii,; in 

OA' · OA=R1 

caridir ve bu, 0 evlrtim merkezluden demetin bl1tt\n dalrelerine 

c;izilen teiteUerin uzunlujtunun e11it oldujtunu ve de~me noktala-

a, 

~- 20l 

rmm geometrik yerlnin, AA' doitrusu Ile kesiome noktalar1 harl~ 

evlrtim dairesinden ibaret bulundu{t'unu ifudc eder. 

Kuvvet eksenlnln tarifini gBz Oa!lnrle tutarak 11unu lfade 

edebillriz : 

8. Bir daire demtdi ile, kuflvet ekaeni iizerin:le (demete ait 

dairelerin dr1rnda) bir P nolctasr vtrilmi1 olsun • Ba takdirtle me,.. 
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/cui P olan, '11! Jemete ait lier Jairenin dilc balandalu ve Jolag1-

•igle l!flirtimde Jefl1mu olan bir efJirtlm daire•i mn1cattar. 

Kuvvet ekseol a, olao dalre demetloe (~kll 204.) elipti/c a, 

olaoa parabolilc ve a1 olaoa laiperbolilc 11emet denlr. 

Eliptlk dalre demetloio dalrelerinlo ilci ortak ooktas1, para

bolik olaolar1okilerlo de hie; ortak ookta11 yoktur. 

Verileo blr I' dalreaiol dlk olarak keseo dairelerlo cllmleai

ne dilc dairelttr dttmeti deolr. r ya gore evlrtlm bu demete alt 

her dalreyl keodiaine c;evlrir. 

Daire geometrislolo etlldllnde takip edilecek en lyi yol uy

guo atrada sec;lleo birc;ok problemi mflatakil olarak c;Osmektlr. 
Hlc;blr problemlo c;Oz1lmQ bllytlk bir gflc;lflk arsetmemekte olup 

bu De\•I problemlerlo kolekalyonu, elektromanyetlk alaolarda, 

aerodlnamikte, 111 teorlslnde ve dljter birc;ok .. balarda g'!nl, tat

blkab olan elemanter geometrinln Onemll bir k11miyle huausiyet 

peyda ettlrlr. Ebemmiyetsiz olm1yan diltcr cihet de bu problem

lerdeo elde edllecek problem-c;Osme mabaretidlr. 

9. Eflirtim mttrlcuindttn ~migen bir daire fff1irtimle bir daire

!Jff donii1iir. 

Verilen daireoln, kendlaine ail noktalardan blrinin reamlni 

halz olma hall, yukar1da 7 de mQta!Aa edildlfinden lspahm1zda 

verilen dalre ile evrljtlnln keai1medljtlni kabul edebiliriz. 

AB verilen dalrenln, 0 kutpundan l'ec;en c;ap1 ve A', B' 
noktalar101n resimleri olaun (~ekll 205). M' noktas1, verllen dal· 

reye alt keyfi bir M noktaa1n1n reami lee OAM ve OM' A' tlc;

genlerl OBM ve OB' M' flc;genlerl gibi tera benzer olduklar1ndan 

< OAM = < OM'A'=x, < OBM=< OM'B'= /I 

elde edilir. 

Difer taraftan 
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< OAM-< OB'M' = x- 1'1= < AMB= _..::. 
2 

< A'M'B' = < OM'A' - < OM'B' = x- 11 =!!__ /I 2 

148 

bulunur. M' noktas1 A' B' doitru par9aa1n1 dik a~1 altmda gOrdtl-

0 

~ek. 205 

jtilnden, verilen dairenen noktalar1n1n evrljtl olan M' noktalar1n1n 
geometrik yeri bir dalre olmut olur ve i11pat sabit bulunur. 

Burada, fJerilen dairenin merkezinin ruminin eflrik dairenin 

merkezi olrnadzgtnz tebarQz ettiriyoruz. 

s 

~ ~k. ~06 
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lepat edilen bu Ozelik bize 9unu lfade ettirir: Biitiin dojru 

e>e dairelerden ibaret ciimle blr eT•irtimle kendiaine donii,iir. 

10. (Evirtimde actlar10 deitll1mezll(tl). Ke•i1en iki ejri ara•zn

claki a~1mn de/eri eC11'timle de.qi1mez. 

A noktaemda kesioen r ve <5 ejtrileri blr e\•irtlmle r' ve b' 

ejtrilerloe dOnnosnoler <1'ekil 206). i'' ve 1\' ejtrilerlnin A' keeifme 
noktae1 A noktasmm reemldir. 0 noktas1odao blr OS doitrueu 

clzerek bunun dOrt ejtriyl kestiitl M, N ile reelrnlerl Olan M'' N' 
noktalar1n1 ioaretliyelim (' ). 

OMA ve OA'M' ters benzer ttogenlerinden 

<OMA=< OA'M' 

ve bunun gibi ONA \'e OA' N' ters beozer 11~genlerlndeu 

<ONA=< OA'N' 
ve bunlardan da 

<MAN=< OMA-< ONA= 

< OA'M' - < OA'N' = < M' A'N' 

elde ederiz. Bu iee ;· \'e .> e{trilerinin AM ve AN keeenleri ara-
110dakl ¢ ac1em10 i'' ve cJ' egrllerinin A' M' ve A' N' keaenlerl 
araetndaki ¢ , ac1e10a e9ltlliti demektir. 

x ... O olarak limlte gecildi{tinde M ve N noktalar1 A nokta
ema, M' ve N' noktalar1 A' noktaema, ve AM, AN, A' M', A' N' 
keaenleri ise ejtrilerlnln tejet durumlar1na gitmit olur. -Ohalde 

( ') OS do~rusu e~rllerden blrlnl, mHell, T Y1 blrden fula nok· 
tada keaerae A ya en yalt1n olan M keeltm• aoktaa1n1 ahr1z (y llaerln· 
de A lie M aru1nda OS ttzerlne dttoen batka nokta yok anlamanda). y' 

etrtal T n1n reaml oldujtandan M nln rennl olan M' noktH1 OS Ile 
y nllD A' ye en yalun arakealt noktaa1 olur. 
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lim </>=Um <P 1 • 

:t >-0 Clr. ->-0 

Ru ise r ve " e#rilerinio keeieme a,,;1em10 y' ve d' etrilerinin ke

el11me a,,;1e1na etit oldutunu ifade eder, zira, iki egrl arasmdaki 

&QI bunlarm kesl11me noktalar1ndaki tetetler araemdaki &QI ola

rak tarif edllmittlr. lepat bu euretle bitirilmit. olur. 

Ohalde evlrtim kon/orm bir d!Snfttllmdllr. 

Su hueuea ltaret edelim: Bir e'1irtim ai:rlarrn delerini mulaa

faza ederse de gonlerini deji,tirir (Simetri ile tam beuzerlik). 

A,,;uarm muhafaza edilmeeindeo 110 neticeyi elde ederlz : A 
noktasrnda te/et olan iki e/ri bir evirtimle A nrn A' resmlnde tejet 

olan iki ejrige donii1iir. 

11erlei lcin ,,;ok faydah olacak olan iki !Szellk vrrecr tlz. 

A. Evirtim daireai olarak verilen bir I' dalresine dik olan bir 

y dairesi alacak olursak (Sekll 20.t), bu evirtim kapalr I' diskini 

kendi iizerine tawir eder. 

Bu taevirde I' diskioin i' daireei d111ma (!cine) dOten k1em1 

)' ntn iQindeki (d101ndaki) k1ema tae\•ir olunur. 

I' dieki, taevir eonunda ;· daireeioin I' i,,;ine dllten yay1 et

rafmda d!SndUrQlilp yatmlm111 gibidir ve eimetrl ile bliyUk ben

zerlik mevcuttur. Simetri iee dik (ortogonal) bir • yay» a gUre 

evirtimin limit halinden baoka birtey de(tildir. r daireeinln yari-

1,;ap1, r dairesiyle diklik baki kalmak 11artiyle soneu~ olarak b!l

ytitlll!lree, yay I' daireeinin c;ap1 olur ve evirtlm blldittimiz el

metriye yakla11m11 olur. 

lkincl teoreme gecelim. Evlrtimde keyft lkl noktan1n delit· 
mezl mevcut de#lldir. Bunun gibi U,,; noktan1n da delltmezi yoktur. 

Halbaki dort nolttamn e'Uirtimde bir dejl1muf mt>vcat balun

malctadrr. Dort A, B, C, D noktae1n1n defiomezini anlatmak l<;in 
1u tariff ithal ediyoruz : 
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Dilzlemin d6rt A, B, C, D noktasrnzn bu szraga g6re t;ifte 

oranrn dan oranlar1n 

AC.BC 
AD " BD 

oran1m anhyoruz. 

D6rt noktamn i;ifte oramn1 (ABCD) eembolll ile g6eteriyo
ruz. Obalde 

(ABCD)- AC. BC 
-AD . BD 0 

B. (ABCD) t;ifte orani bir evirtim-le A, B, C, D noktalarrnrn 

bir deji1me%idir. 

lapat : OAC ve OC' A' tere benzerli~ioden 

(1) 
A'C' OC' OC' · OC R' 
AC = OA = OA · OC = OA · OC 

yazabiliriz. Bnrada, A' ve C' ler A ve C nin evrikleri R ve 0 
iee evirtimln yar1i;ap1 ve merkezi bulunmaktadir. 

Ayn1 enretle 

(2) 
B'C' R' 
BC - OB· OC 

(S) 
A' D' R' 
AD =oA · OD 

(4) 
B'D' R' 
BD =os. OD 

yaza biliriz. 

Bu dOrt etiUikten iee 

A'C' B'C' AC BC 
A'D': B'D'=AD: BD 
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veya (A' B'C' D') = (ABCD) elde edillr. Bu da dOrt noktanm cifte 

-oran10in evirtimle de~ltmeditlni gOetermektedir. 

lhtarlar: 1. Qifte oranmt tarif etti~imlz dOrt noktantn 

dotrueal olmae1 tart dei:tildir. Bu noktalar evirtlm merkezi 

haric olmak ttzere dUzlemln berhangl noktalari olabillrler. 

2. E\·irtim do~ru parcalarm1 dotru parcalar1na taevir 

etmez. (A' 8' C' D') dekl dotru parcalart (ABCD) dekl dotrn 
parc;alar1n1n reeimleri de~ildir. 

SO. Uzayda evirtlm 

Uzaydaki M ve M' noktalarma, ata~1daki tartlar cari oldu
~unda, yar1c;ap1 ve merkezi R ve 0 olan daireye gOre evrik nok
talar denir. 

1) M ve M' noktalar1 0 kutpundan gei;en bir JtlD tlzerln
<1edlr. 

2) OM'· 0Af=R2 ca.ridir. 

Uzaym kendieine taeviriode, (0 kulpu haric) her M nokta
sina M' evri~ tekabUI ettirilen dOntttfime blr evirtim denir. 

Merkezi 0 ve yancap1 R olan kilreyttzeyinln blltDn nokta

lari kendilerine d6ni11o1Urler, di~er bir deyimle, evirtlmin ~ifte 
noktalarz d1rlar. Qilte noktalardan ibaret olan bu kilre ytlzeyine 

evirt/m kiireai adt verilir. 

Bu tariften, evirtim mi:rkezinden gec;en ve bu 0 noktaemda 

<1elinmit olan her ctiizlom, uzay evirtlminde kendieine d6nilollr. 

Ayrica, dilzlemln kendieine olan bu taevlrl, dOzlemde 0 mt:rkezli 

ve .~ yar1caph blr evirtim olur. 

Bu ihtar ve dQzlcmdeki evirtlmln Gzeliklerlnden tu Gzelik
ler elde edllir. 
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1) 0 evirtlm merkezinden gec;en blltlln dojtrular (0 kutp11 

baric;) kendilerine d!>ntlollrler. 

2) Merkezi 0 evirtlm merkezinde olan bir kllre e1merkezli 

bir kilreye dOniloQr, 

3) Evirtim kl1resiul dik olarak kesen bir ktlre kendlalne dO

niloilr. 

s•) Evirtim kttresiol dik olarak keeen bir daire k~ndisine 

dOnttoilr. 

4) Evlrtim kllreslnden farkh olao ve evirtimde kendisine 

dOnil1en bir ktlre evlrtim kllreeinl dik olarak keser. 

4•) Evirtim kttreslne ait olm1yan ve evirtimde kendlsine 

dOniloen bir dalre evirtim dairesloi dik olarak keaer. 

5) Evirtim merkezioden gec;en blr kllre bir dQzleme dOntt1Ur. 

Ozel olarak, Myle blr kilre bir P noktasmda evirtim kil

resine tejtet ise, kQrenin reami olan :r dUzlemi de ayn1 P nokta

smda evlrtim kttreaine tejtet olur. 

Stereografik lzdfiollm kilrenln bir evlrtim dOn!l1UmQyle n 

dllzlemloe tasvirlnden baoka bir 1ey dejtlldlr (~kll 117, 118, 122, 
124). S noktas1 evirtim merkezi yerine gec;mekte ve SP evlrtim 

yar1c;ap1 olmaktadir. 

Okuyucu, blr temrln olarak, stereografik izdUoilmUn madde 

17 de ele ahnan !>zellklerini e\·lrtimin Ozeliklerioden elde et

melidJr. 

5•) Evlrlim merkezlnden ge~n bir daire blr dojtruya do

nlloilr. 

6) Evirtim merkezlnden gec;miyen bir dllzlem evirtim mer

kezlnden gec;en blr ktlreye dOn11oilr . 

• 
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a•) E\'irtim merkezlnden gecmiyen blr dog-ru evirtim merke
"Zinden gec;eo bir daireye dOnlltilr. 

7) Evrik iki noktadan gec;en blr kUre kendieine dOnU1Ur ve 
doiay1siyle evirtim dalreeini dik olarak keeer. 

8) Uzayda evirtim; yUzeyler, eg-rller ve yflzeylerle eg-riler 
arae1udaki ac;llar1 muhafaza eder. 

Bu bahei .kapatuken ileride faydah olacak olan Onemli blr 
Ozelig-1 kaydedelim. 

Verilen bir I' kllreelne dik olan bir y kttreelnl evlrtim kQre

ei olarak ahrsak, bu evJrtim kapa11 kttre cismlni kendt.lne c;e
virlr. 

{Jzay eVirtimlne alt yukartda siralanan Ozellklerin etrafh 

baelt ispatlarmm yap1lmas1 temrin olarak buak1lm11ttr. 

Sl. Evfrtlmlerln geometrlk ~lzlmlere 

tatblkl 

Evirtim dOniltllmleri c;izlm problemlerlnln c;Oztimlerlne ve 

ispatlarma muvaffakiyetle tatbik edilebUir. 

Evirtim ueulfln11 misalJere tatbik ederek incelemlt olacaa1z. 

Bu miaaller k1smen ilerideki faydas1 goz Onttnde tutnlarak sec;ll· 
mlotir. 

Problem: Verilen bir I' dairui ifinde alinan A ve B nokta• 

larzndan gefmek ve '161'ilen dairege dik olmak ilzere bir daire fit:• 

mek. 

Aran1lan daire I' dairesine gore olao evirtimde deatomez 
kaid1g-1ndan c;izim derhal elde edilir. r yt evlrtfm dairesi eec;mek 

suretlyie A om A' evrlalni altreak ABA' ttc;geninin c;evrel dai

!'eei aran1Jao daire olmut olur (~kll 207). 



VerileD A ve B Doktalar1 I' DID 0 merkeziyle doitrusalsa. 

arao1laD dalre bir doitrudaD ibaret olur. Problemio bir ~OzQmil 
vard1r. 

~ek. 200 

Problem : Verilen bir A nokta•rn-ian ge~mek iistre, birbirine 

dik olarak verilen iki dairege, dik olan bir daire ~izmek. (A DOk· 

ta&1 verileD dairelerden biriDiD d191Dda buluDmaktadtr.) 

~ekil 208 deki I' ve ll dairelerl verileD daireler olauD. Ara· 

DtlaD dalre, evlrtim dalreleri I' ve g olan iki evirtimde dejti9mez. 

§ekil 208 

kalacaitind&D cozQmil hemeD elde ederiz. r y1 evirtlm dalre1i 

alarak A DID A' evrijtlDI, g y1 evlrtim dalresl alarak A DID A" 
evrljtlDI bnluruz. 

AA' A* ttcgeDiD cevrel daire1l aranllaD dairedeD lbaret olur. 
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A, A' A .. noktalari dojtrueal olabilir. Bu takdlrde verilen 

dairelerin merkezler dojtrusu arandan dairenin yerine geQmlv 
olur. 

Problem in tek bir Q6zttmil meveuttur. 

lhtar : Vermie olduJ?umuz Q6Zilm I' ve g dairelerinln 
dik olmamae1 halinde de muteberdir. Diklljtl suf ileride lil

zumunu dileilnerek ald1k. 

Problem : Bir A nokta111 ile biribirine dik g '18 I' daireleri 

flerilmi1k8n, A dan ge~ip g ge tejet f/8 I' ga dik olan bir daire 

~izmek (~ekil 209). 

Arandan daire I' dairesine dik oldugundan, I' daireslne go
re evirtimde dejtivmez kallr. 

AranJlan dairenin g daireeiyle olan P dejtme noktae1, bu 

~ek. 209 

dairelerin dejtme noktasrna d6nttvtiljtl1nden P noktas1 c;ifte nokta 

olur ve dolay1elyle r ttzerlnde bulunur. 

Bunlardan, arandan dairenln c;izlmlne gec;ebiliriz. I' ve g 

Din arakeeit noktalarmdan birlne P der ve A mn I' daireelne gore 
evrijtinl A' Ile gOeterlrsek A, P ve A' noktalar1ndan gec;en daire 
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aramlan daire olmu' olur. I' veg dl\ireleri P ve Q glbi iki nok

tada kesi!jti~inden probleme iki c <: \'llP vard1r. 

0, A ve P noktalar1 doitrusal lse, arau1lan cevap I' nin 0 

merkezinden gec;en doitrndan ibaret olnr. 

A nokta11101 I' nm Uzerinde veya d1,1nda alacak olursak vi

zim ne 11ekiJ ahr? 

Problem. Bir I' dairesi ile buna dik olan ve ortak A nokta-

~ek. 210 

11mdan ge~en g,, g, daireleri verilditine gore (~ekil 210) r fie //1 

dairelerine dik ve II• dairesine tejet olan bir daire ~izmek. 

Evvelki problemde oldu~u glbl aranllan dairenln g1 dai

resiyle olan degme noktasmm evirtlmde bir <;ifte nokta ol

du~u ve dolaytslyle I' ve g2 nln arakeslt noktas1 bulundu(tu 

ac;1kbr. Bundan dolay1 problem, \'erilen bir P nokta11ndan geyen 
ve verilen I' ve g, dalrelerioe dik olan dairenin c;lzlmioe lrca 

edilmi' olor. Aramlan p dairesioin S merkezi, I' dalreslnlo P ve 

P1 noktalar1ndaki PS ve P 1S te(tetlerinin kesi.fme noktasmdao 

ibarettir <;;ekil 210) .. Problemin dOrtteo fazla cevab1 yoktur. ln
celemenin tam olarak yap1lmas1 bir temrin olarak tavslye olunur. 

Problem. Bir I' daire1igle buna dik olan fie birbirini ke11mi· 
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zen g, ve g 2 daireleri verildijine gore (~kll 111), bu ii~ dairege 

dik olan bir daire ~izmelc. 

~k. 211 

Bu probleroi daha gene! 1ekllyle daha evvel (7 de) kuvvet 
ekseni ve kuvvet merkezi kavramlarm1 kollanarak c;Ozmfl1ttlk: 

S kuvvet merkezini bulup merkezl S ve yar1c:ap1 S den ve
rilen Ile; daireye c:izllen tejtetlerin ortak uzonlutu olan dalreyl 
c;izmek klfldir. Problemin blr tek cevab1 vardir. 

Simdl bu problemtn evlrtlm dOnt11flmtlne dayanan blraz da
ha uzun fakat Otretlcl mahlyette olan bir i;OzilmQnQ verecetiz. 

I', g, ve llt den lbaret olan verilen 1ekll, I' lle g, datrele
riuln Q arakesit noktas1n1 kutup kabul eden ve keyfl R yaru,;ap
h bir evirtlmle dOnt11tOrellm. Bu evtrtiml fiilen tcra etmekalzln 
anlatmak miimkt1ndt1r. 

Q noktns1ndan gei;melerl dolay1alyle I' veg, datreleri I'' 
ve g', dojtrularma dOnOfflrler; bu d0nt\tt1mde etrilertn, P nln 
resmi olan P' arakeait noktas1ndaki ai;1u mohafaza olunur 
(Sekil 212). Q nlln de reaml yoktur. 

Q den gec;miyen g, daireai, I'' dotruaona dlk olan veya 
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merkezi I'' dogrusu tizerinde bulunan g', dairesine dijntl'tir (reR

min merkezinin merkezin reemi olmad1~1n1 hahrlamahy1z). 

9; 

p 

~ek. 212 

Evirtim lie problem 'u probleme irca edilmi' olur: 

Birbirine dik I'' ve R' 1 dogralari ile g' 1 dogrusunu kesmigert 

ve merkezi I'' iizerinde balunan g' 1 dairesi verilmi1ken I'' ve g' 1 

do/rularzna ve g', dairesine dik bir p' dairesi pizmek. 

~Ozilm gayet baslttir. Arantlan daire I" ve g' 1 dogrularma 

dik oldugundan merkezl bu do~rularm kesi,tijti P' noktasmda 

ve yar1ctap1 da P' den 11' , dairesine i;izileo te[tetin P'T uzuolu

guna e,it olmahdir (~ekil 212). Qijzilm bu surelle elde edilntl' 

olur. 

llk problemln i;llzUmfinu bulmak ii;in Q merkezli ayn1 evir-

timle 
I'' >-I', g', >- g., g', >- g., P' _.,.. p 

bulunur ve p' de aran1lan p dairesine dOotl,mfi' olur. 

Noktalarm, dojtru ve dairelerin evirtimdeki resimlerlni 

(pergelle bile) ctlzmek kolay olduguodao, blr problemin ash yeri

ne «problemin evlrtimle donu,ttlrlllen ,ekli• ni ctOzmek faydab 

olabllir. Evlrtim daireeiyle merkezlni sei;mek ellmlzde olup prob

lemi basltle,tirlcl ,ekilde sec;me ekseriya mtlmkUndtir. 

Bir temrin olarak, okuyucu, r dalreeini blr I'' dogrneuna 
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c;evirerek ve «dOnil§ilmle elde edilen problem» i ifade edip c;6z

mek suretiyle bu bahisteki problemlerin hepsini c;tSzmelidir. 

P roblem. Sadece A 1 , B, t•e A 1 ,B, nokta i;;ftleri verilmi1ken 

galnzz pergel kullanmak saretigle A,8., A 2 8 2 dogralarrnrn kesi1me 

noktaazni bulmak. 

Evvelil, A ve B noktalariyle belirli bir dottrunun evri~ 

olan dairenin pergelle nastl bulunacatt101 g6relim. I' evirtim dal

resiyle 0 merkezinin verildiitini kabul ediyoruz (~ekil 218). 

$ek. 213 

Do(trunun evri(tinl veren c;izim a,ajtlda gOeterilen c;izimden 
lbarettir. 

0 merkezinin AB ye gore C' simetrlitini elde ederiz. Bu iae 

A, B merkez ve AO, BO yar1c;aph daireleri c;izmekle kolayca ya

p1labilir. 

C' noktasUlln evrl{ti olan C noktaa1 (1
) aranllan g daireai

nin merkezi olur; bu noktay1 bllmekle bu merkezli ve CO yar1-

c;aplt daire c;iziliverir. 

<•) Bir noktanu• evrltlnln sadece per 1el knllan1Jarak 9lzlml da

ba evvel, 6S de gllrlllmll•t1l. 
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lapat : OC do{trusunun AB dojtru1rn \'8 aranilan ll dalresini 

kesliJli evrik ooktalar P, P' olsun (bu noktalar 1ekilde gOsteril
memi1tir). 

(:izimden dolay1 

OC' = 2 OP: OP' · OP= Rt, OC' • OC = .~ ' 

olduguodan 

OP'· OP=OC' · OC=2 OP· OC 

ve bundan da OP'= 2 OC elde edillr ve iapat aablt olur . 

.Simdi kolayllkla aa1l meseleyi c;Ozebillrlz. Verilen ooktalarla 

belirli olan A 18 1, A 2 Bt do1trular101 keyft bir evirtim daireai ve 

merkezlyle dOnQ1tllrelim. Bu dofrular1n evriklerl olan dairele
rln S arakesltlnl elde edip bu noktan1n ayn1 evlrtlmle S' evrill

ni bulahm. S' noktaa1 A 181t A,8, dotrularm1n aran1lan arakeslt 

nokta11 olop c;izim airf pergel kullan1lmak auretlyle elde edllmif 

bulunmaktad1r. 

Benzer bir c;lzlmle blr dalrenio, sadece ikl noktaaiyle veri

rilen bir dotru Ile olan arakesit noktalarm1 bulmak da mflmkUn

dur. 

Cel\•el ve pergelle yap1labilen bUtUn c;izlmlerln aadeee per

gelle yaptlabllece{tlnin ispat1 i1te bu uaule dayanmaktad1r. 

52. Apolloniu. probleml 

Apolonius prol>lemi cetvel ve per gel lcallanaralc f!erilen ii,: dai

rege telet bir daire ~ii:me probleminden lbarettlr. 

Konik ke1itler teorisinin elementer gell1imlnde bllyilk One

mi olan bu problem, gerek c;OzQm usullerl gerekle c;ok aay1daki 

Ozel baller! bak1m1ndan ilgi c;ekicidir. 

Bu problemln Ozel balled, verilen dairelerden baz1lar101 nok

ta veya dotru olarak almakla elde edilir. 
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(hel hllllerden bir kaQ1111 incellyelim. 

1. Verllcn Uc dairt' UQ noktadao ibaretse bildijtimiz ,a prob· 
lemi elde ederiz: s;,. ii( genin {;t'tJrtd dairesini c;i:mek. 

Bu problemde ilc noktanin dojtruaal olma balinl blr tarafa 

btrak1yoruz. OQ noktad:io birioi dejtioken kabul edersek dijter iki 

ooktadau gecen dairelerin merkezlnin geomelrik yerini elde ede

riz. Bu geometrik yer bu ikl noktayt birle,tiren dojtru p:ircas1-

ma orta dikmelli olur. Boyle iki geometrlk yer ise dairenln mer

kezini verir. 

2. Ver!Jen Ui; dalrc 11Q dojtrudan lbaretee yine bildijtlmlz 

bir problem elde ederiz: Ve,.ifen ii; dof,.aga tefet olan bi,. tlaire 

c;i:mek. 

Verllen Ut; dojtrudan iklsinln keslotijtlni Ui;t\ncllsllnQn lse 

deltltti~ini kabul edelim. Bu takdlrde ikl dojtruya te1tet olan dai

relerin merkezinlu geometrlk yerinl elde ederiz. Bu geometrik 

ycr ikl dojtrunun aportaylar1 olur. Bu iki dojtru paralel lse ve 

bunlan kestijtini kabul ettiltimiz iltWUocU dojtru deltifirse, bu pa

ralel doArularu tejtet olan dairelerlo merkezlnin geornetrik yeri 

bu iki dojtruya eoit uzakhkta paralel dojtrudan lbaret bulunur. 

S. Dairelerden ikisl nokta ve Ui;lincllsll bir do[trudan lbaret

se problem fU olur : Vi•rilen iki noktadan gec;en ere verilen bir dof

raga teget ola11 bir daire c;i:mek. 

Problemln ,.oznmn olabllmesl itWin \'erllen noktalar1n dojtru

nun birer taraf!nda olmamas1 gereklr (~ekil 2U). 

Lise kitaplar1nda verilen ,.oznm, aranllao dairenln verllen 
a dojtrualyle olan T dejtme noktasm1 bulmaya ve, AB lle a mn 

ortak nokta111 S ile gOsterildljtloe gore, ST' = SA ·SB eoitllltln

deo faydalanmaya dayaomaktadtr. 

ST dojtru parc;as1 buluoduktan aoura bu uzunluk a ilzerine 
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S nin lki tarahn konur ve bu euretle iki C(OzQm elde edllmi' 

olur. i.;;ekil 214 de dairelerden yaln1z biri gOsterilmi,tlr. 

AB ve a dogrularmm paralelligi halinde arantlan dalrenin 

T de{tme noktas1, AB nin ortai;rndan gei;ip her lki dojtruya dlk 

0 

$ek. 214 

<>Ian dojtru Uzerinde bulunur. Okuyucu problemin tam inceleme

sinl bir temriu olarak ikmlll etmelidir. 

Evirtim kullanarak problem ,oyle cOzUlebilir: Verilen nok

talardan birinl, meseii\ A y1 evirtim merkezi olarak ahp a dojt

rusunu a' dairesine evlrtellm; aramlan dalre evirtlmden sonra btr 

dogru olur ve problem, B nin B' evri~inden a' dairesine teget 
C(izmejte irca olunur. Evirtlmin tekrar icras1 He de as1l meselenin 

C(OzUmU elde edilmi' olur. 

Bir temrin olarak okuyucu cizimi flilen icra etmelidir. 

Problemde, verilen iki noktadan biri, meselA B, dllzlemde 

degi,ken kabul edilirse A noktasmdan gecip a dogrusuna teget 

olan dairelerin merkezlerlnin geometrik yeri bir parabol olur. 

lspat: MA= MT e,IUl{tinden M noktas1 A noktas1 lle a 

do{trusundan e,it uzakhkta bulunur ve A noktas1 parabolttn 

odajt1, a da dojtrultman1 olur. 

4. Verilen ilc dalredcn ildsi noktadan ve f1C(t1ncQsQ bir dolt· 

rudan ibaretee problem ,u olur: Verilen bir noktadan ge~en "e 

"erilen iki do/raga te/et olan bir daire ~izmek. 
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Verilen nokta evirtim merkezi ahnarak, problem, iki daire

ye teget olan do(tru 1tizme(te irca edilir. Problemin incelenmesini 

ve vizimin yap1lmas1n1 bir temrin olarak tavsiye ediyoruz. 

5. Problemde verilen tlv daireden ikisi noktadan ibaretse 

problem fU fekli ahr : Verilen iki noktadan ger;en tie tterilen bir 

dairege tejet olan bir daire r;izmek. 

Noktalardan birisi evirtim merkezi ahnarak fU «evrik prob

lem'i elde ederiz: Verilen bir noktaclan 'flerilen bir dairege telet 

r;izmek. 

Problemin 1tizimi ve incelenmesi bir temrln olarak tavsiye 
• 

olunur. 

Problemde vcrilen noktalardan biriai, meselA 8, belirsiz 

addedUirae, B yi de(tiftirerek A dan geven ve verilen I' dairesl

ne tejtet olan dairelerin mcrkezlerinin geometrik yerini elde ede
riz. A noktaa1 I' daireaioin d11mda ise geometrlk yer hiperbol tin 

bir kolundan, ivinde iae bir elips ten ibarettir. 

Bu iddiahmn dogrulu(tu afa(t1daki efitliklerln bir neticesidir: 

OM - MA= OP= sabit 

OM + MA= OP= ubit 

6. Problemde, ilv daireden birisi noktadan ibaret olacak 

olursa problem fU olur : Verilen bir noktadan ger;en ve verilen I', 

ile r, dairelerine tejet olan bir daire r;izmek. 

A merkez ve herhangi bir yaril(&pla yap1lan bir evirtim, 

problemi bildigimiz fU probleme ires eder: Ve,.ilen I',', I'/ dai· 

irelerine tejet r;izmek. Burada I',', I',' daireleri I'" I' 1 daireleri

nin evirtimdeki resimleridir. 

rt'' r ,' dairelerinin ortak te(tetleri l(izerek ve evirtimi bir 

daha icra ederek, asll meselemlzin 1tl:lzllm11nll elde etmif oluruz. 

Problemin dl:lrtten fazla -;l:lzllmll yoktur. 
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Okuyucu bu probleroi incelemeli ve c;izimi iera etmelidir. 

Okuyucu Apolonlus probleminin geri kalan Ozel hallerini de ay

r1ca incelemelldir. 

~imdi, gene! Apolonlus problemine gec;ellm. Bu problem 
kolayca yukar1daki 6 numarah tlzel hale irca edilebilir. Bunun 

i~, verUen ve aran1lan dairelerin merkezlerioin yerini deitittir

meden, verlleo dairelerden birinlu yar1c;ap101, dljter dairelerin 

te{tetlilfioi bozm1yacak tckilde yaric;aplar1 uyguo olarak de{tietir

mek suretiyle s1fJra gtltilrebiliriz. 

Dairelerden Jkisi birbirine ic;ten tejtet oldujtunda tettetlik 

bozuJmadan ve merkeder yerinde [kalarak bu dalrelerden blrinin 

yar1c;ap101 deitietirecek olursak di{ter daireoio yar1c;ap1 ya ikisi 

birden artarak veya iklsl birden azalarak, ayo1 tarzda dejtiemit 

olur. Dairelerln d1etan tejtet olmas1 haliode ise dairele~in birinio 

yar1c;apmm kllc;lllmesi (bllyilmesi) dijterinin bllyllmesine (kttc;lll
mesine) sebep olur. 

VerUen dalrelerden birinin, meseli\ r. in, yaru;aplUID ki1-
c;iildt1{tllnil kabul edelim. Bu takdirde aramlan dalrenin r 1 dai

resine di§tun veya ic;ten te{tet olmas1na gore yar1c;ap1 bliyllmilt 

veya kii<;iilmlle olur (ic;ten te{tet olma halinde, ara01lan daire ta

bii I'1 i ic;ine altr ve dolay1siyle r, inoktaya dijnQnceye kadar 

ic;ten tejtetlik baki kahr.) 

Araouan dalrenin yar1c;ap1 deltittikc;e dltter r, ve r. daire
lerinin yari~aplari da de{tieir. Bu dairelerin aran1lan daire ile 

te{tetli{ti ayni.tlpten oldu{tunda (ikisi de ic;ten veya lklsi de d1etan) 

yam;ap dejtioikllklcri ayn1 yOnde olur ya lkl i;ap da biiylir veya 

iki c;ap da kilc;Ulllr. Aksi halde yar1c;aplardan biri bttyQdU!lllnde 

di{teri ~Uc;Ulilr. 
Vernen dairelerin de{tiemesinden sonra - r I In A ya, rt 

ve I', Un I'/ ve 1'1 ' dairelerine - genel Apollonius problemi 

en Ozel hali allr: Verilen bir A nolctaundan ge,en "e "erilen I'• 

"e I', dairelerine tejet olan bir daire ,izmelc. Bu problemi daha 
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evvel ele alm11hk. Buna gore Apollonius probleminin cOzllmiln
de takip edilen yol ou olmuo olur : 

Verilen I'1' r., r. dairelerinin merkezleri O,' o., o. Ve 
yanc;aplar1 ,., , r 2 , "• olsun. Aynca ,., < ,., , ,., < "• oartlar1 cari 
bulunsun. Merkezi O., yancaplan r 2 + ,., ve r 2 - r, olan r;, 
r,' daireleriyle merkezi O, ve yar1~aplar1 ,., + ,., ve "• - ,., olan 

I',', I'." dalrelerinl cizelim. Sonra, O, den gecip I',', I',' daire
lerine ayn1 neviden teget olan dairelerle, 0, den geclp r'., r." 
dairelerine ayn1 neviden teget olan daireleri clzelim. Bu bize 
dort cOzllm verir. 

l,;iimdi de 0, den gec;ip r •' ve I'." daireleriyle I',' ve r,· 
dairelerine tetetlikleri farkh neviden olan teget daireler clzelim. 
Bu suretle de dOrt ayr1 c;Ozflm buluruz. 

Buldugumuz sekiz daire (genel halde) ara111lau dairelerle eo 
merkezli olan daireler olup yar1c;aplar1 kolayhkla elde edUir. 
Problemln sekizden fazla c;Oz1lmt1 yoktur. 

Okuyucunun, Apolloniue problemiuin (8), [2) ve (1) de ve
rllen muhtelif cOzllm usullerine kendisini allotJrmas1 hararetle 
tavsiye olunur. 



C~CNCO KISIM 

LZUNLUK, ALAN VE HACIMLARIN OL~tJLMESl 

BOLOM IX 

CZl:XLUK, AL~:'\' VE HACIM OL<;::ME GENEL 

PROBLEM! 

BOlflm IX da bllyt1klt1klerln mukayesesl 
lncelenecak ve dojtru par~rlyle baalt ~kgen
lerin alanJar101 Ol~me problem! ele ahnacakttr. 
Ayr1ea d1lzlemsel 1ekillerle yi)zeylerln alanlar101n 
Ol~lllmeal hakk1nda baz1 fikirler verlleeek ve ha
cun OlQme problemlnln k1sa bir lncelemeal yap1-
lacakt1r. 

53. Dotru par~alann1n mukayeaeal 

Uzunluk kavram1n1 lthal etmeden bile dojtru p&rQalar101 
blrblrlyle mukayeae etmemlz, dijter bir deylmle, dojtru par~lan

n10 e1lt olup olmad1klar1n, bangisioln daba kOi;Uk oldujtuoa btl

kUm vermemlz, blr doitru par~as1n1 lkl e1lt part;aya bOlmemlz, 
v.s. mUmkUndUr. 

Dojtru pari;alarm1n e1llllk kavram1 dofrudan dotruya tarif 

edllemiyen ilkel blr kavram1hr. A~af1dakl Jotru par~alarrnrn •1· 
lilc (') a/uigomlarr ('), dofru parQalar1nm e1ltlik kavram1n1 veya 

etlijtini sapa olarak tarif etmege yarar. 

( ' ) «Congr11enl>t ve •congruence- terlmlerlnln karf1hklar1 olauk 

"9f" "' •etllk• terlmlerl ahnm•tllr. 

( t ) Bu k1taban IV. kiamanda geometrlJ• alt akelyomlar1a tam blr 

ll1tealnl bulacatu;. Burada tu11laa1lan namaralar bu llstedell:I auma
ratardar. 



164: Alan. hac1m lll~me problerol 

111 1• A "e B noktalar1 a dogru•unun iki nokt1J11 (le A' de bir ~ 

a' dojru•unun bir nokta11 i•e (bu a' dotru•u a ile r,ak1,1r "ega c;a· 

k1,migabilir), a' iizerinde, AB dogru parras1 A' B' dogru parc;asigle 

e1 gani e,;t olacak ,ekilde A' niin ittenilen tarafrnda daima bir B' 

noktatr alrnabilir. 

AB ve A' B' dojtru parcalarlDID evli(tini 

AB = A'B' 

sembollyle gijsteriyoruz. 

Bu akeiyom bir dojtru Uzerinde, verilen 9artlar1 sathyan 

bir dotru parcasm10 alrnabilec~gi nl !fade etmektedir. Yalnrz bir 

do(tru parcasm10 ahnabilece(tl ise teorem olarak ispallanabllir [1!~). 

TH,. A' B' oe A .. B" dogra parc;alarr agnr AB dojra parras1ria 

e, ise, A' B' dogru parc;a•1 A" 8" dojru parra•rna e1 olur, "ega da

ha krta olarak, bir iic;iinciitiine e1 olan iki dojra parfas1 aralarrnda 

e1tirler. 

III., III, akslyomlar1ndan faydalan1larak bir dotru parcas1-

nm kendisine e9it oldujtunu lfade eden teoremi lspathyacajt1z. 

lspat. Bir AB dotru parcas1 dt19Qnttp herhangl bir dot?ru

tlzerinde AB dotru parcaema e9it bir A' B' dotru parcas1n1 ala

hm. Bu, IIl1 aksiyomundan dolay1 mOmkQndtlr. ~u eitlllti ya

zabiliriz : 

(x) AB =A'B' 

Bu eitlllti tekrar yazahm 

(ti) AB --= A'B' 

(~) ve (11) eellklerinden 9unlar1 ifade edeblllriz: AB ve AB 
do~u par~lar1 (bn balde iki dottru parc;as1 i;ak1,1kt1r) bir Qc;Qn

cll A' B' do(trn pari;aslyle e,tirler. Ohalde III, akslyomiyle biri-
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birlerine e1 bulunurlar: AB= AB burada, •a1ikll.r» hi?• en basit 

aksiyomunkinden az olm1yan bir teoremin ispabna ait bir misal 
elde etmi1 bulunuyoruz. 

Bir dojtru par~aem1n 9imdi lsbat edilen kendisine e1it olma 

Ozelijtine reflektiflik deoir. Dojtru parcalar1nm e1itliitinin aimetri 

ve tanzitiflik ozeliklerini haiz oldujtu da kolayea gosterilebilir. 

Simetri deyinee 
AB=A'B' 

A'B':=AB 

e1itlijtini (veya e11i1lini) gerektlreeejti anla11hr. 

Bunu ispathyahm. Refleksiflik Ozelli?inden A' B' =A' B' ya

zdabilir. Ayr1ea AB==: A' B' earl bulunmaktadlr. Bu da A' 8' ve 

AB doi?ru parcalarm1n il~lloetl blr A' B' dojtru parcasma e1lijtini 

ifade eder. JU, aksiyomundan da 

A'B' :=AB 
bulunmu1 olur. 

Tranzitiflik deyioee de 

AB=A'B', A'B'':=A'B' 
~titliklerioin 

AB=A'B" 

~titlijtini gerektireeejtl anla91hr. 

lspat, ikinei A' B' =A' 8" e1itli1li ve simetrl ile elde edilen 

A" 8" =A' B' e9itliitlnden ve III, akaiyomunun tatbikinden elde 
edilir. 

Ucttneil akalyom dojtru par~ar1nm e1itllk Ozelikleriyle il
gili bulunn.aktad1r: 

III,. AB ve BC bir a dolrruuna ait ortalc ir; nolctalar1 balun· 

nugan iki dolra parr;aa1, A' B' ve B'C' iae agni dojru tJega ba1/ca 
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bir a' dolru1uria ait gine ortak i~ noktalar1 bulurim1gan iki dolra 

par~ati oldu/uncla (Sekil 216) 

AB =: A' B' ve BC =: B'C' 

AC -~ A'C' 

B c 
a 

8' c' 
o' 

Sek.216 

Bu akalyom doitru par~alarlDID toplanabilme imkll.0101 r ver· 
mettedir. 

Simdi dotru parcalarrna alt claha biigiik ve daha kii~iik kav
ramlar101 tarif edelim. 

CD dotru parc;alaruun AB dotru par~a11odao daba btlyQk 
olma11, veya sembolle 

CD>AB 

yazmak demek, CD dojtru parc;a11 Qzeriode (III 1 akaiyomuoa gO· 
re) AB ye eoit A' B' dotru parc;a11 ahnd1t1oda, B' ooktaarnrn C 

ve D noktalar1 ara•rna dtl~mesl demektir (§ekil 217). 

B 

II' B' 
c D 

§ek. 217 

CD dotrusu tlzerlnde AB ye e1it A' B' dotru parcaar ahn
dtlrnda B' noktasmin CD dojtru pari;as1n1n d11rna dl11mesl halin-
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de (ki bu takdirde D noktaa1 C ile B nln ara.rnda olur) CO 

dotru parQas1na AB dotru parQa&mdan daha kii~lc tllr derlz. 

a ve b gibl lkl d~ru parQa&1 verlldljtinde a1ajt1dakl haller
den ancak biri dotru olur : 

1. a< b ve b >a 

2. a=:b 

8. a> b ve b <a (1
) 

Uotru parQalarmm, b11yl1kll1klerlne gore mukayesesl tranzi

tiflilc Ozelitini halzdlr, dlter bir deylmle, 

1. a >b, b >c 

2. a >b, b=c 

8. a=:b, b>c 
den her biri 

a>c 
e1ltslzllllni gerektlrlr. 

Bunlarm ispat1n1 vermiyoruz. 

Tamamen benzer tarzda, ai:rlarrn mulcagenai ni yapmak ve 
ayr1ca iii:genlerin e#ilini temin edecek aksiyomlar1 kurmak da 
mttmkttndttr (' ). 

Etlile alt ak1lyomlar1 kullanarak mlaal olmak 11zere a1at1-
daki teoremi lspathyacat1z: 

Teorem. Her dolru pari:aar i/ci e1it pari:aga b0lii11ebilir tie 

bu, bir tiirlii miimlciindiir. 

(') Burada dotru par~alar1n1 bHlt<;e barflerle gllaterdltlmlzl be

llrtmek gereklr; bundan da harflerln blc;blr tekllde aay1 llade atlltl 

anlamt c;1kmaz. 

(') EtllAe alt akalyomlartn tam llateal bu k:ltab1n JV. k1am1nda 

meveullur. 
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Varhtm ispah: lki e1it pan;aya MJmek istedllhniz dolru 

par<;as1 AB olsun <SeklJ 218). 

N 

Sek. 218 

AM vc BN kenarlar1 ayn1 d!izlemde ve AB dotruennun hi

rer taralmda olmak ilzere e1 olan MAB ve NBA a<;dar101 i;iize
lim. B6yle bir <;izim, ac1lara alt dojtru pu<;alar1nm (1111) ine ben· 

ziyen bir aksiyomla mllmkilndilr. 

AM ve BN 11mlar1 iizerinde AC= BD yi aathyan C ve 0 
noktalar101 alabm (Ill, aksiyomu). AB ve CD dotrularm1n 0 
arakesiti AB nin orta nokta11 olur. lapat: (lki kenar ve arala

r1ndakl a<;1) ile e1 olan ABC ve ABD t1cgenlerinden CB= AD 
elde edillr. 

Bundan, ACD ve BCD ttcgenlerinln (•tlc kenar•) ile et ol

duklar1 c1kar ve 

< ACD=<BDC 

bulunur. 

Eide edllen bu etuklerden lee («blr kenar ve lki a.;1•) Ue 

ACD ve BDO ti~genlerinin e1llli g6rlllll.r ve AO= OB bulunnr. 

Dotru parca11nm ancak blr orta nokta11 oldutunun l1patin1 



.. 

Alan, bac1m 111~111111 problem! 169 

vermiyoruz l24). Dojtru pari;alanni Olcme genel problemlnln c;O· 

zftmQnde bu teoremden faydalanaeag1z. 

Dolralarrn e,;tll/i kavram1n1 ele alarak bareket kavram1n1 

arttk geometrik anlamda tarlf edebllirlz. 

Harckel kavram1oin do~u pari;alannin e1itli~ kavram1na 
irca1 ynkar1da madde 29 ve 34 de icra edllmi1ti. 

Ru i1 batjka tllrlQ de yapilabillr. Harelcet e esa1 ve tarlf 

edllmlyen bir kavram olarak bakllabllir. •Hareket• kavramiyle 

llglll aksiyomlar1 lfade edeblllr ve bunlarla, dolra parcalarrnrn 

e1itlili Ile at;rlarrn e1itli/i ni •hareket• clo1lnden tarif edeblllrlz. 

Mesell dogru parc;alar1 lc;in 1unu ifade ederlz: Birincigi ilcinclge 

gijturen bir harelcet meocat oldalanda ba ilci do/ra part;urna efittlr 

'Vega elfir denir. Bu tekll mutalAada Jll, ve 111, akslyomlart teo
rem halini altr. 

Hareket aksiyo01lar1 bu kitabrn IV. k1sminda verilmlt bu
buluomaktadir. Ayn1 ycrde iki aksiyom sinlf1nm denkUjtl'de 

gOslerllmiotir. lki sistemin denkligi deyioce bir siatem yerloe dl

teri ahod1ginda geometrik keyfiyetlerln tQmf1nf1n deitifmlyecetl
nl anhyoroz. 

Milllllimisde ak1lyomlar10 birincl sleteml geometrinln blltt1n 

akalyomlarmdan ibarettir - IV. k11m1nda birioci listede gOsterl

len e1lik aksiyomlar1 dahll - halbuki iklncl slslem blrlncl 111-

lemden yaln1z e1llk akslyomlar1 yerlne hareket akslyomlar1n1n 

ahnmtt olmas1yla fark eltnektedlr. 

Akliyomlar1n bu ikl 1isleminin denkli!linl iabat lc;ln 1oyle 

hareket ed.illr : Birlncl sl1tem akaiyomlar1 alaralr:, iklncl sl1temln 

birlocide olm1yan akslyomlar101 ve kar11t olarak ikincl slstemln 

akslyomlar1n1 alarak blrlnci sistemln akslyomlarm1 ispatlamalr: • 

·. 

' 
11 

; 
I 

• 
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54. Dogru parcalar1n1 olcme genel problemi 

Dogrn par¢arnu MQme problemi, AB dogru parQas1na, 
a1ag1dakl ,artlar1 sa~hyao ve AB dogru parQas1n10 uzuolagu ad1 
verilen negatif olm1yan biricik .I! (AB) say1sm1 tekab!ll ettirmek
teo ibarettir : 

1. e (AB)= 0 e1itligi ancak A, B noktalar1 fak11t1/1ndan 

miimkiindiir. 

2. g (AB) = e (BA) 

3. AB=: CD ise e (AB)= e (CD) dir, vega e1it dojra par

falarrna ~lit u:unluklar tekabiil eder. 

4. AB ve BC, bir dogrunun ortak - noktalar1 olmrgan iki par

~an ise 
e (AB) +(!(BC) = e (AC) 

cari olar, dijer b;,. degimle, iki dojra par~asrnrn toplamrnrn uzan

lagu, toplanan dojra parfalarrnrn toplamrna e1it olmalul1r (toplana

bilme 1art1). 

Her dojtru parc;asma 1 - 4 11artlarm1 sajtltyao bir say1y1 te

kablll ettirme problemioe dojru par(:alarrn1 ol~me teorisinin e•a. 

problem/ deoir. 

!fade edilen bu ~artlardan ~u neticeler c1kar: 

1) Sonlu sag1da dogru par~alarrnrn toplamrnrn azanluga, dog

ru par~alar1nrn u:unluklarr toplamMa e1it olmal1, demek ki bu top

:amr te1kil eden herhangi bir par•adan kiitiik olmamalrd1r. 

2) Daha biigiik dojru par~as1 daha biigiik uzanlu/u haiz ol

mal1d1r. 

Bu teoremlerin ispatm10 yap1lmas1a1 bir temriu clarak tav
siye ederiz. 
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Her AB dogrn parcas1yla 1 - 4 eartlarm1 saghyan bir !! (AB) 

say1smm tekabttll1 kurulabilmiese bir dojru parcalar1 olcme •i•te

mi veya bir dogru par~alari u:::unluk •i•temi elde edilmiellr denir. 

Bu hususla ilgili olarak iki sornnnn cevaplandtrllmas1 zaru
ridir : Bir tane olsnn bir ~Heme slstemi mevcut mudur, mevcut 

ise bllttln Olcme sistemlerini nas1l elde ederiz? 

Olcme sisteminin elde edilebilmesi loin ayri bir akslyoma 

ihtlyac1m1z var. Bu maksat loin Adet olarak Areimed akslyomu

nu kullanacag1z: 

V l (Olcme aksiyomu veya Arvimed akslyomu): AB "e CD 

herhangi iki dol/ru parcarr i•e, AB . dojru•u iizerinde AA., A,A,, 

A,A,, ... A,,_1 A,. dojru parcalarrnclan her biri CD ge e1it olmak 

tJe B nokta.1 A ile A,. ara111nda bulunmalc iizere sonlu •agria A,, 

A,, . A., ... A,. noktalar1 alrnabilir ($ekll 219). 

Areimed aksiyomuoa ekserlya, kolay anlaetlabilen vu ifade 

A, Az A~ An-1 An 
I I 

I I I I 
8 A -c D 

eek. 219 

verllir : Her hangi CD dogru parcas1 kendi kendisiyle kAfi say1-

da toplanuiak suretiyle elde edileo toplam uzunluk keyfi bir AB 

dogru parcasmdan bilyllk yapllabillr. 

eimdi, 1 e e1it bir sagi P, Q aclar1 /arklar1 PQ dofra par

casrna tekabiil ettirildigi talcdirde, 1 - 4. 1arllarrn1n bir dojra par

ca•rnrn azunlujuna bir tiirlii olarak belirligecejini ispatlrgacalrz. 

PQ dojtrn parcasma uzunluk olrme birimi veya birim dojru 

parcasr adm1 veriyornz . 

EvvelA eunu ispathyallm: Bir PQ dolfra parrasmm birim 

dolru parca.1 olcinja bir olcme si1temi mevcatsa, bOgle bir si.tem 

bir tane lir. 
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Ohalde s1hrdan farkh her AB dojtru parc;astna bir a sayl81-

n10 tekAbill edecejtini ve bu say1larm 2 - 4 eartlarm1 sajthyaca

jt101 ve verilen blr PQ dojtru parc;ae1na 1 11ay1s101n tekabttl etti

jtloi veya rt (PQ) = 1 olduguou kabulle baohyoruz. 

0 noktas1 PQ dojtru parc;as1n1n orta noktas1 olsun (53) PO 

ve OQ egit do~ru p1m;alar10m e (PO) ve (! (OQ) uzunluklartnm 

egitlljtindeo (~art 3) ve 4. oarttan 

1 = !! (PQ) =!!(PO) + e (OQ) = 2 e (OQ) 

elde eder ve PO ve OQ dostru parc;alar1n herbirioin nzunlujtunun 

1/2 ye eoit oldujtunu c;1karm1, oluruz. Ayn1 oekilde PO DUD PO, 
ve 0,0 yanlar1mn uzunluklari dn 1/22 ye eolt olur, vs . .. 

AB nlo bulundujtu AB dojtrnsu llzerinde, A dan itibaren 

B yOnilnde PQ birim dogr usuna eoit AAu A,A,, A,A,, ... do~u 
parc;alarm1 alahm (lll, aksiyomu). An noktalar1ndan birinln B 

ile c;ak1omas1 haliode AB nin a uzunlujtu, dojtru pari;alar1 Olc;tl 

sisteminin 1 - 4 oartla.rmdan elde edilmio olan 1) neticesine gore 

a = e(AB) = e (AA,) + !! (A,A,) + ... + !! (An- 1 An)= n 

ye eoit olur. 

~ayel A., A,, A,, ... noklalarmdan hie; bi.risi B He c;ak111-

m1yorsa, bu takdirde, Arolmed akslyomuna gore B yi aralar1na 

alan A,. ve An+ 1 ooktalar1 mevcut olur. AAn dojtru parc;aa1 AB 

den kilc;ilk ve AA,.+ 1 dogru parc;as1 da AB den bilyllk oldujtun

dan, dojtru parc;alari Olc;me sisteminin 1-4 oartlanodao elde edi

leo 2) netlceaine gore 

!l (AAn) = n, I? (AA.,+ 1) = n + 1 

elde edilir. 

0 halde birim uJ:anlak gakla11kl1j1 ile AB dojtru parc;asmm a 

uzunlujtunu elde etmit oluyoruz. 
I 
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$imdi An An+i doj'tru par~a :>1 0 1 P, noklx,,iyle iki etit parc;a-. 
ya bOleliru. Oc bat vard1r: 

I. B aoktast P, iJe r;ak1t1r. Bu takrlirde 

1 
a= f! (AB) = e (AP,) = e (AAn) + e( .4,.A,) = n + 

2 

olup AB do~ru parc;ns1010 Olc;me iti neticelenmit bulunur. 

2. B nokta&t An Ue P, aras1ndadU'. Bo halde AB dotru 

par~as1 AAn deo bilylik ve AP, den kl1cl1k oldugundan 

elde edilir. 

a. B noklas1 P, ile An+ • ara111ndad1r. Bu halde lee AB 

dogru pari;ae1 AP, den bUyiik ve AAn+• den kilc;l1k olaca1l1ndao 

yaz1hr. 

Son iki halde AB dogru parca11n10 Olcm..e iti bltmemit dn

rumda olop AB nin a uzoajutu 1/2 birim yaklat1khit1 lle bellr

lldir deriz. O!cme l11lne devam ederek AnP, \"e P,Bn+, do~ru par

c;i;as1 P2 noktaeiyle iki e11it k1sma b0111ntlr ve borada da ttc hal 
varld olor, vs ... 

Olctln!ln neticesl 

a= n + ..!!..!.. ~+~+··· + ~~+ ··· 4! 2' 2· 2"' 

feklioiie yaz1labllir. 

Burada n - tam kmm - AB doitru parcasmda kac tan& 

Olc;me biriml bulunduitunu gostermektedlr. n1, n 21 11., .. ., " '" ••• 

eayllan ise B nin ard1t1k yar1m - d<>tru parcalarma dabil olup. 

,, 

I 

I 
,I 

' 



174 Alan, hacsm Olome problem! 

olmamaeina g5re 0 veya 1 e eeittirler. MeseJA B noktae1 P, ucu 

baric An P1 dogru parcasma aitee n 1 = O; e1ter B noktas1, An+ 1 

dojtru pnn;Rsma aitse n, = 1 ahoir. Bu 1ekilde berhangl nk say1-

s1n10 detterlnl bulabiliriz. 

a mo yukaridaki ifadeei; B ooktae1n1n AB dojtru parcasmm 

5IcUlmeel ltinde •P. orta nokta»· Jarmdan blriyle cak111p cak11-
mamaema gore sonlu veya so11suz terim lhtiva eder. 

lhtar. Tatbikatta PQ birim doltru parcas1 iki eeit parcaya 

deltil de P., Pu ... P., P9 noktalariyle on eeit parcaya Mlllnilr 
ve 5lcilmlln neticesi 

1eklinde yaz1hr. 

Burada n tam ktslm olup n 1, n 11 "•• •• ., "k. ••• sny1lar1ndan 

berbiri B uoktasmrn her ard111k alt Mlmedekl (1
) on doltru par

i;:aemda ait 0Jdu1tu parcaya gore 0, l, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 de-

1terlerioden blrioi rOsterir. Mesela, B noktas1 An ve An+• nokta
lari arasmda ise ve alt bOlme sonunda B noktae1 birinel AnP1 

parcasma d01eree n, = 0, P,P. parc;aa1na dneerse n1 = 7 olur vs. 

Evvelki ifade tabil ondahk say1 1eklinde yaz1labilir : 

Ayn11ekilde n., n11 • • • , "k• ... sayllar1 0 veya l'i ve n negatif 
olm1yao bir sayi olmak 1izere 

say1s1 da tabam 2 olan say1 sisteminde 

{I) «AltbOlme• terlmJ «subdivision" kar91h~1nda altnm11 olup blr 

blltllnlln par~alara bOlllDmllf 4ekllnl lfade eder. 



Alan, bac1m Ol~me problem! 175 

a= n • n 1 n 1 n 3 • • • n1t • • • 

olarak yaz1labilir. 

AB do~ru pari;&BIDID yukar1da verilen ol,me i1lemi ile, a 

uzunlugunun iklli (veya ondahk) say1 slstemindekl ifadesinde 

lstenilen rakam1 bulmak mUmkUndfir. 

Blltiln bunlardan, dogru par~alarm1n uzunlutunun 1 - 4, 

'artlariyle bir tiirlii olarak belirlenecegi nP.ticeei c;1kar. Daba ac;1k 

olarak ifade edersek, uzunlutu I e e1lt olan s1hrdan farkh PQ 
dojtru parc;as1n1 ihtlva erlen doltru Olc;me slstemi mevcutaa bu 

slstem bir tanedir. 

Geriye, dogru par~alarm1 Olcme slstemlni var/r/r 010 iapah, 

dller bir deyimle, her dojtru parc;as1na 1 - 4 prtiar1n1 aathyan 
bir say101n tekablll ettirebill'cejtinin ispah kahr. 

S1hr olm1yan keyfi blr PQ dojfru parc;asma 1 aay1a101 teka

blll ettireliM. Olc;me itlemi PQ ye tatblk edildltinde 1 say1s1n1 

verir. Genel olarak her AB dotru parc;aa1oa, incelemlf oldutu
muz 6Ic;me l1Ieml sonunda elde edilen say1y1 tekablll ettlrellm. 

Bu Olc;me l1lemiyle, Once PJfar dotru parc;aema safir sayrs101 

\•erllerek her doltru parc;a11na bakikaten bir say1 tekablll etml1 

olur. 

~lmdi doltru parcalarma tekabl11 ettlrilen bu sayllaran 1-4 

1art1anru sajtlad1jt1 gosterilmelidir. 

1 ve 2 1artlar101n satland1jt1 ac;1ktlr. E1lt do~u parc;alarma 

tatbik edllen Olcme i1lemlnin e1lt saydar verecetl de ac;1k oldu

lundan S. prt da sa1tlanmaktad1r. 

4 . 11artin 1ajfland1jt101 goatermek lc;in yard1mc1 lkl teorem 

lspatlayacag1z (24). 

Yard1mc1 teorem 1. PQ birim dofru par~•rnrn 2• 

tane elit par{:aga bOliinme•igle elde edilen her par~a, verllen 
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bir MN dogru parr;am1dan kiir;iik olacak. 1ekilde kd/i derecede 

biigiik olan n tam sagm daima bulunabilir. 

lspat : HerhaDgi 11 ic;in PQ birim dojtru parcasrnm 2n e1it 
parc;asmdan birinin MN dojtru parc;asrna e111lt veya bundan b!l
y!lk oldo~nu kabul edeeek olursak, MN yi 2n defa kendisiyle 

toplamakla PQ yft Bfaeak olan bir dojtru parc;as1 bulmajta imkan 
olamaz ve Artimed akslyomu lie celi11mezli~e vanJ1r. 

ve 

Yard1mc1 teorem 2. A* B* dogru parr;as1 AB dogru 

parr;asmdan kiir;iikse ()6 b* ile b, s1ragla olr;me i1leminin bu 

dogru parc,alarl ir;in ()erdiji sagrlar ise b* < b dir. 

lspat: 
n • n • n • nk• 

b*= n•+-'-+ ' -I- -•-+···+-+··· 2 22 • 2• 2k 

olsun. 

A* 8* <AB oldugundaD, nr, akeiyoauna \•e dojtru parcala

rma ait «daba k!lc;flk• tarifine gore AB dotru parc;as1 Uzerinde 
AB'= A* B• olaeak 1ekilde bir B' noktas1 vard1r. 

A dan ba1lay1p B yHntlnde PQ blrim uzunluta e1it AA., 
A,A,, A,A1 , ••• dojtru parc;alar1n1 alahm. Bir A1 noktas1 B ile B' 
arasma dtt1ecek olursa b* say11101n n• tam k1sm1 b say1s1n1n n 

tam k1sm1ndan kttc;dk olur ve b* < b bulunur. Ejter B' ve B nin 
her Ikiai de bir A 1 A;+ 1 Ic;ine diltecek olursa b* ve b nin tam k1-
a1mlar1 ayn1 olur: n• = n. A1A1+ 1 i iki etit parc;aya bOlelim. Ya 
B' ve B bu dojtru parcasmm ayrt yar1mlarma <lfi1er ve bu tak
dirde n,• < n 1 ve dolay1siyle b* < b olor, veya B' ve B noktalar1 
A 1 A1+ 1 dol'tru parcas1n1n ayn1 yar1m1na rastlar. Bu durumda 
A 1A1+1 tlkrar iki e1lt parc;aya b011lntlr ve Olc;me itlemine bHyle
de,·am olunur. B' lle B Olc;me itleminde her ildye bOlmede dai-
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ma ayn1 yar1mda bulunmad11l1 takdirde b• < b e11talzll(tl elde 
edilir. Halbukl B ile B' nlln bu 1ekllde bulunmaa1 mllmk1ln 

de(tildir, zlra, bu takdirde B'B nlln her n lcin birimin 2n de 

birinden kl11;1lk olmaa1 gerekir ki bu, yard1me1 teorem 1 ile 
celi1mezllk yaratir. 

Simdi tekrar, do(tru parcalar1 Olcme aiateminin varhk teo

reminin ispatina gecelim. DOrdllnell prt1n aajtlanaea1t1n1 gOstere
ee(tiz. Her AB do(trusuna AB nin olcme netieeaini - e (AB) yi -

tekablll ettirdljtlmize i1aret edelim. 

AB herbangl blr do(tru parca11, C de A ile B araa1Dda bir 

nokta olsun. Do(tru par1;alar101D toplam ltlemine gore 

AB=AC+CB 
yazabiiirlz. 

e (AB), I! (AC) ve e (CB) aaytlar101n 

(!(AB)= e (AC)+ e (CB) 

etltli(tini aa(tlad11tm1 gOstereeejtiz. 

n aablt bir tam aay1 ve PQ/2n lee PQ birim dojtru parcaa1-

n1n 2n de bir parcaa1 olsun. C nokta11ndan ltibaren A ya do(tru 

PQ birim do!lru parcaa1n1n 2" de blrine e1it olan CA., A, A,, 
A, A, ... , A. A.+o .. . (Sekil 220) dotru pari;alar1n1 alahm. 

I I 

II c 
Sek. 220 

8 , f!z 
I , 

B 

Ar1imed akaiyomu dolay1aiyle, A DID cak11aeatt1 blr A. nok
taa1 veya araa1na dllteeell A. ve A.+. noktalar1 meveut olur. 

Her iki hal ic;ln 
CA.~ AC< CA.+ 1 
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yazuabilir. Yard1mc1 teorem 2 den de say1lara ge~erek 

(*) 

bulunur. 

I L '+ 1 2r1-e(AC)< 2" 

~imdi C den itibaren B ye do~ru yine PQ birim dojtru par

casrn~n 2" de blrlne evit CB" Bl B,, B, B,, ... Br Br+ I• ••• dojtru 
par~larim alahm. Aroimed aksiyomundan 

CBr ~ CB< CBr+1 

ve yard1mc1 teorem 2 den sayi olarak 

( .. ) 
elde olunur. 

Mevcut olan 

evitsizllklerinden de yine yard1mc1 teorim 2 yl kullan1p say1lara 

gecmekle 

yazar1z. 

(*) ve ( .. ) e1ltsizliklerlni terlm terlm toplayacak olursak 

•+,. L (AC)+ (CB)< •+r+z 
2" _ e e 2" 

e~de eder ve (* .. ) eoitsizllklerini gGz Gnttnde tutmak suretiyle 

1 I e (AC) + e (CB) - e (AB) I < 
2

,. _ 
1 

bulunur. n ise her hang! tam say1 oldojtundan 



,, 
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e (AB)=!! (AC)+ e (CB) 

11eticesi elde edilmiv olor. 

Toplanabilme Ozelijti cari olmaktad1r. Her AB dojtrn pari;a· 
s1na tekubUI eden e (AB) Hyl91na dojtru parc;ae101n uzunluk u 
dcnir. 

Do!lru parc;alar1 !Uc;me slstemiudeu hie; olmazea bir tanenln 
me,·cut olup olmad1jtma <lair sorulan soruoun cevabt •evet• olmuo 

oluyor. Hatta her keyfi PQ dotro pari;as101n blrlm dotru pari;aa1 

olarak sec;iml bir doitru pari;alar1 lllc;me slsteml vermektedir. Do· 
lay1siyle sonsuz Olc;me slstem cilmlesi mevcnttur. 

~imdi doJ,.u pa,.{:alarr olr;me teoriainin kar11t teoremi ol ele 

alallm . 

Yuknr1daki lncnlemelerden blltlln dojtro parc;alar1n10 cQmle

sloln oegatlf olm1yan reel say1lar cilmleslne tasvir edlldillni ve

ya her dojtru p:irc;asrna reel bir saynuo - dojtru parc;asm1n 

uzunlujtunun - t2kabQl ettljtinl glSrmQv buluouyoruz. Bir say1 
verilen bir dotru parc;aemm uzunlujtu olarak nlm1rsa bQltlu e1lt 

1!01tru parc;nlam11n taevirleri nyot say1 olur. ~imdi s1hr olru1yan 

bt1tf1n dojtrn p:irc;alarmm ne~atif olm1yan bllttln reel say11ar1 

ttlketip tllketmedlitl sorusu ai;1k kalmaktad1r. Bu sorunun cevab1 

dojtru parc;alarl nlc;me teorisinin kar,1t teorlmlnlo konnsuuu tev

kll etmektedlr. Bu soruy11 evet cevabmm verllmesl ancak yeni 
blr aksiyomun itbal edllmeslyle mtlmkilodQr. 

hir;e bulunan kap:i/1 doJl,.u par~alarigle ilgili s'ajt1dakl Kan

tor aksigomunu kabnl etmck yeter: 

V,. Kantor Aksiyomu. A, A,, A, 8., A, 8,, ... bir a Jot
.ruau iizerinde aon•uz bir kapal1 dolru parc:alar1 diziai olad ''e bu

nun ard111k her An+ 1 Bn+ 1 terimi bir ev''"llci An Bn terimirdn i>in

de bulunsa (~ekll 221) <•e agrrcu biitiin terimlerin icinr/11 bulunan 

hi~bir dalru parc:oa1 mevcut bulunmaaa, tlizinin biitiin terimlerinle 

ortak olan bir ve ancak bir X noktas1 mevcuttur. 

Ii 
~ 
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Bu aktlyomda bllUlo dojtru par<;alar1010 11hrdao farkh ol

dujtoou veya farkh uc ooktalar101 haiz oldujtu kabul edlllyor. 

Bu 1ekllde lfade edileo akeiyomuo olduk<;a lrn vvelll blr oe

tlce ile eoou1;laodmlm1e oldujtuoa Iearet etmek gerektir. 

ll,, Bn B, 81 B, • a 

~ek. 221 

Di:r.ide, blltllo do{tru par<;alartoda ortak olao en a1al1 bir X 

ooktae1om varhjt11110 bellrtilmeel kAfi ldi ve buodao da X ookta-

11010 biricik oldujto oeticeelne var1hrd1. 

~killerlo arakeelt ka\•ram10a ba1vurarak akelyomdaki neti

ce !JOyle de ifade edileblllr: Verilen A, B,, A, B,, A. B., ••• di%i-

1inin biitiin dolru par~a/a,.,nin arake1iti X nokta11d1r. 

lbtar. Ar1lmed ve Kantor aksiyomlar1oa 1iirtlclililc ak

ligomlari denilmektedir. Bunlarla a1ajt1daklne beozer teorem

leri iepatlamak mllmkl1ndl1r: Bir I' daire1inin bir A /~ nok

ta11ndan ge~en bir a dolru1u dairegi iki noktada kelC!r. 

Dojtru par<;alan Ol<;me teorleioln kare1t teoremi 1u teoreml& 

iepatlanm11J olur: Hangi a > 0 reel 1agr11 al1n1r1a alrn•"'• verilen 

herhangi bir ol~mC! 1i1teminde u:eunlula a olan bir dolru par~an 

mevcuttur. 

lapat : a eaytBLDI 

1eklinde ifade edellm. Bu ifadede n tam bir eay1y1 veya aJfm, 

n 11 n,, ... , ni, ... ise 0 veya 1 e eolt olao say1lar1 goeteriyor. Bunu 

lkill say1 elsteminde 
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a= n • n 1 n 1 n1 • • • n1r • • • 

11ay1e1 olarak yazmak mflmkflndllr. 

OA dogrusu Qzerinde, PQ birim dogru parc;ae1na e1lt OA,, 

A, A,. A, A,, ... An An~• dogru parc;alar1n1 alabm (~ekil 222) ve 

(}' IJ, 
A 

~k. 222 

An An+• dojtru par~ae1n1 B, ooktaeiyle lki efit parc;aya Mlellm. 

n, = 0 halinde A,. B, dotru par~ae1nt, n 1 = 1 haUnde lae B, A,.+, 
dol'tru par~as1n1 eec;elim. 

Se~ilen • 1 dogru parc;ae1n1 da B, nokt&1iyle lki e1it parc;aya 

bGlclim. n 1 = O haliode bu yar1m parc;alardao 0 noktae1oa yak1n 

<>laom1, n 2 = 1 halinde iee dlgerinl ee~ellm. 

Bu ikincl •• dogru par~ae101 B, noktae1 lie lki t'flt parc;aya 

Wlelim ve bOylece devam edeUm. 

Bu euretle el de edilen a1f1;dan fark h kapah •u .,, .... •1r 

dogru par~alar1, i~l~e eoneuz kapah dogru parc;alar1 dlzlal te1kll 

eder. Bu dizide her terlm blr evvelkl terlmlo l~lnde bulundu-

iundan ve yard1mc1 teorem 1 den dolay1 bu dfzinln blltQn lerlm

lerlnde ortak olmak ftzere aJf1rdan farkh blr doitru parc;a11 bu

lunmad11t1ndan Kantor akelyomunun 1ar tlar1 aaglanm11 bulun

maktad1r. Huodan da, X noklaa1 dizinlo bQtftn terlmlerlnde or

tak olan cokta oldutuna gore, OX dojtru parc;a111n10 Gl~me ltle

Dllnin a uzunlujtunu verecegl ~1kar ve teorem lspatlanm11 olur. 

lhtar . Anla tilan bu iapat a aaymnt temail eden lkili 

say1 el11terolodeki say1n1n sonlu veya aooauz olma11na gGre 

deiti1mez. 

Sonlu oldujlu takdlrde alt bGlmelerde elde edllen B 
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noktalarmdan biri, uzunlujtn tam a ya e$it olan blr OB 
dogru parc;as101 verlr. Bu halde Kantor akeiyomundao sarf1 
oazar edebiliriz. 

· Hatta, p ve q tam say1lar gOeterdi{tioe gore a= p/q 

ise veya a rasyonel blr say1 ise, PQ birlm do{tru parc;aern1 
q e1it parcaya bOUlp q katin1 ahp uzuolugu a olan do{tru 

parc;aern1 elde ederiz. Uzunlugu p/q olan dogru parcas101 
veren bu ueul de Kantor aksiyomuna ba1vurmadan yllrtttU
lebilir. 

Do{tru parc;alari Olc;me teorisinin bu izah1nda reel ea
ytlar1n meveut teorisinden faydalan1lm1,hr [37), [34). Tarih

sel bak1m1ndan evvell !Hc;me teoriei, sonra her iki teori 
beraber geliemietir. 

Aneak olc;me teorisinin teorem ve kare1t teoremlnin iepa
bndan eonra, Olc;U birimi sec;llmek suretiyle, reel sayllar eflmlesi 
He bir dojtru flzerindeki noktalar ara11nda bire-bir bir tekablll 
kurmak milmk11ndt1r. 

Bn tekabO.l bir dogru O.zerinde koordinat eletemi kurmayt 
saglamaktad1r. Bu noktadan bareket ederek koordlnatlarrn dQz. 

leme ve uzaya teemili gt1c;lt1k arzetmez. 

Geleeek bablste g6reeettimiz vec;hile, dogru parQ&lar1n1 Olc;
me teorisinin ispati, ayn1 zamanda, dottru parc;alar1 Olc;me sistem
lerlnln tamammm eUmlesioi bulmay1 ifade eden problemia c;6ztt.
mt1nt1 de vermektedir. 

SS. Bir dogru par~aa1n1n uzunlujunun lU~U 

birlminin se~imine bagbbg1 

AB dogru parc;asrn1n e (AB) uzunlu{tu aneak Hien birlmi 

PQ dottru parc;as1 - aec;lldiltlnde belirli olur. Birim dottru 
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parcasmm ikincl bit 1ekllde seciminde AB dojtru parcasmin uzun

lujtu dejti1mektedir. 

~u problemi ortaya atahm : Birim Olc1lstt PQ olan Olcme 

sisteminde bir AB dojtru parcasmm uzunlujtu x oldujtunda, bi

rim Olcllsll P' Q' olan Olcme sisteminde aym AB dojtru parcas1-

mn g uzunluttunu bulmak. 

Tabil g uzuolujtu x in bir fonksiyonu olup 

g = /(x) 

fonksiyonu negatif olm1yan blltiln sayllar1 cllmleslnde tarifli bu

lunmaktad1r. 

Hakikaten, her x ~ O sayisma uzunlujfn x olan bir AB 
dojtru parcas1 tekab1ll eder. AB yi P' Q' birimlyle Olcerek yeni 

Olcme sisteminde AB dottru parcasanm uzunlutunu veren biricik 

g sayl8ln1 elde ederlz. Ai;1k olarak f (O) = 0 oldujtundan f (x) 

fonksiyonunu x + 0 balinde bulmak kahr. 

Evveli\, f (x) fonkslyonunun monoton olarak cottalan bir 

fonkslyon oldu~u gOrllrttz, zlra, x nzunlu~ arttlkca bona te

kabttl eden dojtru parcas1 da bttydr ve dolaylBlyla g artar. Son

ra, g 1 = f (x,) ve g, = f (x,) koyarak, 4 1arttan 

veya 

elde ederlz. 

(«) denklemi fonk•igonel denlclem'lere en basil blr mlsal te1-

kll eder. 

~imdi <~> He ifade edilen Ozelljtl halz f fonksiyonunu bu

lahm. Problemin 101k lfadesl 1udur: Negatif olmagan reel 1agilar 

ciimlHinde tarifli ve biitiin x 1 ~ 0 ve x~ ~ 0 delerleri i~in 

' 
i 

I' 

': 

i: 

i 
fi 

: 

! 
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/(JC,+ x,) = /( .t" 1) + /(JC,) 

f onkaiyonel denklemini .a/ligan monoton art an biitiin f (JC) fonk

aigonlarrni balmak 

Matematlk indOkeiyonla 

elde ederlz. 
x 1 =x,= ... =JC,,=JC 

koymakla da herkangl n tam eay1s1 ve herbangl JC ~ 0 lc;ln 

<P> /(nJC) = n/(.t") 

ve bunda da JC = 1 koyarak, herhangi n tam uy1e1 ic;ln 

/(n) = nf (1) 

buluroz. 

f (1) ac;1k olarak, birinci Olc;me aleteminln PQ blrim dolru 
par~ae1n1n ikinci Olt;me eieteminin P' Q' birim uzunlutu cinsin
den ifade edilen uzunlulodor. Bu uzunlulu a ile goateriraek veya 

/(l)=a 
koyarsak 

(1) /(n) =an 

elde ederlz 

~lmdi ( t1) denkleminde x = 1/n koyarak 

/(l)=nf(!) 
yazahm ve bundan da 

(2) 1(!)=a! 
elde edelim. 

I 
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(/1) denkleminde, m :::::.. 0 ve n > 0 tam eay1 olmak ttzere 

.x = min koyarak 

f (m) = n/(:) 
yazahm ve (1) denkleminden 

veya 

(8) 

elde edellm. 

am =nf(:) 

1(:) =a~ 

Yukar1da buldugumuz netlcelerden / (x) fonksiyonunun bt1-

tl1n rasyonel x = min ~ 0 dejterlerl lcln 

/(x) =ax 
vekllnde oldugunu bulmuo oluyoruz. 

z pozitif ve irrasyonel bir eay1 oleun. Keyfi n > 0 tam 

say1B1na mukabil 

~< z < m + t 
n n 

-olmak Uzere bir m ~ 0 tam' eay1s1 bulunabillr. 

f (x) fonksiyonu monoton '(ogalan bir fonksiyon oldujtundan 

I ( : ) < I (z) < I ( m ~ 1) 

veya 
m m + 1 

- a < f (z) < --~- a 
n n 

yaztlir ve n ,... N i"in limile gecllerek 

/(z) = az 

elde edllir. 
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Bu auretle her x ::,,.. 0 lc;in 

/(:t:} = ax 

veya 

g = ax 

neticcslne varllm11 olur. 

llurada x, verilen dojtru parc;as1nm •eaki» uzunlul'tu, g • ye
ni• uzunlu~ ve a = f (1) iee •eski birlm• In •yen! blrlm• cloetn
den dejteridir. 

Fonksiyonel (~) denkleml cOzlllmll1 ve ayn1 zamaoda dojtru 
parca11n1n uzuulul'tunun Olcll birimi eec;lmine ballll1jt1 (r) g01te
rilml1 bulunmaktadir. Buou 10yle !fade ederlz: Bir &l~me sitte

minden di/er bir &l~me sistemine ge~ildi/inde biitiin dolra par~ala· 

rinin a:iunlaklar1, geni birimin eski birim cin•inden dejerini ifatltt 

eden sag1 ile ~arp1lm11 olur. 

Bir Olc;ll eietemindeki ozunloklart x, ve x, > 0 ve lkincl 01-
r;ll eiatemindekl uzunluklar1 lae g, ve g, olan ikl AB ve CD 
dotru parcae1 alahm. 

(r) denkleminden 

ve 

elde ederlz. 

g 1 =ax,, g, =ax, 

9_!_=~ 
g, x, 

Buna gore, lki dojtru parc;ae1n1n uzunluklar1n1n oran1 Olc;ll 

blrlmlnla aec;imine bajlh olmamaktad1r. 

Dotro parcalar1n1n uzunluklar1nm Olr;U blrimtoe bath olm1-
yan ora~na dolru par~alannin orani denir: 
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1htar : Problemlmizde, elri gaglar1 uzunlak ol{:me •i•
tem' inin elde edilmeelne temas etmemit bulunuyoruz. Bo 

bususa dalr ancak 11unu al>yliyecejtiz: Herbangi bir ejtri ya

yayma bir aay1 tekabill ettirilmlt olaa, bu say1ya bu du

rumda henUz ejtri yay1mn uzunlujtu diyemeyiz. Dlyebilme

miz icin, hepei doitru parcalarm1 ihtiva eden ejtrilerin belir

li bir &1D1f101u her yay1na blr sayt tekabQl etmesi ve bu 

sayilar1n B!J&jt1daki tartlari sajtlamas1 gerekmektedlr: 

A. Etit iki yaya etit iki aay1 tekabill etmelldlr (deitit 
mezlik Ozelijti). 

1:3. Ortak noktalar1 olm1yan iki yaym toplamma te
kabU.1 eden say1, toplanan yaylara tekablll eden saytlann 

toplam1na etlt olmahd1r (toplanabilme Ozelljti). 

Ancak bu 11artlar10 sajtlanmas1 halinde ad1 ge<;en aa

y1lara, tekablU ettiklerl yaylar1n ar:unlulc'lan denlr. 

Mesela bir daireye; bu daire li;lne ve du;ma <;izilen 
baslt cokgenlerin, kenar uzunluklar1 ad1ra gldip kenar aa

yllar1 sonauza yaklaetijtlnda, eevrelerinln ortak llmlti teka

blll ettlrilse, bu aay1, baz1 ejtri sm1flar1 tcln bir azunlak ol
me •i•temi elde etmedtkce dalrenln asanla/c'u olarak alma· 

maz ve bu ad verilemez [84). 

56. Bir diizlemde alanlann mukayeseal 

Madde 58 de dojtru par<;alarm1n bllyl1kUlklerinl mukayese 

ederken dojtru parcalarm1n ar:anlak kavram1n1 lthal etmek gerek

memi9tl. 

Bazi dtlzlemael 9eklller lcin •1it, daha biigiik, daha k~iilc 

kanamlarm1 itbal etmek mO.mkO.ndllr. 

Burada etlik ve etilllk kavramlar1 dojtru parcalar1n1n etll

dllnde oldujtu glbl ayn1 anlama gelmlyeblllr. 

I 

I 

i 
I 
. 

' 

I 

J 

I 
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$ekillerln e,llltl meselil. 10yle tarif edilebillr: Dii11lemdeki bir 

lsareketle (bu hareket birlnci veya iklnci neviden olabilir) biri 

clijerine ta•vir edilebilen dii11lemsel iki 1ek!e e1 1ekiller clenir. 

Dilzlemin kendlsine olan bareket dedlgimiz donn,nmlerinin 

etlik aksiyomlar1 \'aeatasiyle tarif edilebilecegioi bllmekteylz. Bu 

aksiyomlar dojru parra•1 ve af1 ka\'I'amlariyle ilgili olanlardar. 

~ekillerin eoli)'tlne ait vermi1 oldujtumuz bu tarlf, «e,itlik• 

kavraminm bfltlln 1artlar101 saghyan (tekillerin arasinda mevcut) 

ba~1ntty1 tarlf etmlo olur. Bu 1artlar 1unlard1r: 

1. Reflekalvllk: Her 1ekil kendisiyle eotir. 

2. Slmetrl: Bir 1ekil lkioci bir ,ekle eo lee lklncl 1ekil de 

birinci 1ekle eotlr. 

3. Tranzltlfllk : Bir 1elc ii ikioci bir oekle ikinci 1ekil de 

bir t1c;ilocf1 tekille et iFe birlnci tekil 1lc;llnct1 fekllle et olur. 

Yalmz e, olan oekillere e1it diyecck olursak bir cok Onemli 

oekil smtflarinm bllyllklllklerini mukayese etmekten mahrum ka

ltr1z, zira, oekil s101f1 blr bllyllklllk s101f1 olacak 1ekilde etllk 

batrnt181oa ekeeriya claha biigiik ve claha kii;iik s1fatlarm1 ekli
yemeyiz. 

MeselA, verilen 1ekiller s101f1 karelerden lbaret ols.un. lki 

kareye ancak e11 olduklumda eoit diyelim \'e kenarlar1 daha btl

yllk olan kareyi, keoarlar1 daha kllc;ilk olandan daha bt1yllk iti

bu edelim. vs. Bu 11artlar1 kullanarak kareler s1n1f1, e,it, claha 

biigiik, claha kiis:iik'lln anlamhmna gore bilyllklllk s101fa olarak 
dtltilnillebllir. 

lkinci bir misal alahm. Verilen eekUler e101fa bUtUn dairele

rln s101h oleun. E1it, daha biigiik (le daha kiis:iik 11fatlar1na, dai

reler srnaf101 bu 11fatlara gore bir bdyilklllk e101fma c;evirecek 

eekilde anlam vermek kolayd1r. 



Alan, hac1m Ol~me problem I 189 

Bu defa, verilen teklller 11101f! blltlln dik dOrlgenlerln ellm

lesi olsun. Yaln1z et olan d()rlgt·nleri e1it diye kabul edenek, 

daha bilgiik ve daha kiit;iik s1fatlar10a, dOrtgenler s101f101 muka

yese edllebilen blly!lklllkler s101f10a i;evlrme 1artlar1010 hep1inl 

sajthyaeak tekilde nas1l bir anlaru verileeejtl 11orusu ortaya i;1kar. 

Buna benzer sorular, b!ltlln cllkdUrtgPnler iJe blltlln clalre

lerden ibaret olao A s101f1 veya bllllln dllzlemsel sonlu takillerin 

s1n1hndan ibaret B s101h li;in de sorulabilir. 

A sm1f1na alt teklllerin yalmz e11 olmalar1 11artiyle etltllk

leri kabul edildljtlnde, bllyllklllklerln mukayese tartlar101 sajtla

yaeak 11ekilde daha biigiik ve daha kiipiilc slfatlar1na anlam verlle

miyeeejtini gUstermek gll<; dejtildlr. 

Dljter bir deylmle, A e101f1n10 bir bllyllklllkler sm1f1 olmas1 

ii;in e1it s1faltna evvelee verilen anlam (etllk) kart111oda, dalea 

biigiik ve daha kiipiik kavramlar1na ne suretle olursa olsun blr 

anlam vermek lmklns1zd1r. 

B s101f1 i<;ln de hii;blr surette, bQyilklQklerln mukaye1e tart

lar101 sajthyan e1it, daha biigiik ve daha kiipiik kavramlarm1 it

haJ etmek mllmkiln dejtlldlr. Bu iddlan10 i1paltn1 vermlyoruz. 

E1bilefim (') ve erielerlilik kavramlan dllzlemsel lkl boyutlu 

11ekil 1101flar10a ve Ozel olarak basil i;okgenlere alt e1it, daha 

biigiik ve daha kiipiik s1fatlarm10 elde e1ilme1lnde Onemli rol oy

namaktad1r . 

Tarlf. Btltlln tepe noktalar1 farkh olan, hi<;bir tepe nokta

e1 i;okgenin blr kenar1n10 Ii; noktas1 olm1yan ve herbangi ikl 

kenar1mn ortak bli;bir noktas1 bulunmtyan blr cokgene ba•it 

pokgen den Ir. 

Basit i;okgcnlere alt a1ajt1daki Onemli teoreml verlyoruz. 

( ') E1blle1lm kellmeal •equlcompo•ltlon" kart1ht1nda ahnm1fhr. 
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Teorem. He,. ba•it rolcgen, iizerinrle bulunrlufu diizlemin ba

ait rolcflen" (do~ru parcalar1ndan ibaret oJan 1ieteme) ait olmrgan 

nolctalor1nz, a1a/1dalci oHli/cle,.i haiz olan ir "" dr1 olmalc iiH,.,, ilci 

bOlgtge agm,. : A le bOlgeye, B de d11 bOlgeye ait birer nokta 
i&e, A ve B noktalarao1 l>irle1tlren ve cokgenln dQzlemlnde bulu

nan her kmk .cizginln cokgenle en •t•I• blr ortak nokta11 var· 
d1r; A ve A' cokgenln lclnde B ,.e B' de cokgenln d111nda ikl1er 

nokta iee dil:demde daima A y1 A' ye ve B yl B' ye blrle1tlren 
ve cokgenle ortak noktalan bulunm1yan kmk clzgller mevcuttur. 

Bu teoremin ispat101 vermiyoruz (15). 

Bir P colrgeninln A ve 8 gibi ikl noktaBl, kendl kendlalnl 
kesmiyeo \·e tamamen f;Olrgenio ii;inde Olan kmk blr cizgi Ile 

birletlirillrse P, ve P, gibl yenl iki cokgen elde edlll.r <Sekil 223). 

Ru takdlrde P cokgenl P, ve P, bile1enltrine ag,.rlmr1 veya P1 

ve P, bilt1enfe,.in ien elcle edilmi1ti,. den Ir. 

Sek. ~23 

Tarlf: Baslt lkl i;okgen 1onlu eay1da blle1enlerlne ayrdea 
ve blrindekl herhaogl bir cokgene diterlnde e1 olan blr ~okgen 
bulunea bu lki cokgene e1bile1enli veya agrr11mla e1delerli denlr. 

Sezlee dayanuak e1blle1~nli iki cokgenln, bunlardan birl 
keaillp parcalara Mlllndlllllnde ve bu parcalar oygun 19kilde 
eklendlllnde iklncl cok1enl verecek neviden oldotunu &Gyllye
bllirlz. 
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Bazt baeit .;okgenlecln bll<'oenlerine ayrtlmaema dair blr~k 
teorem verece~iz. 

Teorem. Bir ii~gen, tabanr ii~genin tabanrna ~e giiksekliji 

Ufgenin yiiksekliginin garmna e1it olan bir paralelkenarla e1bile111n

./idir. 

lepat actiktir (Seki! 224). 

~ek. 224 

Teorem. Bir paralelkenar, tabanz paralelkenarm uzun kenari 

ve yiiksekliji paralelkenann bu kenarma ait giiksekliji olan dikdort

genle e1bile1enlidir (~ekil 225). 

A I 

Okuyucunun bnnu ispatlamae1 taveiye olunur. Neden uznn 
1i:enar kayd1 konulmuotur? 

Teorem. Bir ii~gen, tabanr ii{:genin en biigiik kenan ~e giik-

Sek. 226 
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•ekli/i ur;genin gukukli/inin garm olan dikdorlgenle e1bile1enlidir 

<Sekil 226). 

Okuyncuouo bunu ispatlamas1 tavsiye oluour. 

Teorem. Tabanlarz t1e gii.k.eklikleri e,;t olan paralelkenarlar 

e1bile1enlidir. 

AD lle BC keoarlar1010 E arakesit noktaemdan AB ye MN 

paralelini c;izelim <Sekil 227) .ve AM ye e1it MP, alalun. ls-
patm tamamlaomas1n1 okuyucuya birak1yoruz. 

Sek. 221 

Pltagor teoremi. Bir dik ii.r;gende dik kenarlar iizerine r;i

zilen iki kareden ibaret 1ekil, hipotenii.• uzerine r;izilen kare ile 

e1bile1enlidir. 

lapat: Dik kenarlar tlzerioe c;izilen karelerio A1 C ve CB, 
ko1egeolerini c;izerek A, B 1 dojtru parc;a11n1 elde edelim. Hlpote
nlls tlzerine c;izilen karenio C, A ve D, B kenarlarm1 A, B, dojt
ru parc;asm1 S,, S, ooktalarmda kesloceye kadar nzatahm ve 
S., S, ooktalarm1 s1ra11yla P, Q ooktalarlyle blrle1tlrellm. 
Bu suretle dik keoarlar llzerlne c;izilen karelerdeo ibaret 1ekil 
sekiz tlc;geoe ayrilm11 olur. BB, PC karesloio BB, keoar101 uza
tip D, den BC ye c;izileo D,T, paralell Ile T, ooktasmda kesl1ti-
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rellm. Banun gibi, Al A kenar101n C, den AC ye ciziJen parnlell 

kestilti T, noktasm1 elde edelim. T, ve T, yi birle!Jtirip A, B, 
dojtrusuna paralel olan TI u ve T tu dojtrularm1 cizelim. 

p 

CJ, 

~ek. 228 

Qizilen bu doltru parc;alar1, hipotenQs 1lzcrine cizilcn kare

yi, ilk karelerle eo olan sekiz kareye ayll'ir. Bu tiQgenlerin iki,er 
ikiljer el) olduklar1010 ispat edllmesini tavsiye ederiz. 

Eljitlik bajt1nt11u olarak eljbileljimi veya ayr111mla elJ d< jter· 

llliiti altrsak, bu bag10t1 basit QOkgenler s1mfmda IJU !)zeliklerl 

halz olur: 

1. Reflekslfltk: Her baelt c;okgen kendisiyle eobile!Jenlidir. 

2. Slmetrl : Baslt bir c;okgen iklnei baeit bir c;okgenlc e,. 

bilel)enll Jae iklnci basit c;okgen de bir 11QOncU basil Qokgenlu 
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e1bile1enli iae, birioci baalt i;okgen nc;nncn ba11it c;okgenle e1bt

le1enlldlr. 

Bu eon Ozelik tamamen ac;1k dellldir, zlra, meeelA, ikincl 

c;okgenin bir ayr111mla birioci cokgenle c1blle1enli olma11 ve bl· 
rincl ayr111m1n tlc;genlerine et olan 11i;gen lhtlva etmemek nzere 
ikincl blr ayr111mla da 11i;l1ncl1 c;oltgenle etblleeenli olmaa1 m11m

kl1nd0r. 

llk iki Ozellk kolayca iepatlanablllr; iklnclsl !spat edillnce 

ttcl1ncl1 Ozelitin ispat1 a1a~1daki teoremln ispahna irca erllllr. 

Bir ii~iinciiaigle e1bile1tnli o!an basft ilci i;olcgen, aralarrnda 

t1bilt1enliair. 

lapat : P, ve P~ i;okgenleri P; baalt c;okgeniyle etblle1enll 

olan baelt iki cokgen oleun (~ekil 229). 

eek. 229 

P, c;okgeni P, i;okgenlyle etbiletenli oldutundan P, ve P1 

Qn, lkifer ikiter et Qc;genler ibtiva eden ayr11unlar1 mevcut olur. 
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Bunuo glbi P, Ue P, llo de !kiter lklt~r e9 llcgeolerl olan ayr1-
•1mlar1 vard1r . 

P, ~okgenloio ayr111amlann1 incelenek lklnci ayr111ma alt 

do~u parcalaranan birinci ayr111ma alt Ocgeoleri cokgenlere ayll'· 
d1g101 gUrQrOz. P, Qn ikioci ayr191m101n dojtru parcalar101, P, 
deki herbangl Ui;geoin ayr191m1na glreu dojtru parcalar1 P, dekl 

et llcgene ayn1 tarzda girecek 1ekilde, P, cokiteninin ayr111m10a 

ekllyellm. Ayn1 oeyl P2 cokgeninin ayr1m1 icln de yapabm. 

P, ve P, cokgeolerinin bu suretle !kiter !kiter e9 i;okgenler 
ibtlva eden ayr1,1mlar olacaitmdau e9blle,enll olurlar ve bu, te
oremi lspatlar. 

Ohalde, basit cokgenler srn1f1nda, ayr111mla olao e9delerli· 

lijtin r1itlilc baf1ntis101n 1artlar1n1 baiz oldutu gOrfllmQf olur . 

Boyle olmakla beraber basil i;okgenler 1101f1ndakl e11Wk 

baf1nt11101 baoka tllrlll de tarif edebllirlz. 

Tarff. Verilen basit iki cokgeoden herbirlnln sonlu llllytda· 

ki e, cokgeoler ~iftinden herbirlnc alt bir cokgenle birletmnl 

~ek. 280 

hallnde e9blleeeull iki bill'!lke cokgenl meydana geldl!?inde bu 
bastt lkl cokgeue tamamlama .u,.etigle r1le/11,.li veya sadece .,. 

delerli c;okgenler dcnir. 

Lobacbev11ki, «ParaleJler teorisloe dalr 1eomelrik inceleme· 
ler. adh kitabtnda fuyle dcmektedlr. •lki yQzeyin qitlitloe ge-
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nel olarak hllkllm vermek ic;in eu teorem ens aho1r: Eeit par. 

c;a.lar10 bileeemiyle meydana geleo veya eeit pari;alara ayr111mt 

mUmkUn olan lki yUzey blrlbirine eoittir». 

Lobacbevski bu tarifl dUzlemsel ve kllreael basil cokgenle

re ve Lobacbevaki geometrisioin basit c;okgenlerioe tatbik etmek· 

tedir. 

Verilen basit bir cokgenle ee Jeterli olan blltlln ~okgeolerden 

ibaret basil cokgenler 81Dlf1, verlleo cokgeole eebileeenli olan 

bUtUo basit cokgeolerin em1fm1 bir k1sm1 olarak ic;ioe ahr. liu

nun haa bir k1s1m olup olmad11t101n iocelenmesi gerekir. 

Teorem. T abanlar1 fie giik.eklikleri e,it olan iki paralelkenar 

e,dejerlidir. 

Euklid'ln verdijti tarzda bir ispat ( ') suouyoruz (22). ABCD 
ve EBCF tabanlar1 ortak olan iki paralelkenar olsuo ($ekil 231). 

PWF 
8 c 

~ek. 231 

Euklid hereeyden evvel ABE ve DCF llc;genlerinlo eeliitini 

!spat etmektedir. DCF llc;genlne ABCD paralelkenar101n, eklen· 

meal lie ayo1 ABCF yamujtu elde edlllr ve verilen paralelkeoar

larm eedejterlllljtl lapatlanm11 olur. 

lhtar. Eaklld ne eeblleelm ve ne de e!fdeterlllik kav

ram1n1 ilhal ediyor. Sadece alan'a gore tlc;genlerlo eeitllitf 

< ') Daba evvel bu t•kll paralelkeoarlar10 •tblleteoll. dolay111y le

efdet•rll olduklar1 l1patlaom1th. Yazar burada Artlmed all:atyomuoa da• 
yaom11ao btr lapa t vermetl terclb edlyor. 
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kavram1m kullao1yor. Alan kavram1 Euklid taraf1odan llkel 

ve tarif edllmez olarak kabul edilmlttlr. 

Atajtadakl teorem de benzer tarzda lepatlan1r : Tabanlarr "• 

,giiluelclilcleri e,it olan ilci ii~gen e,delerlidir. 

E~F 
8 c 

~ek. 23:.! 

Euklid, (teorem 3; eiode) AEBC ve DFCB e1deterll para
:lelkeoarlar1 dt11Uo!lp (~ekil ::!32) buolaran yarilar1 olan ABC, 

DBC U~genlerine ge~mektedir. Yaln1z e1de[terllllk kavramma 
dayanao bir ispatm \'erllmeslni bir temrln olarak tavsiye edlyoruz. 

Euklid 'in «Elemnnlar• adh eserindeki teorem 43 fOyle ifade 
edilebillr. 

Teorem. ABCD paralellcerumnrn <eekll 258) herlaangi bir K 

.11olcta11ndan paralellcenarrn kenarlarrna EF ve GH paralelleri ~isl· 

eek. 238 

lirae, ABCD nin bile,enlerini te,lcil eden Jori paral.tlcentudan AC 

Jcofelfeninin ge~mediji ilci•i .,delerli olw. 
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Bu, Euklid'in alan teorislnin esae teoremlerinden birini 

teekil etmektedlr. Ba teoremden meselA, herhaogi blr c;okgeni

nin bir kareye eede~erlilijti elde edilebllmektedir. Bu teorem 

buraya sirf bir misal olmak tlzere kooulmuv ve ispat okuyucuya 

h1rak1lm1!ilhr. 

A1ajt1daki esas Ozelikler cari bulunmaktadir. 

1. Refleksiflik : Her basit ~okgen kendisiyle ee1egerlldir. 

2. Simetri : Basit bir i;okgen bir ikincisiyle etdejterli ise 

bu ikincisi de birinciyle eedejterlidir. 

3. Tranzitiflik: Basit bir cokgen bir ikincisiyle, iklncl 

c;okgen de bir tlc;ttoc!isUyle evdejterli ise, birloci c;okgen ttcilncil

sliyle etdeflerHdir. 

lik iki Ozelik nc;1kt1r. Uc;ilncUsilntln ispahn1 vermiyornz 
[4J], [15). 

Sllreklilik aksiyomlar1n1, Ozel olarak, Artimed aksiyomunu 

kullanmadan biltiln alan teorisini elde etmek ic;ln eebile§im ve 
etdejterHlik kavramlarma ihtiyac; vard1r. Hilbert [15), 'evdejterli 

basil iki c;okgenin, Areimed aksiyomu kullamlmaksmo, etbile

tenli olaca.jt101 ispat etmenin imkAns1zhjt1m gOstermittir. Bu se
beple daha genel olan •tamamlama ile etdejterlillk kavram101n 

ithali zarurl gOrlilm11ttllr. 

Taban ve ytlksekleri eeit iki paralelkenar10, taban ve yilk

sekleri etil iki ttcgenin evdejterli olduklarr ve dik kenarlar1ndan 

biri verilen ve baslt bl~ c;okgenle evdejterli olan dik tti;genln c;l

ziminin yapdabilecejtl, 51ra ile lspatland1ktan sonra Hilbert, bu 

teoremlerin, 8DCak biitiin baBil ~Okl(enJer e,rfelerJi dej/Jdir tek

lindeki Ozelijtin ispatindan sonra Onem kazanacajt10a i!jaret et

mittir. 

Hllbert'in bu g0rl1etlnt1 aydmlatmak ic;in cebireel itlem ta
rlf edllmi11' evvelce bilmedijtimlz bir cllmleoin bir gnrup tetkil 
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ettilloi ve eUmlenlo gurup olmae1ndao da Ooemll oetleeler, k1-

eaeas1, blr teori 1,11kar1ld1jt1n1 kahul edellm. 

Bu teori, tabiatiyle gurupuo aooradao, sadece bir eleman1n

dao lbaret oldujl'u ispat edllse ldl bntno Ooeminl kaybetmlt 

olurdu. 

Buouola beraber Hilbert, Artimed akaiyomunu kullanmaks1-

zm tamamloma ife e,dr/rrli olan ''e tabanlarr e1it olan ilci iir;ge11ln 

giiloelclilcltrinin e1it oldu/unu lapatlamaya muvaffak olmutlur. 

Bundan. tabanlar1 etit olan !kl nc;gAoin e~dejterli olam1yaeat1; 

dolay1s1yla bUtUo basit c;okgenlerln et1clejl'erlt bulunmad1t1 elde 

edilml11 buluonr. 

Adt gec;en bu teorem Euklld'ln •Elemanlar• mdakl 39. teo· 
remden batka biroey dejtildir. Alanlarin bQyQklQk olmu1 flkrloe 

dayanan Euklfd'in ispatmm, bull c;okgeolerio •etlt•, •daba bll

yQk» ve •daha kQc;ftk• ba1t10hlar1 lthal edllmedlk~ kabul edll· 

miyecejtioi gnrnyoruz. Hilbert, Arolmed aksiyomunu kullanl"lak· 

11z1n vu teoremi lspat etmf¥tlr: Bir dilcdortgen dotra pa,.~a[a,.lgle 
iir;g,.nf,.re b0li1n•e "" bu iit;genlercl11n b;,.; atrl•a, bu clortgenin geri 

lcalan iirf[enlt1,.le te,lcili miimlciin cltJ/ilclir. 

Hilbert, Artimed akalyomunu kullaomarlan baait c;olrgenler 

s101f1nda •daba bt1v11.k» ve •daha kQc;Qk» kavramlar1n1 itbal ve 

•Ian Olc;naQoQ tarif etmittir. Alan teorlsl etlreklillk aktlyomunu 

kullanmadao elde edilmit olarak kabul edlleblllr. Buodao sonra 

da bQtQo baslt c;okgeoler 81Dtf1na bQyQlrltllrler s101f1 olarak ba

k1labillr. Ruouo glbi bQtlln alan teorlalnlo de gerek Ellklld'fn 

gerekse Lobaehevski'olo paralel ak1lyomlar101 kollanmadao elde 

edlleblleceltl gll11terllmittir. 

57 . Cokgenlerln d8nlltllmll 

Tamamlama lie eodrterll olan lkl t1c;geoln tabanlar1 e1lt ol

duituoda ytlkaeklerinln de e11lt olacat1n1 lspats1z olarak kabul-



200 Alan, hac1m !llc;me problem! 

edersek tU teorem ispatlanabiJir: £1 Jejerli herhangi bcuit iki {:Ok· 

gen e1bile1enlidir ( '). 

Bu teoremi ispatlarken aksiyomlar10 kullandmas1 bususunda 

kendimizi s10ulam1yacajt'1z ve bareketin temel !jzeliklerinln bi

lindigini kabul edeceglz. 

!spat bin,;ok teoremlere Mli1nmil!Jll1r: 

Birinci teorem. Bir ii{:iinciisiigle e1bile1enli olan iki cokgen 

aralarmda e1bile1enlidir. 

Bunun lspah evvelki maddede verilmi!jti. 

lkinci teorem. A tepe noktalarigle AC lcenarlari ortak olan 

A 

~ek. 234 

ve agnz dojru iizerinde bulunan BC ve CD tabanlarz e1it o:an ABC 

ile ADC iifgenleri e1bile1enliclir (~ekil 234). 

lapat : BD dogru parc;asm1n C noktas1ndan AD ve AB ke
nar lanna s1rayla paraleJ CE ve CF dogrular101 c;izersek verllen 

ilc;gen, iki!Jer ikioer ee olan 

< ') Bu teorem, blraz baoka tllrlll !fade olunarak 19. yllzy1hn Ilk 

yar1s111da Ilk def a ma car matematlkclal F. Bolyal taraf1nda11 I spat edll· 

mlttlr. !spat sonradan blrkac kere basltleotlrllml$ ve bu lspatlardan 

blrl cok baelt blr oekllde B. F. Karan tarahndan verllmlollr (261. Bu

rada verdljtlmlz bu son lapahn az cok detlomto blr oeklldlr. 
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e:,. BEC= I\ CFD 

A AEC= !>.. CFA 

blletenlerlne ayrllm11 ve teorem lspaUanm11 olur. 

O~nncn teorem. E,ie/erli ilci ii~pnJen birini11 6ir lcenan 

di/erinin bir lcenarrna e1it iu ba ilci ii~pn e16ile1enliJir. 

lspat. Verllen llQgenlerl, A1 BA, ve A 1 CA, yi, taban ola· 
rak dUtllndlllllmUz e1it kt>narlar1 ortak olacak ve OQgenler ortak 
tabanm hirer taraf1nda buiunacak ve A 1 deki aQ11ar1 dar olaeak 

tekllde i;lzellm (~ekil 235). 

8 

c 
~ek. 236 

0Qgenler e1dete;li oldutundao BE ve CF yttkseklllderl bll'i· 
birine e1it olur ve dolay11iyle meydana gelen dOrtgenln BC kO· 
tegenl A, A, ortak tabaniyle D noktallnda iki etlt k11JD& bGl11· 
nUr. 

Oi;genlerln tetkil ettljtl dOrtgen ya konvekstlr veya detfldir. 

1. A, BA, C dOrtgenloln konvekl oldutunu farz edelim. BC 
k01egeol tamamen dOrtgenln li;lnde kalacat1ndan A1 BA, ve Aa 

CA, UQgenlerini A, BD, BDA,, A, DC ve DCA, l191enlerlne 

ay1r1r. 
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!kine! teoremden dolay1 A 1 BD ve A, DC f1cgenleri e1bile-

1enlidir. Aym sebepten BDA, ve DCA, de e1blle1enlidir. Oku

yuennnn, A, BA, ve A, CA, ttcgenlerine «kesllebileeeb bf1Ul.n 

e, il.cgen clftlerlnln .,;izlmtoi yapmas1 t&\'&lye olunur. 

2. A 1 RA, C dOrtgeninin A , ac1s1 180° dereeeden bilyil.k ola

bilir. Bu takdlrde BC k!Sfiegeni dOrtgenin du~mda bulunur (~ekil 

236). AL A, dotrusu Uzerinde A i den A, ye dotrn ve A, A, ye 

ee A, Aa, Aa A., ... , An-• An dogru parc;alar101 alahm. 

c 
Sek. 236 

Ar1lmed akslyomuna g!Sre, D noktas1 A,,_ , Ile An noktala

rlDln arasmda bulunacak ve dolay1siyle An- • BAn C dOrtgeni 

konveks olaeak 1ekllde btr n tam say1s1 (1ekllde n = 4) bnluna

bllir. Blraz evvelki ispata gore de Aa BA, ve A1 CA, Qc;genleri 

e1blleeenlidlr. lklnel teoreme gore de 

Ai BA,, A, BA., ... , An .• BAn 

ttc;genleri bir taraftan, 

1l<;genleri dlter taraftan aralarmda etbile1enll · bulunmaktadirlar. 
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Bunlardnn ve e1jbile1jimln tranzltlfllk 6zelijtlnden A 1 BA, ve 

A, CA, llc;genlerlnln e,bile!jenll olduklar1 91km11j olur.1 

D8rdllncll teorem. E1de/erli herhangi iki iit;gen e1bile1enlidir. 

lapat. ABC ve A, B, C1 llcgenlerl eobilefenli olsunlar (flekil 

237). AB kenan A,B, kenarma e,1t1:1e lddiam1z lli;ilncl1 teoremden 

dolay1 dojtrudur. AB nin A, B, den bUyllk oldo~nnu farzedellm. 

A, B, C, U9genlnln B, tepe noktas1ndan A, C, kenar1na paralel 

a dojtrusunu 9izip ·a fizerlnde A, B' =AB olacak 11ekilde blr B' 
noktaH1 alahm. 

c 

t><l a 

/J 

e A, C, 

eekll 237 

A, B.1 C 1 ve ALB' C fli:.genlerl tabanlar1 ve yilkaekllkleri e!jlt 
oldujtundan e11dejterli, ortak A, <;; 1 kenarlar1 oldujtu ic;in de Uc;lln

cll teoremden dolay1 ejbiletenlldlrler. 

A, 8' C, tl~geni A, B, C 1 Uc;genlyle ve beriki de ABC Oi;ge· 

nlyle e!jdejterll oldujtundan etdejterlllljtln tranzitiflik Ozelilfnden 

ABC ve A, B' C 1 fl.cgenlert efdejterli olurlar. Bn ilc;genlerln AB 
ve A, W kenarlan da e,u oldujto ii,:ln efblle!jenli olduklar1 91kar. 

Ohalde e1Jblle~lmin tranzltiflik Ozelijti dolay1siyle verllen ABC 

ve A, B, C1 U9genlerlnin etbile1kenll olduklar1 iapatlanm11 olur. 

Be11lncl teorem. Her t;okgen, kendisigle e1degerli olan blr 

ilt;genle e1bile1enlidir. 

lapat. Ev\•elA, keyfi iki ABC ve A, B, C, llc;geninin topla-



20i Alan hacam Olc;me problem! 

mlyle (bu iklelnden lbare t ,ekllle) e'bile§enli olan konveke blr 

dOrtgenin nasal QizilecetiDI gOeterellm. 

ABC ve A, B1 C, il9genlerinde birinin hl9bir kenar1 diterl

nin bir kenarma etit de~ilee AB> A, B1 farzedip A, B' =AB 
e,itlltloi kullaoarak A, B, C, ili;genlyle evbileveoli olao A, B' C, 
tl9genioi Qizellm ($ekll 287). ABC ve A, B' C, lli;genleriuin e,it 

kenarlarm1 ilelllete ve C iJe C, tepe ooktalarm1 ortak tabao1n 

hirer tarafmda alabm. Bu euretle konveke blr dOrtgeo elde edll

di~iode (~ekll 235 deki gibl) Qizim buluomuv olur. DOrtgeoin 
konveke olmamae1 halinde ili;tlncll teoremin ispatmdaki Qizlm 

tatblk edilir (~ekil 286). 

Bu ueulle herbaogi iki il\gen yerloe, buolann toplam1yla 

e,bue,enli olan konveks bir dOrtgeo ahnabilir. 

Euklid ueullio il kullanarak konveks dOrtgeni e,blletenll blr 

tl\gene irca edebiliriz. Konveks ABCD dOrtgeninio A tepe nok

tasmdan ($ekil 238) BD ko,egenine paralel AE do(trusunu QiZe

lim. AE He CD nio arakesitine E dlyecek oluritak ABD ve BDE 
1l9genlerinin e,bilei,<enli olmalarmdan 1ilcilncil leorem dolay191yla) 

BCE U9geoi ABCD dOrtgeniyle ei;blle,enli olur. 

B 

c 
~ek. 238 
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Ru suretle ~u neticeyi el<lc etmi' oluruz: Herhan.g! ilci il<!gen 

gerine bun/arm toplamigle t1bile1enli olan bir ii>gen al1t1abilir. 

Herbaagi basit bir cokg <! ni il<;gPnlt•re 11y1rarak ve bu ttcgen

lerden ikisi yeriae bunlara topJamiyl~ e1,1bilcr,1 ~ ali olan Ocgenl 

alarnk ve hu o,.geae aym;1m10 Ocgenlerinden birini daha kata

rak \'e Mylece de11am e<lerek nihayet verilen i;okgeni e1,1bileten

li bir Uc;gene irca etmi, oluruz. 

Alhnc1 teorem. E1rlelerli ba•it herhangi ilci rolcgen biribirig

le "' bile1enliiir. 

lspat. P, ve P, etdel'terli basit iki c;okgen olsua. P, ve P, 
ile sirayla E!fbile1,1enll t::. , ve I. , ftc;g1mlerini c;izelim. Traazitlfllk 

llzelijtinden ~ , lie , e1,1del'terli, dOrdUncll teoremden dolay1 da 

e1bil<·1,1enlidir. E"'biktimin simatrl ve traazitiflil'tindea dolay1 P1 

c;okgcniriin ..:.. 1 lie e1bile1eall, dolay1siyle t::. 1 lie vo P, Ile e9bl

letenli ol<ini?u elde edilir ve ispat sabit olur. 

Yapm1' olduturnuz bu locelcmeden, Ar,;meJ ahigomunan 

lcallanilma•igle \'erilen baslt blr c;okgenle e9blle9enli olan baslt 

c;okgeoler srn1f10m, verllen c;okgenle etde{lerll olan basil c;okgen

ler srn1f1yla aya1 oldufo g!Srttlmlit olor. 

Hilbert, Artimed aksiyomuauo ele almadan sadece geri ka

lan aksiyomlar kullan1ld1~rnda bu sm1fJar1n Ozdetlllinin earl ola

mad1tm1 lspatlam1tt1r. 

Bundan sonra, e~blletimle e11deferll olan veya e1bile1enli 

basit c;okgeolerle; tamamlama ile e11deferll olan veya sadece e1-

Jelerli olan basit c;okgenler arasmda fark g!Szetmiyebilecetlz. 

Herhaogi bir hareketle hirl dl{lerine g!StQrUlebilen c;okgealere •ep 

diyecet1z. 

J..obachevski bu fark1 1,16yle ifade etmektedir: «Birl yerlne 

tark gozetmekelzio diferl ahnabilen geometrlk bUyUklUklere et

denlr. Etlilin krileri birl dijterinin Qzerlne koouldutunda blrln-



- Alu, .................. , 

elala tape. uktalarlJle clolrulanalil Udeebala tlpe ..._,.Ye 
..,....., .. ~- ... •••••btl& at...,..... ..... 
tadeoe Jnaun lanm etlttlr• (80). 

Dotru puplan lilallade oMaea llblt 'Milt _.... Im 
................ ptolllmd, nrllla ....,... - ........... 
lldald prtlan ~ ...... Mr..,. ..... ~ 
u.u,tttr. 
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Burada da, dotru parcalarmda oldutu gibi, her 1eyden ev
vel baeit Qakgeoler icln lHcme slsleminio milmkiln olup olmad1l1 
eorusuna cevap vermek ve mevcutea milmkiln blltiln Olcme sis
temlet'ioin buluomasa gerekmektedlr. 

Dotru parcalar1 iQin bir OIQme sisleminin seQilmlt oldutunu 
kabul ederek ~altdaki teoremleri [41], [1) elde edecejtlz: 

Teorem 1. Herhangi bir iir;gende bir kenar ile kar1r giikaek· 

Ii/in r;arprmr kenarlarrn •er;imine ba/lr dejildir. 

lhtar : Bundan sonra «dolru parcalarman uzunluklara
nm carp1m1» yerlne eadece «dojtru parc;alar1n1n c;arp1m1• di
yeeejtiz. 

lspat. ABC llcgeninde AE ve CD ytlkeekllklerini c;lzelim 
(~ekil 239). Q ac;1lari ortak olan AEB ve CDB dik tl<;genlerinin 
benzerlilinden 

ha=~ 
c a 

veya aha = chc elde eder ve 

buluruz. 

c 

~ek. 239 

Sabit pozitif bir k say1s1 sec;er ve her 0-;gene, bir kenarmm 

karo1 yllkseklikle carp1m1n1n k kata olan 
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S= le aha 

eayiam1 tekablll ettlrlriz. 

Et olan ncgenlere e1lt olan ncgenlere e1it .ag1lar tekabill 

edecetl ac1khr. 

Herbaogi bir ABC ilcgenin cevreainde, aaat yOnUnde ve aa

atln akal yOnllnde olma.k Qzere iki yOnde gldllebilir. Bir boyutlu 

bir ilcgene bu yOnlerden birhu vermejte ilcgenl yonleme veya 

gon tekabill ettirme denir. MOmkiln olan bu lki yOnden birine 

pozitif diferine negatif yon dentp, <eekil 240) da oldutu gibl, 

1aatin akal yOnQ adet olarak pozltif yUn itibar edllir. 

c 

8 
B 

A 

A 
eek. 240 

ABC ilcgenlnln kenarlar1ndan blrlnin yOnil (AB veya BA) 

llcgenin yOnQnO. tamamen bellrler. 

Bu bahlate bundan &<>nra gececek bOtiln lfadeler blr dllzlem 

ttzerinde bulunan 1eklllerl llgilendirmektedlr. Verilen ilcgenler, 

akai aOylenmedikce, pozitlf yOnlO. addedilecektlr. 

Teorem. Kegfi bir 0 nolctaar, t1erilen gonlii bir ABC ii~geni

nin tepe nolctaarna birle1tirilH 11e elde edilen ii~genlerin gonleri 

ABC iii:geninin AB, BC t1• CA lcenarlarrnrn gonlerigle belirlenmi1 

al.a, 0 nfllctaamr tepe nolctaa1 /cabal edf!n pozitif gonlii iii:genlerin 

«S aagrlarr» nrn toplamr ile negatif g6nlii olanlarrn «S .agrlarrnrn• 

toplamr araarndalci farlc oerilen ii~genin •S aagrar• na •1it olar. 
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Farkh beo hal ele alaca~1z : 

1. 0 nokta•1 kenarlardan biri iizerindedir (~ekil 2U). E\·vel
ce itbal ettljtlmlz harflerl kullao1reak 

SABC = kchc: SAoc = k · AO • h.,: Sosc = k · OB · he 

ve bunlardao 

c 

~ek. 2H 

SAoc + Sosc = k (AO+ OB) he= kchc = SABC 

elde ederlz. 

2. 0 nokta11 kenarlardan bi'l'inin uzanhsi ii:.:erin Jelir (~ekil 
242). ~ekildeo 

c 

~~c 11~0 
- B 

!;ek. 24-2 

SOCA = k • AO • he; Sosc = k · BO • he 

ve bunlardan da 

SocA - Sosc = le (AO - BO) lie= It. chc = SABC 

elde olunur. 
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3. 0 noktcu1 ii~genin i~incledir. (~kll 248). l\leaelA CO yu, 
AB yi D noktae1nda keeinceye kadar uzat1reak evvelkl ballere 

1ore 
SocA = SDCA - SooA; Sosc = Sosc - Soso 

SoAB = SooA + So110 

elde eder ve bonlardan 

SocA + SoBc + SOAB = (SocA - SooA) + (Sosc - Soso) + 

(SooA + SoBo) = SocA + SoBc = SABC 
buluruz. 

A......,--1--..L..-.....;::~6 o-
~ek. 248 

4. 0 nokto•1 <Uerilen ii~genin cl11incla, a~Jarclan cla birinin 

i~indeclir (~ekll 244). 

c 

~k. 244 

Adi ge~en a~1 C olaun. AB kenarlyle OC 11101010 arakeaitl· 

ne D deylp evvelkl hallere gore 
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SocA=SDAO + SDCA .- Sosc =Soos+ Svsc .-

Y•zar ve 
SOAB = SDAO +SDOB 

SocA + SoBC- SOAB = (SDAO + SDCA) + (SDOB + SDBC) 

- (SDAO + Svo11) = SDCA + SoBc = SABC 

elde ederlz. 

211 

5. 0 nolctaa1 t1erilen iit;l[enin ilci lcenar1111n a:iant1lannin at;1a1 
lt;indeclir (~ekll 245). Evvelkl netlcelerden 

SoAs = SDOA + SD110; Soc A = SooA - SDCA; 

SCBO = SDBO - SDBC 
Ve bunlardan da 

~elr. 246 

SOAB - SocA - Scso • (SDOA + SDBO)- (SDOA - SDCA) 

- (SDBO - SDIJC) = SDCA + SDBC = SABC 

9 lde olunur. 

elmdt po:i:ltlf yOnlQ blr A0 A 1 A, A, .. . A. baait ~okgeninl 
alalun <eekll 246) ve ayr1ca bu ~olrgenln herbangi bir tarzda N 
ta.ae Q~gene ayr1ld11t101 farzedelim ve kc>yll blr 0 nokta11 alahm. 
Bo talrdlrde a1at1daki teorem earl olur: 
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0 
$ek. 2!6 

Teorem. Tabanlarr rolcgenin kena,.fa,., ~e tept noktafa,., 0 

olan positif gonlii urgtnfe,.fn •S •ay1fa,.,,. mn toplamr ile ntllatif 

gonlii ui:gen/e,.in •S •ayrla,.1• nm toplam1 a,.asm:laki /arlc bile,tmi 

lt1kil eden iirlltnluiri «S •ag1lar1» mn :::: toplamrna t1ittir. 

Teoremin, komvu olau her P 1 ve P, i;okgenleri ii;in, dl#er 

bir deyimle, hirer kenar1 veya blrer kenarmm blr lnsm1 ortak 

olan ve ortak I<; noktalar1 bolunm1yan P, ve P, -.okgenlerl 

ii;in do#ru oldujlunu farz edellm (~kil 24i). Bundan baeka AB, 

~ekil 247 

bu P., P, c;okgenlerlnin ortak kenara veya ortak kenar1n1n blr 

k11m1 olaun. 
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lhtar. P 1 ve P, cokgenlerinin ortak kenarJar1Dm 
cilmlesi baz1 noktalardan hatta boo cflmleden ibaret olabillr. 

Tepe noktas1 0 ve tabaD1 AB olan tlc;geniD P 1 c;okgenine 
gore bir yl}nfl mevcut olup P2 ye g!Sre yOnl1 bunuD tersldir. 
~ekll ~47 de OAB nln P, i;okgenine gore yOnfl pozltlf, aym OAB 
Qi,.-geniniD P, <;okgenine g(!re yOnU ise negatiftir. 

Tepe noktalar1 0, c;okgeDlerdeD l>lrinln kenarlarm1 taban 
kabul eden llc;geDleriD «S 11ay1lar1• DID eebirsel s• toplammda, 
AB kenar1 ortak olaD il<;genlerle ilgill terlmler blrlbirinl yokeder. 
Gerlye P, ve P, c;okgenlerlnln toplam1 olan P eokgenlnln kenar
Jariyle ilglll terimler kalJr. Ayn1 zamanda blletim llc;genlerlnln 
•S say1lan» nm ~, ve ~:, toplamlar1D1n 

.:.. = ::::. + ~·, 
~titliltini vereee(ti ac;1k olup burada ~. ~. ve P, c;okgenlerlnla 
blle1lmlnden elde edllen P nln biletlmlne alt llc;genlerln •S aa
yllar1• nm toplam101 gOstermektedlr. YaptJlt1m1z kablllden dolay1 

~lup 

s.·+s,·=~.+~:,=~ 
elde edilir. 

Dl(ter taraftan, s•, tepe noktalar1 0 olan ve P c;okgeolnln 
kenarlarm tabaD kabul eden llc;genlerin •S Ayllar1• DID topla
.m101 gOeterdiltine gore yukar1da bulunan netlceden 

s.•+s,•=s• 
yazar ve 

Eilde ederlz. 

Teorem R lln iepatl 10yle tamamlanll': Teorem 8, tlc;gen lc;ln 
(n = 1) dotrudur, zira, bu halde teorem 2 den ibarettlr. Teoreml, 
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n Qogene ayr1lan ookgenler lc;ln doltru kabul edeniek, n + 1 tlo· 
gene ayralan ookgenler loin dotru kald•lt• 1ortl1Qr, &Ira, n + 1 
tlogene ayralan blr ook11ene blr tlogenle n Qogenln blletlml olarak 
bakalablllr. 

Netlce 1. ~: .agru 0 noletas1na bafl1 olmaJ1f1nJan s• .agui 

0 ya ball• Jejildir. 

Netlce 2. ~: .agui ~lepnin ii~.tenlere agrilma.1 1eleline ba/11 

defildir. 

etmdl baslt her ookgene ~ = s• say111n1 tekabl11 ettlrellm. 

Her baslt c;okgene blr ~ l&flBIDID vertlmesl baelt ookgenle
rin alanlaranrn Olome aiatemlnln flllen elde edilmemlnl .. liar. Bu 

bOyledlr, ol1nkQ bu tekllde tekabtll ettlrllen uyalar evvelA Jelf1· 

meslile oseliflni - ;c;okgenler !kiter lkifer 8f Qogenlere ayrdabil
dltlnden e1 lkl baslt ookgenden her blrlne bir ve ayna uya te
kabQl eder - ve sonra toplanahilme oselifini - lki ookgenin 
toplama olan ookgene tekabQI eden uy1 toplanan ookgenlere te
kabQI eden aaydaran toplamana etittlr - halzdlr. 

Yukar1da elde edilen ~ say111ndan baslt c;okgenln alan1 ola
rak bah1edeblllrlz. Ayna zamanda baalt c;okgenlerln alan1n1n 1on
suz sayada Olc;me slateml varchr ve mevcut oldulu da lapat edll
mft bulunmaktadu. 

Her le > 0 .. y111na Ozel blr Olc;me 1l1teml tekabtll etmekte
dir. Oogenln alan1n1 gOsteren 

SA= le aha 

Hademinde le > 0 .. y1B1 latenlldlll glbl 11e9ilebllir. Bu le uy111n10 
sec;lmi blrim alana teilblt etmektedlr. Alan blrlml olarak adet ol
du•u vec;hlle kenarlar1 blrlm usunluk olan tare allnu. Bu kare
yl blr kOtetenl lie lid IOBene aymnak 1uretlyle 
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ve dolay1siyle le= 1/2 elde ederiz. OQPn ala01 ic;ln de blldilimiz 

formttlQnll buluruz. 

Alan blrimi ictin bu eectim yaplld1R1nda bull herhangi C(Ok· 

genin alan1 birim /care cineinden ifade edilir. Ayr1ea, &C(1klam11 

oldutumuz Olc;me eistemlnln, detf1mezllk ve toplanabilme 1artla· 

r101 satlayan ve birim uzunluk ttzerlne ctizllen kareye birim alan 

tekabQl ettlren gegdne eletem oldutunu gOatermek gill( del'tildir. 

Octgenin alan101 veren 

ifadesioden, herhangi pozltif le aayJ11 icin, tabanlarr e1it olan ii~

genlerin alanlarr e1it oldajunda yllksekle.ri~in de e1lt oldutu C(lkar. 

lhtar. Birlm alan olarak kenarlan birim uzunlok 

olan e1kenar llctgeo ahnacak oluraa, le say181 

ile bellrli olor, 

1=1c. 1 • va 
2 

{ti;geosel blrimlerle Oli;llldll'fllnde bir llc;genin alalll 

formftl11 ile verllir. 

2V'3 S= -- - ah 3 a 

Birim alan olarak, yar1i;ap1 birim uzunluk olan bir 

dalre alanin1 da almak mllmkflndllr. Boyle daireael blr bi

rlmle ftc;genlnln alao1, aatlanabllecefi glbl 

1eklinl ahr. 
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Hasit QOkgenJerin alanlar1011 ait elde etmit oldugumuz Mc;me 
&ibtemindtn tamamlama ile, e1dejerl1 olan basit cokgenlerin alanla

rznzn e1it olduju Qtkar. Bu, tamaml11m11 lie etdeterli olan c;okgen
lerin e~bileljim d0Jay1siyle eljclegcrJi veya el}bJletenJi olmalarmm 
netice1.1idir. 

Hor ba11it i,;okgen blr ili;g~nle e1bile1enli oldugundan vu ne
tice eldc edillr : Basit iki cokgenin alanlarz agnr i•e i1bile1enli olur

lar ~·e tamamlama ile de hagdi hagdi e1deJerli olurlar. 

59. Diizle111t1el bir 11eklin alan kavramana dair. 

Hasit cokgenlerin alanlaramn UlQme sistemlnin elde edilmesl 
gibi berhangi diger dilzlemsel tekiller s1n1flna ait alanlann Olc;me 
slsteml problemioi de ele alabiliriz. Evvelce de aOyled~lz vec;
hile dilzlemsel bfltiln tekiller lc;ln hatta blltlln sonlu tekiller ic;ln 
dlter blr deylmle, her biri bJr kare IQlnde olaolar ic;in OJc;me 
slsteml elde etmek imkllnsizdar. 

Oilzlemsel oeklllerio alaolan lc;ln blr Olc;me siatemi elde et
mek liyin herveydea evvel : 

A . Blltlln basit c;okgenlerl iQine alacak kAfi derecede genii 
dllzlemael l}ekiller 11naf1 bulmak. 

8. Buluoan bu sanaftaki her 1ekle apfadakileri aafhyan po

zltif bir say• tekablll ettirmek gerekmektedir. 

C. Verilen s101hn et ikl oekUne 91lt sayalar tekabill eder 

(detlemezlik Ozellfl) . 

. Verllen 11ntfa ait olup ortak le; noktalara olm1yan ikl 
teklin toplam1ndan lbaret pkle, toplaoan 1ekillerden her birine 

tekablll eden aay1laran toplam1na e1it say1 tekabOJ eder (topla
nabllme Ozellfi). 

Adi gei;en smJ.f1n her teklioe, deli1mezlik ve toplanabilme 
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OzeUklerini saj'thyan pozltlf blr say1 tekabOI ettlrildijtlnde, bu 
•ay1ya, buna kar11hk olan 1eklln alan 1 diyecejtlz. 

Yukar1da eiralanan Ozellklere ilAve olarak blr Ozellk daha 
veriyoruz: 

E. \'erllcn sm1hn hlr ~ekllnin alan1 verlldljtlnde, eay1 veya 
alan tamameo ve blr tilrlQ olarak bellrll olur. 

A1a1t1dakl bususa itaret edellm: Bir tekle bellrll blr 
BRy1n1n tekabill ettlrilmeeinden hemen bu .. y101n 1eklla 
alan 1 oldujtuna hllkllm veremeylz. Sec;llen 1101f1n her dtlz· 
lemeel 1ekline bir eay1 tekabtll ettlrilmell ve tekabOI •C•, 
•D,. ve «E» 1artlar1n1 1ajtlamahd1r. Meeela her dalreye lo 
ve d11 basil c;okgenlerln alanlar1n10 ortak llmltlae etlt olan 
1ay1y1 tekablll ettlrmek letesek, bu aay1y1, baelt c;okienle· 
rl, dalrelerl, dalrelerln dlllm ve parc;alann1 v.1. ic;ine alacak 

hlr 1ekll llDlfl ic;in blr alan olrm• •l•t•mi elde etmecllk~ 

'·eya edlnceye kadar dalrenln alan1 ·olarak gozetemeylz. 

Ancak, A, B, C, D ve E prtlar101 hala bir alan ol~mtt •I•· 
tttmi mevcot oldutunda, meeell, dalrenln alan1ndan bahl8· 
deblllrlz. 

Dtlzlemeel 1eklllerin alanlar1n1n Olc;me 1latemlne alt •fllaa 
tartlar, tablatlyle ytlzeyler 11alf1n1n alanlar1n1n Olome 1latemlne 
tefmll olunablllr (84). Bunonla llaill olarak, yGzeylerln, ytlzey 
1,1ne ,isilen c;ok yllzlllnUn alan1n1n limit olarak allnan 18Sllfl da
yanao alan kavram1n1n l1tenllen netloeyi vermlyebllecellnl be

llrtelim. Eide edllen limit, alanlann verllen Olc;me 1lltemlnde, ve
rllen yllzeyln alan1 olarak ahnabllecek blr Ufl vermiyeblllr. 

Schwartz taraf1ndan verilen blr mlsall ele alahm. Bir dGnel 

•illndlrln yar1cap1 R ve ytlkaeklill H olaun. H ytlbekUlfnl " 
e1lt parQAya bOlllp noktalardan alllndlrln n - 1 tane paral~nl 
c;lzelim. 
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Ayr1ca, Qst tabanm ic;lne m kenarh dllzglln blr c;okgen, yu
karidan blrlocl paralel toine birlnci c;okgeoe e, olao ve tepe nok
talar1 blrioci c;okgeoio keoarlar1D1n ortasindao gec;en dQzlemler 

ttzerlode bulunao bir c;okgen 9lzel1m (~ekll 248 a). 

a. b 

!;ek. 248 

1kincl paralel i9lne, tepe noktalar1 !lat tabao l9ioe c;izllen 

c;okgenln tepe noktalarJDdan g~eo meridyenler llzerlode bulu
oan m kenarh bir c;okgeo c;lzellm. Oc;llnctt paralel ic;loe de, tepe 
ooktalar1 blrinci paralel lc;ioe c;lzileo c;okgenio tepe ooktalann
dan gec;en merldyenler Qzerlnde buluoao m keoarh bir c;okgen 

otzelim ve Mylece devam edelim. Her c;okgen blr tlattekloden, 
1lllodirln ekaenlne paralel H/n uzakhjt1 kadar bir Oteleme ve 
ek1eo etraf1oda :r/m a9111 kadar blr dOnme lie elde edlllr. 

m kenarb her c;okgeoln tepe noktalar1D1 kom1u c;okgenlerin 
tepe ooktalar1na birle1Urellm ve c;lzdllimlz ikizkenar ABC tlc;

geolerlnln alanlar1n1n toplam1n1 heaap edellm (~kll 248 b). 

ABC tlc;geolnln BC taban1 

ytlkaekllli lse 

BC= 2R sin .!!_, 
m 
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AD=./ AE' +DE' 
veya 

ye e1ittlr. 

Obalde slllndirln yanal ytlzeyi i9lne 91zllen 9okytlzltlntln 
alan1 olarak 

S(m, n) = 2R mn sin -~• j H: + 4R' sin' 
m V n m 

ifadesioi elde ederiz. Bu ise 

sin_!!__ v m :ri ' 
S(m, n) = 2:riR -2... H ' + T 

m 

R'(;,)' ( s~~) 
2m 

olarak yazilablllr. 

Bu ifadeden, S (n, m) nin n -+- co ve m -+- .,.., ictln llmltlnin 

11t ve n nin sonHza gltme 1ekllDe baith olacajl netlceal 91kar. 

m ve n nin n/m' oran1 bellrll q llmltini halz olaeak 1ekllde 

detl1tilinl kabul edersek 

Um S(m,n)=2nRV H'+~R'q'. n-•.,.., 4. 
m-•.,.., 

Mesell, ~ ve n sayllarl 

llm ~=q=l 
m' 

olacak 1elrllde dellttflinde S (m, n) n in llmitl 
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' I ,.. 
2 :r R V II' + -· - R' 

~ 

ifadesine £'!lit olur. Bu limit, paraleller !cine m kena rh ~okgan

ler ~izllmesi \'e eilindirin yiikseklijti 11 = m' e1it parQaya b!Ht1n
mesi hallndc elde edilir. 

Bu serer , m ve n sa y1Iar1 

,. 
lim - 7 = q=0 

m 

olacak 1ekilde dejthJtiriiecek olursa, ki bu m = n baline tekabll l 
etmektedir, 

lim S (m, n) = 2 n RH 
n .. N 

m .. "' 

neticeel elde edllir. Ancak q = O halinde limit, ellindirln blldili
mil yanal alan101 vermektedlr. 

Alan l!lQme elstemlnl elde etme problemfnde edilmeel gere

ken itlnaya dikkatl c;ekmesl bak1m1ndan ineeledilim.lz mlul Ol
retici mahiyet t1111maktad1r. 

60. Hac1m 8l~e problemlnin k1aaca lncelenmesl. 

Hacamlaran Olcme gene! probleminin lfadeel alanlu1n Olcme 
problemlnln ifadeelnden hie de farkb bul11nmamaktad1r. 

eekillerln berhangl belirll blr e10Jf101n bac1mlar101n OlQIDe 
aietemlnln elde edUmeel lcln , 

A . Verilen a10Jfa alt herbangi bir 1ekle •taltadaki 1artlar1 
aajtlayan pozltlf blr eay101n tekabtll ettlrllebllmeel gerekmektedir: 

8 . Etit 1ekillere e1lt sayalartn tekabtlltl (delitmezllk Oze· 
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C. Ortak i~ noktalan oln11ynn ikl eeklin toplam1na, topla

nan iseklllere tekabUI eden eay1lnrrn toplam111a rtlt olan sayuun 
tekabnJU (toplanabilme ~zeliai). 

Ancak A. B. vc C. oartl11rio1n saglanmas1 halinde ad1 geven 
say1lara, verllen srn1fa alt ~ekillerln hacmi olarak bak1hr ve bu 

ad veriJlr. A!1a#1daki oarltn da sa#lnnmas1 gerekir: 

D. Verllen s1nlfa ait bir oeklln hacmi bilinditinde, haeml 
bellrten aay1 tamamen ve blr tfir!Q olarak belirli olmahdll'. 

Elemanter geometrlde her oeyden evvel baslt c;okytlzlllletin 

bacimlerlnin bir Olt;me slsteml elde edilmelidlr. 

H~rhangi bir dortgiizlii:le (dll1giln olma11 gerekli de#fl) bir 

giisiin alanigle lcar11 yiilculcli/in farp1mrnzn giirin •efirnine baflr 
o1maizfr gGsterllebllir. 

Basil t;okyllzllllerin dOrtyfizlUlere ayrdmaama dalr ve her 
dOrtytlzlnye bir le S h say1s1 tekablll ettlrerek \"s ••• ba1lt c;okyb

Ullerin hac1mlartn1n lUi;me slstemlnl verecek (baait c;okgenlerln 
1l~genlere ayrtlma teoremlerine tamamen benziyen) teoremler de 
lspatlanabllir. Bununla be;aber hac1mlar1n 1nc;nlme1i alanlaranld

ne tamamen benzememektedir. MeaelA, hac1mlar1 e1it ofan ilci dorl
giizlii - verdltfmlz anlamda - ne e1bile1enli ne de tamamtanur 

ile e1Jelerli olabilir. 

Batka tllrlQ ifade etmek iatersek, tabanlar• 91deterll ve 
yllkaekllklert fltit olan iki dOrtytlsl1lyG ne lkifer lklpr et olan 
dOrtyllzllllere ayumak ne de e1 dOrtyftzllller lllvealyle etbllepnll 
yapmak kablldlr. Hilbert bu idd1aa1a l1pat1otn > .,tlmas1n1 bir 
blr problem olarak ortaya atm11t1r (15). llk J1pat De .. 1 taraf1n

dan verllmi11t1r. En baslt ispat da V. F. Kapn'a aittir 25). 

Dftzlemael alanlar ve yllsey alanlar1mn Olc;me siateml hak
kmda madde 59 da yapt1t1m1z ihtarlar, basit c;okyllzlfller s101fm1 
has alt sm1f olarak kabul eden bir 111n1fa alt c;lzlmlerin hac1mla
rm1n !Hc;me elatemi ic;ln muteber dornmdadu. 



Yaymlanmat olan eaerler : 

1 - Eoitsizlikler (160 Kq.) 

2 - <;okrenk problemlerl (180 Kr1.) 
8 - Sayllar teorlsinden problemler (500 Kq.) 

4 - Tesadllfi bareketler (250 Kro.) 
5 - Geometrik ispatlarda hatalar (180 Kq.) 

6 - Mekaoitin matemallte baz1 tatblkleri (180 Kro.) 
7 - Yaln1z pergelle yapllan c;lzlmler (250 Kr1.) 
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9 - Gruplar teorisine glrl1 (875 Kr1.) 
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12 - Saytlar teorlsine giri1 (550 Krt.) 
18 - Geometrik eoitsizlikler (450 Kq.) 

14 - Yalo1z cetvelle yapllan c;lzimler (250 Kq.) 

15 - lhtimaller hesabma girl1 (550 Kr1.) 
18 - lodlrgemeli dlziler (200 Kr1.) 

19 - Geometri (Cilt I) (500 Kr1.) 

20 - Geometri (Cut II) (750 Kr1.) 

Yayanlanmak llzere olan eaerler : 

16 - Say1 sisteml 
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Fen Faktlltesi Matematik EnstitQ.stl 
Vezoeeller - Istanbul 



Yayml3nm1!J olan eserler: 

1 - E!Jilslzlikler (160 Kr!J.) 

2 - <;okrenk problemleri (180 Kr,.) 

3 - Saytlar teorisinden problemler (500 Kr1.) 

• - TesadUfi bareketler (250 Kr1.) 
5 - Geometrik ispatlarda hatalar (180 Kr1.) 

6 - Mekaoiitin matematijte baz1 tatbikleri (180 Kr,.) 

7 - Yalntz pergelle y11p1lan Qizimler (2.'50 Kr1.) 

8 - Diofant denkJemleri (220 Kr!f.) 

9 - Gruplar teorisine giri!J (375 Krt.) 

10 - E,itsizliklere giri!J (425 Kr,.) 

11 - lndilksiyon metodu (220 Kr,.) 

12 - Say1lar teorislne girit (MO Kr!J.) 

13 - Geometrik e,itsizlikler (4-50 Kr!J.) 

14 - Yalnaz eetvelle yap1lan Qizimler (250 Kr,.) 

15 - l lttimaller hesabma giri!J (550 Kr!J.) 

18 - 1ndirgemell diziler (200 Krt.) 

19 - Geometrl (Cilt I) (i500 Kr,.) 

20 - Geometri (Cilt II) (750 Kr,.) 

Yaymlanmak Uzere ola n eserler : 

16 - Say1 eistemi 

17 - Gayri Euklid geometriler 

Matematik Oernettioln a<lresi: 
Fen FakUlteei Malematik Enstitileil 

Vezneeiler - lslanbuJ 

Flab 750 Kr,. 
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