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BU KITAP HAKKINDA

Bu kitap tamamen orta Ogretim miifredatina paralel olup
miistakbel 8gretmenlerin mesleki ihtiyaglarini kargilamak ve tzel
olarak matematik killtiirlerini genigletmek ve geometri tgretimin-
deki gerekli teknigi geligtirmek amaciyle hazirlanmigtir.

Once, ciimle teorisine dayanan kavramlar, soyut fonksiyon
(LoBAcHEVSKI anlaminda) kavraminin tatbikati, doniigiim guruplamn
kavrami, guruplar teorisinin ana hatlari incelenmigtir. Bugfin Lo-
BACHEVSKI geometrisinin esaslarini ele almadan geometriyi bagari-
Ih bir gekilde 6gretmek mimkiin degildir.

Kitapta bol sayida temrin bulunmaktadir. Okuyucularmn bu
temrinler diginda ¢aligma yapmalar: da kagimilmaz bir zarurettir.
Her bliimde bu gibi galigmalar i¢in konular verilmig ve bunlar-
la ilgili yayinlara atiflar yapilmigtir. Boylece, yeniliffine ragmen
bu programa Ogretmenin ve Sgrencinin hizla intibak: kolaylagti-
rilmigtir,

Orta dgretim ders kitaplarinin hbﬂnyaslna uygun temrinlere
Gzel bnem verilmigtir. Geometrinin sistemli olarak incelenmesi-
nin orta Sgretim ileri siniflarinda ele alinmasi temayiilii, buna
mukabil ilk iki y11 bunun yerine bir nevi mantik ve «sezgiye
~dayanan tfimden gelim» in konmas: savunulacak bir hareket de-
gildir. Meveut geomelri program gercevesi iginde Ujfretmenin,
modern” ilmin Snemli fikirlerini — ciimle teorisine dayanan kav-
ramlari, soyut fonksiyon kavramini, geometrik doniigiimleri, gu-
rup kavrammi, aksiyomatik metodu, v.s. — igleme bakimindan
imkanlar1 artmigtir. Kanaatimizea miifredat programinda, me-
seld yeteri kadar temel hazirlanmaksizin diferansiyel ve integral
hesabin okutulmas: gibi degigiklikler bugiin modasi ge¢mig gbriin-
mektedir.
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2 Paralel &telemeler (Gtelemeler)

Euclid aksiyomunun ifadesinde ve paralelin tarifinde b dog-
rusu, a dogrusu ve bunun digindaki A4 noktasiyle belirlenmekte-
dir. Halbuki b nin ihtiva ettigi bagka noktalar da mevcuttur. B,
bbyle bagka bir nokta olsun olsun. Birinci netice, B den gecip a
dogrusuna paralel bir ¢ dogrusunun mevcut oldugunu ifade et~
mekte, fakat ¢ nin b ile ayni olup olmadigi hakkinda bir gey
sdylememektedir.

b dogrusunun e ve B ile belirlendifi ve ayrica B den gegtigi
goz oniinde tutulursa, birden fazla boyle bir dogru olmadigini
ifade eden Euclid aksiyomu kullanildiginda ¢ nin b ile gikigaca-
g1 gikar. Ohalde b fizerinde hangi B noktasi segilirse se¢ilsin, a
dogrusu.ve B noktasiyle belirlenen paralel, b ile gakigmig olur.
Buna Euclid aksiyomunun ikinci neticesi diyecegiz.

Ancak bu ikinei neticeyi elde ettikten sonra, b iizerindeki
ve paralelligin buna ghre cari oldugu A noktasini zikretmeksizin
b nin a ya paralelliinden bahsedebiliriz.

Su ifadenin ancak gimdi anlami bulunmaktadir: b dofrusu
a dojorusuna paraleldir.

$imdi kargit olarak @ nin b ye paralel olugunun ispat: kal-

migti. Bu ise iiciincii netice yi tegkil eder,

Eger b dogrusu a dogrusuna paralel ise a dogrusu da b dog-

rusuna paraleldir.

Hakikaten, a dogrusu fizerinde bir C noktas1 alalim (Sekil
127).

C noktasi ile b dogrusu, {iizerinde a dogrusunun bulundugu
bir diizlem belirler. a dogrusunun b dogrusiyle hicbir ortak nok-
tas1 olmadifindan, a dogrusu b ye araleldir.

Ugiineti neticenin bu ispatindan gunu ifade etmek miimkiin
olur: a ve b dogrular: birbirine paraleldir. Paralel dogrular hak-
kinda elde edilen bu zelige iki dogrunun paralellidine ait si-
metri dzeligi diyoruz.
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Nihayet, Eueclid aksiyomunun dérdiincii netice sini. ispath-
yalium :

Eger a dogrusu bir b dogrusuna ve b dograsu da bir ¢ dogra-
suna paralelse, a dogrusu ¢ dogrusuna paraleldir.

a ve ¢ dogrularinin ikisi de b dofirusuna paralel oldufundan
a ve b dogrular1 ve bunun gibi ¢ ve b dogrulan bir diizlem {ize-

A 8 b

c

(Sek. 127)

rinde bulunur. Bu diizlemler ya farkhdir veya farkl degilse ¢a-
kigik durumdadir. Eger farkl iseler b dogrusunda kesigirler.

a ve ¢ dogrularmin § noktasinda kesistiklerini farzedelim.
Bu takdirde, S noktasi a dofrusu ilizerinde bulundugundan a ve
dogrularinin dilzlemine, ¢ doffrusunda bulundugundan ise ¢ ve b
dogirularinin diizlemine ait olacaffindan S noktas: bu diizlemlerin
arakesiti olan b dogrusu {izerinde bulunur. Bundan da a ve b
dogirularinin ortak bir S noktas: oldugn ¢ikar; fakat bu, a ve b
nin paralel olugundan imkinsizdir, Vardigimiz bu geligmezlik a
ve ¢ dofrularimin ortak noktasi olmadifini gistermig olur.

Fakat a ve ¢ dogrulari aykir olabilir. Simdi bunun da ola-
miyacaffini gisterelim.

¢ dogrusu fizerinde bir C noktas alalim ve ¢, b dogru]m
nm belirledigi diizlemle a, ¢ dogrularinin belirledigi diizlemin d
arakesitini dilglinelim.

d arakesit dogrusu b doffrusuna paraleldir.

Bunu gyle ispatlanz: dJ dogrusu ¢ ve b dogfrularimin dilz-

lemindedir. Eger d dofrusu b dogrusunu bir ¥ noktasinda kes-
seydi, b {lzerinde olan X noktasi a ve b dofrularinin diizlemine,
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AB dogru pargasmin uzunluuna AB vektSrliniin uzanlak’n denir.

Baglangig noktasiyle uc noktas: cakigan bir vektdre sifir
vektsr adr verilir. Boyle bir vektdriin ne istikameti ne de yOnii
belirli olup uzunlugu sifira egittir,

Istikametleri, pénleri ve uzunlaklart aym olan iki vektir esit
addolanur: a=b

Ihtar: Eger istikamet, y0n ve uzunluklar: aym olan vek-
torlere egit olarak bakarsak ve ayrica bu vektdrler aym dogru
iizerinde bulunursa bbyle vektorlere kayan wektsrler, (izerinde bu-
lunduklar: dofruya da fesir gizgisi diyecefiz.

Mekanikte kati cisimlere tatbik edilen kuvvetler kayan vek-
torlerdir. Boyle bir cisme tatbik edilen bir kuvvet, cismin hare-
ket ve sfiklinet durumunu bozmaksizin tesir c¢izgisi fizerinde
kaydirilabilir.

Bir kuvvet, hareket ve siikfinet durumunun bozmaksizin,
kendisine paralel olan difer bir dogru fizerine kaydirilamaz.

Aym istikamet, ayn1 ydn ve uzunluktan baska aynt baglan-
gi¢ noktast olan vektorlere egit diyecek olursak sabit vekttr dedi-
gimiz vektorleri elde ederiz.

Esas konumuzda tarifi verilen vektorlerin esitlifini, serbest
vektrlerin egitliginin tarifi olarak ahyoruz.

Bir dfizlemin kendisine tasvirinden, diizlemin her M nokta-
sinin ayn diizlemin bir M’ noktasina tasvirini anhyornz. Veri-
len bir tasvir altinda, M noktas: bir M’ noktasina gitmis veya
dbniigmiis veyahut da M noktast M’ noktasina kagmustrr deriz.
M noktasinin M’ resminin yeri MM’ vektoriyle kolayca tarif
edilebilir (Sekil 129).

Su tarifi verelim. Tarif : Baglangi¢ noktas1 M de uc noktas:
M’ resminde olan vektdre, diizlemin kendisine olan tasviri altmn-
da, M nin &teleme vektérii denir.
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Teorem 3. Bir paralel steleme paralel iki dofruyu yine pa-
ralel iki doffruya gétiriir, difer bir degimle, paralel iki dofrunun
resmi paralel iki dogradan ibarettir.

Bu teorem evvelkinin bir neticesi olup bu teoremden agagi-
daki Snemli teorem elde edilir:

Teorem 4. Bir paralel &teleme her paralel dogrular demeti-
ni kendisine déniigtiiriir.

Bu bdyledir, ¢iinki paraleller demetinin her a dogrusu, a
ya paralel bir ¢ doffrusuna déniiglir, diger bir deyimle, a" doj-
rusu a ile belirlenen paraleller demetine ait olur.

Bir paraleller demeti tteleme altinda degismez kalir; bu hal-
de her dofru diizlemdeki yerine gbre degigsmeyip kendisine gitmig
olur. Boyle bir dogrunun noktalar aym dogru fizerinde kalir ve
sadece bu dofru fizerinde kaymig olurlar.

Dtizlemin bir ddnfiglimiinde yerleri deffigmiyen dogirulara
kayan dogralar denir. Bir dOnilgme altinda, kayan dogirular bir
paraleller demetinin dogrular: olur.

Birim doniigiim olmiyan bir Stelemenin sabit hig bir noktasx
yoktur, '

Teorem 5. Bir paralel &teleme bir dogru par¢asim, kendisi-
ne egit ve paralel olan bir dofru pargastna déniigtiiriir.

MN dogru parcasinin noktalars M° N’ dogru parcasinin
noktalarina doniigiirler (Sekil 132). MNN’'M’ ise bir paralel ke-

nar olduffundan
MN=M'N"’

elde edilir ve ispat sabit olur.

Bundan, her geklin paralel bir dteleme ile egit bir gekle
dbniigeceffi ¢ikar. Meseld, bir figgen, kare ve bir daire ; noktalar









14 Paralel dtelemeler (Stelemeler)
D+ (—P)=(—P)+ 2=

Bu boyledir, ¢iinkii ¢ dtelemesi M yi M’ ye gitiiriirse ve-
ya & (M)=M" ise, M’ yii M ye gitiiren Oteleme (— &) den
ibarettir,

(— o) ttelemesine & nin fersi denir,

(— @) nin ters Gtelemesi de @ dir:
—(—d)=d.

b+ (— D) = Py
yerine
b—Pp=d,
yazariz.
Kendisine ait iki elemana kargi ayni ciimlede {igiineli bir
eleman tekabiil ettirecek gekilde, icinde bir deferli bir iglem ta-

rif edilmig bulunan herhangi neviden elemanlarin her ciimlesinin
bir garup tegkil ettiini biliyoruz.

Doniigtimler ctimlesinde bazi gurup gartlarinin kendiliginden
meveut olduguna igaret edelim. Biz burada bunlar tizerinde dura-
cak degiliz.

Bahis konusw gurupta komiitatif tzelik caridir :
Dy + By =Dy + Dy
Ohalde paralel Gtelemeler ciimlesinin komutatif bir gurup ol-
dugunu styliyebiliriz.

Bu gurupun elemanlariyle Oteleme vektorleri arasinda bire-
bir ‘bir tekabiil elde edecegiz. g '

Vektorlerin toplam iglemini, asagidakigibi, bunlara tekabiil
eden donfiglimlerin foplami yardum ile tarif edecegiz: Verilen
iki vektorden kargit Otelemelere gegip bu telemeleri topluya~
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hm. Bu toplam-kaydirmaya tekabiil eden wvektorii verilen iki
vektoriin toplam1 olarak alacagiz. Paralel vektorlerin ciimlesi,
toplam iglemine gore, paralel dtelemeler gurupu ile izomorf olan
bir gurup tegkil eder.

Bir temrin olarak, reel sayilar ciimlesinin adi toplamaya
gore paralel vektdrlerin gurupu ile izomorf olan bir gurup tegkil
ettigini ispatlayiniz.

24, Diizlemin biitiin Stelemelerinin gurupu

Diizlemin biitiin Gtelemelerinin climlesinde belirli bir sirada
alinan herhangi iki dtelemeye asafiidaki gekilde bir iigilinciislini
tekabiil ettiren bir iglem tarif edecefiz. M diizlemde herhangi
bir nokta, M’ de bunun resmi ise, bir dteleme M ve M’ nokta-
siyle tamamen belirlidir ve bu dtelemenin tteleme vektorii MM dir.

Birinei ¢, Otelemesi M yi M’ ye, ikincei ¢, Gtelemesi ise
M’ yi M" ye gbtiirsiin. @, ve ¢, Otelemelerine, M yi M" ye
gitiiren ¢ Otelemesi tekablil ettirelim. ¢ Otelemesine &, ve &,
Otelemelerinin toplami ve ¢,, @, Utelemelerine @ yi tekabiil et-
tirme iglemine ise foplama denir ve gbyle yazihr i

D= + Dy
b, &,, P, herhangi ii¢ tteleme ise

Dy Py + Ds) = (D11 Po) + Dy vvvnean (1)
caridir. '

&, (M) =M, &,(M’)=M", &y (M")=M" yazarsak (') denk-
leminin sol tarafinda &, Otelemesi M yi M’ ye, halbuki
@, + @, Stelemesi M’ yii M" ye gotirmektedir. (1) denkleminin
-safftarafinda ise M noktast M" ye bagka tiirlii gotiiriilmektedir.

) Hangi M noktas: alinirsa alinsin ¢ nin aym: kalacag: kolayca
gisterilebilir.
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nd 4 (—nd) =,

Ayrica, toplama iglemi komutatif bulunmaktadir.

Diizlemin biitiin Stelemelerinin gurupunun bir alt gurupunu
tegkil etmig bulunuyoruz.

Bu gurupa, verilen ¢ Gtelemesinden meydana gelen alt gurup
ad: verilir,

Eger biitiin tam sayilarin toplamaya gbre gurnpunun sayi-
lariyle, biraz evvel tegkil edilen alt gurupun Stelemeleri arasinda

n <> nd

bire-bir tekabilliinii kurarsak, bu tekabiil, kolayca gbrillecegi
vechile bir izomorfizmadan ibarettir ve guruplar da birbiriyle
izomorftur.

Tam sayilar gurupu ile izomorf olan guruplara sonsuz siklik
gurap denir,

A ve A, noktalarina, verilen @ dtelemesiyle meydana gelen
bir dtelemeler alt gurupuna gtre, bu alt gurupta A noktasim 4,
noktasina gotiiren bir dteleme meveut oldugu takdirde, tzdegtir
diyecegtiz. Ozdeglii ~ igaretiyle gistererek

A~ A
Yazaca@iz., .

Agafidakilerin dogruluga kolayeca sagilanabilir :
1. Refleksivlik: A~A

2. Simetri : A~RB ise B~A dir,

8. Trunzitivlik: A~B ve B~C ise A~C dir.

Ohalde 4 dtelemesiyle meydana gelen bir alt gurup, diizlemin
noktalarini dzdeg nokta simflarma aywrmaktadir.
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olmak {izere

¢=P¢l+q¢l

geklindeki biitiin telemelerin ciimlesini ele alalim. Tabil pd,; ve
9%, nin anlamin: evvelden bilmekteyiz.

Belirtilen 8telemelerin ciimlesinin toplama iglemine gire,
biitiin ttelemeler - gurupunun bir alt gurupu oldugn kolaylikla
saglanabilir. :

Evvelkine benzer tarzda, A ve A, noktalarina; verilen ve
paralel olmiyan ¢, ve ¢, dtelemelerinden elde edilen gurupa gb-
re, bu alt gurupta 4 noktasim1 A4, noktasina gitiiren bir Btele-
me meveut oldugu takdirde szdestir diyeceiz. Ozdeglik bagmtis:
refleksivlik, simetri ve tranzitivlik Szeliklerini haizdir.

Diizlemdeki noktalarm ciimlesinin tamami vzdeg nokta sinif-
larina ayrilabilir.

Biitlin 6zdeg noktalara tek bir nokta gibi bakarsak («<bu
noktalari birbirine yapigtiraraks), diizlemden yeni bir gekil elde
ederiz. Bu 'gekil, diizlemin aralarinda higbir bzdeg nokta ¢ifti bu-

lunmiyan noktalarmdan ibaret olup topolojik olarak bir torus’a
denktir.

Alt gurupu meydana getiren @, ve ®, Otelemelerinin
a=MM' ve b=MM" Steleme vektorlerini ele alip (Sekil 136)
kenarlamn MM’ ve MM”" olan paralelkenar: incelersek, paralelke-
narin i¢ noktalarindan ibaret ve aralarinda 0zdes nokta bulun-
miyan nokta ctimlesini elde ederiz.

Bu ig noktalara MM’ ve MM” dogru parcalarinin noktalar:-
n1 katarsak, bzdes nokta elde edilmeden genigletilmesi miimkiin
olmiyan bir nokta ciimlesine variriz.

Diizlemin elde edilen bolgesi, alt gurupun her Skleme ele-
man: tarafindan «<taranmig olur», veya diger bir deyimle, bolge-
nin her noktasi bir dig noktaya gider.
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&,*= Dy — @y 5 D, = b, — 20,
koyarsak, p ve ¢ tam sayilar olmak iizere
pb*+q P,"

Gtelemeler climlesi, p¢, 4 gd, Otelemeler gurupiyle ¢akigan bir
gurup tegkil eder.

Bu gurupun &telemeleri arasinda, izomorfizma olan bire-bir
pb, - qby <> pb,* -+ qb," (*)

tekabiiliinli kurmak mitimkiindiir.

Bir gurupun kendi kendisiyle olan izomorfizmasina gurupun
otomorfizma 81 denir,

(*) tekabiiliine bir 8telemenin diger bir Stelemeye doniigtimii
gbziyle bakilabilir. Burada doniigen elemanlar nokta olmayip te-
lemelerden ibarettir,

Bir temrin olarak, verilen gurupun biitiin izomorfizmalar
cimlesini inceleyiniz ve otomorfizmalarm toplama iglemini &tele-
me donligitmlerinin toplama iglemi olarak tarif ederek verilen

gurupun biitiin otomorfizmalar climlesinin bir gurup oldugunn
gosteriniz.

Netice olarak diizlemin paralel ttelemelerinin paralel kena-
rin bzelikleriyle baglh olduguna igaret edelim. Her paralelkenara
bunun kenarlariyle belirtilen o ve b teleme vekttrlerinin mey-
dana getirdigti alt gurup tekabill eder (Sekil 137). AB vektdriyle
temsil edilen o vektorti, ikinei AD kenarini BC kenarmi BC
durumuna gétiiren dteleme vektoriinden ibarettir. Bu, paralelke-
" narin kargi kenarlarinin paralel ve egit olmas: dzeligiyle ilgilidir.
Paralel kenarin kargt agilar toplamimi 180° olma ozeligi ise,
Stelemelerin bir dogruyn kendisine "paralel bir dogruya dondiir-
mesiyle ilgilidir. '
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Sekillerin genel topolojik ddnilglimleri (15) pek ¢ok degigik
gekilde tezahiir edebilir, Sekillerin pek az Ozeligi topolojik do-
nilglimler altinda degigmez kalkmaktadir. Bununla beraber bu gi-
bi tzelikler sekillerin en derin tzeliklerini tegkil ederler.

Dinel silindir ve donel koninin (Sekil 27) bir kesitine, bir
dairenin paralel veya merkezi bir izdiiglimle dontigiimil olarak
bakilabilir. Dairenin, en fazla iki noktasi harig, her noktas, si-
lindir veya koninin aymi anadogrusu iizerinde olmak tizere konik
kesitin bir noktasina ddniigiir,

Bir dairenin paralel bir izdiiglimle bir elipse izd{lgitrillme-
sinde ve bununla birlikte dairenin biitin dozleminin elipsin diiz-
lemine izdilgiimiinde, doggrularin dogrusal olma vasfi ve doffrula~
rin paralelligi degigmez kalir, Ayn1 veya paralel dogrular fizerin-
deki dofiru parcalarinin oram ve dzel olarak bir dofirunun orta
noktasinin izdiiglimiintin, bunun izdiglimil olan dogru pargasinin
orta noktas: olmasi da degigmez Ozeliklerdendir.

Paralel olmiyan pargalarmin orant muhafaza edilmemektedir.
Bunun gibi doffrular aragindaki agilar da degigmekte ve dzel ola-
rak dik dofrularn izdiigiimleri genel olarak dik olmamakta ve
doffru parcalarinin uzunluklar: da degigmektedir.

Meseld, bir dairede bir ¢apin paralel Kkirigler ailesine dikli-
gini ve bu ¢apin bu kirigleri iki egit parcaya boliglinil ele ala-
hm (Sekil 138).

N s
=

Sek. 138
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30 Paralel Stelemeler (Stelemeler)

ve aralarindaki agi .z olan ABE {iggeninin ¢izimi milmkiin olur
ve sonra AE {lizerine kenarlar1 bilinen AED iiggeni gizilebilir.

Cozlimiin varhk sartlarinin incelenmesi bir temrin olarak
okuyucuya birakilmgtir.

27. Uzayda &telemeler gurupu.

Diizlemdeki telemelerin etrafli bir gekilde incelenmesinden
sonra, ayni1 yolu takip ederek uzaydaki Otelemeleri ele almak
glic degildir.

Diizlemdeki dtelemelerde gakigan iki diizlem almak ve bun-
lardan birinin digeri fizerinde birim kadar hareket ettigini di-
glinmek miimkiindiir. Bunun gibi biri hareket eden digeri sabit
kalan iki uzay diigliniilebilir ve bunlardan birincisi dierinin igin-
de herhangi bir istikamette serbest olarak hareket ettirilebilir.

Bu gekil hareketlerin geometrik anlami, uzaymn her M nok-
tasina belirli bir kaide ile, bir M” noktasim1 tekabiil ettirmek-
ten ibarettir. :

Uzayda, bir a dogrusuna paralel olan biitiin doZrularin
climlesini ele alahim. a dogrusunun dahil oldugu bu dogrular
climlesine, hatirlarsak, paralel dogrular demeti demigtik. a dog-
rusu demetin belirtilmesinde 8zel bir rol oynamamaktadir. Para-
lelligin simetri ve tranzitivlik ®zeliklerinden dolay: demet, her
doggrusiyle belirlenebilir. Uzaydaki dogrularin timil bu suretle
siniflara ayrilabilir ve sinif paralel bir demetin biitiin dojrula-
rindan ibaret olur. Bir demetin biitiin dofrular1 aym istikameti

haizdir. Her dogru yalniz bir demete:ait bulundogundan bir dog-
runun tek bir istikameti olur.

Bir dogru fizerinde iki A ve B noktasi alarak bu dogruya
AB veya BA vektoriyle bir ybn vermek miimkiindiir. Bu dogfru~

ya iki tiirlit yon verilebilir ve yonlii bir dofiruya da ekseriya
eksen denir,
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Tipk: diizlemde oldugu gibi, paralel, ayn: uzunlukta ve

aym ybnde olan dofiru pargalariyle belirli olan vektorleri egit
addedecegiz.

Uzayda ételeme veya paralel iteleme, uzaymn kendisine bir
donilglimil olup bu ddnfigiim altinda uzayin btitln noktalarinin
tteleme vektdrleri biribirine egittir :

MM =NN"=AA"=BB’ = «++ =a+++

Otelemelerin esas Gzeliklerini ifade eden 1—6 teoremleri (22)
burada da muteberdir. Yine dilzlemde oldugu gibi biitiin Stele-
melerin ciimlesinde dtelemelere ait cebirsel toplama iglemini ta-
rif ederiz. Otelemelerin toplamma, kargit Steleme vektdrlerinin
toplami tekabill eder:

MM"'=MM"+ M'M"

Uzay: kendisine gotiiren birim donfigiim etkisiz dteleme ola~
rak alinir,

Biitlin (20) gurup gartlar1 kolayca safflanabilir ve dolayi-

siyle uzagdaki biitiin telemeler ciimlesinin gurap oldugu elde edil-
mig olur.

Bir paralel dogrular demetinin her dogrusunu yerinde bira-
kan biltiin stelemelerin ecfimlesi, biitin dtelemelerin gurupunun
bir alt gurupunu tegkil eder. Bu alt gurupa uzaydaki dogrusal
paralel Gtelemelerin gurupa ad: verilir,

Bir paralel stelemeler gurupu, toplamaya -g_m'e. reel sayilar
gurupiyle izomorftur. Bunun dogrulugu diizlemdeki paralel Ste-
lemeler i¢in verilen yolla gosterilebilir.

Bir paralel. &telemeler alt gurupu alfinda hicbir dogrusu
degigmiyen demete, paralel Gtelemeler gurupuna gre degismez
dogrular demeti ad1 verilir. '
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az Paralel Gtelemeler (Utelemeler)

Bu demetin dofrular1 yalnmiz verilen Otelemeler alfinda
«kendileri fizerinde kayarlar» ve kagan dogrular adini alirlar.

Bir paralel alt gurupun bitiin paralel &telemeleri altinda
degigmiyen diizlemlerin climlesinin de karakterize edilmesini bir
temrin olarak okuyucuya birakiyoruz.

Anadofirular1 defiigmez demete ait olan silindir yiizeyleri
de, verilen Gtelemeler altinda «kendileri fizerinde kayarlar» ve
kayan piizeyler adinl abirlar. Diizlemin paralellifi, dogrularin
paralelligi gibi simetri ve tranzitivlik Ozeliklerini haiz bulu-
nurlar.

Uzaydaki biitiin diizlemlerin ctimlesi paralel diizlem simfla-
rina ayrilabilir. Her simif, paralel demet tegkil eden diizlemler-
den ibarettir. Bir paralel demetin blitlin diizlemlerinin ayn1 iki~
bogutlu istikamet’i haiz oldugunu sdyliyecegiz.

Bir paralel demetin herhangi bir diizlemi, ait oldugu s~
mfi temsil edebilir ve demeti belirten z diizlemi (bzel bir rol oy-
namaz. : I

Bir paralel diizlemler demetinin her dilzlemini yerinde bira-
kan biitiin ttelemelerin ciimlesi, biitlin Gtelemelerin bir alt gu-
ropunu tegkil eder. Bu alt gurupa uzayda, bir diizlemsel paralel
dtelemeler gurupu denir. '

Diizlemsel otelemelerin gurupunun, daha evvel diizlemde
ele aldifimiz biitiin Otelemelerin ve ayrica karmagik sayilarin
gurupiyle izomorf olduggu gosterilebilir. '

Diizlemsel telemeler gurupunun her elemani altinda her
dilzlemi degigmez kalan demete, diizlemsel Gtelemelerin bu alt
gurupuna gore, degigmez demet denir. Boyle bir demetin diiz-
lemleri verilen Stelemeler #ltinda sadece «kendileri fizerinde ka-
yarlar» ve her kaydirma altinda kagan giizeyler adim1 alirlar.

ki nokta arasindaki uz;kllk, iki dogfru arasindaki aci, iki
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diizlem arasindaki agi, bir dogru ile bir diizlem arasmdaki ag
Utelemeler gurupunun degismezleridir.

Agagida, gekillerin alan ve hacimlarimin da bu Gtelemeler
gurubunun degismezleri oldugunu gtreceffiz.

Yonlil iki paralel dogrular demeti vPrildiginde, birinei de-
metin yonlil herhangi bir dogrusunun ikinei demetin y&nlii her
dofrusiyle egit agilar yaptigmi séyliyecepiz. Ikiistikamet arasm-
daki acidan da ekseriya bahsedilirse de dort agr meveut oldugun-
dan a1 bir tiirlil olarak belirlenemez.

Yool bir paralel dogrular demetiyle bir paralel diizlemler
demeti varild}ginde, demetin yonlii her dogrusu demetin her diiz-
lemi ile egit agilar yapar. Bir diizlemle yonlii bir dogru arasinda-
ki ag1 belirli olup verilen dogru ile yiénlii izdliglimii arasindaki
acidan ibarettir. L/

Oteleme vektdrleri a, b, ¢ olup bir diizlem iizerinde bulun-
miyan dq, dp, G, Stelemelerinden meydana gelen G Stelemeler
alt gurupunu, veya, p, q, r tam gayilar olmak iizere

@ = pd, + qPp + rPe
doniigiimlerini ele alalim.

Diizlemde oldugu gibi uzaydaki iki noktayi; bu noktalardan
bjri G alt gurupunun bir Stelemesiyle digerine gotirildugn tak-
dirde, G alt gurubuna gre tzdeg addedecegiz.

Her nokta kendisine tzdegtir, A ~4. A~ B ise B~ A4 dir -
simetri Ozeligi. A~B ve B~C ise A~ C dir - tranzitivlik
Uzelifi. Ohalde uzaydaki bitiin noktalarm ciimlesi, G alt guru-
puna gire tzdeg noktalar simiflarina ayrlabilir.

Ayritlart a, b, ¢ olan paralelyiiziin (Sekil 143) ig¢ nokta-
lar1 arasinda bir gift bile &zdeg nokta ihtiva etmedii kolayca
gbriilebilir. Paralelytizlintn i¢ noktalarma OADB, OBFC, OANC









BOLUM V

DONDURME

V. Boliimde bir diizlemin bir nokta etra-
finda, bir uzayin bir eksen etralinda, yine bir
uzaymn bir nokta etrafinda déndiirmeleri ele ali-
nacak ve uzayin bir eksen etrafinda ddndiirme-
lerinin gurupu ile ilgili olarak ddnel yilizeylerin
elemanter Ozelikleri incelenecektir.

Dilzlem ile uzayin hareket olarak bilinen
doniiglimlerinin tarifleri verilecek ve bu hareket-
lerin ttelemelerle olan ilgisi kurulacaktir.

Madde 30 da da dondiirme usulliniin ¢izim
' problemlerinin ¢tziimiinde tatbikat: giriilecektir(').

28. Bir nokta etrafinda déndiirme vasitasiyle
diizlemin kendi {izerine déniigiimii.

0, diizlem fizerinde verilen bir nokta olsun (Sekil 144).
Diizlemin O noktas: etrafinda @ agist kadar dindiiriilmesinden,
diizlemin, ?
oM’ = 0M, <MOM =&

olmak fizere, M yi M’ ye tekabill ettiren kendi tizerine bir db-
nilglimiinti anliyoruz. Agilar: 2 = nin katlar1 kadar farkeden don-
diirmeler egit itibar olunur. O noktas1 dondiirme ile kendisine
gider, veya differ bir deyimle, sabit kalir. ;

¢ acisini radyanla dlqeﬁ__ek reel bir x sayisin1 elde ederiz.
@ agili her ddnmeye k tam bir say: olmak fizere, x - 2k= sayl-

(O] Diger bir deyimle, keyfi bie dondirmeye, musaade edilen bir
gizim aleti olarak bakilarak ¢izim problemleri ele alinacaktir.
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larn tekabiil eder. Agilarin yonii igin pozitif yon olarak saat yo-
niinfin tersini kabul ediyoruz,

Sek. 144

Eg merkezli dondiirmelerin toplam’ genel déniigiimlerde ol-
dugu gibi yapilir, &, a¢ih bir dondiirme herhangi bir M nokta-
sim M’ ye, @, agili dondirme ise M’ yit M" ye gbtiiriirse, bu

dondlrmelerin bu toplami, agist &, + @, olan bir ddndlirmeden
ibarettir. y

Diizlemde O merkezli dondiirmelerin ciimlesinin, déndiirme-
lerin toplamna gre gurup oldugu kolaylikla gorilir.

Bu dondiirmeler arasinda etkisiz bir eleman - sitkiinet, ve-
¥ya agisy sifir olan bir déndiirme meveuttur. Her ¢ agli déndiir-
meye (— &) agih ters bir dsndiirme tekabiil eder, Kolayea saj-
lanabilecefii gibi herhangi neviden doniigiimler igin asosiyatiflik
Gzeligi cari bulunur. Ayrica, diizlemde O merkezli dondiirmele-
rin gurupu komautatif tir.

Her x sayisina, acisi radyan olarak x’e egit olan dondiir-
meyi tekabill ettirerek, reel sayilar ciimlesi déndiirmeler ciimle-
sine tasvir edilebilir.

Bu tasvirde @ agisimin ters resmi, k herhangi tam bir say
olduguna gire : :
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lir ve hareket eden diizlemin (diger) noktalar: yer degigtirdifi
halde, O noktasi yer degigtiremez. Hareket eden diizlem, hiivi-
yetini higbir suretle kaybetmeksizin O noktasi etrafinda doner.

29, Diizlemde hareketler gurupu

O dan bagka O, gibi bir nokta sabit tutulursa ikinei diizle-
‘mi birineiye gire hareket ettirme imkdni kalmaz. Hareket edebi-
len diizlemin OO, etrafinda «dondiiriiliip yatirlma» imkinmi he-
saba katmiyoruz. Biitiin «dondiiriiliip yatirilma» lar1 hesaba
katmiyacak olursak, hareket edebilen diizlemin sabit ditzleme
gbre yeri, diizlemin herhangi AB doffiru pargasinin yeriyle tama-
men belirli olur.

(4

Bunu g8z &niinde tutarak, diizlemin kendi tizerine tasvirini
gbylece yapabiliriz: Diizlemde egit herhangi iki AB, A" B” dogru

P

as -

=% g
Sek, 147

pargasini ele .alip (Sekil 147) A noktasina A" noktasini, B ye B
noktasini ve diizlemin keyfi bir M noktasina da,

AM =AM, BM=B'M

olacak ve ayrica AMB ve A’M’B’ eg yonlil ticgenleri benzer bu-
lunacak gekilde, aym diizlemin M’ noktasini tekabfil ettiririz.
Eg yonlii deyince 4, M, B ve A", M’, B’ tepe noktalarinin her
iki tiggende ya pozitif yonde veya her iki iiggende negatif yon-
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lemin bir nokta etrafindaki dondiirmeleri gurupu da biitiin hare«
ketlerin gurupunun bir alt gurupudur.

Diizlemdeki kerhmagi bir hareket biri biri ardinca tatbik edilen
bir déndiirme ile bir telemeden elde edilebilir.

lspat: igin, dizlemi AB dogru par¢asinin A4 noktas: etrafin-

da (Sekil 147) @ agis1 kadar ve AB dofru pargas: A8” ye para-
lel olan AB" durnmuna gelinceye kadar dondiirelim ve sonra

Steleme vertdri A4’ olan ttelemeyi tatbik edelim. Bu ddndiirme
ve btelemenin toplam: verilen harekete egittir. Tabii bu ddnii-
glimlerin ikisi birden de birim doniiglimlerden ibaret olabilir.

Bir hareketin bir dondiirme ile bir btelemeye ayrilabildigi

ispatiandiktan sonrd, gekillerin biitin hareketler gurupuna gore
degismezlerini elde etmek miimkindir. Esas «defismez» iki nok-
tamin deftigmezi olup iki nokta arasindaki uzakliktan ibarettir :

§imdi daha kuvvetli bir iddiada bulunacafz: Dizlemdeki
her hareket ya bir steleme vega nokta etrafinda bir déndiirmedir,

Hareket, diizlemi AB ile beraber A’B” durumuna gotiirstin

% o

Bir O dondiirme merkezi varsa, 04=04" ve OB=08" egit-

likleri cari olmahdir. Bunlardan birinei egitlik, O noktasinin A ve
A’ noktalarindan ayni uzaklikta bulunan noktalarin geometrik
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dogru iizerinde oldugunu gormek kafidir. Bundan paralelkenarla
karenin merkezlerinin cakigacag _cikar.

POQ ikizkenar dik figgenini O noktas: etrafinda 90° dondi-
relim, 4B nin P noktas1 BC nin Q noktasina gider. Bu da bizi
bir ¢izime gtiiriir,

AB dogrusunu O merkezi etrafinda. 90° dgndiiriirsek, kare-
nin aranilan Q noktasini, 48 nin 4’B’ resmiyle BC nin arake-
siti olarak belirtmig oluruz (Sekil 156). QS capim da gizmek su-
retiyle kare elde edilmig olur.

Problemin hangi gartlar altinda ¢dziimiiniin meveut oldugu-
nun incelenmesi bir temrin olarak tavsiye olunur. Kare digina
gizilen her dikddrtgenin kare oldugu da ispatlanmalidir.

Agagiidaki problemi ispat ediniz.

Problem. Aglar kapanir bir ayun masasi, iizerindeki bir O
noktas etrafinda déndiiriilerek ABCD durumundan A’B’C'D’ du-

8 C,

.5 S BREMESSIS L
‘0

Sek. 157

rumuna ve sonra masa agilarak B'C’C B, durumuna getiriliyor (Se-
kil 157). Dondiirme merkezini bulunuz.
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mesi altinda kendi {izerinde «kayar» ve eksen etrafindaki her
donme altinda bir kayan egridir. Uzaymn her noktasindan, veri-

Sek. 162

Flen eksen etrafindaki donmelerin gurupuna gire degigmez olan
bir daire geger.

Dinme eksenine dik olan her diizlemi yalmiz bir noktada
kesen bir egri segip bunun noktalarmndan gegen degigmez biltiin
dairelerin toplamini alirsak paralelleriyle meydana gelmig olan
dbnel bir yiizey elde etmig oluruz.

Madde 3 de, dogrulardan elde edilmig olan en basit donel
Ylzeyleri gtrmiigtiilk. Bu dbnel yiizeyler silindir (gekil 16) ve
konilerden (gekil 17) ibarettir. Silindir ve koninin meridiyenleri
anadofrulardan ve paralelleri ise bunlara dik olarak kesen dai-
relerden ibarettir (Sekil 168).






]
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paralelleri ise herhangi bir meridiyenin noktalariyle belirli de-
gigmez dairelerden ibarettir (Sekil 164).

Bir dairenin ¢ap1 etrafinda dondiiriilmesinden meydana ge-
len yilzeyi ele alalim,

Bu yiizey bildifimiz vechile bir kiire dir. Kiireyi elde etmek
igin yarim daireyi gap1 etrafinda dondiirmek kafidir.

Ana yarim - dairenin resimleri kilrenin meridiyenlerini teg-
kil eder. Yarim - dairenin her noktas: kilrenin paralellerinden bi-

Sek. 165

rini gizer. En biiylk paralele kilrenin ekvatérii denir. Kiire - yii-
Zeyindeki paraleller ailesi ile meridiyenler ailesi ortogonal bir
$ebeke meydana getirir (Sekil 165).

Kiirenin, ana yarm - dairenin ddnme ekseni fizerinde bulu-
han ve ekvatsr diizlemine dik olan g¢apinmin ue noktalar: ortogo-
nal gebekenin kafap larinda bulunur, Kutuplar gebekenin tekil
Doktalardir: Kiirenin biitiin meridigenleri kutuplarm herbirin-
den gectigi halde, adi her noktadan - kutuplardan bagka her nok-
t'd“}"fllm: bir paralel ve bir meridyen gecer.

Kiire her gapina gore dounel bir ylizey olup her ¢apt donme

e SRS e S
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Boyle iki 4B yayindan yarigapt daha bilytik olan A4,B yay: di-

feri tarafindan gevrelendigi igin 4,8 yayindan daha kiigitk olur.
(Sekil 166). Biiyilk dairenin yaricapi en biiyilk oldugundan biiytik
dairenin yay1 en kiiglik olur ve ispat biter.

Ispatsiz olarak gu dzeligi kaydedelim: Bir kiirede bir gapin
uclar olmigan iki A ve B noktasin: birlestiren egrilerden en kiigii-
&ii, kiirenin biigiik dairesinin bir yaydir.

Bir kiire {izerinde iki A ve B noktasim birlegtiren en kisa
efrinin uzunluguna bu iki nokta arasindaki kiresel uzaklik, ve-
¥a blgmeler yalniz kiirede yapiliyorsa sadece uzaklik denir.

Kiiresel uzaklik kavramindan faydalanarak kiire yilizeyine
ait gekillerin birgok oOzeligiini elde edebiliriz. Meseld gu dzeligi
kaydedelim: Kiire yiizeyi iizerindeki bir noktadan agnt uzaklikta
bulunan (kiiresel uzaklik olarak) kiire yiizeyine ait noktalarin geomet-
rik yeri bir dairedir.

Bir paralele ait noktalar P, ve P, kutuplarmndan ayn1 uzak-
likta bulunur (Sekil 165). Ohalde kilre yiizeyi fizerindeki her dai-
Tenin kiiresel iki merkezi vardir.

Bunun gibi, herhangi bir paralel — ve kiire yilzeyindeki
her daire, kijresel merkezlerini birlegtiren cap: dbnme ekseni ka-
bul eden paraleller ailesine aittir — ekvafordan ayni uzaklikia ve
ekvatorun aym tarafinda bulunan noktalarin geometrik yeridir.

Diizlemde iki nokta arasindaki en kisa uzaklik bir dogru,
kiirede ise bir bilyiik dairedir. Diizlemde bir dogrudan ayn: uzak-
likta bulunan noktalarm geometrik yeri bu dofruya paralel iki
dofrudan ibarettir,

Kiire giizeginde bir biiyiik daireden agnt kiiresel uzaklikta bu-
lunan noktalarin geometrik yeri iki paralelden (veya iki noktadan)

ibarettir,
Ekvatorden bagka paraleller kiire iizerinde en kisa kiiresel







-
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Ayni kiire yiizeyinde benzer olup da biiytikliikleri farkl olan
kiiresel tiggenler meveut degildir.

Agagidaki teorem dogrudur: Kiiresel bir ii¢genin ii¢ agist di-

ger bir iiggenin agilarina esitse, bu iiggenler ya esit weya simetriktir.

Kiirede simetri &nemli rol oynamaktadir, zira, kiiresel bir
lg¢gen dondiiriiliip diger tarafin {izerine yatirilamaz.

Kiire yiizeyindeki ¢izimler gayetle degerli temrin tegkil eder-
ler. Kiire yiizeyi fizerinde daire gizmek igin afactan bir kilre
modeli ve ayaklar: egri olan pergel kullanmak uygun olur,

33. Uzaymn bir nokta etrafinda déndiiriilmesi

Uzaymn, uzagin bir nokta etrafinda déndiiriilmesi ad1 verilen
ddnligimleri, kiirenin muhtelif caplarm etrafindaki donmeleriyle
sik1 gikiya ilgili bulunmaktadir.

Uzayin, bir O noktasindan gecen eksenlere gre biitiin don-
meleri altinda, merkezi O olan her kiire, herhangi iki noktas
arasindaki kiiresel uzakhk degigmeden kendisine doniiglir.

Her noktasinda gakigan ve netice olarak merkezleri de aym
olan iki kiire alalim. Bu kiirelerden birinin sabit, digerinin ise,
herhangi iki nokta arasmdaki kiiresel uzaklik degigmemek gar-
tiyle birineisi tizerinde kaydigim diiglinelim.

Hareket edebilen kiirenin bir A noktasinin yerini sabit bi-
rakirsak, hareket edebilen kiirenin kayma hareketi OA ekseni
etrafindaki donmesinden ibaret olur.

Eger 4 noktasina ilive olarak, AB ¢ap olmak iizere, hare-
ket edebilen diizlemin bir B noktasini da sabit tutacak olursak
hareket edebilen diizlemi dondiirme imkan: kalkar. '

Diger bir deyimle, hareket edebilen kiireain sab't lz_'ﬂ';'sge gére

.::'rumu, hareket edebilen kiirenin iki noktasiyle (AB == =R) belir-
lidir,
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Kilrenin anlattifimz bu kendisine tasvirine kiirenin merkezi
etrafindaki bir dénmesi adi verilir.

$imdi gu ozeligi ispathiyacafiz: Kiirenin, merkezi etrafinda-

ki herhangi bir dénmesi, kiirenin bir capt etrafindaki bir dénmesin-
den ibarettir.

Kiirenin merkezi etrafindaki donmesi, AB ve A’B’ (4B =
A'B’ 5k = R) kiiresel yaylariyle belirtilmig olsun (Sekil 169).

Sek. 169

Diizlem halinde dsnme merkezini veren gizimi (29, gekil 148)
burada kire igin tekrarliyalim.

A ve A’ noktalarimi A4’ biiyiik daire yayiyle birlegtirip bu
¥aym R orta noktasindan RO kiiresel dikmesini, ayn1 gekilde B
¥e B’ noktalarmr birlegtirip B8’ kilresel yaymin ortasindan SO

kiirese dikmesini ¢izelim (O noktas: kiireyiizeyi fizerindedir
sekil 1g9),

5 RO ve SO dikmeleri ya O noktasinda kesigirler veya gaki-
§irlar, o

Kesigme halinde, kiirenia (gekilde gdsterilmemis olan) O,
merkezi ctrafindaki ddnmesi, kiirenin OO, ¢ap: etrafinda
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81 etrafindaki donmesi olup bu dénme A" den gecen bir eksen
etrafindaki donmeden ibaret bulunur ve ispat1 sabit olur.

Oteleme vektdrii olarak, baglangic noktasi herhangi bir 4
hoktas1 ve nihayet noktasi A nin bu hareketteki A’ resmi olan
Vektdr alinabileceginden, verilen hareketin paralel kayma ve bir
eksen etrafindaki ddnme bilesenlerine ayrilmas: bir tiirli olarak
belirli olmaz. :

ABC ve A’B’C’ iicgenleri yerine yerine (gekil 170) diiz-
lemde, diizlemsel harekete tekabiil eden iki figgen almak sure-
tiyle, diizlemdeki herhangi bir hareketin uzayda bir hareket
meydana getirecefi kolayca goriilebilir.

Diizlemdeki hareketlerle elde edilen uzay hareketleri, uzay-
daki biitiin hareketlerin bir alt gurupudur. Bu alt gurupun ha-
reketlerine diizlemsel hareketler denir.

Burada nazara alinan diizlemsel hareketler gurupu, alt gu-
Tupu belirten diizlemi i¢ine alan paralel diizlemler demetinin her
diizlemini, uzaydaki yeri bakimindan, defismez birakir.

Uzaydaki diizlemsel hareketlerin gurupiyle diizlemdeki ha-
reketler gurnpu arasinda meveut izomorfizmadan dolay1 diizlem-
deki hareketlerle ilgili her ozelige uzaydaki hareketlerin bir
bzeligi tekabiil eder.

Mesela, dozlemde Steleme olmiyan her hareketin bir dén-
me oldugunu bilmekteyiz.

lzomorfizmadan dolayr su teoremi ifade edebiliriz: Uzagin
Steleme olmigan her diizlemsel hareketi, degismez demetin diizlem-
lerine dik piy eksen etrafindaki bir dénmeden ibarettir.

zel olarak: AA” Oteleme wektdriyle belirli olan kayma ile,

3 B
44 vektSriine dik bir eksen etrafindaki &0 agli bir dénmenin

toplamy, ekseni birinciye paralel dénmeye esittir.






Déndfirme 73

Bir dteleme ile, ekseni bu ttelemeye paralel olan bir din-
menin toplami olan harekete vida - hareketi denir.

Ohalde uzaydaki her hareket bir vida - hareketidir.

Burada, Oteleme veya ddnmenin herbirinin veya ikisinin
birden birim doniigim olmas: halini hari¢ tutmuyoruz.

Agik olarak, bir vida - hareketinde &teleme ve ddnmenin
alimg sirasinin  dnemi yoktur. Oteleme ve ekseni bu Stelemeye
paralel olan bir eksen etrafindaki ddnmeden meydana gelen
hareket ¢iftine wida diyoruz.

Oteleme vektoriiniin uzunlugunun ddnme agisina oranina
vidanin parametresi adi verilir.

Geometrik hareket kavraminda uzaymm veya bir kisminin
fiili olarak ara durumlardan gegerek bir durumdan bir duruma
ulagmasi aranmaz. Geomeirik hareket kavraminda aranan esas
nokta geklin ilk ve nihai durumlardir. Bir geklin geometrik ha-
reketinde noktalarin yiriingeleri yoktur diyebiliriz.

Diizlemde oldufiu gibi uzay hareketlerinde de herhangi iki
noktanin defigmezi meveuttur ve bu, bunlar arasindaki uzak-
liktir.

Bir temrin olarak Ogrenci, biribirine dik aykir iki dogru
etrafindaki 180 er derecelik iki ddnmenin toplaminin, bu iki
dofiruya dik istikamette bir vida - hareketi oldufunun ve bu ha-
rekette dlelemenin bu iki dogru arsindaki en kisa uzakliinin
iki kat:1 ve aginin da 180° olduffunu gbstermelidir.

Bir AB dogru pargasimmin, bir eksen etrafindaki donme ile,
paralel olmiyan A4’B” durumuna getirilebilecegi ve netice olarak
herhangi bir hareketin uygun eksenler etrafindaki iki ddnmenin
toplamina egit olacaff ispat edilmelidir.

Bir kiib, 4,8,C tepe noktalar: A4°,8°,C" tepe noktalarina
gidecek gekilde hareket ettirilmigtir (sckil 172). Viday: bulunuz.






Bu gurup, acilar

2 2
n

27
$o =0, ¢1=T, Py=2 3 awy @n-ﬂ:(n—l,".—

olan n tane donme ihtiva eder.

Dtnme agisinin genel sekli

qs;,=k3;l (=0 1508 s k=2

veya
P = kb,
den ibarettir.
Devirlerin tam bir kati kadar farkeden dénmeler egit itibar

‘olunur. Yukarida verilenlerden bagka olan ddnmelerin SA4,4,--+
A, piramidinl kendisine gotilrmiyecefi kolayca gtriilebilir.

o Agilar1 pd, ve ¢, olan dénmelerin toplami, agisr r&, olan
bir diinme olup burada r tam sayisi, p+ ¢ niin n ile bSlimiiniin
kalanidir,

& Diizgiln piramidin dénmeler gurupu, 4,4, -+ 4, tabaninmn

O merkezi etrafindaki donmelerinin gurupiyle izomorftur. Bura-
da bahis konusu olan dondiirmeler, dilzgiin ¢okgeni diizleminden
ayirmaksizin (dondiirllp yatirmaksizin) kendisine geviren déndiir-
meler oldufu malimumuzdur.

Diizgiin ¢okgenlerin ddnmelerinin guruplariyle izomorf olan
guruplara sonlu siklik gurup adi verilir. Sonlu bir siklik gurup bir
elemanla, meseld, misalimizde ¢, elemaniyle elde edilebilir.

Madde 24 de tam sayilar gurupuyle izomorf olan bir gurupa
ait bir misal almighik; bdyle guruplara ise sonsuz siklik gurup
denir.

Bir elemaniyle elde edilen bir gurupa siklik gurap adi ve-
rilir.
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Cebirden, w" =z denkleminin karmagik sayilar cisminde
kioklerinin

W = V; [cou (—}4—2_'?:_).{.,-““ (%_‘_ 2kt )]

n

oldugunu biliyoruz. Burada

N e W - e
olup

P=argz, p=|z]|
dir. :

wy sayilar: arasinda n tanesinin farkl oldugunu da bilmek-

teyiz. Karmagik sayilarin 27 nin katlar: kadar farkeden acilari
egit itibar edildiginden ve karmagik sayilarin garpiminda agilar
toplandigindan, z sayisimin n-inei koklerinin ciimlesi ¢arpima
gbre bir gurnp tegkil eder. Bu gurup, tabami dilzgiin bir pirami-
din donme gurupiyle izomorf bulunur.

Okuyucu, bir temrin olarak, gurupu meydana getiren, n-inei
martebeden siklik gurupun biitiin elemanlarini bulmalidir, Binom
denkleminin ilkel kokii kavramiyle mukayese yapiniz.

36. Ortogonal déniiglimlerin tarif ve
dzelikleri

Uzayin bir eksen veya bir nokta etrafindaki donmelerinin
gurupu gibi tteleme gurupu da uzayin hareket gurupunun alt
gurupudur. Diger taraftan hareket gurupu da daha genis bir do-
niigiim gurupunun bir alt gurupu bulunmalktadir. '

Tarif : lki nokta arasmdaki vzaklifi degigmez birakan ve-
ya, AB uzakhfini, 4 ve B noktalarinin A4°, B’ resimleri arasin-
daki uzskhga egit kilan diizlemin dfizleme, uzayin uzaya donil-
glimlerine ortogonal déniigim adi verilir :

A'B"=AB.
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Bu tariften, ortogonal déniigiimlerin Bzeliklerini veren birgok
teorem elde edebiliriz.

Teorem 1. Ortogonal bir déniigiim bire-birdir.

Ispat: Eger A4 ve B gibi farkh iki noktanmin ayni ve bir
tane 4’ resmi olsaydi, tariften dolayr aralarindaki AB uzaklifi-
nin sifir olmas: gerekirdi; ohalde 4 ve B noktalar: farkh olamaz.

Teorem 2. Uzaydaki biitiin ortogonal déniisiimlerin ciimlesi,
déniigiimlerin toplama iglemine gére bir gurup tegkil eder.

Ispat: 1. Ortogonal iki ddnilglimiin toplami— diger bir de-
yimle, biribiri ardinca tatbik edilen ortogomnal iki doniigiimden
elde edilen ddniigilm — ortogonal bir doniigiimdiir, zira, toplam
doéntigiim iki nokta arasindaki uzakhiffi degistirmemektedir.

Ohalde ortogonal dtniigiimlerin cebirsel toplama islemi ka-
pali dir.

2, Uzay: kendisine c¢eviren biitiin doniigiimlerde asosiyatif
ozelik caridir.

8. Birim ddniiglim ortogonal ‘olduundan etkisiz eleman mev-
cut bulunmaktadir. :

Bir gurupta her elemanm ters doniigimiiniin varlik garti,
ortogonal donilgiimiin tersinin ortogonal olmasindan saﬁla;mk-
tadir. Bu suretle teoremin ispati tamamlanmig olur. y

Hareketler noktalar arasindaki uzakhi@ muhbafaza ettiginden
uzaydaki hareketler gurapu ortogonal déniigiimler garapunun bir alt
gurupudur.

Uzayda iki nokta arasindaki uvzakhfin agaffidaki basit bze-
liklerinden ortogonal ddniigiimlerin Ozelikleri gikar.

A. A, B ve C noktalar: dogrusal dml‘q.ﬁn ii¢ nokta ise bu

ek

At TS
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noktalarin beliritigi iki dogru pargastnin toplamu iigiincii dogru par-
gasindan biiyiiktiir.

B. A, B ve C dogrusal iig nokta e B noktas: A ile C nin
arasinda ise
AB + BC= AC
dir.
Bu iki teoremden, B teoreminin kargit teoremi elde edilir.

C. A, B ve C noktalariyle belirlenen dogru parcalar: ara-
sinda

AB+BC=AC

esitlifi varsa, bu noktalar dogrusaldir ve aygrica B noktas: A ile C
nin arasindadir. .

Ispati: A, B, C noktalar1 dofirusal olmesayd:r A teorimin-
den AB - BC > AC elde edilirdi.

B noktas1 A ile C arasindadir. Efer meseld C noktas1 A ile
B arasinda olsaydi,

AC+CB=AB

elde edilip AB + BC = AC esitligiyle celismezlige varilirds,

Noktalar arasindaki uzakhffin Ozelikleri dolayisiyle ii¢ nok-
tanin dogrusal olup olmadifi bu noktalar arasindaki uzakliklarin
verilmesiyle tamamen belirli-olur. Ortogonal d8nfiglimler uzakl-
i1 degtistirmedifinden agafidaki teoremler caridir.

Teorem 3. Ortogonal bir tasvirde her dofrusal ii¢ nokta dog-
rasal ii¢ noktaga, dojrusal olmiyan iz nokta ise dofrasal olmuyan
ii¢ noktaya tasvir olunur. .

Teorem 4. Ortogonal bir tasvirde bir dogranun resmi bir
dogrulur; bir dogranan ters resmi de bir dogrudur.
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Teorem 5. Ortogonal bir déniisiimde bir [dogru pargast bir
bir dofru parcasina déniigiir.

Teorem 6. Ortogonal bir déniisimde bir dogru parcasint ve-
rilen bir oranda bélen bir nokta, dogru parcasimin resmini agni
oranda bélen noktaga déniigiir.

Diger bir deyimle, bir dogiru fzerindeki basit bilme orani
ortogonal bir dontigfimiin basit bir defismez idir.

3-6 Ozelikleri iki nokta arasindaki uzaklifin 8zelikleriyle
ortogonal ddniiglimlerin tarifinin neticeleridir,

Teorem 7. Uzayin ortogonal bir diniisiimiinde bir diizlemin
resmi bir diizlem, karsit olarak, bir diizlemin ters resmi de bir
diizlemdir,

Ispat1: Verilen = diizleminde A noktasinda kesigen AB,
AC gibi iki dogru alalim. M noktas1 = diizleminde A dan farkh
bir nokta olsun. M den, AB ve AC yi farkhh P ve Q noktalarin-
da kesen bir m dogrusu gizelim.

Verilen ortogonal dtniigiimde 4 nin resmi bir 4" noktasi,
AB ve AC dogrularinin resimleri ise farkli olan A’B’, A'C" dog-
rularidir. m dofrusunun resmi, A"B, A’C’ yii P ve Q niin P’,Q’
resimlerinde kesen bir m’ dogrusudur. Ohalde M nin M’ resmi
A’B’, A’C" dogrularindan gecen x diizleminde bulunur.

Demek ki = (4B, AC) dfizlemindeki keyfi bir M noktasi,
a’ (A’B’, A’C’) diizleminin bir M” noktasina ve netice olarak =
nin noktalart 2 niin noktalarina doniigmektedir.

Ters doniigiim ortogonal oldufundan diizlemin ters resmi de
diizlem olur ve bu suretle ispat tnmamlanmlé bulunur.

Teorem 8. Orfogonal bir diniigiimde paralel dogrular paralel
dogralara ve paralel diizlemler paralel diizlemlere dé‘nii;ﬁr.

Clinkil, aksi takdirde, diniiglim bire-bir olmaz.
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Teorem 9. Orfogonal bir déniigiimde agilar muhafaza olunur.

Bu teorem, dogru par¢alarinin muhafaza olunugunun bir ne-
ticesidir.

Diizlemsel olmiyan aynm1 O baglangig n'o_l;tah e, ey, &5 vek-

torleri verildiginde, bildigimiz vechile, her OM vektorii e, ey, e
vektdrlerine gtre bir tiirlil olarak bilegenlerine ayrilabilir:

=
OM=xe;,+ye,+ ze,

x, y, =z sayilarina M noktasinin e,, e,, e, vekttr sistemine
gire koordinatlar: denir.

—

Ayrica x, y, z sayilart OM vektOriiniin sirasiyla e, e,, e,
tin eksenleri {izerindeki — genel olarak dik olmiyan — izd{iglim-
lerinin e,, e,, e; © oranlarina egittir.

Bu koordinat sistemini O ey, e,, e.} semboliyle gsteriyoruz.

Teorem 10, (Ortogonal tasvirlerin birinci esas teoremi).
Ortogonal bir tasvirde diizlemsel olmigan ve agnt O baslangiy nok-
talt e, e, e, wvektdr sistemi, apilart ve uzunluklart degismigen ve
aymt O° baglangic noktalr bir e,”, e,’, ey’ vektsr sistemine déniigiir.
Aygrica her M noktast, (e” e,’, ey”) e gire koordinatlarr, M nin
(e(, es, e;) e gore koordinatlarimin aynt olan bir M’ noktasina dé-
niigiir. Kargit olarak, bu Gzelikleri haiz olan her déniisiim ortogo-
nal bir déniisiimdiir, E

Ispati: Ortogonal bir déniigiimle O noktast bir O’ noktasi-
na, e, e, e, vektirleri de agilar ve uzunluklar ayni kalmak fize-
ree,, ey, e, vektorlerine doniigiir. Ayrica, M noktasini e,, e,, e,
eksenlerine izdigliren diizlemlerin (e., e5), (es, o), (e, e,) diiz-
lemleriyle paralelliffi bozulmaz. Oranlar veya koordinatlar da
muhafaza olunur. -

Bir dofiru par¢asimin uzunlufu, uc noktalarinin koordinat-

Rl e - '_ - P Ty 4 J " [ . et
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lariyle tamamen belirli olduffundan kargit taorem doffru olur ve
ispat tamamlanmig bulunur,

Bu teoremden gu netice elde olunur: Uzayin ortogonal bir
doniiglimii, diizlemsel olmiyan herhangi dort noktanin resimleri-
nin verilmesiyle tamamen belirli olur.

Ispat: : Dort noktadan birini O baglangi¢ noktasi, ve geriye

kalan iiglinii e,, ey, e, {in uc noktalar1 olarak alirsak resimleri

— O’ noktas: ve e,". e,", ', vektorleri — belirli olur. Bunun
neticesi M’ (x, g, z) niin de M (x, y, z) nin resmi oldufu bilin-
mig olur. M" noktasimin O’ (e, e,’, e,”) sistemine gbre koordi-
natlart M nin O (e,, e,, e,) sistemine gire koordinatlarinin ayni
olup neticenin ispati elde edilmig olur.

Okuyuocuya, diizlemin kendisine olan ortogonal bir tasvirin-
de buna benzer neticeyi elde etmesi tavsiye olunur.

Bir = diizlemi verildiinde her M noktasina, MM’ dofirusu

= ye dik, A noktasi M nin = Gzerindeki ayafr, M ile M" nokta-
lar1 = nin karg: taraflarinda ise

AM’ = AM

olacak gekilde, M’ noktasini tekabiil ettiren uzay dbniigiimiine
diizleme gire simetri adin1 veriyoruz. = diizleminin noktalar: si-
metrinin sabit noktalaridir,

Bir # diizlemine giire simetri, noktalar arasindaki uzaklhikla-
n muhafaza ettifinden ortogonal bir ddniigiimdiir.

Bir = diizlemiyle bir a dofrusu verildiginde dfizlemin her
M noktasina, MM" dofrusu a ya dik, A noktasi M nin a fizerin-
deki ayaffi, M ile M’ noktalar: @ nin karg taraflarinda ve

AM' = AM

olacak gekilde, M’ noktasim tekabiil ettiren donilgiime diizlemin
doffruya gdre simetrisi denir.

ok ?:J
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Diizlemin bir dogruya gtre simetrisinin ortogonal bir dénii-
glim oldufu kolayca goriilebilir.

Simetrilerin 6zelikleri gelecek bdliimde etraflica ele alina-
caktir.

Teorem 11. (Ortogonal donfigiimlerin ikinei esas teoremi).
Uzagin her ortogonal déniigiimii ya bir hareket veya bir fhareketle
bir simetrinin toplamudir.

Ispat. Ortogonal donilgiimiin; O noktasin1 O’ noktasina,
baglangig noktalar: O olan ve diizlemsel olmiyan e,, e;, e, vek-
torlerini, baglangi¢ noktalar: O olan e,’, e,”, e, vektbrierine
gotitrdiiginii kabul edelim. O yu O’ ye, e, ve e, vektorlerini e,”
ey’ vektorlerine gotliren hareketi diiglinelim. Boyle bir bareketin
bir tane oldugunu bilmekteyiz. Uzunluk ve agilarin egitliginden
bu hareket ya e, vekibriinit e,” vektiriine gotiirlir — bu takdir-
de ortogonal doniigiim, hareketin ayni olur — veya e, vektorii-
niin (e,”, e,”) diizlemine gdre simetrigiolan e,” vekttriine gbtiiriir.

Bu son halde ise ortogonal doniigiim hareket wve diizleme
gdre simetrinin toplami oldugundan ispat tamamlanmig olur.

Ortogonal ddnilgiimlerin benzer bir Gzeligi dlizlemde de mev-
cuttur,

Hareket ola_n ortogonal dvniigitmlere birinci neviden ortogo-
nal déniigiim, digerlerine ikinci neviden ortoganal déniigiim ad1 ve-
rilir.

Ekseriya herhangi bir ortogonal doniigiime hareket veya

dar anlamda hareket denilmektedir. Bu terimi kullanirken dikkat-
li olmak icap eder.



BOLUM VI.

SIMETRI

Biliim VI. da diizlemin bir eksen ve bir
noktaya gbre ve uzayin bir diizlem ve bir nok-
taya gtre simetrilerini ele alacagiz ve simetrile-
rin biri biri ardinea tatbikleriyle Steleme ve dtn-
melerin icrasini inceliyecegiz, Kiibiin ve dortytiz-
liiniin simetri guruplar: etiid edilecek ve gekille-
rin simetrisi i¢in Feodorov’un genel tarifi veri-
lecektir. Madde 39 da da simetri usuliiniin kul-
lanilmasiyle ¢izim problemlerinin ¢zlimii incele-
necektir. ;

37. Diizlemde bir eksene gére simetri.

» A’ noktasina, A ve A’ noktalar: agagidaki sartlart sagladign

4 takdirde, A noktasimin 1 doFrusuna gire simetrifi deriz: 1) | nin
birer tarafinda olmak, 2) | den aym uzaklikta bulunmak, 3) I ye
dik AA" degrusu iizerinde bulunmak (Sekil 174).

Sek. 174
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I dogrusuna A ve A’ noktalarinin simetri ekseni denir. Si-
metri ekseni ilzerindeki her nokta kendi kendisinin simetrigidir.

Bir dlizlemin A4 ve A’ gibi iki noktasinin ancak bir simetri
ekseni meveut olup diizlemde A4 ve A" noktalarindan  esit nzak-
likta bulunan noktalarin geometrik yeridir (Sekil 174).

Bir dilzlemin her A noktasina bu diizlemin bir [ eksenine
gbre A" simetrigi ftekabill ettirilirse diizlemin kendisine olan bu
ddnligiimiine [ eksenine gére simetri veya eksenel simetri ad1 ve-
rilir,

Bir eksene gbre simetrinin bire-bir ve iki tarafli siirekli ol-
dugu kolaylikla saglanabilir. Bir A noktas:, bunun simetrifi olan
A’ noktasina ddniiglir. Diizlemin bu ddnfigiimii, herhangi bir gek-
lin ! eksenine gire simetrifi olan gekle ddniiglimlinii meydana
getirir, Mesela PQR figgeni ($ekil 174) bununla simetrik bulunan
ve yonil ters olan P'Q'R’ figgenine déntigiir.

Hareket terimiyle ifade edecek olursak bir diizlemin bir [
eksenine gore simetrisi bu diizlemin ! ekseni etrafindaki yarim
bir devri olur.

Simetrinin igte bu bzeligi, kidffit simetri ekseninden ikiye
«katlandifinda» birbiriyle gakigan noktalarin simetrik olusunun
tarifi i¢in kullamilir.

Bundan, bir eksene gre simetrinin blitiin dzelikleri gikar.
Eksenel bir simetri noktalar arasindaki uzakliklar1 muhafaza eder,
bir doffruyu bir dogruya ve paralel dogrular: paralel doffrulara
gtliriir ve doffrular arasindaki agilari muhafaza eder, V.

Bir eksenel simetri, diizlemi «tersine gevirdifinden» yon,
meseld figgenin yOnii, degigmig olur.

Simetriye ait Ozelikler uzaydaki hareketlere bagvurmadan
elde edilebilir. Meseld gu 8zelik kolayea ispatlanabilir: Bir dogru
iizerindeki iki nokta diger bir dogranun iki noktasinin bir eksene

el Saelbshan L ..
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“Ispat: M’ keyfi bir M noktasimn simetrigi ise M’ niln si-
metrigi bu ilk M noktasidir.

Miimkiin olan biltiin dogrulara gire alinan simetri déniigiim-
lerinin cfimlesi kapalilik O&zelifini haiz degildir. Daha iyi style-
mek istersek: [ki simetrinin toplami, simetriden farklt olan bir

déniigiimdiir. ‘

Ispat : Ardigik iki simetri, diizlemin keyfi bir ({i¢geninin
yoniinli muhafaza ettifinden toplam-diiniigiim hi¢bir eksene gire
simetri olamaz.

Bundan da diizlemde biitiin eksenel simetrilerin bir gurup tes-
etmedigi neticesi ¢ikar.

Teorem. Eksenleri paralel olan iki simetrinin toplam: diiz-
lemde bir Gtelemeye denktir.

Evveld, bir eksen {izerinde herhangi sirada alinan ii¢ 4, 4",
A" noktasi igin vektirel

eep = e
AA"=AA + A'A”

egitlifinin cari oldugunu belirtelim.
Yonlii dogru parcalarimi diigilniirsek evvelki esgitlik
AA"+A4'A"+A'A=0
egitlifine denk olur.
Bu denklemler, bir eksen {izerinde alinan ii¢ 4, A", A" nok-

tasimin miimkiin biitlin siralamalari ig¢in, hi¢ giiglik ¢ekmeden
safflanabilir.

Simdi simetri ekseni olarak [,, [, gibi paralel iki dogru ala-
lIim ve I, doffrusunu birinei simetrinin, /, yi ise ikinci simetrinin}
ekseni olarak segelim. [, dofrusunu [, ye gétiiren Steleme vektd-
rilne a diyelim. '
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A keyfi bir nokta, A’ noktast 4 nmin [, eksenine gire si-
metrigi, 4" de A" niin I, ye gbre simetrifi oldufuna gtre

i e v
AA"=AA" - A’A"

yazabiliriz (Sekil 176).

Sek. 176

Simetrinin dzeliklerinden derhal
— — — —-
» AA"=24,4", A'A*=24"4,

elde olunur. Burada, gekilde gosterilmemig bulunan A, ve A4,
noktalar1 AA" niin I, ve I, ile olan arakesitlerini gbtstermek-
tedir.

Bunlardan da

g — s o —_—
r=2(4.4"+ A’A4,)=24,4, = 2a
bulunur.

Ohalde paralel eksenli iki simetrinin toplam1 keyfi bir 4
noktasini, 4 ya bagh olmiyan 2a dteleme vektdriyle A" noktasi-
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AOA" dsnme agie1l eksenler arasindaki aginin iki katidir.
< A04" =20

Kargit teorem de dogrudur: Diizlemde bir. nokta etrafindaki
her dénme eksenleri dinme merkezinden gepen iki simetrinin topla-
mz olarak gésterilebilir,

Bu teoremin ispat: bir temrin olarak birakilmugtir.

Eksenel simetrinin ispat etmig oldugumuz Ozeliklerinden gu
Unemli netice elde olunur: Biitiin eksenel simetrilerin ciimlesi biitiin
dénme wve dtelemeleri igine alan bir garup meydana getirir. Bu gu-
rup diizlemin ortogonal doniigiimlerinin gurupunu tegkil eder.
Diizlemin daha evvel ele alinmig olan hareketlerine birinei nevi
ortogonal doniigiim veya hareketfdenir.

Diizlemdeki hareketler gurupu ortogonal dbniigiimler guru-
punun bir alt gurupudur.

38. Diizlemde bir noktaya gdre simetri

O noktasy1 AA” nin ortast oldugu takdirde A" noktasmna O
ya gire A nin simetrigi, O noktasma da simefri merkezi denir.

Simetri merkezi kendi kendiginin simetrigidir. _
Diizlemin iki A ve A" noktasinin ancak bir simetri merkezi
vardir, bu da A4’ niin orta noktasidir.

Bir diizlemde her 4 noktasina gire A’ simetrifi tekabiil et-
tirilirse diizlemin kendisine olan bu dfniigiimiine merkeze gire
simetri veya merkezil simetri denir.

Merkezil simetrinin de bire-bir ve iki tarafli siirekli bir do-

‘nugﬁm olduffu kolayca saglanabilir.

Merkezil simetri tabii, diizlemin simetri merkezi etrafinda
180° dénmesinden ibaret olup [14] yeni bir donilgiim degildir.
Merkezil simetri bu noktada eksenel simetriden ayrilmaktadir.







Simetri 91

39. Cizim problemlerinin ¢8ziimiinde
simetri usulii

Cizim problemlerinin ¢dzlimiinde bir gekle veya bir kismina
bir simetri tatbik etmek ve ¢izimin icrasindan sonra gekli ikinei
bir simetri ile eski yerine getirmek ekseriya faydali olmaktadir.

Simetrinin bagka tatbikati da mevecuttur.
Simetri usulu en iyi, misaller fizerinde agiklanir.
Problem. Bir a dogrusanun aym tarafinda A ve B gibi iki

nokta verilmigken (Sekil 179) a iizerinde, < ACP = < BCP olmak
ve CP dogrusu a ya dik bulunmak iizere bir C noktas: bulmak.

e B

P
Sek. 179

A noktasinin a dogrusuna gire 4" simetrigini alirsak
<A'CPP=< ACP=< PCB

elde eder ve BC ile CA” dogru pargalarinin afm BCA’ dogrusu
tizerine diigtiiflin{i goriirtiz. Aramilan C noktas: da B noktasini
A nin a ya gire simetrigifolan 4" noktasma birlegtirmekle elde
edilir.

A noktas1 bir g1tk membal ise, bu noktadan ¢ikan biitiin

winlar bu kanunla a aynasinda aksederler ve 4 nin resmi olan
A" noktasmdan ¢ikmig gibi goriinfirler.
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Tipki bunun gibi, A4 bir bir bilardo topu ve « masanin ban-
di ise, A topunun « bandina c¢arpip B ye ulagmasi i¢gin buna
C istikametinde vurmak icap eder (Sekil 179).

Ayrica, kirik ACB | dogrusunun AC -+ CB uzunlugunun, a
doffrusuna ugramak gartiyle A ile B noktasi arasindaki en kisa
yol oldugu agiktrr.

Problem. Bir bilirdo masasinda A ve B gibi iki nokta ve-
rildigine gire, A da bulunan topun iki banda garptiktan sonra B ye
alagmast igin gidecegi golu bulmak ($ekil 180).

H G
- A | _;.3'
-~
D
4
gb— - F
A;P _
Sek. 180

Evvelki probleme dayanarak, 4 ve B noktalarinin EF ve
FC eksenlerine simetrikleri olan A’ ve B’ noktalarini birlegtirir
ve aranilan kirnk ACDB yolunu elde ederiz.

Problemin ¢Uziimiintin meveut olabilmesi igin A ve B topla-
rinin masanin neresinde olmas:1 gerektiffinin arastirilmasini bir
temrin olarak birakiyoruz. '

Problem. Kenarlariun O,, O,, Oy, Oy, O; orta noktalar:
wverilen beggeni ¢izmek.
Aramlan heggen ABCDE olsun ($ekil 181).

A tepe noktas: bilinmig olsaydi, A min O, e gire slmetriki
alinarak B, B nin O, ye gore alinarak C, :-+ ve nihayet D, E
tepe noktalar: elde edilir ve tekrar 4 ya varilird.

. e e e

1
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Keyfi bir P noktast alalim ve 0O,, 0,, 0,, O,, O, noktala-
rina gore ardigk P,, P,, P,, P,, P; simetrik noktalarini elde
edelim. Merkezli simetrinin tzeliklerinden derhal

AP=BP,=CP,=DP,=EP,= AP,

bulunur. Bu denklemde goriilen biitiin dogru parcalar birbirine-

paralel olup her biri bir evvelkiyle ters yGnliidiir. Bundan da A
noktasinin, PP, dofru pargasimin ortasinda oldugu ¢ikar. Ohal-
de keyfi bir P noktasindan baglamak suretiyle beggenin A ve di-
ger tepe noktalarini bulmak miimkiindiir.

Bu ¢izimin ancak kenar sayis1 tek olan c¢okgenlere tatbik
edilebilecegini gdsteriniz.

Bagka misaller ve llizumlu problemler 1. I. Aleksandrov'un
gu kitabinda meveuttur : «Geometrik gizim problemleri koleksigonu».

40. Uzayin diizleme gore simetrisi

A wve A’ noktalarina, asafidaki sartlar: sagladiklar: takdirde
o diizlemine gére simetriktir deriz: 1) « diizleminin birer tarafinda
olmak, 2) « ga dik aynt dogru iizerinde olmak, 3) « diizleminden.
aynt uzaklikta bulunmak.
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% diizlemine, A ve A’ nokialarimin simetri diizlemi adi ve-
rilir.

Simetri diizlemindeki noktalar kendi kendilerinin simetri-
gidir,

Uzaym her A noktasmna bir z diizlemine giire A’ simetrigi
tekabiil ettirilirse uzayin kendisine olan bu ddnfiglimiine diizleme
gore simetri ad1 verilir. .

Diizleme gire simetrinin dzelikleri liseden bilinmektedir [17].
1. Iki noktanmin ancak bir simetri diizlemi vardir.

2. 1ki noktaya ait simetri diizleminde bulunan her nokta
bu iki noktadan ayni uzakliktadir,

8. Bir nokta verilen iki noktadan aymi uzakhkta ise, bu
noktalarin simetri diizleminde bulunur.

4. Bir dofrunun iki noktas:1 difer bir dogrunun iki nokta-
simnin bir diizleme gire simetrigi isise, birinei dogrunun
biitiin noktalar: ikinei dofirunun noktalariyle simetrik-
tirler.

Bu tzellik gdyle de ifade edilebilir: Bir diizleme gire simet-
ri, dogrular: dofrulara donilgtilriir.

Bu dzelik en basit olarak, donilgtiirfilecek dogrudan simet-
ri diizlemine dik bir diizlem gegirmek ve gizilen bu diizlemde iki
dilzlemin arakesitine gbre, dogrunun simetrigini almakla sag-
lanir.

5. Bir diizlemde dogrusal olmiyan herhangi ii¢ 4, B, C
noktasi, diger bir diizlemin ii¢ A°, B’, C’ noktasinin
iigiinell bir diizleme gbre simetrigi iseler, birinei diizle-
min biitlin noktalar: ikinci diizlemin noktalariyle simet-
rik olurlar,
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Bu ozelik evvelki dzeligi kullanarak kolayca elde edilir,

Ispat : AB, BC, CA dogrular: evvelki 8zelikten dolayr A’B’,
B’C’yC’A" dogrularma déniiglirler.

Birinci diizlemin keyfi bir M noktasindan bir dogru ¢izip
bunun AB, BC, CA dogrularindan herhangi ikisini kestifi nokta-
lar1 D ve E ile gosterelim. D ve E nin figlincii diizleme gore si-
metrikleri olan D’ ve E’ simetrik noktalar, A’B’, B'C’, C’'4’
dogrular: arasinda, iki dogrunun resimleri olan dogrular fizerin-
de bulunur, Ohalde DE nin simetrigfi olan D’E” dojfrusu ikinei
diizleme ait bulunur. Bu da M nin M’ simetriginin ikinei diiz-
lemde bulundufunu gdsterir ve ispat sabit olur.

Hilldsa edersek sunu soyliyebiliriz: Bir diizleme gére simet-
ri, bir diizlemi bir diizleme déniigtiiriir.

Diizlem haline benzer olarak gu ispatlanabilir: Uzayin para-
lel diizlemlere giére ardwsik iki simetrisi bir Gtelemeye denktir. Bu-
nan karsitr da dogrudur.

Su zelik de ispatlanabilir : Kesigen iki diizleme gére iki si-
metrinin toplami, ekseni bu iki diizlemin arakesiti ve agist bu iki
diizlemin agisimin iki katr olan ve yénii birinci diizlemden ikinci
diizleme olan yén olan bir dénmeye egittir. _

ki nokta arasindaki uzakhk, iki diizlem arasmdaki ag, iki
dofiru arasindaki a¢i, bir dogru ile bir diizlem arasindaki agi,
hepsi diizleme gire simetri altinda, birer degigsmezdir.

Uzayda biitiin diizlemlere gtre simetrilerin ciimlesinin gu-
rup tegkil etmiyecefi ve diizleme gire simetrinin bire-bir ve iki
tarafli siirekli veya topolojik bir ddniiglim oldufu kolaylikla is-
patlanabilir.

SABC dortyiizliisit ile bunun ABC diizlemine gtre S"ABC
simetrigini dilglinelim. Bu dortyiizllilerin ters ydnlii oldugunun
bilmekteyiz. Bunlarin kargit tepe noktalarim bir ddndiirme ile
caligtirmanin imkan1 yoktur.
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Bir gekil bir diizleme gbre diger bir geklin simetrigi ise bu
gekillere bir diizleme gore simetriktir denir.

Bir diizleme gire simetrik olan gekiller genel olarak biribi-
rine egit degildir. Sekillerin egitligi deyince, uzaymn birinei
neviden bir hareketiyle ¢akigabilen gekilleri kastediyoruz (evvel-
ce incelenen helisel hareket gibi). Meseld, sol el sag elin si-
metrigi oldugu halde biribirine egit degildir,

41. Uzayan bir noktaya gére simetrileri

O noktas1 AA” doffru parcasimin ortasi oldugu takdirde 4
ve A" noktalarima O noktasina gire simetrik tir deriz. O noktasi-
na 4 ve A’ noktalarinin simetri merkezi denir.

Uzaym her A noktasina, verilen O merkezine gire 4” si-
metrigi tekabiil ettirilirse uzayin kendisine olan bu déniigiimiine
merkeze gére simetri veya merkezil simetri adl verilir,

Merkezil simetrinin agafidaki tzelikleri liseden bilinmekte-
dir [17].

1. Iki noktanin ancak bir simetri merkezi vardir.
2. Simetri merkezinin simetrigi yine kendisidir.

8. Bir dogrunun iki noktasi ikinei bir dogrunun iki nokta-
sinin bir merkeze gtre simetrigi ise, birinci dogrunun biitiin nok-
talar: difer dogrunun noktalarmin aym merkeze gire simetri-
gidir.

a dogrusu, O simetri merkezinden ge¢miyen bir dogru ol-
sun. a dogrusiyle O noktasindan bir diizlem gegirerek bu diiz-
lemde a nin o’ simetrigini ¢izelim. o’ dofrusu e nin uzaym O
merkezine gire de simetrigi olur.

Hiildsa edersek gbyle deriz: Merkezil bir simetri bir dogru-
yu bir dofruya doniigtiiriir.
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42. Diizlemde sekillerin simetrisi

Diizlemde simetrik gekilleri ele alalim,

Bir eksene gore simetrifi kendisiyle ¢akigan bir gekle bir
eksene gére simetrik gekil denir.

Eksenel simetriffi haiz dfizlemsel gekillerden bir kag misal
alalim.

1. lkizkenar bir figgen, aym1 zamanda ig agiortayl ve ke-
narortay olan yilikseklife giire simetriktir.

Ispat: CD dogrusu tabam AB olan ABC ikizkenar li¢ge-
nin yiiksekligi olsun ($ekil 182).

AT

Sek. 182

AB dofru par¢as1 CD ye dik oldufundan ve AD= BD esit-
liginden, B noktasi 4 min CD ye gore simetrigi olur; C kendi
kendisinin simetrifidir. Ohalde CD eksenine gbre simetri, 0 - bo-
yutlu ABC iicgenini kendisine ddmnfigtiiriir.

Ayrica, AC dofrusu bu simetri ile BC dofrusuna, BC dog-
rusu AC ye ddnfiglir ve AB ise kendisine ddniiglir. Ohalde CD
ye gbre simetri gizgisel ikizkenar ABC iicgenini kendisine gevirir.

Aym gekilde, ikiboyutlu ABC fiiggeninin de CD ye gbre si-
metride kendisine ddniigecefi ispatlanabilir.
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2, Egkenar bir liggende il¢ simetri ekseni meveunttur,
Bu iddia evvelkinin bir neticesidir.

Egkenar bir figgeni kendisine dtn{lgtliren blitiin simetrilerin,
veya (uzayda veya dilzlemdeki) biitiin hareketlerin ciimlesi bir
gurup tegkil eder.

Bu gurup, figgenin merkezi etrafindaki dénmelerinin figiineil
mertebeden olan siklik alt gurupn ile {i¢ eksene gire simetriler-
den ibarettir,

Altr elemandan ibaret olan bu gurupa iiggenin gurapu adi

ady verilir (20).

3. Bir dikddrtgen karsilikli kenarlarin ortalarimi birlegtiren
dogrulara gre simetriktir.

lspatin yapilmasi bir temrin olarak tavsiye olunur. Okuyucu

gunu da ispatlamahdir:

4, Ekgenar dortgen her kiigegenine gtire simetriktir.

Evvelki iki Ozelifin bir neticesi olarak gu oOzeliffi elde
ederiz.

5. Kare, kargilikhi kenarlarin ortalarimi birlegtiren dogru-
larla kogegenlerine gbre simetriktir. Ohalde karenin dért tane
simetri ekseni vardir. Okuyucuya, karenin dilzlemde bu dort
eksenden bagka simetri eksenini haiz olmadifinin ispatim yap-
mas1 tavsiye olunur.

Kareyi kendisine ddniigtiiren dilzlemde veya uzaydaki biitiin
simetrilerin veya hareketlerin ciimlesi agaghdaki ddniigsiimlerden
ibarettir: Kareyi kendisine ddnfigtiiren, merkezi etrafindaki ddn-
diirmeler (bu ddndilrmeler, bildifimiz gibi, karenin biitiin simet-
rilerinin gurupunun 4 cii mertebeden siklik alt gurupudur; bu alt
gurup da, birim ddnmeyi i¢ine alan dort ddnmeden ibarettir),
ve dort simetri ekseni etrafinda dondiirlip yatirma, Bu ddniiglim-
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ler karenin gurupu adi verilen 8 ci meriebeden bir gurup tegkik
ederler.

6. n kenarli diizgiin gokgenin n simetri ekseni vardir,

n sayisinin ¢ift olmas1 halinde simetfri eksenleri kargit tepe
noktalarini Dbirlesgtiren n/2 dogru ile kargit kenarlarin ortalarin:
birlegtiren n/2 dogrudan ibarettir. n sayisinin tek olmasi halinde
ise simetri eksenleri, tepe noktalarini kargit kenarlarin ortalari-
na birlegtiren doffrular olur,

n kenarh diizgiin ¢okgenin biitiin simetrilerinin ciimlesini
incelemeden evvel sik sik bagvuracagimiz agafidaki ihtar1 kayde-
delim.

Ihtar: Bir geklin simetrileri, diger bir deyimle, gekli ken-
disiyle ¢akigtiran birinci ve ikinei neviden hareketler bir garup
tegkil eder.

fspat: Sekli kendisiyle cakigtiran iki hareketin toplam:
bir hareket olup buda gekli kendisine ddniigtiirtir. Ohalde simet-
rilerde toplam igleminin kapahlik dzeligi mevcuttur. Ayrica, si-
metrilerin toplami, genel olarak hareketlerde oldugu gibi, asosi-
yatiflik dzeligini haizdir. Sekillerin simetrilerinin sinifinda etki-
siz eleman, veya seklin her noktasini yerinde birakan bir hare-
ket vardir. Nihayet geklin her simetrisinin bir ters simetrisi
meveuttar.

Kare ve egkenar iiggenin simetrilerin gurupuna ait misalle-
ri daha evvel gérmiigtiik.

n kenarli diizgiin cokgenin simetrilerinin gurupunu daha
etrafli olarak inceliyelim. Evveld gu Ozeligi ispathyalim:] °

n kenarli diizgiin gokgenin merkeze gire n tane donmesi, si-
metri eksenlerine gére n tane simetri veya eksenler etrafinda dén-
diiriip yatirma ¢okgeni kendisine gétiiren biitiin yer degistirmelerin
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tamamin: tesgkil eder. n kenarlt gokgenin merkezi etrafindaki her
dénme diizlemde birinci neviden bir harekettir. Diizlemin her <dén-
diiriip yatirmasi» ikinci neviden bir harekettir.

Ispat: Birinei neviden iki simetrinin toplam: birinei nevi-
den, birinci neviden simetri ile ikinei neviden simetrinin toplami
ikinei neviden ve nihayet ikinei neviden iki simetri toplami da
birinci neviden bir simetridir.

Birinci neviden simetriler, bildiimiz gibi, » kenarh gokge-
nin, ac¢ilan

O.E: 2&, 3_2_”_, e (n_._j_).ﬁ
n n n n

olan merkeze gbre donmelerinin bir siklik gurupunu tegkil eder.

Birinei neviden n tane simetri meveut olup bunlar n kenarh
¢okgenin biitiin simetrilerinin bir alt gurupunu verir.

Ikinci neviden keyfi bir simetriyi alip bunun, n-kenarh
gokgenin simetri eksenlerinden birine gtre evvelee bahsi gecen
dindiirtip yatirnma ile gakigacafim ispathiyalim.

Verilen ikinei neviden simetrinin icrasindan sonra, n kenar-
I ¢okgenin simetri eksenlerinden birine gdre sececegtimiz sabit
bir dondiiriip yatirmay: tatbik edelim.

Ad1 gegen iki simetrinin < toplami birinci neviden bir simetri
veya, n-kenarli gokgenin merkezi etrafinda bir donmedir.

Ohalde, ikinei neviden bir simetri, bunu takip eden sabit
déndiiriip yatirma ile birinei neviden bir simetri verir:

x,ta=ux,

Burada x, ikinci neviden herhangi bir simetriyi, a, ¢okgenin sa-
bir ekseni etrafinda ddndfiriip yatirmay: ve x, — toplam — birin-
¢i nevide bir simetriyi gbstermektedir.
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Yukardaki egitligi
xy=x1+(—as)

geklinde yazarak ikinci neviden bir simetrinin, cokgenin merkeze
gbre bir x, dénmesi ile sabit bir eksene gire (—a,) dbndiiriip
yatirmanin toplamina esit oldugu anlagilir.

n tane ddnme simetrisi mevcut oldufundan ikinei neviden
n den fazla simetri goktar. Fakat ikinei neviden n simetrinin
— pimetri eksenleri etrafinda dondiiriip yatirma — mevecut oldu-
gu bilindiginden, bu n tane diéndiiriip yatirmanin ikinci neviden
bittlin simetrileri verecegi ¢ikmig ve ispat tamamlanmig olur.

Bu arada, n kenarh dilzgiln bir ¢okgenin gdsterilen bu si-
metri eksenlerinden bagka simetri eksenini haiz olmadifn da el-
de edilmig olur. Ayrica, gu netice de bulunur: n-kenarh dilzgiin
bir ¢ikgenin simetri gurupu iki elemandan meydana gelir: 2a/n
agili bir dbnme ve bir ddndiriiliip-yatirma.

n kenarl diizgiin ¢okgenin simetrilerinin gurupunun merte-
besi 2n dir.

7. Bir dairenin her ¢api, dairenin bir simetri eksenidir.

8. Kesigen iki dogrunun iki simetri ekseni mevecuttur. Bu
eksenler bu dofirularin meydana getirdigi agilarin biribirine dik
a¢1 ortaylardir,

9. Paralel iki dofrunun sonsuz sayida simetri ekseni mev-~
euttur.

Burada, diizlemde sekillerin eksenel simetrilerinin incelen-
mesini kapatiyor ve diizlemde gekillerin merkezil simetrisi ne gegi~
yoruz.

Bir noktaya gire simetri vasitasiyle kendisine déniigen gek-
le bir noktaya gire simetrik gekil ad: verilir.
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Diizlemde merkezil simetri, simetri merkezine gire = ags1
kadar ddnmeye denk oldugundan bu dbndiirme, bir noktaya g-
re simetrik olan bir sekli kendisine ddnfigtiiriir.

Bir nokta etrafinda = agis1 kadar ddndiirme, biribirine dik
eksenlere gbre iki simetrinin toplamina esit oldugundan, bu ek-
senlerden herbirine gire simetrik olan bir gekil, bu eksenlerin
arakesiti olan noktaya gre simetrik bulunur.

Bunun kargiti1 dofru degildir. Bir gekil bir noktaya gire si-
metrik olduffu halde simetri ekseni olmayabilir. Misal olarak,
meseld dikdortgen ve egkenar dirtgen olmayan paralelkenar: ala-
biliriz. '

n-kenarlhi diizgiin ¢okgenin aneak = c¢iftken bir simetri
merkezi vardir. Bir dairenin veya bir diskin merkezi kendi si-
metri merkezidir.

43 Uzayda sekillerin simetrileri

Bir « diizlemine gire uzay simetrisiyle kendisiye dinligen
gekle = diizlemine gére simetrik sekil ad1 verilir.

= diizlemine geklin simefri diizlemi denir.

Bir O noktasina gire simetri ile kendisine ddniigen bir gek-
le O noktasina gére simetrik sekil, O noktasina da geklin simefri
merkezi denir.

Bir ! eksenine gore simetri ile kendisine doniigen bir gekle
I dogrusuna gire simetrik sekil, | eksenine ise geklin simetri ek-
seni denir. Bu eksen etrafinda 180° lik bir ddndiirme verilen gek-
li kendisiyle cakighirir,

Bu eksene ayni zamanda ikinei mertebeden simetri ekseni
de denir. Zira, verilen geklin bu eksen etrafindaki tam bir dev-
.rinde gekil kendisiyle iki defa cakigir.

Bir geklin bir eksen etrafinda tam bir devrinde bu gekil
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kendisiyle birka¢ kere cakigirsa, eksene giiksek mertebeden simei-
ri ekseni denir. Bir eksenin mertebesi bu eksene glre simetrik
olan bir geklin bu eksen etrafinda tam bir devrinde kendisiyle
calkigma sayisidir.

Yitksek mertebeden simetri ekseninin tarifinde geklin hare-
ketinden kinematik vasif atilir ve hareketin sadece geometrik
kavrami gz Sniinde tutulur.

Bu maksatla gu bzelife igaret edelim: Bir geklin simetri
ekseni etrafinda diénmesi esnasinda gekli kendisiyle cakistiran
hareketlerinin ciimlesi bir gurup tegkil eder. Bu gurupa seklin ek-
senel simetrisinin gurupu adi verilir. Bu gurupun mertebesi simet-
ri ekseninin de mertebesidir. Meseld, n-kenarli diizgiin bir ¢ok-
genin merkezinden bu diizleme ¢izilen dikme a-kenarli ¢okgenin
n ¢i mertebeden bir simetri eksenidir.

Diizglin dbrtyiizliinfin simetri eksenlerini inceliyelim. Dort-
ylizliniin digina bir klire ¢izilebilir ve kiirenin. merkezine dért-
giizliiniin merkezi denir. Bir dortyfizliiniin merkezi tepe noktala-
rindan egit nzakliktadir, '

Dortyiizlliyi kendisine gbtiiren hareketlerde merkez yerin-
de kaldifindan dortyfizlinlin biitin simetrileri bir nokta etra-
findaki donmelerden ibarettir. Bir nokta etrafindaki her ddnme-
nin de bir eksen etrafindaki donme oldufu bilinmektedir (33).

Ohalde durtyiizliiniin her simetrisi, merkezinden ge¢en bir
eksene gore bir donme olur. Bu eksen ddrtyfizliiniin bir simetri
eksenidir. i

Bunun neticesi, diizgiin bir ddrtyfizliinlin simetri eksenleri-
nin tam sayisim bulmak kolaydir.

Herhangi tepe noktasindan tabana bir dikme indirilir, Bu
dikme 3 {incii mertebeden bir eksendir. Bunun gibi 8 finell mer-
tebeden olan ve herbiri bir tepe noktasindan gegen dort tane
simetri ekseni vardir (Sekil 183).

2 L e e Mot 5 O T T e Y
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seni ya bir tepe noktasindan veya bir yiiziin ortasindan veyahut
bir kenarin orta noktasindan ge¢mek zorundadir,

§imdi dortylizliiniin simetrilerinin tam sayis1 kolayca he-
saplanabilir.

3 iineli mertebeden her simetri ekseni, birim ddnfigiim ol-
mayan 2 simetri; 2 neci mertebeden her simetri ekseni ise 1 si-
metri verir. Ohalde dortyiizllinfin simetrilerinin tam sayisi, bi-
rim donfiglim de dahil,

2:441-34+1=12

den ibarettir. Diizglin dodrtyiizliinfin simetrilerinin tam saysinin
kenarlarin sayisinin iki kati olduguna igaret edebiliriz.

Diortyfizliinfin biitiin simetrilerinin, veya ayni sey demek
olan, yedi simetri ekseni etrafindaki ddnmelerin climlesi bir gu-
ruptur. Bu gurupa dértyiizliiniin gurapu denir. Bu gurupun sekiz
tane has alt gurupu meveuttur. Bunlardan yedisi dértyfizliiniin
simetri eksenlerinin her birine gére olan ddnmelere tekabiil eden
siklik alt guruplardir. Sekizinei has alt gurup ise 2 nei mertebe-
den olan fig simetri eksenine giire olan dbtnmeler ve birim don-
meden ibarettir.

Okuyucuya dortyiizliinfin biitiin simetri diizlemlerini bul-
masi bir temrin olarak tavsiye olunur.

Simdi kiibiin simetri eksenleri'min bulunmasima gegelim.
Dortytlizliide oldugu gibi, biitiin simetrilerde kiibiin merkezinin
yer deffigtirmedigfini goriirfiz. Bundan da kiibiin biitiin simetrile-
rinin, kiibiin merkezden gegen eksenlerine gire ddnmelerinden
ibaret oldugu anlagihr. Bu eksenler kiibiin simetri eksenlerini
teskil eder.

Kiibiin tepe noktalardan gegen eksenlerinden basliyalim.
Her A tepe noktasindan kiibiin AB, AD, AE farkli li¢ kenar:
gecer (Sekil 185). Bu kenarlarin difer ue noktalar:i, tepe noktasa
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A olan dfizgiin bir piramidin egkenar BDE ti¢ggenini tegkil eder.
A dan gegip BDE diizlemine dik olan dogru kiibiin bir simetri
ekseni olur; zira, diizgiin ABDE piramidini kendisine déndiiren
yiiksekligi etrafindaki donmesi kiibiin de bir simetrisidir.

Kiibde tepe noktalardan gegen farkl dort simetri ekseni
vardir. Ciinkii, meseld kiibiin G tepe noktasindan gecen simetri
ekseni BDE diizlemine paralel olan CF/H diizlemine dik bulunur
ve birinci eksen gibi kiiblin merkezinden geger. Ohalde karsit
tepe noktalarinin her birinden gegen simetri eksenleri biribirinin
aynt olur. .

Ayni gekilde, kargit yiizlere dik olan ve bunlarin merke-
zinden gecen ii¢ simetri ekseni de elde edilebilir; bu eksenler 4
ineil mertebeden olan eksenlerdir. Ayrica, kiiblin kargit kenar-
larinin ortalarmmdan gegen alt1 simetri ekseni mevecuttur ve bun-
lar 2 nei mertebeden olan eksenlerdir.

Ohalde kiibde onii¢ simetri ekseni vardwr : Dirt kisegen, kii-
biin kargit yiizlerinin ortalarin1 birlegtiren ii¢ dogru ve kiibiin
kargit kenarlarinin orta noktalarmma birlegtiren alt: dogru.

Kiibiin biitiin simetrileri kiibiin gurupu ad1 verilen bir gu-
rup tegkil eder. Bu gurupun elemanlarmimn sayisini hesapliyalim.

Birim simetriden bagka su simetriler vardir: Bir tepe nok-
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tasindan gegen her eksen ig¢in fig ddnme; kargit kenarlarin orta-
larindan gegen her eksen igin bir dénme. Birim simetri ile bir-
likte tam

2:44831+16+1=24

simetri, Kiibiin gurupu 24 cii mertebedendir. Kiibiln simetrileri-
nin sayisi kenarlarinin sayismn iki katidar.

Bir temrin olarak okuyucuya kiibiin gurupunun biitlin has
alt guruplarini bulmas: tavsiye olunur. Okuyucu kiiblin biitlin si-
‘metri dfizlemlerini de bulmalidir. Dizgiin cokylizlillerin herbi-
rinde simetri guruopunun ve alt guruplarinin bulunmas: da fay-
dali bir temrin olur [4], [17]. \

Bu bahsi, simetrik gekillerin, meghur Rus kristalografi bil-
gini ve matematikgisi ve Akademi iiyesi Y. S. Feodorov (1858 -
1919) tarafindan verilen genel tarifiyle kapatiyoruz.

«Muhtelif durumlarda dogrudan dofiruya kendisiyle ¢akiga-
bilen veya bu olmazsa bu gekil yerine kendisinin aynadaki go-
riintilsll olan gekle simefrik bir gekil denmir... gekli ilk durumuy-
la ¢akigtirmak icin bir eksen etrafinda belirli bir a¢: kadar don-
diirmeyi ve aym zamanda ayna goriintiisiiyle deffigtirmeyi gerek-
tiren simetri haline kompleks simetri diyorum ... en genel hare-
ket helisel harekettir ... Ohalde genel olarak bir gekil muhtelif
durumlarda dogrudan dofiruya kendisiyle ¢akiglirilabilirse daima
bu helisel simetri eksenini bulabiliriz.» [45]

Feodorov, sonlu sekillerde helisel hareketin parametresinin
(34) sifir oldufunu, ve ayrica sonlu gekillerde simetri eksenleri-
nin ¢aligtifini  gdstermigtir. Somsuz gekillerde ise helisel para-
metresi sifirdan farkli helisel simetri ekseni ile kesigmiyen si-
metri eksenleri meveut olabilmektedir.

Feodorov, diizgiin sekiller sistemi kavramini ithal etmigtir.
«Dfizglin gekiller sistemi adi altinda», her dogrultuda sonsuza
uzanan ve simetri kaidelerine gire bilegen gekillerden iki tane-

",:{,. ' towla
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BOLOM VII.
BENZERLIK

Bu btliimde diizlemin ve uzaym merkezil
benzerlik (') denilen ddniigiimlerini inceliyecegiz.
Merkezil benzerlikle ilgili olarak benzerlik dénii-
slimlerinin genel gurupiyle degigmezlifini ele ala-
caghz. Hareket olmiyan genel benzerliffin bir
donme ile merkezil bir benzerlifin toplam oldu-
gunu ifade eden bir teorem ispathyacafiz. Ben-
zer gekillerin tarifini verecek ve Uzeliklerini etiid
edeceffiz. z

Madde 48 de de ¢izim problemlerinin ¢&-
ziimiinde benzerlik usullini kullanacafiz.

44, Diizlemin merkezil benzerlikleri

Diizlemin bir A" noktasina, aga@fidaki sartlar cari oldugu
takdirde, O noktasina gire A noktasinin merkezil benzeri denir :

1) A’ noktas: OA dofrusu fizerindedir.

2) Verilen. k=k0 sayisi igin OA" =k - OA4 dir.

3) k >0 oldugunda O noktasi AA" dogru par¢asinin digin-
da, k< 0 halinde ise O noktas1 A4’ niin igindedir.

Bir diizlemin her A noktastni, O merkezine ve biitiin nokia-
lar igin sabit olan k sagisina gére A’ merkezil benzerligine déniis-
tiren bir déniisiime diizl emin bir merkezil benzerligi adi verilir.

O merkezine benzerlik merkezi, k sayisina ise benzerlik kat-
sayis: denir.

(") Bu donugime «homoteti» de denilmektedir.
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Merkezil benzerlifgin asafidaki dzelikleri liseden bilinmek-
tedir [17].

1. O merkezinden gecen bir dogru iizerinde bulunmiyan bir
AB dogru pargasi, AB ye paralel ve uzunlugu

A’'B"=k.AB

ile belirli bir A’B’ dogru parcasina déniigiir.

Bu egitlik OAB ve OA’B’ iicgenlerinin benzerliinden elde
edilir (Sekil 186, 187).

2) Merkezil benzerlik bir dofruyu, kendisine paralel olan bir
dogruya déniigtiiriir.

8) Dogrular arasindaki a;imin degeri muhafaza olunur, di-
ger bir deyimle agt merkezil izdiigiimiin bir degigmezidir.

Bu 8zelik evvelkinin bir neticesidir.

4) Merkesil olarak benzer olan her sekil ciftinde karsit dog-
ru pargalart orantilt, karsit agilar ise birbirine egittir.

B) Merkezil bir benzerlikte bir daireye déniigiip merkezi bi-
rinci dairenin merkezinin resmi, yaricaplarinin orant ise benzerlik
katsayisina egittir.

Bu Uzelikten faydalanilarak merkezil benzerlifin yalmiz bi-
re-bir deffil ayn1 zamanda iki tarafh siirekli oldugunu diger bir
deyimle topolojik bir ddniigiim oldugunu ispatlamak giic de@ildir.

6) Merkezil bir benzerlikle elde edilen bir geklin alaninin ve-
rilen geklin alanina orant benzerlik katsagisimn karesine esittir.

Verilen geklin alani .S, resminin alanida S’ ise S’ =£k'S
egitligi caridir,

Merkezil benzerliffin asagidaki diger Ozelikleri agikdrdir:
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7) Merkezil olarak benzer olan her hangi iki ii¢genin yonleri
aynidir; merkezil olarak benzer iki sekilde karsit acilarin yonleri
birdir (Sekil 186, 187). ;

8) Merkezil olarak benzer herhangi iki vektoriin dogruben-
zerlikteki (k > 0) gonleri ayni, ters benzerlikieki ise (k< 0) ters-
tir (Sekil 186, 187).

Evvelce inceledigimiz elemanter doniiglimlerdekinin aksine
olarak, iki nokta arasindaki uzaklik merkezil benzerlikte (k=F1)
muhafaza edilememektedir.

Dogru parcasinin uzunlufu benzerligin (k== 1) bir degigmezi
olmadif halde, dofru parcasi olma sifat: defismez dzelik bulun-
maktadir,

Ue¢ A, B, C noktasinin bir degigmezi meveut olup bu, bu
tig noktadan herhangi birinin diger ikisine olan uzakliklarinin
oranidir :

AB : :
ac bir degismezdir.

Ispat: Doniisiim, 4, B, C noktalarini A4’ B"=k. AB ve
B'C'=k- BC egitlikleriyle A’, B’, C" noktalarina gotiirmek-
tedir. ; ;

Oranin degigmezligi ise bu egitliklerden elde edilir:

A'B" _ AB |
B'C" — BC

(Ozel olarak iig nokta dofrusalsa noktalardan birinin diger
ikisiyle sinirli olan dogru pargasinl bilme oranminin degigmezligi
meveut olur, ,

Merkezil benzerlikte bir geklin bigimi degigmez kaldig1 hal-
de geklin boyutlar: (k==1) degigmektedir.

Bu bahsi bitirirken ii¢ benzerlik merkezigle ilgili teoremi is-
pathyalim.
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Ikiser ikiser benzer olan ii¢ seklin benzerlik merkezleri bir

dogru iizerinde bulunur.

014y Ougy Oy, noktalari, numaralar: indis olarak belirtilen
gekillerin benzerlik merkezleri olsun (Sekil 188). O, O,, dogru-
suna s diyerek s dogrusunun O,, noktasindan gectigini gtstere-
cefiz.

Sek. 188

S dogrusunu 1 gekline ait kabul edelim. s dogrusu O,, den
gectifinden, merkez bu nokta olan ve 1 geklini 3 gekline gotii-
ren benzerlikte s dofrusu kendisine ddniigiir.

$imdi s dogrusu 3 gekline ait olsun. Merkezi O, olan ve
3 geklini 2 gekline gotiiren benzerlik s dogrusunu yine kendisine
doniigtiirtir, Bundan, 2 gekline ait oldugu kabul edilen s dofru-
sunun 1 gekline ait olan ayn1 s dofrusuna donfigecegi gikar. O
halde merkezi O, olan ve 1 geklini 2 gekline gotiiren benzerlik
s dofrusunn kendisine gotiirmiig olur. Bu ise ancak s dofrusu
O,; merkezinden gegtiginde olabilir ve ispat sabit olur (').

() Merkezl O;; olan olan ve i geklini j gekline (7, j=1,2,3)
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Birinci daireyi ikinci daireye dbniigtiirecek doniigtimlerin
benzerlik katsayis:
k= R,[R,
olmalidir.

Aranilan benzerliklerin merkezlerini bulmak igin ikinei dai-
renin bir 4, A’; ¢capim alir ve birinei dairenin buna paralel olan
S, A, yarigapim ¢izeriz. 4, ve A, noktalarina aranilan benzerli-
gin kargit noktalar: olarak bakarsak, benzerliffin O, merkezi ola-
rak A4, A, ve §,.5, dofrularinin kesisme noktasin1 elde ederiz.
A, ve A", kargit noktalar olarak alindifinda ise benzerlik mer-
kezi O, olur.

Bu suretle dairelerden birini digerine ¢eviren ddrt merkezil
benzerlik bulmug oluruz. Birinci donfigiim O, merkezli olup (S,)
dairesini (5,) dairesine donligtilriir ve benzerlik katsayis:

k; - R,}R‘ den

ibaret bulunur. lkinei dontigilm yine O, merkezlidir; benzerlik
katsayis1 k,= R,/R, dir ve (5.) dairesini (.5,) dairesine doniigtii-
riir. Aym gekilde merkezi O, olan ve daireleri birbirine geviren
iki donfigiim meveuttur.

O, noktas: verilen iki direnin dig benzerlik merkezi O, ise
i¢ benzerlik merkezidir.

Dairelerin O, ve O, merkezlerinin ¢akigmas: halinde, birbi-
rinin tersi olan ve bu dairelerden birini diferine ddniigtiiren mer-
kezil iki benzerliffin bir tane ve ortak olan merkezi bu iki dai-
renin merkeziyle ¢akigir; benzerlifin katsayilarm da

k: = Ra!‘Ru k= RJJ"R!
den ibarettir.

Merkezil berzerlik ddniiglim{iniin bire-bir Ozeliffinden, iki da-
irenin dig benzerlik merkezinden dairelerin birine gizilen tegetle-
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rin diger daireye de teftet olacag: elde edilir. l¢ merkez dairele-
rin higbirinin iginde bulunmadifi takdirde aym ozelik i¢ merkez
igin de caridir (Sekil 189).

U¢ benzerlik merkezine ait 46 da ifade edilen teoremden fig
dairenin alt: benzerlik merkezine ait teoremi sbylilyebiliriz.

Herhangi ikisi egit olmiyan ii¢ dairenin merkezleri dogrusal
degilse, ikiser ikiser a'inan bu dairelerin alt: benzerlik merkezi iicer
iger dort dogra iizerinde bulunur (Sekil 190). lspatr bir temrin
olarak okuyucuya hirakilmighir,

Sek. 190

Sekilde alti benzerlik merkezi uygun indisli harflerle giis-
terilmigtir: 0,4, O,y Ouss 0’15y 0155 O .
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Herbirinde ii¢ dairenin {i¢ benzerlik merkezi bulunan dort
dogruya ii¢ dairenin benzerlik eksenleri denir.

46. Es merkezli benzerlik diniiglimlerinin gurupu

Diizlemin ortak O noktalr biitiin merkezil benzerliklerinin ciim~
lesi bir gurup tegkil eder.

Ispat: Merkezleri ortak O noktast ve katsayilar: k, ve k,
olan btyle iki donfliglimiin toplami aymi merkezli ve katsayisi
k = kk, olan bir benzerliktir, zira

OM’ =k, OM, OM" =k, OM’ = ky* ky» OM

olup O, M, M’, M" dofrusal bulunmaktadir.

Etkisiz elemanin varhik gart: saflanmaktadir; birim donii-
glim, katsayis1 k=1 olan doniiglimden ibarettir. Her elemanmn
tersinin varhifn da saglanmaktadir. Katsayisi k, = 1/k, olan mer-
kezil donilgtim merkezi O ve katsayisi k, olan benzerlifin tersi p
bulunmaktadir., Ohalde gurupun biitiin gartlarn sa@lanmig olup
iddia sabit olur.

Merkezleri ortak olan benzerliklerin gurupu, ¢arpim iglemine
gore, sifirdan farkl biitiin reel sagilarin gurupiyle izomorftur.

Merkezi O ve katsayisi k==0 olan benzerlife k sayisini
tekabiil ettirirsek, benzerliklerin toplamina, toplanan benzerlik-
lere tekabiil eden sayilarin c¢arpimi tekabill eder. Bu izomorfiz-
ma, ortak merkezli benzerlikler i¢in toplam yer!na garpim dilinin
kullanilmasinin daha uygun oldufunu gdstermektedir (20).

Diizlemde biitiin noktalar merkez olmak ilizere, diizlemdeki
miimkiin biitiin merkezil benzerlik déniigiimlerinin ciimlesi bir gurup
tegkil etmez. Bunun bdyle oldufunu gérmek igin bu climleye ait
iki donfisiimlin toplaminin merkezil ddniiglim olmadifim gbster~
mek fizere tek bir misal bulmak kifidir, zira, bu takdirde topla-
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leme olur. kk,5=1 halinde ise AA” ve BB” bir O noktasinda
kesigirler. O noktasinin .S; doniigfimiinde sabit kaldiffim gdstere-
ceffiz. O" noktas1 O noktasinin resmi ise O"A" dofru pargas:
OA ya paralel olur ve A" noktasi OA fizerinde bulundugundan
O”" de bulunur. Bunun gibi O” noktasi OB flizerinde de bulunur.
Ohalde O = 0" diir. §$imdi O dan gegen herhangi bir dogrunun
S, ile kendisine donfigtiiiiinti gUsterelim. P herhangi bir nokta,
P’ de resmi olsun. Bu takdirde OP dogru pargasinin resmi OP
ye paralel olan ve O dan gegen OP" olur. Ohalde P" noktas1 O
ve P noktalariyle dogrusaldir ve ayrica OP'=k,k, OP mevcut-
tur. Bu da §; tin merkezil bir benzerlik oldugunu gtsterir.

Gurup iglemini, toplama yerine garpma dilinde kullanacak
olursak merkezil benzerliklerin toplam: yerine garpimindan bahs
edilir.

Okuyucuya, diizlemde incelemig oldufumuz merkezil benzer-
lik doniigiimlerinin Ozeliklerine benzer olarak, uzaydaki merkezil
benzerlik doniigiimlerinin Ozeliklerinin incelenmesi bir temrin
olarak tavsiye olunur. -

47. Diizlemde gekillerin benzerliginin
genel hali

Agagidaki sartlarn haiz olmak lizere diizlemin kendisine olan
bire-bir dénfisiimiinii ele alalhm: (i) A ve B nin resimleri A" ve
B’ diir. (ii) diizlemdeki biitiin A4, B ¢ifti igin

A'B

4B = k = sabit

tir.
k sayisma benzerlik katsayis:, tasvirin kendisine de bir ben-
zerlik déniigimii veya sadece bir benzerlik denir.

Biiyle donfiglimlerin varhifini misallerden anlhiyabiliriz. Diiz-
lemdeki herhangi hareket bir benzerliktir: k= 1. Herhangi bir
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merkezil benzerlik (k >0 halinde) yine bir benzerliktir. Birim
doniigiim de bir benzerliktir.

Benzerlik dzeliklerinden bir kagimi zikredelim.

1. Bir benzerlikte bir dogru bir dofruya déniisir, differ bir
deyimle, dogrusal noktalar yine dogrusal olan noktalara ddniigiir.

Bunu ispatlamak i¢in AB iizerinde bir C noktas: alip resim-
lerine A°B° ve C’ diyelim. Benzerligin tarifinden

AC 1 AC=C'B':CB=A'B': AB

yazar ve
(A'C"'+4C'B’):(AC+CB)=A'B’: AB
ile
"AC+ CB=AB
den
AC' 4+ CB =AF
elde ederiz.

Bu son egitlik ise C’ noktas: ancak A’B’ iizerinde bulundu-
gunda dofru olacagindan ispat sabit olur.

Bundan su neticeyi elde ederiz.

2. Bir benzerlikte dogru pargast dogru parcasina, bir dogru
bir dogruya, bir yarim-diizlem bir garim-diizleme ve bir agt bir age-
ya déniigiir.

3. lki dogru arasindaki agr benzerligin bir degismezidir.

Bu, benzerlikte herhangi bir ABC iiggeninin kendisine ben-
zer bir A’B’C’ figgenine doniigmesinin bir neticesidir, zira benzer
doniiglimiin tarifinden

A'B :B'C':CA=AB:BC:CA

yazmak milmki{indfir.
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Agafndaki dzelik benzerliklerin ¢izimiyle ilgilidir.

4. Bir benzerlik iki ¢ift karsit nokta ve herhangi bir iicgenin
resminin yéni ile tamamen belirlidir (').

A’ ve B’ noktalar1 4 ve £ noktalarimin resimleri: olsun

(Sekil 192).
: M
B B
‘ M
A
ﬂ'

Sek. 192

Benzerlik katsayisi
A'B’
k= AB

bagintisiyle belirlidir.

Keyfi bir M noktasinin resmini, M noktasi 4B iizerinde ol-

madifn takdirde ABM figgenine benzer olan A’B'M’ f{i¢geninin

! M’ tepe noktas: olarak cizelim. AMB ve A’M’B’ iiggenleri aym
| yonli olduklar takdirde ise agna benzerligi elde edilir.

| i.ﬂ!: = Bj!;—'. ==
' AM — BM
bafintisi, M nin AB fizerinde olmamasi halinde, M noktasinin

M’ resminin nasil ¢izilecegini gistermektedir.

() lerist fgin benzerligin daima gu bzeligini kullanacafiz: Diz-
lemde bir benzerlik ya bdfiin figgenlerin ydnini muhafaza eder veyn
biltiin Nggenlerin ytntnd degigtirir.

.
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< 0DAS=< 0A4'S

-egitligi elde edilir. Bu da O, S, 4" ve 4 noktalarimin bir daire

Sek. 193

tizerinde oldugunu gdsterir. Bunun gibi O, S, B ve B’ noktalar
da bir daire {izerindedir.

Ohalde O sabit noktasi, S, 4 ve 47 noktalarlnda—n gecen
daire ile 5, B ve B’ noktalarindan gecen dairenin arakesitine
ait olur, Verilen benzerlik ise merkezi O ve agis1 & = < A04’
olan dénme ile merkezi O ve katsayisi ¢ = A’B’[AB olan merke-
! zil benzerligin toplamindan ibarettir.

Sabit O noktasiyle arakesit § noktasimmin ¢akigmasi halizi
incelenmesini bir temrin olarak birakiyoruz. Boyle bir cakigsmay1
dnlemek igin, meseld B, B” den farkli bagka kargit nokta g¢ifti
almak kafidir. Teorem bu suretle ispatlanmig olur.

Aymi zamanda gu Ozeligi de elde etmig bulunuyoruz ('):

| () Yazar, varhfini kabul ederek, O noktasimai bulmak i¢in bir
usul vermigtir. §imdli okuyuen bu noktanmin varligina ait ispat1 gore-
cektir. 5, A, A" ve §, B, B' noktalariyle belirli daireler ikinci bir O
noktasinda kesigtiklerl takdirde 044" ve 0BB’ Uggenlerinde karsit ic:-
larin egitligi ile ydnlerin aym:1 oldugu kolayea gortlebilir. Ohalde O
noktast kendi resmiyle ¢akigmis olur. Eger S, 4, 4" ve §, B, B" nok-
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AB nin I eksenine gbre A, B, simetrifini alarak, O merke-
zini, [ ekseniyle 4,4" dogrusunun arakesiti olarak bulmus oluruz.

! ve A,4" doffrularinin paralel olma halinin incelenmesini
bir temrin olarak tavsiye ederiz(').

(Ozelik 6 dan, diizlemin hareket olmiyan her ters-benzerli-
ginde, bir O ¢ifte noktas: ile, biribirine dik ve O noktasindan
gecen iki [ ve m c¢ifte doffrusunun varliffn elde edilmig olur (Se-
kil 194).

7. Diizlemin biitlin dogru benzerliklerinin ciimlesi bir gurup
tegkil eder.

Ikinci neviden hareketler bu gurupun bir alt gurupundan
ibarettir.

8. Diizlemin biitiin bengerliklerinin ciimlesi bir guraptur.

Dogru- benzerlikler bu gurupun bir alt gurupunu tqlﬁ! eder. I?
Ters-benzerliklerin climlesi bir gurup degildir.

Birinei ve ikinei nevi blitiin hareketlerin climlesi, diger bir
deyimle, biitiin ortogonal donfigimlerin ciimlesi de benzerlik do-
nfiglimlerinin gurupunun bir alt gurupudur.

Bu son iddialarin ispatimin etrafli olarak yapilmasimi bir :
temrin olarak tavsiye ediyoruz.

Benzerlik gurupu, degigmezleri — ve alt guruplarinin deffis-
mezleri — elemanter geometride etiid edilen gurupun kendisin-
den ibarettir. Ozél olarak, benzerlik doniiglim{inde iki noktanin
degigmezi bulunmadiffina igaret edelim. A4, B, ve C gibi ii¢g nok-
tamin degfigmezi meveuttur. Bu defigmez, bu noktalardan birinin

(') Burada yazar sablt nokta ile simetri ekseninin varhifini kabul
wederek sadece bunlari bulmak igin usul vermektedir. Okuyuen bu usul-
le bulunan O noktasinin sabit nokta ve | dofgrusumun bir simetrl ek-
seni oldugunu ispat etmelldir. L

= RS
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48. Cizim problemlerinin ¢8ziimiinde
benzerlik usulii

Benzerlik usulil, difer elemanter ddnfiglimlerle ilgili usuller
gibi, bir¢ok ¢izim probleminin ¢&ziimiinde faydah olmaktadir,
Meseld, bulunmas: istenilen gekle benzer olan bir gekli veya gek-
lin bir kismini ¢izmek ekseriya daha kolaydir. Bu bilhassa prob-
lemin gartlarindan bir kismi aranilan geklin bigimini, difer kism
ise boyutunu verdifii zaman caridir. Sartin ikineci kismini bir ta-
rafa Dirakirsak aranilan gekle benzer bir gekil c¢izeriz. Tatbikat-
ta benzer gekillerin ¢izimi merkezil olarak benziyen gekillerin ¢i-
zimine irca edilir (44 ve 47).

Problem. Bir iiggen igine bir kare gizmek.

BC kenar fizerine, ve BC ye gbre A ile aym tarafta olma-
mak fizere BCDE karesini cizelim (Sekil 195).

B :\C’

Sek. 195

' Aramilan B'C’D’E’ karesi, benzerlik merkezi 4 noktasi ol-
: mak fizere, BCDA ile merkezil olarak benzerdir. Bundan da ara-
milan karenin ¢izimi elde edilir.

- —"—-—n—a-_-_._u:;_a =z _ "'f_-;[-:ﬂ'_
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b dogrusu fizerindeki keyfi bir .S noktasi merkez olarak a
dogrusuna teget r yarigaphh daireyi gizelim. Bu dairenin ¢ dog-
rusu tizerinde ayirdifn kirig AB = m olsun. Merkezi S”, yarigapi
r” olan aranilan daire birinei daireye benzer olup benzerlik mer-
kezi O dan ve katsayisi

Pal G
Sek. 198

Problem. VYiikseklikleri hy, hy, h. olan iiggeni ¢izmek.

Evveld, bir tiggende yiiksekliklerin kenarlarla ters orantih
olduguna igaret edelim :

o How

1 1
ﬁ‘,:ha:’lc‘—‘-'?. .T'
Bunun ispati, ficgenin alaninin iki katim1 veren
ahy = bhy = ch, =28

ifadelerinden elde edilir:

A Ve e e b S
hnﬂl&:he:a' T P S ;'c.
Ayni gekilde
a'b'c=L°L._‘l“
- - hﬂ - kb. hc
de dogrudur.
= el = E | F: -
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Evirtim dairesiyle merkezi verildiginde herhangi bir M nok-
tasinin M’ evrifinin ¢izimini bulmak igin usuller verecegiz.

1. Asaghdaki ¢izim, hareket noktasini evrik noktalarin tari-
finden almigtir:

a) M noktas: evirtim dairesinin i¢inde alinmig olsun. M den
OM 1gmina bir dik ¢izerek evirtim dairesinin 7,7, kirigini elde
edelim (Sekil 109) ve bu kirigin uc noktasindan daireye 7 M’ ve i

Sek. 199

T M’ tegetlerini ¢izelim. Bu tegetlerin M’ kesigme noktasi M
nin M’ evriginden ibarettir.

M noktas1 O kutpuna yaklagtikca M’ de uzaklagmig olur;
M noktas: O ile ¢akistiffinda capin uclarindaki tefetler paralel
olup kesismezler. M noktasi evirtim dairesine yaklaghikca M~
evrifi de ayni daireye yaklagmis olur.

Cemberin her P noktas: (Sekil 199), OP - OP* = R* egitli-
ginden dolay:, diizlemin evirtiminde sabit kalir.

b) M noktas: evirtim dairesinin diginda alinmis olsun. M’
niin evrigi M olduffundan ters sirada icra edilen aymi gizim ara-
nilan noktay: vermis olur.

Verilen M’ noktasindan (Sekil 199) evritim dairesine M'T,,
M'T, tegetleri ¢izilir ve T, ile T, deffme noktalan birlegtirilerek
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Bir evirtim, simetri gibl, bir OP 1gin1 civarim1 P noktas: T
etrafinda (evirtim dairesinin P noktasindaki tegeti etrafinda) don-
diirmiig olur. Bu espada PO yarigapmmin uzunlugu sonsuz uzar
halbuki sonsuz PM’ 1g1m PO yaricapina kadar kilgiiliir.

Simetri, diizlemin bir simetri ekseni etrafinda yarim devri
demektir; evirtimde simetri ekseni roliinl evirtim dairesi oyna-
maktadir.

Evirtim dairesinin yaricap: «biliyiik» ise dairenin «civar» in-
da evirtim dairesi «yaklagik olarak» bir simetriye denk olur,

2. Merkezi evirtim kutpunda olan bir daire es ' merkesli bir
daireye doniigiir.

M ve M’ evrik noktalar olduguna gbre, yarigapt OM olan
daire, evirtimin tarifinden, yaricapm OM”" olan daireye dbnilgiir.

Evirtim dairesiyle egmerkezli olan ve evirtim dairesinin
iginde bulunan bir daire evirtim dairesinin diginda olan bir dai-
reye ddnfiglir. Bunun kargiti da dofrudur. Bu i¢ dairenin yar:
capr ne kadar kiigitkse resminin yaricapr kadar bilyilk olur. Bir
evirtim, evirtim dairesinin ig¢indeki biitiin noktalar: diizlemde
dig noktalara ve dig bolgenin hepsini igeriye gbtiiriir. Evirtim
dairesi de degigmez kalir.

8. Evirtim dairesine dik olan bir daire kendisine déniigiir.

Evirtim dairesini P ve Q noktalarinda dik olarak kesen bir
daire alahm. OP ve 0Q ynﬂqap]n_n P ve Q noktalarinda bu dai-
reye tefet olur (Sekil 202). )

Dik daireyi 4 ve 4", B ve B’, C ve C’, -+ noktalarinda
kesen OAA’, OBB’, OCC’, +++ 1ginlarim gizelim.

Kesen parcalarinin carpimlariyle ilgili teoremden

04’ -0A=0B -0B=0C" +OC=+++=0P?=R*
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Ohalde L dairesini ! doffrusuna ¢eviren evirtim, verilen evir-
timin ayn1 olur ve ispat sabit bulunur.

Sek. 203

Evirtimin karsithik Szeliginden sunu elde ederiz:

6. Evirtim merkezinden gecmiyen bir | dograsu evirtimle, O
merkezinden gegen bir daireye déniigiir.

Bir dofrunun veya kuotuptan gegen bir dairenin, bu dogru
veya daire evirtim dairesini kestigi takdirde (§ekil 203), resimle-
rini gizmek Oozellikle kolay bir igtir, zira, bu halde verilen P ve
Q) gibi iki ¢ifte noktas: bilinmektedir. :

z ve i yardime:r teoremlerinden agagidaki tzelifi elde ederiz:

7. Evrik A, A’ noktalarindan gegen bir daire kendisine dénii-
siir ve dolayisigle I' evirtim dairesini dik olarak keser "(Sekil 204).

OAA” dogrusu, evrik A, A" noktasindan gegen biltlin daire-
lerin kuvvet eksenidir (§ekil 204). Ortak bir kuvvet eksenini haiz
olan dairelerin climlesine daire demeti denir.
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kezi P olan, ve demete ait her dairenin dik bulunduga ve dolayi-
siple evirtimde degigmez olan bir evirtim dairesi mevcuttar.

Kuvvet ekseni a, olan daire demetine (Sekil 204) eliptik a,
olana parabolik ve a, olana hiperbolik demet denir.

Eliptik daire demetinin dairelerinin iki ortak noktasi, para-
bolik olanlarinkilerin de hi¢ ortak noktas: yoktur.

Verilen bir I' dairesini dik olarak kesen dairelerin elimlesi-
ne dik daireler demeti denir. I' ya gire evirtim bu demete ait
her daireyi kendisine gevirir.

Daire geometrisinin etiidiinde takip edilecek en iyi yol uy-
gun girada segilen birgok problemi miistakil olarak ¢Ozmektir.
Higbir problemin ¢dziimi biiylik bir giigliik arzetmemekte olup
bu nevi problemlerin koleksiyonu, elektromanyetik alanlarda,
aerodinamikte, 1s1 teorisinde ve diger bircok sabalarda genis tat-
bikat: olan elemanter geometrinin Snemli bir kismiyle hususiyet
peyda ettirir. Ehemmiyetsiz olmiyan differ cihet de bu problem-
lerden elde edilecek problem-gizme maharetidir.

9. Evirtim merkezinden gegmiyen bir doire evirtimle bir daire-
ye dbniigiir.

Verilen dairenin, kendisine ait noktalardan birinin resmini
haiz olma hali, yukarida 7 de miitalda edildifinden ispatimizda
verilen daire ile evriffinin kesismediffini kabul edebiliriz.

AB verilen dairenin, O kutpundan gegen capr ve A°, B’
noklalarinin resimleri olsun (Sekil 205). M” noktasi, verilen dai-
reye ait keyfi bir M noktasimin resmi ise OAM ve OM’A" ii¢c-
genleri OBM ve OB’M’ tiggenleri gibi ters benzer olduklarindan

<O0AM=<OM'A" =2, <OBM=<OM’'B"=§

elde edilir.
Diger taraftan

=S e S S
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Ispat edilen bu ozelik bize gunv ifade ettirir: Bitin dogra
we dairelerden ibaret ciimle bir evirtimle kendisine déniigiir.

10. (Evirtimde acilarin deffismezliffi). Kesigen iki egri arasin-
daki aginin degeri ev!rt:mfe degismez.

A noktasinda kesigen y ve 8 egrlleri bir evirtimle »* ve 8"
egrilerine donfigsiinler (Sekil 208). y* ve 4" efrilerinin 4" kesisme
noktast A noktasimin resmidir. O noktasindan bir OS dogrusu
¢lzerek bunun dort efriyi kestigi M, N ile resimleri olan M", N”
noktalarin: igaretliyelim (').

OMA ve OA’M” ters benzer licgenlerinden
<OMA=< 04'M’
ve bunun gibi ONA ve OA’N’ ters benzer iggenlerinden

< ONA= < OA'N’
ve bunlardan da

< MAN =< OMA— < ONA =
< OA'M — < OA'N’' =< M’A'N’

elde ederiz. Bu ise y ve o egrilerinin AM ve AN kesenleri ara~
gindaki ¢ agisimin y° ve 8" e@rilerinin AM’ ve AN’ kesenleri

arasindaki ¢, acisina egitlifi demektir.

2 -0 olarak limite gegildiginde M ve N noktalar1 4 nokta-
sina, M’ ve N’ noktalar1 A" noktasina, ve AM, AN, A'M’, A’'N’
kesenleri ise efrilerinin feget durumlarina gitmis olur. Ohalde

(') 08 dogrusu egrilerden birini, meseld, y y1 birden fazla nok-
tada keserse A ya en yakin olan M kesigme uoktasini ahimz (y fizerin-
de A fle M arnsinda OS tzerine ddgen bagka nokta yok anlaminda). ¢
okrltl ¥ nin resmi oldugundan A nin resmi olan M noktas: OS lle

¢" ntin A" ye en yakin arakesit noktasi olur.
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1) O evirtim merkezinden gegen biitlin dogrular (O kutpu
hari¢) kendilerine ddniigiirier.

2) Merkezi O evirtim merkezinde olan bir kiire egmerkezli
bir kiireye doniigfir,

8) Evirtim kilresini dik olarak kesen bir kiire kendisine do-
niigiir.

3%) Evirtim kiiresini dik olarak kesen bir daire kendisine
doniiglir.

4) Evirtim kfliresinden farkli olan ve evirtimde kendisine
ddniigen bir kiire evirtim kiiresini dik olarak keser.

4*) Evirtim kiiresine ait olmiyan ve evirfimde kendisine
doniigen bir daire evirtim dairesini dik olarak keser.

5) Evirtim merkezinden gegen bir kiire bir diizleme dtniigiir.

Ozel olarak, boyle bir kiire bir P noktasinda evirtim kii-
resine tefiet ise, kiirenin resmi olan = diizlemi de ayn1 P nokta-
sinda evirtim kiiresine teffet olur.

Stereografik izdfigiim kiirenin bir evirtim doniiglimiiyle =
diizlemine tasvirinden bagka bir gey degildir (Sekil 117, 118, 122,
124). S noktas: evirtim merkezi yerine gegmekte ve SP evirtim
yarigapt olmaktadir.

Okuyucu, bir temrin olarak, stereografik iﬂﬂgﬁmnn madde
17 de ele alman O&zeliklerini evirtimin &zeliklerinden elde et-
melidir.

5%) Evirtim merkezinden gegen bir daire bir dogruya do-
niigiir. “

6) Evirtim merkezinden gegmiyen bir dilzlem evirtim mer-
kezinden gegen bir kiireye donfigiir. :
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Verilen 4 ve B noktalar1 I' nin O merkeziyle dogrusalsa,
aranilan daire bir dofrudan ibaret olur. Problemin bir ¢dzlimii
vardir.

Sek. 207

Problem : Verilen bir A noktasindan gegmek iizere, birbirine
dik olarak verilen iki daireye, dik olan bir daire gizmek. (A nok-
tas: verilen dairelerden birinin diginda bulunmaktadir.)

Sekil 208 deki I' ve g daireleri verilen daireler olsun. Ara-
mlan daire, evirtim daireleri I' ve g olan iki evirtimde degfismez

kalacagindan ¢8ziim{l hemen elde ederiz. I' y1 evirtim dairesi
alarak A nin A" evrifini, g y1 evirtim dairesi alarak 4 nin 4"

evrigini buluruz.
AA’A" ticgenin gevrel dairesi aranilan daireden ibaret olur.

— B— e
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aranilan daire olmus olur. I' ve g daireleri P ve @ gibi iki nok-
tada kesigtifinden probleme iki cevap vardir,

O, A ve P noktalar1 dogrusal ise, aranilan cevap I' nin O
merkezinden gegen dogrudan ibaret olur.

A noktasimi I' min fizerinde veya diginda alacak olursak ¢i-
zim ne gekil alir?

Problem. Bir I'" dairesi ile buna dik olan ve ortak A nokta-

Sek. 210

sindan gegen g, g, daireleri werildigine gore (Sekil 210) I" ve g,
dairelerine dik ve g, dairesine teget olan bir daire cizmek.

Evvelki problemde oldufu gibi aranilan dairenin g, dai-
resiyle olan degme noktasmin evirtimde bir ¢ifte nokta ol-
dugu ve dolayisivle I' ve g. nin arakesit noktas: bulundugn
aciktir. Bundan dolay: problem, verilen bir P noktasindan gegen
ve verilen I' ve g, dairelerine dik olan dairenin ¢izimine irea
edilmig olur. Aranilan p dairesinin S merkezi, I" dairesinin P ve
P, noktalarindaki PS ve P,§ tefetlerinin kesigme noktasindan
ibarettir (Sekil 210). Problemin dortten fazla cevabi yoktur. In-
celemenin tam olarak yapilmasi bir temrin olarak taveiye olunur.

Problem. Bir I’ dairesigle buna dik olan wve birbirini kesmi-

de u_'a._i—.i:;i.h__a_uA. RO ' i ible B i e z J' L ol
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merkezi I"" dofrusu fizerinde huiunan g’y dairesine ddniigiir (res-
min merkezinin merkezin resmi olmadigini hatirlamaliyiz).

9,

T
Sek. 212

Evirtim ile problem su probleme irea edilmis olur :

Birbirine dik I'" ve g’, dogralart ile g’ dogrusunu kesmigen
ve merkezi I'" iizerinde bulunan g’, dairesi verilmisken I'" ve g,
dogrularina ve g°, dairesine dik bir p* dairesi gizmek.

(6ziim gayet basittir. Aramlan daire I" ve g’, dogrularina
dik oldufundan merkezi bu dofrularm kesigtifi P’ noktasinda
ve yaricapi da P’ den g°, dairesine gizilen tegetin P'T uzunlu-
guna egit olmahdir ($ekil 212). Coziim bu suretle elde edilmig
olur.

Ilk problemin ¢Bziimiinil bulmak igin Q merkezli ayni evir-
timle
Ir''>Iyg" > g, g8 PP+ P

bulunur ve p” de aranilan p dairesine ddniismiig olur.

Noktalarin, dogru ve dairelerin evirtimdeki resimlerini
(pergelle bile) gizmek kolay oldugundan, bir problemin ash yeri-
ne «problemin evirtimle doniigtiiriilen sgekli» ni ¢bzmek faydalr
olabilir. Evirtim dairesiyle merkezini segmek elimizde olup prob-
lemi basitlestirici gekilde se¢gme ekseriya miimkiindiir.

Bir temrin olarak, okuyucu, I dairesini bir I'" dofrusuna
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Ispat : OC doggrusunun 4B dogrusu ve aranilan g dairesini

kestigi evrik noktalar P, P’ olsun (bu noktalar gekilde gbsteril-

memigtir).

Cizimden dolay1

OC'=2 OP; OP - OP=R*, OC"-0OC=R*
oldugundan
OP - OP=0C’"-0C=20P-0C

ve bundan da OP’ =2 OC elde edilir ve ispat sabit olur.

$imdi kolaylikla asil meseleyi ¢dzebiliriz. Verilen noktalarla
belirli olan A4,8,, 4.8, dogrularin1 keyfi bir evirtim dairesi ve
merkeziyle doniigtiirelim. Bu dofrularin evrikleri olan dairele-
rin S arakesitini elde edip bu noktamin aym evirtimle §” evrigi-
ni bulahm. 5* noktas1 4,8,, 4.8, dogrularinin aranmlan arakesit
noktas: olup ¢izim sirf pergel kullanilmak mretiyle elde edilmig
bulunmaktadir.

Benzer bir ¢izimle bir dairenin, sadece iki noktasiyle veri-
rilen bir dogru ile olan arakesit noktalarimi bulmak da miimkiin-
diir,

Cetvel ve pergelle yapilabilen biitiin ¢izimlerin sadece per-
gelle yapilabileceffinin ispat: iste bu usule dayanmaktadir.

52. Apollonius problemi

Apolonius problemi cetvel ve pergel kullanarak verilen ii¢ dai-
rege teget bir daire gizme probleminden ibarettir,

Konik kesitler teorisinin elementer geligiminde bilyiik 6ne-

mi olan bu problem, gerek ¢tziim usulleri gerekse ¢ok sayidaki
tzel halleri bakimindan ilgi cekicidir.

Bu problemin &zel halleri, verilen dairelerden bazilarin1 nok-
ta veya dogru olarak almakla elde edilir.

B ] d.guln..:u. —a‘_.-::; _L!:T.._,w.g.__.___g.r__.l

e ——







el i

158 Evirtim

S nin iki tarafin konur ve bu suretle iki ¢dzlim elde edilmig
olur. Sekil 214 de dairelerden yalmiz biri gdsterilmigtir.

AB ve a dogrularinin paralellifi halinde aramilan dairenin
T degme noktasi, AB nin ortasindan gegip her iki dogruya dik

Sek. 214

olan dofiru fizerinde bulunur. Okuyucu problemin tam inceleme-
sini bir temrin olarak ikmail etmelidir.

Evirtim kullanarak problem gtiyle ¢dziilebilir: Verilen nok-
talardan birini, meseld A y1 evirtim merkezi olarak alip a dog-
rusunu o’ dairesine evirtelim; aranilan daire evirtimden sonra bir
dogru olur ve problem, & nin B’ evrifinden o dairesine teget
cizmefe irca olunur. Evirtimin tekrar icras: ile de asil meselenin
¢oziimil elde edilmig olur.

Bir temrin olarak okuyuecu g¢izimi fiilen icra etmelidir.

Problemde, verilen iki noktadan biri, meseld B, diizlemde
degtigken kabul edilirse A noktasindan gecip a dofrusuna teget
olan dairelerin merkezlerinin geometrik yeri bir parabol olur.

Ispat: MA= MT egitlifinden M noktasi A noktas: ile a
dofrusundan egit uzaklikta bulunur ve A noktasi paraboliin
odaf, a da dofrultmani olur. .

4. Verilen ii¢ daireden ikisi noktadan ve figiineiisil bir dog-
rudan ibaretse problem gu olur: Verilen bir noktadan gecen ve
verilen iki dogruya teget olan bir daire cizmek.
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Evirtim 159

Verilen nokta evirtim merkezi alinarak, problem, iki daire-
ve teget olan dogru c¢izmege irca edilir. Problemin incelenmesini
ve ¢izimin yapilmasini bir temrin olarak tavsiye ediyoruz.

5. Problemde verilen ii¢ daireden ikisi noktadan ibaretse
problem gu gekli ahir : Verilen iki noktadan gegen ve wverilen bir
daireye tefet olan bir daire cizmek.

Noktalardan birisi evirtim merkezi alinarak gu =eyrik prob-
lem’i elde ederiz: Verilen bir noktadan werilen bir dairege teget
¢izmek.

Problemin ¢izimi ve incelenmesi bIr. temrin olarak tavsiye
olunur.

Problemde verilen noktalardan birisi, meselda B, belirsiz
addedilirse, B yi degigtirerek A dan gecen ve verilen I' dairesi-
ne teget olan dairelerin merkezlerinin geometrik yerini elde ede-
riz. A noktasi I' dairesinin disinda ise geometrik yer hiperbol iin
bir kolundan, iginde ise bir elips ten ibarettir.

Bu iddialarin dogrulugu agagidaki esitliklerin bir neticesidir:

OM — MA = OP = gabit
OM + MA = OP = sabit

6. Problemde, tii¢ daireden birisi noktadan ibaret olacak
olursa problem su olur : Verilen bir noktadan gegen ve verilen I',

ile I', dairelerine teget olan bir daire gizmek.

A merkez ve herhangi bir yarigapla yapilan bir evirtim,
problemi bildigimiz gu probleme irca eder: Verilen I'\", I'," dai-
irelerine teget gizmek. Burada I'.’, I'y’ daireleri I'y, I', daireleri-
nin evirtimdeki resimleridir.

'y, 'y’ dairelerinin ortak tegetleri ¢izerek ve evirtimi bir
daha icra ederek, asil meselemizin ¢Ozlimiinii elde etmig oluruz.
Problemin dortten fazla ¢bziimil yoktur.




160 Evirtim

Okuyueun bu problemi incelemeli ve ¢izimi icra etmelidir.
Okuyucu Apolonius probleminin geri kalan 8zel hallerini de ay-
rica incelemelidir,

§imdi, genel Apolonius problemine gegelim. Bu problem
kolayca yukaridaki 6 numarali 6zel hale irca edilebilir. Bunun
i¢in, verilen ve aranilan dairelerin merkezlerinin yerini degigtir-
meden, verilen dairelerden birinin yarigapini, difer dairelerin
tegetlifini bozmiyacak gekilde yarigaplari uygun olarak degigtir-
mek suretiyle sifira gdtiirebiliriz. i

Dairelerden ikisi birbirine i¢ten tefet oldufunda tegetlik
bozulmadan ve merkezler yerinde [kalarak bu dairelerden birinin
yvarigapini deffigtirecek olursak diger dairenin yaricap: ya ikisi
birden artarak veya ikisi birden azalarak, ayni tarzda defismig
olur. Dairelerin digtan tefet olmas: halinde ise dairelerin birinin
yarigapinin kiiglllmesi (biiyfimesi) digerinin biiylimesine (kiigiil-
mesine) sebep olur. ] ;

Verilen dairelerden birinin, meseld ', in, yarncapinmn kii-
clildtiginii kabul edelim. Bu takdirde aranilan dairenin I, dai-
resine digtan veya icten teget olmasina gire yarigap: biiyiimiis
veya kilgiilmilg olur (i¢gten teget olma halinde, aranilan daire ta-
bii I'y i igine alir ve dolayisiyle I, lnoktaya diniinceye kadar
igten tegetlik baki kalir.)

Aranilan dairenin yaricap: degigtikce diger I'y ve I'y daire-
lerinin yaricaplar: da defigir. Bu dairelerin aramilan daire ile
tegetlifi aynitipten oldufunda (ikisi de igten veya ikisi de digtan)
yaricap deffigiklikleri aym ytnde olur ya iki ¢ap da biiylir veya
iki ¢ap da kiigiilitr. Aksi halde yarigaplardan biri biiyiidiigiinde
digeri Kugulir.

Verilen dairelerin defismesinden sonra — I',in 4 ya, I',
ve I'y iin Iy’ ve I'y” dairelerine — genel Apollonius problemi
gu Ozel hali alir: Verilen bir A noktasindan gecen ve verilen I'y
ve I'y dairelerine teget olan bir daire gizmek. Bu problemi daha
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164 Alan, hacim 8lgme problemi “

II,. A ve B noktalar: a dofrusunun iki noktast ve A" de bir ﬂ%
a’ dogrusunun bir noktasi ise (bu a" dograsu a ile gakigir veya ga-
kigmigabilir), a’ iizerinde, AB dogru parcas: A'B’ dogru parcasigle
es yani esit olacak gekilde A’ niin istenilen tarafinda daima bir B
noktast alinabilir.

AB ve A’B’ dogru pargalarinin esligini 3

AB=A"B
semboliyle gsteriyoruz.
Bu aksiyom bir dogrn f{izerinde, verilen gartlarn safhyan

bir dofiru parcasinin alinabilecegi ni ifade etmektedir. Yalniz bir
dogru parcasinin alinabilecegi ise teorem olarak ispatlanabilir [15].

[l,. A’B" ve A"B" dogra parcalari aymi AB dogru pargasina
ey ise, A'B’ dogru parcas: A"B" dogru parcasina eg olur, veya da-
ha kisa olarak, bir iigiinciisiine eg olan iki dogru pargast aralarinda
egtirler.

I11,, III, aksiyomlarindan faydalanilarak bir dofiru pargasi-
nin kendisine egit oldugunu ifade eden teoremi ispathiyacagiz.

Ispat. Bir AB dogru pargasi diigliniip herhangi bir dogru-
fizerinde AB dofiru pargasina egit bir A’B’ dogru par¢asini ala~
lim. Bu, III, aksiyomundan dolay: mOmkilndir. Su egligi yva-
zabiliriz :

(=) AB=A'B’
Bu eglii tekrar yazalin
) y AB=A'B’

(#) ve (7) egliklerinden gunlar: ifade edebiliriz : 4B ve AB
dogiru pargalari (bu halde iki dogru parcas: gakigiktir) bir liglin~
ell A’B’ doffru parcasiyle egtirler. Ohalde III, aksiyomiyle biri- :
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166 Alan, hacim Slgme probleml

bir a" dofrusuna ait yine ortak i¢ noktalar: bulunmiyan iki dogru
par¢as: oldugunda (Sekil 216)

AB=A'B’ ve BC=B'C’
egitlikleri varsa

AC=AC
esitligi de vardir.
A 8 _..C
a
ﬂ " 8 [} c L
o'
Sek.216 3

Bu aksiyom dofiru pargalarinin foplanabilme imkinint [ver-
mektedir.

'Simdi dogru parcalarina ait deha biyiik ve daha kiigik kav-
ramlarini tarif edelim.

CD dogru parcalarinin 4B dogru pargasindan daha bilyiik
olmasi, veya sembolle

CD > AB
yazmak demek, CD dofiru pargas: ilzerinde (IIl, aksiyomuna gi-

re) AB ye egit A’B” dogru parcasi ahndifinda, B° noktasinin C
ve D noktalar1 arasina dilsmesi demektir (Sekil 217). F

ﬂ*s

4 &

c D
Sek. 217

CD dofirusu fiizerinde AB ye egit A’B’ dogru parcas: alin-
diginda B” noktasinin CD dogru pargasinin digina dilgmesi halin-
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168 Alan, haeim Slgme problemi

Varhigmn ispati: Iki egit pargaya bolmek istedifimiz dofru
pargas:1 AB olsun (Sekil 218).

M ]

Sek. 218

AM ve BN kenarlar: ayni diizlemde ve AB dogrusunun bi-
rer tarafinda olmak iizere es olan MAB ve NBA aqlarnn: ¢ize-
lim. Bdyle bir ¢izim, a¢ilara ait dofiru pargalarimin (III;) ine ben-
ziyen bir aksiyomla miimkiindiir,

AM ve BN 1ginlan {izerinde AC=BD yi saghyan C ve O
noktalarior alahim (I, aksiyomu). A48 ve CD dogrularinin O
arakesiti AB nin orta noktas: olur. lspat: (lki kenar ve arala-
rindaki ag1) ile eg olan ABC ve ABD iggenlerinden CB=A4D
elde edilir, :

Bundan, ACD ve BCD ﬁggenlerinin («tig kenar») ile eg ol-
duklar ¢ikar ve

< ACD=< BDC

bulunur.

Elde edilen bu egliklerden ise («bir kenar ve iki agi=) ile
ACD ve BDO figgenlerinin egligi goriilir ve A0 = OB bulunur. |

Dogru parcasinin ancak bir orta noktas: oldufunun ispatini

"'_H'—'I't;-lLl_. Wi i
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170 Alan, hacim 8lgme problemi

54. Dogru pargalarimi Slgme genel problemi

Dogru parcalarini 8lgme problemi, AB dogru pargasina,
agafidaki gartlar: safhyan ve 4B dogru pargasinin uzunlufu ad:
verilen negatif olmiyan biricik o (AB) sayisini tekabiil ettirmek-
ten ibarettir :

1. o(AB)=0 eysitligi ancak A, B noktalarr c¢akigtifindan

milmkiindiir,
2. p(AB)=10(BA)

3. AB=CD ise 0(AB)=¢(CD) dir, wveya esit dofru par-
¢alarina egit uzunluklar tekabiil eder.

4. AB ve BC, bir dogrunun ortak - noktalar: olmigan iki par-
gast ise

¢(AB) + ¢ (BC) =2 (AC)

cari olur, diger bir degimle, iki dogru pargasinin toplamimin uzun-
lugu, toplanan degru parcalarinin toplamina esit olmalidir (toplana-
bilme sart1).

Her dogiru pargasina 1 — 4 gartlarim1 safhiyan bir sayiy1 te-
kabiil ettirme problemine dogru pargalarin: élgme teorisinin esas
problemi denir,

Ifade edilen bu gartlardan su neticeler gikar:

1) Sonlu sayida dogru pargalarimin toplaminin uzanluga, dog-
ru pargalarinin uzanluklar: toplamina esit olmali, demek ki bu top-
‘ama tegkil eden herhangi bir pargadan kiigiik olmamalidir,

2) Daha biigiik dofru pargast daha biiyitk uzunlugu haiz ol-
malidar,

Bu teoremlerin ispatimin yapilmasini bir temrin olarak tav-
siye ederiz.







172 Alan, hacim dlgme problemi

Ohalde sifirdan farkli her 4B dofru parcasina bir a sayisi-
min tekfibill edeceffini ve bu sayilarin 2 — 4 sartlarint saghyaca-
#im1 ve verilen bir PQ dogru parcasina 1 sayisinin tekabfil etti-
gini veya ¢ (PQ) =1 oldugunn kabulle baghyoruz.

O noktast PQ dogru parcasmmin orta noktas: olsun (53) PO
ve OQ egit dofiru pargalarimin ¢ (PO) ve ¢(0Q) uzunluklarinm
egitliinden (Sart 3) ve 4. garttan

= p(PQ)=10(PO)+e(0Q)=2¢(0Q)

elde eder ve PO ve OQ dogru par¢alarin herbirinin vzunlufunun
1/2 ye egit oldufunu ¢ikarmig oluruz. Aym gekilde PO nun PO,
ve 0,0 yardarimn nzunluklari da 1/2° ye esit olur, vs...

AB nin bulundugu AB dogrusu lizerinde, A dan itibaren
B ybniinde PQ birim dogrusuna esit 44,, 4,4,, 4.4, ... dofru
parcalarini alalim (III, aksiyomn). A, noktalarindan birinin B
ile ¢gakigmas: halinde A8 nin a uzunlugu, dofru par¢alar dl¢it
sisteminin 1 — 4 gartlarindan elde edilmig olan 1) neticesine gore

a=0(AB)=e(AA4) +e(44) + ... T e(4n-14)=n
ye egit olur.

Sayet 4,, A,, As, ... noktalarindan hi¢ birisi B ile cakig-
miyorsa, bu takdirde, Argimed aksiyomuna gbre B yi aralarina
alan A4, ve A,+, noktalari meveut olur. A4, dogrn parcas1 4B
den kiigiik ve AA4,+, dogru parcasi da AB den bilyiik oldugun-

dan, dogru pargalar1 tl¢me sisteminin 1—4 gartlarindan elde edi-
len 2) neticesine gore

e(44)=n, e(44.:+)=n+1

n<a<n-+1
elde edilir.

O halde birim uzanlak yaklagiklig: ile AB dofiru parcasinin a
uzunlugunu elde etmig oluyoruz.
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174 Alan, hacim 5lgme problemi

olmamasina gire 0 veya 1 e egittirler. Meseld B noktasi P, ucu
hari¢ 4, P, dofru pargasina aitse n,=0; efer B noktas, A,+,
dofru pargasina aitse n, =1 alimir. Bu gekilde herhangi n; sayi-
simin degerini bulabiliriz.

a nin yukaridaki ifadesi; B noktasinin 48 dofru parcasinin
dletilmesi iginde «P, orta nokta»-larindan biriyle cakigip gakig-
mamasina gire sonlu veya sonsuz terim ihtiva eder.

Ihtar. Tatbikatta PQ birim dofiru pargas: iki egit parcaya
degil de P,, P,, ... P, P, noktalariyle on esit parcaya bdliinilr
ve Slgiimiin neticesi

a=nt 35+ +10*+ “+ ok +

geklinde yazilir.

Burada n tam kisim olup ny, ng, mg «eey Bk, ... sayilarindan
herbiri 8 noktasinin her ardisik alt btlmedeki (') on dogru par-
gasinda ait oldugu parcaya gire 0, 1, 2, 38, 4, b, 6, 7, 8, 9 de-
trerlerinden birini gbsterir. Meseld, B noktasi 4, ve A,., nokta-
lar1 arasinda ise ve alt bblme sonunda B noktas: birinei 4,P,
pargasina dilgerse n, =0, P,P, parcasina diigerse n, =7 olur vs.

. Evvelki ifade tabii ondalik say: geklinde yazilabilir:
Q@—nng NagNg eus Nk 2uu

Aynigekilde n, ny, ..., ng, ...sayilar: 0 veya 1’i ve n negatif
olmiyan bir say: olmak f{izere

a=n+-’;—l+ + e +E*2;+"'

sayisi da tabam 2 olan say: sisteminde

(1) «Altbslmen terimi «subdivision» karstlifinda alinmig olup bir
blitintin pargalara bSllnmts seklini ifade eder.
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bir MN dogru pargasindan kiigiik olacak. sekilde kifi derecede

biigiik olan n tam sagist daima bulunabilir.

fspat : Herhangi n igin PQ birim dofru parcasinin 2" egit
parcasindan birinin MN dogru parcasina egit veya bundan bii-
yiik olduunu kabul edecek olursak, MN yi 2" defa kendisiyle
toplamakla PQ yii agacak olan bir do'gru pargas: bulmaga imkin
olamaz ve Argimed aksiyomu ile ¢eligmezlife varilir.

Yardime: teorem 2. A* B* dogru parcasi AB dogru
parcasindan kiiciikse wve b* ile b, siragla lgme isleminin bu

dogru pargalar: icin verdigi sayilar ise b* < b dir.

Ispat: ;
i n.* n* net ﬂk*
AT TR SR g s
ve
r— s el R L R S e L
R bt ik g o T o
olsun.

A* B* < AB oldugundan, III, aksiyonuna ve dofiru parcala-
rina ait «daha kiigiik» tarifine gbre 4B dogru pargas: {izerinde
AB’ = A* B* olacak gekilde bir 8” noktasi vardir.

! A dan baglayip B ybniinde PQ birim uzunluga egit A4,
AA,, A,A,, ... dogru parcalarmm alahm. Bir A; noktas1 B ile B’
arasina diigecek olursa b* sayisinin »* tam kismi b sayismn n
tam kismindan kiigiik olur ve 5* < b bulunur. Eger B” ve B nin
her ikisi de bir A4; 4;+, icine diigecek olursa b* ve b nin tam ki-
simlari ayni olur: n* = n. A;4;+, i iki egit pargaya bolelim. Ya
B’ ve B bu dogru parcasinin ayri yarimlarma diiger ve bu tak-
dirde n,* < n, ve dolayisiyle &* < b olur, veya B’ ve B noktalan
A; Ay, dofru parcasimin ayni1 yarimina rastlar. Bu durumda
Agd;+ tikrar iki egit parcaya boliiniir ve Slgme iglemine biyle-
devam olunur. B’ ile B tlgme igleminde her ikiye bélmede dai-
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180 Alan, hacim dlgme problemi
Bu aksiyomda biitiin dogru pargalarinin sifirdan farkh ol-
dugunu veya farkli uc noktalarimi haiz oldufiu kabul ediliyor.
Bu gekilde ifade edilen aksiyomun olduk¢a kuvvetli bir ne-
tice ile sonuglandirilmig oldufuna igaret etmek gerektir.
A,_A, A, A, B, B, B B, o
T .‘dm-t Bn;r

Sek. 221

Dizide, biitiin doffiru parcalarinda ortak olan en agag bir X
noktasmmin varhfimin belirtilmesi kifi idi ve bundan da X nokta-
ginin biricik oldugu neticesine varilirdi.

Sekillerin arakesit kavramina bagvurarak aksiyomdaki neti-
ce gbyle de ifade edilebilir: Verilen A, B,, A4, B,, A, B,, ... dizi-
sinin biitiin dogru pargalartmin arakesiti X noktasidir.

fhtar. Argimed ve Kantor aksiyomlarina siireklilik ak-
sigomlar: denilmektedir. Bunlarla agsagidakine benzer teorem-
leri ispatlamak miimkiindiir: Bir I" dairesinin bir A i¢ nok-
tasindan gegen bir a degrusu dairegi iki noktada keser.

Dogru pargalan Slgme teorisinin kargit teoremi su teoremle
ispatlanmis olur: Hangi a >0 reel sayist alinirsa alinsin, verilen
herhangi bir slgme sisteminde uzunlagu a olan bir dogru pargasr
meveuttur.

Ispat: a sayisim

e S R |
geklinde ifade edelim. Bu ifadede n tam bir sayiy1 veya sifiri,
Ny Mgy eeey Ry «oo i5€ 0 veya 1e egitolan sayilar gsteriyor. Bunu |

ikili say1 sisteminde
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182 Alan, hacim &l¢gme problemi

noktalarindan biri, uzunlugu tam a ya esit olan bir OB
dogru parcasini verir. Bu halde Kantor aksiyomundan sarfi
nazar edebiliriz.

-Hatta, p ve ¢ tam sayilar gosterdigine gére a= p/g
ise veya a rasyonel bir say: ise, PQ birim dogru parcasini
g egit pargaya boliip ¢ katini alip wuzunlugu a olan dofru
parcasinl elde ederiz. Uzunlufu p/g olan dogiru pargasini
veren bu usul de Kantor aksiyomuna bagvurmadan yiirtitii-
lebilir.

Dogru parcalar: dlgme teorisinin bu izahinda reel sa-
yilarin mevecut teorisinden faydalanilmigtir [37], [34]. Tarih-
sel bakimindan evveld blgme teorisi, sonra her iki teori
beraber geligmigtir.

Ancak dlgme teorisinin teorem ve kargit teoreminin ispa-
tindan sonra, 6l¢li birimi secilmek suretiyle, reel sayilar ciimlesi
ile bir dogru fizerindeki noktalar arasinda bire-bir bir tekabiil
kurmak milmkiindiir.

Bu tekabtil bir dofru fizerinde koordinat sistemi kurmayr
saglamaktadir. Bu noktadan hareket ederek koordinatlarn diiz-
leme ve uzaya tegmili giigliik arzetmez.

Gelecek bahiste gorecefimiz vechile, dogru parcalarini dlg-
me teorigsinin ispati, aynizamanda, dofru parcalari l¢me sistem-
lerinin tamaminin ciimlesini bulmay: ifade eden problemin ¢bzii-
miinti de vermektedir.

55. Bir dogru parcasmin uzunlufunun l¢ii
biriminin se¢imine baghhg:

AB dogru parcasinin ¢ (AB) uzunlugu ancak 8lgii birimi
— PQ dogru pargas1 — secildiginde belirli olur. Birim dogru
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184 Alan, haeim Blgme problemi
f{xl + x)=f(x)+ f(x:)

fonksiyonel denklemini saliyan monoton artan biitin f(x) fonk-
sigonlarin: bulmak

Matematik inditksiyonla
f{x|+r=+ wen +xn)=f(xl)+f(x8)+'“ +f(xﬂ)

elde ederiz.

T N
koymakla da herhangi n tam sayisi ve herhangi x =0 igin
)] f(nx) =nf(x)
ve bunda da » =1 koyarak, herhangi n tam sayis1 igin

f(n)=nf (1)
buluruoz.
f(1) agik olarak, birinei 6lgme sisteminin PQ birim dogru
parcasinin  ikinei 6lgme sisteminin P’ Q° birim uzunlugu cinsin-
den ifade edilen uzunlufudur. Bu uzunlugu a ile gosterirsek veya

i fill=a
koyarsak
(1) f(n)=an
elde ederiz

$imdi () denkleminde x =1/n koyarak

rr=nf(+)
yazalim ve bundan da

(ORE
elde etlielim.
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Sekillerin esligi meseld gtyle tarif edilebilir : Diizlemdeki bir
hareketle (bu hareket birinci veya ikinei neviden olabilir) biri
digferine tasvir edilebilen diizlemsel iki sekle es gekiller denir.

Diizlemin kendisine olan hareket dedifimiz ddniigiimlerinin
eslik aksiyomlar: vasitasiyle tarif edilebilecegini bilmekteyiz. Bu 4
aksiyomlar dofru parcast ve agt kavramlariyle ilgili olanlardir. -

Sekillerin eglifine ait vermig oldufumuz bu tarif, <egitlik»
kavraminin biitiin gartlarimi sagliyan (gekillerin arasinda meveut) 1
bagintiy:r tarif etmig olur. Bu gartlar gunlardir:

1. Refleksivlik: Her gekil kendisiyle egtir. F

2, Simetri: Bir gekil ikineci bir gekle es ise ikinci sekil de
birineci sekle estir. 1‘

3. Tranzitiflik : Bir gekil ikioci bir gekle ikineci gekil de
bir figiincii gekille eg ise birinci gekil fi¢iineli gekille es olur.

Yalniz eg olan gekillere egit diyecek olursak bir ¢ok Snemli ﬂ
sekil smiflarimin bilyfiklfiklerini mukayese etmekten mahrum ka-
liriz, zira, gekil simfi bir biiyiiklitk simifi olacak gekilde eglik
bagintisina ekseriya daha biigitk ve daha kiigik sifatlarini ekli-
yemeyiz.

Meseld, verilen sekiller simift karelerden ibaret olsun. lki
kareye ancak es olduklarinda esit diyelim ve kenarlari daha bii-
yiik olan kareyi, kenarlar: daha kficiik olandan daha biiyiik iti-
bar edelim. vs. Bu sartlar1 kullanarak kareler sinifi, egit, daha
biiyitk, daha kiigiik'in anlamlarina gore bilyiikliik sinifi olarak
diigiiniilebilir.

Ikinei bir misal alalim. Verilen gekiller sinify blitlin dairele-
rin sinifi olsun. Egit, daha biiyiik ve daha kiigiik sifatlarina, dai-
reler simfini bu sifatlara gbre bir biiyiiklilk simmifina gevirecek
gekilde anlam vermek kolaydir.

sitechadlle . - ———
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190 Alan Kaorm dl¢me problemi

Teorem. FHer basit gokgen, iizerinde bulundugu diizlemin ba-
sit gokgene (dogru pargalarindan ibaret olan sisteme) ait olmigan
noktalarini, agagidaki Szelikleri haiz olan i¢ we dis olmak iizere iki
balgeye ayrrir : A ig bilgeye, B de dig bolgeye ait birer nokta
ise, A ve B noktalarim birlegtiren ve ¢okgenin dfizleminde bulu-
nan her kirtk cizginin ¢okgenle en asaf: bir ortak noktasi var-
dir; 4 ve A" ¢okgenin iginde B ve B’ de ¢okgenin diginda ikiger
nokta ise diizlemde daima A y1 4" ye ve B yi B” ye birlegtiren
ve ¢okgenle ortak noktalar: bulunmiyan kirik gizgiler meveuttur,

Bu teoremin ispatiny vermiyoruz [15].

Bir P gokgeninin 4 ve B gibi iki noktas:i, kendi kendisini
kesmiyen ve tamamen g¢okgenin icinde olan kink bir gizgi ile
birlegtirilirse P, ve P, gibi yeni iki ¢okgen elde edilir (Sekil 223).
Bu takdirde P c¢okgeni P, ve P, bilegenlerine ayridmis veya P,
ve P, bilegenlerinden elde edilmigtir denir.

8
Sek. 223 -

Tarif : Basit iki ¢cokgen sonlu sayida bilegenlerine ayrilsa
ve birindeki herhangi bir ¢okgene digerinde eg olan bir ¢okgen
‘bulunsa bu iki gokgene eghilesenli veya ayrisimla esdegerli denir.

Sezige dayanarak egbilegenli iki gokgenin, bunlardan biri
kesilip pargalara ballindiigiinde ve bu pargalar uygun sgekilde
eklendiginde ikinei gokgeni verecek neviden oldugunu sdyliye-
ibiliriz.
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192 Alan, hacim 8lgme problemi
sekligi iiggenin yiikseklifinin yaris1 olan dikdorigenle esbilesenlidir
(Sekil 226).

Okuyucunun bunu ispatlamasi tavsiye olunur.

Teorem. Tabanlar: ve yiikseklikleri esit olan paralelkenarlar
egbilegenlidir.

AD ile BC kenarlarinin £ arakesit noktasindan AB ye MN
paralelini gizelim (Sekil 227) ve AM ye esit MP, ... alahm. ls-
patin tamamlanmasimi okuyucuya birakiyoruz.

&
VAN
Pt

o T
LSS

Vv
VAR

Sek. 227

Pitagor teoremi. Bir dik iicgende dik kenarlar iizerine ¢i-
zilen iki kareden ibaret sekil, hipoteniis iizerine ¢izilen kare ile
egbilegenlidir.

Ispat: Dik kenarlar fizerine ¢izilen karelerin 4, C ve CB,
kigegenlerini gizerek 4, B, dogru pargasimi elde edelim. Hipote-
niis fizerine ¢izilen karenin C, 4 ve D, B kenarlarim A4, B, dog-
ru parcasimi S,, S, noktalarinda kesinceye kadar uzatalim ve
S, S, noktalarim sirasiyla P, Q noktalariyle birlegtirelim.
Bu suretle dik kenarlar fizerine ¢izilen karelerden ibaret gekil
sekiz figgene ayrilmig olur. BB, PC karesinin B B, kenarin1 uza-
tip D, den BC ye c¢izilen D,T', paraleli ile 7', noktasinda kesigti-
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egbilegenli ise, birinci basit ¢okgen figlinell basit ¢okgenle egbi-
legenlidir.

Bu son Ozelik tamamen agik degildir, zira, meseld, ikinei
gokgenin bir ayrigimla birinei ¢okgenle egbilegenli olmasi ve bi-
rinei ayrigimin  {iggenlerine eg olan iiggen ihtiva etmemek fizere
ikinel bir ayrigimla da figiineil cokgenle egbilegenli olmas1 miim-
kiindiir.

1k iki ozelik kolayeca ispatlanabilir; ikineisi ispat edilince
figlinell dzeligin ispat: agagidaki teoremin ispatina irca edilir.

Bir iigiinciisiple egbilegenli olan basit iki gokgen, aralarinda
egbilegenlidir.

Ispat: P, ve P, gokgenleri P._ basit gokgeniyle egbilegenli
olan basit iki ¢cokgen olsun (Sekil 229).

3 3

N

Sek. 229

P, ¢okgeni P, ¢okgeniyle esbilegenli oldufundan P, ve P,
iin, ikiger ikiger eg figgenler ihtiva eden ayrigimlari meveut olur.
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196 Alan, hacim 8lgme problemi

nel olarak hiilkiim vermek ig¢in gu teorem esas alinir: Esit par-
calarin bilegemiyle meydana gelen veya egit parcalara ayrigime
milmkiin olan iki ylizey biribirine egittir»,

Lobachevski bu tarifi diizlemsel ve kiiresel basit ¢okgenle-
re ve Lobachevski geometrisinin basit ¢cokgenlerine tatbik eimek-
tedir. _

Verilen basit bir ¢okgenle eglefforli olan blitiin ¢okgenlerden
ibaret basit c¢okgenler sinifi, verilen ¢okgenle egbilegenli olan
biitiin basit ¢okgenlerin sinifimi bir kismi olarak igine alir. Bu-
nun has bir kisim olup olmadifinin incelenmesi gerekir.

Teorem. Tabanlart ve giikseklikleri egit olan iki paralelkenar
esdegerlidir. :

Euklid’in verdigi tarzda bir ispat (') sunuyoruz [22]. ABCD
ve EBCF tabanlar ortak olan iki paralelkenar olsun (Sekil 231).

A D E

F

B [

Sek. 231
Euklid hergseyden evvel ABE ve DCF figgenlerinin eglifini
ispat etmektedir. DCF {iggenine ABCD paralelkenarinin, eklen-

mesi ile aym1 ABCF yamugu elde edilir ve verilen paralelkeoar-
larm egdegerlilifi ispatlanmig olur.

Ihtar. Euklid ne egbilegim ve ne de esdegerlilik kav-
ramin1 ithal ediyor. Sadece alan’a gbre fi¢genlerin esitligi

(') paha evvel bu gekll paralelkenarlarin egbilegenli, dolayisiyle
esdefferli olduklar: Ispatlanmisti. Yazar burada Argimed aksiyomuna da-

yanmiyan bir fspat vermefgl tercih ediyor.

4
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198 Alan, hacim Slgme problemi

Bu, Euklid’in alan teorisinin esas teoremlerinden birini
tegkil etmektedir. Bn teoremden meseld, herhangi bir ¢okgeni-
nin bir kareye egdegerliligi elde edilebilmektedir. Bu teorem
buraya sirf bir misal olmak fizere konulmug ve ispat okuyucuya
birakilmigtir. r

Agagidaki esas ozelikler ecari bulunmalktadir.
1. Refleksiflik : Her basit cokgen kendisiyle egdefrerlidir.

2. Simetri : Basit bir ¢okgen bir ikincisiyle ea‘degerli ise
bu ikineisi de birinciyle egdegerlidir.

3. Tranzitiflik: Basit bir cokgen bir ikincisiyle, ikinei
cokgen de bir figiinclisiiyle esdegerli ise, birinei ¢okgen ti¢iincii-
siiyle egdegerlidir. :

Ik iki &zelik agiktir. Ugiineitstiniin ispatini vermiyoruz
[41], [15].

Stireklilik aksiyomlarini, tzel olarak, Argimed aksiyomunu
kullanmadan biitiin alan teorisini elde etmek igin egbilegim ve
egdegerlilik kavramlarina ihtiyac vardir. Hilbert [15], “egdegerli
basit iki ¢okgenin, Argimed aksiyomu kullanilmaksizin, egbile~
genli olacagini ispat etmenin imkénsizlifini gostermistir. Bu se-
beple daha genel olan «tamamlama ile egdegerlilik kavraminin
ithali zaruri goriilmiigtiir. '

Taban ve yiiksekleri egit iki paralelkenarin, taban ve yiik-
sekleri egit iki ticgenin esdegerli olduklar1 ve dik kenarlarindan
biri verilen ve basit bir ¢okgenle esdegerli olan dik figgenin ¢i-
ziminin yapilabilecegi, sira ile ispatlandiktan sonra Hilbert, bu
teoremlerin, ancak biitiin basit cokgenler esdegerli degildir sek-

- lindeki dzeligin- ispatindan sonra énem kazanacafina igaret et-

migtir.
Hilbert'in bu gbriiglinii aydinlatmak icin cebirsel islem ta~
rif edilmig evvelce . bilmedigimiz bir ctimlenin bir gurup tegkil
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200 Alan, hacim dlgme probleml

edersek gu teorem ispatlanabilir: Esfegerli herhangi basit iki gok-
gen egbilegenlidir ().

Bu teoremi ispatlarken aksiyomlarin kullanilmas: hususunda
kendimizi sinirlamiyaca@iz ve hareketin temel bHzeliklerinin bi-
lindigini kabul edecegiz.

Ispat birgok teoremlere bsliinmilgtiir:
Birinci teorem. Bir iigiinciisiigle esbilesenli olan iki gokgen
aralarinda eghilegenlidir.

Bunun ispati evvelki maddede verilmigti.

ikinci teorem. A tepe noktalariyle AC kenarlar: ortak olan

A

Sek. 234

ve agnt dogru iizerinde bulunan BC ve CD tabanlar: esit olan ABC
ile ADC iiggenleri egbilesenlidir (Sekil 234).

Ispat: BD dogru pargasinin C noktasmdan AD ve AB ke-
narlarina sirayla paralel CE ve CF dogrularim1 gizersek verilen
figgen, ikiger ikiger es olan

‘(') Bu teorem, biraz bagka ttrlgt ifade olunarak 19. yuzyilin ilk .

yamsinda ilk defa macar matematikg¢isi F. Bolyai tarafindan ispat edil-
migtir. lspat sonradan birka¢ kere hasitlegtirilmis ve bu ispatlardan
birl gok basit bir sekilde B. F, Kagan tarafindan verllmigtir [26]. Bu-
rada -verdiimiz bu son ispatin az ¢ok defigmis bir geklidir.
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miyle (bu ikisinden ibaret sekille) esbilesenli olan konveks bir
dérigenin nasil cizilecegini gosterelim.

ABC ve A, B,C, iicgenlerinde birinin hi¢bir kenar: differi-
nin bir kenarina esit degrilse AB > A, B, farzedip A, B = AB
egitligini kullanarak 4, B, C, jfi¢geniyle esbilegenli olan A4,B8'C,
figgenini gizelim ($ekil 237). ABC ve A, B’ C, iiggenlerinin egit
kenarlarim {istiiste ve C ile C, tepe noktalarimi ortak tabanin
birer tarafinda alahm. Bu suretle konveks bir dorigen elde edil-
diginde ($ekil 235 deki gibi) ¢izim bulunmug olur. Dbrtgenin
konveks olmamasi halinde f{i¢iincil teoremin ispatindaki ¢izim
tatbik edilir (Sekil 236).

Bu usulle herhangi iki {iggen yerine, bunlarmm toplamiyla
egbilegenli olan konveks bir dirtgen alinabilir.

Euklid vsuliinil kullanarak konveks ddrtgeni egbilegenli bir
ficgene irca edebiliriz. Konveks ABCD dbrtgeninin A tepe nok-
tasindan (Sekil 238) BD kogegenine paralel AE dofrusunu gize-
lim. AE ile CD nin arakesitine £ diyecek olursak ABD ve BDE
ficgenlerinin egbilesenli olmalarindan (iigiineli teorem dolayisiyla)
BCE tiggeni ABCD durtgenlyfe egbilegenli olur.
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cinin tepe noktalariyle dogrularinin ikineinin tepe noktalar: ve
dofirulariyle cakigmaswdir. Eger geometrik iki bliyilklik es ise
sadece kisim kisim egittir» [30].

58- Basit ¢okgenlerin alanlarim Slgme
problemi

Dogru pargalar: halinde oldugu gibi, basit sgekillerin her
hangi simfinin Olgme problemi, wverilen sinifin her gekline aga-
fidaki gartlar: saghiyacak gekilde bir say1 tekabiil ettirmekten
ibarettir.

1. Es gekillere bir tane say: tekabiil eder (hareketlere gire
deffigmezlik Szelifii).

2. lki seklin toplamina tekabiil eden sayi, sekillerden herbiri-
ne tekabiil eden sagilarin toplamina esittir (toplanabilme dzeligi).

«lki geklin toplami» ndan aneak simirlar1 {izerinde ortak
noktalar1 olabilen iki gekilden ibaret gekli anliyoruz (5).

Verilen bir sinifin her gekline 1 ve 2 gartlarini saghyacak
tarzda bir say: tekabiil ettirildifinde verilen sinifin sekillerine
ait dlgme sistemi elde edilmigtir denir ve bir gekle tekabiil etti-
rilen sayiya geklin &lpii sii ad1 verilir,

Bir doiru pargasimin Slgiisii niin nasil elde edileceffini evvel-
den bilmekteyiz: bu 8lgliye dogru parcasinin gzunluk’n denir.

Bitttin gekiller hatta biitiin sonlu olanlarm sinifi igin dlgme
sistemi elde edilmesinin imkfinsiz olduguna igaret etmeliyiz. Sa-
de basit cokgenleri miitalan ederek bir cokgenin Blgiistine alan
diyecegiz.

Ihtar, Tepe noktalar: bir dogru fizerinde bulunan fg-
genlere daima <o» sayisimi tekabill ettirecegtiz.

5 o Rno i bhit s A ‘el
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208 Alan, hacim Slgme probleml|

S=kah,

sayisini tekabiil ettiririz.

Eg olan figgenlere egit olan {icgenlere esit sayidar tekabiil
edecefi aciktir.

Herhangi bir ABC iiggenin ¢evresinde, saat yoniinde ve sa-
atin aksi ydniinde olmak iizere iki ydnde gidilebilir. Bir boyutlu
bir iggene bu ydnlerden birini vermegfe ficgeni ydnleme veya
pon tekabill ettirme denmir. Miimkiin olan bu iki ydnden birine
pozitif differine negatif ydn denip, (Sekil 240) da oldugu gibi,
saatin aksi yonil adet olarak pozitif ytn itibar edilir.

Sek. 240

ABC ficgeninin kenarlarindan birinin y8nii (48 veya BA)
figgenin yUniinii tamamen belirler.

Bu bahiste bundan sonra gececek biitiin ifadeler bir diizlem
tizerinde bulunan sgekilleri ilgilendirmektedir. Verilen ilggenler,
aksi sdylenmedikge, pozitif ybnlli addedilecektir.

Teorem. Keyfi bir O noktasi, verilen yénlii bir ABC iiggeni-
nin tepe noktasina birlestirilse ve elde edilen (iiggenlerin yénleri
ABC iiggeninin AB, BC ve CA kenarlarinin yénlerigle belirlenmis
olsa, O noktasini tepe noktas: kabul eden pozitif yénlii ficgenlerin
«S sagilari» mn toplame ile negatif yénlii olanlarin «S sayilarinin»
toplam: arasindaki fark verilen iiggenin «S sagisi» na esit olur.

B s e
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Sek. 246

Teorem. Tabanlar: cokgenin kenarlari we tepe noktalart O
olan pozitif yénlii ticgenlerin «S sagilart» min toplam: ile negatif
gonlii iiggenlerin  «§ sayiar» nin toplam: arasindaki fark bilegimi
tegkil eden iiggenlerin «S sayilari» min X toplamina egittir.

Teoremin, komsu olan her P, ve P, cokgenleri i¢in, differ
bir deyimle, birer kenar: veya birer kenarmn bir kismi ortak
olan ve ortak i¢ noktalar: bulonmiyan P, ve P, cokgenleri 1
i¢in dofiru oldugunu farz edelim ($ekil 247). Bundan bagka 4B, ‘ |

Sekil 247 ;
bu P, P, ¢okgenlerinin ortak kenar: veya ortak kenarimin bir
kism1 olsun. 4
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n figgene ayrilan gokgenler i¢in dofiru kabul edersek, n--1 fig~
gene ayrilan ¢okgenler ig¢in dofru kaldifn gtriiliir, zira, n-1
figgene ayrilan bir gokgene bir tiggenle n iiggenin bilegimi olarak
bakilabilir .

Netice 1. ¥ sagist O noktasina bagl: olmadigindan S* sayist
O ya bagh degildir.

Netice 2. X sagist cokgenin iicgenlere ayrilmas: sekline bagl:
degildir.

Simdi basit her cokgene X = S§" sayisim tekabll ettirelim.

Her basit gokgene bir ¥ sayismin verilmesi basit gokgenle-
rin alanlarinin dlgme sisteminin fiilen elde edilmesini saglar. Bu
boyledir; ¢iinkfi bu gekilde tekabiil ettirilen sayilar evveld degis-
mezlik Gzelifini — 'cokgenler ikiger ikiger eg ficgenlere ayrilabil-
diginden eg iki basit ¢okgenden her birine bir ve aym say: te-
kabill eder — ve sonra toplanabilme &zeligini — iki ¢okgenin
toplam: olan gokgene tekabill eden say: toplanan ¢okgenlere te-
kabiil eden sayilarin toplamina egittir — haizdir.

Yukarida elde edilen ¥ sayismdan basit gokgenin alan: ola-
rak bahsedebiliriz. Aynm zamanda basit gokgenlerin alaninin son-
suz sayida Olgme sistemi vardir ve meveut oldugu da ispat edil-
mis bulunmaktadir.

Her k >0 sayisina 0zel bir dlgme sistemi tekabiil etmekte-
dir, Uggenin alanini gbsteren
SA=kah,

ifadesinde %k > 0 sayis: istenildii gibi segilebilir. Bu k sayisinin
secimi birim alani tesbit etmektedir. Alan birimi olarak adet ol-
duffu veghile kenarlar:1 birim uzunluk olan kare alinir. Bu kare-
yi bir kbgegeni ile iki figgene ayirmak suretiyle

1=2:-%k-1-1
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Basit gokgenlerin alanlarina ait elde etmig oldugumuz dlgme j
sisteminden tamamlama ile, egdegerli olan basit ¢okgenlerin alanla-
rinin egit olduga gikar. Bu, tamamlama ile egdegerli olan gokgen-
lerin egbilegim dolaywsiyle egdegerli veya esbilegenli olmalarimin
neticesidir,

Her basit ¢okgen bir iiggenle egbilegenli oldugundan gu ne-
tice elde edilir : Basit iki gokgenin alanlari ayni ise igbilesenli olur-
lar ve tamamlama ile de haydi haydi esdegerli olurlar.

59. Diizlemsel bir gseklin alan kavramina dair.

Basit ¢okgenlerin alanlarinin $lgme sisteminin elde edilmesi
gibi herhangi diger diizlemsel gekiller sinifina ait alanlanin Slgme
sistemi problemini de ele alabiliriz, Evvelce de styledigimiz veg-
hile diizlemsel biitiin gekiller i¢in hatta biitiin sonlu gekiller igin
diger bir deyimle, her biri bir kare i¢inde olanlar i¢cin &lgme
sistemi elde etmek imkénsizdir.

Diizlemsel gekillerin alanlar1 igin bir Si¢gme sistemi elde et-
mek i¢in hergeyden evvel:

A. Biitiin basit gokgenleri igine alacak kafi derecede genig
diizlemsel gekiller simifi bulmak.

B. Bulunan bu siniftaki her gekle agagidakileri sagliyan po-
zitif bir say1 tekabill ettirmek gerekmektedir.

C. Verilen simfin es iki gekline egit sayilar tekabfil eder
(degigmezlik dzelifi).

. Verilen sinifa ait olup ortak i¢ noktalari olmiyan iki
geklin toplamindan ibaret gekle, toplanan gekillerden her birine
tekabiil eden sayilarmm toplamina egit say: tekabill eder (topla-
nabilme &zeligi).

Adi gecen sinifin her gekline, degismezlik ve toplanabilme
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Ayrica, {ist tabanin i¢ine m kenarh dlizgiln bir ¢gokgen, yu-
karidan birinci paralel igine birinci ¢okgene eg olan ve tepe nok-
talar: birinei ¢okgenin kenarlarimin ortasindan gecen diizlemler
izerinde bulunan bir gokgen ¢izelim ($ekil 248 a).

Sek. 248

Ikinei paralel igine, tepe noktalar: fist taban igine cizilen
cokgenin tepe noktalarindan gecen meridyenler {izerinde bulu-
nan m kenarl bir gokgen gizelim. [Ugiinell paralel igine de, tepe
noktalar: birinci paralel igine gizilen c¢okgenin tepe noktalarin-
dan gecen meridyenler f{izerinde bulunan m kenarh bir ¢okgen
¢izelim ve boylece devam edelim. Her gokgen bir {isttekinden,
silindirin eksenine paralel Hfn uzakhif kadar bir Steleme ve
eksen etrafinda =/m a¢isi kadar bir ddnme ile elde edilir.

m kenarli her gokgenin tepe noktalarim1 komgu ¢okgenlerin
tepe noktalarina birlegtirelim ve ¢izdigimiz ikizkenar ABC fig-
genlerinin alanlarinin toplamini hesap edelim (Sekil 248 b).

ABC iiggeninin BC tabanm

BC=2R sin — »
m
viiksekligi ise
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Yayinlanmig olan eserler:

1 — Esitsizlikler (160 Krs.)

2 — (okrenk problemleri (180 Krs.)

8 — Sayilar teorisinden problemler (500 Krg.)
4 — Tesadiifi hareketler (250 Krg.)

5 — Geometrik ispatlarda hatalar (180 Krs.)

6 — Mekaniffin matematife baz1 tatbikleri (180 Krg,)
7 — Yalmiz pergelle yapilan ¢izimler (250 Krg.)
8 — Diofant denklemleri (220 Krg.)

9 — Gruplar teorisine girig (3756 Krs.)

10 — Esitsizliklere girig (425 Krg.)

11 — Indiiksiyon metodu (220 Krg.)

12 — Sayilar teorisine girig (550 Krg.)

18 — Geometrik egitsizlikler (450 Krg.)

14 — Yalmiz cetvelle yapilan ¢izimler (250 Krg.)
15 — Ihtimaller hesabma girig (550 Krg.)

. 18 — Indirgemeli diziler (200 Krs.) ’ |
1 19 — Geometri (Cilt I) (500 Krg.) i
il " 20 — Geometri (Cilt IT) (750 Krg.) '

| Yayinlanmak iizere olan eserler:

| 16 — Say: sistemi
| 17 — Gayri Euklid geometriler

|l { Matematik Dernegtinin adresi:
Fen Fakiiltesi Matematik Enstitiisil
| Vezneciler — Istanbul

i
|
]  Fiat1 750 Krs.
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