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' BU KITAP HAKKINDA

Bt kilep mmamer Srin Sfrtin mAfredatina paralal olap
milstakbel ogretmenlerin mesleki {htiynglarini kargilamak vé szal
olarak matematik killtiirlerini genigletmek ve geometri Ofretimin-
deki gerekli teknigi geligtirmek amaciyle hazirlanmigtir.

Once, ciimle teorisine dayanan kavramlar, soyut fonksiyon
(LosAacHEvSKI anlaminda) kavraminin tatbikati, déniigiim guruplar:
kavrami, guruplar teorisinin ana hatlari incelenmigtir. Bugiin Lo-
BACHEVSKI geometrisinin esaslarini ele almadan geometriyi bagari-
It bir gekilde dfretmek milmkiin degildir.

Kitapta bol sayida temrin bulunmaktadir. Okuyucularin bu
temrinler diginda galigma yapmalar: da kaginilmaz bir zarurettir.
Her boliimde bu gibl galigmalar igin konular verilmig ve bunlar-
la ilgili yayinlara atiflar yapilmigtir. Boylece, yeniliine rafmen
bu programa Bretmenin ve Gfrencinin hizla intibak: kolaylagti-
rilmgtar,

Orta Ofretim ders kitaplarimin bilnyesine uygun temrinlere
dzel dnem verilmigtir. Geometrinin sistemli olarak incelenmesi-
nin orta dfretim ileri simiflarinda ele ahnmas: temayiilii, buna
mukabil ilk iki y1l bunun yerine bir nevi mantik ve «sezgiye
dayanan tlimden gelim» in konmasi savunulacak bir hareket de-
gildir, Mevcut geometri program: gergevesi iginde Ofretmenin,
modern” {lmin dnemli fikirlerini — cfimle teorisine dayanan kav-
ramlari, soyut fonksiyon kavramini, geometrik ddniigiimleri, gu-
rup kavramini, aksiyomatik metodu, v.s. — igleme bakimindan
imkanlar1 artmigtir. Kanaatimizea milfredat programinda, me-
seld yeteri kadar temel hazirlanmaksizin diferansiyel ve integral
hesabin okutulmas: gibi deffigiklikler buglin modas: gegmig gbriin-
mektedir.







BU YAYINLAR HAKKINDA

Matematifin kendi deferi yaninda, fizik, kimya ve dolay:-
siyle miihendislik ve askerlik gibi pratik sahalara ve bilhassx son
zamanlarda biyoloji, ekonomi ve hattd sosyal bilimlere yardim
hizla arttigindan, bu bilim her millet i¢in hayati bir 6nem ka-
zanmigtir.

Ote yandan, matematik de bu bilimlerin problemlerini ¢bze-
bilmek igin gerek metod gerekse fikir bakimindan geligmek zo-
rundadur.

Bundan dolay1 bir¢ok memleketlerde bu sahaya daha fazla
~ sayida yeni istidatlar1 ¢cekmek ve bunlar1 erkenden kegfetmek,
en nihayet bunlarin egitimii¢in her tlirld fedakirlifa katlanmak
en Onemli bir milli egitim siyaseti olmusgtur.

Yeni istidatlar1 erkenden kegfetmek igin diigiiniilen tedbir-
lerin baginda, matematik killtiirlinli genig kitlelere yaymak gelir.

Ikinei Diinya Harbinden sonra bir ¢cok memleketlerde, geng-
lerin tecessiislerini tahrik etmek ve bunlarin matematik bilim-
lerine karg ilgilerini arttirmak i¢in yeni bir tip matematik lite-
ratiiri meydana gelmigtir. Bu cegit literatiirde aramilan O&zelik-
ler kisaca gunlar olmahdir: a) Problem vaz'i suni olmamal,
b) Bunlar1 anlamak igin fazla Onbilgiye ihtiyag bulunmamali,
¢) Okuyucuyu aktif igbirlifine ve bir geyler kegfetmege sevket-
meli,

Iste Tirk Matematik Dernegi bu cereyan: memleketimize de

getirmek maksadiyle bu yayinlara baglamig bulunmaktadir. Bu
yaymnlar, resmi miifredata bagh ders veya yardime: kitaplar ol-
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DORDUNCU KISIM

GEOMETRININ TEMELININ ANAHTARI VE
LOBACHEVSKI GEOMETRISI

BOLUM X
EUKLID’IN «<ELEMANLAR> I

Bblim X da Euklid’'in «Elemanlar» adh
eseri kisaca gbzden gegirilmig ve degeriyle kusur-
lar1 ortaya konmugtur. Bazi sira ve siireklilik
aksiyomlar: ifade edilmig ve birgok teoremler
Euklid’in paralellere dair olan beginci aksiyomu-
na bag vurulmadan ispatlanmigtir.

61. Euklid’in «<Elemanlar» adli eserine bir bakis.

Geometrinin Milittan Snce dordiincii yiizyilda ne kadar iler-
lemig oldugu bu bilim fizerinde sistemli olarak ozamanlarda ya-
zilm1g eserlerden anhyoruz.

Tarif:ael delillerle bilinen bu ilk asil eserler zamanimiza ka-
dar ulagamamighir. Bu eserler Iskenderiyeli geometrici Euklid’in
(M. 0. 800) «elemanlar» adli meshur eserinin meydana ¢ikmasiyle
unutulup gitmislerdir. :

Elemanter geometri {izerine genig ve bilgince yazilmig olan
bu eserde Euklid bir ka¢ prensipten hareket ederek geometriye
mantiki bakimindan saglam geligim vermege ¢aligmigtir. Euklid
in «Elemanlar» 1 onbeg kitaptan veya boliimden ibarettir. Son
iki kitabin bugiin Eiiklid tarafindan yazilmig olmadigr kab 1 edil-
mel_:tadir. :

Euklid’in «Elemanlar» 101 kisaca gbzden gegirelim :
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Teorem 29. Paralel dogralara indirilen bir dogru esit i¢ ters
agilar meydana getirir...

Bu, teorem 27 nin kargitidir. Teorem 29 un geri kalan kismi
ayni tarafta bulunan i¢ agilar vs. ile ilgili olup teorem 28 in
kargitidir.

Teorem 47 Pitagor teoremi, birinel kitabin son teoremi olan
teorem 48 de Pitagor teoreminin kargitidir.

Kitap II, Ikinci kitap cebirsel bzdeglikler. diyebilecefimiz
geometrik izahlardan ibarettir. Meseld kitap Il deki teorem 4 {in

Sek. 250

ifadesi gudur : Bir dogru keyfi olarak ikiye béliinse, biitiinii iizerine
gizilen kare, dogru parcalar: iizerine gizilen karelerle dogru par¢a-
larinin tegkil ettigi dikIorigenin iki kafina (toplamina) egittir (Sc-
kil 250).
Bu,
{a +b)* =a* + b* + 2ab

dzdegliginden bagka birgey degildir.

Sekil 250 de bugiinkil igavetler kullamlmigtsr,

_ Biitlinlyle ikinei kitap, 2 tarif ve 14 teoremden ibarettir.
Meseld bunlardan teorem 11 bir dogru parcasimn orta ve yan
oran {izerine bdliinmesiyle ilgilidir.
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Bunu anladigimiz dille ifade edersek:
her tam m ve n sayilan icin

me¢ > nd iken ma >nb oldufunda
mec=nd iken ma=nb oldufunda
mec < nd iken ma<nb oldugunda

b

ale

dir.

Euklid’in tarifi pozitif reel sayilarin tarifiyle aynl olup mo-
dern gekilde tamamen Dedekind’in kesim usuliine tekabiil etmek-
tedir [18].

Birinci kitap 18 tarif ve 25 teoremi ihtiva etmekfedlr.

Kitap VI. Alfine: kitapla diizlem geometrinin etiidii sona
ermektedir. Bu kitapta alanlarin oran teorisi, sekillerin benzerli-
gi ve orantilardan bahsedilmektedir. Meseld, teorem 12 su prob-
lemden ibarettir : Ug dogra par¢as: verildiginde bir dérdiincii oran-
Ly bulmak.

Teorem 13. Verilen iki dogru pargasinin orta orantilasin:
bulmak.
Modern ders kitaplarinda bunlar ve buna benzer teoremler

cebrin geometriye tatbikatinin esasim tegkil etmekte olup

o B2\ AT
{

vs. gibi dofru parcalarinia ¢izimini vermektedir.

Descartes, geometrisine (1635) Eunklid'in iste bu cizimleriyle
baglar ve bunlara sayisal anlam verir |19]. '

‘Altiner kitap 5 tarif ve 83 teorem ihtiva etmektedir.
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Kitap VII. Yedinci kitap 23 tarif ve 39 teorem'i havi olup
burada asal saymnin tarifine rasthyoruz.

Tarif 12. Yalmz birim ile élgilen sayiya asal say: denir.

Aym kitapta iki tam sayimin en bilyiik ortak kalini veren
bildigimiz usul a¢iklanmigtir — Eunklid algoritmasi.

ligili teoremler gunlardir :
Teorem 1. Verilen farkl: iki sagrdan kiigiigi daimi olarak

biigiiginden gikaridifinda kalan sayt kendisinden evvelkini, kalan
birim olancaya kadar hig Glgmezse bu iki sayt aralarinda asal olur.

Teorem 2. Aralarinda asal olmayan iki say: verildiginde en
biiyiik ortak élciiyii bulmak.

Bugiin Euklid algoritmas: bir denklem sistemiyle ifade edil-
mektedir :
a=bg+r,

b="|9|+’l

r=ryq,tr,

Ta—8 = Fa—3 In—1F Tn—1
Fp—1=Tn—1 Qa—1 1 Ta

rn=1 halinde teorem 1, a ve b sayilarinin aralarinda asal
oldugunu, r, =0 halinde ise teorem 2, a ve b sayilarinin en bii-
yiitk ortak bdleninin r,_, olduffunu ifade etmektedir.

Yedinei kitapta ayn1 zamanda, bir sayinin bir tiirll olarak
asal carpanlarina ayrilmasina ait esas teoremi veren bbdlilnebilme
teorisi de yer almaktadir. Buna ait birka¢ teorem agajffida veril-
migtir:

-
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Teorem 23. Aralarinda asal olan iki sagidan birini bélen
bir say: digeriyle asaldir.

Modern dilde bu sgtyle ifade edilebilir:
(a, b)=1 ve a= mec ise (¢, b) =1 dir [12].

Teorem 24. [ki sayr herhangi bir say: ile asal ise carpimlar:
da aym: say ile asal olur.

Bu, (a,¢)=1 ve (b, ¢) =1 halinde (ab, ¢) =1 olmasin: ifade
eder.

(a, b)=1 ise (a", b")=1 dir;
(a,)=1 ise (a+b,b)=1 ve (a+b,a)=1 dir;
p sayisit a y1 bolmiyen asal bir say1 ise (p, a) =1 dir,

gibi birka¢ teoremden sonra biliinebilme teorisinin esas teoremi-
ne gelinir;

Teorem 30. [ki saginin birbirigle carpimz bir sayr verse ve
herhangi asal sayr ba ¢arptmr bé'se ilk sayilardan birini de béler.

Bu, gu demektir: p asal olmak sgartiyle ab=mp ise ya

a=m,p veya b= m, p dir, diger bir deyimle, iki sayinin carpi-’

mini bilen asal bir say1 bu sayilardan en az birini boler.

Sonra gu teoremler gelir:
Teorem 31. Herhangi bilesik sayr asal bir say ile béliiniir.

Teorem 32. Herhangi sayt ya asaldir veya asal bir sag ile
béliiniir.

Bu teoremlerden sonra bir sayinin bir tiirlii olarak asal gar-
panlara ayrilmas: gelmektedir.

Kitap VIII, Sekizinei kitapta 27 teorem meveut olup hig
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tarif ihtiva etmemektedir. Bu kitap tzel olarak karesi tam sayi
olan kesirlerin meveut olmadifim ifade eden teoremle, kiible il-
gili benzer teoremi ihtiva etmektedir. Euklid bu teoremleri ken-
dine has geometrik tarzda ifade etmektedir.

Kitap IX. Burada asal sayilar ciimlesinin sonsuz olduguna
ait teorem ispat edilmektedir.

Teorem 20. Verilen her ¢okluktaki asal sayidan daha fazla

asal sagt vardir.

Dokuzuneu kitapta 86 teorem mevcut olup hi¢ farif ihtiva
etmemektedir.

Kitap X. Bu kitap 4 tarif ve 115 teoremle irrasyonel teori-
siyle bazi irrasyonelllerin bir siniflandiriimasinn vermektedir.
EukLin’in eserininin dgrenci igin en zor olan kismini bu onuncu
kitap tegkil etmektedir. Bu kitabin ilk 18 teoremiyle Evkrip bi-
yiikliiklerin ortak birimle Siglilebilmesi (') ve olglilememesi ile
mesggul olmugtur. Kitabin geri kalan kismi, ikinci derece ve ikin-
ci dereceye indirilebilen dordiincii derece denklemlerinin ¢bdzii-
miinde rastlanan gimdi ise irrasyonel diyebileceffimiz bir teoriyi
ihtiva etmektedir.

Misal olarak konudan birinei tarifi, ficlinefi tarifin bir kis-

minl ve bir ka¢ teorem alalim,

Tarif 1. Aym élgi ile dlgiilebilen biigiiklere ortak birimle &l-
giilebilen (commensurable), ortak élgiisii olmayan biigiiklere ortak
birimle &lgiilemigen (incommensurable) bigiklikler denir.

Tarif 3.... Ohalde verilen dogruya (dofru parcasina) rasyonel,

(') veommensurabler ve «lncommensurables terimlerinia karsilifa
olarak «ayni birimle dl¢0lebilen» ve w«wayni birimle dlgtlemeyen» ifade-
lerl alinmigtie,

Wd oo et e 4 Ji0d seeltde b is P b pubu el
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rularin, dofiru ve dilzlemlerin izafi durumlariyle ilgili teoremleri
icine akmakladir. Egdegerli paralelyiizliilerin Ozeliklerinin ince-
lenmesi de ele alinmigtir.

Kitap XII. Bu kitap 18 teoremden ibaret olup egdeferli
prizma ve piramitlerden bahsetmekte ve kilrelerin hacimlarmin
oranina ait bir teoremle sona ermektedir. Ozel olarak bu kitapta
gu teoremleri gdriiyoruz :

Teorem 5. Tabanlart iiggen ve yiikseklikleri ayn: olan pira-
mitler tabanlarla agn: orantidadir.

Teorem 7. Taban: iiggen olan her prizma, tabanlart iiggen
olan biribirine esit ii¢ piramide ayrilabilir.

Kitap XIII. 18 teoremden ibaret olup dilzglin g¢okyiizli
teorisinin esaslarini ihtiva etmektedir.

Bu kitaptaki teoremlerden bir misil alalim.

Teorem 13. Verilen bir kiire igine bir dértyiizlii ¢izmek.
Teorem 14. Verilen bir kiire igine bir sekizyiizlii ¢izmek.
Teorem 15. Verilen bir kiire igine bir kiib gizmek.
Rt 8. Viaciion oo dury (ginn OF YIrmiyasio glemek.
Teorem 17. Verilen bir kiire icine bir onikiyiizlii gizmek.

Teorem 18. Evvelki teoremlerdeki bes cismin yiizlerini bul-
mak.

Bu teoremler uzay sekillerin ¢izim usullerini ve bunlarn
dofiru olduklarinin ispatini vermektedir.

Euklid, kitap XIII deki teorem 1 e ait dikkate deger bir
hususa isaret etmektedir:




o |
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«lhtar. Bir teoremi tahlil golu ile ispat etmek demek,
aranilan geyi bilinir kabul edip elde edilen mneticelerden
bilinenlere ulagmak, ferkip yolu ile ispat ise bilinenlerden
hareket ederek aramilam elde etmek demektir.»

Sonra, ayni teoremin hem tahlil hem terkip yolu ile ispati-
nin bir drnegi gelir.

Kitap IX. Bu kitap 7 teorem ihtiva etmekte olup diizgiin
gokyiizliilerin bzeliklerini vermektedir, Baz: tarihgiler tarafindan
bu kitabin da kitap XV gibi Euklid tarafindan yazilmamig oldu-
#u kabul edilmekte ve her iki kitap Iskenderiyeli Hypsicles'e
atfedilmektedir.

Kitap XV. Bu kitap 7 teorem ihtiva etmekte ve diizgiin
gokyiizlii igine dilzgiin bir ¢okyfizliinfin ¢izimi problemi ele alin-
maktadir. Meseld :

Teorem 5. Diizgiin bir yirmi yiizlii icine diizgiin bir oniki-
piizlii gizmek.

Bununla, bu meghur kitabin kisaca giizden gecirilme igini
bitirmig oluyoruz.

nlilemaniars 10 Buklg zamaninga bilinen geometrl liminin
hapsini ihtiva etmedifine igaret edelim. <Elemanlar= bile Eualklid
tarafindan yazilan tek eser degildir. Euklid tarafindan yazilmig
fakat tarihin bize ulagtiramadig: diger kitiaplar da vardir: «Ko-
nik Kesitlere Dair» dort kitap, «Y{izeylere dair» iki kitap,
«Porizm> ve «Hatah Hilkiimler.»

Konik kesitler teorisi, Perga’lh Apollonius tarafindan geligti-
rilmigtir (M. O. 200). «Konik Kesitlere Dair» yedi kitabi haric,
eserlerinden bir goffu kaybolmusgtur,

Eski zamanm biiytik matematik¢isi Argimed (M. 0. 212 de
Olmiigtiir) su eserleri yazmigtir: «kiire ve silindire dair,» «Daire-
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nin Cevresinin Ol¢lilmesi», «Helezonlara dair», «Sferoid ve Ko-
noidlere Dair», «Diizlemsel $ekillerin Dengesine Dair», «Parabo-
lin kuadratfirii» ve difer bazi eserler. 1

62. «<Elemanlar» in tarihsel
dnemi ve tenkidi.

Euklid’in «Elemanlar»> 1m gbdzden gegirmis olmakla bu eserin
matematik bilimlerin ilerleyiginde ne kadar bilyiik etkisi oldugn
griilebilir.

Orta Ofretim geometrisinin, «Elemanlar» in modernce Dbir
gekilde tekrarindan ibaret oldugunu diiglinfirsek bu ‘eserin genel
killtiir i¢in de Snemini anlamig oluruz.

Euklid geometrisinin, onsekizinei ylizyihin sonlariyla ondo-
kuzuneu yiizyilda gelismig ileri kollar da dahil olmak iizere
astronomi, mekanik, bir ¢ok fizik kollar: ve dolaysiyle teknolo-
finin da temelinin bir kismini tegkil ettiffini belirtmemiz gerekir.

«llemanlar< i1n muhtevasinin modern hayata ne derece nil-
fuz ettigi hakkinda bir fikir edinmek i¢in yapr teknigi, makina
dinamiffi, elektroteknik, radyo teknolojisi, optik, gaz dinamigi,
hidrodinamik - 6zel olarak kanat ve pervane teorisi-ve diger bir
cok teorik ve talbiki eserlerden herhangi birine gbz atmak yeter.

«Elemanlar» Kopernik, Galile, Descartes, Newton, Lomono-
sov, Lagrange, Lobachevski, Ostrogradski, Chebychev, Liapunov,
Zhukoveki’'nin ve hatta gegmig wiizyillarin ve glinfimiizlin biitiin
matematik bilginlerinin efitiminin bir kismim tegkil etmigtir.

Geometri ilminin farkli bir vechesi ve Euklid'inkinden fark-
I yeni geometrinin geligimini, bllyiik Rus matematik¢isi Nikolai
Ivanovich Lobachevski’ye borgluynz. Geometri tarihinin Euklid’
den Lobachevski’ye ve Lobachevski'den bu yana olmak {izere
iki devresi meveunttur.
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Geometrinin Lobachevski’'nin eserinden sonraki geligmesini
ve aym zamanda Lobachevski’nin ¢aligmasini kayramak igin
«Elemanlar» 1n meziyet ve eksikliklerini kisaca gozden gecirelim.

«Klemanlar» i esasli meziyetlerinden birinin, geometri ilmi-
nin mantiki blinyesine gekil vermesi oldugu gliphesizdir.

«Elemanlar» yiizyillarca mantiki milkemmelligin drnegi ola-
rak alindi. Her nekadar bu iddia «Elemanlar» in her satim icin
dogru degilse de eserin biiyilk bir kism: kusursuzdur. «Eleman-
lar»1n mantik cephesinden Bnemi, geometri ilminin saglam ve
mantiki olarak geligmesinin bir program i¢ine alinmig olmasidir.
Bu geligmenin yirminei yiiz yilin baglarina kadar tamamlanmig
oldugu stylenemez ve bu gelismede Lobachevski’'nin kurdugun geo-
metri hayati bir rol oynamigtir. «Elemanlarm» ikibin yil denen-
mig olan tatbiki Snemi onun kati deferini teskil eder.

Kusurlarina gelince, hergeyden evvel Euklid’deki esas kav-
ramlara ait «tarif» lerin agik olmadiklarini ve hatta ekseriya
higbir geyi tarif etmediklerini s6yliyebiliriz. Birinci kitaptaki
bir ¢ok «tarif», meseld nokta, ¢izgi dogru ve diger nesnelerin
tarifleri eserin sonraki kisimlarinda mantiki isleme tabi tutulmak-

tadir, dier bir deyimle, Euklid bu «tarif» leri teoremlerin ispa- .
" tinda kullanmamaktadir. Meseld «nokta, parcasiz nesne oldugun-

dan ... «veya» ¢izgi, eni olmiyan uzunluk oldufundan ... neti-
cesine varilir» gibi ifadelere rastlanmamaktadir. Bu tarifler ‘me-
tinden gikarilmakla ispatlar, baglangigta mantiki iseler, ne an-
lamlarindan ne de dogr;:luklarmdan bir gey kaybederler.

Sonra, tarif 4 ten ne anliyoruz? «dofru, iizerindeki nokta-
lara gtre dilzglin yapilan pesnedir.» Bu tariften bir gey anlagil-
mamaktadir. Bu tarifi bir dairenin gemberi de saglamaz m? Ba-
zilari, «noktalarina gore diizgiin yayilan» derken dogrultu ile
birlikte dogrunun biitin &zeliklerinin Euklid’in hatirinda oldu-
gunu [22] iddia ede:ler. Fakat bu hususta kati bir mutabakat
Voktur.
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Bu gibi «tarif» ler igin Lobachevski gtyle vazmaktadir:

«... tarihi degerine ve matematikte sonraki parlak bagarila-
rina rafmen Euklid'in «Elemanlar» mnin ilk kusurlar1 zamanimi-
za kadar gelmiglir.

«Hakikaten, hicbir matematik ilminin, Euklid ile geometri-
ye bagladifimiz gibi miiphem kavramlardan hareket etmemesi
gerektiffini herkes kabul etmelidir [32].

Ondokuzuncu yiizyilin ikinci yarisinda Euklid’de higbir ko-
nup aksiyomunun meveut olmadifinin farkina varildi, «Arasinda
olma», «iginde olma=, =diginda» gibi kavramlar Euklid tarafindan
mantiki olarak iglenmemig, sezgiye dayanip agik sekilde belirli
olmiyan kavramlar olarak kullamilmigtir. Meseld, Euklid'de Pasch
tarafindan ifade edilen aksiyoma benzer aksiyom yoktur,

Pasch aksiyomu: A, B ve C dofrusal olmiyan ii¢ nokta, a
da ABC diizleminde bu noktalarin hicbirinden gegmiyen bir dojra
ise, a dofirusu, AB dogru par¢asintn bir noktasindan gegtifi tak-
dirde AC dogru pargasimin bir noktasindan veya bu olmazsa BC
dogru par¢astnin bir noktasindan gecmek zorundadir.

ey

Bu aksiyom, arasinda, iginde, disinda vs. gibi fikirlerle ig- ,
lemler igin esash bir alet olmugtur.

llerisi igin bize ltizGmlu baz teoremleri ele alalim. Bu teo-
remlerin ispatinda paralel aksizomundan faylalanmigacagiz.

Teorem. A ve B axlart dik olan ABCD dartgeninde (gekil
951) AD ve BC kenarlart AD > BC, AD = BC veya AD < BC yi
saglarsa y = 2 C ve 8 = 2 D agilart da kars:t olarak y >0, y =90
ve ¢ - O gt saglar,

Ispat. Evvela AD = BC alarak (Sekil 252) D ve C agilar-
nin egitlifini gosterelim. E noktasi AB nin orta noktasi, p de

A e ey e A
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AB ye E noktasinda dik olan dogru olsun. Bu dikme CD yi ke-

ger. Bunu gbyle ispatlariz. 4 ve C noktalarini birlegtirerek ABC

»

Sek. 251 -

liggeniyle p dofrusuna Pasch aksiyomunu tatbik edelim: 1) p
dogrusu A, B, C noktalarmin hig¢ birinden gegmemektedir. 2) p

¢ Sek. 252

dogrusu BC yi kesmez, zira, ayn1 dogruya cizilen iki dikmenin
ortak noktas:1 yoktur; ohalde p dogrusu AC yi A4 ile C arasinda
bir G noktasinda keser.

Simdi aynr aksiyomu ACD fi¢gsniyle p dofrusuna tatbik
edelim. Evveld, p dogrusu AD yi kesmez, sonra p dofgrusu A,
C ve D noktalarmin higbirinden gegmez. Ohalde p dogrusu CD
yi C ile D arasindaki bir F noktasinda keser.
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Su
AD< BC, AD=BC, AD>BC

bagintilarindan, her durumda, ancak birisi dogru olacafindan
agaffidaki teorem ispatlanmig bulunur:

Karsit teorem. A ve B agplart dik olan ABCD dértgeninde
(Sekil 251) 8 ve y aptlart 0 >y, d =7y veya d <y ;t sajlasa BC
ve AD kenarlar: da karsit olarak BC > AD, BC = AD veya BC <
AD yi saglar.

Ihtar. A ve B aglan dik ve AD, BC kenarlari egit
olan ABCD dortgenine Saccheri dértgeni denir. Saccheri
dértgeninde iist tabanin agilarinin egit, ve alt tabanin orta
dikmesinin iist tabant dik olarak ortaladifim ispat etmig bu-
lunuyoruz.

«Elemanlar» daki esasli kusur hichir sireklilik aksigomu ih-
tiva etmemesidir. Bu nevi aksiyomlar geometriye ancak ondoku-
zunecu yiizyihn ikinel yarisinda ithal edilmigtir. Siireklilik ile
ilgili kavram ve ifadelerin mantiki olarak ele alinig: sadece «Ele-
manlar»> da degil, aym: zamanda, Dedekind’in siireklilife ait
aksiyomunun veya buna denk olan Kantor’unkiyle birlikte Ar-
gimed’in aksiyomunun ithal edildigi tarihe kadar geometrik hig
bir eserde meveut bulunmamaktadir. Son iki aksiyomu bilmekte-
yiz. Simdi Dedekind’inkinin ifadesini verelim [18].

Siireklilk aksiyomu (Dedekind'in). Bir dogrunun biitin nok-
talar: iki sinifa agrilsa ve her sinif, nokta ihtiva etse ve bir sinifin
biitiin noktalart diger simifin biitiin noktalarinin ayni tarafinda ol-
sa, dogruyu iki i1sina aywran bir nokta mevcat olur ve bu isinlardan
biri iizerinde siniflardan birinin biitiin noktalar:, digeri iizerinde
de ikinci sinifin biitiin noktalar: bulunur ve dogruyu iki istna aywran
nokta ise ya birinci veya ikinci stnifa ait olur. Bu nokta bir Dede-
kind kesimi tarif ediyor denir.
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Dedekind aksiyomunu kullanarak Argimed ve Kantor alksi-
yomlarini ispatlamak mimkiindiir, fakat bunun igin geometrinin
biitiin aksiyomlarinin tam listesine ihtiyag vardir. Kargit olarak
Argimed ve Kantor aksiyomlarmmdan da tcorem olarak Dedekind
aksiyomu elde edilir. Evvelce bahsedilen dzdeglik ileride ispatla-
rinl verecefimiz ‘esas ve kargit teoremlerin dofiruluganun ifade-
sinden ibarettir.

«Elemanlar» 1n daha birinei teoremi 8nemli bir bogluk ihti-
va etmekiedir. lki dairenin (4 ve B merkez ve AB yaricaph,
gekil 249) C arakesit noktasinin varhffi, saglanmadan kabul
edilmigtir. Bir siireklilik aksiyomu ithal etmeden ad1 gécen dai-
relerin kesigecegini iddia etmek imkinsizdir. C nin bulundugu
yerde dairelerden birinde (veya ikisinde de) bir bogluk buluna-
bilip dairelerin ortak noktasi olamiyabilir.

P

Sek. 253

Euklid aksiyomlarindan bazilarinin ispatlanabilece@ine Ste-
denberi igaret edilmigtir. Boyle bir ispat igin tabii esas aksiyom-
larin tam bir listesi elimizde meven olmahdir, Aksi takdirde is-
patin nereye dayandirildifh ac¢ik olarak bilinmez.

Meseld dbrdineli aksivom — dik agilarin egitligi — daha
onsekizinei yilzyilda ispat konusu olmugtur ve bunda acilarin
siirekli bliylklikler sistemi tegkil ettii sezgiye dayanilarak ka-
bul edilmigtir. Yirminci ytizyila gegerken Hilbert, «Geometrinin
temelleri» adh eserinde sitreklilik aksiyomunu kullanmadan bir
iepatt vermigtir.




Euklid'in «elemanlars 25

Bunun gibi Euklid'in paralel aksiyomunu ispat icin de gay-
ret sarfedilmigtir. Bu aksiyomu ispat i¢cin yapilan tegebbiisler
menga itibariyle oldukea eskidir. Euklid bizzat bu aksiyomu
miimkiin mertebe ge¢ kullanmigtir. «Elemanlar» da ilk 28 teore-
min bu aksiyoma dayanmadan ispatlanmig oldufunu girmiigtiik.

Diizlem ve uzay geometriden bu aksiyoma dayanmadan is-
pat edilen veya edilebilen bilyilik bir ildve teorem listesi ¢ikar-
mak milmkiindiir.

Labachevski, paralel aksiyomunun ikibin kiisur yila ait is-
pal tegebhiisleri hakkinda 1828 de giiyle yazmaktadir :

«Bu gergegin dogrulugunu gisteren saglam bir ispat bugiine
kadar werilememislir. Verilenler de izah mahigetinde olup tam anla-
miyle matematik bir ispat olmaktan uzaktir. [30], 4

Lobachevski’nin 1829 da yayinlanan ve «Fizik - Matematik
Bilimleri Boliimii Toplantisinda verilen Konferanslar, 11 Subat
1826» dan ahnomig kisimlardan ibaret ve Lochevski tarafindan
kesfedilen yeni geometrinin prensiplerini igine alan «Geometrinin
Anahatlarina Dair» adli eserinden gunlari okuyoruz:

“... Matematigin hi¢bir yerinde paralel teorisinde oldugn
gibi ciddiyetten uzak kalmaya tahammill edemeyiz. Hernekadar
nesnelerin bizatihi kafamizdaki idraki, bizi geometrinin genel ve
ilkel kavramlarin miiphemliginden dolay: yanlig neticelere var-
maktan korur ve elde edilen gergeklerin dogruluguna, sadelikle-
riyle ve meseld astonomik gizlemlerde oldugu gibi deneyle ken-
dimizi inandirabilirsek de biitiin bunlar ciddi muhakemeye aligkin
zekdiy1 tatmin etmekten uzaktir. Gergekten zekdnin, bir sorunun
cevapsiz kaldifr ve bizi daha ileri neticelere ulaghiramiyacafini
bilmedigimiz miiddetce cevabini bulma igini ihmal etmege hakki
yoktar,

«Geometrideki bu bogluklar1 ne tarzda kapatmay: tasarladi-
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BOLUM X1
LOBACHEVSKI GEOMETRISI

Bolilm XI de tiggen agilarimin toplamina
dair teoremden sonra Euklid'in paralel aksiyo-
munun defisik gekilleri incelenmigtir.

Lobachevski aksiyomunu ifadeden sonra
bsliimde Lobachevski geometrisinin biiyiik sayi-
da en basit bzelikleri ile Lobachevski diizlemin-
deki dogrunun halleri, etrafh bir gekilde etiid
edilmig ve hbliimiin sonunda da Lobachevski
geometrisinde alan Slgme hakkinda bazi fikirler
verilmigtir.

63. Uggen agilarinin toplammna dair teorem.

Lobachevski, «Geometrinin Prensiplerine Dair,» (1829) ese-
rinden sonra 1836 de «Hayali Geometri» adiyle bir makale ya-
yinlamigtir. Bu makale giyle baglamaktadir :

«Matematikgilerin tam bir ispat vermeleri i¢in ikibin yil
boguna ugrastiklar1 Euklid'in <Elemanlar» indaki teorem XII [XI]
geometride agikir bir dogruluk olarak kabul edilmigtir. Ozel ola-
rak Legendre bu problemle mesgul olmug ve kendisine oldukga
tatmin edici gelen her geyi Fransiz Akademisi dergilerinde topla-
migtir.» (Burada Lobachevski, Legendre’in 1833 de yayinladiffi
ilgili eserinden bahsetmektedir.) «Bu gillg probleme cevap buldu-
funu diigiinenler istisnasiz hataya digiiyorlar, zira, «Geometri-
nin Prensipierlne Dair» adh eserimde gfliphesiz olarak gisterdigi-
me inandigim gibi gtzleme dayanmaksizin cisim kavramindan
dofrudan dogruya elde edilemiyen geylerin dogrulufuna evvelden
inanmiyorlar. Paralellere ait yeni bir teoriyi izah ettikten sonra

e
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alinabilir (gekil 256). Bu dortgen BD kigegeniyle, her birinin
acilar1 toplami = olan BAD ve BCD dik ticgenlerine ayrilmig
bulunmaktadir.

Ohalde, eger bir iiggende acilar foplam: n ye esitse, agiart
toplam: = olan we dik kenarlar: istenilen biiyiikliikte olan bir dik

iicgen daima cizilebilir.

Simdi gu kolaylikla gtsterilebilir : Herhangi verilen bir ABC

' tiggeninde agilar toplam: = ge esitse, her PQR dik iicgeninde a;i-

lar toplam: =« ye esittir.

Agilan toplami = olan ve dik RP,, RQ, kenarlar1 PQR fig-
EEnin_in kargit olarak RP, RQ dik kenarlarindan biiyiik olan dik
P RQ, figgenini cizelim (gekil 2567) P,Q dogru pargasini gizerek

P

1

P

R Q G
Sek. 257
elde edilen P, RQ dik figgeninde (gekil 255 deki ayni muhakeme

ile) acilar toplami = ye esit olur. Aymi suretle PRQ de de agi-
lar toplami = ye esgittir.

Herhangi A4, B, C, ticgeni en biiyilk agisinin tepe noktasma
ait yiikseklikte iki dik  ticgene ayrilabildiginden, wverilen bir iign
gende aplar toplami = ye esit oldugunda, herhangi bir iiggende
azilar toplaminin = ye esit olacagt gikar ve teorem sabit olur.

Simdi ispatlanmig olan iki teoremden teorem 3 elde edilir:

Teorem 3. Ancak iki imkin vardir: Ya her cizgisel iiggen-

ST
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lam biitiin iiggenlerde aymi olamaz. Diger bir deyimle bu toplam
icgenden ficgene degigir,

Simdi Onceki bir yardime: teorem ispatlayacagiz.

Yardimc:r teorem. Verilen bir noktadan gegcmek we wverilen
bir dogru ile keyfi kiiciik bir act feskil etmek iizere daima bir dog-
ra cizilebilir.

Verilen A noktasindan verilen a dofrusuna dik AB dofru-
sunu ¢izelim ($ekil 259). a fizerinde keyfi bir B; noktas: alip
A noktasina birlestirelim ve dik ABB, fi¢cgeninin AB,B aci-
gina x diyelim. BB, dogrultusunda B, den itibaren AB, dofru
parcasina esit B, B, dogru parcasmm alip AB, yi qi)zellm.

B Bl 52 83
Sek. 259

AB, B, ikizkenar {icgeninde AB, B, agisi1, bir liggendeki aci-
lar toplaminin durumuna gire ya 2/2 ye egit veya bundan kiigiik
bulunur. Bu suretle devam ederek neticede, verilen herhangi bir
agidan kiiglik olan 4B, B agi: elde edilir.

Teorem 6. Bir noktadan verilen bir dogruya ancak bir para-
lel dogru gizilebilirse, herhangi bir iiggende agilar toplam: = ge esit
olar,

Ispat bilinmektedir.

Teorem 7. Bir iiggende agplar toplam: = ye esitse, bir nokta-
dan bir dogruga ancak bir paralel dogru gizilebilir.

1
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Euklid’in beginei aksigomanun dogrulugn halinde benzer iig-
genlerin warlig: liseden malimumuzdur.

Karsit teorem, beginci aksiyom yerine egit olmiyan benzer
iiggenlerin varlifinin alinabilecefini gstermektedir.

Teorem. (Wallis). Egit olmigan benzer iki iiggenin varligin-
dan Euklid’in paralel aksiyomu ispat edilebilir.

Ispat. ABC ve A’B’C’ tiggenlerinde
<A=< A, <B=<B,<C=<C ve AB>A'B’

olsun. ABC ii¢geninin AB ve AC kenarlar fizerinde AD = A’B’
ve AE = A’C’ dogru parcalarin1 alahm ($ekil 262).

Sek. 262

AD = A"B’ < AB oldufundan D noktas1 A ile B arasina
diiger. £ noktas:1 C noktas: ile cakigsayds AED (=< A’ C'B')
agisina egit olan ACD acst C agisindan kiigiik bulunurdu. Eger
E noktast AC nin diginda olsaydt AED yine C agisindan kiigitk
bulunurdu. Halbuki AED agisi C agisma egit oldugundan E nok-
tasinin A4 ile C arasinda oldugu anlamlir.

Bu takdirde BCED dortgeninde agilar toplami 2% ye egit
olur. Ohalde BDC ve DCE iiggenlerinin herbirinde agilar topla-
ml = ye egit olur, zira hicbirinde toplami = yi agsamaz.

Bir iiggende bile agilar toplaminin = ye egit olugu beginci
aksiyomu verdiginden ispat sabit olur.
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Bundan, benzerlik teorisinin paralel aksiyomuna nasil siki-
ca bagh oldufu agik olarak gorillmektedir.

Teorem. Euklid'in beginci aksiyomu dogra ise bir ig¢genin
gevrel dairesi daima gizilebilir.

lspat liseden malimumuzdur.

Kargit teorem (F.Bolyai). Herhangi bir iiggenin cevrel daire
si gizilebilirse Euklid'in beginci aksiyomu ispatlanabilir.

Ispat. Her figgenin gevrel dairesinin gizilebilecegini kabul
edelim. Bir AB dogrusuna ¢izilen aB dik dogrusiyle bA egik dog-
rusunun daima kesigecedini ispathiyacaffiz.. Bu ise beginci aksi-
yoma denktir. AB dogru parcasi fizerinde keyfi bir M noktasini

Sek. 263

alip M nin b ve a dkfrularina gore olan L ve N simetriklerini
dilgiinelim. ML dogrusu b ye dik ve MA ise efik oldugundan (')
MA ve ML farkh dogrular olur ve netice olarak, L, M, N nok-
talar1 dogrusal olmaz. a dofrusu LMN (ggeninin N ve M tepe
noktalarindan egit uzakhkta bulunan noktalarin geometrik yeri

(') Eger MA ve ML nin her Ikist de , ye dik olsalard: biribirle-
rine paralel bulunurlard: (bu teorem beginel aksiyomdan bagimsizdir).
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oldugundan bu {ilzgenin gevrel dairesinin O merkezi a dofrusu
fizerinde bulunur. b dofrusu da M ve L noktalarindan egit uzak-
hiktaki noktalarin geometrik yeri olduffundan bu O merkezi aym
zamanda b flizerinde bulunur. Ohalde a ve b dogrular:1 kesigirler
ve teorem sabit olur.

Ohalde bir liggen digina daire cizilebilecegine dair olan teo-
rem paralel fizerine olan beginci aksiyomun yerine gegebilir.

Teorem. FEuklid'in beginci aksiyomu dofra ise bir dogrudan
egit uzakliktia olup bu dogrunun aym tarafinda alinan ii¢ nokta dog-
rusaldar,

Ispat liseden bilinmektedir.

Kargit teorem. Bir dogrunun aym tarafinda balunup bu
dogrudan egit uzakltkta olan ii¢ nokta dogrusalsa Euklid aksiyomu
ispatlanabilir.

Ispat. A4, B, C noktalar: bir a dofirusunun aym tarafinda
olan ve 4,, B,, C, noktalan1 A4, B,C nin a fizerindeki ayaklar
olmak tizere

AA,=B8B,=CC,

egitlikleri safflanan ii¢ nokta olsun (Sekil 261).

A 8 C
A, B, A a

Sek. 264

A,B.BA, A,C,CA ve B,C,CB dbrigenleri Saccheri dort-
genleri oldugundan iist tabanlarmim 2, f,; 2,, 7; f,, 7 acilan
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Karsit teorem. Verilen bir AOB agisimin igindeki bir M
noktasindan bu aginin iki kenarini da kesen bir dogrunun cizilecegi

kabul elilirse Eaklid’in paralel aksiyomu ispatlanabilir.

Ispati olmayana ergi ile yapacafiz. A¢inin igindeki bir nok-
tadan agmin iki kenarmni da kesen bir dogru cizilecefini fakat
beginei aksiyomun cari olmadifini kabul edelim.

Kabuliimiize gbre beginei aksiyom dogru olmadifindan her-
hangi bir ABC iicgeninde agilar toplam1 = den kiigiiktiir. = ile
agilar toplaminin farkimi & (ABC) ile gosterip

d(ABC)==2—(A+B+0)

yazalim (& > 0).

Bu é (ABC) farkina iiggenin noksanlik’t denir. ABC ligge-
ninde diger iki acinin her ikisinden de kilglik olmiyan ag1 A4
olsun,

A noktasinin BC dogrusuna gtre A’ simetrigini ¢izelim
(Sekil 266). '
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Bundan da noksanhiffi keyfi derecede biiyiik olan liggenlerin
varhfi ¢ikar. Bu ise imkinsizdir, zira, = ile = den kiigilk pozi-
tif bir sayinin fark: = den biiylik olamaz. Bu geligmezlik teore-
min ispatim1 verir.

Euklid'in paralel aksiyomu yerine gegebilen bir teorem da-
ha zikredelim. Bu maksatla gu iki teoremi ele ahiyoruz.

Teorem. Euklid'in beginci aksiyomu cari ise bir daire igine
gizilen diizgiin altigenin kenart dairenin yaricaptna egittir.

lspat lise geometrisinden bilinmektedir.

Kargit teorem. Bir daire icine gizilen diizgiin altigenin ke-
nart dairenin yarigapina egitse Euklid’in beginci aksigomu ispatla-
nabilir,

)

e

\/

Sek. 267

Ispat: (Sekil 267) de daire igine gizilen diizgiin altigenin
kenar: yarigapa esit veya

AB=0A=0B
olsun. Egkenar bir liggende agilar esit ve
< AOB==/3

oldugundan AOB ii¢genin acilan toplami = ye egit bulunur. Bu
ise beginci aksiyomu verir ve ispat sabit olur.
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Bununla, Euklid geometrisinin paralel akslyomunnn degisik
J I gekillerinin tetkini bitirmig oluyoruz.

L 65. Lobachevski aksiyomu.

| Bir a dogirusu ile bunun ilzerinde olmiyan bir A noktas1 ve-
LI rilmigken A4 dan gegen ve A ile @ nin belirlediffi diizlem {izerin~
e de bulupan ve a y1 kesmiyen bir dogru cizilebilecegini biliyoruz. ]

| Bu, doffrudan dofruya tiggenin dig agisina ait teoremden
B! (1 ! elde edilir (2).

LR (il 3 BEuklid geomefrisi bu dofrunun bir fek olugu iizerine kurul-
I mugtur.

it Lobachevski, 4 dan ge¢ip a y1 kesmiyen biiyle birden fazla ]
TP d dogrunun varhigmi kabul ederek tezat yaratmayan yeni bir geo-
f ! metri kurmugtar.

J,: l{ ’ Lobachevski aksiyomu. a herhangi bir dogru, A da bu dog-
' il ra iizerinde bulunmiyan bir nokta ise, a dogrusiyle A noktastmin
belirledigi diizlem iizerinde A noktasindan gegip a dogrusunu kes-
J ) _ migen en agagt iki dogru varder. : :
- L | Lobachevski geometrisinde Euklid geometrisinin aksiyomla-
‘ rindan yalmz bir tanesi — Euklid’in beginei aksiyomu — harig
biitiin aksiyomlar aynen kalmakta ve sadece beginci aksiyomun
yerini Lobachevski aksiyomu almaktadir,

L= Evvelki bilgilerimizden dolayi Lobachevski akaiyomn yerine
S8 agagidaki alinabilir :

il i Agiart foplam =« den kiigiik olan bir iiggen mevcuttur.

Lobachevski, olitmiinden bir yil énce 1855 de yaymnladif
«Pangeometry» adl eserinde gbyle denmektedir :

«Geometriéch_e_ Untersuchungen zur Theorie der Paralellinien,
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Verilen bir a dogrusanun disindaki bir A noktasindan bu dog-
ruya kesmiyen sonsuz sayida dofru gegecedi asikardir.

Bunu ispatlamak iizere A noktasindan gec¢ip a dofirusunu
kesmiyen iki doffruyu & ve ¢ ile gosterelim (Sekil 269); btyle iki
dofrunun varhiffi Lobachevski aksiyomundan bilinmektedir.

/ b

\
/D N a
Sek. 269

b dogrusu fizerinde, ¢ dogrusunun, a dofirusuna ait noktalar
bulonmiyan tarafinda olacak gekilde alinan B noktasindan ve a
dogirusunun keyfi D noktasindan gegcen BD dofrusunu ¢izelim.
BD dogru pargasi ¢ yi C de kessin. M noktasi BC dogru parcas:-
nin keyfi bir noktas: ise AM dogrusu a dogrusunu kesmez. Sa-
yet g(= AM) dofgrusu ile a dogrusu g dofrusu iizerinde A dan M
ye dofru olan ydnde bir S noktasinda kesigsecek olurlarsa MDS
figgeniyle ¢ dogrusuna Pasch aksiyomu tatbik ederek ¢ nin a y1
kesecef#i neticesi qilkmig olur. Halbuki ¢ dofrusu a y1 kesmez.
Diger taraftan g ve a dogrularinin M den A ya olan ydnde bir
S’ noktasinda kesigtikleri kabul edilirse Pasch aksiyomunun
MDS’ {icgeniyle b dogrusuna tatbikinde b nin a y1 kesecegi ¢i-
kar; bu da imkansizdir. Ohalde BAC agisinin i¢indeki g dogru-
larindan hi¢ birisi « y1 kesmez.

Merkezi A olan demetin dofrulari e dofrusuna gire iki si-
nifa ayrilir. Birinci siniftaki dogrular, demetin a y1 kesen ikinei
simiftakiler @ y1 kesmiyen dogrularidir.

et e — = — e e
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Her simif sonsuz sayida dogruyu ihtiva eder ve demetin her
dogrusu belirli bir simifa ait olur.

Dikkatimizi BD dogrusuna cevirerek (Sekil 269) BAD acisi-
nin igindeki her dofruya BD dogru parcasinin kestigi noktay:
tekabiil ettirdigimizde (') bu degru parcasinin noktalar: Dedekind
kesimi meydana getiren iki einifa ayrilir. Birinci simifu BD dog-
ru parcasinin, AN dogrusu a y1 kesmek {izere NV noktalar:, ikin-
ei simifa geri kalanlarin hepsi diiger. Meseld D noktasi birinei
ginifa, halbuki B, M, C noktalar1 ikinei sinifa aittir. Birineci s1-
nifi, BD dogrusunun, B den D ye dogru ybndeki BD dogru par-
¢asinin dig noktalariyle, ikineci sinifi ise D den B ye dogru ydn-
de digarida kalan noktalarla tamamlariz. Birinei sinifin her nok-
tasinin ikinei sinifin herhangi bir noktasimin aym tarafinda ol-
dugunu gostermek kolaydir.

Dedekind aksiyomuna gbtre BD dogru parcasi iizerinde BD
dogrusunun iki kisma ayrilmasini saghiyan bir R noktasi mev-
cuttur : Birinei DR kismi birinei simfin biitin noktalarini, ikin-
cisi is¢ ikinci kismin noktalarini ihtiva eder. AR dogrusunun
(Sekil 270) BAD acisi icinde olup a dofrusunu kesen dogrularin

Sek. 270

sinirt oldugunu gdriiyoruz. AR dogrusunun kendisi a y1 kesme-

(") BaD agisinin  igindeki her dogrunun BD dogru parcasini ke-
secefi Pasch akslyomunu kullanarak ispatlanabilir.
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mektedir. AR dofirusu a y1 bir § noktasinda kesmis olsaydi DS
dogru pargasinin diginda D den § ye dofru olan ydnde a dogru-
su {izerinde bir T noktas: alarak birinei sinifa ait bir A7 dog-
rusu elde etmig olurduk. Bu ise imkansizdir.

Lobachevski de Euklid gibi ne siireklilik ne de konum aksi-

yomu ithal etmigtir. Sezige dayanarak Lobachevski giyle yaz-
maktadir :

«Bir noktadan gecen ve verilen diizlemde bulunan biitlin
dofrular bu diizlemin bir dogrusuna gre bu dogruyu kesen ve
kesmigen olmak fizere iki simfa ayrlabilir. Bu iki sinifin sinir
dogrusu, verilen dogruya paraleldir denir» (').

Lobachevski’nin verilen bir dogruya paralel olan bir dog-
ruyu, a yi kesmiyen herhangi bir dogru olarak degil sadece sinir
dogrusu olarak aldifim1 griiyoruz.

A noktasindan (Sekil 270) a dogrusuna bir dik dogru g¢izil-
diginde AR dogrusunun bu dikmeye gore simetrigi olan AR’
dofrusu Lobachevski anlaminda yine a ya paralel dir. Lobache-
vski ayrica, paralellik’e taraf veya yion de atfetmektedir. AR
dogrusu a ya bir taraftan, AR’ ise diger taraftan paraleldir.

A~ A, _B

e
/

Sek. 271

Paralelligin yoniinii usulen oklarla gisterecegiz (Sekil 271).

) Bu ifadeler esas itibariyle yarim yHzy:l sonra Dedekind tara-
findan tam kesinlikle ifade edilen streklilik aksiyomundan bagka bir
gey degildir.
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Verilen bir A noktasinin disindaki her A noktasindan wverilen
a dograsuna Lobachevski anlaminda iki ve ancak iki paralel geger.

a y1 kesmiyen ve a ya gbre sinir veya paralel olmiyan g
dogrularina (Sekil 269) e ya siiperparalel dir denir.

Lobachevski bagka terimler kullanmaktadir [33]:

«Bir noktadan gegen dogrular ya ayni diizlemde verilen bir
dogruyu keserler veya nekadar uzatibirlarsa uzatilsinlar bu dog-
ruyu kesmezler. Ohalde bu dogrulari a dofrusuna gtre ayirdet-
mek gerekmektedir : birlesen veya yakinsayan dogrular ve bir gu-
ruptan digerine gegigi saglayan paralelleri de igine alan birlesmi-
yen veya yakimsamiyan dofrular - iraksayan dofrulars,

Iraksayan dogrular Lochevski anlaminda siiperparalel dedik-
lerimize tekabiil eder. Bu terimin Lobachevski tarafindan kulla-
nilan anlam: sonra anlasilacaktir.

Bir a dogrusunun belirli bir dofrultusunu, daha dogrusu .
belirli bir ybnfinii gdz oniine alirsak bir A noktasindan wverilen
dogrultuda Lobachevski anlaminda yalniz bir paralel gecer.

Lobachrvski, bundan btyle, «bir dogrunun bir dogruya pa-
ralelligi denilince, bu dogrularin birer noktasini birlegtiren iigiin-
¢ii bir dogrunun aym: tarafinda uzandiklar: halinin kastedildigini»
yazmaktadir,

«Ohalde verilen bir noktadan verilen bir dogruya bir para-
lel cizilebilir; gu farkla ki Dbir tarafta dogrultunun ufak bir de-
grigimi bu dogruyu yakinsayan dofiru, difer tarafta degigimi ise
wraksayan dogru kilar.

«Ba suretle paralellifi en genel gekliyle miitalaa etmig bu-
lunuyoruz. Euklid, tatmin edici bir ispat verecek durumda olma-
difindan, adi geometride yalniz, iki paralelin bir dogruya dik ol-
mas1 Ozel halini kabul etmigtir.

«Geometrinin yapis: itibariyle ispat1 miimkiin olmadiffr hal-
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de kabul edilmig, bir ger¢egin smihatine kendilerini inandirmak
igin Euklid'ciler keyfl veya gayet miiphem ilive teoremlerle isi
daha ba giig hale getirmiglerdir,»

a ya paralel ve siiperparalel olan dogrular verilen bir A
noktas1 i¢in belirlidirler. a ya bir 4 noktasindan ¢izilen b para-
lelinin o ya ayn zamanda kendisinin her A’ noktasinda paralel
olup olmadiffr sorulabilir. b doggrusu a y1 kesmemektedir. Acaba
b dogrusu a ya bir A noktasinda paralel, difer bir A, noktasin-
da stiperparalel olur mu? Lobachevski agafidakini ispatlamigtir:

Teorem. Bir dogru her noktasinda paralellik szeligini muha-
faza eder.

Ispat. & dogrusu A noktasinda ve verilen yonde a ya
paralel olsun (Sekil 272) wve A, noktas1 Ab iginimin  keyfi bir
noktas: bulunsun. a dogrusu fizerinde her hangi bir B noktas:

A A,

Sek. 272

alip bunu A4 ve A, noktalarina birlegtirelim. & dogrusu a ya A4
noktasinda paralel olduffundan bAB acis: i¢indeki her 1m0 a dog-
rusunu keser. A, noktasinda, b dofrusu a y1 kesmiyen bir dog-
rudur. bA, B aqs1 igindeki herhangi A,c 1gininin e dofrusunu
kesece@ini gistereceffiz. Bu, b nin A, noktasinda a ya paralelli
gini ifade eder.

A 1gim {izerinde b, A, B aqs iginde keyfi D noktasini
alip AD yi ¢izelim. AD doggrusu bAB agis: iginde oldufundan a
dogrusunu bir S noktasinda keser. ABS figgeni ile ¢ dogrusunu
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gbz Oniinde tuttufumuzda ¢ nin ABS iiggeninin higbir tepe nok-
tasindan gegmedifini ve AS yi D de kestifini gOriiriiz. ¢ dogru-
sunun AB dofru pargasini da kesmedigi kolayca gosterilemedi-
ginden ¢ dogrusu BS veya a dogfrusunu keser. Ohalde & dofrusu
a ya A, noktasinda paraleldir.

b nin A, noktas1 4 nin difer tarafinda ise ($ekil 273) bA4,B
acis1 iginde A,c dogrusunu gizerek A, noktas: E ile D arasinda
olmak flzere A,c fizerinde [ noktasini alinz. Burada E noktas:
AB dofiru pargas: ile ¢ dogrusunun arakesitini gstermektedir.

1

.
Sek. 273

bAB agsi igine diigen DA dogrusu a y1 bir § noktasinda
keser. Pasch aksiyomunu ABS figgeniyle ¢ dogrusuna tatbik eder-
sek ¢ nin a y1 kestigi ¢ikar ve teorem sabit olur.

Bu teoremin ispatindan sonra b dogrusunun, hangi noktada
oldugunu zikretmeksizin — Lobachevski anlaminda — a ya pa-
ralellifinden bahsedebiliriz.

Dogrularin verilen dofirultuda paralellifi simetri ve franzi-
tiflik ozeliklerini haizdir.

Teorem. Paralellik karsit bir zeliktir, diger bir deyimle b
dogrusu a dojrusuna paralelse a dogrusa da b ye paraleldir.

Ispat. b dogrusu a ya paralel olsun ($ekil 274). a nm ay;




Lobachevskl geometrisi 55

ni ybnde b ye paralel oldugunu gisterecegiz. b dogrusu fize-
rinde keyfi bir A noktasindan 2 ya AB dikmesini indirelim

A

Sek. 274

(Sekil 274). a doffrusu b yi kesmediginden a nin B de b ye pa-
ralelligini gostermek yeter. aBA agisi iginde keyfi Be dogrusunu
gizerek ¢ nin b yi keseceffini ispathiyalim, A4 dan ¢ ye AD dik-
mesini ¢izelim. ADB dik figgeninin A48 hipoteniisit AD kenarin-
dan bliylik oldugundan AB dogru pargas: iizerinde AE = 4D ola-
cak sekilde bir £ noktasi mevecuttur. £ den de 4B dogru parga-
sina gF dikmesini ¢gikalim. 3

A noktas: etrafinda DAB acis1 kadar bir donme sonunda
AD doﬁru parcasitAE durumunu alir, DC dogrusu E g {izerine
yatar ve b dogrusu Ah durumunu alir ve a dofrusunu F nokta-
sinda keser, zira b doffrusu a ya paralel bulunmaktadir.

ABF ficgeniyle g dofrusuna Pasch aksiyomunu tatbik eder-
sek g dofrusunun AF yi A4 ile F arasinda bulunan bir G nokta-
sinda kestigi anlagihr; a ve g dofrular1 da AB ye dik oldukla-
rindan kesigmezler.

A noktas) etrafinda birineiye ters olan bir ddnme sonunda
AE dogrusu AD ye, g dogrusu ¢ ye, h dofirusu b ye déniiglir ve
dolayisiyle ¢ ve A min G ortak noktasi dénme ile ¢ ve b nin G*
ortak noktasina donilgfir, diger bir deyimle, ¢ dofrusu b yi C*
noktasinda keser. Teorem bu suretle sabit olur.
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il ' Teorem. Bir iigiincii dofruya aym yiénde paralel olan iki
' dogra ayn: yénde birbirine paraleldirler.

] Ispat. b ve ¢ dogrular1 a ya paralel olsunlar ve a min zit
taraflarinda bulunsunlar (Sekil 275). Buna gire b ve ¢ biribirle-

. T

Sek. 275

rini kesmezler. b ve ¢ nin keyfi B ve C noktalarini BC dogru
pargasiyle birlegtirip BC ile a nin ortak noktasim1 A4 ile gistere-
" lim. b dofrusu a ya paralel oldufundan bBA agis1 igindeki keyfi
1 g dofrusu a y1 bir S noktasinda keser ve kogesinden gegerek

T

—
-

i i it aSC agismin iginde bulunur. Digler taraftan simetriden dolay: a

|' " ey J dofirusu ¢ ye paralel oldugundan g dogrusu ¢ yi keser, veya bu

j LJ = halde b dogrusu ¢ ye paralel olur.

b 3 | Simdi b ve ¢ dogrular1 a dofrusunun ayni tarafinda bulun-
e sunlar (Sekil 276). b ve c dogrular: kesigmezler, zira bir noktada

c c 7
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kesigselerdi bu noktadan ayn1 ydnde a ya paralel iki dogru geg-
mig olurdu. Bu ise imkansizdir. a dogrusu iizerinde keyfi A nok-
tasim alip & ve ¢ dofrularimin herhangi B ve C noktalarim si-
rasiyla ve AC dogru pargalariyle birlegtirelim.

aAB ve aAC acilarinin ortak Aae kenart meveut oldufun-
dan A4 noktasindan her iki ag1 i¢inde bulunan bir g dogrusu ¢iz-
mek miimkiindir. « nin b ve ¢ ye paralel olmasindan g dogrusu
b ve ¢ yi B, ve C; noktalarinda keser. Fikirleri tespit i¢in B,
noktasi A ile C; arasinda olsun. C; den gecen ve ¢C,A agis
iginde alinan keyfi bir A dofrusu ¢ nin a ya paralel olmasindan
a y1 bir D noktasindan keser. AC, D figgeni ile b dogrusuna
Pageh aksiyomunu tatbik edersek h min & yi kestiini buluruz.
Bu ise ¢ nin b ye paralellifini gosterir ve teorem ispatlanmig
olur, L

Bu ve evvelki teoremden ayni ydnde olan paralellifin tran-
zitifligi, bundan da diizlemde biitlin yonlii dofrularin ctimlesi-
nin aralarinda paralel olan dogru siniflarina ayrilacagi netice
¢ikar. Her yOnlii dogru, kendisine paralel olan dogrularin sinifi-
n1 belirler - paralel, yonlii dogrular demeti. Ters ybnde alinan
dogru diger bir demet belirler.

Teorem. Bir iigiinciisiyle esit ic ters agtlar meydana getiren
iki dogru siiperparaleldir.

Ispat. o ve b iigiincii bir AB dogrusiyle egit i¢ ters agilar

) 7
¢

B

iR :
Sek. 277

==
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meydana getiren dofrular olsun ($ekil 277). A8 dogru parg¢asinin
C orta noktasimmdan « ve b dogrularna CD ve CE dikmelerini
indirelim. ADC ve BEC dik ficgenleri, egit hipotenils ve esit
dar agilan oldufundan, biribirine egittir. < ACD= < BCE olur
ve E, C, D noktalar1 bir dogru {izere dilger. Ohalde a ve b dog-
rular1 ayn1 £D dogrusuna dik bulunmakla siiperparalel olurlar (').

Teorem. Her hangi dar bir apida kenarlardan birine dik di-
fFerine paralel olan daima bir dogra mevcattar.

Ispat. aOb dar bir ag: olsun ($ekil 278). Kesigmiyen dik
teoreminden dolayr (66) Oa 1giminin noktalar: iki simifa ayrlir.
Birinei sinif a ya dik ve b yi kesen dofrularm gizildigi M, nok-

M, DR "M @
Sek. 278

talarindan, ikinei sinif ise a ya dik olup & yi kesmiyen dogrula-
rin ¢izildigi M, noktalarindan ibarettir. Birinei sinifa ait biitiin
M, noktalar1 ikinciye ait M, noktalarimin ayn: tarafinda bulu-
nur.

Dedekind kesimi dolayisiyle Oa 1gim iizerinde, OR dogru
parcasi birinei simfin ve Ra 1;1m ikinei simifin noktalarim1 havi
olacak gekilde bir R noktasi meventtur,

a doffrusuna R den gizilen p dikmesi b yi kesmez. Hakika-

') b dofirusn a ym paralel olamaz. Efer b dofirusu a ya paralel
olsaydi, slmetriden dolay:r 1ki ydnde paralel olurdu wve dolayisiyle E
den a ya ancak bir paralel gizilebilirdl.
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ten egger p dikmesi b yi bir K noktasinda kesseydi, b fizerinde
ve K nin Stesinde bir L noktas: alarak ve L den b ye bir dikme
indirerek & yi kesen ve ikinei sinifa ait olan bir dikme elde
ederdik. Bu ise miimkiln degildir.

Simdi gunu ispathyacagz: bOa dar agistmin b kenarint kes-
meyip Oa kenarina dik olan birinci p dofrusu b kenarina paraleldir.

ORp ags1 iginde Rc dogrusunu gizelim. Re nin Ob yi kese-
cefiini gostereceffiz. Re fizerindeki keyfi bir C noktasindan a ya
CD dikmesi ¢izerek CD dik dofrusunun D ayagimin OR dofiru
pargasina ait oldugunu ve dolayisiyle CD nin OB yi bir B nok-
tasinda kestigini gsterecegiz. Pasch aksiyomunun ODB fliggeni
ve ¢ doffrusuna tatbikiyle ¢ nin b yi kestifi neticesi elde edilir
ve teorem sabit olur.

Bundan su netice elde olunur: Lobachevski geometrisinde
her dar aOb agist, R noktasinda OR ge gizilen dikme difer kenara
paralel olacak gekilde, bir tiirlii olarak bir OR dogru pargas: belir-
ler. Kargit olarak, her OR dofru pargasina birtek ROb agist teka-
biil eder, o saretle ki OR ile birlikie bu agiyn tesgkil eden Ob dog-
rusu R den OR ge gizilen dikmeye paralel bulunur.

Bu agiy1 bulmak i¢in sadece OR dofiru pargasmin O uc nok-
tasindan p ye, R uc noktasindan OR dofru par¢asina gizilen dik-
meye b paralelini gizmek yeter.

OR dogru parcasinin Olgilstinii x ile, bOR agisininkini de x
ile gbsterirsek = min x in bir fonksiyonu olduffunu gbriiriiz.

Lobachevski bu fonksiyonu
a==(x)
geklinde yazmaktadir.

% agisma A ve a min paralellik agist denir (Sekil 279), = (x)
fonksiyonuna Lobachevski fonksiyonu denilmektedir.

S
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A noktasmin e dofrusuna olan x uzakhif: bliylidiik¢e para-
lellik agien daima kiigfilfir :

n(x) >0

X =20

e
a
Sekil 279

Ispat i¢in RA, =x, ve RA,=x, yazip (Sekil 280) », < x,

A,
&
0’, b
X,
A7 =)
Xy
% =

Sek. 280

oldugunu kabul edelim, Bu takdirde 2z,==a(x,) ve a,==(x,)
buluruz. 4, noktasindan A,R ile =, agisin1 tegkil eden ¢ dogru-
supu gizerek bu ¢ dogrusu evvelki bir teoremden dolay: b, dog-
rusuna siiperparalel olur ve dolayisiyle b, dogrusu A4,R ile =, den
kiigiik olan bir =, acis1 tegkil eder.

Ohalde x, < x, halinde = (x;) < n(x,) egitsizligi mevcuttur.
Lobachevski fonksiyonu azalan bir fonksiyondar. |

Keyfi olarak kii¢iik ¢ agisina mukabil = (x)=¢ olacak ge- |
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kilde bir x bulunabildiginden x>0 igin = (x) in sifira gittiZi ne-
ticesi cikar.

Gayri euklidiyen geometride dogru pargalariyle agilar ara-
sindaki mutlak baglhlik ile ilgili olarak Lobachevski, «Geometri-
nin Prensipleri», 1829 adli eserinde gdyle demektedir:

«Aciklamig oldufumuz paraleller teorisi doffrularla agilarin
baghihgin1 gostermekte olup bu baglilifin tabiatta varhifin hig
bir kimse ispat edecek veya ¢iirittecek durumda degildir. Her
nasilsa astronomik gézlemler, Olgebildigimiz biittin dogrularin
hatta yildizlar arasindaki uzakhklarin teorideki birim dogruya
kiyasla, c¢izgisel diizlem trigonometride gimdiye kadar kullanilan
denklemlerin hatta hissedilmiyecek derecede dogrulugu ile, kfi-
¢lik olduguna bizi inandirmaktadir». Lobachevski sonra, fepe
noktalar yildiz olan astronomik {iggenlerin agilarinin dlgme ne-
ticelerini kiyas edip giyle devam etmektedir:

«Bunu gordiikten sonra artik dogrularin Blgiisiiniin agilara
baglh oldugu kabuliinde israr etmek milmkiin degildir (bu kabu-
lii birgok geometriciler ispat1 gerekmiyen mutlak gercek olarak
gbrmek istemiglerdi). Bu kabuliin gbriinen kdinatin sinirlari Ste-
sine gittigimiz giin yanhsg oldugu anlasilacaktir.»

Stiperparalellik bagintisinin simetri 6zeligi kolaylikla elde
edilir.

Teorem. Bir dogru ikinci bir dofruya siiperparalelse ikinci
dogru da birinciye siiperparaleldir.

ll'Put: a dogrusu b dogrusuna siiperparalel olsun. b nin a
ya paralel oldugu kabul edildiginde a nin b ye paralellifi cikar.
Bu ise dogru olmadifindan teorem ispatlanmig olur.

Bununla beraber siiperparalellik tranzitiflik Ozeligini haiz
degildir,

- . ) . il
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Teorem. Siperparalel iki dogrunun bir ve ancak bir ortak
dikmesi vardir.

fspat. a ve b dogrular: siiperparalel olsunlar (Sekil 281). a

h
b, b

' S

2 /’p X
"' i
24
Po oy ) (RN P,
Sek. 281

dogirusu fizerinde bir A noktasi alarak A dan b dogrusuna ters
yonde p, ve p, paralel dogrularini gizelim [29].

b adp,, ve a;Ap, agilarindan biri muhakkak dardir. Dar agl

' aAp, == olsun. Ayrica =(4P)==z olacak gekilde AP, dofiru L
pargasini alalim. Bu takdirde a ya P, noktasindaki ¢, dikmesi
p, dogrusuna ve dolayisiyle verilen ytnde b, dogrusuna da [pa-
ralel olur. P, den b ye bb ybniinde s paralel dofrusunu ¢izelim.
sP,a=f age1 dardir ve dolayisiyle f==a(P,P,) olacak gekilde
PP, dogru pargas:1 bulunabilir.

a dogrusuna P, de dik olan ¢, dogrusu s dogrusuna paralel
oldugundan 5,5 ydniinde b ye de paraleldir.

Ohalde, siiperparalel dogrulardan birinde, « lizerinde, a ya
dik b ye paralel dogrularin ¢izilebildigi P, ve P, noktalari mev-
cut olur. Bu dogrulardan biri bb,, digeri ise b,b ydniindedir. P, P,
dofru parcasinin orta P noktasini alarak P den a ya h dikmesi-
ni gizelim. a dogrusu, g, ve ¢, dikmeleri ve b den ibaret geklin
h dogrusuna gire simetrik olugundan h nin b yi dik a¢1 altinda
kesecegi neticesine varilir. ; l
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Iki dogrunun ortak iki dikmesi olamaz, zira, oldugu takdir-

de dort agis1 da dik olan bir ddrtgen mevent olmug olur; bu ise
imkéansizdir.

Teorem. Paralel iki dogru paralellik yéniinde sonsuz olarak
yakinsar, zit yénde ise sonsuz olarak traksar.

Ispat. a ve b paralel iki dogru olsun (Sekil 282). b dogru-
sunun A ve A, noktalarindan a dogrusuna AB ve A,B, dik dog-
rularini gizerek B ve B, acilar1 dik A==z agis1 dar ve B=/}

A

Sek. 282
acgis1 genig olan BB, A, A dortgenini elde eder ve

AB, < AB
bularuz.

Aym tarzda 4,8, < A,B, oldugundan bir paralelin noktala-
rinin digerine uzakhfmin paralellik yéniinde azaldify, ters yon-
de ise artti1 gtsterilmis olur.

Simdi paralellerin sonsuz olarak veya aligilmig dille sdyle-
nirse asimetrik olarak yakimsadifini gosterecegiz.

Keyfi derecede kiigiik bir & dogru pargasimi alalim. b dogru-
sunun A4 noktasindan (Sekil 283) b ye paralel a dogrusuna AB
dikmesini indirelim. AB, & dan kii¢glik veya buna egitse teorem
ispatlanmig olur. Oyle ise AB >¢ olsun. BA iizerinde BE=¢
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dogeu parcasini alahm ve £ den a ya ters ydnlerde ¢, ve ¢, pa-
ralellerini ¢izelim. ¢, dogrusu EB dogru parcasiyle dar x agisi,
¢ ise EA 1smiyle genis f acisimi tegkil eder,

g
B'8" a

Sek. 283

Ohalde ¢, dogrusu ¢,EA =§ agis1 iginde bulunur,

¢, dogrusu & ye paralel oldufundan ¢, dofrusu b yi bir M
noktasinda keser. M den a ya Ma dikmesini indirirsek, M den
a ya paralel olarak gizilmig b ve ¢, dogrularinin NM ye gire
simetrigi olan E’B” dofiru parcas: b nin E” poktasinin b ye para-
lel a dofrusuna uzakhiffim verir ve #’a egit olur. E’B” uzakligh
(Sekil 283) ¢ dan kiigliktlr ve iddia sabit olur. '

Paralel dogrularin diger yonde sonsuz olarak luku.malaﬁ
da aym sgekilde ispatlanabilir.

Teorem. Siiperparalel iki dogru ortak dikmelerinden itibaren
iki yone dogra sonsuz olarak waksar.

Ispat. Herbangi a ve b siiperparalel dogrularin ortak bir
PQ dikmesi mevcuttur (Sekil 284). b dogrusu fizerindeki keyfi
bir A noktasindan eya AB dikmesini indirelim. PBAQ dbrtge-
ninde P, B ve®Q agilar dik oldufundan A acisi dardir ve dola-
yisiyle AB > PQ esitsizlifii mevcuttur. Bunun gibi, QA igm
fizerinde Q4 min disindaki bir A, noktasindan A,B, dikmesini
indirerek 4,8, > AB elde ederiz.

Snll e Y R e eI L
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Ohalde siiperparalel dofrulardan birincinin noktalarinin
digerine uzakhklari ortak dikmeden itibaren iki yonde biiyllmek-
tedir,

P B 8 0
Sek. 284

Sﬁp?rparalel iki dogranun PQ ortak dikmesi bun iki dogra
arasindaki en kisa azakliktir.

P noktasindan b dofrusuna ¢ paralelini ¢izelim. Pasch ak-
siyomunun tatbikiyle ¢ dogrusunun Qb 1ginina ait noktalardan
a ya ¢izilen biittin AB dikmelerini kestifi bulunur. Ohale 4B >
MB dir. Halbuki MB dar cPa acisinin Pc kenarinin M noktasin-
dan ¢izilen dikme olmakla, M noktasi1 a¢inin ¢ kenari iizerinde
sonsuz olarak P tepe noktalarindan itibarcn uzaklagtikea, son-
suz olarak artar. Bu da 4 nin Q den artan uzakhg: ile beraber
AB nin de sonsuz olarak artacagini ifade eder ve teorem sabit
olur,

Lobachevski dilinde paralel ve siiperparalel dogrularin izafi
durumlary yakinsagan ve iraksayan olarak ifade olunur,

68. Alan Slgme kavram.
Dogru parcalarni dlgme teorileri, Euklid ve Lobachevski ge-
ometrilerinde biribirinin aynidir.

Lobachevski geometrisindeki alan &lgme sistemi Euklid geo-
metrisindekine benzer bir tarzda icra edilir. Basit ¢okgenlerin
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egbilegim ve tamamlama ile egdegerlilik kavramlarn tipkn Euklid
geometrisinde oldufu gibi Lobachevski geometrisine ithal olunur,
Biitiin teoremler yalmiz biri hari¢ aynen ecaridir: Bir ficzene, ta-
baniyle yiiksekligin carpimiyle orantili bir say: degil — Loba-
chevski geometrisinde bu ¢arpim {iggenin kenarinin se¢iminden
bagimsiz bulunmamaktadir — iicgenin noksanlig: ile orantil:

A=k in—A—B—C)

sagis: tekabiil etmektedir. Burada k* orant: katsayisi, 4, B, C
tiggen agilari, = ise iki dik agqiy1 ifade etmektedir. 4 sayis1 bu
takdirde tiggenin alanini vermektedir.

Lobachevski geometrisindeki ﬂcge:; alaninin ifadesi kiiresel
figgenin alan ifadesini (65) hatirlatmaktadir ve bu bir tesadiiften
ibaret degildir. Basit c¢okgenlerin alan &lgme sistemini kisaca
gbzden gegirelim.

1. Her ii¢gene, ficgenin alani diyecegimiz
A=k (z—A—B—C)
pozitif sayisimi tekabiil ettirelim.

2. Yonlil iiggenleri inceliyerek (58) asagidaki teoremi ispat-
layalim :

Yénlii bir iiggenin diizleminde keyfi bir O fepe noktast segilse
ve verilen iicgenin fepe nokialarina birlestirilse, verilen iiggenle ay-
nt yénde olan iicgenlerin alanlariman toplam: ile ters yénlii olanla-
rin alanlarinin toplam: arasindaki fark werilen iiggenin alanina egit
olar.

Biitiin miimkiin halleri bir tarafa birakarak sadece O nok-
tasinin verilen iiggenin diginda ve acilardan birinin i¢inde olma
halini ele alalim ($ekil 285). Bu hali daha basitine icra etmeden
biitlin hesaplarn icra edelim. Sekildeki harfleri kullanarak pozitif
yonlii liggenler igin
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GEOMETRININ AKSIYOMATIEK YAPISI

Boliim XII. geometrik aksiyomlarin tam
listesini ve aksiyomatik usuliin esas fikrini ay-
dinlatici misaller vermektedir. Siireklilik aksi-
yomlarinin ayni oldufu elde edilmekte ve hare-
ket aksiyomu ithal edilmektedir.

69. Geometrinin esas nesneleri. Nesneler
arasindaki esas bagintilar.

Geometriyi akeiyomatik olarak gelistirirken bazi temel kav-
sram larl ve bu kavramlar arasindaki esas bagintilar’1 seceriz. Bun-
lardan her ikisi tarifsiz ve izahsiz birakilir. Temel kavramlarin
ve bunlar arasindaki bagmtilarin tarifi dolayll olarak aksiyom-
larla ifade edilir. Bu suretle meydana gelen soyut geometri, mah-
telif neviden nesne ciimlelerine tatbik edilebilir.

Ozelden ve somuttan temel kavramlarla bunlar arasindaki
bagintilara gegmek suretiyle soyutlama yaparken, geometri, uzay
gekillerin tabi oldugu kanunlart ve intizami muhafaza ederek
‘geligir. Hatta miiteakip soyutlagtirma igleminde geometri incele-
digi nesnelerin 6zel geklinden de siyrilir ve bu gekileiligin sinir-
larinl yirtarak tabiati daha derinden ve tam olarak aksettirme

imkénma kavugur. |

Madde, tabiat kanunu, kigmet ve benzeri soyutlagtirmalar,
tek kelime ile biitiin ilmi (Dofru, ciddi, sagma olmiyan) soyut-
lagtirmalar tabiat: daha derinden, daha hakiki, daha fam olarak
aksettirirler. Tabiatin somut gozleminden soyut diigiinceye ve
buradan tatbikata objektif realitenin taninmasinin, hakikatin kav-
ranmasmin diyalektik yolu budur.
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Somut geometrinin mahiyetini daha iyi aydinlatmak igin
geometri ile gramer arasindaki gu mukayeseye isaret edebiliriz.

«Giramerin milmeyyiz vasfi kelimelerin (0zel birka¢ kelime-
nin degil, genel olarak kelimelerin) deffisme kaideleriyle cfimle
tegkili kaidelerini [(yine Gzel olarak somut climleler defil, somut
bir dzneyi, somut bir yiiklem v.s. olan degil) herhangi bir clim-
ienin somut gekline bakmaksizin genel olarak biitiin cilimleler]
vermesidir. Bbylece kelime ve ciimle bakimindan Ozel ve somut-
tan kendigini soyutlaglirarak gramer, kelimelerin degigmelerine
ve bunlarin ciimle haline getirilmelerine esas tegkil eden hassa-
lar1 alir ve bu hassalar1 gramer kaideleri ve gramer kanunlar
haline getirir, Gramer, insan diigiincesinin ezeli bir soyutlagtir-
ma gayretinin bir uveticesidir ve bu diiglincenin muazzam bagari-
sin1 gisterir. :

«Bu bakimdan gramer tzel, somut nesnelerden soyutlama
yoliyle kendi kanunlarini yaratan, nesnelere hi¢bir tzeligi olmi-
van varliklar olarak bakan ve bunlar arasindaki bagintilar: tarif
ederken bu bagmntilarin belli nesneler arasinda belli bagintilar
olmasini gart kosmayip bunlari varhiklar arasinda higbir somut
anlami olmayan genel bafintilar olarak alan geometriye benzer».

Geometri ilminin yapisin1 doffru olarak anlhyabilmek igin
geometrinin  «insan diiglincesinin devamli soyut ¢aligmasinin bir
neticesi oldugu» nu ve «insanin hayattaki faaliyetinde, kargisin-
da somut diinya bulundugunu, buna bagh oldugunu, faaliyetini
bununla belirledigi» ni hatirlamahdir.

Geometrinin aksiyomlari bizatihi, mantik aksiyomlar1 gibi,
insanin pratik faaliyetinin neticeleridir.

«,.. Insann pratik faaliyeti; beger guurunu, mantik gekillerini
aksiyom haline getirinceye kadar milyonlarea gegit degigik gekil-
de ifade etmisti...», «gayretleriyle insan, fikirlerinin, kavramlari-
nin, bilgisinin, ilminin objektif saglamhfini gistermeye muk-
tedirdir.»
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Aksiyomatik metod ve soyut geometrinin muhtelif neviden
nesnelere tatbiki etiid edilirken biitiin aksiyomlarin safilanmasi-
nin beklendigi hatirdan ¢ikarilmamahdir. Aksiyomlardan gikari-
lan neticeler — elde edilen teoremler — kendiliginden saglanir.
Aksiyomatik olarak kurulan geometrinin pratikte kullanilmasin-
da her durumda aksiyomlarin saflanip saglanmadiffi ve ne dere-
ce saglandigh aragtinlmahdir.

Burada (bazm defisikliklerle) kabul ettigimiz Hilbert'in aksi-
yom sisteminde fi¢ nesne climlesi esas olarak alinmigtir.

Birinci ciimleye ait nesneler nokfa lar olup A4, B, C, ...
harfleriyle, ikinei climleninkiler dogra lar olup a, b, ¢, ... ile ve
iigiineii climleye ait olanlar diizlem ler olup =z, f, y, ... ile gts-
terilir. ?

Bu esas nesneler arasinda iizerinde olma, arasinda olma, es
olma veya egit olma, ifadeleriyle isimlendirilen belirli bagintilar
kurulur.

Bu baghntilarin sahih ve matematik maksadi tam izahi ge-
ometrinin aksiyomlar: ile yapihir.

Buna gtre nokta, dogru ve diizlemler Hilbert'in aksi-
yom sisteminde kendi kendilerine yeterdirler ve differ nes-
neler cinsinden tarif edilmemiglerdir.

Meseld, diizlemin, buna ait noktalarin ciimlesi olmasi
gerekli degildir. Bu gtrils noktasindan gekil deyimi nokta-
larin, dogrularin ve diizlem lerin climlesini ifade edebilir.

‘Esas nesnelerle bunlarin esas bafintilar1 tarif, izah
ve tavsif edilmezler. Bununla beraber bu nesneleri (cinsi
ve ait oldugu bilgi kolu ne olursa olsun) ve Ozeliklerini
bunlarla ilgili aksiyomlar saflanacak kadar bilmek yeter.

Ayni geometrik sistem, bagka esas nesne ve bagka
bagintilarla ilgili bagka aksiyomatik sistemlerle de gelisti-
rilebilir.
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|
)
| " '
il Hilbert'in aksiyom sisteminde beg gurupa ayrilan yirmi ak-
TI siyom meveuttar, *

i

1 Lobachevski geometrisi, matematikte ve zel olarak geomet-
- ride usuliin geligmesinde kesin bir etki yaratmistir,

Ly 70. Birinei gurup aksiyomlar :

- i j

F BRI ligi (ait olma) aksiyomlar:

h | Esas bafinti gudur: iizerinde olmak veya ait olmak.

A 2% ]

| Bl li. A ve B gibi herhangi iki nokta verildiginde, bu A ve B
fy i 4! I noktalarinin ikisine de ait olan bir a dogrusu vardir.

.
s i~
-

I;. A ve B gibi herhangi iki nokta verildiginde, bu A ve B
noktalarimn ikisine de ait olan birden fazla dogru yoktur.

Ait olma terimi yerine diger ifadeler de kullanilabilir. Me-
seld, a dofirusu A ve B noktalarinin ikisine de aittir yerine a dog-
rusu A ve B noktalarindan geger veya a dofrusu A ve B nokta-
larin: birlestirir, ve A noktasi a ya aittir yerine de ‘4 noktas) a
iizerindedir veya A noktasi a nin bir noktasidir, v.s. diyebiliriz.

>
i =i A

1
%
=

ls. Bir dogrua fizerinde en az iki nokta vardir. Bir dogru iize-
rinde balunmiyan en az iig nokta vardir.

$Y e
i — gt

VRS I. Agnt dogra iizerinde bulunmigan A, B, C gibi herhangi

o ‘|| il 3 ii¢ nokta verildiginde bu A, B, C ,noktalarinin hepsine ait en agag
A ‘q‘* i ) bir « diizlemi vardir. Her hangi bir diizlemde, buna ait daima bir
: _:?.'“1.5:: nokta mevcattur,
; g

, ;. Aym dofra iizerinde balunmiyan A, B, C gibi her hangi
iy ii¢ nokta wverildiginde bu noktalarin hepsine ait olan birden fazla
[ diizlem yoktar.

I.. Bir a dogrusunan A ve B gibi iki noktast = dizlemind=
ise, a dofrusunun her noktas: x diizlemindedir.
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‘ Modelimizde her adi dogru ¢iftine bunlar {izerinde bulunamiyan
adi nokta tekabiil ettirilmigtir.
' Simdi, bir «dogru» nun, buna tekabiil eden «nokta» ya «ait
. oldugu» nu diigiinecegiz. .
' Misalimizde 1, , aksiyomlarinin saglandigini goriirsek de
) ne esas elemanlarin bildigimiz temsili, ne de «ait olma» baginti-
H sinin bildigimiz anlam1 meveuttur,

! L a «dogrur sunun C ve D «nokta» larmdan «gectifi» ni; C ve
| D «nokta» larinin a «dofgru» su «fizerinde bulundugu» nu; a ve b
1l = «dogru» larinin D «nokta» sinda «kesigtikleri» ni, v.s. sbyliye-
! cefiiz.

il Bundan sonra, bir modelin tegkilini tarif ederken caize iga-
retlerinden sarfi nazar edecefiz. '

Ikinei bir misal alalim. x, y reel sayilarinin (x, y) sirali ¢ifti

i birinci climlenin elemani olsun. Bu climlenin elemanlar: nokfa-

l i | " lardan ibarettir. Ilk ikisi ayn1 zamanda sifir olamayan u, v, w

i reel sayilarinin biitin (z:v:w) oranlarimin climlesi ikinei ciim-

g i lenin elemanlarinin ciimlesi olsun. Bu ciimlenin elemanlar: da

dogru lardan ibarettir.

' 0§ (x, y) noktasina,
| if ax +og+w=0

cari oldugunda, (u: v: w) dogrusuna «aittir» diyecegfiz. Meseld,
(1,8) noktas: (2: —1:1) dogrusu iizerindedir.

s

I > E':? i Bu modelde I, , aksiyomlarindan herbiri saglanmaktadir.

. b Birinei model (Sekil 286) drnek bir misal tegkil etmek fize-

1 re ithal edilmigtir. lkincisinin — sayisal model — daha fazla il-
mi ve pratik énemi vardir, bunda I-V diizlemsel gurup aksiyom-
lar: saglanmaktadir; bunun igin de tabii «aiainda olmak» ve
«egit» terimlerinin wygun olarak tarifi gerekir,
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yen bir dogru ise, a dogrusu AB dogru pargasimin noktalarinin
birinden gectigi takdirde ya AC dogra pargasinin veya BC dogru
pargastnin noktalarinin birinden geger.

Agafidakiler teoremlerin aksiyomlar yardimiyle ciddi ispat
darina dair misalleri tegkil eder [15].

Teorem. AC dogrusu iizerinde A ve C gibi iki nokta veril-
diginde A ve C arasinda bulunan en agagr bir D noktas: mevcuttur.

Ispat. 1, aksiyomundan dolay: AC dofirusunun diginda bir
£ noktas meveuttur (§ekil 289). II, aksiyomu dolayisiyle de AE
dofrusu fizerinde, £ noktas: 4 ile F arasinda olacak gekilde bir
4 noktas: vardir. Yine I, dolayisiyle FC dofirusu fizerinde FC

Sek. 289

dofiru pargasina alt G noktas: vardir, £G dogrusunun 4, F veya
C noktalarimin hig birinden gegmedigi gosterilebilir. Ohalde I,
aksiyomundan, £G dogrusunun AC dogru parcasim D noktasin-
da keseceffi neticesi elde olunur. :

Teorem. Agn: dogru iizerinde alinan A, B, C noktalarindan
biri daima difer ikisi aresinda bulunur.

Ispat. A nin B ile C arasinda ve C nin de A ile B ara-
sinda olmadigim farz edelim. AC fizerinde bulunmiyan D nokta-
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sint 8 ye birlegtirelim ve — II, aksiyomuna gére — [ noktas:
B ve G araginda olmak iizere bu dogru {izerinde bir G noktast
alalim (Sekil 290). BCG iiggeniyle AD dogrusuna II, aksiyomu-

G

Sek. 290

nu tatbik ederek AD ve CG dogrularinin C ve G arasinda olan
bir E noktasinda kesigtiklerini, CD ve AG dogrularinin da 4 ve
G arasinda bir F noktasinda kesigtiklerini buluruz. AEG fticge-
niyle CF dojrusuna II, aksiyomunun tatbikiyle D nin 4 ile £
arasinda oldugu bulunur, Aym aksiyomun AEC iiggeniyle BG
dogrusina tatbikiyle B nin A ve C arasinda oldugu neticesi elde
edilir.

1,4 ve II, , guruplarinin biitiin aksiyomlari, meseld, aga-

gidaki modele uygulanabilir. Nokéa diyecegimiz elemanlarin climlesi
belirli bir kiirenin i¢ noktalarmin ciimlesi olsun (Sekil 291). Kii-

-
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ly renin lizerindeki ve digindaki noktalar: birinei kategoriye dahil
' etmiyelim. Dogru climlesi kiirenin biitiin kiriglerinin eclimlesi
olarak alinsin. Diizlemler de, gemberleri verilen kilre lizerinde
olan kiire icindeki agik diskler olsun. Aif olmak ve arasinda kav-
ramlar1 bildifiniz anlamlar: haiz olsunlar.

i Bu modelde gurup 1 ve Il nin biitiin aksiyomlarinin cari

1 oldugu kolayhkla saglanabilir. Bunu, okuyucu, mezkir modelin

bu aksiyomlarin her birini sagladifini gostermek suretiyle ispat- ]
lamalidir.

J ( 72. Ugiineli gurup aksiyomlar:
Eglik aksiyomlan.

.'] 1 Bu aksiyomlar «eglik» kavramiyle (') ilgili olup hareket kav-
ramin tarife yararlar (29,34).

i
i III,. A ve B bir a dofrasu iizerinde iki nokta, A’ de aym
: t' dogru veya diger bir o dogrusu iizerinde bulunan bir nokta ise, o’
Ay l . ' dogrusu iizerinde ve A" niin verilen bir tarafinda (*), AB dogru
‘ pargast A’B’ dogru parcasina es olacak, diger bir deyimle, esit bu-
:

(') «Eglikr kelimesi daha evvel de «congruence» anlaminda alin-

migti.
i ) A, 8, €, D ayni I dogrusu Qzerinde herhangi ddrt noktay:
it gostersin, A noktas: B ile C nin arasinda olmadif: takdirde (B, C) nok-
- ‘. ll.i ta giftine, A nin ayo: tarafindadir deriz. Pasch aksiyomunu kullanarak
- e r ; asagidakileri Ispathyabiliriz: 1. (8. C) ve (C, D) mokta ciftlerinden her
FL !. biri A nin aym tarafinda ise (B, D) nokta ¢iftl de A min ayni tarafin-

dadir; 2. (B, C) nokta ¢ifti A nin aym larafinda degilse ya (C, D) veya
| (8, D) nokta ¢iftl A nin ayn: tarafinda olur. 1) ve 2) yi ve aym za-
1 {l manda I1; aksiyomunu kullanarak [ nin A dan farkli noktalarinin; her
'E II il hangl Iki noktanin aym: simifa alt olmasi igin bu noktalarin A nin ay-
, L] | ni tarafinda olma gerek ve yeter gart: carl olacak sekilde; aymk (ki

: 1| sinifa aymldiini godstereblliriz. Bu siniflardan herbirine (A dahil A dan
) gegen 1gin ad1 verillr. Isin Gzerindeki A4 dan farklh noktalara da A am
LI aynt tarafinda bulunwr denir.
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lunacak sekilde a’aimfz bir B’ noktas: bulunabilir. AB dofiru parga-
simin A’B” dogru parcasina olan esliffi

AB=A'B'
semboliyle gbsterilir.

1l,. A’B’ ve A"B" dogru pargalar: aym: AB dogru pargasina
es iseler, A'B’ dogru pargast A"B" dogru par¢asina es olur; diger
bir degimle, iki dogru parcast bir iiciinciisiine eg ise biribirine es
olarlar.

IIly. AB ve BC bir a dogrusunun ortak noktalar: olmigan iki
dogru pargasi, A’B" ve B’C’ de aynt veya diger bir o’ dofrusunun
yine ortak noktalar: olmigan iki dogru pargast ise (Sekil 2186),

AB=A'B’ ve BC=BC"
oldugn takdirde
AC=A4C’

olur.

Evvelee 111, ., aksiyomlarini kallanmigtik (53).

Tarif. =« keyfi bir diizlem, h ve k bu diizlemde ayn1 O nok-
tasindan gegen ve farkh iki dofruya ait olan isinlar olsun. h ve
k 1gmlarinin bdyle bir sistemine a¢: deyip bunu < (h, k) veya
< (k, h) olarak gbsterecegiz. h, k 1ginlarina acimin kenar lar1 ve
O noktasina tepe noktas: denir.

higin h do¥rusuna, k 1gim1 da k dogrusuna ait olsun. O
noktas: ile birlikte A ve k 1ginlari # diizleminin geri kalan nok-
talarim iki bolgeye ayirir: Bolgelerden biri k kenarimin h tara-
fiyle (') h kenarimin k tarafina ait noktalardan ibaret olup bu

&) a verilen herhangi dogru A, B, C de | tizerinde olmiyan nok-
talar olsun. (4, B) ¢iftine, AB dogru parcasi [ yi kesmedigl takdirde,
1 nin aynmi tarafindadir denir. Pasch aksiyomunu kullanarak sunlar: is

Y AN SER (- S — R—
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1I;. ABC wve A" B* C* gibi iki iiggende

AB=A'B’, AC=A'C’, <BAC=<PB'AC

eglikleri mevcutsa,
< ABC=< A'B’C’

esliffi cari olur.

Verilen iiggenlerin tepe noktalan igin kullandifimiz harfle-
ri uygun olarak degigtirerek, Ill; aksiyomunun gartlar: baki kal-
difn takdirde daima iki eglik meveut olur.

<ABC=< A'B'C’ ve < ACB=< AC'B’
Ohalde Hilbert, iiggenlerin egitlifinin birinci kriteri ad: ile
bilinen iddianin bir kismini aksiyom olarak almaktadir.

I, I—y, III,—; aksiyomlari hem Euklid Mlﬁlin :
bildigimiz lise modelinde hem de - Lobachevski geometrisinde L3
nokta, dofru, diizlem ve iizerinde olma, arasinda, ey dofru par- B
¢alart olma, es agilar olma bagmtilarinda cari bulunmaktadir,

Vi

Sek. 292

Bagka bir misal olarak, bir kilrenin i¢ noktalarindan kuru-

lan modelde (71) eglik kavramim ithal edelim. UV dogrusunun
($ekil 292) her A4, B nokta ¢iftine

UB , UA
e (AB) =k log (Fp.zp

et d PO = N e L
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gartiyle B noktasi I/ noktasina yaklagtifinda ¢ (48) uzunlugu son-
suza gider.

Bu modele agilarin egligi de ithal edilebilecek birinei iig
gurupun biitlin aksiyomlarinin cari kalaca@ saglanabilir. Model
inga efme fikri yalniz sirf ilim problemlerinde degil ayni zaman-
da teknoloji problemlerinde de biiyiik rol oynar. Gayri Euklidi-
yen geometri ile geometrinin temellerinin etiidii bu fikri en iyi
gekilde teyid eder. -

73. Dérdiincii gurup aksiyomlar :
Paralellere dair aksiyomlar

Daha evvel paralellere dair olan aksiyom sorusunu etrafls
it olarak incelemigtik. Paralellik aksiyomu olarak ya Euklidiyen
| geometrigi veren Euklid aksiyomunu (veya buna denk olan) veya-

hut Lobachevski geometrisini veren Lobachevski aksiyomunu ala-
biliriz. Bu iki geometriye ait aksiyom ctimleleri arasindaki yega-
ne fark paralel aksiyomlarindan ileri gelmelktedir.

Konuyu tamamlamak igin herbirinin ifadesini bir defa daha
verelim.?

IV. (Euklid aksiyomu) a herhangi bir dogru, A da a dogrusu-~
na ait olmagan bir nokta ise, a dogrusiyle A noktastnin belirledigi
diizlemde A dan gegen ve a j1 kesmiyen birden fazla dogru yoktur.

Simdiye kadar vermig oldugunuz ddrt gurup aksiyoma sii-
reklilige ait V-gurup aksiyomlarim eklersek ciimlesinin tamami-
n1 elde etmig oluruz.

Lobachevski geometrisinde I, II;—y, Ill,—; ve V,—, aynen
baki kalmakta olup Euklid’in aksiyom 1V ii yerine Lobacehevski’
nin aksiyom IV*1 alinmaktadir.

IV.* (Lobachevski aksiyomu) a herhangi - bir dogru, A da bu

dogru iizerinde bulunmagan bir nokta ise, a dogrusigle A noktasi-

OSSR i
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nin belirledigi diizlem iizerinde A noktasindan gecip a dogrusunu
kesmiyen en agagt iki dogru vardir.

| ﬂx_‘. I, —;, IV* ve V,_, aksiyomlarinin hepsinin ca-
ri oldugu birden fazla model inga edilebilir.

Bir kiirenin ig noktalarindan tegkil edilmig modelde I, IT, IT1
ve V aksiyom guruplariyle birlikte Lobachevski aksiyomu cari
bulunmaktadir.

Sekil 293 de a dogrusiyle A noktasinin belirledigi bir diiz-
lem verilmigtir. b dogrusu a ya bir yonde &" dogrusu da diger
yonde paraleldir ve ¢ ise a ya siiperparaleldir.

Bu diizlemsel modelde Lobachevski diizlemindeki dogrularin
izafi durumlarini sezgiye dayanarak gdrmek gil¢ ' degildir, Bu
model Lobachevski diizleminin bir tasviri olarak ilk defa Italyan
matematik¢isi Beltrami tarafindan incelenmigtir.

Sek. 203

Lobachevski geometrisinin uzaysal modelinden (Sekil 291)
dogru, diizlem ve dofru ile diizlemlerin izafi durumlarini kavra-
mak da gilg degildir. Lobachevski geometrisi Euklid nesnelerin-
den tegkil edildiginden Lobachevski anlaminda a¢1 ve dofru par-
galar1 oldugu hatirda tutulmahdir. Bununla beraber, Loba-
cheveki geometrisinde dofru parcalar: ve acilarin 8leiisii genel
olarak Euklid anlamindaki dlgii ile ayni degildir. Euklid anla-
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minda egit olan iki dogru par¢asi Lobachevski anlaminda genel
olarak egit olmazlar.

74. Besinci gurup aksiyomlar :
Siireklilik aksiyomlar:.

Stireklilik aksiyomlar1 gérdiigiinliz veghile gunlardir:

V.. (Olgme aksiyomu, veya Arsimed aksiyomu) AB ve CD
herhangi iki dogru parcas: ise, AB dograsu iizerinde AA,, A, A
A, Agy ooy Ap—y A, dogru parcalarindan herbiri CD ye egit olmak
ve B noktas: A, ile A, arasinda bulunmak iizere sonlusagida A,,
Agy Agyr+y An noktalar: alinabilir (Sekil 219).

V. (Cantor aksiyomua) A, B,, A,B,, AyB,,... bir a dogrusu
iizerinde sonsuz bir kapalt dofru parcalar: dizisi olsa ve bunun ar-
digtk her A, Bn+, terimi bir evvelki A, B, teriminin i‘phnig bu-
lunsa (Sekil 221) wve ayrica biitiin terimlerin icinde bulunan hic bir
dogru pargast mevcul bulunmasa, dizinin biitiin terimlerinde ortak
olan bir ve ancak bir X noktas: mewvcuttar.

Bu aksiyomun geometrinin bunyesindekl rolii evvelki boliim-
lerde agiklanmigt: (54,67). Hilbert’in sisteminde Cantor aksiyomu
V, numarasiyle tamamlzk aksigomu (') olarak griilmektedir.

Hilbert «Geometrinin temelleri» nde 8zel olarak siireklilik
aksiyomlarin ve dolayisiyle Argimed aksiyomunu kullanmadan
elde edilebilecek biitiin neticelerin miimkiin mertebe tam olarak

incelenmesi {izerinde durmustur. Hilbert, ¢aligmalarinin birin.

de Lobachevski geometrisinin, sireklilik aksiyomunu kullanmak-

gizin sirf dizlemle ilgili aksiyomlardan ibaret temel dzerine ku-
rulabilecegiini gostermektedir. Meseld, Hilbert dar bir agmin bir
kenarina dik olup diger kenarim kesmiyen dogrunun varhigna

() «axiom of completeness» kargihijn olarak alimmighr.

Tk i UNISENE RSN A e .
e s e 7 25 e et b o 0 =
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ait teoremin V-gurnp aksiyomlarmna dayanmayan bir ispatins
vermigtir. Differ taraftan 66 da verilen ispatlar siireklilik aksi-
yomlarma dayanmaktadar.

«(ieometrinin temelleri» adli eserin hedefi geometrinin aksi-
gom larim tertip etmek ve aralarmdaki baghlhklar: incelemekten
ibarettir.

75. Aksiyomlarin denkligi kavrami

Euklid aksiyomu yerine bagka ifadeler, meseld, cizgisel bir
diggende apilar toplamnin iki dik agiya esit olmas: alinabilir. Lo-
bachevski aksiyomu yerine de buna denk olan cizgisel bir iicgende
agilar toplamimn iki dik agidan kiigiik olmas: ifadesi alinabilir vs.

Bunlar1 stylemekle beraber iddia olnnan denklifi muteber
kilan gartlar miiphem birakilmigtir. Hilbert ve O@rencilerinin
aragtirmalarinin bazi sonuglarimi burada verecegiz.

«Argimed aksiyomunu kabal ettigimizde paralel aksiyomun
yerine bir liggenin agilarimn toplamimin iki dik aciya egitligi
alinabilir.»

Bu netice 64 de elde edilmigse de Argimed aksiyomuna Snem
verilmemigtir.

I-IIl aksigomlar: altnarak, diger bir deyimle, stireklilik aksi-
yomlarini kullanmayarak gu teorem ispatlanabilir. «Belirli her
hangi bir ii¢cgende agilar toplam: iki agidan biigiik, esit veya kiigiik
igse bunlar, herhangi bir iiggen icin de dogru olur.»

«Argimed aksiyomunu atarsak, bir noktadan gecip bir dogru-
gu kesmiyen sonsuz sayida dogru gizilebilecedi aksiyomundan hig
de, bir iiggenin agtlartnin toplamwmn iki dik agrdan kiigiik clacag:
neticesi ¢itkmaz.»

Argimed ile Cantor aksiyomlarinin sadece Dedekind’in tek
aksivomuna denk oldufuna bir defa daha igaret edelim (62). Bu,




\
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gurup [-1IT ve V aksiyomlarinin kullanilmasiyle Dedekind aksiyo-
munun teorem olarak ispatlanabilecefi, tersine, I[-1lI aksiyomla-
rinm ve Dedekind aksiyomunun kullanilmasiyle Argimed ile Can-
tor aksiyomlarmin teorem olarak ispatlanabilecegi demektir.

Meseld, Argimed aksiyomunu [-III aksiyomlariyle Dedekind
aksiyomundan elde edelim [24].

Ispat: olmayana ergi ile yapacagiz. Bir AB dofru parcas
igin Argimed aksiyomunun dogru olmadigini farzedelim.

Bu, AB ye ait sonsoz
AA =A== A dp+,1="*

eg dofiru parcalar: dizisinin mevcut olmas: demektir.

Dogru tizerinde A dan B ye olan yonil segerek AB dogru-
sunun noktalarim: iki simfa aywinz. Birinei sinfa esas bir 4,
noktasindan (yukarida verilen ybne gore) evvel gelen noktalar:;
ikinei sinifa da AB nin kalan biitin noktalariny dahil edelim.

Bu iki simfa ayirmada Dedekind aksiyomunun gartlar: ye-
rine getirilmig olur. Evveld, A8 nin her noktas: simflardan biri-
ne ait olap her simif nokta ihtiva eder ve birinei sinif 4,, 4,,...,
A,+++ noktalarim ve ikinei simf B noktasim igine alir. Sonra,
birinci simifin her noktas: ikincininkilerden evvel gelir.

Dedekind aksiyomuna gore, noktalar: iki sinifa ayiran bir
C noktas: meveuttur. Birinei simifta en son nokta yoktur; o hal-
de C noktas: ikinei simifin birinei noktas: olur. I, aksiyomu
dolayisiyle B den A ya dogru olan yonde A4, A, A,,--- dogru
parcalarinin  herbirine egit bir CD dogru pargast alinabilir. D
noktas: birinei sinifa aittir, Bu ise D nin evvelinde olan bir 4,
noktasinin bulunabilmesi demektir. Ohalde Ay Ay+. doffru par-
¢ast DC dofiru parcasinin bir has parcasi olup

Au A,ﬁ-; < DC

e iy
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yazilir. Diger taraftan
All A!l+ 1= DC

oldufundan bir geligmezlige varilarak Argimed aksiyomu teorem
olarak ispatlanmig olur,

Ihtar. Evvel gelme ve sonra gelme terimleri, arasinda bag-
hh esasina gore tarif edilebilir. Kargit olarak da evvel gelme
baghlig1 esasina gore biitiin sira aksiyomlarini tertip etmek ve
sonra arasinda terimini tarif etmek miimkiindiir.

76. Hareket aksiyomlar:.

Uzayin (veya diizlemin) uzaya bir nevi birebir tasviri ola-
rak yaptigimiz (geometrik) hareket tarifimize (29,84) dayandirdi-
gimiz eglik aksiyomlarimi 72. de tertip etmistik. Bununla bera-
ber bunu bagka tarzda da yapabiliriz. Eslike esas bagmt: olarak
bakip eglik aksiyomlarini fertip edeceffimize harekete esas ba-
gmt1 olarak bukarak hareket aksiyomlarini tertip edebilir ve
sonra elde edilen aksiyom sistemlerinin denkligini gosterebiliriz.

" Diizlemdeki hareket aksiyomlarimin tertibine donelim [5].

II1,*. Bir diizlemin biitiin noktalarinin ciimlesinin kendisine
olan biitiin bire-bir tasvirlerinin gurupunda tasvirlerin hareket deni-
len bir alt gurupu mevcuttur.

I1,*. Her harekette bir dogra pargasimin tasviri bir dogru par-

casdrr. 5

" Bundan, bir harekette bir dogrunun resminin bir dogru ol-
dugu neticesine varihir. Bunun ispati bir temrin olarak tavsiye
olunur. '

IlI*. O ve O" keyfi iki nokta, OA ve O'A" keyfi iki win ol-
sun ve bu isinlara, swrasiyla, OA ve O'A’ niin diizlemi agir-
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diklart her yarim-diizlem giftinden segilen a ve o’ yarim-diizlemleri
tekabiil etsin. Bu takdirde, aynt zramanda, O noktasint Q" nokiasi-
na, OA garim-dogrusunu O'A" yarim-dogrusuna ve & yarim-diizle-
mini a' parim-diizlemine gétiren bir ve ancak bir hareket mev-
cattar.

I11,*, IM0,* ve III,;* aksiyomlariyle tarif edilen «harekets,
diizlemin <tegmil edilmig anlamdaki hareket» inden (36) bagka
birgey degtildir.

Bu aksiyomlar yardumiyle her harekette bir acinin bir agi-
ya, bir {icgenin bir figgene, vs. déniigecegi kolayea ispatlanabilir.

Tarif. 1ki dogru pargasi, iki agi, iki figgen ve genel olarak
iki .oil.,bn m birini diferine d¥niigtiiren bir hareket
mevcut ehhlma,, qqr denir.

Bu ahlymhrh eglik mﬂn Iﬂ;—; teoremlerini ko-
layea ispathyabiliriz. - -

Meseld, hareketlerin gurup mﬂﬁnﬂn H:-
olan iki dogra parcastnin (veya npmmn} aralarinda “ep m"*‘
kolayca ispatlanabilir.

lspat: A'B'=AB, A'B"=AB olsun. Bu. evveld
A'B = f,(AB),
A"B"= f,(AB)

olacak gekilde f, ve f, hareketlerinin meveut olmasi demektir.
Sonra gurup Gzeliginden

AB =fl—-l (A’B')

yazilabilir. Burada f,~' hareketi f, hareketinin tersini gster-
mektedir. O halde

A'B" =f,[f,"" (A’B")]






BOLUM X1l
] GEOMETRIK BIR SISTEM! TEFSIR ETME FIKR1

Boliim XIII de Euklid geometrisinin bazi
L tefsirleri etiid edilmig ve 5zel olarak Euklid uzay

geometrisinin Feodorov tarafindan verilmig olan
tefsiri incelenmigtir. Lobachevski geometrisinin
de {ig tefsiri verilmigtir. Bunlardan biri gayet
etrafli bir gekilde ele alinmig ve digferleriyle olan
izomorfizmas: elde edilmigtir. Sonug¢ olarak da
bir aksiyom sisteminden neler beklendigi agik-

77. Euklid’in diizlem geometrisinin degisik
tefsirleri.

Geometrik bir sistemi tefsir etmek demek, verilen geometrik
sistemin blitiin aksiyomlari saglanacak gekilde geometrinin bir
modelini inga etmek, differ bir deyimle, esas elemanlariyle nokfa,
dogru, diizlem eg bagmntilarina ait olma, iizerinde olma, arasinda,
es olma somut anlam tekabill ettirmek demektir.

Euklid geometrisinin modeﬂaringeu biri, esas eleman, ve
baghliklariyle birlikte bildigimiz diizlem geometridir.

A. Euklid’in diizlem geometrisinin diger bir modelini inga
edelim. Paralel dogru ve diizlemlerden ibaret bir demet alahm ve
demetin bir dogrusuna nokta, her dizlemine de dofra diyelim.
Bu suretle diizlem geometrinin esas elemanlarini elde etmig olu-

L ruz.

Ait olma ve arasinda olma terimlerinin bildifimiz anlamla-
rin1 kullanalim. Hareket teriminden, uzayin, demetin bir dogru-

‘L_‘-J_‘_L : i o 1
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suna dik olan her dtizlemi kendi fizerinde kaydiracak gekilde
dogru demetini kendine gdtliren biitiin hareketlerin alt gurupu-
nu anlayacagiz.

I, II, 111% IV, V gurup aksiyomlarinin saglanmas: giigliik

arzetmez. (Sekil 204, 295).
]
4 K
o .

J

Meseld, Sekil 205 de Pasch aksiyomunun ABC liggeniyle «
dogrusuna tatbiki gosterilmigtir.

_/
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leme O noktasmnda tefet bir kiireye stereografik tasvirinde ki
rentn S kutpunun ters resmi olarak dilgindagimz Adi olmayan
nmdmaﬂiveodelim (Sekil 100, 118,13&).3&50“:!
A ketiredeki yeri sweleedeﬂkdellnmé‘nokhuﬁr
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nokta degilse kenarlari O dan gegen iginlar olur. z’, tepe nok-
tas1 O ve iki 1ginla meydana gelen a¢1 olsun. Obalde z agis1 «”
agie1 vasitasiyle difer agilarla mukayese edilebilir. Doggru parga-
larinin esitlifinin tefsirinden gimdilik sarfi nazar ediyoruz.

Modelimiz hazirdir (').

Modelin segiminin keyfi olmadiffi tebariiz ettirelim: segimde
aksiyomlarin saglandifindan emin olmak gerekir.

Geometrik bir sistem, geometrinin aksiyomlariyle ifade edi-
lebilip uygunluk arzeden herhangi neviden nesne ve baghhklara
tatbik edilebilir.

Yukarida zikredilen modelde biitiin aksiyomlar cari olur.
Bunlardan bazilarimi sagiliyalim.

Aksiyom 1,. A ve B gibi iki nokta verildifinde A ve B nok-
talarina ait bir a dogrusu vardir. A ve B noktalar1 O ile dogrusal
degtilse O dan gecen bir ¢ dairesini [belirler (Sekil 206); modeli-
mizde ¢ bir dogrudur.

K ve L noktalar1 O ile birlikte adi bir b dofrusu iizerinde
olduklarinda modelimizin de bir dogrusu olan & dogrusunu belir-
Jerler. K adi bir nokta L de adi olmayan bir nokta ise O ve K
ile belirlenen adi b dofirusu modelimizin O, K ve L noktalariyla
belirli bir dogrusu olur (§ekil 296).

Aym gekilde, meseld, aksiyom II, i saliyabiliriz. B noktasy
¢ dofirusu iizerinde 4 ile C noktalar: arasindadir (Sekil 296).

L noktasi K ve M noktalar "arasinda bulunur. Bu son hal-
de b dofirusu O noktasinda «kesilmig» ve adi olmayan nokta ile |

() Okuyucunun gorebilecegi gibl, modellmizin nokta ve dogru-
lars Euklid dozleminin nokta ve dogrularinin O merkezll bir daireye
gbre evriklerinden 1{baret olup adl olmayan nokta evirtiminde O nun
resmi bulunmaktadir. Ikl agi veya ikl «dofru parcasi», evirtimdekl re-
simler! egit oldugunda egit itibar olunurlar.




wm
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ac¢ilarina egit agilar bularak toplamlarini dogrudan dofiruya elde
etmek milmkiindiir,

Inga edilen modeli daha iyi kavramak ve hareket veya eslik
den ne anlagildifini agiklamak igin sbyle hareket ederiz. Bir mo-
delden differine stereografik izdiigiimle geceriz.

Elimizde adi bir = diizlemi olsun ve {izerinde bildigimiz
nokta, dogru, hareket, vs., kisaca bildigimiz tefsir mevcut bu-
lansun.

Sek. 208

Biitin = dizlemini stereografik izdfiglimle S kutpunda de-
ik kfireye tasvir edelim (Sekil 117). Diizlemin her A noktasinaa
kiirede bir B noktasi, her a doffrusuna da delik S noktasmndan
gegen bir o’ dairesi tekabiil eder. = deki her adi harekete §
noktasinda delinmig kiirenin kendisine bir ddntiglimii tekabill
eder.

Ohalde, stereografik izdilgiimle Euklid diizlem [geometrisi-
nin bir modelini inga etmig oluyoruz. Noktalar: S de delik kiire-
nin noktalart, dogrulart dogrular, kirenin delik S noktasindan
gegen dairelerinden ibarettir. Ait olma ve arasinda olma bildigi-
miz anlamlar: haizdir. 3
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Evrikleri egit olan daire yaylarimi eg itibar edecefiz. Bu-
nun gibi evrikleri egit olan agilar da egit addedilir. Stereografik
izdiigiimde agilar muhafaza edildifinden acdarin esligfi bildigimiz
anlam: haizdir.

Bu modelde hareket ten ne anlagilmasi gerektifi de agik
olarak gorillmektedir. Bununla ilgili olarak, kiirenin SP gap:
etrafinda donmelerinden (= dlizleminin bir P noktas: etrafindaki
dbnmelere tekabiil eden hareket) farkl biitiin hareketler altinda
P noktas:1 yerini birakarak delinmig kiirede bagka bir yere gider.

Bltin diizlemsel aksiyomlarin bu modeli safladif: agikir-
dir.

Ikinei bir stereografik izdiiglimle, bagladiffimiz modele ds-
neriz., Bunu da verilen kiireye delik S noktasinda teget »* diiz-
lemi ¢izerek ve kutup olarak alinan P noktasiyle (Sekil 117) kii-
reyi #° lizerine izdiiglirerek icra ederiz. Bire-birliffi temin i¢in =”
diizlemini S degme noktasinda delinmig olarak diigiintlp (bu de-
lik ilk modelimizin O noktasidir) adi olmayan nokta (P noktasi-
nin resmi) ile tamamlariz. Kiirede S den gegen biitiin daireler,
n’ diizleminde S delifinden (veya O) gecgen daire veya dofrulara
giderler. P noktasimin resmi =’ diizleminin adi olmayan nokta-
sidir.

11k model yeniden inga edilmig bulunmaktadir, §imdi agila-
rin esliginin anlammni gérmek kolay olur. Dojra par¢alarinin es-
ligi ve hareket in anlamlar: da kolayca anlagilir ().

(') Euklid sisteminden bir O noktasini atarken ekserlya adl ol-
mayan bir noktamin ilivesl thmal edilerek hata lglenmektedir. Meseld,
V..F. Kagan Lobachevski (USSR llim Akademlsi larafindan yayinlanan
1044) sahife 801302 ye bak. Bu kitapta o noktasinda dellnmlg Euklid
dizlemine «Polncaré diizlemi» diye ozel bir Isim bile verilmigtir. Su
eserlerde de bu bfiyok hata iglenmigtir. W. M. Beskin : Geomelrinin Me-
todolojisi, Devlet Pedagojik Yayini, 1047, aahife 19 ve difer yerlerde;
V. Molodski: Okulda Matematik ve Fizik de «Lobachevskl geometrisi

dogru mudur» No. 1. 1086.
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C Euklid diizlem geometrisinin analitik tefsirini evvelce
gormiigtiik., Bir model inga edelim.

Nokta olarak, x, y, reel sayilarmin sirali biitiin (x, ) gift-
lerini, dogru olarak da, u,v,w reel sayilarinm bittiin fa:v:w)
oran larim: alalim. Burada @ ve v aymi zamanda sifir olmayan
reel sayilardir. Buna gbre (2:3:—1) ve "(4:6:—2) farkll olma-
van dogrular gosterir.

(x, ) noktasi,
ax +ovy+w=0
egitligi halinde, (a:v:w) dogrusuna aif olur.
(¥4, 1)y (x4, 92, (x4, gs) noktalart

Xy L 1
Xy gs 1|({=0
Xs Zs 1

halinde dogrusaldir.
(z:v:w) dogrusunun (x, ) noktasi,

X X >Xxy
veya
x,éx?x,

oldugunda, kendisiyle dogrusal olan (r,, ) ve (x,, y,) noktalar:-
nn arasinda dir, (¥, = x, halinde y, < y <y, veya y, >y, oldu-
frunda).

Dogru parcalari, ag1 ve hareketlerin eglifinin girf analitik
tarifleri kolayhkla verilebilir.

Bu tefsir mutat tizere diizlem de analitik geometri ad1 altin-
da etiid edilmektedir.
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% 78. Euklid uzay geometrisinin Feodorov
tarafindan yapilan tefsiri.

Meghur Rus kristalograf ve matematik¢isi Akademi tiyesi
F. S. Feodorov (1858—1919), kristallerin biinyesi iizerine yaptifh
cahigmalarinda uzayin diizlemde gbsterilmesine dair olan agagida-
ki usuldl vermigtir, [46], [47], [48].

Bir « diizleminde, uzayin her A noktasina, merkezi 4 dan
« ye ¢izilen dikmenin A" ayaffi ve yarigapt 4 nin = ye olan 44’
uzakhfina egit olan ve 4 dan = ye bakildifinda saatin aksi yo-
niinde ytnlenmig [I" dairesini tekabill ettirelim (§ekil 299). Aksi
ybnde alinan ayni daire A nin = diizlemine gére simetrigi olan
noktaya tekabiil eder. = diizlemine ait herhangi bir C noktasina
gifir yarigapl daire, difer bir deyimle, C nin kendisi tekabii]
eder. = diizlemine dik olan bir 1gin, ayn1 ydnde olan es merkezli
dairelerin ciimlesiyle temsil olunur. = yi dik a¢idan farkli olarak
kesen a doffrusu da, benzerlik merkezi o dogrusunun = diizlemini
kestigi nokta olan y&nlii homotetik dairelerinin M" climlesiyle
gosterilir (Sekil 300).

# diizlemini kesen bir x diizlemine, yaricaplari merkezleri-
nin arakesit dofirusu olan uzakhklariyle orantili bulunan yonlii
dairelerin M* climlesi tekabiil eder. Uzayin, diizlemdeki biitiin
yonlil dairelerinin climlesiyle bire - bir tekabiiliinii elde ettikten
gonra Feodorov'un modeli ni inga edeceftiz.

Nokta lar = diizleminin yOnlii dairelerinden ibarettir.

Dogrular yonlil dairelerin yukarida anlatilan M’ ciimlelerin-
den ibarettir.

Diizlem ler ybnlii dairelerin yukarda anlatilan M* ciimlele-
rinden ibarettir. .

Ait olmak teorik-ciimle anlaminda olup eciimlenin bir elema-
n1 olmasimi ifade eder.

s ekl
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Bir dairenin diger iki daire arasinda olmasi, bu dairenin
merkezinin ters resminin differ dairelerin merkezlerinin ters re-

gimlerinin arasinda olmasi anlaminda alinir. Tabil buna, ters
resme gecmeksizin de anlam vermek milmkiindiir.

Ters resimleri eg olan sekillerin daire climleleri e addolu-
nur. Feodorov, modelin digina ¢ikmaksizin bu terimlere anlam
vermekte ise de biz bu noktalara temas etmiyecefiz.
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eden tasar1 geometri, tasvirin birebirligini bozan istisnalarin
varhffindan dolay: bir tefsir tegkil etmez.

Bu sebebe atfen Feodorov’un modeli birgok problemlerde
tasari geometrideki Monge'un usuliine nazaran {istlinlii#i haiz-
dir [46], [47], [38].

79. Lobachevski gometrisinin Euklid
diizlemindeki tefsirleri.

A. Lobachevski geometrisinin Poincaré tarafindan veri-
len birinci tefsiri.

Euklid'in adi dilzlem geometrisinin elemanlarini kullanarak
agafidaki modeli inga edecegiz. Keyfi bir I' dairesi se¢ip bu dai-
renin i¢ noktalarimin efimlesini, I" ya dik olup biitiin i¢ daire
yaylarinin cilimlesini ve I' nin biitlin ¢aplarimin cilmlesini ele
alalm. Esas eleman ve esas baghihk kategorilerini giyle elde
edeceffiz: I" dairesinin her i¢ noktasina nokfa, I' min her ¢ap ve
I' ya dik olan her i¢ daire yaymna dogrz diyelim. Ait olma ve
arasinda terimlerine bildigimiz anlamlar verelim. Es dogru par-
¢alar: teriminin anlamini somut olarak sonra verecegiz. Es agilar
Euklid anlamindaki eglik olarak alinacaktir. Hareket terimi anla-
m1 sonra verilecektir.

Euklid dfizleminin ilk iki aksiyom gurupundaki aksiyomlar-
da kullamilan isimler yukardaki tarif edilmig yeni anlamlar: ile
alinmip bu anlamlar modelin elemanlarinin mutat isimleri cinsin-
den ifade edildiginde, bu aksiyomlarin Euklid diizleminde dogru
olduklar: kolayhkla gbsterilebilir.

I,. I dairesinin A ve B gibi i¢ herhangi iki noktas: werildi-
ginde, bu A ve B noktalarindan gecen wve I' ya dik olan bir yay
(veya I' nin bir ¢apt) mevcattar.

I, I dairesinin A ve B gibi i¢ herhangi iki noktas: verildi-
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kil 207 de A ve B noktalarindan tek bir AB doffrusu ¢izilmigtir.

Sekil 204 de merkezi A olan dogru demeti, a, dofirusuna paralel
o'an dcgru demeti, ve siiperparalel dofru demeti gtsterilmistir.
Sekil 208 de A noktasindan g dofrusuna bir dikme indirilmigtir.
Sekil 210 ise g,4g, dar acisinin g, kenarina paralel olup g, ke-
narma dik p dikmesiyle ilgili teoreme &rnek tegkil etmektedir.

Sekil 211 de g, ve g, silperparalel dofrularimin ortak dik-
mesinin gizimi yapilmighir. Aym tarzda Lobachevski geometri-
sinde dogrularim izafi durumlariyle ilgili biittin teoremler sagla-
nabilir, Bu teeremlerin herbiri ayni zamanda FEuklid geometri-
sinde bir teorem veya glizel bir ¢izim problemi tegkil eder.

(Sekil 808), bir icgende agilarin toplamina ait teoremi gos-
termektedir. Burada BC kirigiyle BC yayma uc noktalarmda ci-

Sekil 803

zilen tegetler arasindaki agilar toplami ABC tggeninin noksanlik
mi verir.

Lobachevski geometrisinin bu modelindeki bir harekef in
anlamim agiklayalim,
Elimizde dogru pargalarimin egligi kavrami meveut Euklid

géometrisinin  diizleminde hareket gurupunu etiid ederken (29)
hergeyden evvel birinci nevi hareketi tarif etmigtik.
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Birinci nevi hareket, verilen diizlemde yer alan AB ve 4’ B’
gibi es iki dogru parcasiyle tamamen belirlidir (Sekil 147). Bu
harekette A4 noktasi A’ noktasina, B noktasi B’ noktasina ve
herhangi M noktasi da AMB ve A” M" B’ iicgenleri egit ve aym:
yonde olacak gekilde bir M” noktasina glder; Bu ¢izimin tamam:
Lobachevski geometrisinin bir kismini tegkil eder. Euklid geo-
metrisinde her hareketi bir &teleme ile bir dSnmenin toplami
olarak alabiliriz (29). Lobachevski geometrisinde bir nokta etra-
finda dénme meveut oldufu halde paralel telemeler yoktur.

Diizlem bir a dogrusu boyunca kaydirilabilirse de a iizerin-
de bulunmayan noktalar Euklid diizleminde oldugu gibi dogrular
iizerinde degil a yr taban dogrusu olarak kabul eden egriler bo-
yunca kayarlar.

Bununla beraber, gayri Euklidiyen geometride her hareket
bir doffru boyunca kayma ile (bu ySnde) bir dénmenin toplam:
olarak gosterilebilir. Meseld, dlizlem evveld 4 noktas A’ ye gi-
decek gekilde AA’ dogrusu boyunca ($ekil 147) kaydirilip sonra
diizlem B noktasi B’ ile caligacak sekilde A" noktas: etrafinda
ddndiiriilebilir.

Bir nokta etrafinda bir donme, Euklid halinde oldugu gibi
dogruya gore iki simetrinin toplami olarak gosterilebilir (Sekil
177). P noktast (Sekil 804) P’ ye gitmek izere PP’ dogrusu
fizerinde bir kayma, p, ve p, doffrularina gore iki simetrinin
toplam: olarak gdsterilebilir; burada p,, p, dogrulari PP’ ye ug
noktalarindan (1/4) PP’ uzakhkta bulunan noktalardan cizilen
dik iki dogrudur.

" Bu, Lobachevski dizleminin hareket gurupunun — birinci ve
ikinci neviden — dogruga gore biitiin simetrilerle bunlartn miimkiin
olan biitiin toplamlarindan ibaret olduffunu gistermektedir.

Bundan gu neticeye variriz: Poincaré modelinde Labachevski
diizlemindeki biitiin hareketlerin ciimlesi, yaglart modelin dogrular:
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olan dairelere gire olan biitiin evirtimlerden ibarettir. I' dairesinin
bir gapina gore simetrisine evirtiminin limit hali olarak bakilir.

I' dairesinin evritim dairelerine dikliginden dolayr I' dai-
resi, biitiin bu evirtimlerde i¢ noktalar: gibi kendisine doniigiir.

Biyle doniiglimlerde resimlerin nasil elde edilebilecegini ev-
velce dgretmigtik (49, 51; Sekil 202, 204).

Hareket gurupunun ithalinden sonra hareketlere dair aksi-
yomlarin tatbiki igini saglamak, dolayimsiyle bildigimiz tarzda,

oIl

P’ a

wekillerin egliffini tarif etmek kolaydir., Evirtimde agilar muhafa-
za olundugundan, Poinearé modelinde, Lobachevski anlaminda
olan agilar adi anlamda da egittirler.

Poincaré modeli, Lobachevski dilzleminde konform tasvir

olarak diigiiniilebilir.

Lobachevski geometrisinin bu modelinde dofiru parcalarini
dlgme sistemini elde etmede gligliik dogmaz.

Dort noktanin
AC ,BC

(ABCDY=7%5 " 25

el
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gelismezlie ulagilamiyacaginy gistermektedir, Zira, aksi takdirde,
modelimiz ile FEuklid geometrisinde bir celigmezlik yaratilmig
olurdu.

Lobachevski geometrisi Euklid geometrisiyle ayni derecede
¢eligmezlikten azadedir. Euklid geometrigi aritmetikle ayni dere-
cede tutarli oldufundan — bu ise analitik modelin varhffinin
neticesidir — Lobachevski geometrisi aritmetikten fazla tutmaz-
ik gisteremez.

Lobachevski geometrisinin dogrudan dofruya bir analitik
(sayieal) modelinin inga edilebilecegine de igaret edelim.

Bu miitalealardan gu nemli keyfiyet elde olunur: Eukli-
din paralel iizerine olan aksiyomu, ilk ii¢ ve. beginci gurup aksi-
yomlarin: kullanarak ispatlanamasz, zira, effer ispat edilmig olsa
ziddi — Lobachevski aksiyomu — 71, II,—,, IlI, ., ve V,_,
aksiyomlariyle tutarli olmamig olur. Halbuki modelim varhig: bu
tutarhif: gostermektedir,

Birinei model kolayca uzay geometriye tesmil edilebilir.
Hsas elemanlarin kategorisini gbyle alinz: Nokia olarak — bir
I' kiiresinin i¢ noktalarini, dogru olarak kiireye dik olup kiire-
nin iginde kalan daire yaylar1 ve kiirenin ¢aplar1 (ue noktalan
harig), diizlem olarak I' ya dik olup kiirenin i¢inde kalan kiireler
ve I nin merkezinden gegen agik diskler. Aif olma ve arasinda
terimleri bildigimiz anlam: baizdir. Hareket olarak modelde diiz-
lem roliindeki kiirelere gre biitin evirtimlerin, ayni zamanda
I' kiire merkesinden gegen adi dfizlemlere gore simetrilerin gu-
rupunu aliriz.

B. Lobachevski geometrisinin Poincaré tarafindan verilen
ikinci tefsiri.

Ba model, birincisinden I" dairesi bir I'* dofirusu halini al-
difinda ve dairenin i¢i yarim diizleme ($ekil 805); veya birinei
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lemlerde bulunan yarim daireler, diizlem ler olarak merkezi = de
olan yarim - kiirelerle = ye dik yarim - diizlemler [20].

C. Lobachevski geometrisinin Beltrami Klein tarafindan
verilen tefsiri.

Madel | inga edelim. Esas eleman kategorileri gunlar olur:
Nokia lar bir I' dairesinin i¢ noktalari, dogrular I' nin kirigleri
olup ait olma ve arasinda terimleri bildifimiz anlamlar: haizdir
(Sekil 298).

Eglik ve hareket ten ne anladifimiz ileride agiklanacaktir.
Lobachevski aksiyomu bu modelde tutarlik tegkil eder.

Aksiyomlarin aym climlesinin iki tefsiri olsa ve her model-
deki elemanlara differ modeldeki bunlara kargi elemanlarin bire-
bir tekablilli meveut olsa ve baghhklar muhafaza olunsa bu iki
tefsire izomorfik tir denir.

Euklid geometrisinin okulda Sgretilen bilinen modeli ile sa-
yisal modeli, analitik geometri, biribirine izomorftur. Diizlem
geometrinin bilinen tefsiri ile dogrularin daire ve O dan gecen
doffrular olarak alindifi, O da delinmig ve adi olmayan bir nok-
tas1 ilive edildifi diizlemdeki tefsiri (77) yine izomorftur.

Poincaré nin her bir modelinin Beltrami - Klein modeliyle
izomorf oldufunu gdstereceffiz. Bu maksatla Beltrami dairesinin
# diizlemine dairenin merkezinde teffet olan ve yarigap: dairenin-
kine egit olan kilreyi cizelim. 3

Evveld Beltrami tasvirinin tamamim alt kiireye dik olarak
izdiiglirelim ($ekil 806). Lobachevski geometrisinin alt yarim - kii-
rede bu suretle elde edilen tasvirini ilst S’ kutpiyle ilk = diizle-
lemine stereografik olarak izdligiirliriz. Bu son izdligiimiin Loba-
cheveki geometrisinin Poincaré tarafindan yapilan birinei tefsirini
verecefii goriililr [16], [20].

Iki model arasinda biylece elde edilen tekabiiliin izomorfik
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aksiyomlarin bagimsizlifindan bahs etmemizi miimkiin kilacak
gekilde degildir. Meseld, ikinci gurup aksiyomlarin ifadesinde
«ait olma» kavraminin evvelce verilmig oldugu farz edilmekte
ve gergekten de bunun &zelikleri birinci gurupun aksiyomlar:
arasinda a¢iklanmig bulunmaktadir. Incelemekte oldupumuz ak-
siyom sistemlerinde sadece bir aksiyomun baz diger aksiyomlara
nazaran bagimsizlik sorusunu ortaya atabiliriz.

Belli bir aksiyomun digerlerinin tiimiine nazaran bagimsiz-
D1, diger bir deyimle, bu aksiyomu biitiin dierlerini kullana-
rak ispatlamanin imkdnsizligr, bu aksiyomun (her hangi bir ge-
kilde) z:dd: ile degigtirmek ve bdylece elde edilen aksiyom siste-
minin geligsmez oldugunu gstermekle yaplllr'.,

Meseldi, Euklid paralel aksiyomunun bagimsizlif: gercekte
bu aksiyom yerine Lobachevski aksiyomunun {fafarl: olmasiyle
gbsterilmigtir. Hilbert, «Geometrinin temelleri» adli eserinde bir
cok aksiyomlar: hatta biitiin aksiyom guruplarinl bagimsizltk
bakimindan incelemektedir.

Geometrik aksiyom gistemlerinin bagka bir problemi bir
aksiyom sisteminin famamlifidir. Her hangi iki tefsiri izomorf
olan bir aksiyom sistemine #amam dir denir. Bir aksiyom siste-
minin tamam olmasi icap etmez. Meseld, guruplar teorisinin ak-
siyom sistemi tam degildir, zira, izomorf olmiyan guruplar mev-

cuttur.

Bizim nazar itibara almig oldufumuz geometrinin aksiyom
sistemleri tamam dir.

Netice olarak her bilim gibi geometrinin de devamli bir
ilerleme halinde oldugunu belirtebiliriz.

Bugiiniin aksiyom sistemlerinin nihayet tamamlanmig «en

son ve nihai gergek» oldugu diigiiniilmemelidir. Hali hazirda

_meveut sistemin bazi zayif noktalar: kendini gostermeffe baglamig
durumdadir.
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