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BU KlTAP BAKKINDA 

Htt tttUtH l1:1Hl rit8C :: ~ ~I!":!~ !:: !!!"!r•c:t 0
•

1
" .. r ..... 1~1 nln~ 

muatakbel ogretmenlerln me11leki lbUyacl1mo1 lsar91lamall v6 6UI 

olarak matemalik kUJtQrlerlnl genl9letmek ve geometrl Ofretimln
dekl gerekli tekoiRi geliotirmek amaciyle haz1rlanm1otar. 

Once, cUmle teorieloe dayanan kavramlar, soynt fonkalyon 
(LOBACllEVSKI anlam1nda) kavrammm tatblknh, dOntl1Um guruplar1 
kavram1, gurnplar teorlslnln aoa hatlar1 locelenmittlr. BugQn Lo

BAOHEVSKl geometrislnln esaslar1n1 ele almadan geometrlyl baoar1-
h blr oekllde Otretmek mOmkQn dejtlldir. 

Kltapta bol eay1da temrlo buluomaktadir. Okuyucular1n bu 

temrlnler d191nda cah9ma yapmalar1 da kac:1nilmaz bir zarurettlr. 
Her MlQmde bu gibl ctal11malar lcin konular verilmlt ve bunlar
la llgill yay1olara attflar yap1lm11ttr. BOylece, yenilitlne rajtmen 
bu programa Ojtretmenln ve Otreoclnln h1:ila intibak1 kolayla1h
r1lm11hr. 

Orta Otretim ders kltaplarunn bQnyesine uygun temrinlere 
Ozel Onem verilmlttlr. Geometrlnln slstemli olarak incelenmesl
nln orta O{tretlm ileri s1n1flar1nda ele ahnmas1 temay11111, buna 
mukabll Uk iki yll bunun yerlne blr nevi manbk ve «1ezglye 
dayanan tOmden gellm• in koomas1 savunulacak bir hareket de

tlldlr. Meveul geomelrl program• c:ercevesi iclnde Ojtretmenln, 
modern· Umin Onemll flklrlerlnl - eQmle teorisine dayanan kav
ramlan, eoyut fonkslyon kavram1n1, geomelrik dOn01Umlerl, gu
rup kavram1n1, akalyomallk metodu, v.a. - itleme bak1m10dan 
lmklnlar1 artm11t1r. Kanaabm1zea mllfredat programtnda, me· 
sell yeteri kadar temel haz1rlanmake1Z10 dlferaneiyel ve integral 
he1ab10 okutulmas1 gibl de{tltlklikler bugOn modast geQmit 11SrQo
mektedlr. 



Bu ,kitap, orta oaretlm dera kitaplarlyle blrlikte programtD 

hemen hemeo tam olarak inceleomeaine imkln verecektlr. Yer 
darllAt dolayialyle trlgooometrlnlo geometriye tatbikatlyle llglli 

ikl MIQmdeo sarf1 oazar edilmlttlr. Bu noksaohk dljter dera kl
taplartndao faydalanllarak telafl edileblllr. 



BU YAYINLAR HAICXINDA 

Matematlfin kendi deteri yan1nda, fizlk, kimya ve dolay1· 
elyle mtthendlalik ve askerltk gibi pratik sabalara ve bllhas1a son 
zamanlarda biyolojl, ekonoml ve hatta sosyal bilimlere yard1m1 
h1zla artt1fmdan, bu billm her millet ic;in hayatl blr Onem ka
zanm11tir. 

Ote yandan, matematlk de bu bllimlerin problemlerinl c;Oze
bilmek ic;in gerek metod gerekse fikir bak1mmdan geiiomek zo
rundadir. 

Bundan dolay1 birc;ok memleketlerde bu sahaya daha fazla 
say1da yenl lstidaUar1 c;ekmek ve bunlan erkenden ketfetmek, 
en nlnayet bunlar10 etitlml lcin her UlrlQ fedakArhl• katlanmak 
en Onemll blr millt efitim 1lyaseti olmu1tur. 

Yeni i1tidatlar1 erkenden ketfetmek lc;in diltllnillen tedbir
lerln ba1mda, matematik kttltilrilnil geoit kitlelere yaymak gelir. 

lkinci DQnya Harbinden aonra bir ~k memleketlerde, genc;-
1erln tecesailalerinl tahrik etmek ve banlarm matematik bilim
lerlne kar11 ilgilerini arttirmak ic;in yeni blr tip matematik lite· 
ratQrQ meydana gelmiftir. Bu cetlt llteratQrde aran1lan Ozelik
ler k1aaca 1unlar olmahd1r: a) Problem vaz'1 aunt olmamah, 
b) Buniar1 anlamak lc;in fazla Onbllgiye lhtiyac; bulunmamah, 

c) Okuyucuyu aktlf ltbirllfine ve blr teYler keofetmete eevket
meli. 

lote TQrk Matematik Dernefi bu eereyan1 memlekelimlze de 
getlrmek maksadiyle bu yay1nlara ba1lam11 bulunmaktad1r. Bu 
yayinlar, reamt mUfredata balh dera veya yard1mc1 kltaplar ol-



may1p, konular1 yukar1kl prenaiplere uygun olarak ae4'ilmif eser
lerdir. Bunlarm anlavtlmas1 ii;in Use matematillnln blr k1sm1 
ile okuyucunun salduyusu ve iyi nlyeti klfidir. 

Tamamen hlzmet oian bu tevebbQ1Qmllztin malt kaynal•~ 

Mllli Elltlm Bakanhg1m1z1n ve Ford Foundatlon'nnn bat1vlar1d1r. 

Tilrk Matematlk Demeil 

' 
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DORD0NC0 KISIM 

GEOMETRlNlN TEMELlNlN ANAHT ARI VE 
LOBACHEVSKI GEOMETRlSl 

BOLOM x 

El:KLID' tN cELE:MANLAR» I 

BOlllm X da Euklid'in •Elemaolar» adh 
eeeri k1eaca gOzdeo gec;lrilmi!! ve dejterlyle kueur
lar1 ortaya koomuljtur. Haza eara ve ellreklilik 
akelyomlar1 lfade edilmi!! ve blri;ok teoremler 
Euklid'io paralellere dair olan beljinci akeiyomu
na bat vurulmadao lepatlanm11tir. 

61. Euklld'ln «Elemanlar• adh eserine bir bak1,. 

Geometrinln Milllttan Once dOrdUocll yQzy1lda ne kadar iler

leml1 oldu(tu bu bilim Qzeriode eletemll olarak ozamaolarda ya

z1lm 11 eserlerden aohyoruz. 

Taribsel delillerle bilinen bu ilk ae1l eeerler zama01m1za ka

dar ula1jamam11jt1r. Bu eserler 1:1keoderlyell geometrici Ealclid'lo 

(M. 0. 300) •elemanlar• adh meljbur eserinin meydaoa c;1kmasiyle 

unutulup gitmiljlerdir. 

Etemaoter geometrl llzerine genii ve bilgioce yaz1lm11 olan 
bu eserde Euklid blr kac; prenelpten bareket ederek geometrlye 

mantlkl baktmmdao ea(tlam geliolm vermejte c;ah1m11tar. Euklid 
In «Elemanlar• 1 onbe1 kitaptan veya btHllmden ibarettir. Son 

ikl kitabm bugllo Eilkli<l taraf1odan yazllm11J! olmad1jt1 kab I edil

mekledir. 

Euklid'in •Elemanlar• 101 k1saca gOzden gec;lrelim: 



4 Euklld' In «elemanlor• t 

Kltap I. Blrinel kitap tarifelerle ba,tar. 

1. Nokh, par;asrz neanedir. 

2. (:izgi, eni olmrgan u:unluktur. 

3. (:i:ginin uclan noJ..ta (1,, 

4. Dogru, ken di ii:erin leki noktalara gore dii:giin gag1lan 

neane lir. 

5. Yii:eg, galm: a:unluk '"' eni olan nuneJir. 

6. Yii:egin a1n1rlan 9i:gilerden ibarettir. 

7. Dii:lem, kenJi ii:erindeki dogrulara gore dii:giin gag1lan 

neanedir. 

Buodao soora dojtrolar arae10dakl ac;llar10, doitru ac;m10, 

dlk, genlt ve dar ac;tlarm, daireoln merkez ve yar1c;apm10, ••• 

ta rifler! gellr. 

A1alt1daki tarifler kayda deiter : 

13. Srnir, herhangi bir 1egin miintehaar olan neanedir. 

14. Sekil 1 sinrr vega arnrrlarla ;;evreli b!r vega bir;;olc arnrrrn 

ic;inde kalan neanelir. 

15. Daire, i;;indeki noktalarrn belli birinden, ii:erine in:lirilen 

dogrulann e1!t ollugu [c;ember denileo) bir egri ile 9eorili olan 

dii:lemael bir 1ekildir. 

20. 0;; kenarlr 1elcillerlen e1kenar ii;;gen ii;; kenan e1"t olan 

ii;gen; iki:kenar iic;gen galnrz iki kenarr e1it olan ii;;gen ve 9e1it 

kenar iic;gen iae iic; kenarr farklr olan iic;gen:lir. 

22. Dort kenarl1 1ekillerden kare, kenarlarr eJit ve ac;rlarr 

dik olan; dik dortgen, kenarlan eJit olmagrp a;;rlarr dik olan; e1· 

, 



Ruclld'lo «elem•nlar» 1 5 

kenar Jortgen, ac;1larr Jik olmag1p kenarlarr e1it olan; paralelkenar 

i•e kar11lrkl1 kenar '11! acrlarr biribirine e1it olan falcat e1lcenarlr "e 

dilc acrlr olmaga,.Jrr. DOrtkenarhlardan dljterlerlne dortgeo denlr. 

Birioci kitaplakl 800 tarif oudur: 

23. Paralel doJrular, agnr Jiizlemde bulana" '1e iki tarafa 

JoJru uzat1ld1klar1nla biribirini lcumigen JoJrulara Jenir. 

Paralel kellmesi gangana Juru1u lfade eder. 

Sonrakl babls, posttllalarm blr listeslni ibllva etmekteclir. 

Postiilllar ('). Aoajt1daki postll!Alar1 kabul edellm: 

1. Herhangi bir nokta Jan herhangi bir noktaga bir JoJru ge

cirmek [mllmkllodOrl. 

2. Sonia bir doJraga dolra olaralc i.tenildiJi lca:lar azatmak 
[mQmkQnd1lr). 

8. Herhangi bir merkez "e garz;apla bir daire cizmek [mQm
kQodQr). 

4. (Aksiyom 10) Biitiin Jik a;rlarrn biribirine e1it olduJu. 

5. (Aksiyom 11) //c; doJra iizerine inJirilen bir Jo/ra agr.1 

taraf ta ik_i Jilc acrJan lciiciik acr~ar te1kil ederae, ilci JoJranan •on

•uz olaralc azat1ld1klarrnJa acrlarrn ilti Jik a-;rdan kiii:iik olduJu ta

ro/ta ke•i1ecekleri. 

Son iltl poetlllu dljter listelerde akelyom 10 ve ak11lyom 11 

olarak gosterllmlotir. 

Parantezler ic;indekl lfadeler eserlo Yuoaoea ashnda me\'cut 

bulunmamaktadir. 

(•) Bu terlm melne ead1k kalm•k amaolyle aynen alinm1,t1r. Bu· 

Rlln «poatlllll» lie ~akalyom» terlmlerl araaanda fark gOeterllmemek· 

led Ir. 



6 ~;ultlltl' In «~h•manlar• 1 

Sonra 111nlar gelruektedlr: 

Genel kavramlar (ak•igomlar) : 

1. Agni f ~ye e1it olan iki 1eg biribirine e,ittir. 

2. £,it J!glen e1it 1egler katil•a (elde edilen 1eyler) biitiinler 

de e,;t o/ur. 

3. E1itlerden e1itler pkaril1a kalanlar e1it olar. 

4. [Ve eoitlere farkhlar kattlsa toplamlar farkh olur.] 

5. Ve agm 1egin iki katma e,;t olan iki 1eg biribirine e1ittir. 

6. Ve agni 1egin yar1larr biribirine e1ittir. 

7. Biribirigle ~ak1,an 1egler biribirin11 e1ittir. 

8. Biitiin, par~alarm:lan biigiiktiir. 

[9. lki do?ru blr §e'cll e1nirlamu]. 

Ilk alt1 akeiyom aritmeti:"te, aym zamanda eell~e ail akei
yomlarin Orntjtinl teekil etmektedlr. 

KOoell parantezler ll(lnde gOeterilen Hadelerln yazar101n 

Euklid oldu~u 1npbelidir. 

Daba eonra 1 den 48 e kadar olan teoremler gellr. 

cElemanlar» dakl nelup bakkmda fiklr vermek nzere teorem 
. 1 ve lspat101 ayneo buraya altyoruz. 

Teorem 1. Sonlu bir doJru ii:erine e1/cenar bir • ii~gen ~i~-
mek. 

AB, verilen eonlu dojtruyu gOstereln <eekil 249). AB dotrn

eu nzerioe e1keoar bir ilQgen l(iziml letenmektedir. Merkezl A ve 
yar11(ap1 AB olan BCD dalreeiyle merkezl B, yar11;ap1 BA olao 



Euklld'in •elemanlar• 1 7 

ACE daire1:1ini Qizelim (akeiyom 3) ve dairelerin keei11tigi C nok

tasm1 A \'e B noktasma birle,lirelim (aksiyom 1). 

D 

~ek. 2l9 

A noktas1 CDB daireeinin merkezi oldugundan AC do!trnsJ 

AB ye e!Sitlir (tari{ 15); B de CAE daireslnin merkezi bulundu

gundan BC de BA ya e~ittir (tarif 15). CA nan AB ye e11itli~i 

gosterilmi!S buluomaktadir, veya CA ve CB nin ikiei de AB ye 

e11it bulunmaktad1r. Ayn1 eeye etit olan 1eyler birlbirine etlt 

oldu{tundan (akeiyom 1) CA da CB ye etittir. 

Run:lan dolay1 Ile CA, AB ve BC do~rusu biribirioc etiHir. 

Obalde ABC UQgeni etkenard1r (tarif 20) ve sonlu AB do~rusu 
ilzerine Qizilmi!I olup buluoma&l isteoilen U1;gendir. 

•Elemanlar• 10 ilk 28 teoremi hakkmda bir fiklr edlnmck 

ilzere bu' 2S tcoreroin Euklld tarafrndan para/ell er iizerindeki be-

1inci ak.igoma ba1vurma Ian !spat edildijti hat1rda tutulmaktadtr. 

Euklid bundan ba,ka bir d1 gm Uzerinde nas1l dogru par9as1 

ahncl1~1ni ve dogru p:u1:alarmm na8ll toplanip Qlkar1ld1~101 gJe
termektcdir (teorem 2 ve 3). Sonra iki kenar1 ve bunlar arasm

daki ai;1lari e1it olan UQgenlerin etltliltine alt teorem (teorem 4), 

taban acilar1 reit olan ikizkenar Uc;genlerin e1itligloe ait teorem 

(teorem o) ve kareit teorem (teorem 6) gelmektedlr. Seklzlnci te
oremde birer kenariyle komeu ac;1lar1 eeit olan Ui;genlerin eeitlllti 

lfpat edilmektedir. Ai;1 ve dojtna parQalarimn iki e,lt parQaya 



Rnk lid ' aa •elemaalar• 1 

bulilnmesf, dlk dojtru c;lzlml, kom1u ve ter11 a"1lara alt teorem
lerden ~onra (teorem 9 -15) Ui;gaolo d11 ac;1s1oa alt teorem gel
mektcdir. 

Teorem 16. llerhangi bir iit;gem/e b1r kenar usat1ld1linda 

d11 a;r kar11 it; aplarrn iki•inJen de biigiiktiir. 

Euklid'in lspati her elemanter geometrl dera kllab1nda mev
cuttur. 

Bir ili>genln d111 ot;l8lna alt teoremln !1opat1010 Euklld tara
fmrlon yloe hc!$1ncl akslyom kullantlmadao yap1ld1f101 tebarllz 
ettirmek isleriz. 

Soora eu teorem gellr. 

Teorem 17. Hrrhangi bir iit;genln herhangi blr tarsda alina11 

iki at;m birlikte ilci dilc a;rian lciit;iilctiir. 

Bir ni:geode bilyllk ac;a kar9111oda bOyQk keoar buluodutu· 
ou, iklser keoari eell olup aralardakl ac;ilan farkh olao ikl Qc;
geude b!lyllk aca kar9111odaki kenar10 daha bllyQk oldufunu lfa

<lc eden teoremlerJcu nonra eu teorem gellr : 

Teorem 27. /lei dolru iiserint inrlirilen bir doJru blribirine 

e1it it; ter• a~rlar meg Jana getiru, dolralar biribirine para/el olar. 

Betincl akslyoma dayanmadan yapllao ispat1 bllmekteyl& (2, 1e
kil 2). 

Teorem 28. lki dolruga indirilen bir do/ru, d11 at;1g1 agnr 

tara/taki kar11 it; arrga e1ft k1lar1a vega agm tarajtaki it; at;rlan 

iki dik a;rga (blrllkle) e1it lolar•a bu doJrular blriblrlne para/el olur. 

Bu lcorem, leorem 27 olu bir netlcui olup l1pat1oda ylne 
be~incl ak11iyom kullanilmamathr. 

T,orem 29 dn11 ba11llyarak Euklld paralellere alt betlDol alr
slyomdan islifn<le ctmektedlr. 
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Teorem 29. Para/el clogralara indirilen bir clolru e1it i~ ter• 

a~ilar megclana getirir ... 

Bu, teorem 27 nin kar11hd1r. 'feorem 29 un gerJ kalan k1sm1 
ayn1 tarafta bulunan le; ac;1lar vs. ile iJgili olup teorem 28 in 
kar11tldir. 

Teorem 47 Pitagor teoreml, blrlncl kitabm son teoreml olau 
teorem 48 de Pitagor teoreminin kar91tidir. 

Kltap ll. lklncl kitap ceblrsel Ozdc9llkler diyebllece~imlz 

geometrik izahlardan ibarettir. Meselil kitap II deki teorem 4 Un 

$ek. ~50 

ifadesl 9ndur : Bir dojru kegfi olarak ikige bOliin•e, biitiinii iizeriM 

~izilen kare, doJru pa,.~alarr iizerine ~i11.ilen karelerle doJra par(:a• 

larmtn te1kil ettiji diklortgenin iki kattna (toplamma) e1ittir (~~

kil 2.50). 

Bu, 

(a + b)' =a'+ b' + 2ab 

Ozde1lliflnden ba~ka bir1ey de~lldir . 

!Sekil 250 de bugnnkil i111retler kullan1lm19t1r. 

BUtllnOyle lklnci kitap, 2 tarlf ,,e a teoremden lbarettlr. 
Meselil bunlardan teorem 11 bir dojtru par1:as1n1n orta ve yan 
oran llzerlne bOJQnmeslyle llgilldlr . 



-
10 ~:uklld'tn celemanlar» 1 

Teorem 11. Bir doifrugu, biitiinle parralarJan biriliin te1kil 

l'ttiji dik dortge,,, diger par('as1 iizerine rizilen kareye e#t olacak 

1ekil le iki parraga bOlmek. 

Bu kitaptaki (kitap ll) soo teoremin (tcorem U) ifnde&i ~u

dur: Verilen bir rokgene e1it bir kare i;izmek. 

Burada bir c;okgenin kuadratUrU problem! QiiZlllmU!J buln

nuyor. 

Kitap Ill. Ui,:ilncil kibp daireoio, kirl!Jlerlo, c;cncl ve d1f:i 

ac;1lann, te!1etlerin esas Clzcliklerinden bahactmckte olup 11 tarif 

Ye 37 tcorem ih th·a etmektcdir. 

Kitap IV. DOrdilncn kitap dalre ic;lne Ye dlljl08 Qizilen ev

kenar ll~geo, knre, dll1giln be1gen, alt1gen ve 15 kenarh c;okgen

lerle ilgili teorcmlerden ibaret olup; tarif ve 16 teoreml havidir. 

Kltap V. Be1ioci kitapta eakiJcrin alitmeti~i g~ometrik 

olnrak l!Jlt>nmif;!tlr. Deltil lrraayoocllerln hatta keairlcrio dahi 

Euklid'ce say1 olarak bilinwcdijti unutulmamahd1r. 

Ycdioci kitapta ikinci tarif 10yle lfade edilmektedlr: Sagi 

birimlerden mey1ana ge/mi1 bir roklulctur. 

Ohalde Euklid'e gare geometrik bilyliklllkler ile aay1lar ara

smda bire-blr tekabUl mevcut buluomaktad1r. Euklld iki dojtru 

parc;as1om, alao veya hacmm oranma irca etmemit olup bir ola

rak gijrtloeo iki teorl kurmu1tu: Kilnp V de bllyllklllklcr teorisi 

ve kitap \'II de say1lar teorisi. 

Kilap V de Ozel olarak iJgi tckici olao 11udur: 

Tarlf 5. Biiyiikliiklt!rden b!rincinin iki,,ciye ve ii{:iinc.iniin 

dorJiinciige agru katlar1, ayrica ikinci ile dorliinciiniin ba1ka agm 

katlan alin•a t•e ilk benzer katlC'r •on benztr lcatlarclan srra i!e 

b1iyiik, e1it tie k1ir;iik o!sa, oranlar e1'ttir. 

.r 

' 
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Bunu anlad1~1m1z dille ifarle edersek: 

her tam m ve n saytlari ii;in 

me > rul iken ma ,.:> nb oldultunda 

me = nd iken ma = nb oldu~unda 

me < nrl iken ma < nb oldu1tunda 

dlr. 

11 

Euklid'in tar!fl pozitlf reel sayilarJD tariflyle ayn1 olup mo· 

dern ,ekilde tamamen Dedekind ' ln kesim usulllne tekablll etmek· 
tedir (18]. 

Birincl kitap 18 tarif ve 25 teoremi ihtiva etmektedlr. 

Kitap VI. Al~10c1 kitapla dQzlem geometrlnin etlldll sona 

ermektedir. Bu kitapta alanlarm oran teorisl, ,ekillerln benzerll· 
jti ve oranhlardan bahsedilmektedlr. MeselA, teorem 12 vu prob

Jemden ibarettir : o~ doJra par~asr fJerildijinde bir dorJuneu oran· 

/ryr bulmak. 

Teorem 13. Verilen iki doJru par~a•rnm orta orantilasrnr 
bulmafc. 

Modern ders kltaplar10da bunlar ve buna benzer teoremJer 

cebrin geometriye tatbikatin1n esas101 tevkil etmekte olup 

ab 
x=-, x=\iab 

e 

vs. gibi dojtru pari;alarrn1a c;izimiol vermektedlr. 

Descartes, geometri sine (1635) Euklid'in ivte bu c;izlmlerlyle 
baelar \'e bunlara say1sal anlam verir [19). 

Altmc1 kitap 5 tarlf \'e 33 teorem H1tlva etmektedir. 
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Kitap VII. Yedlocl kltap 23 tarif ve 39 teorem' I havi olup 

burada asal say1010 tarltlne raethyoruz. 

Tarif 12. Yalmz birim Ile iii{:iilen •ag1ga asal •ag1 denir. 

Ayn1 kitaptn lkl tam say1010 en bllyilk ortak kahn1 \·eren 

bildlitimlz usul ac;1klaom11ltr - EukJid algorltma11. 

l lgill teoremler 1unlard1r : 

Teorem 1. Verilen fa,Jcl1 ilci •agrian Jciic:iilii Jaimi olaralc 

biigii/iinJen p/ca,.,/d1/1nia ka!an sag1 lcenJi•inden ""1ellcini, kalan 

• birim olancaga lcadar hie; iilc:muse bu ilci sag1 arafa,.,nJa a•al olar. 

Teorem 2. Ara'armJa a•al olmagan /kl •agr '1erildilinde en 

biigiilc ortak olc;iigii bulma/c.. 

BugOn Euklid algoritmas1 blr deoklem 1lstemlyle ifade edil

mektedir : 

a = bq + r , 

b = r 1 q ,+ r, 

r,. = l baliode teorem 1, a ve b aay1larin10 aralar1oda aaal 

oldutunu, "" = 0 baliode lie teorem 2, a ve b Ay1lar1010 en bil

y Ok ortak l>Olenlnin "n -• oldujtunu ifade etmektedir. 

Yedioci kltapta ayo1 zamaoda, blr Ay1010 blr tllrlll olarak 

asal c;arpaolar1na ayr1lma11na alt e88s teoreml veren bOllloebllme 

teorisl de yer almaktachr. Buna alt blrkac leorem a1ait1da \"erll

mi11tir: 
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Teorem 23. Aralarrnda a•al olan iki •agzian birini bOlen 

bir sayr dijeriyle a1alJ1r. 

Modero dilde bu ,oyle ifade edilebillr: 

(a, b) = 1 ve a= me lse (c, b) = 1 dlr (121. 

Teorem 24. lki sag1 herhangi bir sayi ile asal i1e c:arpimlarr 

da agni sag1 ile a•al olur. 

Bu, (a, c) = 1 ve (b, c) = 1 baliode (ab, c) = 1 olmas101 ifade 
eder. 

(a, b) = 1 l11e (an, bn) = 1 dir; 

(a, b) = l ise (a+ b, b) = 1 ve (a+ b, a) = l dlr; 

p say1e1 a y1 bl5lmlyeo aeal blr say1 ise (p, a)= 1 dlr, 

gibi birkac; tcoremdeo sonra l>l51Uoebilme teorisioio eeas teoreml
oe gelioir; 

Teorem 30. lki sagznzn birbiriyle c:arp1m1 blr sayi «1erse «1e 

herhangi a1al 1ay1 bu c:arp1m1 b01se ilk 1ag1/arlan birini de bOler. 

Bu, fU demektlr: p aeal olmak eartiyle ab = mp lee ya 

a= m, p veya b = m, p dir, di~er bir deylmle, lkl say101n tarp1-
m101 b)leo asal bir say1 bu say1lardan en az birlol bOler. 

Soora 11n teoremler gelir: 

Teorem 31. Herhangi bile1ik 1ay1 asal bir sayr ile bOliiniir. 

Teorem 32. Herhangi 1ay1 ya a1ald1r «1ega asal bir aagr ile 

biiliiniir. 

Bu teoremlerden soora bir eaym1n bir tUrlll o~arak aEal car
panlara ayrdmas1 gelmektedir. 

Kltap Vlll . Sekiz:ncl kitapta 27 teorem mevcut olop hie; 
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turif ihti\"a etmcmekledlr. Bu kitap Ozel olarak karesi tam say1 

olan keslrlerin mevcut olmad1t1n1 ifade eden teoremle, ktlble il

gili benzcr teoremi ihtlva etmektedir. Euklld bu teoremleri ken

dlne bas geometrlk tarzda lfade etmektedir. 

Kitap IX. Burada aaol say1lar ciimlesinin sonauz oldutuna 

ait teorem ispat edllmektedlr. 

Teorem 20. Verilen her {:olclalctalci asal •ag1clan daha fazla 

asal •ag1 var l1r. 

Dokuzuocu kitapta 36 teorcm mevcut olup hie; tarif ihtiva 

etmemektedir. 

Kitap X. Bu kltap 4 tarif ve 115 teoremle Irrasyonel teori

siyle baz1 lrrasyonclllerln blr a101flandmlmae1n1 vermektedlr. 

EllKLlo'in eserlolnln O~rencl loin en zor olan k1am1n1 bu onuncu 

kitap tevkil etmektedlr. Bu kitab1n Ilk 18 teoremlyle EcKLto bQ
yilklilklerin ortak blrlmle OIQIUebilmeai (1) ve Olc;Olememesl ile 

me,gul olmuvtur. Kltab1n gerl kalan k1sm1, lklncl derece ve lkln

ci dereceye lndlrllebllen dOrdQncQ derece denklemlerlnln c;Ozll

mllnde raallanan ~lmdl lee Irrasyooel dlyeblleel'~lmlz bir teoriyi 
ibtiva etmektedir. 

l\fisal olarak konudan birincl tarlfl, llollncll tarlfin blr k1a
m1n1 ve bir kaQ teorem alahm. 

Tarif 1. Ay.•11 ol{:ii ile ol{:iilebilen biigiilclere ortak birimle ol

riilebilen (commenaurable), ortak ol{:ii•ii olmagan biigiilclere orlak 

birimle ol(:iilemigen (lneommeneurable) biigiiltliikler J,nir. 

Tarif 3 .... Ohalde verilen do/raga (do~ru parc;aama) ra•gonel, 

(') «commenMurable» ve "lneommeaaurable» t~rlmlerlala kar31hjt1 

olarak «ayn 1 bl rim le otoalebllen» ve «aynt blrlmle Ol(Glemeyea» lfade

lerl 11hnm1~hr. 

•' 
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ister uzunluk i1lt!r kare t•ega yalmz kare olarak bununla olr1ilebilen 

dogrulara rasy,,nel ,,e bununla iilriilemigenlere de irra1yonel denil1in. 

Teorem 1. E,it olm1yan iki biigiikliik t•erildijjin le biiyii/.: ola

nrndan ke11li11i11in yarurndan /azlas1 r1kar1laa, elde edilenden gine 

garurn:lan f a::/011 pkanl1a ''e bu i1leme daimi olaralc devam olunsa, 

tJerilen biigiikliiklerin kiiriik olanrndan kii;iik bir biigiikl1ilc elde 

edilir. 

Teorem 2. E#t olm1gan iki biiyiikliij1in biigiijiinden claimi 

olaralc kiirii/ii rrkartlaralc bOglece det•am olunsa ve kalan, lcendi1in

den evvelkiyle hir bir zaman olriilemese bii9iikliikler ortak birimle 

iilriilemigen olurlar. 

Teorem S. Aym birimle olriilebilen biiyiikliikler bir 1ay1n111 
bir sag1ya oranmclaiir. 

Euklid'ce irrasyonel eay1lar10 mevcut olmad1~1 hallrdan ~1-

karumamahd1r. 

Teorem 6. lki biigiikliigiin orani bir 1ag1nrn bir sag1ya oram 

ise bu miktarlar ortak birimle olriilebilirler. 

Teorem 7. Ortak birimle 61-;iilemigen biiyiikliiklerin oranz bir 

sagm1n bir 1ag1ga oran1 deJi/Jir . 

Bu son keyfiyet kakikaten «Elemanlar• dan (buglln arltme

tik kitaplart dedljtimiz) kitaplartn ~1k1,1ntn sebebinl te,kll eder. 

Teorem 8. /ki biigi.ikliiliin oran1 bir 1agzn1n bir sag1ga ora

nr degilse bu b1igiikli.ikler ortak birimle olriilebilen deJildirler. 

Onbirlncl, ooikinci ve onl1i;llnci1 kltaplar uzay gcometriyle 

ilgiJldir. 

Kitap XI. Bu kitap 81 tarif \'C 40 tcorem ihtiva etmekte

dir. Burada kllreoin, koninin, silindlrln ve Ozel olarak dllzglln 

be~ tane i;okyllzlllnlln tarlflerlnl buluyoruz. Kitap, uzaydakl dolt-
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r1llar10, doltru ve dilzlemlerin izafi durumlariyle ilgili teoremleri 

i<;ine akmaklad1r. E1$de~erli paralelyUzlillerln Ozellklerinin ince

lenmesl de ele ahnn11,t1r. 

Kltap XII. liu kitap 18 teoremden ibaret olup e,i:leAerll 
prizma ve plramitlerden bahaetmekte ve kl1relerin bac1mlar1n10 

oranma alt bir teoremle sona ermektedlr. ()zel olarak bu kitapta 

'" teoremleri gOrUyornz: 

Teorem S. Tabanlarr iir;gM (le giikaeklikleri agm olan pira

mitler tabanlarla agm orantdarl1r. 

Teorem 7. Tabam iir;gen olan her prizma, tabanlar1 iir;gen 

olan biribiri11e e1it iir piramide agr1labilir. 

Kltap XIII. 18 teoremden lbaret olup dUzgQn <;okyQzl!l 

teorisinin esaslar101 ihtiva etmektedlr. 

Bu kitaptaki teoremlerden bir mlsill alahm. 

Teorem 13. Verilen bir lciire ir;ine bir dortgiislii r;ismek. 

Teorem 14. Verilen bir kiire ir;ine bir •ekizgiizlii r;izmelc. 

Teorem 15. Verilen bir kiire ir;ine bir kiib r;izmelc. 

!;!~....... .... ! J.~,; •.. ··~ ~Uri! ttlltll Cm ytrllllJIUlfll flllRll •• 

Teorem 17. Verilen bir krire irin11 bir onikig1islii 9ismek. 

Teorem 18. Evt•ellci teorernlerdeki be, cismin giizlerlni bul· 

male. 

Bu teoremler uzay i,ekillerio ~lzlm usullerini ve bunlarm 

do~ru olduklartnm h1paltn1 vermektedlr. 

i.:uklid, kitap X£11 deki teorem 1 e alt dlkkate dei:ter blr 

buausa 1,aret etmektedir: 
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«lhtar. Bir teoremi tahlil golu ile ispat etmek demek, 

arantlan 11eyi bilinir kabul edip elde edilen neticelerden 
bilinenlere ula11mak, terlcip golu ile iepat ise bilioeolerdeo 

bareket ederek aranilan1 elde etmek demektir.» 

Sonra, aym teoremin hem tahlll hem terkip yolu ile l11pat1-

Dlll bir 6rnegi gelir. 

Kltap IX. Bu kltap i teorem lhtlva etmekte olup dUzgiln 

~okyUzlillerin 6zeliklerlni vermektedlr. Baz1 tarihc;iler taraf1odan 

bu kltabJD da kitap XV gibi Euklid tarahndaa yaz1lmam11 oldu
gu kabul edilmekte ve her iki kitap lskeoderiyeli Hypelclee'e 

atfedllmektedir. 

Kltap XV. llu kltap 7 teorem lhtiva etmekte ve dUzglla 

c;okyUzlU ic;ine dllzglln bir c;okyiizlUnlln c;tzimi problem! ele aho

maktadir. Meselil: 

Teorem S. Dii:giin bir girmi gii:lii i~ine dii:gun bir oniki· 

gii:lii i;izmek. 

Bununla, bu me~hur kitablll k1eaca gOzden gec;irllme ieini 

bitirmit oluyoruz. 

1l lilllllllllllllfJ Ill Mii.JiU llllllltlltnUI 1)111000 IJl!Ullllltn llllllDID 

hopslnl lhHva elmodiltlno lvaro! odolim. ·Elemanlar• bllo Euklld 

taraf1ndan yaz1lan t.ek eser deiUldlr. Euklld tara.fmdan yaztlm1, 
fakat taribin blze ulavtm\mad1g1 <lljter kitlaplar da vardu: •Ko

nik Keeitlere Dair• d1lrt kitap, •Yl1zeylere dair• iki kitap, 

•Porizm» ve •Hatah HUk6.mler.• 

Konik kesitler leorisi, Perga'h Apollooius tarafmdao gelitti
rllmi11tir (M. 0 . 200). •Konik Keeitlere Dair• yedi kltab1 harii;, 

eeerlerinden bir c;o#u kaybolmu11tar. 

Eeki zamanJD bUyllk matematikc;lei Ar11lmed (M. 0. 212 de 
6lmU,tllr) ~u eeerlerl yazm1,tir: •kilre ve ailindire dair,» •Daire· 
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nin <;cvreelnin 01.;Dlrneei», «Helezonlara dair• , «Sferoid ve Ko

noidlere Dair• , «DDzlemsel ~eklllerln Denge&ine Dair• , • Parabo

liin kuadratllrfl• ve dl(ter buzt eserler. 

62. •Elemanlar• an tarlhael 

oneml ve tenkldl. 

Euklid'in •Elemanlar• 101 gOzden gec;lrmlt olmakla bu eeerln 

matematik bllimlerln llerleylolnde oe kadar bUyilk etki&I olduitu 

gOrlllebilir. 

Orta Ojtretim geometri&inlo, «Elemaolar» m moderoce bir 

tekilde tekrar1odan lbaret oldujtunu dUtllnllr&ek bu eeerln geoel 
kUltOr ic;ln de Onemlni anlamtt oluruz. 

Euklid geometrl&loin, oneekizloci yDzy1hn soolar1yla ondo

kuzuocu yOzy1lda gellomi1 ilerl kollar da dahil olmak llzere 
astronoml, mekanik, bir c;ok flzlk kollar1 ve dolay1aiyle teknolo

finin da temelinin blr k1sm101 teokil ettijtlnl belirtmemiz gereklr. 

«glemanlar« 10 muhtevasrn1n modern hayata ne derece nU

fuz ett•itl hakkmda blr flklr edlnmek ic;ln yap1 teknlttl, maklna 

dinamljll, elektroteknlk, radyo teknolojl1I, optik, gaz dinamliti, 

hidrodinamik - Ozel olarak kanat ve pervane teoriai - ve dl{ter blr 

c;ok teorik ve tatblkl eserlerden herbangl birine goz atmak yeter. 

•Elemanlar• Kopernlk, Gallle, Deaeartes, Newton, Lomono

sov, Lagrange, Lobachevski, Oatrogradskl, Chebycbev, Liapunov, 

Zhukovski'oin ve batta gec;ml1 yDzydlarm ve gUnllmUzQn bUtUn 
matematlk bllginlerloin eititlminio bir k11m1n1 te1kll etmi1tlr. 

Geometri ilmlnln farkh bir vecbesl ve Euklid'inklnden fark

h yenl geometrioln gell1imlnl, bUyllk Ra& matematlkc;lsi Nikolai 

lvaoovlch lobacheti•lci'ye borc;luyuz. Geometri tariblnin Euklld' 
den Lobacbevskl'ye ve Lobache\·eki'den bu yana olmak tlzere 

iki devresi me,•cuttur. 

~I 
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Geometrinin Lobache\•ski' nin eeerinden eonraki geli,meeini 

ve ayn1 zamanda Lobache\'ski' nin i;ahfmasm1 kavramak icin 

«Elemanlar• in meziyet ve eksikliklerini k1eaca g1lzden geclrellm. 

«Elemanlar• m esaeh meziyetlerinden birinin, geometri Umi· 

nin mantiki bllnyesine fekil vermeel oldujtu 1Uphesizdir. 

«Elemanfar• yllzy11larca mantiki mtlkemmellii;tin Orneltl ola· 
rak almd1. Her nekadar bu iddia «Elemanlar» in her eatm l<;ln 

doi;tru dejtilse de eserin bUytlk bir k1em1 kusureuzdur. «Eleman

Jar» 10 mantik cephesinden 1lnemi, geometri llmlnin eajtlam ve 

mantiki olarak geli,mesinln bir program icine ahnmlf olmas1d1r. 

Bu geliomenln yirmlncl yllz y1hn ba!Jlarma kadar tamamlanm10 

oldui;tu sBylenemez ve bu geli,mede Lobachevski'nin kurdujtu geo

metrl hayati bir rol oynamu~tir. «Elemanlarm• ikibin y1l denen

mif olan tatbiki 1lnemi onun kati dei'terlni te,kil eder. 

Kusurlar1na gellnce, heroeyden evvel Euklld'dekl esas kav
ramlara ait «tarif» lerin ac1k olmad1klarm1 ve hatta ekee~lya 

hii;bir oeyi tarif etmedlklerlni e1lyliyebillriz. Birlnci kitaptaki 

blr i;ok «tarif», mesel:l nokta, i;izgl doi;tru ve dlter nesnelerin 

tarifleri eserin eonrakl k1e1mlar1nda mant1ki i1leme tabi tutulmak· 

toJ1,., dljter bir deyimle, Euklid bu «tarif• leri teoremlerin lspa· 

tmda kullanmamaktadir. Mese!A «nokta, pari;ae1z neene oldujt~n

dan ... «\'eya» cizgl, eni olm1yan uzunluk oldui;tundan ... neti
ceeine var1hr» gibi ifadelere rastlanmamaktadir. Bu tarifler me· 

linden r,;1kar1lmakla iepatlar , bal)lang1cta mant1/ci leeler, ne an

lamlarmdan ne de dotruluklarmdan bir 1ey kaybederler. 

Sonra, tarif 4 ten ne anhyoruz? •doi;tru, llzerindekl nokta
lara g1lre dllzglln yaptlan neenedir.» Bu tariften bir 11ey anlal)tl· 

mamaktad1r. Bu tarifi bir dairenin cemberi de sai;tlamaz ml'? Ha

z1lar1, «noktalarma gBre dilzglln yay1lan» derken dojtrultu ile 

blrlikte doitrunun blltUn Ozeliklerinln Euklid'ln htmnda olda

~unu {221 iddia ede·ler. Fakat bu hu&"Bta kati bir mutabakat 
;okbr. 



Bu glbl •tari!• Ier lc;ln Lobachevskl 1lSyle yazmaktad1r: 

• .. . tarlhi delterlne ve matematlkte aoarakl parlak ba1ar1la

r1na rajtmeo Euklld'in •Elemaolar• 101n Ilk kusurlan zamao1m1-

za kadar gelmltllr. 

• Haklkateo, hicblr matematlk ilmlnlo, EuklM lie geometrl
ye ba1lad1jt1m1z glbl mUpbem kavramlardao barekct etmemesl 

gerektiAlul herkea kabul etmelldlr (32). 

Oodokuzuocu yQzy1ho lkioci yar1s1oda Euklid'de hlcblr ko

nup akalyomuouo mevcut olmad1jt101n fark1na var1ld1. •Ara11oda 

olma•, • ic;lnde olma•, •d111oda• gibi kavramlar Euklld tarafindan 

mantikl olarak l1leomeml1, eezglye dayao1p ac;1k 1ekilde bellrll 

olm1yan ka\'ramlar olarak kullaodm11llr. Meeell, Euklld'de Pasch 

taraf1odao lfade edileo akllyoma beozer akslyom yoktur. 

Paech akalyomu : A , B oe C doJru.•al .olm1gan ii~ no/eta, a 

da ABC dii%lemin.Je bu. nolctalarrn lii~birinden p~migen bir dotru. 

i•e, a do/ru..u, AB doJru. par~a•rnrn bir nolcta11ndan ae~tlli talc

Jjrde AC dolru. parra•rnrn hir nolcta•1ndan orga bu. olmaHa BC 

do/ru par(:a.,nm bir nolcta•1ndan ge~melc soru.ndarlir. 

Bu akllyom, ara.,nda, i(:inrle, d111nda v1. gibl flkirlerle It· 

lemler lc;io en1h blr alet olmu~tur. 

l lerlai lc;io blze Inzumlu baz1 teoremlerl ele alahm. Bu teo

remlerio i1pat1nda paralel alc.igomandan /aglalanm1gacafrs . 

Teorem. A oe B a;1larr dilc olan ABCD difrtpninde (tekil 

251) AD ~·e BC kenarlarr AD >BC, AD= BC oega AD< BC gi 

sa/lar.a r = c oe ,\ = L D aplarr da lcar11t olaralc r > "· r = ,, 
oe i' ~ .~ gr saglar. 

lapat.. 1-;vveld AD= BC a la rak (~ekll 252) D ve C a~1lar1-

o 10 e1ltli(tini glSsterelim. E nokta111 AB nio orta ooktaa1, p de 
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AB ye E noktasmda dik olan dojtru olsun. Bu dikme CD yi ke

ser. Bunu ~Byle ispatlar1z. A ve C noktalarin1 birle~tirerek ABC .. 

~ek. 251 

ilc;geniyle p dogrusuna Pasch aksiyomunu tatbik edelim : 1) p 

dogrusu A, B, C noktalar1n1n hi<; blrinden gec;memektedir. 2) p 

p 

eek. 252 

do~rusu BC yi kesmez, zira, nynt dotruya <;izilen iki dikmenln 

ortak noktas1 yoktur; obalde p dojtrusu AC yi A ile C aras1nda 
bir G noktasmda keser. 

eimdi ayn1 aksiyomu ACD U~g~nlyle p dojtrusuna tatblk 
edelim. Evvelil, p doitrusu AD yi kesmez, sonra p dotrusu A, 

C ve D noktalarmm hic;birinden ge~mez. Ohalde p do/trusu CD 
yi C ile D arasmdaki bir F noktasmda kescr. 
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F nin CD nln ortas1 olduitunu g011lerece~iz. 

AEF vc BEF Uc;genlerinin eoitlljtlndcn 

AF=BF, <FAE=<FBE 

yazarak 
<FAD=< FBC 

, 

elde eder ve dolay111iyle ADF ve BCF Uc;gcnlerloln t'IJ olduklar1-

D1 buluruz. Bundan da 

< D = < C ,.e DF= FC 

nelice11ine vnrir1z. 

Ayr1ca, ad1 gec;en Ui;genlerin e1ltliitlnden EFC ai;1srn1n kom

eu EFD ai;1sana e,illil?i ve dolay1alyle p dotruaunun ABCD dOrt

p-enlnln CD Ost taban1n1 dlk ai;1lar alt1nda keatiitlnl buluruz. 

C ve D ai;1larinm e,it olJutunu gOstermlt oluyoruz. Bu 

a•rlarzn Jilc oldulclarr ancalc EulcliJ'in paralel alcaigomu lcallan1la

ralc iapatlanabilir. 

$1mdl AD< BC hallni alahm (Sekll 2~1). 

BC Uzerlnde BE = AD doitru pari;a11n1 ahp D ve E nokta

larm1 DE dolrn pari;aalyle birleotlrellm. (Okuyucu DE doitru 

pari;aa1nrn ADC ai;1111 li;lnde oldujtunu lspatlamahd1r). 

Evvelkl nellceden 

2 = < BED = < ADE < rl 
bulunur. 

2 ac;IBI DEC Otgeninin dit ai;1a1 oldulundan 

elde cdlllr. 

Ayn1 1ekilde AD > BC ball ii;ln de t\ > 1· earl oldulu lspat

lanabillr. 
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AD<BC, AD=BC, AD>BC 

bag1nltlar10dan, ber durumda, ancak birlsi do~ru olaragmdan 

a,a~1daki teorem iepatlanm1e bulunur: 

Kar1zt feorem. A (!e B aplar1 dik olan ABCD dortgenln le 

(~ckil 251) ,~ "e r a;1larr J > r, tl = ;· ,.eya 3 < r y1 •aJlasa BC 

''e AD kenarlarr da kar11t olarak BC > AD. BC= AD ''eya BC< 

AD yi saJlar. 

lhtar. A ve B ac;1lar1 dlk ve AD, BC kenarlar1 e,lt 
olan ABCD dttrl!(eniue Saccheri dorfgeni denir. Saccheri 

dortgeninile iist tabanrn a~ilarmm e1it, t1e alt tabanrn orta 

dikmesinin iist taba111 dik olarak ortala·l1J1 01 iepat etmle bu· 

lunuyoruz. 

•Elemanlar• dakl eeash kosur hirbir aiireklilik akaiyomu ih· 

tit1a etmemeaidir. Bu nevi akslyomlar geometriye ancak ondoku

zuncu yuzy1hn lkincl yar1e10da ithal edilmietir. S!lrckllllk Ile 

llglli kavram ve lfadelerln mantiki olarak ele ahm,1 aadece •Ele
manlar» da degil, ayn1 zamanda, Dedeklnd'in anrekllllge ait 

akelyomunun veya buna denk olan Kantor'unkiyle blrllkte Ar

elmcd'in akalyomunun ithal edildijti tarihe kadar geometrlk hie; 

blr eeerde mevcut buluomamaktadir. Son lkl akelyomu bilmekte

ylz. !,;ilmdi Dedeklnd'loklnin Jfadeainl vercllm (18]. 

Sllreklilk akalyomu (Dedekind 'lo). Bir Jogrunun biitiin nok

talar1 iki a1n1/a ayrrlaa ve her srn1/, no/eta ihtiva etae ve bir arnr/rn 

biitiin noktalarr Ji/er arnr/rn biitiin noktalarrnrn agnr tarafrnJa ol

aa, Jogruyu iki 11rna ayrran bir no/eta mevcut olur t1e bu 11rnlardan 

biri iizerinde ainr/larJan birinin biitiin noktalarr, Jijeri iizerinde 

de ikinci srnr/m biitiin noktalarr bulunur t1e do/ruyu iki 11rna ay1ran 

nokta ise ya birinci f•eya ikinci arnr/.t ait olur. Bu nokta blr Dede

kind keaimi tarif ediyor dcnir. 
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Dedekind uksiyomunu kullnnarak Ar1;1imcd ve Kantor aktJi

yomtarmt i!'lpntlnmak mllmktinclllr, !akat bunun i<;in geometrinin 

blitlin nkslyomlarrnm tam listesine ihliyai,; vardir. Kar~1t olarok 

Aq1imed vo Kantor nksiyomlarrndan da t .-:orem olarak Dedekind 

aksiyornu el de edilir. Evvelce bahsedilen nzriei,lik ileride ispat111-

no1 verecc~im iz csas •e knr~1t teoremlcrin dogruluitunuo ifude

sioden ib'.\rellir. 

«Elcmuolar,. ID daha birinci teorcmi Onemli bir bo"luk ihti

va etmekle·Hr. lki dairenin (A ve B mcrkez ve AB yam:aph, 

eekil 249) C arake8it noktasinm varltjt1 1 !laglanmadan kabul 

edilmletir. Bir !liireklilik aksiyomu ithnl etmeden ad1 ge<;en dai

relerin kcsi~ecejtinl iddia etcuek imk1'\nbizd1r. C nin bulund11jt11 

yerde dairelcrdcn birindc (veya ikisinde de) bir boeluk bulunn

bilip dairelcrln orlak noktas1 olam1yabilir. 

~ek. 253 

Euklid aksiyomlarmdan baz1larmm ispatlnnabilecr jtinc Me

denberi learet edihni~tir. Boyle bir ispat li,;ln tabii esas aksiyom

lann bm bir li!'ltesi elimizde me,·cu olmahd1r. Ak,;i takdlrde is

patm nereye dayandmld1~1 a<;1k olarnk bllinmez. 

Meselii dOrdilncJ. aksiyom - dik acalarin c11itli~i - daha 

onseklzinci yUzy1lda ispnt konusu ohnuetur \'C bunda nc;-1larm 

eilrekll bllrUklllkler sistemi te~kil etli~i eezgiye dayanllarak ku
bul edilmi~tir. Yirmiuci yilzy1la gec;-erken Hilbert, «Geometr1nin 

temellerl» ndl1 cserinde siireklilik aksiyomunu kullanmadan bir 

i~pati verml~tlr. 
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Bunuu gibi Euklid'io paralel aksiyomuuu ispat ic;in de gay

ret sarfedilmietir. Bu aksiyomu is pat ic;in yap1lan te11ebbiisler 

mene~ itibariyle oldukc;a e~kidir. Euklid bizzat bu aksiyomu 

mllmkl\n mertebe ge<; kullanm11~llr. «Elemanlar» da ilk 28 teore

min bu aksiyoma dayanmadan ispatlanm1e oldugunu g{)rmiletilk. 

DUzlem ve uzay gcometrideo bu aksiyoma dayanmadan is

pat edilen veya edilebilen bilylik bir ilave teorem listesi c;1kar

mak milmkilndiir. 

Labachevski, paralel aksiyomunun ikibin kilsur y1la ait is

pat teeebhilsleri hakkmda 1823 de 11Byle yazmaktadir : 

«Bu gerc;egin dojruluguna gosteren sag/am bir ispat bugiine 

karlar '!lerilememi1lir. Veri/enler de izah mahigeti11rle o/up tam anla· 

miyle matematik bir is pat olmaktan azaktlr. [30). 

Lobachevski'nin 1829 da yay1nlaoun ,.e «Fizik - Matemntik 

Bilimleri BBlilmil Toplant1sinda verilen Konferanslar, 11 ~ubat 

1826» dan altom111 k1s1mlardan ibaret ve Lochevski tarafmdan 

keefedilen yeni geometrinin prensiplerini ii;ine alan «Geometrluio 

Anahatlar1na Dair• adh escrinden 11unlari okuyoruz: 

" ... Matemati!tin hic;bir yerinde paralel teorisiode oldugu 

gibl ciddiyetteo uzak kalmaya tahammill edemeyiz. Heroekadar 

nesnelerin bizatihi kafam1zclaki idraki, bizi geometrioin geoel ve 

ilkel kavramlarm milphemligioden dolay1 yanlle oeticelere var

maktao korur ve elde edilen ger<;eklerio do~rulaguoa, sadelikle

riyle ve mesell\ astonomik gt\zlemlerde oldujtu gibl deneyle ken

dimizi inand1rabilirsek de blltiln bunlar ciddi mubakemeye allek1n 

zekay1 tatmio etmekten uzaktir. Ger~ekten zekaom, blr sorunu11 

cevaps1z kald1it1 ve bizi daha ileri neticelere u1a,tiram1yacag101 

bilmedi!'timiz mUddetce cevab101 bulma ieiui ibmal etmeite hakk1 

yoktur. 

«Geometrideki bu bo~luklan ne tarz:la kapatmay1 tasarlad1-
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j,t1m1 bura1a lzab etmek istlyorum. HUtllo arattmnalar1m1 tablt 
strada ve lrtlb11tlar1yla vazetmem hem i;ok yere lllzum gosterlr 
hem de bUtUn gaometri ilmioi tamamen yenl b!r tekilde takdlm 
etmemi gerektirlr• . 



BOLOM XI 

LOB.\CHEVSKI GEOMETR1St 

B1H!lm Xl de iii;gen ai;1larmm toplam1oa 
dair teoremden eonra Euklid' In paralel akeiyo
munun dejti11tk oekilleri incelenmiotir. 

Lobncheveki akeiyomunu lfadeden eoora 
bolilmde Lobacbeveki geometrlelnin biiyilk eay1-
da en baeit Ozellkleri ile Lobacbeveki dUzlemin
deki dojtrunun balleri, etrafh blr oekllde etl1d 
edilmil~ ve h0ll1ml1n eonunda da Lobachevekl 
geometrlsinde alan Oli;me hakk1nda baz1 fiklrler 
verilmietir. 

63. O~gen a~1larmin toplam1na dalr teorem. 

Lobacheveki, «Geometrinin Prenelplerine Dair,• (1829) eee

rtnden sonra 1835 de «Hayali Geometri• adiyle bir makale ya

y1nlam1ohr. Ba makale oOyle baolamaktad1r: 

•Matematiki;ilerin tam bir !spat vermeleri 1i;m ikibin y1l 

boouna u~obklar1 Euklld'in «Elemanlar• 1ndaki teorem Xll (XI) 

geometride aoikar bir doltruluk olarak kabul edilmiotir. Ozel ola

rak Legendre bu problemle meogul olmue ve kendieine olduki;a 

tatmin edici gelen her oeyi FraDBIZ Akademiei dergllerlnde topla
m111ttr.• (Barada Lobacheveki, Legendre'm 1833 de yay1nlad1jt1 

ilglli eeerinden babeetmektedir.) «Bu gl1c probleme (·e,·ap buldu· 

~unu duoiinenler ielt•nae1z hataya d011Uyorlar, zira, •Geometri· 

nln Prensiplerlne Dair• adh eeerimdc IJUpheeiz olarak glleterdiiti· 

me inand11t1m gibl gtlzleme dayanmakelZln cieim kavram1ndan 

dojtrudan dojtruya elde edilemiyen eeylerin dojtrolujtuna e\•veldeo 
inamyorlar. Paralellere ait yeni bir teorlyi izab ettikten sonra 
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fiili Oli;mi:-ye dayanmadan bir Ui;genin B\tlarmm toplammin ya

r1m daireden kllc;Uk olduAuouo kabul edilebilece(tini ve bu kabule 

dayaoarnk tabiatta met>cut olmasa bile hi\ olmazsa analizde yer 

ala.bllecek hayali dedijtim yen! bil' geometri iierl sllrdllm. 

Sadece geometrik cizlmler yard1m1yle i;lzglsel blr tlc;genln 

kenar ve ac;ilart aras1nda fonkslyonel bat1nti ifade eden baz1 

deoklcmler elde ettim; nibayet bir dojtru, bir ylizey ve hactm 

elemanlar1 i!~in ifndeler verdim ve bu suretlc matematik ilmioln 

yeni bir kolu olarak hnyali geomclri, prensiplerlnin do!irulutu 

ve uygunlugu hie blr 'iipbe gtHUrmemek llzere tam manaalyle 

kabul edilmit oldn. 

1832 de Macar matcmaliki;fsi .Janos Bolyai (1802 • 1860), ba

bas1 Farkas Bolyai'oln kitab1oa ck olmak llzere latince 6oemll 

bir eser yay1nlad1. Ojtul'un eserlnln tam ba'jhjt1 eudur: •Euklid' 

in XI. akeiyomunun dotruluk veya yanbthlttndan bajt1ma1z ola· 
rak (lrnna Onceden karar verllemez) lamamen dotru olan uzay il
minl ve bun a iii\ ve olarak, yanh11hlt1 hallnde dalrenln geometrik 

kuadrnlUriioil Ii:ine alan ek» (10). 

Bll c1:1erde .Janos Bolyai Lobnchevski'den ba~1ms1z olarak 

fakat bir kai; y1l sonra gayet gllzel blr 11ckilde gayrl euklldyen 

geometrinin esaslarm1 ifade etmle olup bunuo Ilk flkirleri Loba

che,·skl taraf1ndnn 23 ~ubat 1826 da Kazan 0 niversitesi Matema

tik Ftzik Fakiiltesinin toplaohsrna sunulmuotur. BUyUk Rus bil

gininin ke,fini ilk ac;tklad1~1 .. neometrinin Preoslplerine Dair,. 

adh e~cr 1839 dn y11y10lnnm1etir. 

Bugiln lobachet•ski' 11in gayri euklilyer. geomelrisi dlye am. 

Ian bn yeni geomctrlnin eeaslar1m vermek ii;ln, k1smen bizzat 

Lobache\•ski'uin yolnndan giderek (31] bir lli;genln ai;1larm10 top

lamma ait baz1 Onemli teoremleri ele alacajt1z ve bu teoremlerl 

parale l a":eiyomuna ba!Jvurmadan ispathyacat1z. 
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Teorem 1. (:izgi•el bir ii~gende ii~ apmn toplamr iki dik 

a~ryr a1amaz. 

l11pat. ABC Ucgeninde (~ekil 254) Ui; acm1n toplammm 
IX+ :i ye e,lt Olduguou kabu} edelim (burada n, iki dik 8CIYI 

gOsteriyor). Kenarlar biribirine etit de~ilse BC en kUcll~llnU 

~ek. 254 

gOstersio. BC yi D ile iki etit parcaya Mlelim ve AD yi cizerek 
bu dogru llzerinde D in otesinde DE= AD olmak flzere E nok
tasrn1 alahm. E Ue C yi birlettlrellm. E,u ADB ve CDE flcgen

flc;genlerinde ABD aclSI DCE ac1srna, BAD aclSI ise DEC acm
na etil oldugundan ACE flcgeninde de ac1lar1n toplam1 n +a. ya 
e11it olur. 

ABC lli;geninin en kilcUk BAC ac1S1 

BAC= EAC+ L AEC 

olarak iki k1sma b6lllnmek suretlyle AEC Q~geninin lki acm 
olur. Bu k1S1mlardan biri BAC ac1s1mn yar181ndan bnynk degn. 
dir. Bu suretle devam ederek a~1lar1 toplam1 :i + !% olan ve iki 
BCl8l da a./2 den kOcftk olacak blr Qc;gen elde edebillriz. Bu Uc
gende OcUnc1l ac;1 n den bllyilk olam1yaca(tmdan x n1n s1f1rdan 
bllyllk olam1yacag1 c•kar. 

Teorem 2. Ejer s;izgi•el bir ii~gende ii~ apnrn toplamr iki 

dik a-;.1ya e,itse, biitiin ii~genlerde top/am iki dik a;:rya e,ittir. 
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lspat. ABC Ue:geninde (~ekil 255) ac1larrn loplam1 n ye 

e~it olaun. Bu Ui;gende ac1lardan en a~ajt1 iklei dar ac;1d1r. Oc;un

cil ar,;rnm 8 tepe noktasmdan karo• kenara dik dojtru clzelim. 

B 

A/he 
~ek. 255 

ABC ncgeni dik iki tlr,;gene ayrllm10 olup her birlnde a<;1lar top

lam1 n ye etittir, zira bu dik Ui;genlerden birinde toplam n den 

kl11,:Uk oldui:tunda digerinde n den bilyilk olur, bu ise imkane1zd1r. 

Bu suretle dik kenarlar1 p ile q ve ar,;1lar1 toplam1 n olan 

dik blr U<;gen elde etmit oluyoruz. Bu Uc.genden ac;Jlar1 dlk 

ve karo1 kenarlar1 colt blr dOrtgen elde ederiz (tekil ~56). 

A' 

p 
q q 

p 

• p 

p 

8 

~ekil 256. 

Bu dllrtgenin kenarlar1 tlzerine, ayn1 tekilde, ac;tlar1 dik ve kar

o• kenarlart eoit olan dtlrtgenler c:Izebillrlz. BOylece elde edilecek 

dOrtgenin kenarlar1 np ve mq ye eoit kthnabilir, di~er bir de

yimle, m ve n keyfi tam say1lar olmak Uzere 

AB - np ve AD=mq 
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ahnabilir (tekil 256). Bu d6rtgen BD kO"egeniyle, her blrinio 
ac1lar1 toplam1 :c olan BAD ve BCD dik 11c;genlerlne ayrilm11 

bulunmaktad 1r. 

Ohalde, eJer bir iir;gende ar;rlar toplam1 n ye e,itse, ai;1lar1 

toplamr tc olan fJe dik kenarlar1 i11tenilen biiyiikliikte olan bir dik 

iir;gen daima i:izilebilir. 

~imdi 9u kolayhkla gOsterilebilir: Herhangi "erilen bir ABC 

iir;geninde ar;zlar toplam1 n ge e1it11e, her PQR dik iir;geninde a;1-

lar toplam1 :i ye e#ttir. 

Ac;tlar1 toplam1 n olan ve dik RP., RQ1 kenarlart PQR ll<;· 

geninin kar11t olarak RP, RQ dlk kenarlarindan buyuk olan dik 

P1 RQ, ttcgenlnl clzelim (9ekil 267) P,Q dojtru parc;as1n1 Qizerek 

R Q 

~ek. 257 

a, 

elde edllen P1 RQ dik ttcgeoinde (9ekil 255 deki ayo1 muhakeme 

ile) actlar toplam1 :r ye e1it olur. Ayn1 suretle PRQ de de ac;1-
Jar toplam1 :r ye eeittir. 

Herbaogl A1 B, C, tti;geni en bllyUk ac1a1nm tepe ooktas1na 

ait yUkseklikte ikl dik U<;gene ayrilabildljtinden, verilen bir iir;

gende ar;zlar toplamr n ye e1it oldajanda, herhangi bir iir;gende 

a;rlar toplamrnrn :r ge e1it olacaJ1 r;zkar ve teorem 1ablt olur. 

~imdi ispatlanm19 olan lki teoremden teorem 3 elde edllir: 

Teorem 3. Ancak iki imkdn flartlrr: Ya her r;izgisel iir;gen· 
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de ar1lar toplamr n ge eJittir veya her iirgende top/am n den lcii

riiktiir. 

Teorem 4. Biifiin rizgiael iirgenlt!rde a~ilar toplamr agnr iae 

top/am "' ge e,ittir. 

lspat. Her U~genin ac;1lar1 toplam101 x lie g6sterelim. 

8 

~ek. 258 

Keyfl ABC Uc;geoinde (~ekil 258) BD keseninl i:lzelim. Ac;•· 
Jar ic;in oekilde goaterilen harflerl kullan1rsak 

x=:.t+r+r 

x =)'+/I,+ .l, 

yazabilir \·e SOD iki evitligi toplayarak 

2l' =at+ (fl,+ //,)+)'+ (1,, + <),) 

veya 

bundan da 

x=n 
elde ederiz. 

Bundan vu netice bulunur. 

Teorem. Her iii;gende a~1lar toplamr n den kiiriilc•e bu top-
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lam biitiin ii~genlerde agm olamaz. DiA'er bir deyimle bu toplam 

tl~genden ilc;gene deA'iolr. 

~lmdi 6nceki bir yard1mc1 teorem lspatlayacaA'1z. 

Yarchmc1 teorem. Verilen bir noktadan gec;mek '{18 '{!erUen 

bir dojru ile kegfi kiic;iik bir ac;z t e1kil etmek iizere daima bir do/· 

ru c;izilebilir. 

Verilen A noktasmdan verilen a doA"rusuna dik AB doA"ru

eunu 9izelim (~ekll 259). a iizerinde keyfi bir B 1 noktas1 ahp 

A noktae1oa birleotirelim ve dik ABB, il~geninio AB, B ai;1-

s1oa tX. diyelim. BB, doA'rultusunda 8 1 den itibaren AB, doltr u 

par~ae1oa eoit B, B, doA"ru par9as1n1 ahp AB, yi 9izellm. 

a 
8 B, Bz 83 

~ek. 259 

AB, 8 2 ikizkenar l\9geninde AB, 8 1 a9m, bir ilc;gendeki a91-

lar toplam1nm durumuna g6re ya x/2 ye e11it veya bundan kll9Uk 

bulunur. Bu euretle devaro ederek netieede, verilen herhangi blr 

a91dan kll9llk olan ABn 8 a919l elde edilir. 

Teorem 6. Bir noktaian '{!erilen bir do/raga ancak bir para· 

lel dojru c;izilebilirse, herhangi bir iic;gende aplar toplamr tr ge e$it 

olar. 

l:lpat bilinrnektedir. 

Teorem 7. Bir iic;gende ac;tlar toplam1 :i ge e1itse, bir nokta

dan bir do/raga ancak bir paralel do/ra fizilebilir. 
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lspat. a, ,·erllen doj!ru A da a ilzerinde bulunmuyan nok

ta oleun. a ya dik AB doitrueiyle AB ye dlk Ab dojtrueunu ci
zelim (~ckil 260). a ve b dojtrular1, acllar1 toplam1 :l yl aoan nc-

B B' a 

!;iek. 260 

gen teokll etmediki;e keslomiyeceklerinden paralel olurlar. c dojt
rusunun da a doitrusuna paralel oldojtunu farzedellm. Dar ac1 BAc 

olsun ve 
:l 

~-· 2 

dejterine eoit buluneun. AB' B=x ac1e1 s dan kncnk olacak ve CAB 

dar ac1elyle AB Din ayo1 tarafmda bulunacak oekllde a flzerlnde 

B' noklaem1 alahm. 

Dik ABB' 111,;geninln ac1lan toplam1 farz1m1z gerejtlnce :i ye 

eolt olduttundan ve x < s dan 

< B' AB = :i - x > ..2.. - s = < cAB 2 2 

bulunor ve bundan ABB' icine glren Ac dojtruaunun BB' taba
n1n1 veya a y1 keeecejtl anla11hr. Elde edileo c;eli1mezllkten teo
rem ispatlanm11 bulunur. b doj2ru1u ti \la11 15e'ilp .. doltruaona 
paralel olan yeglne dojtrudur. 

Teorem 8. Bir ii{:gencle a{:rlar toplamr :r den lcii{:iilc.e, bir 

noktaclan flerilen bir doJruga paralel olmalc iizere birden f azla dol• 

ru rizmelc miimkiincliir. 



Lobacbevskl ac-omelrlsl 35 

lspat. Bir Uc;geode ai;1lar toplam1 .-r den kiii;nk olt1un. \'e

rileo bir A noktaiuodan verilen bir dojtruya aocak bir paralel 

c.;izildiltinl farz ettijtimlzde bir ilc.;gendo ac;1Iar toplamt :i ye e!;jit 

olacnjtindan (teorem 6) <;eli1mezli~e varihr ve teorem sabit olur. 

Ohalde iki hal veya varsay11n milmkllndilr. 

A. Verilen bir noktadan verilen bir do~ruya aocak bir pa

ralel do~ru c;izilebilir. 

B. Verilen bir noktadao verileo blr d~ruya birclen fazla 

paralel do~ru c.;izilcbiiir. 

Birinci halde bir ilcgande ai;1lar toplam1 n ye eoit, ikinci 

halde iee :i den kll<;Uktilr. 

Kar11t olarak, A ve B ifadelerl de blr lli;gende av1lar10 top
lamma alt kar11t hallerdeo elde edlllr. 

Lobachevskl, «Birincl ha!, adi geornetri ve dilzlem8el trigo

nometrinin esae101 te1kil eder. 

«lkinci hal de hl<;bir veli1mezllk yaratmakstzlll kabul edile

bilir. Bu ha! •hayali geometri» dedi~lm yeoi geometrinin eeae1n1 

te1kil eder. Burada bu geometriyi, c;izgisel ve kilresel Uc;genlerin 

kenarlari ve av1lari arasmdaki ba~1otilar1 ifade eden denklemleri 

c.;1karacak kadar izah etmek niyetlndeylm,. der. 

64. Euklld geometrislnde paralellik aksiyomunun 

deg1'ik tekillerl. 

F.,•v<>lki lnr.,lrme, pnraJel akAiyomu :verine blr Uc.;irende a<;1la

r1,o toplamma dair blr teorem almabllece~lnl gosterruektedlr. Me

eelil, herhangi bir ii~gtmcle a~ilar toplami i•pat•u: Colarak n Y• e$it 

kabul edildiginde, paralel a/uigoma teorem 1eklini alir. 

Paralel aksiyomun yerine ahoabllecek biri;ok teoreru mev-
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cuttur. Lobache\·ski geomelrisinin lzalu i<;in 6nemli olanlardan 

hir kac;m1 zikredelim. 

Evveh'l, paralellerln birtekli(tine alt akslyomundan Euklld'in 

heoinci akelyomu elde edllir; bunun karo1ti da do~rudur. 

Bunu lspatlamak l1tin A noktasmdan a dojtrusuna blr tek b 

paralelini ge\'lrelim (~ekil 261). 

a 

~ek. 261 

Bir kesen, paralel dojtrularla eoH ic ters ac;1lar meydana 

gelirdijtinden ve b dojtrusu A dan gec;lp a ya paralel olan birtek 

dojtru oldujtundan AB do(trusu b ,.e a dojtrulariyle eoit i1t ters 

n1:1lar meydana getirir. Obalde AB keoariyle x + (1 < 11 oartI 

altinda fl ac;1e1 te~kll eden c do(trusu a y1 keser. Ayr1ca blr nc;
gende a1:1lar to1>lan11 11 den bQyQk olmad1jt10dan a y1 AB nln ay

m taraftaki le; ac;1lar10 toplam1 11 den kU1tllk bulundujtu tarahn

da keser. Bu teoremln karo1ti da kolayca ispatlanabUlr. 

Agni dolruya ri:ilen dik dolru ile gat1k dolranun daima ke

•i1eceklerini ifade eden teorem de poralel ak•igomanan gerine al1-

nabilir. 

Okuyucu, verllen bir A noktaerndan verilen blr a dojtrusu

na. 1:izilen paralellerln hlrteklijtlnin yeter oldujtunu kendlsl lspat

lamahd1r. Bu lftkdirde herhangi hlr do(tru ve herhangl blr nokta 

l<;in bir teklik netice olarak c;.1ku. 
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Euklirl'in be,inci aktigomunun clo/rulu/u halinde be11zer ii{:

ge11lerin varl1gz liseden malO.mumuzdur. 

Kar~1t teorem, be1inci aksiyom yerine e1it olm1yan benzer 

Ucgenlerin varl1jt1mn ahnabilecejtini g6stermektedir. 

Teorem. (Wallis). E1it olm1gan benzer iki iii;genin ~arl1gm· 

clan Euklid' in paralel aksigomu if pat eclilebilir. 

lspat. ABC ve A;B'C' ili;genlerinde 

<A=<A', <B=<B', <C=<C' ve AB>A'B' 

olsun. ABC Ui;geninin AB ve AC kenarlar1 nzerinde AD=A'B' 

ve AE = A' C' dogru par~alarrn1 alahm ($ekil 262). 

II 

~ek. 262 

AD= A' B' < AB oldu~undan D noktas1 A ile B araema 

dii11er. E noklas1 C noktas1 ile cak1~eayd1 AED (=<A' C' B') 

ac1sma e!!it olan ACD ac1si C ac1s10dan kilclik bulunurdu. Ej!er 

E noktae1 AC nin d111nda olsayd1 AED yine C ai;1erndan kllcilk 

bulunurdu. Halbuki AED ai;1s1 C ai;1erna e1it oldutundan E nok

tasmm A ile C aras1nda oldujtu anla11hr. 

Bu takdirde BCED dOrtgeninde ai;tlar toplam1 211 ye e1it 

olur. Obalde BDC ve DCE ilcgenlerinin herblrinde ac1lar topla

ru1 11 ye e1it olur, zirn hicbirinde toplam1 11 yl a1nmaz. 

Bir tlcgende bile actlar toplamrnrn 11 ye e1it olu1u be1incl 

aksiyomu verdijtinden l11pat sabit olur. 
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Bundan, benzerlik teorisinin parnlel aksiyomuna nasd s1k1-
cn bajth oldujtu ac;1k olarak gtlrUlmektedir. 

Teorem. Euklid'in beJinci aksigomu dojru ise bir u(:genin 

(:evrel dairesi daima (:izilebilir. 

lspnt liseden mah1mumuzdur. 

Kar111t teorem (F. Bolyai). Herhangi bir ii<:genin ~et1rel daire• 

ai <:izilebilirae Euklid'in be$inci akaigomu i1patlanabilir. 

lspat. Her Uc;genin c;evrel daireslnin c;izilebilecejtini kabul 

edelim. Bir AB dojtrusuna c;izilen aB dik do~rusiyle bA ejtik dolt
rusunun dalma kesi~ecejtini ispathyacajt1z.. Bu ise be11inci akei
yoma denktlr. AB dojtru parc;ae1 Uzerinde key rt bir M noktae1n1 

L 

N 

~ek. 263 

nhp M oin b ve a dkjtrularma S(tlre olan L ve N simetriklerioi 
dil!Jilnelim. ML doi?rusu b ye dik ve MA ise ejtik oldujtundan (') 
MA ve ML farkh dojtrular olur ve netlce olarak, L, M, N ook
talar1 dojtrusal olmaz. a dojtrusu LMN Uc;geoioin N ve M tepe 
noktalar1ndao evit uzakllkta bnluoan noktalartn geometrik yeri 

( ') .El'ler MA ve ML nln her lklal de 6 ye dllr 0Isalard1 blrlblrle· 

rlne pualel bulunurlardl (bu leorem betlncl aksl;yomdan bat1ms1~d1r). 
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oldui'.1'undan bu iizgenin ~evrel dairesinln 0 merkezi a dottrusu 
Uzerinde bulunur. b do#ruau da M ve L noktalarindan eolt uzak
hktnki noktnlarm geometrik yeri oldojtundan bo 0 merkezi ayn1 
zamanda b nzerinde bulun ur. Ohalde a ve b dogrolar1 keai~irler 
\'e teorern sabit olur. 

Ohalde blr Ucgen d1oma daire cizllebilece~ine ~air olan teo
rem paralel tlzerine olan beoinci aksiyomun yerine gecebllir. 

Teorem . Euklid'in be1inci akaigomu dog,.a iae b;,. do/,.adan 

e1it uzaklikta olup bu dog,.unun agm ta,.afmcla alman iii; nokta dog

t'usaldtr. 

hpat liseden bilinmektedlr. 

Kar 111t teorem. B;,. do/,.unun agnr tarafznda bulunup ba 

do/,.uclan e1it uzaklrkta olan iii: nokta do/,.usalaa Euklid akaigomu 

iapatlanabil;,., 

lspat. A, B, C noktalari bir a do~rusunun aynt tarafmda 
olao ve A,, B,, Cl ooktalari A, B, C nio a Uzerindekl ayaklar1 
olmak tlzere 

AAl = 881 = CC1 

eoitlikleri aaglanan uc nokta olsun CSekil 261). 

A, B, C, a 

Sek. 261 

A, Bl BA, A, C1 CA ve Bl C, CB dOrtgenleri Saccheri dOrt
genleri oldujtundan ast tabanlannm x., (1,; :t,. i'; fit. ,, ac1lar1 
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y1 sajtlamakla 

p, = r;, 
elde edilir. E1Jil kom!Ja ac;1lar dik ac;1 oldujtundan A 1 8, BA dOrt

genindeki blltlln a<;llar diktir. Buodan da A, B, 8 ve A, BA lic
genlerinio herbirinde nc1lar toplam1 :i olur ve be,ioci aksiyom 

elde edilmilJ bulunur. 

Bu teoremden de paralel iki dojtrunun her noktada birbl

rinden eljit uzakhkta olmasm1n paralel aksiyomunun dijter bir 

1ekli oldujtunu anlanz. 

~imdi dar bir AOB a<;tst ile bunun lcinde olan bir M nok

tas1 alaltm (i;iekil 265). OB kenarma MN dikmeslni cizerek NM 

0 8 

~ck. 265 

dik doltrusiyle OB ye yattk olan OA do~rusunun, beeinci aksi

yomu kabul ettiltimlzde, dalma keei1eceklerinl g6rllr11z. Bu neti

ce dig-er bir eekilde de ifade edHebilir. 

Teorem. Euklid'in be1inci akaiyomu dogru ise, herhangi bir 

apnzn ir;indeki bir noktadan daima ar;rnin iki kenarinr da kesen bir 

dogru ~izmek miimkiindiir. 

Ac;mm dar olma earlim kaldirabiliriz. Ac;1 genit oldu~unda 
ac;1ortay1n1 c;lzmek kafi gelip bona cizilen bir dik dojtru verilen 

ac;m1n iki kenar1n1 da keser. 
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Kar~1t teorem. Verilen bir AOB as;mnzn is;in1leki bir M 

noktasmdan bu as;mm iki kenarmz da kesen bir dogrunun s;izilecegi 

kabul eiilirse Eaklid'in paralel aksiyomu ispatlanabilir. 

lspatl olmayana ergi ile yapacag1z. Ac1n10 icindeki bir nok
tadan ac1ruo iki kenarm1 da keseo bir dogru c;izilece!lini fakat 
bel}inci akeiyomun cari olmad1g101 kabul edelim. 

Kabulllmllze gore beoioci aksiyom do~ru olmad1gmdao her
hangi bir ABC ttc;geolnde ac1Iar toplam1 " den kilc;ttktllr. :i ile 
ac;1lar toplam1om fark101 lJ (ABC) ile gUsterip 

lJ (ABC) = " - (A + B + C) 

yazahm (15 > O). 

Bu b (ABC) farkma ilc;genio noksanl1k'1 deoir. ABC Uc;ge
niode diger iki ac;mm her ikieindeo de kilc;llk olm1yan ac1 A 
olsun. 

A noktas101n BC dogrusuna gUre A' eimetrigioi c;izelim 
(~ekil 266). 

~ek. 266 
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A ac1srna ait ~arta gljre A' noktae1 cAb ac1emm iclne d!l
ver. A' den gec;mek ve cAb aclBlnm her Jki ACc ve ABb kenan· 

nt ke•mt>k iizere PQ do~rusuou clzellm. 

A' noktas1n1 B ve C noktnlarlylc birle,tirip ~ekil 266 da 

gieterilen bartleri kullanarak 

l> (ABC)=,\= :1 - (x +fl+ i'), 
l> (BCA') = ~ = 11. - (x +ti+ r), 

l> (A'CP) = ~ 1 = n - (x, + (1, + l), 

yazar ve taraf tarafa toplamak suretlyle 

veya 

buluruz. 

2,\ + t>, + t'l, =4 ·"' - <r+ r + r.>- (it+ P+ /1,) 

- (x + x, + x1 ) - (x + l +I') 

= 4:1' - ·"' - n - n - (x + J. +I') 

r\(APQ)=:i-(x+.t tµ)=21)+<) 1 +J, 

Hundan da, 1\1 > 0 ve ,) > 0 dolay1elyle 

;, (APQ) > 2·•) (ABC) 

elde olunur. 

Eide etli~imiz bu netice kellmelerle voyle ifade edilebilir. 

Bir ac1om icindeki bir noktadan bu acmm iki kenar101 blr

den kescn blr doltrunuo <;izilebllecejtl ve aynt zamanda bevlnci 
aksiyomun cari olmad11t1 kabul edlldl~lnde herhaugl bir ABC 

Uc;genl verllmivken, .~ (APQ) noksanhlt1 .) (ABC) noksanltltrnrn lkl 
kahodan bUyllk olacak ~ekilde blr APQ lli;geni bulunabillr. 
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Bundan da nokaanh~1 keyfi derecede btlytl.k olan ili;genlerin 

varh~t i;1kar. Bu ise imki\ns1zdtr, zira, n lie n den kncnk pozi· 

tlf blr sayrnm farkt :r den bllyflk olamaz. Bu celi1mezlik teore
mln iepatm1 verir. 

Euklid'in paralel akaiyomn yerine ge~ebilen bir teorem da

ha zikredelim. Bu maksatla 1u iki teoremi ele ahyoruz. 

Teorem. E uklid' in be1inci akaiyomu cari i•e bir daire irine 

<:izilen diizgiin altzgenin kenarz dairenin yarzc;apzna efittir. 

lspat lise geometrisinden bilinmektedir. 

Kar111t teorem. Bir daire ipne <:izilen dii'Zgiin altigenin ke

nari dairenin gari(;apzna eJil•e Ea/clid'in befinci ahigomu i•patla

nabilir. 

~ek. 267 

lapat: (~ekil 267) de daire icine clzllen dtlzg1ln a.ltigenin 

kenari yancapa e1it veya 

AB=OA=OB 

oleun. Etkenar bir flcgende ao1lar e1it ve 

< AOB=n/8 

oldu~undan AOB tti;genin acilan toplam1 n ye e1it bulunur. Bu 

lse betlnci aksiyomu verir ve iapat sabit olur. 
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Bununla, Eu klid geometrisinin paralel aksiyomunun dei;ti§ik 
iiekillerinin tetkiol bitirmjii oluyoruz. 

65. Lobachevskl aksiyomu. 

Bir a do~rusu Ile bunun Uzerinde olm1yan bir A noktae1 ve· 

rilmi!lken A dan geven ve A ile a nm belirledilti dUzlem ttzerin

de buJunan ve a y1 kesmiyen bir dottru ~izilebilecegioi biliyoruz. 

Bu, dojtrudan do!irnya i!.~genin d1i1 a<;1s1na ait teoremden 

eJde edilir (2). 

Euklid geometriei bu do1trunun bir tek Olu!!U ttzerlne kurul

rnu,tur. 

Lobachevekl, A dan gei,;lp a y1 kesmiyen b6yle birden fazla 

doftrunun varl11t1u1 kabul ederek tezat yaratmayan yeni bir geo

metri kurmuflur. 

Lobachevski aksiyomu. a herhangi bir dojru, A da bu doj

ru iizerinde bul1mm1yan bir nokta iae, a dogr11siyle A nokta11nrn 

belirle:ligi diizlem iizerinde A noktasmdan gerip a dogrusunu kes

miyen en a,agi ikl dogru varlzr. 

Lobachevskl geometrfsinde Euklld geometrisinin aksiyomla

rmdan yaln1z bir tanesi - Euklid'in befincl aksiyomu - harlv 

bf1t!in aksiyomlar aynen kalmakta ve sadece befincl aki.iyomun 

yerini Lobachevski aksiyomu almaktad1r. 

Evvelki bilgilerlmizden dolay1 Lobachevskl akeiyomu yerine 

B!1alt1daki ahnabilir : 

Ai;ilarr toplam1 :i den kiii:iik olan bir iii:gen mevcuttur. 

Lobacbevskl, 6l!lmttnden bir yil 6nce 1855 de yayinlatl1{t1 

«Pangeometry» adh eserinde f6yle denmektedlr : 

«Geometrische Untersuchungen zur Theorie der Paralellinlen, 
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Berlin, 1840. In der Flnke'schen Bucbhandlung• baohg1 alt1ndn 

paralellerin tam bir teorisini yaymlad1m. 

«Bu eeerde paralel dog-rularm yard1m101 gerektirmiyen bii

tnn teoremlerin ispatlarim verdim. Bu teoremler aras1nda kilre

sel ttcgenln alan1010 bUtUn knrenin alanma oranm1 veren teo

rem dikkate de(ter (Geometr. Unters. 27) A, B, C kUresel lli;ge

nin alao101n 1lt;genio ait oldu~u kUrenin bUtUn alan1na oran1, 

1 T (A+B+C-:r) 

nio d6rt dik ac1ya oramoa eoittir. Burada :r lkl dik ai;1y1 ifade 

elmek tedir. 

Burada Lobachevski kUreeel geometrlden babsetmekte ve 

ad1 gei;en teoremin paralel akslyomuna bajth olmad1g-m1, dij'.ter 

bir deyimle, bu teoremin kllresel geometride beolnci aksiyom ve

ya LobachevE>ki aklliyomundan hangisi ahn1rsa ahns10 dojtru 

kald1tt101 gBstermektedir. 

Lobachevskl devamla ec!;onra10, diyor «\.izglsel bir ttcgende 

Uc ai;101n toplam1 iki dik ac1dan bUyUk olamaz (Geometr. Unters. 

19) ve bu toplam i;izglsel bir Ucgende iki dik ai;1ya eoitse bu, 

i;izgisel bUtUn Ui;genlerde dog-rudur. Ohalde iki imkiln vard1r = 

Ya her i;izgisel ilt;gende Uc ac1 toplam1 iki dik ai;1ya eoittir - bu 

adi geometriyl vermektedir - veya i;izgisel her Ui;gende toplam 

ikl dik ai;1dan k1li;ilktiir; bu son bal hayali geometri adin1 ver

dijtim Ozel geometrinin temelini teokil eder. Bu geometrlye daba 

dojtrusu «pangeometry» denilebilir, zira, bu ad adl geometriyi 

Uzel ha! kabul eden gene! g('ometriyi ifade eder• (32). Lobache

cbevski tarafmdan yarat1lan bu yeni geometri bugiln gagri Euk

lilgen geometri ad1 ile blinmektedir. 
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66. Lobachevakl geomelrlainin ana hatlar1. 

Euklid'io beeincl akalyomu yerioe Lobachevskl aksiyomunu 
alnrak Lohachevskl geometrlaioio a1ag-1daki teoremleri elde 

edillr: 

Teorem. Qizgiael blr Q~eode ilc; ac;m10 toplam1 iki dik 

ac;1dan knc;nk olup nc;geodeo Q~geoe deg-I~en blr miktardtr. 

Teorem. Verilen bir dojruga dik ve gatik olarak ~izilen iki 

~izgi daima keai1mez. 

Teorem. Benzer olup e,it olm1gan ii~gen m"1cat de/ildir. 

Bir ii~f1Min ii~ a~r•t di/er bir ii~genin buna kar11 a;1lanna e1ilu bu 

ii~genler e,iitirler (koogrUeot). 

Ejter benzer olup da e1lt olmtyan tlc;geo mevcut olaaydt 

beelncl akelyom earl olordu. Bu lee Lobachevekl geometrlelnde 

imkdneiz:hr. 

Ohalde LobJcbevskl geometrlalode benzer (ve e1it olm1yao) 

1ekiller mevcot de~ildir. 

Teorem. Di1rna daire ~izilme•i imkan olmrgan ii~genler mev· 

cuttur. 

Zira, blr Qc;geo d111na dalre c;izllmeei be1lncl akslyoma deok 

bulunmaktadir. 

Yukardakl teoremden kenarlarrnrn orla dikmeleri paralel olan 

veya ke•i1migen ii~genler mevcut oldu/u netlceai c;tkar. 

Teorem. Bir diizlemde bir dojrunun agnr tarafmda olup 

uzakl1klar1 verilen bir do/ru par~aama e,it olan noktalarrn geomet

rik geri herhangi ii~ nokta•1 dojru•al olm1gan bir e/ridir. 

<;nnkil, e~er bo geometrik yerln Ile; ooktaa1 dojtrusal olsayd1 

Euklld'ln beeloci akaiyomu earl olurda (6l); halbukl bu cari bu

lunmamaktad1r. 
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Bu ettriye e1it uzakl1kl1 eJri veya e1uzakl1kl1 ·ejri dcnilmek· 
tedir. Elluzakhkh e~ri deylnec bir a dojtrueundan sabit h uzakh

jttnda bulunan ve dojtruuun yaln1z bir taraftnda bulunmalar1 ge

rekmiyen noktelann geometrlk yeri anlao11tr. Bu e11uzakhkh egri· 

nln alt ve net olmak ilzere iki kolu vard1r. a dogrueuna e1uzak

l1kl1 e/rinin tabam denir. 

Teorem. Bir claire d11ma (:izilen clii:giin alt1genin kenar1 

dairenin garr(:apmdan biiyiikt1ir. 

lspat: AOB U~geoinin ($ekil 267) ilQ ac;1e1 toplam1 iki dik 

ac;1dan kilc;ilk oldu£tundan :z/8 e eoit olan AOB acm AOB Ucge

ninde en bllyUk ac1 olur. Halbuki en bllyllk kenar en bilyUk 

ac;1 kar111s10da olduJ'tundan 
AB>OA 

olur. 

Teorem. Herhangi Jar bir a(:mrn pir kenarma clik olup di

ger kenarrnr kumigen daima bir dogru '1Jard1r. 

l1pat : < a Ob herhangl bir dar &Ql olsun ($ekll 268). b 

.~l 
B B, B, b 

~ek. 268 

kenarma dik olan her do~runun a kenarin1 keetlgini kabul ede

lim. a keoarm10 keyfi A noktaemdan b kenarma AB dlkmesini 

lndirip b llzerlnde 0 noktas101n AB ye gore eimetri~i olan 8 1 

noktas101 alahm. B, noktas1ndan b ye dik do~ru c;lzelim. Kabn

Hlmllze gBre bu do~ru a kenar101 bir A, noktaemda keaer. 0.4 18, 
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Uc;geninln ~ (OA,8 1) noksanh(t1n1n OA8 Uc;genlnin ,s (OA8) nok

sanhjt101n iki kat1ndan bllyQk oldul'tu hesaplanabillr: 

6 (OA,8 1) > 2~ (OA8) 

b Qzerlnde 0 nokta11n1n A 18 1 e gore B, slmetrljtlnl alarak 

B, den b ye bir dlkme c;1kahm. Kabolnmnze gore bu dlkme a 

do(trusuou blr A 2 noktas10da keser. Ev\•elki gibl 

bulurnz. 

Bu suretle devam ederek 

1) (OA,,B,,) > 2 h (OA,, ,8,, ,) > 2' d (OA,, _,B,, _,) > · · · 

... > 2"- 1 h (OA,81) > 2" i'i (OAB) 

elde olunur. Bir t\~genln nokaanhl't• n den bilyilk olam1yacajt10-

dan ve r) (OAB) > 0 Olan dar bir a{;1da bir kenara ~i:llen biitiin 

dilcar;rlarin clifer kenari ge{;migeceli neticesl elde edlllr ve !spat 

sabit olur. 

Bundan sonra bu Ooemll teoremden keamigen dikme teoremi 

olarak bahsedecejtiz. 

67. Lobachevskl dlblemlnde dogrulann 

lzaf1 durum Ian. 

Lobachevski geometrlslnde dilzlem lobachevslci dii:lemi ola

rak adlandmhr. Bu dQzlemde Lobachevskl akslyomu haklmdlr. 

Adi geometrlnln dUzlemine Euklld dUzleml denilmekte olup bu 

dllzlemde Euklld'lo be~lncl akslyomu carldir. 

$irndl Lobachevski dQzlemlnde dotrular1n lzaJi durumlar1n1 

inceliyece{tiz. 
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Verilen bir a dojra•anun d11indaki bir A nokia•mdan bu cloj

rugu ke•migen •on•a: •agrda dogra gei:ece/i aoikardir. 

Bunu ispatlamak 11zere A noktasllldan gei;ip a dojtrusunu 
keamiyen iki dogruyu b ve c ile gOeterelim (~ekil 269); bOyle lki 
dojtrunun varhjt1 Lobachevski aksiyomundan bilinmektedlr. 

s' 

~ek. 269 

b dojtrusu Uzerinde, c dojtrusunun, a dojtrusuna alt noktalar 
bulunm1yan taraf1nda olacak oekllde ahnan B noktasmdan ve a 

dojtrusunun keyfi D nokta11ndan gei;en BD dojtrueunu i;lzellm. 
BD dojtru parcas1 c yi C de kessin. M noktas1 BC dogru parcas1-
n1n keyfl bir noktae1 iee AM dogru1u a clo/ra•unu kume:. !;.ia
yet /1 (=AM) dogrueu Ile a dojtrusu g dojtruen Qzerinde A dan M 
ye dojtru olan yOnde bir S noklae1nda kesloecek olurlarsa MDS 

llc;geniyle c dojtrusuna Pasch akslyomu tatbik ederek c nin a y1 
kesecejti neticesi c1km10 olur. Halbuki c dojtrueu a y1 kesmez. 
Diiter taraftan g ve a dojtrular1n1n M den A ya olan yOnde bir 
S' noktasmda keeiotikleri kabul edlllrse Pasch aksiyomunun 
M DS' ilcgeniyle b dojtrueuna tatblklnde b nin a y1 keaeeejti c;1-
kar; bu da imklns1zd1r. Obalde BAC ac111nm ii;indeki g do(tru
lartndan hie birlsi a y1 keemez. 

Merkezi A olan demetin dojtrular1 a dojtrnsuna gore ikl e1-
nlfa ayr1hr. Birlncl s1n1ftaki dojtrular, demetln a y1 keeen lkincl 
e1mftakller a y1 keemlyen dojtrolar1dir. 
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Her sm1f sonsuz eay1da dojtruyu ihtiva eder ve demetin her 

dojtrusu belirli bir e1mfa ait olur. 

Dikkatimizi BD do1trueuoa cevirerek ($ekil 269) BAD aclBl
nm iciodeki her dogruya BD dogru parcae1um keeti!li noklay1 

tekab!il ettirdigimizde (') bu dl jtru parcas1mo noktalari Dedekind 

keeimi meydaoa getiren iki eio1fa ayr1ltr. Birinci em1fa BD dog

ru parcasmm, AN dogrueu a y1 kesmek iizere N noktalar1, ikin

ci s101fa geri kalanlann hepsi dUeer. MeseJA D noktas1 birinci 

sm1fa, halbuki B, M, C noktalar1 ikinci etmfa aittir. Birinci s1-

01f1, BD dogrueunun, B den D ye dogru yOndeki BD dogru par

i;as1mn d111 noktalariyle, ikioci sm1f1 iee D den B ye dogru yOn

de d1!}arida kalan noktalarla tamamlar1z. Birinci em1fm her nok

tae1n10 ikioci em1fm herhangi bir noktaem10 ay01 tarafmda ol

dugunu goetermek kolayd1r. 

Dedekind akeiyomuna gore BD dogru par\ast Uzerinde BD 

do!trueunu o iki k1erna ayr1lmae1nt eaghyan bir R noktas1 mev

cuttur: Birinci DR k1sm1 biriocl s101frn bUtlln noktalarm 1, ikin

cisi iee ikinci k1emin noktalarm1 ihtlva eder. AR do[trueunun 

(~ekil 270) BAD a1;1s1 ii;iode olup a dogrusunu keeen dojtrulann 

~ek. 270 

e1om oldugunu gOriiyoruz. AR clojraaanan kencliai a y1 kesme-

( ') BAD ac;1s1nm lc;fadekl her dotroaon BD dogru parc;as1n1 ke

aece(ll Pasch aks lyomoao kollanarak lspatlanablll r . 
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mektedir. AR do~rusu a y1 bir S noktasmda kesmie olsayd1 DS 
do#ru par~as1nm d1~1Dda D den S ye dojtru olan y!)nde a dogru

su Uzerinde bir T noktas1 alarak birinci s101fa ait bir AT doj?
rueu elde etmi~ olurduk. Bu ise imkdo111zd1r. 

Lobachevski de Euklid gibi ne sUreklllik oe de konum aksi

yomu ithal etmi~tir. Sezi~e dayauarak Lobachevski ~!)yle yaz
maktad1r: 

«Bir noktadan get;en ve verilen dilzlemde bulunan bUtlln 

dogrular bu dllzlemio bir dottruauoa gore bu dojjruga lceaen fie 

kesmigeri olruak Uzere iki a101fa ayr1labilir. Bu ikl stn1f1n emir 
doitrusu, verileo dojtruya parakldir deoir,. ('). 

Lobachevski'nin verllen bir do!truya paralel olao bir dog

ruyu, a y1 keemlyeo herhangi bir dogru olarak dejtil eadece arnrr 

dogrusu olarak ald1jt101 g!)rllyoruz. 

A noktasindao ($ekil 270) a dogrueuoa bir dik dogru ~izil
dijtlode AR dogrueuouo bu dikmeye g!Sre elmetrl(ti olan AR' 
do~rusu Lobachevskl aolammda yine a ya paralel dir. Lobache

vski ayr1ca, paralellilc'e taraf veya yon de atfetmektedir. AR 
dojtrusu a ya bir taraftan, AR' ise dijter tarartao paraleldir. 

$ek. 271 

Paralellijtio y!Soiioll usuleo oklarla gosterece(tiz (~ekU 271). 

(') Bu lfadeler eaaq ltlbarlyle yarim yDzy1I Ronra Dedekind larn

f1ndan tam keslnllkle ltade et.lllen RQrekllllk akslyomundan batka blr 
tey dejtlldlr. 
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Verilen bir A nokta$rnrn d1,1ndaki her A noktasmclan verilen 

a dojrusuna lobachevski anlammda iki ve ancak iki paralel get;er. 

a y1 kesmiyen ve a ya gore emu veya paralel olnuyan g 

rlojtrularrna (Sekil 269) a ya $Uperparalel dir denir. 

Lobachevski b1ttk11 tcrimler kullanmaktadir [:~31: 

«Bir ooktadan gec;en dojtrular ya ayn1 d!1zlemde verilen bir 

doitruyu keeerler veya nekadar uzahlularsa uz11tus10lar bu dolt

ruyu kesmezler. Ohalde bu do~rular1 a dojtrusuoa gore ayirdet

mek gerekmektedir : birle,en veya gakmsagan dojrular ve blr gu

raptan di(!erine geciti sajtlayao paralelleri de lc;lne alan birle,mi

gen veya gakrn$arn1gan dogrular - trakeayan do~rular,., 

lraksayan dojtrular Lochevski anlammda etlper\>aralel dedik

lerimlze tekab!11 eder. Bu terimin Lobacbevaki taraf1ndan kulla-

01lan anlam1 eonra a0Jae1lacakhr. 

Bir a dojtrusunon belirll bir dojtroltusunu, daba doitruau 
belirli bir yOottnii gOz Ontlne ahrsak bir A noktaBlndan verilen 

do/rulta-la Lobachevaki aolam10da yalo1z blr paraJel gec;er. 

Lobachrvski, bondan bUyle, • blr dojtrunun blr dojtruya pa

ralellijti denilince, bu dojtrular1n blrer noktaa1n1 blrleetlren t1i,;t1n

cll bir dojtrunun aym taraf1oda uzand1klar1 halioin kastedlldijtini,. 

yazmaktadir. 

«Obalde verilen bir ooktadao verilen bir dojtruya blr para

lel clzilebillr; fill farkla ki bir tarafta doitrultuoun ufak blr de

(tleimi bu dojtruyu yak10eayan dojtru, dliter tarafta dejtieimi iae 

irakeayan dojfru kdar. 

•Bu suretle paralellljti en geoel eekliyle mfltalila etml11 bu

luouyoruz. Euklld, tatmln edici bir iepat verecek durumda olma
d1jtmdan , adi gcometride yalo1z, iki parafolln bir dojtruya dik ol

mae1 Ozel halini kabul etmlttlr. 

«Geometrioin yap1e1 itibariyle lspall mttmk!1o olmad11t1 bal-
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de kabul edilmi1, blr geri;ejtin s1hatine kendllerini inandirmak 

li,:in Euklid'ciler keyfi veya gayet mUphem lli\ve teoremlerle ivi 

daha ba glii; bale getirmielerdir.• 

a ya paralel ve sllperparlllel olan do!lrular verilen bir A 

noktae1 li,:in belirlidirler. a ya blr A noktasmdan i;izilen b para

lelinin a ya aym zamanda keodislnln her A' nokta11ncla paralel 

olup olmad1jt1 sorulabillr. b doitrusu a y1 kesmemektedlr. Acaba 
b dojtrusu a ya bir A noktasmda paralel, dljter bir A, noktaem

da sllperparalel olur mu'? J,obachevski avajt1daklnl lepatlam11tir: 

Teorem. Bir clogru her nokta11ncla paralellik ozeliginl muha

faza eder. 

lspat. b dojtrueu A noktae1nda ve verllen yOnde a ya 

paralel oleun (~ekll 272) ve A 1 noktas1 Ab 111m1nin keyfl bir 
noktae1 buluneun. a dojtrueu nzerinde her hangi bir B noktae1 

~}s 
B a 

~ek. 272 

ahp bunu A ve A, noktalarma blrle1tirelim. b dojtrusu a ya A 
noktae1oda paralel oldul}undan bAB ac1e1 li;lndeki her 11m a dojt

rueun u keeer. A1 noktasmda, b dojtrusu a y1 kesmlyen blr dolt

rudur. bA, B ai;1e1 lcindeki herhangi A, c 1110101n a doitrueunu 

kesecejtlnl g6etereceitiz. Bu, b oin A, noktae1nda a ya paralelli

jtini !fade eder. 

A,c 1111ru nzerinde b, A, B ac;i111 ii;lnde keyfl D noktae1n1 

ahp AD yl ~izellm. AD do1tru1u bAB ac111 iclnde oldujtundan a 

do!lcueunu bir S noklas1nda keser. ABS U1;geni ile c dotrueunu 
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gOz Onilnde tutlu!'tumuzda c nin ABS ili;geninin bic;bir tepe nok
tas1ndan gec;medijtini ve AS yi D de kesti~nl gOrUrUz. c dojtru
sunun AB dojtru pari;asm1 da kesmedljti kolayca goaterilemedi
jtinden c dojtrusu BS veya a dojtrusuou keser. Obalde b do~rusu 

a ya A 1 noktas1nda paraleldir. 

b nin A, noktaa1 A n1n dijter tarafmda ise (Sekil 273) bA,B 

ac;IB1 it;inde A,c dojtrusunu t;izerek A, noktast E Ile D aras10da 
olmak ilzere A,c Uzerinde D noktasm1 almz. Burada E noktas1 

AB do~ru part;as1 ile c doitrusunun arakeaitinl gUatermektedir. 

Sek. 213 

bAB ac;1a1 lc;lne diloen DA dojtrueu a y1 bir S noktaemda 

keeer. Pasch akaiyomunu ABS 11c;genlyle c dojtruauna tatbik eder
aek c nin a y1 keatijti -;1kar ve teorem aabit olur. 

Bu teoremin ispatmdan eonra b dogruaunuo, hangi noktada 

oldujtunu zlkretmeksizin - Lobacbevski anlam10da - a ya pa

ralelli[tinden babaedebiliriz. 

Doitrular10 verilen do~rultuda paralellijti •imetri ve tranzi

tiflik Ozeliklerlni haizdir. 

Teorem. Paralellik kar,1t bir ozeliktir, cliler bir clegimle b 

clojra1u a dojru•una para/else a clo/ra•a da b ge paraleldir. 

I.pat. b dojtruau a ya paralel oleun (Sekll 274). a n1n ay-
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nt yOnde b ye paralel oldu(tunu g<)sterecejtiz. b dojtrusu Oze

rlode keyfi bir A noktasmdao a ya AB dikmesini lodlrelim 

~ek. 274 

(~ekil 274). a dojtrusu b yi kesmedijtioden a nin B de b ye pa

ralellijtini gostermek yeter. aBA ac181 iclnde keyfi Be dojtrusunu 

cizerek c nin b yi kesecejtlni ispat11yahm. A dan c ye AD dlk

mesini cizelim. ADB dlk Oi,:geninin AB hlpotenllsll AD kenar1n

dan bUyUk olduttuodan AB dottru parcas1 llzerinde AE =AD ola
cak oekilde bir E noktas1 mevcuttur. E den de AB dottru pari;a

s1na gE dikmesinl c1kahm. 

A noktas1 etraf10da DAB ai;l81 kadar bir dOnme soouoda 

AD dojtru pari,:ast!AE durumunu ahr, DC doitrusu E 11 Uzerlne 

yatar ve b dottrusu Ah durumunu ahr ve a dottrusuou F nokta

s1nda keser, zira b dottrusu a ya paralel bulunmaktadir. 

ABF 1li;geniyle II dottrusuna Pasch akslyomunu tatbik eder

sek 11 dottrusunun AF yl A Ile F arasmda buluoan bir G nokta

s1nda kestijti aola91hr ; a ve g dojtrulari da AB ye dik oldukla

rindan kesiomezler. 

A noktas1 etraf1nda birioclye tere olan bir dOnme sonunda 

AE dojtrusu AD ye, g dottrusu c ye, h dojtrueu b ye dOnOoUr ve 

dolay•siyle I/ ve h DID G ortak noktas1 dOnme ile c ve b nlo c• 
ortak noktas1na dOnOoUr, di(ter bir deylmle, c dottrusu b yl c• 
noktasmda keser. Teorem bu suretle sablt olur. 
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Teorem. Bir ii~iincii clo/jruya agni gonde paralel olan iki 

do/jru oy m yonde birbirine paraleldirler. 

lspat. b ve c d~rulart a ya paralel olsunlllr ve a ma zit 

taraUartnda buluosunlar (~ekil 2i5). Buoa gore b ve c biribirle-

8 

~ek. 275 

rini kesmezler. b ve c nio keyfi B ve C noktalar101 BC do{trn 
par<;aslyle birleotirip BC ile a nm ortak noktas1ru A ile gOstere
lim. b do{trusu a ya paralel oldujtundan bBA ac1e1 lc;indekl keyfl 
g dottrusu a y1 bir S noktas1nda keser ve kOoeelnden gec;erek 
aSC acl81111n ic;inde bulunur. Dljter taraftan eimetriden dolay1 a 

dojtrueu c ye paralel oldu{tundan fl doitrueu c yi keser, veya bu 
halde b dojtrusu c ye paralel olur. 

~lmdi b ve c doitrular1 a do#rnsunun ayn1 tarafmda bulun
suolar ($ekil 276). b ve c do#rular1 kesiomezler, zira bir noktada 

~ek. 276 
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kesivselerdi bu noktndan ayn1 y6nde a ya paralel iki dottru gec
mit olurdu. Bu ise imki\ns1zd1r. a doitrusu ilzerinde keyfi A nok· 
tae101 al1p b ve c do!trular1010 herbangl B ve C noktalar101 s1-
ras1yla ve AC doJlru parcalariyle birleetirelim. 

aAB ve aAC ai;ilarmm ortak Aa kenar1 mevcut olduttun
dan A noktasmdan her iki a<;1 i<;inde bulunan bir g dottrusu <;iz· 
mek mllmkilndtlr. a nm b ve c ye paralel olmas1ndan g dottrusu 
b ve c yi B, ve C1 noktalannda keser. Fikirleri tespit ivin B, 

noktas1 A ile C, aras1nda olsun. C, den gei;en ve cC, A a<;1s1 
i<;inde ahnan keyft blr h dottrusu c nin a ya paralel olmas10dan 
a y1 bir D noktasmdan keser. AC, D 1li;geni ile b dottrusuna 
Pasch aksiyomunu tatblk edereek h nm b yi kestittini buluruz. 
Hu ise c nln b ye paralellittini g6sterir ve teorem ispatlanm11 
olur. 

Bu ve evvelki teoremden aym yonde olan paralellittin tran· 
zitifli#I, bundan da dilzlemde bUtiln y6nltl dottrularin c!1mlesi
nin aralarmda paralel olan dottru s1n1flarma aynlacatt1 netice 
1;1kar. Her y6nlii dojtru, kendisine paralel olan dottrularin s1n1f1-

n1 belirler - paralel, yOnlil dottrular demeti. Ters y6nde ahnan 
dottru diger bir demet belirler. 

Teorem. Bir iipiinciiaiyle e$it ip tera ar:zlar megdana getiren 

iki dojra siiperparaleldir. 

lspat. a Ve b li<;ilncil bir AB dottrusiyle evit i<; ters a<;Ilar 

a 

§ek. 277 
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meydana getlren dog-rular olsun (~ekil 277). AB dogru parcasrntn 

C orta nokla!11ndao a ve b dojtruJar1na CD ve CE dlkmeJerini 

indirelim. ADC ve BEC dik U~genlerl, etit hipotenUs ve ~it 

dar a<;1lan oldujtundan, birlbirioe etlttlr. < ACD =<BCE olur 

ve E, C, D noklalari bir dojtru tlzere dUter. Ohalde a ve b dojt

rulart ayn1 ED dojtrusuna dik bulunmakla sttperparalel olurlar ('). 

Teorem. Her hangi dar bir a;ila lctnarlardan birine dilc di

jftrine paraltl olan daima bir dojra meCJcattar. 

lspat. aOb dar blr a~1 oleun ($ekil 278). Kesiemiyen dik 

teoremiodeo dolay1 (66) Oa 191Dm1n noktalar1 iki 1101fa ayr1hr. 

Hirioci sm1f a ya dik ''e b yl kesen dotrular10 <;lzildlitl M, nok-

a 

$ek. 278 

talar1odan, lkinci 1101f lee a ya dik olup b gi kesmiyen dofrula

r10 c;izildiitl M, ooktalarmdan ibarettlr. Birloci 1101fa ail b11tQn 

M, noktalar1 lklnciye alt M, noktalar1n10 ayn1 tarahnda bulu

nur. 

Dedekind kesimi dolay1aiyle Oa 1v1n1 Uzerinde, OR dogru 

parc;as1 birlnci s1n1f1D ve Ra lflDt ikincl 11101!10 noktalar101 havi 

olacak tekilde bir R noktaa1 mevcuttur. 

a dc•(trusuna R den <;izlJen p dikmesi b gi Ice.mu. Hakika-

fl) b dojlrusu a ya paral•I olamu. ~ter b do(lruau u 1• paralel 

olsayd1, ~lmetrlden dolayt lkl yllade paralal olurdu •• dolay1slyle E 
den a ya ancak blr paralel ~l.tleblllrdt . 
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ten ejter p dikmesi b yi bir K noktas1nda kesseydi, b Uzerinde 

ve K nm otesinde bir L noktas1 alarak ve L den b ye bir dikme 
inJirerek b yi kesen ve ikinci sm1fa ait olan bir dikme elde 

ederdik. Bu ise mUmkUn deltildir. 

~imdi eunu ispalhyacajt1z: bOa dar a~mnzn b kenarin1 keis· 

megip Oa kenar1na dik olan birinei p do/ruru b kenarzna paraleldir. 

ORp ac1s1 iclnde Re dojtrusunu c;izelim. Re nin Ob yi kese

cejtlnl goatereceltiz. Re 11zerindeki keyft bir C noktas1ndan a ya 
CD dikmesi cizerek CD dik dojtrusunun D ayajtm1n OR dojtru 

parc;as1oa ait oldujtunu ve dolay1aiyle CD nln OB yi bir B nok

tasmda kestiltini gOsterecetiz. Pasch akslyomunun ODB Uc;genl 
ve e dojtrusuna tatblkiyle e nin b yi kestifi neticesi elde edilir 

ve teorem sabit olur. 

Bundan eu netice elde olunur : Lobaehe'Vrki geometri•inde 

her dar aOb a~m, R nokta11nda OR ge ~i:ilen dikme di/er kenara 

paralel olaeak 1ekilde, bir tiirlii olaralc bir OR do/ra par~aBI belir· 

ler. Kar11t olarak, her OR dogra par~aszna birtek ROb ap.fl teka

biil eder, o suretle ki OR ile birlikte bu a~1gr te1kil eden Ob dol

rusu R den OR ge ~i:ilen dikmege paralel bulunur. 

Bu ai;1y1 bulmak ic;in sadece OR dottru parc;asmm 0 uc nok

tas1ndau p ye, R UC ooktas1ndan OR dogru parc;asJDa cizileo dik

meye b paralelini c;izmek yeter. 

OR dojtru parc;asmm Olc;UsUn U x ile, bOR ai;mnmklni de IX 

ile gOsterirsek IX n1n x in bir fonkaiyonu oldufunu gOrUrUz. 

Lobachevski bu fonksiyonu 

IX= :t (x) 

eekllnde yazmaktadtr. 

a. ai;1s1na A ve a nm paralellilc a~m denir (~ekil 279). n (x) 

fonksiyonuna Lobache'Vrki fonksigonu denllmektedir. 



60 Loba<1hevskl geomelrlsl 

A noktas1mn a dogrueuna olan x uzakhg-1 bllyildiikce para

lellik a<;1s1 daima kii<;iilllr: 

n(r)-+O 

b 

0 

~ekil 279 

!spat i<;in RA,= x 1 ve RA,= x, yaz1p (~ekil 280) x, < x, 

a 

~ek. 280 

oldogunu kabul edelim. Bu takdirde oc, = :r (x ,) ve oc, = :i (x,) 

buluruz. A, noktasmdan A,R ile a, a<;1s101 tetkil eden c dog-ru

suou <;izerek bu c dogrnsu evvelki blr teoremden dolay1 b1 do~

rusuna sUperparalel olur ve dolay1siyle b1 dog-rusu A ,R ile a, den 

kUcflk olan bir oc 2 ac1s1 te1kil eder. 

Ohalde x 1 < x, halinde :r (x,) < :r (x,) etltsizlijtl mevcuttur. 

Lobachev11ki fonk11igona azalan bir /onhigondar. 

Keyfi olarak kti<;llk 1: ac1e10a mukabil :r (x) = t oiacak te· 
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kilde bir x bulunabildijtinden x - > 0 ic;iu n (x) in e1f1ra gittigi ne

ticei:;i c;1kar. 

Gayri euklidiyen geometride dogru par~alariyle ac;1lar ara

s1ndaki mutlak bajthhk ile ilgili olarak Lobacheveki, «Geometri

nln Preneipleri,., 1R29 adh eeerinde 10yle demektedir: 

•Ac;1klamu~ oidujtumuz paraleller teoriei doltrularla ac;1lann 

ba!thh~101 gGetermekte olup bu bajthhjt1n tablatta varhjt1n1 hlc; 
bir kimee iepat edecek veya c;tlrUtecek durumda dejtildir. Her 
nae1lea aetronomik gOzlemler, Olc;eblldljtimlz bUtOn dojtrular10 

hatta ylld1zlar arasmdaki uzakhklar1n teoridekl blrlm dojtruya 

k1yasla, c;lzgisel dUzlem trlgonometride 1imdiye kadar kullan1lan 

denk:lemlerin hatta hlssedllmlyecek derecede dogrulu~u Ile, ktl

c;Uk oldujtuna bizl inand1rmaktad1r•. Lobachevskl sonra, tepe 
noktalari y1ld1z olan aetrooomik Uc;genlerin ac;11ar1n10 Glc;me ne

ticelerini k1yae edip 10yle devam etmektedir: 

«Bunu gordttkten eoora arbk dojtrular1n Olc;UsUnlln ac;1lara 

bagh oldujtu kabulilnde 1srar etmek mf1mkf1n dejtildir (bu kabu

lU bir((Ok geometriciler iepat1 gerekmiyen mutlak gerc;ek olarak 

g6rmek istemi11lerdi). Bu kabulUn g6rttnen k:l.lnabn 11nirlar1 ote

eine gittigimiz glin yanh!J oldugu aola~Ilacakhr.» 

S!lperparalellik bajtmtismm simetri 6zeligi kolayhkla elde 
edilir. 

Teorem. Bir do/ra ikinci bir doJraya aiiperparalelae ikinci 

doJra Ja birinciye 1iiperparaleldir. 

lspat: a dogrusu b dogrueuna aUperparalel oleun. b nin a 

ya paralel oldugu kabul edildiginde a n1n b ye paralelliiti c;1kar. 

Bu iee do~ru olmad1jt1odan teorem lspatlanm11 olur. 

Buouula beraber stlperparalelllk traozlllllik Gzelijtini haiz 
dejtlldir. 
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Teorem. S:iperpara!el iki clo~r1mun bir ve ancak bir ortak 

dikmesi varclzr. 

lspat. ave b dogrular1 s!lperparalel olsunlar (:;lekil 281). a 

h 
b, b 

p, 

a, P, .P a 

~ek. 281 

dojtrusu iizerinde bir A noktas1 alarak A dao b dogrusuna ters 
yOnde p1 ve p2 paralel dogrularrn1 i;lzelim 129). 

a.4p2 , ve a 1 Ap1 ac;llarmdan blri muhakkak dardir. Dar ac;1 

a,Ap, = x olsnn. Ayr1ca :r (AP,)= x olacak eekilde AP, dottru 

parc;asm1 alahm. Bu lakdirde a ya P, noktasmdaki q, dikmesi 

p 1 dogrusuna ve dolay1siyle verilen yOnde b, doitrusuoa da ~pa

ralel olur. P, den b ye b,b y6oiinde s paralel dojtrusunu cizelim . 

sP,a = f1 ac1s1 dardtr ve dolay1eiyle fl= :i (P,P,) olacak oekllde 

P,P2 dogru parcas1 buluoahilir. 

a dogrusuna P, de dik olan q, dogrusu • dogrusuna paralel 

oldul'tuodan b,b yOnUnde b ye de paraleldir. 

Obalde, sUperparalel doj'.trulardan birinde, a ilzerinde, a ya 

dik b ye paralel dojtrular10 c;izilebildiltl P, ve P, noktalar1 mev

cut olur. Bu do,llrulardan biri bbu digeri ise b,b yOnilndedir. P,P, 

dogru paryas1n1n orta P noktas101 alarak P den a ya h dlkmesi

ni cizelim. a dogrueu, q1 ve q, dikmeleri ve b den ibaret 11eklin 
h dogrusuna g3re simetr1k olueuodan h nm b yi dik ac;1 alhnda 

kesecegi neticeeine var1hr. 
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lki dogruoun ortak iki dikmesi olamaz, zira, oldugu takdir

de dlirt ac;1s1 da dik olao bir dlirtgen mevcut olmut olur; bu ise 
imkAos1zd1r. 

Teorem. Paralel iki dogru paralellik goniinde sonsuz olarak 

yakznsar, zzt gonde ise sonsuz olarak rrakaar. 

lspat. a ve b paralel iki dojtru olsun (~eki~ 282). b dogru
sunun A ve A, noktalartndan a dogrusuna AB ve A,B, dik dog

rularm1 c;izerek B ve B, ac;1Iar1 dik A = :x ac;1s1 dar ve B = fl 

b 

~ek. 282 

ac;1s1 genit olan BB 1A1A d<>rtgenloi elde eder ve 

buluruz. 

Ayo1 tarzda A 2B, < A1B1 olduguodan bir paralelin noktala· 

rmm digerioe uzakl1gmrn paralellik yllnilnde azald1g1, tere yon

de ise arttig1 glisterilmi~ olur. 

~imdi paralellerin aonsuz olarak veya abt1lm1t dille sOyle

nirse asimetrik olarak yakmsad1g101 gl>sterecejtiz. 

Keyfi derecede kiic;iik bir s dogru parc;asm1 alahm. b dogru
sunun A noktas1ndan (~ekil 283) b ye paralel a dojtrusuna AB 

dikmesiol indirelim. AB, s dan kilc;ilk veya buna etitee teorem 

lspatlanm1t olur. Oyle iee AB> s olsun. BA ilzerinde BE= s 
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dof ru pnr,.as1nt alahm ve E den a ya ters yOnlerde c1 ve Ct pu

rulellerini clzellm. c, dotrusu EB do~u parcasiyle dar « ac1s1, 

c ise EA 1t10Jyle genit fi ac1s1m tetkll eder. 

N 8 ' B" a 

~ek. 283 

Obalde c, dofrusu c,EA = /l ac1s1 ii;inde buloour. 

c, dofrusu b ye paralel oldufundan c, dofrusu b yi bir M 

noktas1nda keser. M den a ya Ma dikmeainl indiriraek, M den 

a ya paralel olarak clzllmit b ve c, dofruJar101n NM ye gore 

slmetrl(tl olan E' B' dotru par9811 b nin E' noktasm1n b ye para

lel a d~rusuoa uzaklittn1 verir ve ,•a qlt olur. E'B' uzaklaf1 

(~e'?l 283) i dan kUcilktQr ve lddia 1abit olur. 

Paralel dotrularin difer yOnde sonsuz olarak iraksamalar1 
da ayn1 11ekilde ispatlaoabilir. 

Teorem. Siiperparalel iki dojru ortak clikmelerinclen itibaren 

iki gone clogru aon1uz olarak rrakaar . 

lspat. Herhangi a ve b sQperparalel do~ular1n ortak bir 

PQ dikmesi mevcuttur (~ekll 281). b dotrusu llzerindeki keyfi 

bir A ooktasmdao aya AB dikmesiol indirelim. P8AQ dOrtge

nlnde P, 8 ve•Q ai;1llm dik oldutuodan A ac1s1 dard1r ve dola

y1siyle AB> PQ e11iteizlltl mevcuttur. Bunun gibi, QA 111101 

11.zeriode QA nm d11110daki bir A, noktasmdan A,81 dikmesioi 

iodirerek A ,8, > AB elde ederiz. 
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Ohalde siiperparalel dojtrulardan birincioin noktalar101n 
dljterine nzakhklar1 ortak dikmeden itibaren iki y6nde bl1y11mek
tcdir. 

u 

a 

~ek. 28i 

Siiperparalel iki do/ranun PQ ortak clikmest bu iki do/jru 

ara•rndalti en kr•a uzaklrktzr. 

P noktasmdan b dojtrosuna c paralelini ~lzelim. Pasch ak
eiyomunuo tatbikiyle c dojtrusonun Qb 111mna ail noktalardan 
a ya i;izilen b!itQn AB dikmelerioi kestijti bolunur. Obale AB> 
MB dir. Halbuki MB dar cPa 8Q181Dtn Pc keDar10m M noktaitm
daD i;izilen dikme olmakla, M noktas1 acm10 c kenar1 llzeriDde 

sonsuz olarak P tepe noktalarmdan itiban D uzaklaellk<;a, SOD· 
suz olarak artar. Bu da A DID Q den artau uzakht1 ile beraber 

AB nin de sonsuz olarak artacat101 ifade eder ve teorem sabit 
olur. 

Lobachevski diliDde paralel ve stlperparalel dojtrularm lzftfi 
dnrumlar1 yaltrn•agan ve irabagan olarak ifade oluDnr. 

68. Alan ol~me kavram1. 

Dotru parvalar101 Olcme teorilerl, Euklid ve Lobachevaki ge
ometrilerinde biribirlnin ayn1dir. 

Lobacbevskl geometrisindeki alaD Olc;me siatemi Euklid geo
metriaindekine benzer bir tarzda icra edilir. Baait i;okgeDlerin 
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etbllefim ve tamamJama Ue etdegerlllik kavramlar1 t1pk1 Euklld 

geometrlslnde olduttu gibi Lobacbevski geometriaine itbal olunur. 

Riitiin teoremler yalmz biri baric; ayoen caridlr: Bir tli;gene, ta

baniyle ytlksekligin c:arp1miyle orantih bir say1 degll - Loba· 

c~bevski geometrlsinde bu c;arp1m tlc;genin kenar1010 sec;iminden 

ba~1ms1z buhmmamaktadtr - iir;genin nole•anl1l1 ile orant1l1 

t::. = le' (n - A - B - C) 

11agm tekabtll etmektedir. Burada le' oranh katsay1s1, A, B, C 
tlc;gen ac;1Jari, :r ise ikl dik ac;1y1 ifade etmektedir. saylSl bu 

takdirde tli;geoin alanmt vermektedir. 

Lobacbevski geomettisindekl Ui;gen alao1010 ifadesi kUresel 

tic;geoio alan ifadesioi (65) hatirlatmaktad1r ve bu blr tesadUften 

ibaret degildir. Raslt c;okgenlerln alan tHc;me alstemini k1saca 

gOzden gec;lrellm. 

1. Her tic;gene, ilc;genin alao1 diyecejtlmiz 

~ = k' (:r - A - B - C) 

pozitif aay1s101 tekabUl ettlrelim. 

2. Y6oHl lli;genleri inceliyerek (58) •folajt1daki teoremi lspat

layahm: 

Yonlii bir iipgenin diizleminde keyfi bir 0 tepe noletas1 •e{:il•e 

..,e ... erilen ii~genin tepe noktalar1na birle1tiril•e, ..,erilen iipgenle ay

m gonde olan iii;gtmlerin alanlar1nm toplam1 ile ter• gonlii. olanla

,.,,. alanlarzmn toplam1 arasmdaki fark "erilen iir:genin alanina e1it 

olur. 

Biltiln milmklln hallerl bir tarafa b1rakuak sadece 0 nok

tas1010 verilen tlc;genin d1110da ve ac;1lardan blrlnln lc;inde olma 

balini ele alahm (Sekil 285). Bu hali daha basitlne lcra etmeden 

bUUln hesaplar1 1cra edelim. Sekildekl harfleri kullanarak pozitif 

yOnlll Uc;genler ic;in 



Enklld'ln •elemanl•r" 1 .-1 
(0.4B) = k' (:1 - )( - x, - fl, - 0 1) 

(OCA) = k ' (:r - ;·-r, - ~,- o,) 

Ye n<.>gatif yilnHi olan tar i<;in <le 

(OBD) = k' (~ - x, - r>, - 0 1) 

(OD::;')= k • (n · ;·, - 1\ 1 - o,) 

elde ederiz. 

IJ 

0 
Sek. 285 

Aran1lan fark 

(OAB) + t,,. (OCA) - D,. (OBD) - (ODC) 

= k' (.re - ~ - fJ- r) 

= ~ (ABC) 

olur. 

8. Baeit cokgenlere ail olan be1aplar1 tamamen Euklld geo
metrielndeki gibi yap1ltr (58). 

Okuyucu evvelkilerle llgill blltlln mubakemelerl bir temrin 
olarak tam ve etraflt bir tiekilde yapmahd1r. 



BOLOM Xll 

Gl!.OMETR11'\1N AKS1YOMAT1K YAPISI 

B!Uilm XII. geometrik akeiyomlar1n tam 
listeslnl ve akeiyomatik ueuinn eaae fikrlni ay
d1nlabc1 roisaller vermektedlr. ~llreklllik aksi
yomlar1010 ayo1 olduitu elde edilmekte ve hare
ket akalyomu ithal edilmektedir. 

69. Geometrinln eaaa neanelerl. Nesneler 
a raa1ndakl esaa bag1nblar. 

Geometriyi akaiyomatik olarak geliotirirken baz1 temel lcat•

'ram Iara ve ba kat1ramlar armnndaki esa$ baJtrnt1lar'1 seQerlz. Bun
lardan her iklal tarlfelz ve izabs1z birak1hr. Temel kevramlarm 

ve bunlar arasrndaki bngrntilar1n tarifi dolayh olarak akaiyom
larla ifade edillr. Bu suretle meydana gelen soynt geometrl, muh

telif neviden neane ciimlelerine tatbik cdilebilir . 

Ozelden ve somuttan temel kavramlarla buolu aras1ndak1 
bagmtalara gecmek suretiyle eoyutlama yaparkeo, geometrl, uzay 
11ekillerln tabl oldugu kanunlar1 ve lntizam1 muhafaza ederek 
geli11ir. Hatta milteakip aoyutla11hrma itlemlnde geometrl incele

di#i neaoelerln Bzel f}eklindeu de 111yr1hr ve bu 11ekilclll#in a1nir
lar1n1 yJrtarak tabiatt daha derlnden ve tam olarak akaettirme 
lmkanma kavutur. 

Ma:l.de, tabiat kanuna, k1ymet ve beozeri soy utla.,tumalar, 
tek kelime lie bi:tiin ilmi (DoR?u, clddi, sai;ma olm1yan) soyut
ta,hrmalar tablatJ daha derlndeo, daha haklkl, daha tam olarak 
aksettirirler. Tablat1n aomut gBzleminden soyut dl111l1nceye "" 
baradan tatbikat:z objeklif realitenln tan10mas1010, hakilcatm kav
ranmas1n1n di~ alektik yolu bndur. 
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::iomut geometrinin mahlyetini daha lyi ayd1nlalmak ll:ln 
l!•'•>metrl lie gramer araaandaki tu mukayeseye 1,aret edeblllrlz. 

• <iramerin mllmeyylz vaefl kelimelerln (<lzel blrkac kellme· 
nin dejtll, gene! olarak kellmelerlo) deltltmP kaldelerlyle cUmle 
tetkili kaldelerini ((ylne <!zel olarak eomut cUmleler dejtil, somut 
bir <!zneyl, somot bir yUklem v.a. olao detil) herhaogl blr cQm
lenin sumut ~ekline bakmaka1z1n genel olarak bQtQo cQmleler} 

' ermeaidir. HOylece kellme ve cUmle bak1m10dan <lzel ve somut
tan kendlsloi soyullatllrarak gramer, kellmelerio deitltmelerlne 
vo bunlar10 c!lmle haline gctlrllmelerine eaas tetkil eden haasa
lara ahr ,.e bu bae11alar1 gramer kaldeleri vc gramer kaounlara 
hallne getlrlr. Gramer, loaan dOtOnceainlo ezell blr aoyutla1t1r
ma gayretinin bir netleealdir ve bu dlltOncenln muazzam ba1ar1-
11n1 gOaterir. 

• Bu bakamdao gramer <!zel, aomut neanelerden aoyutlama 
yollyle kendl kanunlarmt yaratan, neanelere bl~blr <lzeligi olma
yan varhklar olarak bakao ve bonlar araa1ndakl bajt1ntalar1 tarlf 

ederken bu bal1ntalar1n belli neaneler araaanda belll bal1ntalar 
olma11n1 1art ko,mayap bunlar1 varhklar araaanda blc;bir aomut 
a nlam1 olmayan genel batintllar olarak alan geometrlye benzer•. 

Oeometri ilminln yap1a101 dojtru olarak anhyabilmek lc;ln 
gcometrlnln • insan dUtllneealnln devamh eoyut cah1ma11010 blr 
netlceai oldujto» no ve • lnf!an10 bayattakl faallyetlnde, kar11s1n

da eomut dQnya bulundotunu. buna balh oldujtuon, faallyetlni 
bunuola belirledili» ni hat1rlarnaltd1r. 

Cieometrlnio akeiyomlar1 bizatihl, mantak akalyomlar1 glbi, 
ioaan10 pratik faaliyetlnin nctlceleridlr. 

• ... ln1an1n pratlk faallyetl; be1er 1uurunu, maotak teklllerlnl 
ak.igom baline gelirinceye kadar mllyonlarea cetll dejtiflk tekll
de ifade etmlotl.. ·"• •gagrttlerigle lnsao, flklrlerlnln, kavramlar1-
n10, bilglalnin, Umlolo objektlf 88llamh~n1 gO.termeye muk
tedlrdlr.• 
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Aksiyomatik metod ve soyut geometrioio muhtelif oeviden 

ncenelere tatbiki etl1d edilirken bUtUo akslyomlarm sajtlaomas1-

n1n beklendiiti haltrdan c;1kar1lmamahd1r. Aksiyomlardan ~1kar1-

lan oeticeler - elde edilen teoremler -- kendilljtinden sa~lantr. 

Akelyomatik olarak kurnlan geometrinin pratikte kullamlmnsin

cla her durumda aksiyomlar10 sajtlaotp sajtlanmad1jt1 ve ne dere

re sajtland1jt1 araotmlmahdir. 

Hurada (baz1 dejtiolkliklerle) kahul ettljtimiz Hilbert'ln aksl

yom sisteminde Uc; nesne cllmlesi esas olarak ahnm1ot1r. 

Birinci cilmleye alt nesneler nokta Jar olup A, B, C, ... 

harfleriyle, ikinci cllmleninkller dojru Jar olup a, b, c, .. . lie ve 
iiciincii cttmleye alt olanlar d1izlem ler olup x, {1, r, ... ile gOs· 

terillr. 

Bu esas nesneler aras1nda iizerinde olma, ara.,nda olma, e1 

nlma veya e1it olma, lfadeleriyle islmlendirilen belirll ba{t1nblar 

kurulur. 

Hu bajt1nhlarin sahlh ve matematik 111aksad1 tam izalu RB· 

ometrinin ak•igomlar1 ile yap1hr. 

Buna gore ookta, do~ru ve dilzlemler Hilbert'ln aksl

yoru sisteminde kendi kendilerioe yeterdirler ve dijter nes

neler cinsinden tarif edilmemlolerdlr. 

MeeelA, dUzlemin, buna alt noktalarm cilmlesl olmaBI 

gerekli de{tildir. Bu g~rU!j ooktae1ndan 1ekil deyimi nokta· 

larin, doJtru )arm ve diizlem lerin cl1mlesioi ifade edeblllr. 

Esas nesnelerle bUDlar1n esas ba{t1ntilar1 tarif, lzah 

ve tavsif edilmezler. BunUDla beraber bu oesnelerl (clnsi 

ve alt oldujtu bllgi kolu ne olursa olsun) ve i.lzellklerlnl 

bunlarla ilglll akslyomlar sattlanaoak kadar bllmek yeter. 

Ayn1 geometrik eiatem, baoka esas nesne ve baoka 

bajt1nblarla ilgill baoka akslyomatik slstemlerle de gelltti· 

rllebllir. 
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Hilberl'ln akaiyom aiatemlnde bet guropa ayrilan ylrml ak· 
11lyom mevcuttur. 

Lobacbevaki geometrlal, matematikte ve Ozel olarak geomet

rlde usulnn gelifmealnde keain blr etkl yaratm111t1r. 

70. Blrlncl prup ablyomlar : 
llgl (alt olma) akalyomlari 

Eaae ba1l1nh 11udur : ii:urinJe olmalc \'eya ail olmalc. 

11• A , •• B gibi ltttrltaregi ilci no/eta t1rriltli/intlr, ba A "" JJ 

nolctalar1n1n iki•irtl! Jr ait olan bir a dolra•u vard1r. 

I , . A "• B Jlibi lettrltangi ilci no/eta oeriltlllinde, bu A "" H 

11oktalar1n1n iltl•in• tie ait olan birtl•n Jada tlofru golctur . 

Ait olma terlml yerlne dll'ter tfadeler de kullanalablllr. Me· 
sell, a dojtruau A ,,,. B nolctalartnin ilci•ine tie alttir yerlne a dojt

ru1u A fJI! B nolctalanndan prer veya a dotruau A "' B no/eta· 

Ianni birle1tlrlr, ve A noktua a ya alttir yerlne de •A nokta11 a 

ii:erinderlir veya A noktall a n1n blr nolcta•irlir, v.1. dlyebllirb.. 

11 • Bir do/ra iuerinde en a: ilci no/eta fJOrdrr. Bir dolru iin· 

rmde bulunmrgan rn a:i iir no/eta ''ard1r. 

I,. Agnr doJra ii:ierlnde balunm1ga11 A, B, C ,tbi leerlta11gi 

iic: nokta (•f'rildi/inde bu A, B, C ,nolctalarinin laep1ine ait 1111 a1ati 

bir x dii:lemi t1ard1r. Hrr hang/ bir dii:lrmd11, bona ait da/ma bir 

no/eta mft'cattur. 

I •. Agni doJra ii:urinde bulunm1gan A, 8, C gibi Ja11r ltangi 

iir no/eta oerildilindr bu nolctalarrn ltrp•inr ait ola11 blrrlen f asla 

dii:ltm goktur . 

• ~ · Bir a do/rusunun A "' B gi6t ilci 11olcta11 :z dii:il11mindt! 
iu, a do/ru1unun lttr nolcta11 x dii:ilemi11dttfir . 
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11. x ve {J gibi ilci Jiislemin ortak bir A nolcta•r Mr•a 8 6ib1 

ot>n a1alr bir ortak nnlcta•1 Jaha vardrr. 

l, . Agm tliislemde balunmrgan l'n a1ag1 dort nokta vardrr. 

Geometrinin soyut gelitme esas flkrini k1saca anlatmak h;ln 

ata1l1daki misali alahm. ~u tekilde blr model letkil edelim. Ayn1 
dllzlemde bulunup ikiter ikiter ke11iten odi dOrt dotru alarak 

bunlar1 birinci cUmleye all elemanlar olarak dlltllnelim ve bun
Iara no/eta ad101 vererek A, B, C, D lie gOsterellm (~kll 286). 

:Sek. 286 

l:lu dOrt dogrunnn alb arakesit nokta111n1 ikinci ciimledcn adde· 

derek bunJara dojru diyelim a, b, c, d. e, I ile gOsterelim. 

Esas elemanlari gUsterdlkten aonra (eadece dilzleme ait olao 

I, , aksiyomlar101 alaca1l1z) ata~1dakl tarzda ait olma baitmtl!!l· 
1ll ltbal edelim. Birlocl cllmlenin her qiftlne atn1l1da old11jt11 gihl 

ikln~I cllmlenin elemaolann1 tekabUI eltirelim: 

(A, B) ,. /: lB, C) 4- c, (C, D) . .. a; 

<A, D) .. d: (8, D) ... b: (A, C) - e. 



I 
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Modelimizde her adi dogru ~lftlne bunlar Qzerinde bulunam1yan 
adi nokta tekabtil ettirilmiotir. 

~lmdi, blr «do#ru• nun, buoa tekabill eden «nokta• ya •ait 

oldu#u• nu dil~ilnecelfiz. 

Miealimlzde 11 --• aksiyomlarmm sagland1g1n1 gOrUrsek de 
ne esas elemanlarm bildljtimiz temsili, ne de «alt olma» bagmti
Rtnlll bildilfimiz aolam1 mevcuttur. 

a •dol'tru• eunun C ve D «nokta» Jarmdan •gectiAi» ni; C ve 
D •nokta» larmm a «dojtru• su •ilzerinde bulundugu• nu; a ve b 
«dogru,, larmrn D •noktn• smda •kealotlkleri• ol, v .s. sOyliye

celtiz. 

Bundao sonra, bir modelin teokili.nl tarif ederken caize i,a. 
retlerinden sarfl nazar edecegiz. 

lkinci bir mieal alahm. x, g reel aaydarm1n (x, g) siral1 ciftl 
birinci ctlmlenin elemam olsun. Bu cllmlenio elemanlar1 nokta-

,,. lardan ibarettir. llk ikiel ayn1 zamanda 11f1r olamayan a, "• w 

reel say1Jar101n btl.Uln (u: v: w) oraolar1nm cilmleai lkinci cflm· 
lenin elemanlar1nm cflmlesi olsun. Bu cllmlenin elemanlar1 da 

dogra lardan ibarettir. 

(x, g) nokta11na, 
U\" + "Y +- w = 0 

cari oldugunda, (a: ": w) dojtrusuna •aittlr» diyeceglz. Mesell, 

(1,8) noktas1 (2: - 1:1) dogrusu tl.zerindedir. 

Bu modelde l 1 -e akalyomlarmdan herblrl aaglanmaktadtr. 

Birlnci model (~ekil 286) Ornek bir mlaal te1kH etmek 11ze
re ithal edilml1tlr. lkinclalnln - say11al model - daba fazla 11-
mi ve pratik Oneml vardir, bunda I · V d11zlemsel gurnp akslyom
lar1 saglaomaktadir; bunun ic;in de tabii «a1 aunda olmak,. ve 

«eoit• terimlerlnin uygun olarak tarifi gereklr. 
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71. lklncl gurup akalyomlar : 

Sara ak1lyomlar1 

Bu gurupa dahll akelyomlar • arae1oda• kavramiyle ilgilidir. 

I1 1 • Bir B nokta•1 bir A noktas1 ile bir C nokta11n1n ara•mrlu 

tse, A, B, C noktalart fark/1 iic; nokta:lir cie B de C ile A aras111-

drd1r (i;lekil 287). 

A 8 c 

~ek. 28i 

II,. Bir AC dogra11U ii:erinde A 'Ve C gibi iki no/eta t•erildi

ginde, C noktas1 A ile B araamda olmak iizere en a1ag1 bir 8 nok

ta11 'l.lard1r (~ekil :>.88). 

II c 8 

111 • Dograsal olan iii; nokta:lan en f azla biri Jiger iki•i ara· 

11mda balunar. 

Tarif. Bir a doitrusu Uzerlodeki A ve B noklalarmdao iba

ret sisteme blr dogru parra11 deoir. A ve B noktalar1 arasrnda 

bulunan noktalara AB dojtru pari;alarin1n noktalar1 veya AB 

dojtru p1m;as1om ii; noktalari ve A ile B noktalarma da dojtru 

par~uo1n uc noktalar1 denir. a dojtrusunuo kala!l noktalar1na 
AB dojtru pari;alar1om d11 noktalar1 ad1 verllir. 

II 1 _ 1 akalyomlar1 bir dogruriaki 11ra akeigomlarm ' dan iba
rettlr. 

II •. (Pallch ak1iyoma) A, B, C do/ru•al olm1gan iic; nokta "~ 

a da ABC dii:leminde bu A, B, C noktalarrnrn hie; birinden gec;mi-
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"!/en bir dofru i•e, a dojru•u AB dolru parra11nm nolcialarinrn 

Mrinden gerfili ta/cdirde ya AC dolru pari;a"nin f1ega BC do/ru 

par(:asrnrn nolctalar1n1n birinden ge(:er. 

At•t•dakller teoremlerln aksiyomlar yard1mlyle ciddl ispat 

lar1na dair ml11allerl tetkil eder (15). 

Teorem. AC dolru•u iizerinclt A "e C gibi I/ct no/eta "eril

..Ji/inde A "' C ara•rnda bulunan en a1a/1 bir D nokta11 mefleuttur . 
I 

lapat. I, akaiyomundan dolayt AC dojtrusunun d1t1nda blr 

F. uoktas1 mevcuttur (~ekll 289). IT, akalyomu dolay1alyle de AH 
do~ru11u Uzerlnde, E noktas1 A Ile F araamda olacak tekllde blr 
,.. noktas1 vard1r. Yine II, dolay1siyle FC dojtruau llzerlnde FC 

f 

p. 
G 

.. to~ru par~aa1na alt G noktas1 vardir. EG do~ruaunun A, F veya 

C noklalar101n hie birinden gec;medi~i g61terlleblllr. Obalde 11, 

11k1iyomundan, EG dotrnsunun AC dojtru par~aa1n1 D noktum

<la ke11ecejtl nelicesi elde oluour. 

Teorem. t!gnr clofru iiztrinde alrnan A, 8, C noktalarmdan 

/tiri daima di,tr ilci•i ara•rnda bulunur . 

lapat. A nm 8 lie C araatnda ve C nin de A ·11e B ara-

111nda olmad1jt1n1 fara edellm. AC Uaerlnde bulunnuyao D nokta-



neometrinlo. ak,;l)'omatll. yap1s1 

sm1 lJ ye birlevtirelim ,.e - lf1 aksiyomuoa g!lre D noktas1 

B ve G ara11nda olmak Uzere bu dogru Uzerinde bir G nokta)>1 

nlahm Ceekil 290). BCG tic;geniyle AD do~rusuna IL. aksiyom11-

G 

eek. 290 

nu tatbik ederek AD \'C CG ilogrular1n1n C ve G ara111nda olan 

blr E noktas1nda kesietiklerini, CD ve AG dogr11lar1n1n da A ve 

G aras1nda bir F noklasmda kesi~tiklerini bnluruz. AEG 11c;ge

oiyle CF do;trusuna II, aksiyomuoun talbikiyle D nin A ilc !: 

arasmda oldugu bulunur. Aym aksiyomun AEC tlc;geniyle BG 

do~r\ &JDa tatbikiyle B nin A ve C arasinda oldugu neticesi elde 

edilir. 

I,_~ ve H, • guruplar1mn biitiln aksiyomlar1, meselA, ava· 

g1daki modele uygulanabilir. No/eta diyeceglmiz elemaolar1n cnm lesi 

belirU bir kilrenin ic; noktalar1om cnmlesi olsun (~ekil 291). KU-

i:Jek. 291 
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renln llzerindeki ve d1~1ndaki noktalar1 birinci kategoriye dahll 

etmiyellm. Doira cllmleai kUrenin bUtUn k:iri~lerinln cUmle11i 

olarak ahn110. Dii:lemler de, cemberleri verilen knre Uzerinde 

olan kllre l~indeki ac1k diakler olaun. Ait olmak ve arasmda kav
ramlar1 bildljtlniz anlamlari baiz olaunlar. 

Bu modelde gurup I ,.e JI nin blltiln akaiyomlar1mn cari 

oldntu kolayhkla aa!llanabilir. Bunu, okuyucu, mezkur modelln 

bu akaiyomlarm her birini aajtlad1jtm1 g6stermek suretiyle ispat
lomahd1r. 

72. O~iincU gurup akalyomlar: 

E1lik akalyomlar1. 

Hu aksiyomlar •e1lik» kavramlyle (') ilgUi olup hareket kav· 
ra11un1 tnrife yararlar (29,3~). 

Ill 1. A ve B bir a do/raaa iizerlnde iki nokta, A' de agnr 

do/ru vega diger bir a' do/ruau ii:erinde bulanan bir nokta lee, a' 

do/ruau iizerir.de ve A' nun verilen bir tarafmda (), AB do/ru 

parr:a•1 A' B' dogra parr;aama e1 olacak, di/er bir degimle, e1it bu-

(') «Etllk• kellmesi dab• e'·vel de «congruence» anlamtDda aim-

mtfll , 

(ti A, TJ, C. D ayDt I doicrDRU Q1erlDde b~rhaDgl dllrt nolrtay1 

lfll•ter,;ID. A noktas1 8 lie C Din aru1Dda olmad1J1 takdlrde (8. C) nok· 

ta olrtlne, A IUD ayDI tarahDdad1r derlz. Pasch akslyomuDD kullaDaralt 

aeatadakllerl lspathyablllrh.: 1. (8, CJ ve (C, D) Dokta tlftlerlDden her 

blrl A n1D ayn1 taraf1Dda l~e (8, D) nokta ~ltll de A n10 ayD1 tar.tin. 

dadar; 2. (8, C) nokta c;lfll A n1D ayna taraflnda dej!'llee ya (C, D) veya 

(8, D) nokta c;lttl A nm ayn1 taratanda olur. 1) ve 2) yl ve ayn1 za. 

manda 11,, 11k11lyomunu kullanarak I nln A dan farkh nokt11lartD1n; her 

hangl lkl nolrtan1n ayn1 s1n1fa alt olmas1 l~ID bu noktatnrin A n1n ay-

01 tarahnda olma gerek ve yeter fArll earl olacak ~ekllde; ayr1lt lkl 

s1n1fa ayrald1t1n1 aostenblllrb. Bu 11n1flardan her blrlne (A dahll A""" 
e•f•n '''" ad1 verlllr. I~1n tlzerlndekl A dan farkh noktalara da A ntn 

ag111 tnraf.,,da bala,.ar denlr. 

, ' 
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lunacak 1ekilde daima bir B' nokta11 bulrmabilir. AB doA'ro par~a-

1nnm A' B' doA'ru par1;as1na olan elfliA'i 

AB=:A'B' 

eemboliyle gOaterilir. 

III,. A' B' ve A" B' dojru par~alari agnz AB dojru parra1ina 

e1 iaeler, A' B' doJra parraai A ' B' doJra par~aaina e1 olur; di~r 

bir degimle, iki dolra parraar bir iiriinciiaiine e1 iat biribirine e1 

olurlar. 

Ill,. AB "e BC bir a dofruaunun ortak noletalari olmrgan ilei 

dojra parraar, A' B' ve B'C' de agnr vega difer bir a' dofruaunun 

gine ortak noletalari olmrgan ilei dolra parraai iae (~ekll 216), 

AB c A'B' BC=:B'C' 

<>ldujtu takdirde 

AC = A'C' 
olur. 

Evvelce III t-• akeiyomlarmt kullanm11jhk (53). 

Tarif. (t keyfi bir diizlem, h ve le bu dlizlemde ayn1 0 nok

taamdan ge~en ve farklr iki doitrnya ait olan tljmlar oleun. h ve 

k 1~tnlar1n1n Myle bir aielemine arr deyip bunu <.. (h, le) veya 
< (k, h) olarak gOsterece(tiz. h, le tlj1nlar1na ai;mm kenar lar1 ve 
0 noktasma tepe nokta111 denir. 

h 1~10 h do;trusuna, k tljmt da le dogrusuna ait olsun. 0 

noktaBI ile birlikte h ve k 11jmlar1 x dllzleminin geri kalan nok

talar1n1 ikl Mlgeye aymr: BOlgelerden blri k kenarmtn h tara
fiyJe (') h kenarmm k tarafma ait noktalardan ibaret olup bu 

(') I verllen herhaniit dojiru A, 8, C de I tlzerlnde olm1yan nok

talai:" olaun. (A, 8) ~lftlne, AB dotru par~as1 I yl kesmedlll takdlrde, 

I nln ayn1 tarahndadtr denlr. Pasch aksiyomunu kullanarak ounlar1 la 
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noktalara .. ,h. k) ile g011lerilen ac;1nm irine aittir denlr; kalan 

noktalar iklnci blllgeyi te~kll etmekte olup bn a'"1n10 d1,111a ait 

tlr denir. 

UJ,. x diizlemincle bir (h, k) a,m, x' tliideminde bir a' dog

ru•a (le agnr zamanda x' nun x' dogru•una gore belirli bir tara/1 

t1erilmi1 ol•an. h' de a' clo,ru•anun O' den l{et;en bir '''"'"' gos

ter•in. Bunlar t1erilmi1ken ~· diiz:leminde a1ag1dakileri •aglagan 

bir (It ancak bir k' 111n1 mtt•cuttur: < (h, k) atr•t < (h', k') a~r· 

•ma e1, di/er bir degimle, e1ittir; halbaki < (h', k') a<:mmn biit1irt 

rr noktalar1 x diiz:leminde a' niin fJerilen tara/rnda balanar. 

< (h. k) = < (h'. k') 

l))nrak g011terilir. 

Her ac;1 kendlsln<l e11tlr, di~er blr deyimle, her haldf' 

< (h. k)= < (h, kl 

Hillaea, her ac;1, bir 11111dan itlbaren ve bu 111n1n bir tara

l1mla olmak llzere bir ve ancak blr tarzda alrnabilir. 
I 

P. K. ltaebev11kl [151 a9a~1dakl izah1 vermektedir: 

•Hllbert'e gOre, bir ac;1nm ol1nma.1'ndan &QIDID cetvel ve 

pergel glbl bir aletle 'c;lzimiui de~ll, verilen blr &Qtya e9 olan 

ac;1y1 tarif eden 191n1n varlt~1 keyflyellni anl1yorua. Buna gOre 

biricik olarak c;izimden de bOyle, aneak blr BQ1n1n varltjt101 an

llyacaft1z.,. 

patlayablllrl&: 1. (A, 8) \•e (8, C) flttlnln herblrl l nJn ayD1 taraf1Dda lse 

IA, C) ~lfll l Diil ayn1 taraf1Ddad1r; 2. (A, 8) ~lftl l DID 8J'lll taraf11lda 

deRtlti• ya (8, C) veya (A, C) l nlD a7D1 tuahDda baluDar. Ba n 11, 

akslyomuDd&D, dllr.ltmln t ye alt olm1yaD noktalarin1D lkl ainafa ayri

lncat1 netlceel ~1ll:ar. Herban11I A, 8 nolrtalan (A, 8) 9Utl l DID &)'DI 

tarafanda IM, ayn1 11n1rta olarlar. Her a1D1f I nln ayD1 tarahDd• bulu 

Dan ffllrtm-diJ•ltm teekll ~dtyor deDlr. 
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UIG. ABC (le A' B' C' gibi iki iif)gende 

AB=.A'B', AC=A'C', < BAC=< B'A'C' 

~1likleri mt'1cutaa, 
<ABC=< A'B'C' 

e1lili cari olur. 

81 

Verilen Ui;genlerin tepe noktalart i<;in kulland1jt1m1z harfle

rl uygun olarak deitittirerek, 1Il5 akslyomunun 1artlari bakl kal
d1jt1 takdlrde dalma iki e11ik mevcut olur. 

< ABC :=< A' B'C' ve < ACB <== < A'C' B' 

Ohalde Hilbert, 1l~enlerln e1itlltlnlo blrlocl krlterl ada lie 
billnen lddlaoan blr k1sm101 akslyom olarak almaktadir. 

11- 1, 1I1-o Ill,_, ak1lyomlar1 hem Euklid geometrlslnio 
blldljtimiz liee modellnde hem de Lobachevski geometrlslnde 

nokta, do!lru, dUzlem ve iizerinde olma, araarnda, e1 do/ru par

~alarr olma, "' af)dar olma bajt1nttlannda cari bulunmaktadir. 

u 

~ek. 292 

Baika bir misal olarak, bir ktlrenin I~ ooktalartodan knrn· 

Ian modelde (71) e1lik kavramin1 ithal edellm. UV dotrusunun 

(~ekll 292) her A, B nokta c;iftine 

(
UB. UA) e (AB) = k log B V • AV 
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say1s1m tekabUl etllrelim ve tekabUI eden sayllara muUak deter
ce eelt olan doifru parc;alarma e1 veya e1it ltibar edelim. Bu sa
y1lara do(tru parc;alar101n a%anluk' u dlyecetlz. Denklemde k pozi
tif bir kateaytdir. 

ltbal edilmil1 olan e1llk kavramiyle, gurup III ttn bUtUn il

gili akeiyomlarinm earl oldu(tu kolayca sajtlanablllr. 

III. n.ksiyomunun do(trolujtuno saglamak i1;in uzunluklar1n 
toplanabllcce~lolu gOsterllmesi yeter: 

e (AC) = (!(AB) + e (BC) 

Burada B noktasa A lie C arasmda bolunmaktad1r. 

~ekll 292 den 

(UB. UA) 
Q (AB) = k log B V • A V 

_ (UC. UA ) e (BC) - k · log CV • AV 

elde ederek toplayahm : 

e (AB) + e (BC) = k· log (~i: ~~) + k· log (ge: ~i) 
_ . {(f!_B.UA) ·(f!_C.UA )\ 
- k log B V • AV CV . A V J 

(
UC. UA) = k· log CV. AV 

=e (AC) 

Bundan eonra m. aksiyomonu ve dotru parc;alarinin eoli
(tiyle ilgill kalan bUtUn ak11iyomlar1 eaglamak gilc; dejtildir. 

Bir doltfu parc;aa101n uc noktalara ca1n1t1g1nda e (AA) uzunlu

(tunun saf1ra eelt oldu(tuna iearet edelim. A noktaea aablt kalmak. 
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11arbyle B noktas1 V noktas1na yakla11h~1nda e (AB) uzunlu~u son

suza gider. 

Bu modele acllarin eeli~i de ithal edilebilecek birinci ilQ 

gurupun biltiln aksiyomlar1010 cari kalaca~1 saglanabilir. Model 

in1a etme fikri yaln1z s1rf ilim problemlerinde de~il ayn1 zaman

da teknoloji problemlerinde de bilyUk rol oynar. Gayri Euklidi

yen geometrl ile geometrinin temellerinin ettidil bu fikri en iyi 

eekilde teyid eder. 

73. D3rdUncU gurup akalyomlar: 

Paralellere dair aksiyomlar 

Daha evvel paralellere dair olan aksiyom sorusunu etrafb 
olarak lncelemlttik. Paralelllk aksiyomu olarak ya Euklidigen 

geometrigi veren Euklld akslyomunu (veya buna denk olan) veya

but lobachet1ski geometri•i ni vereo Lobachevskl akBiyomonu ala
biliriz. Bu iki geometriye ait akslyom cQmlelerl aras1ndakl yegA

ne fark paralel aksiyomlar1ndan ilerl gelmektedir. 

Konuyu tamamlamak ic;in herbirinin ifadeslni bir defa dnha 

verelim.: 

IV. (Euklid aksigomu) a herhangi bir dogru, A da a dojrusu

na ait olmagan bir nokta ise, a dojrusigle A noktasrnzn belirlediji 

diizlemde A clan ge{:en t1e a gr kesmigen birden /azla dogru goktur. 

~imdiye kadar vermiv oldu~unuz d6rt gurup aksiyoma sil

reklill~e ait V-gurup aksiyomlar101 eklersek cUmlesinin tamam1-

n1 elde etmie oluruz. 

Lobachevski geometrisinde J,_8 , IIa-o III1- :. ve V 1-t aynen 

baki kalmakta olop Euklid'in aksiyom IV t1 yerine Lobacehevskl' 

nin aksiyom tv• 1 ahnmaktadir. 

IV .• (Labachet1•/ci alc•igomu) a herhangi bir dojru, A da bu 

dogru iizerinde bulunmagan bir nokta i•e, a dogrusigle A noktasr· 
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mn belirlediJi diizlem iizerinde A nolcta•zndan get;ip a dofru•unu 

lceamigen en a,ajr ilci dojru 'fJard1r. 

I, -~ · IJ,_., III,_~, iv• ve V ,_, aksiyomlarm1u hepainln ca
ri olduitu birdeu fazla model inta edilebilir. 

Bir kllreuiu iQ noktalarrndan tetkil edllmlt modelde I, II, III 
ve V akslyom gurnplariyle blrlikte Lobachevakl akalyomu earl 
bulunmaktadir. 

~ekil 293 de a doltruaiyle A noktaam1n bellrleditl blr dflz
lem verilmittir. b dotruau a ya bir yOnde b' dotruau da dlter 
y6nde paraleldlr ve c lae a ya atlperparaleldlr. 

Bu dllzlemael modelde Lobacbevakl dQzlemlndeki dottrulann 
izafi durumlar1n1 sezgiye dayauarak gormek gtlc; de!llldir. Bu 
model Lobacbevaki dUzlemlnin blr tasviri olarak Uk defa ltalyan 
matematik~iai Beltrami tarafmdan iucelenmittir. 

§ek. 293 

Lobachevskl geometrlsinin uzayaal modelinden (Sekll 291) 

dottru, dUzlem ve dotru Jle dtlzlemlerin lzafl durumlar1n1 kavra
mak da gllc; deltildir. Lobachevakl geometrisl Eaklid neanelerin
den te9kil edildiltinden Lebachevakl anlaminda ac;1 ve dottrn par

c;alar1 olduttn hal1rda tutulmahd1r. Bnnunla beraber, Loba
chevaki geometrlsinde doltru parc;alar1 ve ac;tlarm Olc;Usll genel 
olarak Euklld anlam1ndaki Olc;ll Ile ayn1 deitlldir. Euklld anla-
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mtnda eoit olan iki do~ru parQaat Lobaehevskl anlaminda genel 

olarak eolt olmazlar. 

74. Beitinci gurup aksiyomlar : 
Siireklilik aksiyomlar1. 

SUreklilik aksiyomlar1 gtlrdU~Unilz VeQhile eunlard1r: 

V 1• (Ol~me ak1igoma, flega Ar1imed ak.igoma) AB fJe CD 

herhangi iki cloJru par~asi ise, AB doJrasa iizerinde AA., A1 A" 
A, A , , ... , An- 1 An clogru par~alarindan herbiri CD ge e1it olmak 

toe B nokta11 An- • ile A,. arasinda bulunmak iizere sonla sag1cla A., 

A,. A,, · ··, An noktalari alinabilir (~ekll 219). 

V,. (Cantor ak.lgoma) A,B., A,B,, A,B,, ... bir a cloJrasa 

iiurincle sonsuz bir kapa/1 tlolra par~lan disisi olea "• banan ar

cl111k her A,.+ 1 B,.+ 1 teriml bir efltlellci A,. B,. teriminln l(:intl11 ba

lunira (~ekil 221) (le agrica biitiin t11rimlerln l(:incle balunan hi(: bir 

clogru par~a11 mwcut balanmasa, clizinin biitiin terimlerlncle ortalc 

olan bir "e ancak bir X noktas1 metocattur. 

Bu akslyomun geometrinin bllnyesindekl rolQ evvelki Mlilm· 

Jerde ao1klanm11ti (54,67). Hllbert'in sisteminde Cantor aksiyomu 
V, numarasiyle tamaml1k aksigoma ( 1

) olarak gOrlllmektedir. 

Hilbert «Geometrinin temelleri» nde Ozel olarak sllreklllik 

aksiyomlar1n1 ve dolay1siyle Arotmed akslyomunu kullanmadan 
elde edilebllecek bllttln netieelerin mQmkUn mertebe tam olarak 
ineelenmesl Uzerinrle durmuetur. Hilbert, Qah1malar1n1n blrln
de Lobachevskl geometrisinin, sllreklillk akslyomunu kollanmak
s1zin sirf dUzlemle llgill aksiyomlardan ibaret temel tlzerioe ku

rulabileeeltinl gOstermektedir. Mesela, Hilbert dar bir ac;m1n blr 
kenarma dik olup dilter kenarmi kesrniyen do~runun varh~1na 

(•) «axiom of completeneaa» kartihf(i olarak ahnm1thr. 
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alt teoremin V-gnrup akslyomlarina dayanmayan blr lepatln1 
verml1tlr. Dljter taraftan 66 da verllen lspatlar 1f1rekllllk akli

yomlar1oa dayaomaktadir. 

•Geometrlolo temellerl• adh eaerlo hedefl geometrinin alcai

!Jom lsr101 tertip etmek ve aralarindakl baghhklar1 lncelemekteo 

ibarettlr. 

75. Akalyomlann denkllgl kavrama 

Ealclid alcaigomu yerine batka lfadeler, mesell, cizgiael bir 

iicgende acrlar toplam1n1n ilci dilc acrga e1it olmari ahoabillr. Lo
bacheflalci akaigoma yerlne de buna deok olao cizgiael bir iicgende 

a c1lar toplamrmn ilci dilc apdan lciiciilc olmaa1 lfadeal ahoabillr vs. 

Buolar1 sOylemekle beraber lddJa olooan deoklijtl muteber 

ktlan eartlar mOphem b1raktlm11tir. Hilbert ve Ojtrencilerlnlo 
ara1tirmalar1n1n baz1 sonu~larm1 borada \'erecejtiz. 

•Ar1imed alcaigomanu /cabal etti/imizde paralel akelyomun 
yerlne blr tl~genln a~llar101n toplam1n1n lkl dlk a~1ya e1ltllitl 

ahnablllr. • 

Bu netlce 64 de elde edllmleae de A11lmed akalyomuoa Onem 

verllmemlotlr. 

I-Ill alcaigomlarr alinaralc, di~er blr deylmle, sOrekllllk akal
yomlar1n1 kullanmayarak eu teorem iapatlanabllil'. •Belirli her 

.hangi bir iicgende ac1lar toplamr ilci ac1dan biigiilc, e1it flega lciiciilc 

iae banlar, huhangi bir iicgen icin de dolra olar.» 

•Ar1imecl akaigomana ataraalc, bir nolctadan gecip bir dolra• 

ya lceamigen aonaaz aagrtla dojru cizilebileceli alcaigomandan hie 
de, bir iicgenin acrlarrnzn toPlamrrnn iki dik acrdan kiiciilc olacalr 

neticeai crlcmaz.• 

Areimed Ile Cantor akeiyomlarm1n aadece Dedeklnd' ln tek 
akslyomuna denk oldujtuna bir defa daba loarel edellm (62). Bu, 
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gurup I-III ve V aksiyomlar1010 kullaotlmasiyle Dedekind aksiyo

muoun teorem olarak ispatlaoabilecejtf, tersine, I-Ill aksiyomla
r1010 ve Dedekind aksiyomuoun kullantlmasiyle Areimed He Can

tor ak1iyomlar10m teorem olarak ispatlanabileceiti demektlr. 

Mesell, Areimed aksiyomunu 1-fll aksiyomlariyle Dedekind 
aksiyomundan elde edelim (24]. 

lspah olmayana ergi ile yapaca1t1z. Bir AB dojtru pari;as1 
l<;in Areimed aksiyomunnn do~ru olmad11t1n1 farzedelim. 

Bu, AB ye ait sonsuz 

AA, :: A,A, · ·· · ::: An.411+1 = ·· · 
et dojtru parc;alar1 diziainio mevcut olmas1 demektir. 

Dojfru ttzerlnde A dan B ye olan y0ol1 sec;erek AB dojtn1-
aunun ooktalar101 Uri sm1fa ay1r1r1z. Birloci a1ntfa eaaa blr A,. 
noktas1ndan (yukar1da verllen yOne gore) evvel 1elen noktalart; 
ikinci s1nlfa da AB nln kalan bQtQn noktalar1n1 dahll edellm. 

Bu lki sm1fa ay1rmada Dedekind akslyomunun prtlar1 ye

rine getirilmie olur. Evvell, AB nln her nokta11 11nillardan blrl· 
ne ait olap her s10d nokta ihtiva eder ve blrfnci sm1f A 11 A,, ... , 
A,,· .. noktalar1n1 ve fkincl s10If B noktas1m ic;lne ahr. Sonra, 

birinci suuf10 her noktas1 iklncininkllerden evvel gelir. 

Dedekind aksiyomuna g6re, noktalar1 lkl s1n1fa ayiran blr 

c noktasi mevcuttur. Birinci s1mfta en son nokta yoktur; o bal
<le C noktast ikinci s101f10 birinci noktas1 olnr. 1111 akslyomu 

dolay1alyle B den A ya do~ru olan yOnde AAo A, A,,· ·· dojtru 
par~alar1nm berbirine eeit bir CD do~ru parc;a11 ahnabllir. D 
ookta11 birinci 81008 aittir, Bu ise D nin evvellnde olan bir A,. 

noktas10m bulnnabilmesi demektir. Ohalde A,,A,,+a dojtru par

c;aa1 DC do~ru pari;as1n1n bir bas parc;as1 olup 

A,, A,,+,< DC 
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yaz1br. Ditter taraftan 

An A,.+ 1 =DC 

olduttundan bir ~ell1mezll~ varllarak Ar1lmed aksiyomu teorem 
olarak iapatlanm11 olur. 

lhtar . Eflfltl gelme ve •onra gel me terimleri, araarnda bait· 
hhtt1 eaaema gore tarif edllebillr. Kar11t olarak da evvel 11elme 

batfhhtt1 eaaama gore bQtttn 11ra akaiyomlar1m tertip etmek ve 
eonra araarnda terimini tarif etmek milmkQndQr. 

76 . Hareket akalyomlan. 

Uzay1n (veya dQzlemln) uzaya blr nevi bireblr taavirl ola
rak yaptltf1m1z (geometrlk) hareket tarlfimlze (29,84) dayand1rd1· 

jt1m1z e1lik akalyomlar1n1 72. de tertip etmittik. Bununla bera
ber bunu batk• tarzda da yapablliriz. E1lik e e1&1 batt1nta olarak 
bak1p e1llk akelyomlar1n1 tertip edecejtlmlze ltareket e esaa ba· 

~ntt olarak bl&karak hareket akelyomlar101 tertlp edebllir ve 
aonra elde edllen aksiyom elatemlerlnln denkllitlnl gOeterebiliriz. 

Dttzlemdeki ltareket ak•igomlari n1n tertlbine dOnelim [Ii). 

In 1 •. Bir cliislemin biitiin noktalarznrn cumlesinin kendi•ine 

olan biitiin bire· bir ia•flirlerinin gurupunda ta•virlerin ltareket deni· 
len bir alt 11urapu mevcuttur. 

Ill,•. Her harekette bir dolru par~a•rnrn ia•viri bir doJra par· 
t;as1dir. 

Bundan, blr barekette blr dotrunun reemlnin bir dojtru ol
dutu neticealne var1br. Bunun lepata bir temrln olarak tavsiye 
olunur. 

HI1 •. 0 ve 0' kegfi iki nokta, OA ve O' A' kegfi iki 111n ol

•an w ba 11znlara, •1ra11gla, OA w O' A' nun diislemi agir-
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drklarz her garzm-diizlem t;iftinden Ht;ilen ct '1e ct' ga1'tm-diizlemleri 

tekabiil etsin. Bu talcdirde, agnr zamanda, 0 nokta•rnt O' nokta11-

na, OA garrm-do/nl8ana 0' A' yarzm-dogrusana 'lie ct yarzm-dilzle

mini ~, garzm-:liizlemine gotiiren bir '1e ancak bir hareket mev· 

cattar. 

JU1 • , Irr,• ve IU, • aksiyomlariyle tarlf edilen •hareket•, 
dUzlemin • teomil edilmio anlamdakl hareket• inden (36) baoka 
biroey de~ildir. 

Bu akaiyomlar yard1miyle her barekette bir ac;1om bir ac;1-
ya, blr ilc;genin bir Uc;gene, vs. dOnUteceti kolayca lapatlanabillr. 

Tarlf. lkl do~ru parc;ae1, lki ac;1, iki Uc;gen ve genel olarak 
lkl tekle, bu teklllerden birinl dlterine dOoUotUren bir hareket 
mevcut oldufunda, e1 tlr denir. 

Bu aksiyomlarla etllk Ozerlne olan III t- ' teoremlerini ko
Iayca iepathyabillrlz. 

Mesell\, bareketlerin gurup Ozelijtlnden 6/,. at;u11ciieil11e ei 

olan iki dojfra part;asrnm (C1eya a~urnrn) arala,.,nda · e1 oldaldan 

kolayca ispatlaoabilir. 

lspat: A'B'::=. AB, A'B'==: AB olsun. Ba . evvela 

A' 8' = f, (AB), 

A" B'= /2 (AB) 

olacak tekilde / t ve / 2 hareketlerloin mevcut olmas1 demektlr. 

Soora gurup Ozelitinden 

AB=/1- I (A'B') 

yazllabllir. Burada 11- 1 bareketi / 1 bareketinin terslni gOeter

mektedlr. 0 halde 
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e1ltlliti vardu. Halbukl lki hareketin c;arp1m1 olan /,/1-
1 blr ba

l'eket oldu~undan A' B" = A' B' elde olunur ( 1). 

<1> 1111-1 teoremlerlnl lhtlva eden •• bareketlere dalr akalyom
tar •• netlcelerl V. I. Koath1'ln kltab111dan etrafh olarak etlld edllebl· 
Ur. [29]. 



BOLOM XJII 

GEOMETRlK BlR S1STEM1 TEFSlR ETME FtKRl 

BIHllm XIII de Euklid geometriainln baza 
tefairleri etfld edllmit ve Ozel olarak Euklid uzay 
geometrlslnin I<'eodorov tarafmdan verilmle olan 
tefairi incelenmlttir. Lobacbevakl geometriainln 
de Uc tefalri verilmittlr. Bunlardan blrl gayet 
etrafh blr eekllde ele ahnm1t ve dljterlerlyle olan 
lzomorflzma11 elde edllml1tir. Sonuc olarak da 
blr akalyom 1l1teminden neler beklendl{tl &Qlk· 
lanm11tir. 

77. Euldld'ln dlldem seometrlalnla detltlk 
tef1lrlert. 

Geometrik blr alateml tef1lr etmek demek, verllen geometrlk 

itatemln bl1tf1n akalyomlar1 eajtlanacak tekllde geometrlnin blr 
modellni Int• etmek, dlter bir deylmle, eaaa elemanlarlyle no/eta, 

dojru, diis:l1rn et bajt10tdar1na ait olrna, iinrind1 olrna, ara1mrla, 

,, olrna aomut anlam tekabl11 ettlrmek demektir. 

Euklld geometrislnln modellerlnden blrl, eaaa eleman, ve 

bajthbklariyle blrllkte blldijtimlz dflzlem ieometrldlr. 

A. Euklid'ln di1zlem geometrlalnln dljter blr modelinl Inf& 
edellm. Paralel dojtru ve diizlemlerden ibaret bir demet alahm ve 

demetln blr dojtruauna no/eta, her dllzlemlne de do/ru dlyellm. 
Bu suretle dllzlem geometrinln eaas elemanlanni elde etml1 olu-

ruz. 

A 't I ve d Ima terimlerinin blldljtimiz anlamla· r o ma ara•rn a o 
d uzay in demetin blr dojtru-r1n1 kullanahm. Harelcet terlmin en, ' 
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suna dik olan her dttzlemi keodi llzerlnde kaydiracak eekilde 
do~ru demetini kendine g6t11reo bUtlln hareketlerlo alt gurupu. 
nu aolayacal't1z. 

1, II, III•, IV, V gurup akalyomlar1ntn sa~lanmaa1 gl19H1k 
arzetmez. (~kil 294, 295). 

eek. 294 

Mesell, eekll 295 de Pasch akslyomunun ABC tl<jgenlyle • 
do~rusuna tatbiki g6sterilmietir. 

B 

0 

§ek. 295 



• 
B. Baklld'la d..._ pometrlela1a 1-fta blr modellal daba 

elahm. 

BllclJllmls 11 Buldld dtlslemlnl abp bunu blr 0 nokta11nda 
•clelelba•, dller blr de7lmle, 0 noktu1n1 dhlemden atahm. 
oa1a.n•a topolojlt btlll7etlnl boamamat f9ln de, dllllemln, db
.... 0 11oktu1nda tetet blr kClreye atereopafik tuvlrlnde kD.· 
nata S kutpanUD ten reemi oJarat dllfllDClqtlmlll &ell olmaJU 
aokta11 dlllleme lllve edelim <'8kll 100, 118, 12'). Bu DOktuua 
ktlndekl yerl evvelce delik dellnea S noktu1d1r. 

0 DOktul ablu dlldemlD &di olmaJU aokta lie blrlllde 
1aer 11oktuln1 nolfa, ft " dllllmtlndeld 0 deUk aoktullldaa 

pteD - doln " dalnllal ""'"' oJarak aJabm (lekll m) • 

..... 
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nokta dejtilse kenarlar1 0 dan gel(en 111nlar olur. x', tepe nok
ta11 0 ve lkl 111nla meydana gelen &lfl ol8UD. Ohaldfl x a1;111 x· 
&1(181 vae1taelyle dljter a1t1larla mukayeae edllebillr. Dojtru par1ta

lar1nm e1itllitlnln tef8irlnden tlmdlllk sarf1 nazar edlyoruz. 

Modellmlz hazirdir (1). 

Modelin 881tlmlnln keyfi olmad1jtl tebarUz ettlrellm : ee1tlmde 

akeiyomlar1n eajtland1jtmdan emln olmak gereklr. 

Geometrik blr eietem, geometrinin akelyomlarlyle lfade edl
leblllp uygunluk arzeden berhaogl neviden neane ve bajthhklara 

tatblk edllebillr. 

Yukanda zikredllen modelde blltl1n akelyomlar earl olur. 

Buolardan baz1lar1n1 ul'thyahm. 

Akslyom 11 • A '111 B gibl i/cl nolcta '1erildi/inde A "e B nolc· 

talarma ait bir a do/ru1u "ardir. A ve B noktalar1 0 He dotruaal 
dejtilee 0 dan g~en blr c daireelnl lbellrler (~ekll 296): modell

mizde c blr do/ru dur. 

K ve L noktalart 0 lie birllkte adi blr b dojtrueu ilzerinde 
olduklarmda modelimlzln de blr d<>#rueu olan b dojtrusunu belir
lerler. K adi blr nokta L de adi olmayan blr nokta lee O ve K 
ile bellrlenen adl b dojtrueu modelimlzin 0, K ve l noktalar1yla 
bellrli bir do1tru9u olur (~ekil 296). 

Ayn1 1ekilde, meselA, aksiyom II 1 I eajthyabillrlz. B noktau 
c dojtru8u ttzerlnde A ile C noktalar1 ara11ndad1r (~ekll 296). 

L noktae1 K ve M noktalar1 "aras1nda bulunur. Bu eon hal
de b dogru9u 0 noktaemda •keellmlp ve adi olmayan nokta ile 

<•) Okuyucunun rllrebllecetl rtbl. modellmlzln nokta ve dotru. 
lar1 Euklld dDalemlntn nokla ve dotrular1n11l 0 merllull blr dalre7e 

gllre evrlklerlnden lbaret olup adl olm171n nollta nlrllmlnde O nuD 

reeml bulunmalltad1r. )kl ·~· veya 11111 •dotru par~11•, nlrllmdelll re· 
1halerl etlt oldutunda •1it ltlbar olunurlar. 
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•Ozdefl91tlrllmlp tlr. Bu, yokarada zlkredllen etereografik izdO
tOmle kolayhkla go1terilebilir. 

Barada akllyom lV. tln Euklld 1ekli earl olmaktadar. 

(~kll 297). 

§ekll, blr a dotruaonu ve • 79 paralel olup A du~ 
blrlclk E doitroeunu goatermektedlr. 0 noktaa1 atald11t1ndan, a ve
b noktalar1 ke1l1mezler. Dllter taraftan ii dotruau adl olmayan 
noktadan ge~lp a ya paralel olan tek dotrudur. 

o dan g~en btltDn adl dotrularan, modellmlzde adl olma

yan noktadan ge1ten ve 0 dellk nokta11ndakl ai;1 lie ayn1 olao 

ac1 alt10da keal1en dotruJar oldutnnu tebuQa ettlrlyoruz. 

Okuyucu bu modell kollanarak baz1 elemanter teoremlerl 

t1patlamabd11. 

Mlaal yoliyle i;lzgl1el blr ABC Oi;genlnde <eekll 298) •Ollar 
toplam101n lkl dlk ai:1ya e1lt oldujtonu lipatla7abm. Bildlllmla 

tapab verecelfz. C noktaatndao AB ye paralel 111 dolraauaa ~
zellm. §ekllde ten ai;dar e1it bulonmaktadir, va. Bo aollan1t 

e11t oldotu da bildlitimlz yoldan yapdablllr. 

d
...-

1 
eden de o 0okta11oda ABC Q~n to-

m --&• UIDDD Q zm 
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.acllar10a eolt acllar bularak toplamlar101 dojtrudan dojtruya elde 

etmek mUmkUndUr. 

lnoa edllen modeli daha iyi kavramak ve har~ket veya ~1lik 

den ne anla11ld1jtm1 ac1klamak icin 11oyle bareket ederiz. Bir mo
delden dljterlne atereogralik izdttoilmle geceriz. 

Ellmizde adl bir n dUzlemi olaun ve Uzerinde bildijtimlz 

nokta, dojtru, hareket, vs., klsaca blldljticnlz tefalr mevcut bu

lunaun. 

~ek. 298 

BUtUn :i dllzleminl 1tereografik izdttottmle S kutpunda de

lik kttreye taevir edelicn (~ek:il 117). DUzlemin her A noktaamaa 
kilrede blr B nokta11, her a dotruauna da delik S ooktastndan 
gecen bir a' dalreal tekabUl eder. n deki her adi harekete S 

noktasmda delinmio kilreoin keodisioe blr dUniloUmU tekabill 
eder. 

Ohalde, stereograflk izdiloUmle Euklld dUzlem f geometrisl
nln blr modellnl Inoa etmit oluyoruz. No/eta lar1 S de delik kUre
nln noktalar1, dotrulan dolru lar1, kilrenln delik S noktaB1ndan 
gecen dalrelerloden lbarettlr. Alt olma ve ara11nda olma blldlitl

miz aolarular1 habdlr. 
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Evrlklerl e11t olao dalre yaylar101 ef IUbar edecetfa. Bu. 
nun gibl evrlklerl e,lt olan ac;&lar da etlt addedUlr. Stereografik 
i:adll1nmde ac;llar mubafau edUdlllndeo a~rlarrn e1lill blldillmb 
anlam1 baizdlr. 

Bu modelde hareket ten ne anla11hna11 gerektlli de 991.k 
olarak lfGrdlmektedlr. Bununla Ugill olarak, ktlJ'enln SP oap1 
etraf1nda dGnmelerlnden (• dblemlnln blr P noktu1 etraf1ndakl 
dGnmelere tekablll eden bareket) farkh blltlln hareketler alllnda 
p nokta11 yerlol buakarak dellnmlt knrede bqka bir yere glder. 

Blltllo dllzlemael akllyomlar1n bu modell .. llad1t1 qiklr· 

d1r. 
lklnel blr 1tereograflk l:adllfllmle, batladJlllDIZ modele dG· 

nerlz. Buou da verlleo kllreye delik S nokta11oda tetet 11' dllz
leml c;lzerek ve kutup olarak ahnan P nokta1iyle (~kll 117) kQ. 

reyl :s' llzerlne lzdlltllrerek iera ederlz. Blre-blrllll temln lc;ln 11' 

dllzlemlnl S detme nokta11nda delloml1 olarak dll1llnllp (bu de
llk Ilk modellmlzlo 0 nokta11d1r) adl olmayan nokta (P nokta11-
n1n re1ml) Ile tamamlaraz. Kllrede S den ~o blltllo dalreler, 
:s' dflzlemlnde S delltlndeo (veya 0) geoeo dalre veya dotrulara 
glderler. P ookta11010 re1ml :i' dllzlemlnln adl olmayao nokta-

11dir. 

Ilk model yeolden Inoa edllml1 buluomaktadar, ~lmdl arila

rin eilili nln aolam1n1 gGrmek kolay olnr. Do/ra par~alar111111 .,. 

/iii ve Jaarelcrt In anlamlara da kolayea anlq1hr ('). 

(') E•lrlld 1l1t•mladen blr 0 nolrt111n1 atarlren ekHrlya •di ol· 

aayan blr aolrtan1n llheal lhm•I •dllerek beta ltlenmektadlr. M•Hll. 
V . F. K11an Lobach11odl (USSR Illa Alradeal1l luafandan J'•J'•Dlaun 

HH) 11btre 801-SOI ye b•lr· Ba lrllapta o nolrtuanda dellnmlf Balrlld 
daalemlne 4<Polncar6 dGaleml• dlye OHi blr l1lm bile Hrllmlttlr. fa 
.. erterde de bu ba:yalr bat• ltlanmlttlr. W. M. Bealrla : O•oaa•trllll• 11•

todolo}l•I, De"let Ped11olllr Y111n1. 11M7. eabU• 10 ve dlter 1erl11rcle; 
V. Molod1lrl : Oltuld• Matem111ilt 01 l'lsllt de «Lobacbenlrl 1eoaetrl1l 

dotH madur- No. 1. INI. 
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C Eaklid dftzlem geometrieinin analltik tefsirinl evvelce 
gOrmftetllk. Bir morlel inea edelim. 

Nokta olarak, x, g, reel saytlarinm e1rah bUtUn (x, y) ctlft

lerinl, do~ru olarak da, u, v, w reel saytlarmm bUtUn !(u: v: w) 

oran larznz alaltm. Burada u ve v aynt zamanda s1f1r olmayan 
reel eay1Jard1r. Buna g6re (2: 3: -1) ve '(4: 6: - 2) farkb olma
yan dojtrular1 g6sterir. 

(x, y) noktas1, 

u;t: + vy + w = O 

eeitli~i hallnde, (u: (I: w) do~rusuna ait olur. 

(x11 g .) , (x,, g 2), (x1 , g1 ) noktalari 

hallnde do~rusaldlr. 

1 
1 =O 
1 

(u: v: w) do~rueunnn (x, g) noktas11 

x 1 > x > x , 
veya 

X1 < x < X t 

oldu~uoda, kendisiyle dojtrusal oJan (x11 y,) ve (x,. g<J) ooktalar1-
n1n ara•znrfa d1r, (x1 = x 2 halinde Y1 < g < g, veya y 1 > y, oldu
~unda). 

Do~ru parcalar1, acti ve hareketlerin eelil?inin e1rf analitlk 
tarilleri kolayhkla verilebilir. 

Bu tefsir mutat Uzere diizlem de analitik geometri ad1 altm· 
da etUd edilmektedir. 
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78. Euldld uzay geometrlalnln Feodorov 
taraf1ndan yap1lan tefalrl. 

99 

Meehur Rue krietalograf ve matematik~iei Akademl ftyeei 

I!'. S. Feodorov (1808-1919), krietallerio bilnyeei Qzerioe yapt1jta 

c;•hemalar1nda uzay1n dUzlemde gosterilmesine dair olan aeajt1da

ki usulil \•ermittlr, [t6], (47), [t8]. 

Bir n dllzlemlnde, uzay10 her A ooktaBJoa, merkezi A dao 

n ye cizllen dikmenln A' ayajt1 ve yam;ap1 A 010 :r ye olao AA' 
uzakhf1na e1it olan ve A dan :r ye bak1ld1f1oda eaatln akei yO

oUode yOnlenmit I' daireslni tekablll ettirelim (~ekil 299). Akal 

yOnde ahoan aym dalre A nm " dllzlemine g!lre slmetrlitl olan 
noktaya tekabUl eder. :i dUzlemioe alt herhangl blr C noktaa1oa 

s1f1r yar1caph dalre, dijter bir deyimle, C nln kendisi tekablll 
eder. n dllzlemloe dlk olan bir 1e10, ayn1 y!lndo olan ee merkezli 

dairelerin cllmleeiyle temell olunur. n yl dik ac1dan farkll olarak 

kesen a dojtrusu da, benzerllk merkezl a dojtrnsuouo :i dUzlemioi 

keetiitl ookta olan y!lolil bomotetlk dairelerlnlo M' cllmleaiyle 

gOsterilir (~ekil 300). 

n dllzlemioi kesen bir x dilzlemlne, yar1~aplar1 merkezleri

nin arakeslt dojtruau olao uzakhklarlyle oranhh bulunan yOnlil 

dairelerin M' cilmlesi tekabill eder. Uzay1n, dUzlemdekl bUtiln 

yOnlil dairelerinin cllmlesiyle bi re· bir tekablllOnU elde ettikten 

aoora F eodorov' un morleU ni Inoa edecejtiz. 

Nokia Jar :r dllzlemioin yOolU dairelerinden ibarettlr. 

Do/ru lar yOnlU dairelerin yukar1da anlahlan M' c!lmlelerin

den ibarettlr. 

Dii.zlem Ier yOnlll dairelerin yukarda aolalllan M' cQmlele

rinden ibarettir. 

Ait olmalc teorik-ciimle anlam1nda olup cUmleoin blr elema

n1 olmaa1n1 ifade eder. 
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Bir dalrenln dljter lkl dalre ara11ncla olma11, bu dalrenln 
merkezinln tera resmlnin dljter dalrelerln merkezlerinin ten re-

almlerinln araa1nda olmaa1 aniam1nda ahn1r. Tablt bona, tera 
reame 1e<;meblsln de anlam vermek mllmkllndllr. 

Tera reaimlerl e1 olao eekillerln dalre cQmlelerl et addolu
nu r. Feodorov, modelln d191na <;1kmaka1z1n bu terlmlere anlam 
vermekte lae de bis bu noktalara temu etmlyecetf1. 
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BQtQn ablyom.lana, dolay18lyle bGttln teoremlerln uuy 1e
ometrlnln bu modelinde dotru oldutu kolayca gOrQleblllr. 

MeeelA, blr dllalemln dotruaal olmayan Go nokta Ue tama
men bellrlenecetlne alt akllyom burada mutat dllde fU tekU 
allr : ortak blr benzerllk merkezl bulunmayan yOnltl tlc; daJrenln 

lkloer lkfter ahnan c;lftlerlnln benzerllk merkezlerl blr dotru 
tlzertode bulunur (§ekll 801). 

Okuyucu dalrelerln her yOnQ lc;ln hangl merkezlerln (ben
zerllk merkezl) telcabiil edecellnl bulmah ve bGttln mtlmkQn haJ. 
lerl locelemelidlr. 

~· 801 

Baait bir akalyomun blr modele tatbikl haUnde mutat 10rQ9 
noktaa1ndan oldukc;a kar111k blr teorem verdljtlni gOrtlyoruz. Fe
oderov bu buau1ta fOyle diyor: «Bise yenl blr teorem verln, 
bundan 10n1uz tane yeni teorem c;tlu.rahm•. 

Euklid uuy geometrllinln, y0nll1 daJreler dl1zlemlne olan 
bah1ettittmJz tuviri, hire· blr olma1mdan dolay1 blr te/1lr dlr. 
Dlter taraftan me.ell uzaydaki noktay1 nolcta ~l/tl Ue tem1il 
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eden tasari geometrl, taevlrln blreblrlljtinl bozao l•tl1nalarin 
varh{t1ndan dolay1 blr tefsir tetkll etmez. 

Bu 1ebebe atfen Feodorov'un modeli blr~ok problemlerde 
taaar1 geometrldeki Monge'un usulOne nazaran 01tOnlO{tO hal7.
dlr (46), [471, [39J. 

79. LobacheYlkl gometrlalnln Euklld 

dllzlemlndekl tefalrlerl. 

A. Lobachevakl geometrl•inln Poincar6 tarafandan verl

len blrlnci tefalri. 

Euklid'ln adi dQzlem geometrialnln elemanlar1n1 kullanarak 

qajt1dakl modell Int• edecejtlz. Keyfl blr I' dalresl ~Ip bu dai
renln le noktalar101n cOmle1lni, I' ya dik olup bOtOn te dalre 
yay)&flDID cQmlesloi ve J' DID bQtQo eaplarlDID cQmJeslol eJe 
alahm. Esae elemaD ve esaa baitbhk kategorllerini fl>yle elde 

edecejtls : r dalreslDID her le DOktallDB nolcta, r DID her CAP ve 
I' ya dik olaD her to dalre yaytDa cloJra dtyellm. Ait olma ve 

ara1rncla terlmlerioe blldijtlmlz anlamlar verellm. E1 cloJra par

calarr terimlDiD anlam1n1 aomut olarak soDra verecetlz. E1 acrlar 

Eoklld aolam1Ddakl e1llk olarak ahDacakbr. Harelcet terlmi anla
mt aoDra verllecektir. 

Euklid dQzlemlDln Uk lkl aksiyom guropundakl akalyomlar
da kullantian l1lmler yukardakl tarlf edilmif yenl anlamlar1 Ile 
ahmp bu aDlamlar modelln elemanlar1nin mutat lalmlerl clDaln· 
den Jfade edlldljtlnde, bo ak1lyomlar1n Euklld dOzlemiDde dotru 
olduklar1 kolayhkla g1>1terllebillr. 

11 • I' daire•inin A "e B gibi le laerlaangi ilci nolctcur "erilcli

lincle, bu A cie B nolctalannclan gecen ve I' ga clilc olan hir gag 

(vega r nrn bir (:apr) mevcattar. 

I,. I' Jairuinin A ve B gibi i(: laerlaangi ilci nolctasr verildi· 
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linde A t1e B noktalcurnclan ge~lp I' ga dilc olan birden fula ga11 

(t1eya r nrn ~ap1) golr.tur. 

11• I' ga clilc bir gag (t111ga I' nrn bir fapr) iiHrinde I' nrn 

en a:r: i/d if no/eta., mevcuttur. Hepsi, I' ga dilc bir gag t1ega agnr 

~ap iiurincle bulunmagan, I' nzn en a:r: ii~ if nolctas1 t1arcl11'. 

Okuyuco blzzat 111 - • sira akelyomlarm1 satlamalldll'. 

e1mdUlk eollk akslyomlarlyle bareket akslyomlar1n1 blr ta. 
rafa b1rak1p parallellk akaiyomlarllla dGnellm. 'Lobacleevs/r.i alcsi· 

gomu burada earl bulunmaktadir. Bo akslyomu sallamak Qzere 
esas nesnelerln Uk anlamlarma dOnellm ve Lobaehevskl ak1lyo. 
munon tam metnl ilzerlnde durmayahm. 

JV•. I' JairHinin bir A if nolctasrndan, I' ga Jilc olaralc fie· 

rffen bir gagr (t111ga I' nrn fGpznr) I' nrn bir if no/ctasrnJa /cHmJgen 

sonsu:s gag ciimlesi 8tlftlf'. eeku 802 de r dalreslnln 0 merkezl 
A nokta11nm rolllnQ oynamaktad1r. 

~II 209 da - ellmlzdekl modelln dlllode konu1oraak -
A ooktaa1odao g dotruauna paralel ( ') lkl dotru ~lzllml1tlr. ee· 

u 
eek. 802 

(') lkl •dotro•, r lllll ~emberlade kealttlklerlade Lobaohev1kl 

aalam1nda paralel ohular. 
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kll 207 de A ve B noktalar1ndan tek bir AB dojtrusu ctztlmittir. 

~ekil 204 de merkezl A olan dofru demetl, a, dojtrusuna paralel 
o'an drtru demetl, ve 1Uperparalel dotru demetl g01terllmi1tir. 

Sekil 208. de A nokta11ndan g dotrusuna blr dikme lndirilmiftir. 
~ekil 210 lse f/1Ag, dar ac;111010 g, kenar1na paralel olup g 1 ke
nar1na dik p dlkmesiyle ilgill teoreme Ornek te1kil etmektedir. 

~ekil 211 de g, ve g, eUperparalel dotrular1n10 ortak dik
meeinin c;lzimi yap1lm111t1r. Ayn1 tarzda Lobaehevskl geometri

siode dojtrohmn lzafi durumlariyle llgill blltlln teoremler eafla· 
nabilir. Bu teoremlerin herbiri ayn1 zamanda Euklld geometrl· 
einde bir teorem veya gUzel bir c;izim probleml te1kll eder. 

($ekil 308), bir llc;gende ac;llar10 toplam1na alt teoremi gOs
termektedlr. Burada BC klrl11iyle BC yay1na uc: noktalar10da c;I-

~ekil 803 

zilen tejtetler arastndakl ac;llar toplam1 ABC llc;genlnln nolcaanl1/c 

101 verir. 

Lobacbevskl geometrlsinln bu modellndekl bir hareket lo 

anlamm1 ac;1klayahm. 

Elimizde dofru parc;alarmm e1lill kavram1 mevcut Euklid 
geometri1ioin dllzleminde bareket gurupunu etQd ederken (29) 

beqeyden evvel birlnci ne<1i hare/eel i tarif etmittlk. 
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Blrlacl aevl baNket, ......0. dlslemde JU aJu AB ve A' B' 
glbl et lkl dofnl puvul7le tamamea bellrlldlr (lekil 161). Bu 
llaretette A nottua A' noktallllA, B noktan 'II' aoktuma n 
herllanl(l Ill aottua da AMB ve A' M' B' ,__.... lflt ve •JDI 
tGnde olacak 19tude bll' M' aoktuma llder. Ba flllmla tamam1 
toi.obevUI 1eometm1Dla blr lmmuu letkll ..-.. iaklld .-. 
mebi8blde Hr bareketl blr Otellme Ile blr dlamealil loplaml 
eluak alablllrls (28). Lobuhenld pometrlalnde Im aotta etla
fuacla dGnme mevcut oldalu llalde ,,,.,.,,,., otelemeler ,.olstur. 

Dlldem blr a dofraao bo,.._ •1cbnlablllne de • tllerla· 
de ballllllDafaa noktalar Buklld dtlllmalade olduta llbl dolralar 
ll&erlnde delll a 11 tai.n do.Iran oluat bbul edeD..,..... bo
JUDca byarlar. 

Buounla beraber, pyrl BatlldlflD pometrlde 1aer ......_ 
blr dolra boyunoa byma lie (bu rlade) bll' dluaeala toph•• 
olaralr ,O.terfleblllr. lleeell, dtlalMl evvel& A Doktau A' J8 II· 
deoek f81rlld• AA' dotru11 boyaaca (fekll 1'7) b)'Chnhp IOara 
dlldem B aolrtu• B' lie phpoak .. kllde A' noktul etrafmcla 
dGndtlrtllebWr. 

Bir nokta etnflada blr dlame, Bakllcl halbade oldutu llbl 
~ya 10re lkl lllmetrlDID toplaau olaralc ,aetedleblltr <IMD 
lT.1). P nolctuJ <lekll 80&) P' 1• ~ek bere PP' clotruu 
lserlnde blr lcayma, p, ve Pt ~ ~ lkl llbaetrlDla 

toplama olarak IJOlterlleblllr; banda p,, Pt dolnlara PP' J9 119 

nOktalarmdan (lf6) PP' asakbkta balaau lloktalUd'u tllllu 
dllc lkl dotrodur • 

.811, Lo••n•ld Ill.,.,,.,• lillnW ,..,.... .. - ilrlul .. 
11dncl ..-Ja - .,,..,. .ar- Wfla ...,,.,I. 6UlMft _... 
"'4ut 6iltli• tophualaruul•• llMHt oltlfllm .,.,.,....,,,.. 

Budan f1l D8lloeJ'• vanm : Ptllanri ...4ella4o L 1ha6•9"' 
tl&loMbulo/d 61Jtlia /aank.tlerl• .. ,,.,..,, ..,,.,. ,,,,.. ~ 
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olan dairelere gare olan biitiin eflirlimlerden ibarettlr. r daireainin 

bir (:aprna gore 1lmetri1ine e'Ulrtiminin limit hall olaralc balnl1r. 

r daireainln evrltlm dalrelerine diklijtinden dolay1 r dai
reai, biltQn bu evlrtimlerde ic; noktalar1 gibi kendialne dOnlltQr. 

Boyle dOnt11Qmlerde resimlerin naail elde edilebllecejtlni ev

velce 6Aretmlotik (49, 51; Sekil 202, 204). 

Hareket gurupunun ithallnden aonra hareketlere dair akai
yomlann tatbikl Iolnl aatlamak, dolay1siyle bUdljtlmb tarzda, 

P, I 
I 
I 

-- p P' a 

I 
I 
I 

Sek. so• 

1eklllerin etlljtlnJ tari/ etmelc kolaydll'. Evlrtlmde ac;llar muhafa· 
za oluodujtundan, Polncar6 modelinde, Lobachevskl anlam1nda 
-olan ac;tlar adl anlamda da qlttJrler. 

Poincar6 modell, Lobachevaki dUzleminde konform tuvJr . 
olarak diltftntlleblllr. 

Lobachevskl geometrlalnln bu modellnde dojtru parc;alar1n1 
-Olc;me aiateminl elde etmede gllc;lllk dotmaz. 

Dort noktan1n 

(ABCD) = A'C. BC 
AD.BD 
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olfte oran1ua evlrtbade ('8) ve clolaJU11le modellmlsde bJr ba· 
rebt altmda Jefl,,,... oldallllla bWJoraa. 

Hedeftmldn blr AB dotra .. f9UIDID hanatler oltutJa ti .. 
Iii••• ohDu1 pre~ uald aaa tarll etaaet o1dutwa11 babrda 
tutant modellmlsde AB dojruna tepil eden dlk faJUl U ve 
V aoldalann1 ele alalua (lekil 802). (ABUV) 91fte 01U1 hU9o 
tetler albada delffma 111 de dofrll p&l'VUUllD ••Dllld D ola· 
mas, sin, toplanabllme GHIJll mevcut baJDDmamaktacllr. AB 
ala e (AB> ... ..id u olarak 

11 almah111. 

e (AB) mi • IOI (ABUV) 

(
AU Bfj_\ 

e (AB)== i ·lot AV: BV J 

Bu tarWe toplaaabllme mevcut olur. 

la .. t tom fGJle yaaarn ('*11 802). : 

e(BC)ai•Jos (~: ~ 

== { (AU. BU) (BU. cu) } e(AB>+e(BC>-i·lot AV" BV • BV" CV 

==i·lot (~:~ 
=e(AC) 

Hareket abl7omlan7la ~etllk ablfoalaruua eJe abau mo
delde earl oldutu qlktlr. 

llodellJDIH 1t1rell:JIUll: ablfomlal'IDID UJpluialalllrllll qi• 

klrdll'. 

Buklld 1eometrlainln ei-en1anu tu.Uaarak LobaclaeVlld 
1eometrlslnlD blr modellnla lafUI Lo6aoluwld 1..,..,rlelrade 61r 
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~eli1mezli/e ula11lam1yacaj1m goatermektedlr. Zlra, akel takdirde. 
modelimiz ile Euklld geometrislnde blr celltmezllk yarabllDlf 
olurdu. 

Lobachevakl geometriai Euklid geometriaiyle ayn1 derecede 
~litmezlikten azadedir. Euklid geometriai arltmetlkle aynt dere

cede tutarh oldufundan - bu iae analltik modelln varhjtm1n 
neticeaidlr - Lobachevakl geometriai aritmetlkten fazla tutmaz
hk goeteremez. 

Lobachevski geometrisinin dojtrudan doltruya bir analitik 

(aay1aal) modelinin lnta edllebilecegine de itaret edellm. 

Bu mUtalealardan fll Onemli keyflyet elde olunur : Eukli

din paralel iizerine olan abigoma, ilk iii; cie . bt1inci garap aksi

gomlarmr lcullanarak iapatlanamaz, zlra, eter lapat edllmlt olaa 
z1dd1 - Lobachevakl akalyomu - 1 1-~ , I11 _ ., III1- i ve V1_, 

akaiyomlarlyle tutarh olmam19 olur. Halbukl modellm varhltt bu 
tutarlllt• gOstermektedlr. 

Birinci model kolayca uzay geometriye tetmll edllebllir. 

Eeas elemanlar1n kategorialnl tOyle almz: Nokia olarak - bir 
I' kttreainin le noktalar1m, dojru olarak kUreye dlk olup kttre
nin li;inde kalan dalre yaylar1 ve kttrenln i;aplar1 (uc noktalar1 

haric), diizltm olarak r ya dlk olup kttrenln li;lnde kalan kQreler 
ve r nm merkezlnden ge(ien ac1k diskler. Ait alma ve araarnda 

terimleri bildiltimiz aolamt baizdir. Harelcet olarak modelde dQz
lem rolilndeki kUrelere gore bQtQn evirtlmlerln, ayn1 zamanda 

I' kQre merkesinden ge(ien adi dttzlemlere gore almetrUerln gu· 
rupunu ahr1z. 

B. Lobachevakl geometrlalnfn Polncare taraf1ndan verllen 
lklncl tefalri. 

Bn model, blrinclainden I' daireal blr r• dojtruau halinl al
dtjttnda ve dalrenin 11;1 yar1m dQzleme (~ekll 806); veya blrincl 
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modello eeu r dalreai Gzerlodekl bir ooktaya gore evlrWdltlode 
elde edlllr. 

Dotralar, merkezl r• tlzeriode olao 7ar1m - dfl&lemio ya. 
rim • dalreleriodeo ve yar1m • dQzlemde r• dotrusuoa dlk olao 

~k. 806 

lflDlardao, noltalar lee yartm • dQzlemlo adl ooktalaraodao Jba,.t
tlr. Ail alma ve ara11nda terlmlerl blldlllmlz an lama halzdlrler. 

~kll 806 de a dotru1ooa paralel b ve c glbl lkl dotroouo 
~lzlml yap1lm11tar. ~kll 212 de g', ve g', 1Gperparalellerloe or
tak p' dikme1i clzllmiftlr. 

Harelcet ler tapln blrloci modelde olduto rtbl tarll edlllr. 

Bo modelde Lobachev1kl dQzlemlolo bGtQo aktlyomlara to

tarhk tefkll eder. 

Lobachev1kl geometriliolo teoremlerlolo Poiocariolo bu mo
deliDe ithall, blriocl model ballade olduto rfbl; Euklld 1ora1 
ooktai1ndao ilgi ceklcl olao geometrik problemlerlo 111 blr meo

ba1n1 verlr. 

Bo model de kolayca ou1 pometri1e l8fmll edlleblllr. EMa 

eleman kate1orlleri 1o~lar olor: noita lar olarak - verUen blr • 
dGdemiolo galcan 11ndakl adl ooktalar, tlofra Jar olarak - • dtb

Jemloe dlk olan 111olar Ue merkezl • de olao ve 11 7e dlk dGz-
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lemlerde bulaoaD yar1m dalreler, diislena ler olarak merknl n de 
olaD yaruD - kQrelerle n ye dlk yar1m - dQzlemler [29). 

C. Lobachenld geometrlalnln Beltnml Klein tarahndan 

verllen tefalrl. 

Motlel I ln1a edelim. Bua elemaD kate,orllerl fUDlar olur: 

Nair.ta far blr r dalreelnln 11; noktalar1, dofra lar r DID klrl1leri 
olup alt olma ve arainda terlmlerl blldljtlmlz anlamlart halzdlr 
(~eklt 298). 

E1lilr. ve harelr.et ten ne anlad1jt1m11 llerlde a1;1klanacakt1r. 

Lobachev1kl akalyomu bu modelde tutarbk tefkll eder. 

Akalyomlar1n ayn1 cQmleelnln lkl tef1lrl olaa ve her model· 
deld elemanlara dller modeldekl bunlara kafll elemanlaraD blre
blr tekabQIQ mevcut olaa ve bajtbbklar muhafaza oluDaa bu lid 

tef1ire lsomor/llr. tlr denlr. 

Euklld 1eometrl1lnlD okulda Ojtretllen blllDeD modell lie sa
yasal modell, analltlk 1eometrl, blrlblrlne lzomorftur. DQzlem 

geometrinlD blllDeD tefalrl Ue dolrularan dalre ve 0 daD 1~en 
dojtrular olarak abDd1jt1, 0 da dellnml1 ve adl olmayan blr Dok
ta11 lJAve edlldlll dllzlemdekl tef1lrl (77) ylDe lzomorftur. 

PolDcar~ DID her blr modellnlD Beltrami· Klein modeliyle 

lzomorf oldujtuDu g01terecellz. Bu maksatla .Beltrami dalreelnln 
n dQzlemlne dalreDln merkezlDde tejtet oiaD ve yara98pt dalrenln

klDe e1lt olaD ktlreyl c;izellm. 
EvvelA Beltrami ta1vlriDID tamam1n1 alt ktlreye dlk olarak 

lzdtl1Qrellm (~kil 806). Lobachev1kl 1eometrl1IDln alt yaram - ktl
rede bu 1uretle elde edllen ta1vlrlnl tl1t S' katplyle Ilk 11 dQzle
lemlne atel'90lraflk olarak lzdll1QrQrQ1. Bu aon lzdll1QmQn Loba

chevakl geometrlalnln Polncar~ tarafandan 7ap1lan blrlnel tef1lrlnl 
verecejtl gOrtllllr [11), [29). 

lkl model ara11nda bOylece elde edllen tekabQIQn lzomorflk 
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oldutu hemen gOrO.lilr. Ozel olarak,Poincare modellndekl her 

hareket Beltrami - modelinde mO.tekabil bir hareket lnta9 eder. 

EkvatOrO. Beltrami taavirinln i;evreaiyle c;ak1pn bir yar1m -

kO.rc Int• ederek bu Beltrami taavlrlnl yar1m - kO.reye dik olarak 

s 

$ek. 806 

lzdOtOrOraek ve onu da ekvator ilzerlnde olan bir S' kutpundan 

S izdftollm kutpundan gei;en 1,'&pa dlk x d1lzlemlne atereograflk 

olarak tzdlltllrO.reek it dO.zlemlnde Lobachevakl geometrlalnln 

iklnci Polocar6 modellnl elde ederiz [29). 

Bu auretle Ile modelln de izomorfik olduklar101 gOatermlv 

oluraz. 
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80. Bir akalyom alatemlnden beklenenler. 

Bir akalyom 1l1temlnden neler beklendltlnl k1uca 1ozdea 
~lreeellz. BvveJA, blr akalyom alatemlaln tatorl1 olma11 leap 
eder. Tutarh blr 1lstemde blr teorem ve bunun z1dd1 blrlllde la
pat edllemH. Bir Qell1me olmad1t1n1 glletermek 191• neanelerden 
ve bunlar ara91nda var oldufu qiklr .. ydan dotru, aahlh ve 

Qelltmez bal1nt1lardan akalyom alatemlnln blr modell veya tefalrl 
lnta edlllr. 

MeaeJI, Euklld geometrlalnde c;ell1me olmad1t1n1 glletermek 
Join analltlk veya aay11al blr model lnp ederlz. BGyle yapmakla 

arltmetlffn neanelerlnl - •y1lar1 ve bunlar aru1ndakl balmb· 
Jan - dotr11 farzederlz. 

Lobachevakl geometrltlnln akalyomlar1 ara11nda c;ell1me ol· 
mad1t1n1 g01termek loin de neaneler ve bunlar aru1ndakl ger
c;ek .. bib, dotru, c;ellfmez bat1nt1lardan ayn1 tekllde blr model 
lnta ederlz. 

BOylece blr aktlyom 1lstemlnde agarl1l:'1n veya ~•ll1m•Jil:'. 
in ltpah lc;ln aomut ve lyl denenmlt neaneler ve bnnlar aratlD• 
dald batmt11ara lbtlyacim1a vardir (bak 2, 89). 

Bir akelyom sl1temlnden beklenen lklncl esa1 p.rt her ak· 
tlyoman mQmkQn mertebe dllerlerlne beth olm111•1,.1 du. Her 
ablyomun 6aJ1merslrlc'1 'bunun dlferlerlnden mant1kt blr neUce 
olarak 01kardamamae1 demek olup blr akalyom ahld1t1 takdlrde 
dller alralyomlar1 kullanarak ablan akllyomun kaybm1 Ortmek 
auntlyle ball ayn1 1l1teml elde etmek mQmkQn olmamahd1r. 

Bununla beraber geometrldekl alralyom sl1temlerl btttQn 



1u Net Ice 

aksiyomlarin bal}1ms1zhgmdan bahs etmemizi milmkttn ktlacak 

tekilde degildir. Mese!A, ikinci gurup aksiyomlar1n ifadeslnde 
«ait olma» kavram1nm evvelce verilmit oldugu farz edilmekte 
ve gervekten de bunun Ozelikleri birinci gurupun akeiyomlar1 

arasmda ac;1klanm10 bulunmaktadir. lncelemekte oldugumuz ak
siyom sietemlerinde · sadece bir akeiyomun baz1 diger akeiyomlara 
nazaran baj1m•u:l1k soruennu ortaya atabiliriz. 

Belli bir aksiyomnn digerlerinin tllmilne nazaran baj1m•1z

lij1, dlger bir deyimle, bu aksiyomu blltlln dil}erlerini kullana
rak i•patlamanrn imklln•1zl1j1, bu aksiyomun (her baogi bir oe
kilde) zrddr He delllttirmek ve Mylece elde edilen aksiyom siete
minin ~eli1mez oldugunu gOetermekle yap1hr._ 

Meselll, Euklid paralel akeiyomunun baj1m•1zl1j1 gervekte 
bu aksiyom yerine Lobachevski aksiyomunun tatarlr olmaeiyle 
gOsterilmlotir. Hilbert, «Geometrinin temelleri» adh eserinde bir 
c;ok aksiyomlar1 hatta hiltlln aksiyom guruplartn1 bajrm•rzlrk 

bak1mmdan incelemektedir. 

Geometrik aksiyom sietemlerlnln baoka bir problemi bir 
aksiyom sieteminin tamaml1j1 dtr. Her hangi iki tefsiri izomorf 
olan bir aksiyom sietemine tamam dtr denir. Bir akeiyom eiete
minin tamam olmae1 icap etmez. MeselA, guruplar teorieinin ak

siyom sistemi tam degildir, zira, izomorf olm1yan guruplar mev
cuttur. 

Bizim nazari itibara alm10 oldugumuz geometrinln aksiyom 
sistemleri tamam d1r. 

Netice olarak her bllim gibi geometrinin de devamh bir 

llerleme balinde oldugunu belirtebiliriz. 

Bugllniln aksiyom sietemlerlnin nihayet tamamlanm10 •eo 
son ve nihal gercek» oldugu dlloilnillmemelidir. Hali hazuda 
mevcut sistemin bazt zaytf noktalar1 keodini gOstermege baolam10 

durumdadrr. 



, 

,, 

Netlce 

• .. •.. lnean dl191lnceei yarad1h9tan mutlak gerceli vermete 
muktedirdir ve bunu verecektir. llmin gelifmeeindeki her mer
bale bu mutlak gercelin [kab1na yeni damlalar illl.ve etmektedir. 
Fakat her ilmt hllkmlln (Onerme) geri;eklik em1rlar1 izafl gelie· 
meeiyie geni9letilmekte ve em1rlar1 hilginin bflyflmeeine bajtb 

olarak kay1tlanm19 durumdadir.• 
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