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BU K1TAP HAKKINDA 

Algori tmalar Ilk c:agdan itibaren bilinip kullamlmakla 
beraber, algoritma teorisi hemen tamamiyle yirminci as1rda 
geli§mi!itir. Teoriye esas olan algoritmik olarak ~ziilebilme 
veya c:ozi.Hememe meselesidir. Yazar algoritma terimini tam 
tamma tarif ederken algoritmalarla hesap makinalar1 arasm
daki s1k1 bag1 gozC>nilne alm1!St1r. Gerc;ekten, bir~k problem
lerin algoritmik c;ozUlemezligini, Turing maldnas1 denllen ozel 
tipten bir hesap makinas1 kullanarak ispat etmi11tir. 

Okuyucu kitab1 okuyabilmek ic;in, orta derecede bir 
cebirin i.itesinde. matematigin obilr dallanna ihtiya!'; duyma
yacakt1r. Bununla beraber olduk~a kan§1k bir lojik dil11iince 
dizisi izlemek zorundad1r. 

lncelenen birc;ok konular111 referanslan bibliyografya 
k1smmda verilmi~tir. 
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BU YAYINLAR HAKKINDA 

:\-1atematigin kendi degeri yanmda, fizik, kimya ve dola
y1siyle miihendislik, askerlik gibi pratik sahalara ve bilhassa 
son zamanlarda biyoloji, ekonomi ve hatta sosyal bilimlere 
yardum h1zla arttigmdan, bu bilim her millet i~in hayati bir 
onem kazanmt§tJr. 

bteyandan, matematik de bu bilimlerin problemlerini 
~ozebilmek ic;in gerek metot, gerekse fikir bak1mmdan 
geli§mek zorundadlr. 

Bundan dolayi bir c;ok memleketlerde bu sahaya daha 
iazla say1da istidatlan ~ekmek ve bunlan erkenden ke§fetmek, 
en nihayet bunlarm egitimi i~in her tilrUi fedak!rhga katlan
mak en onemli bir milli egitim siyaseti olmu§tur. 

Yeni istidatlar1 erkenden ke§fetmek i~in dii§iiniilen ted
birlerin ba§mda, matematik killtiirilnii geni§ kitlelere yaymak 
gelir. 

!kinci Dtinya Harbinden sonra bi~k memleketlerde, 
gen~lerin tecessilslerini tahrik etmek ve bunlann matematik 
bilimlerine kar§t ilgilerini artbrmak i~in yeni bir tip mate
matik literatilrti meydana gelmi§tir. Bu ~§it literatilrde 
aramlan ozellikler klsaca §unlar olmabdlr: a) Problem vaz'1 
sun'i olmamah, b) Bunlan anlamak i!;in fazla on bilgiye 
ihtiyac; bulunmamab, c) Okuyucuyu aktif i§birligine ve bir 
§Cyler ke§fetmege sevketmeli. 

l§te Turk Matematik Dernegi bu cereyam memleketimize 
de getirmek maksadiyle bu yaymlara ba§lami§ bulunmaktadlr. 
Bu yayinlar, resmi mfifredata bagh ders veya yardunct 
kitaplar olmayip, konulan yukanki prensiplere uygun olarak 
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s~ilmi~ eserlerdir. Bunlann anl~tlmas1 u;m lise mate
matiginin bir k1snu ile okuyucunun sagduyusu ve i,yi niyeti 
kafidir. 

Tamamen hizmet olan bu t~ebbusilmi.iziin mall kaynag1, 
Milli Egitim Bakanltgim1zm ve Ford Foundation'nun bag1~
land1r. 

Ttirk Mat.ematik Demeji 
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GI RI$ 

$imdi bir ~k nevi matematik ve lojik problemlerin 
~ztimtindc kullanmakta oldugumuz otomatik yliksek luz 
hesap makinalarmm geli$mesinde, 1948 denberi btiyiik 
ilerlemeler kaydedilmi$tir. Bu makinalar1 onceki hesap 
makinalarmdan ay1rdeden ozellik otomatik kontroldur. 
Bir kere bir makinaya ilk veriler ve program uygulamp ta 
makina i$1etilince son cevaba kadar hie; kimse kan$madan 
makina <;ah$u-. Modern elektronik makinalann Uretimi 
<;ok bilyiikttir. Bunlar bir saniyede 20.000 kadar aritmetik 
i$1<'m yapar ", ki bilttin bir gilnde iyi bir h€68p makinasJ 
ba$mda becerikli bir operatoriln yapabileceginden ~k 
daha fazlad1r. 

Otomatik makinalarm uygulama alaru gittikc;e art
maktadir: bu makinalar kar1$1k denklem sistemlerini 
<;ozmekte, bir dilden obUrUne c;evriler yapmakta, satranc 
oynamaktad1r ila. Bunlar btiytik fabrikalarda teknolojik 
i$emleri kontrol etmede kullamlmaktadll'. Keza, denel 
verilerin <;arc;abuk ve dogru ~kilde analiz edilebilmesi 
keyfiyeti, baz1 ilmi alanlarda $imdlye kadar pratlk olma
yan ara!)hrma metotlarmm kullamlJ$m1 milmkiln lnlmak
tad1r. Genel olarak, otomatik hesap makinalan bir takun 
gotilril i$1erden tamamen kurtulmu!} kimseler ic;in kuvvetli 
bir alet olarak $imdiden bilinmektedir. 

Fakat bu gerc;ek b8$arllar, bUtUn kuvvet makinalan 
hakkmda yapllan hayall tahminlerin ve mevcut olmayan 
aldabc1 $Cylerin ortaya c;1kmasma sebep olm~tur. Ozel-

•) Bu aay1 devamll 1urette artmaktad1r. 

-1 -
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2 Giria 

Jikle her hangi bir problemi ~ozebilen ve ooylece yaratlc1 
ara~tmna yerine ge~en otomatlarm ve «dev elektronik 
beyin» lerin hikayesini zikretmemiz gerekir. Bu durum 
ka~1smda, hesap makinalan ile ger~ekte ne yapilabilm~ti1· 
sorusu pek onemli ve s1rall olur. 

Bu soru, matematik lojigin onemli bir dall olan 
modern algoritma teorisinde bir gorU$ noktasmdan cevap
land1rilm1$br. 

Matematik lojik, «hesaplama i$lemi», «matematik 
ispat» ve «algoritma» gibi kavramalarm tabiatm1 inceler. 
Modern elektronik makinalann ke$finden bir kac yll once, 
«algoritma» nm tarifi ve otomatik hesap makinasma ait 
genel bir $ema (Turing makinas1, bOIUm 8, 1936 da algo
ritma teorisi hakkmda bir yaz1da • ac1klanmI$tlr) yapll
m1$hr, ve algoritmalarla makinalar arasmdaki s1k1 bag
Janti a<;1ga <;1karllm1$tlr. Bu, otomatik makinalar Uzerine 
bir dizi onemli teoremler igin temel tei;;kil etm~tir. Bu 
kitapta bunlardan bazllan tizerinde incelemeler yapacag1z. 

Boliim 1-4 te bir algoritmamn nas1l oldugunu ag1k
layacak ve baz1 matematik ve lojik problem sm1flarmm 
<;ozUmUne ait algoritmalar kuracag1z. 

Bo1Um 5-6 da, elektronik hesap makinasmm kurulu
$Unun prensiplerini, hem de programl.amayi (makina ile 
he~aplanmak Uzere a1goritmalar tei;;kili) tart1i;;acagiz. 

' BolUm 7-13 te, Turing makinasmm esas1 Uzerine 
dayanan algoritmalar teorisinden bir cok onemli hususlar 
gosterecegiz. 

Bazi ispatlarm uzun o1U$U onlan bu hacimde bir 
kitaba almaga imkan vermemektedir, ama tam teferrUatm 
bu eksikligi konunun gene) cizgilerini kavramay1 kolay-
13$11 racaktir. 

Modern otomatik makinalara erektronik ad1 verilmi$
tir, c;UnkU bunlann yap1lmasmda ana eleman elektron 

• > Kltabm sonundakt blbllyoaratyaya balnmz. 



Glrli; 3 

tilpil (veya daha yenilerde tranzistor) dilr. Elektronik 
teknigin kullamlmas1 makina ile yapllan ki!jisel i!jlem
Jerde btiyilk bir zaman kazanllmasm1 saglamaktad1r. 
Bununla beraber, bu makinalarm temel ozelligi - otomatik 
kontrol - elektronlarm kullam!jma bagh degildir. ~s 
itibariyle, elektronik makinalarm ~zebildigi problemlerin 
aymm (daha yav~ olmakla beraber) ~zebilen otomatik 
bir hesap makinas1 yapllabilir; modern hesap makinala
rmm geli!$mesini sadece elektronik ilmindeki ilerlemelerin 
sonucu olarak gozonilne alamay1z. Ger~kten, otomatik 
hesap makinalarma ait ilk ~ema • (Turing makinas1) bir 
mekanik sistemP. hagh olarak verilmi~ti. 

• l ('t•t·1renin notu: Yul'.arm ac1kca Charles Babbage'nln Anal11tical 
Jo:nuu1o'mdan haberl bulunmad1t1 anlat11Jyor, bu-makinn her ne kadar 
1mt11 edllmemlese de llkln 1830 da dUeUnUlmUetUr. Babbaae 1000 
kellmellk blr muhtlradan lbaret blr mekanlk clllaz, blr arttmeUk 
takrm, blr kontrol takmu, blr glrl•·c1k11 clhazl taaavvur etU. Bu 
maklna program1. z1mbalanm11 blr kartlar yttmJ olarak lhUva 
t>lmekteydl. 



1. SAYISAL ALGORiTMALAR 

Algoritma kavrarru matematigin en temel kavramla
rmdan biridir. Algoritma ile, verilen tipte herhangi bir 
problemin G()zUmtini.i verecek olan bir i$lemler dizisini 
belirten bir ihtarlar listesi anla$tln·. Tabii bu, deyimin 
kesin matematik tarifi degildir, ama ooyle bir tarifin 
anlam1ru vermektedir. Bu tarif tabii olarak dogmu$ olup 
eski <;aglardan beri kullamlm1~ olan algoritma kavram1m 
aksettirmektedir. 

En basit algoritmalar ondahk $ekilde yazllmI$ sayi
larla ili$kin dort aritmetik i$lemin yapllmasma ait kural
lard1r. «Algoritma» deyimi bu kurallan dokuzuncu as1r 
gibi erken <;agda veren orta<;ag ozbek matematikc,;isi, 
Elharzemi'nin admdan gelmektedir •. Mesela, iki ~k 
rakkaml1 sayimn toplam1, her biri sadece iki rakam ihtiva 
eden (bunun biri i.izerine, bir onceki i$1emden c,;1kanlam 
g0stermek i.izere c,;izgi ~kilebilir) bir dizi basit ~lemler
den ibarettir. Bu i$lemler iki $ekildedir: 1) ka~1bkh 

rakkamlarm toplamm1 kaydetme, 2) birinden ~1kanlam 
sola i$8retleme. thtarlar bu i$1emlerin yapllt$ma ait ger~k 
s1rayi (sagdan sola) verir. Basit i$lemler s1rf formel olup, 
herhangi bir ozel probleme ba$Vllrulmadan, ilk ve son def a -
olarak kaydedilebllen bir toplama cetveli kullamlarak 
kendi kendine yapllabilir. 

•) $1mdt kulland1tm11z rakkamlarm esa.11 olan hint rakamlanyla yaztl
m11 Uk hesa1> kttab1 tlnltl Ttlrk Matemattkclsl Rb" Abd"llah M• 
Musa Elhart'emf'nln Kitabu II Hesabfllhfr1dt'sldlr. Daha Once yazd11t 

KltabflZ mu1t.tasar fi hesal>iUcebfr 1>elmuka11ele Avrupaya Algebra 
veAlmuchal>ala eekllnde aec~tlr kl C'ebfr ve Algebra keltmelert 
oradan gelmektedlr. (Cev1ren). 

-!5-



6 Say111al Algorllmalar 

Obilr iic; aritmetik i!jlemi ic;in, kare kok v.s. almak 
ic;in durum ayrud1r. Bunlara kar!jlllk gelen ihtarlann 
(algoritmalar) forrnel karakteri ozellikle kare kok almaya 
ait i!jlemde ac;1kga bellidir. 

1. EUC1L1DE Al,GORlTMASI 

Daha gilc; bir misal olmak Uzere a$ag1daki tipten biltiln 
problemlerin c;Ozillii$iinde kullamlan Euclide algoritmasm1 
gozonilne alacagiz. 

Pozitif iki a vp, b tam sayilan vel'ildifiine gore 
bwzlarm en bii.yiik ortak oolRnlerini b-ulmak. ~ikar olarak 
pozitif a vc b farkh tam say1 c;iftleri mevcut olduguna 
gore bir c;ok farkh problem de mevcuttur. Bu problem
Icrden herhangi biri, verilen iki say1dan birincisi bilytik 
olam. ikincisi kilc;Uk olaru bulunmak Uzere azalan bir 
say1lar dizisi kurmakla c;Ozillebilir. Uc;Uncii say1 birincinin 
ikincisi ilc bollinmesinden elde cdilen kalandrr, dordtincil 
say1 ikincinin ilc;ilncilye ooltinmesinden elde edilen kalan- i 
d1r, ila. Bu i$1eme oolmelerden biri kalan vermeyinciye 
kadar devam edilir. Bu son bolmedeki kalan o takdirde 
aranan say1d1r. 

BOlmeler tekrarlanan c;1karmalara getirilebildiginden, 
ooyle herhangi bir probleme ait algoritma 8$agidaki ihtar
lar listesinden herhangi birinin $ekline konulabilir. 

lhtar 1. a, b say1 c;iftini gozonilne ahruz. Bundan 
sonraki ihtara g~iniz. 

lhtar 2. GOzonUndeki iki sayiy1 kaf$Jl~tmmz (yani 
birincinin ikinciye e$it, bundan bilytik veya bundan kilc;ilk 
olup olrnad1gm1 tayin ediniz). Bundan sonraki ihtara 
gec;iniz. 

/htar 3. Say1lar e!jitse, o takdirde bunlarm her biri 

I 

l 

I' 

: 

' 



Say1Sal Algoritmalar 7 

aranan sonm;tur, hesaplama son bulur. Eger e$it degilse 
bundan sonraki ihtara gec;iniz. 

lhtar 4. Birinci say1 ikinciden kU<;Ukse bunlan bir
biri ile degi$tiriniz ve bundan sonraki ihtara geGiniZ. 

lhtar 5. lkinci say1y1 birinciden Gtkarmiz ve go
zonUndeki iki say1 yerine s1rayla Gtkarmadan elde edileni 
ve kalam koyunuz. !htar 2 ye g~iniz. 

BOyJece be$ ihtarm he.P15ini yaptiktan sonra tekrar 
ikinci ih tara, sonra U<;Unci.i, sonra dordUncU, sonra be$in
ciye geGiniz, sonra tekrar bir defa daha ikinciye, ilGtincUye 
ila dontintiz, ihtar 3 teki verilen ~rtlarla kar$1la$mcaya 
yani gozoni.ine alman iki say1 e$it oluncaya kadar devam 
ediniz. Bu olunca problem <;ozillmi.i$ ve hesaplama sona 
ermi$ olur. 

Algoritmalarm daima bu titiz fonnalitelerle ortaya 
konmay1$1 ger<;ek iken biJinen herhangi bir algoritmanm 
bu formel gori.inU$1C ortaya konu$unun mtimki.in olmasma 
dair kimsenin aklmda $i.iphe kalmaz. 

Euclide algoritmasma ait ihtarlarda, metodun kurul
dugu temel i$lemler, c;1karma, kaf$lla$tmna ve iki say1y1 
birbiriyle degi$tirme i$lemleridir. Kolayca gortiltir ki bu 
ihtarlar daha fazla parc;alara ayrllabilir, mesela, ihtar 5, 
say1lardan birinin digerinden c;1karilmasma ait ayr1 bir 
algoritma halinde geni$letilebilir. Bununla beraber, ooyle 
hallerde aritmetik i$lemlerine ait kurallar pek basit ve 
ah$llm1$ durumda oldugundan, algoritmay1 c;ok teferrUath 
olarak anlatmak gereksizdir. 

2. SA YISAL ALGORfTMALAR 

Algoritmalar, sayisal algoritmalar ad1 verilen dort 
aritmetik i$1eminin kullamh$1 i.izerine kurulmu$tur •. Bun-

• ) Bu deylmln kesin anlam1 olmad1~t hatrrda tutulma!Jdtr. 



8 Say1sal Algorltmalar 

Jar hem elemanter hem de yilksek matematikte onemli 
bir rol oynar ve !;ogu defa sozll.i ihtarlar veya ·C::C$itli 
neviden formilller ve ~malarla verilir. Mesela 

a,x + biY =- c, 

a2x t b2y = Cz 

iki bilinrniyenli denklem sisteminin <;Ozu!mesinrle kuJlam
lan bir algoritma 

..,. __ 
A • - -

Ctba-c.b, 

a,b" -a .. b, 

formUlleriyle verilir ki burada i$lemler, keza bunlarm 
siralari tamamen belirlenmi$tir. Formtiller, verilen tipte 
(yani a1 b~ - a,b, + 0 olmak $artlyla a,, a", b,, bi, 
c,, C2 katsayilar1 herhangi sayllar) bUtlin problemler ic;in 
ayni i$lem zincirini verir. 

Bununla beraber $unu s0ylemek Hgi i,;ekicidir ki, 
gene] olarak ozel bir problemin c;oztilmesinde kullamlmasi 
gereken i$lemler say1smdan s0z edince bu sayi daha once 
bilinmiyen demektir, bu sayi ozel probleme bagh olup 
sadece algoritma yaplld1g1 sirada ortaya c;1km1$tir. Bu 
Euclide algoritmas1 halidir ki burada gerekli c;1karmalarm 
sayisi a ve b sayllarmm ozel secili$ine bagbd1r. 

ObUr bir !;Ok i$Iemler dort hesap i$lemine getirildigin
den say16al algoritmalar geni$ $ekllde kullanllm1$br. <;ogu 
defa ooyle bir getiri$, tam bir cevap verme-z, istenen her 
hangi bir dogrwukta bir cevap verir. Buna bir kare kok 
almaya ait algoritma ile misfil verilir. Bir dizi oolme, 
~ma ve ~!karma ile, bir kok istenen dogrulukla hesap 
edilebilir. Matematigin ozel bir dalmda (sayisal analiz) 
benzer metotlar, integrasyon, ti.irev alma ve tiirlU neviden 
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denkJemlerin c;oztilmesi gibi daha kan~1k i~lemlerin 

aritmetik i~lemlcrine getirilmesi geli~tirilmektedir. 
Matematiktc, bfr pmb7.em stnif t bunlarm ~zii.lmesine 

ail bir algoritma bulununca ~ozillmii\I sayilmaktadir. BOyle 
algoritmalarm bulunmas1 matematigin tabii amac1d1r. 
M&;cla, cebirscl bir denklemin koklerinin saylSl (ve kat
hhgi) nm tayinine ve gosterilen herhangi bir dogruluk 
derecesinde koklcrin hesaplanmasma ait algoritmalar 
bulunmu~tur. 

Verilen tiptcki biitUn problcmlcri <;Ozmek i<;in bir 
algoritrna yoksa, matcmatik<,;i bu tipten baz1 problemleri 
(,i)zcn bir metot - her ne kadar obilr hallere uygulana
mazsa da - meydana getirmeye zorunlu olabilir. 

3. D10PHA..~T DENKLEMLERt 

Bugi.inkil matematigin bir algoritmay1 haiz olmad1g1 
bir problem sm1fma ait misfil olmak iizere miimkUn biitiin 
Diophant denklemlcrini gozonUne alahm. Yani P, katsay1-
lar1 tam say1 olan bir polinom olmak Uzere 

citJnkleminin tam say1h <;Oziirnlerini ar1yahrn •. BOyle 
denklemlere ait misaller 

xz +y2-z1=0 

6x18 -x+3=0 

d1r. Birincisi Uc,; bilinmiyenli bir denklem, ikincisi iBe bir 
bilinmiyenli bir denklemdir: (Genel olarak herhangi bir 

") DIOPbant denklemlerlntn bazan baeka tartnerl verllmektedlr. 



'· 

10 SayUlal Alaorltmala.r 

say1da bilmmiyenli denklemleri gozontinc alabiliriz.) BOy
lece yukardaki ilk denklem 

X= 3, Y - 4, 

tam say1h ~ztimlerini haizdir. Fa.kat ikincisinin, herhangi 
bir x tam sayis1 i~in 

6x1 ~ > x-3 

oldugu kolayca g0sterildiginden tam ~ztimleri yoktur. 
1901 de, Pariste uluslararas1 bir matematik kongre

~inde tinlti Alman matematikc;isi David Hilbert ~zillme
mi$ yirmi problemden ibaret bir liste sunm~ ve matema
tik!;i toplulugunun dikkatini bunlarm ~mesinin onemine 
c;ekmi$tir. Bunlar arasmda $U vard1 (Hilbert'in Onuncu 
Problemi) : Verilen herhangi bir Di<Yphant denkleminin 
tam Ray1l1 ¢ziimiiniin olup olmadt{jinrn bulunmast. 

Bir bilinmiyenli Diophant denklemlerinin ozel ~zii
mtine ait ooyle bir algoritma bilinmektedir. Eger katsay1-
lari tam sayi olan bir 

denkleminin tam bir x.. c;Oztimil varsa, o takdirde a.., :r.o 
ile ooltinebilir. Bu husus a$3gidaki algoritmamn gozonilne 
almmasm1 gerektirir. 

1) a .. say1smm biltiln oolenlerini bulunuz (bunlar
dan sadece sonlu bir say1da vardlr, ve bunlarm bulunma
sma ait bir algoritma mevcuttur). 

2) Bunlarm herbirini s1ra ile denklemin sol yamna 
koyunuz ve elde edilecek degeri hesaplay1mz. 

3) Eger oolenlerden herhangi biri sol yan icin bir 
Slf Lr degeri verirse, 0 takdirde bu ooJen denkJemin bir 
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<.>OzUmUdUr; eger oolenlerin hi<; biri s1fir degerini vermezse, 
o takdirde denklemin tam sayih t;:OztimU yoktur. 

Hilbert problemi bir <;ok UnlU matematik<;iye etki 
etmi$ ve edegelmi$, iakat iki veya daha fazla bilinmiyenli 
genel hal i<;in aranan algoritma henUz bulunamam1$hr. 
Ustelik, ~imdi anla$1hyor ki pek muhtemel olarak ooyle 
bir algoritma hi<; bir zaman bulunm1yacakt1r. Kottimser 
gorUnen bu tahminin tam anlam1 ilerde okuyucuya a<;1k
lanacaktir (BOIUm 44). 

$imdiye kadar verilen misallerde a!?ikar ki say1.sal 
algo1·itmalar (ve ger<;ekten, gene! olarak algoritmalar) 
a~ag1daki ozelikleri haizdir: 

Algoritrnalamz belirleyici tabiat1. Bir algoritmamn, 
he:-aplamamn her ad1mmda takip edilecek tam yolu veren 
sonlu sayida bir ihtarlar listesi halinde verilmesi gerekir. 
BOylece, hesaplama, hesaphyana bagh olmaz; herhangi bir 
anda ve herhangi biri tarafmdan arka arkaya tekrarlana
bilen belirleyici metottur. 

Algoritmalarm y<'ncl olu~·u. Bir algoritma, herhanyi 
bfr ilk veride yap1labilen ve her bir halde dogru sonucu 
Veren bir hesaplamay1 tarif eden bir tek ihtarlar listesi
dir. Ba$ka deyi$1e, bir algoritma Badece bir ozel problemin 
degil, fakat benzer problemlerden ibaret bUtUn bir sm1fm 
nas1l <:OzUiecegini anlat1r. 



2. 0 Y U N L A R I ~ I N A L G 0 R I T M A LA R 

Onceki oolilmde gozontine alman mis8.ller aritmetik, 
cebir ve say1lar teorisinden almm1~tlr. Bunlar matemati
gin ve gene! olarak klasik matematigin bu kollarrmn eok 
tipik problemlerindend.ir. Bu ve bundan sonraki oolilm
lerde biraz farkh karakter ta~1yan problem sm1flariru 
inceleyecegiz; her ne kadar ooyle l.ojik problemlerle adi 
mutemntik problemler arasmda kesin bir cizgi cizmek 
gi.ic;se de bunlara matematik problemler demektense 'lojik 
problem demek daha yerinde olur. Bu cizginin nereden 
c;izildigim• ve onun hangi kenar1 Uzerinde bulundugumuza 
bakmadan. Odcvimiz benzer problemlerden ibaret bazi 
smlflardaki herhangi bir problemi ~zmekte kullarulan blr 
tek metot veren bir algoritmanm bulunmas1 olarak kal1r, 
aradaki biricik fark, burada gozonilne ahnan hallerde 
algoritmalar artlk eay1sal olmaktan <;1kar. 

4. cONBlR K1BR1T» OYUNtJ 

$ans keyfiyetinin sonucuna bagh olmay1p oyuncunun 
htinerine bagh bir <;ok oyunlardan • biri de «Onbir kibrib 
oyunudur. 

• ) Oyun kellmealnln, eu mtsAllerde de bellrtlldltl elbl lkl anlam1 vardlr. 
cSatranc lnaam dlleUndtlren blr oyundun ve cbuettn oynadIIDnu 
aatrancta dl!rt oyun yaptJDl>. Bunlardan blrlnclal lc:ln Oil"" (garM) 
deylmlnl al1koyacatiz. :tklncllll lc:ln duie11 (fl1G11) kellmeslnl kulla
nacattz. Bir oyunun blr dllzenlnde oyuncunun yaplJIJ kltJ9el karara 
bu dUzenln blr 11areketi denlr. CCevlttn> 

-12-
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Onbir e$ya, mesela kibrit, masa iizerinde durmaktad1r. 
tlk oyuncu 1, 2 veya 3 kibrit allyor. Sonra ikinci oyuncu 
kalan kibritlerden 1, 2 veya 3 tinil al1yor. Daha sonra yine 
ilk oyuncu, 1, 2 veya 3 kibrit almaga koyuluyor. Oyuncu
lar hie kibrit kalmaymcaya kadar bu i$i yapmaga devam 
ediyorlar. Son kibriti almak zorunda kalan oyuncu oyunu 
kaybedenair. tlk turu yapan A oyuncusunun rakibi B 
oyuncusunu daima son kibriti almak sorunda b1rakabil
digi bir $ema mevcut mudur? 

Oyunun incelenmesi gostermektedir ki 8,.$ag1daki 
ihtarlar takip edilirse A, B yi son kibriti almak zorunda 
b1rakabilir. 

1. Birinci hareket. A iki kibrit allr. 
2. Daha sonraki hareket"ler. Eger B son hareketin

de l (l =:;;; 3) kibrit ahrsa, o takdirde A, 4 - l kibrit ahr. 

Bu ihtarlar listesinin $U anlamda tam oldugu goste
rilebilir ki rakibinin ne yaptlgma bakmadan, liste A nm 
yapabildigi biricik hareketi belirtir. 

BOyle tam ihtarlar listesine oyunlar teorisinde 
strateji denir. Eger A oyuncusunun bir ka<; strateji kulla
nmca mutlaka kazamnas1 gerekirse, buna A ya ait kaza11r 
ma stratejisi denir. 

A icin verilen strateji ger<;ekte bir kazanma strateji
sidir, ctinkti B nin ne yaptigma bakmadan A ya yenmeyi 
mtimktin k1lar. Bu a$8gidaki iki misalde gosterilmi~tir: 

ABABAB 
2 2 2 1 3 1 

ABABAB 
231131. 

Bundan ba$ka A, ilk harekette ya bir veya ti<; kibrit 
alsa idi o takdirde B yi muhakkak kazand1ran bir strate
jinin olabildigi gOsterilebllirdi. 



... 
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.'). «ClFT KAZANMA» OYUNU 

$imdi «cift kazanma» oyununu gozoniine alahm. 
Oyun bir masa tizerinde 27 kibritle ba~lar. Oyuncular 
degi~mek sw·etiyle bir kibritten dort kibrite kadar ahrlar. 
Bi.ittin kibritler ahmnca cift say1da kibrit alan oyunu 
kazamr. 

tik ba~hyan A oyuncusuna ait kazanma stratejisi 
a$ag1da gosterilmi$tir: 

1. Birinci hareket. A iki kibrit allr. 
'.2. Obii1 oyuncu B, t;;ift say1da kibrite malikken daha 

.<;nnraki harckrtlcr. Hentiz masa tizerinde duran kibritlerin 

..;ay1s1ru altI ilc bOlmekle elde edilen kalan r olsun. Eger 
1' -- 2, 3, 4 veya 5 ise o takdirde A (siras1yla) 1, 2, 3 veya 
l kibrit ahr. 

3. B ni11 tek say1da kibriti oldugu,nda daha sonraki 
lwreketler. I' 0, 1, 2 veya 3 ise masada en az dort 
kibrit vansa, o takdirde A bunlarm hepsini allr. 

Mesela. A nm bu stratejiyi kullanarak yendigi a~g1-
daki oyunu gozoni.ine alahm: 

ABABABABABAB 
2 1 1 3 1 3 4 1 4 2 4 1. 

Onceki oyunda oldugu gibi A ya ait bir kazanma 
stratejisi buldugumuz yolun bir a<;1klamas1m yapacak ve 
sadece ooyle bir stratejiyi sunmakla yetinecegiz. $unu 
kaydedelim ki dli~linceler, s0z konusu oyunun teferrilatma 
bilylik Olclide baghd1r ve epeyce htiner ve beceriklilik 
ister . 
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6. BlR OYUNUN AGACI 

Ilk amac1m1z, bir hayli bliylik sm1ftaki her oyuna ait 
bir «en iyi» strateji verecek olan bir algoritma bulmaktan 
ibarettir. $ekli kari$1kllklardan kac;mmak i~in, kullarulan 
kavramlarm tam tariflerini verecek yerde, ara s1ra sadece 
ac;1klay1p misaller vermek suretiyle onlan an1atacag1z. 

Anlatllan iki oyunun once a$ag1daki ozeliklerini 
kaydedelim: 

1. Oyun, hareket yapmakta s1ra degi!}tiren iki 
oyuncu ile oynann. 

2. Oyun tam $U iki sonucun biriyle biter: 
a) Ya ilk hareketi yapan oyuncu, A kazanir (bu 

!;OnU<; a!}ag1da « f » ile gosterildi.) veya b) oteki oyuncu 
B knzamr C « » ile gosterildi). 

3. Her bir hareket, uygun bir hareket taklmmm 
oyuncu tarafmdan segilmesinden ibarettir (kaydedelim ki 
sec;im mesela zar atmak gibi bir kac; i;;ans olaymm sonucu 
olmaktan ziyade oyuncu tarafmdan verilen karard1r). 

4. Oyunun herhangi bir yerinde her iki oyuncu da 
daha once ne hareketler yap1ld1gma ve daha neler yap1-
labilecegine dair tam bilgiye sahiptirler. 

5. Bir oyunda yap1lan hareketlerin sayllari ic;in bir 
list smir vard1r. 

Bundan ooyle ilk once, soz konusu her oyunun 1 - 5 
ozeliklerine malik oldugunu farzedecegiz. 

Her iki oyuncunun birden bir kazanma stratejisine 
sahip olam1yacaklari ac;1k ve ortada olan bir husustur. 
Daha az ac;1k olam her oyunda oyunculardan biri ic;in bir 
kazanma stratejisinin mevcut oldugudur. Bu farzm isbatl
na gelmeden once bir oyunun ago.<; $eklinde uygun bir 
grafik g&teri1i$i nas1l haiz olabilecegini gosterecegiz. 
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~ag1daki oyuna ( cOnbir kibrib in sadel~tirilm~ bir 
$ekli) kar$1hk gelen agac; $ek. 1 de resimlendirilm~: 
bir masa Uzerinde altI kibrit var; her bir oyuncu s1ra ile 
bh· veya iki kibrit ahr. Oyunu kaybeden son kibriti alandtr. 

Oyuncu Hiza 

- -- -------- 8 6 

5 

3 

2 

" 
Sckll: 1 

Agacm tepeleri oyunun bir dilzeninde vaki olabilen 
degi$ik durumlari gostermektedir. Bir ko$€den c;1kan 
dallar oyuncunun yapabilecegi milmktin olan sec;imleri 
g0stennektedir. 

Misalimizde her bir hareket ic;in iki imkan (sonun
cusu hari~) mevcuttur. Kesin olsun diye herhangi bir 
tepeden bir kibrit almaga ka~1hk gelen sola bir dal ve 
iki kibrit almaga ka11Ihk gelen saga bir dal ~tkanyoruz. 
Oyunun bir dUzeni agacm a. alt tepesini (agacm tabam) 
bir uc; tepeye (yani hi~ dalm c;Ikmad1gi bir tepe) birler, 
tiren kink bir c;izgiye ka~1bk gelir. DUzenin sonu her 
bir uc; tepeye i~tle~r. 

$ekil 1 de her bir dal, dUzenin bu adtmmda topl8JUIU$ 
bulunan kibritlerin toplam sayis1 ile i~tlenmi$lir. Tarah 
c;izgi A run kazand1gi 



Bir Oyunun Atac1 

A B A B 
2 1 2 1 

dtizenini gostermektedir'. 

17 

Uc; tepelerden ~ka her tepeden bir hiza ~gl81 
gec;iriyoruz. (Bak. $ekil: 1) Bir agac;ta vfil<i olan en tist 
hiza c;izgisine agacm basamag1 denir, basarnak, verilen 
oyunun bir dtizeninin en btiytik uzunluguna ~ittir (~inci 
ozelik ooylece, gozonUne alman btittin dtizenlerin sonlu 
bir basamag1 oldugunu farzetmektedir). Tek hiza ~izgili 

tepeler A m!l hareketi olan durumlara, c;ift hiza c;izgililer 
ise B nin harekcti olan durumlara kar!?1hk gelmektedir. 

(a) (b) 

$ckll: 2 

Buraya kadar agac1, sadece kurallan ~ka bir ~kilde 
(laha once verilmi$ bir oyunun bir nevi grafik resmi olarak 
gozonUne ald1k. Bununla beraber, bir agac1 bir oyunun 
tarifi olarak almaktan bizi kimse ahkoyamaz. Mesela, 
sekil: 2a, her diizenin tam iki hareketten ibaret bulundugu 
bir oyunu tarit etmektedir: A, mtimktin Uc; hareketten 
birini yapmakla ba$hyor ve bundan sonrn B ise mtimktin 
iki hareketten birini yap1yor. Bu oyunda A nm yendigi 
mtimkUn bir tek dtizen bulunmaktad1r (tarah kmk c;izgi). 
~ek. 2b aeki aga~ bir tek hareketle oynanan bir oyunu 
tarif etmektedir. <;e$itli sebeplerden, $ek. 3a ve 3b de 
gchterildigi gibi «hareketlerden» degil «oyunlardan sozet-

/ .. 
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mek te faydah olurdu. Bu coyunlarda> oyunculardan hie 
biri bir ~Y yapmaz; biri kendiliginden kazanaru bildirir. 

(a) 

Seidl: 8 

e 
(b) 

Her bir (uc tepe olrruyan) tepeye, kendisi herhangi 
bir oyuna kR111hk gelen daha al~ basamaktan bir calt 
agacm> taban1 olarak balolabilir. 

Bir oyunun bir gac ile gosterili~i, bir kimseye, A ya 
ait herhangi bir stratejiyi, tek hiza cizgili tepeleri buna 
biti~lk daha yi.iksek (cift) hiza ~I tepelere birl~tiren 
bir oklar sistemi ~klinde grafik olarak g0stermeyi milm
ktin kllar. 

Bir stratejiyi gOstermede, oklar sistemi $U 0zellkleri 
~1maktadJr: 

1. Herhangi bir tepeden birden fazla ok clkmaz 
(yani, A oyuncusuna ait bir strateji, verilen herhangi btr 
durumda secimini bir tek ~kilde belirlemelidir). 

Sek.II: 4 

2. Bir (Cift hiza cizgili) y tepesine gelen bir ok 
mevcutsa, o takdirde daha yilksek ilk hiza cizgill herhangi 
biti$ik bir ko~ bir okun ~langic1 olmahd1r. Bu 11&rt, 
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B nin ne yapt1gma bakrnaksizm A ya alt bir hareket vere
cek stratejinin varbgiru giiven altma ahr. B ye ait stratejl 
benzer $ekilde tarif edilir. 

v- -

Sekll: 5 

A nm daima tam bir kibrit alchg1 «alt.I kibrib oyu
nunda A ya ait strateji $ekil 5 te g0sterilmi~tir. Bu strateji 
A nm kaybettigi 2 v~ kazand1gi 2 dtizen saglamaktachr. 

7. KAZANMA STRATE.JIStNE AIT ALGORlTMA. 

TEOREM : 1-5 ~rtlarini ger~kliyen "herhangi bir 
<Yyunda. oyu:nr,ulardan birine ait bir kazanma stratejilri 
mrdtr. 

Bu teoremin isbati, herhangi bir oyunda oyuncular
dan birine bir kazanma stratejisi saghyacak bir algorit
marun a~ddanmasmdan ibaret olacakt1r. Algorltma, oyun
daki mUmkUn en uzun dUzenin uzunlugu olan v Uzerlne 
indUksiyonla kurulur • (v, oyunun agacmm basamagic:hr). 

• l Bu aertden yaymlanm1a I . s . Somlnsktl'ntn l1tdukeivot1 Metodu'na 
\>alumz. 



20 Oyunlar kin Aleorltmalar 

v :-c-- 0 hali. Bu halde bir oyun hi~ bir hareketten 
ibaret degildir. Bu neviden sadece iki oyunun aga~lan 
*kil: 3 te gosterilmi$tir. Hi~ bir ~Y yapmama cstratejisi> 
(yani hi<; oksuz gosterileni) $ekil: 3a daki oyunda A ya 
ait, $eki1: 3b deki oyunda B ye ait bir kazanma stratejisi
dir. Boylece, oyunculardan birine ait bir kazanma stratejisi 
mevcuttur. 

v den v + 1 e geqiJi. Teoremin v den kU~Uk veya 
buna e$it bUtUn basamaklar i~in dogru oldugunu kabul 
edelim; v + 1 i<;in dogru olacag1ru gosterecegiz. 

I\ 

$ektl: 6 

Bu halde oyunun agac1 ~ekil: 6 da gosterilen $ekli 
haizdir, burada Uc;genler, tabanlar1 bUtUn agacm a taba
runa kom$U y 1 , y ,, ... , Y· tepeleri olan alt aga<;lar1 temsil 
etmektedir. AlI$tld1g1 gibi A y1 ilk hareketi yapan oyuncu 
olarak alahm. 0 vakit A1, A" · · ·, A· alt U~enleri B nin 
ilk hareketi yapt1g1 oyunlan (veya hareketsiz oyunlari) 
gosterir; bundan ba$ka, bu oyunlarm hepsi en az v 
basamagmdadrr. 

lndUksiyon hipotezine gore teorem biitUn v ler i<;in 
dogrudur. $ayet bu oyunlardan herhangi biri mesela A· 
i<;in A nm kazanma stratejisi varsa, o takdirde bUtUn 
oyun i<;in A nm bir kazanma stratejisi vard1r: a ile 1'' yi 
birle$tiren oku, A• ye ait A nm kazanma stratejisine 
biti$tirmek yetmektedir. Ote yandan $8yet btittin A,, A~, 
... , A alt oyunlar1 i<;in B nin bir kazanma stratejisi 
varsa, o takdirde B nin btittin oyun i<;in kazanma strate-
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jisi vardlr; o, kazanma stratejisini sadece alt oyunlar1 i<;in 
birl~tirir. (Yani onun kazanma stratejisi alt oyunlara ait 
kazanma stratejilerinin herhangi birine giren bUtlin 
oklann bil toplulugu olacaktir.) 

ix nm, B nin durumunu gostcrdigi hal tamamen aym 
$ekilde incelenir. 

Bu, ispati vc algoritmanm a<;1klanmasm1 sonuc;lan
dmr. \t AJt1 kibrit» oyunlu i$lemi $ekillendirelim ($ekil: 7). 

Sekil : 7 

Once, diyagramm UstUnden altma giderek her bir tepeye, 
bu tepeyi taban olarak alan alt oyuna ait A nm veya 
B nin kazanma stratejisini haiz olu$una gore art1 veya 
eksi i$areti koyahm. 

Alb hiza c;izgisinin biricik uc;suz tepesinin art1 i$are
tiyle i~retlenmesi gerekir. $imdi 5 hiza c;izgisinin kO$C-
1erini soldan saga dogru gozonUne alal1m. Bu hiza <;izgi
sinde A nm bareketi bulundugunu hatirlatahm. En soldaki 
tepenin art1 ile i$aretlenecegi ac1ktir, c;UnkU 6 hiza <;izgi
sindeki biricik tepe art1 ile i$Metlenm~tir. 5 hiza 
c;izgisindeki kalan uc;suz tepelerin eksi ile i~retlenmeleri 
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gerekir. 4 hiza cizgisinin tepeleri arasmda ( burada B nin 
hareketi vard1r) dort eksi tepe, yani 5 hiza cizgisindeki 
eksl tepelere biti$ik olanlarla birlikte U~ arb tepe buluruz. 

Bu i~leme devam ederek 1 hiza cizgisine ul~mz ki 
bunun tek tepesi (agacm tabam) art1 i§areti almahd1r. 
BOylece, A bir kazanma stratejJsini haizdir. $imdi alttan 
Uste dogru giderek ok koyahm. Tabandan 2 hiza cizgi
sindeki art1 tepeye bir ok koyahm (misfilimizde ooyle 
sadece bir tepe varchr). 3 hiza ~izgisinde ok ~ma biti~ik 
olan her tepeden bu tepeyi 4 hiza c;izgisindeki bir arb 
tepeye birle$tiren bir ok <;izelim. 

MisAlimizde $imdi tarn bir stratejimiz var ve i$lem 
burada sona erer ($ekil: 7). ~ekilden de gorilldUgu gibi, 
A bu stratejiyi kullanmca sadece iki dtizen mtimkiindtir, 
ve her ikisinde de A kazarur. 

Bu ooltimdeki teoremle bunun dayand1g1 algoritma
nm, 6 bOlii.mundeki 1 ve 2 ozeliklerinin ger~klenmedigi 
hali de ic;ine almak tizere (yani sadece 3, 4 ve 5 0zeliklc
rinin dogru oldugu bir oyuna) genell~tirilebildigine dik
kat edelim. Mesela iki A ve B oyuncusu arasmdaki oyun
lar1 gozoniine alahm ki A veya B nin kazanmas1yla birlikte 
oyunda berabere kalmak ta miimktin olsun (mesela bir 
nevi dokuz-ta$ oyununda oldugu gibi). Burada oyle olabilir 
ki oyunculardan hi<; birinin kazanma stratejisi bulunmaz; 
bu halde algoritma her bir oyuncuya, ona en az bir, bir 
beraberlik ( eger k8.1'$ISmdaki yanh~ bir hareket yapan:;a 
kazanma) saghyan bir strateji verir. 

Ote yandan satranc; oyunu 5 inci $8rtl saglamaz olur •. 
Bununla beraber, yeni bir kural eklemekle, mesela 40 

•) Eiler ulualar araa1 yar111ma kurallari taklp edllll'!le bu ~ylenllen 

doitru olmaz. 8'1.trancm. aym hareketler dtzlslnln arada Ile deta vlkt 
olufunda oyunun berabere aay1ld1t1 eskl cAlman kuralD Ile oynan
d1ti vaktt 5 Incl 6zellttn irereeklenmlt olUtuna dalr blr laJ>at lclll. 
Zeitachri/t /Qr Mat1aematf.tcu Looflr, Vol. 2 (1956), Sayta 215-17 Cle 
F. Bairemlhl, cTransftnltely Endl- Cheu. e bakmaz. 
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haFeketten sonra berabere kalmnu$ olunacak demekle 3, 
4 ve 5 ozeliklerine malik bir oyun meydana getiririz. 
BOyJece, oyunculardan birine hie olmazsa berabere blra
kacak bir strateji saglanrru$ olur. Bunu bulmak ic;in, 40 
hareketle sm1rlanm1$ satranca ait agac1 c;izmek ve en 
elveri~i bir strateji elde etmek iizere metodu kullanmak 
yeti$ir. Beyaz i~in {A oyuncusu) bir kazanma stratejisi
nin mevcut oldugu anla$Ihrsa o takdirde oyun, bu strate
jiyi s1k1 s1k1ya takip etmek $8rt1yla beyazm lehine onceden 
belir1enmi$ olur. Benzer ~kilde eger siyahm bir kazanma 
stratejisi var olsayd1 veya her iki oyuncunun bir berabere 
kalma stratejisi var olsayd1 oyunun sonucu yine onceden 
belirlenmi$ olurdu. BOylece yukanda gazonUne ahnan 
algoritmanm satranca uygulam$I, c:Alb kibrib oyunu 
icin yapmaga zorunlu oldugumuz gibi oyunun tam bir 
incelenmesine gitmemizi gerektirir. 

Bununla beraber, neden satranc;, bUyilk hUner ve 
marifet ister? Burada algoritm'a ile ihtar edilen metodun 
vratik bakimdan imkansizligi ile kal'$Ila~1$ olduk. Yirmi 
(beyaza ait mUmkUn ilk hareketin herbiri ic;in bir) dal 
satranca ait agacrn tabamndan c;1kar. YUksek hiza c;izgili 
tepeJerin herbirinden c;1kan dal sayis1 da genel olarak pek 
bi.iytiktUr. Agacm basamag1 boylece bUyUk olur. Bununla 
beraber, gozonUne alman sm1ftan (tabii, sonlu bir adlm 
say1tSmda) herhangi bir oyuna ait elveri$li stratejiyi bul
makta bizc imkan veren tam bir ihtarlar listesine sahip 
olup olmad1g1m1z sorusuna olumlu bir cevap vermemiz 
gerekir. BOylece bu ihtarlar listesiyle bildirilen metot 
d~nf.i.1 bak1mtndan milmkii.n ama pratik bakimdan 
milmkiln degildir, c;Unki.i bUyUk sayida i$lemler gerek
mektedir. 

Onceki metodu belirli bir oyuna uygulamarun pratik 
OlU$ derecesi oyunun karl!;Ik11gma, ihtiva ettigi i$1emlerl 
yapma c;abuklugumuza ve bunun iizerlne harcamayi g6ze 
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ald1g1m1z toplam zamana baghdir. Biz esas olarak, bittabi 
pratik bak1mdan mUmkiln olan metotlarla ilgilendik. 
Bununla beraber, pratik olan metotlarla pratik olm1yanlar 
arasmda kesin bir matematik kriter mevcut degildir. 
Pratik bak1mdan hesaplamaya elveren arac;lara baghdll', 
ve bu da mesela teknigin ilerlemesiyle degi$ebilir. BOylece, 
yiiksek h1z hesap makinalarmm ortaya c;1kl$l ile $imdiye 
kadar imkansiz olan bir ~k metotlar uygulama alamnda 
ger~eklenebilir hale gelmi$tir. 

Yukar1da gozontine alman algoritma kaba ise de 
bunun mevcut olU$U onemli bir husustur. Zira $imdiye 
kadar, Diophant denklemleri hakkmdaki Hilbert proble
mine alt nasil olursa olsun h~ bir algoritma bulunma
m1$br! 

Yine de kaba olan1 bile olsa, bir algoritmamn bulu
nU$u. sadel~tirilebilir veya daha ~k uygun algoritma 
kurulabilir Umidini verebilir. 

Yukar1da g0z0nilne ahnanlardan otilril hesabedilebilir 
bir metottan veya genel olarak, bir tak1m algoritmalar ile 
ihtar edilen bir metottan s0z edince daima, uygulama 
alanmda $imdiki hesap usulletimiz bunu yapmaga yeterli 
olmasa bile sadece istenen sonucu verebilecek bir metodu 
kasdetmi$ olacagiz. 

I 

I 

. 



3. B I R L A B I R E N T T E Y 0 L B U L M A G A 

YARIYAN BIR ALGORITMA 

8. LAB1RENTLER 

Yunan mitolojisi Minotaur azmarum bulup oldtirmek 
i<;in bir labirente "" giren kahraman Theseus'den bahseder. 
Ariadne ona yard1m etmi$, bir ip yumag1 vermi$ ve yuma
gm bir ucundan da tutmu$tur. Theseus, labirentte derin
lere girdikc;e yumag1 c;ozmii$, o vakit ipi tekrar dolayarak 
<;1k1$ yolunu yine giivenle bulmu$tur. 

Bu eski menkibeyi habrlatan $ey, Amerikan mate
matik<;i ve mUhendisi Claude Shannon'un modern «Llbi
rentteki Fare» sidir • •. «Fare» ozel bir Iabirentin bir 
yerine konmu$, bir «peynir pargas1» da bir ba$ka yerine 
konmw~tur. Fare dolambaglI yolu bulunan labirenti 
«peynir» i buluncaya kadar dola$mak ister. 0 vakit eger 
gene ilk hareket ettigi yere konulursa ba$Ibo$ dola$madan 
dogruca «peynir» e gider. («Fare» birinci te$ebbilste 
«ardardaki» donU$leri kaydeden yard1mc1 bir batarya 
devresiyle elektromanyetik olarak kontrol edilir, oyle ki 
ikinci gegi$te «fare» sadece bunlari yapar.) 

Burada bir labirent iginden gegen bir yol bulma ile 
ilgili bir problem (veya, daha dogrusu, ooyle bir problem 

• ) Lablrent, <:ok tazla say1da taslarla meydana aetlrllmle blr blna ldi, 
ta111ar oyle dUzen1enmll1t1 kt c1k1s yolu ancak pek ailclilkle bulu
nabllmekteydl ,buna dolambaclr yol denileblllr. (Cevlren) 

.. ) C. E. Shannon. cComputers and Automata:., Proceeding ot the ffiE, 
cm. 41 <1953). sayra 1234. 

- 25-
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smlf1ru) gozoni.ine alacagiz ve bu problem s1mfm1 G()zen 
bir algoritma meydana getirecegiz. 

Labirenti, kendilerinden koridorlarm ~ktig1 sonlu bir 
kavljaklar ( diigum'ler) sistemi olarak d~ilnebiliriz. Her 
bir koridor iki kav~gi birle$tirir (ki bu taktirde kav$ak
lara kom§u (biti§ik) ad1 verilir). Kendisinden sadece bir 
koridor c;:1k1p giden «Olli-uc:. kav$aklar da olabilir. Labirent 
geometrik olarak A, B, C, ... noktalari (kav~ar) ve 
AB, BC, ... dogru par<;alarmdan (koridorlar) ibaret bir 
sistemle gosterilebillr, her bir dogru par<;a.:;1 noktalardan. 
bir <;ifti birl~irir ($ekil: 8). 

H 

A 
~ekll: 8 

Eger bir tak1m ara kodidorlar dizisi ile bir X dilgti
mi.inden bir Y dilgilmilne giden bir yol varsa Y ye X ten 
lje~ilebilir denir. Daha kcsin konu$ursak, X ilc Y, ya 
kom$udur ya da oyle bir X,, X2, X8 , ••• • X. ka~ar 
dizisi vard1r ki X ile X,, X1 ile Xo. X~. Xh ... , ve niha
yet, x. ile Y kom$udur. Mesela $ek. 8 de Hye, A dan 
AB. BC, CD, DE, EF, FD, DH yoluyla gec;:ilebilir, K ye 
ise A dan ge<;ilemez. Bundan ba$ka, Y ye X ten ge<;ilebl
lirse, bu halde, birden fazla hie;: bir kav$aktan (evle:viyet'le 
hie;: bir koridordan) gec;medigini dil$ilndilglimilz 'basit bir 
yoldan Y ye gec;:i1ebilir (bittabi, bununla beraber, bu yolun 
hie;: ge<;mcdigi kav$aklar veya koridorlar olabilir). Son 
misaJ.de yol basit degildir, ama DE, EF, FD ilmigini 
kaldmrsak AB, BC, CD, DH basit yolunu elde ederiz. 

$imdi Minotaur'un Labirentin bir M kav$8,ginda ol-
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. 
dugunu ve Theseus'un onu yakalamak JC;m Ariadne'nin 
bek.lemekte oldugu A kav$Clgmdan yola koyuldugunu 
farzedelim; bu halde problemi ~zmemiz gerekir: A kav
$Clgmdan M kav$Clgma geQilebilir mi? • Eger g~ilebllirse, 
Theseus, ylirtidi.igi.i yol ne olursa olsun Minotaur'u bulmall 
ve sonra ba.sit bir yoldan Ariadne'ye donmelidir. Eger 
gec;ilemezse, Ariadne'ye donmesi gerekir. 

Say1siz milmkiln labirentler vard1r, ve belli bir labirent 
ic;in A ile B nin birbirine gore konumlarma gore bir ~k 
imkanlar olacakhr. Ba$lang1~ Theseus, ne labirentin 
yap1s1m ne de Minotaur'un bulundugu yeri bilmektedir, 
problemin QozilmU, herhangi bir labirentte ve A i1e M nin 
birbirine gore herhangi izafi konumu ic;in kullamlabilen 
genel bir ara$t1rma metodu $eklinde olmahd1r. Ba$ka 
tUrlti s0ylersek, C()ztim, verilen tipten herhangi bir proble
min C()ztimtine ait bir algoritma olmahd1r. 

9. J,ABtRENT ALGORITMASI 

BOyle bir algoritmay1 kurmak i<;in, ozel bir ara$l1rma 
metodu verecegiz. Ara~hrmanm her ad1mmda koridorlan 
i.ic; sm1fa ay1racag.z: Theseus'un hie; gec:medigi (bunlara 
ye.~il koridorlar diyecegiz), bir kere gec;tigi (sari), ve iki 
kere gec;tigi (krrmizt). Bundan ba~ka, Theseus herhangi 
bir kav$aktan bir kom$U kav$Clga $U iki yoldan biriyle 
gec:er: 

1. lpligi ~/ttmaktan <)ozerek. Theseus, yol ald1kGa,, 
Ariadne'nin ipligini yumaktan C()zerek, y~il bir koridor 
boyunca koffi$U bir kav$Clga gec;er; bu koridor o taktirde 
san sayihr. 

2. lpligi yumaga sararak. Theseus, yol ald1kc;a 

• > A + M oldutunu farzetmek tablldlr. 
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Ariadne'nin ipligini yumaga sararak, sari bir koridor 
boyunca kom$U bir kav$aga ge<;er; bu koridor o taktirde 
kll'm1z1 say1hr. 

Kaydedelim ki Theseus k1rm1:l1 bir koridordan gitmeyi 
iyi kar$1lamaz. Theseus'un daha sonra ye~il bir koridoru 
k1m11z1smdan ay1rabilecegi bir tak1m i$8retler koydugunu 
kabul edelim. 0, sari koridorlar1 da ay1rdedebilir, zira bu 
koridorlar boyunca Ariadne'nin ipligi serilidir. Her bir 
hareketin se<;imi, Thescus'un bulundugu kav$8kta ka~1-
Ia$hg1 duruma baghd1r. Bu durumlar a$8g1dakilerden biri 
veya bir kac;;1 olabilir: 

1. Minotaur. Minotaur'un belli bir kav$8kta oldugu 
anla$1hr. 

2. /lmik. Ariadne'nin ipligi daha once belli bir 
kav$aktan ge<;mi$tir; ba$ka deyi$le, kav$8ktan c;;1kan en 
az iki ba$ka ye$il koridor vard1r. 

3. Yel!il. Kav$8ktan <;1kan en az bir ye$il koridor 
vard1r. 

4. Ariadne. Ariadne belli bir kav$8ktad1r. 
5. Be11inci hltl. Yukarki durumlarm hi<; biri 

bulunmaz. 

Ara$tlrma metodumuz art1k a$8g1daki cetvel yard1-
m1yla anlat1labilir: 

Dt'rum Hareket 

1. Minotaur Du rm a 
2. llmik Tekrar yumag1 dolama 
3. Y~il Yumag1 c;Ozme 
4. Ariadne Durma 
5. ~inci hill Tekrar yumag1 dolama 

Theseus herhangi bir kav~akta bulunmakla yapacag1 
hareketi $()yle kararl8$br1r: 1 durumuyla hruJhyarak, 
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kav~akta vaki 0Jm1yan bir durum bulana kadar evvelki 
cetvelin sol stitununu sira numarasma gore yoklar. Bun
dan sonra sag stitundaki buna ka~1hk olan hareketi 
yapar. Bir «Dur> emriyle ka~1la~mc1ya kadar hareketine 
devam eder. 

Bu metodun uygulam~1 a~g1daki U<; iddiadan dogruya 
~·1karilan bir sonuc;tan c;1kmaktadlr: 

1. A ile M labirentte nerede bulunursa bulunsun, 
Theseus sonunda, .sonlu say1da bir hareketten sonra ya 
A da ya M de bir «Dur> emriyle kar~da~mahd1r. 

2. «Dun emri M de gelirse, o taktirde Minotaur'a 
ge<;ilebilir. Bununla beraber, A dan M ye basit bir yol 
t:>oyunca Ariadne'nin ipligi serili olacakt1r; ipligi yumaga 
sararak Theseus bu yol boyunca Ariadne'ye donebilir. 

3. Eger «Dur> emri A da gelirse, o taktirde Mino
taur'a ge((ilemez. 

Bu iddialar1 ispat etmeden once, metodun kullaml
masma dair iki misal verecegiz. 

M1SAL 1. Aramanm, labirentin A kav~gmda ba:;
lad1g1m ($ek. 8) ve Minotaur'un F' kav~gmda bulundu
gunu farzedelim. Metodumuzu takip eden bir arama 
Cetvel 1 de verilmi~tir. (Ye~il koridoru ge<;menin se<;ilmc.si 
keyfi oldugundan, ba$ka milmklin arama orneklerinin 
bulunacag1 tabiidir.) 

Bu misaide gortiyoruz ki Minotaur'a g~ilemez. $imdi 
son iki sUtundan sar1yla sonlanan koridorlar1 se<;ersek 
A dan F' ye giden a~g1daki basit yolu bulw·uz. AB, BC. 
CD, DF'. 

M1SAL 2. Minotaur yine F' de olmak ilzere eger 
arama $ek. 8 deki K kav~gmda ba$lar$a Cetvel 2 deki 
ara$hrma ornegini elde ederiz. Bu halde Minotaur'a 
gec;ilemez. 
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10. LAB1RENT ALGOJdTMASININ 1SPATI 

Simdi sayfa 29 da ileri si.iri.ilen 1-3 0zeliklerini ispat 
edecegiz. 

lddia 1 in ispati. Once a~gidaki durumlarm bir ve 
ancak birinin cari oldugu aramanm her bir halinde, 
Theseus tarafmdan yapllan hareketlerin, sayIS1 Uzerine 
indilksiyonla ispat yapahm: 

a) La.birentte Bart koridor hi~ yoktur, Theseus ta 
A (Ariadne) kav~agmdadtr. 

b) La.birentte bir veya daha fazla sari koridor vardlr 
ve, Theseus'un aym s1rada g~tigi sari koridorlar, A dan 
Theseus'un ~imdi bulundugu yere giden bir yol 'te$kil 
etmektedil. 

Bundan ba$ka, Theseus'un bir kinmz1 koridordan hi~ 
g~cdigi tesbit edilir. 

A~ikar ki, Theseus ilk hareketini yapmca a ve b 
hallerinin ikisinden biri caridir; o zaman o, A da olup 
btittin koridorlar Ye$ildir. $imdi (n-1) nci hareketten 
sonra a ve b hallerinin birinin cari oldugunu farzedelim, 
n nci hareketten sonra da birinin cari olmas1 gerektigtni 
ispat etmeliyiz (tabii, $U $artla ki (n-1) nci hareket bir 
dur emrine !:Ikmasm) . 

Once, (n - 1) ncl hareketten sonra a) halinin cari 
oldugunu farzedelim. O vakit, bundan sonraki hareketi ya 
bir Y~il koridor boyunca A dan blr K ko~ ka~ga 
gidi$ (Oyle ki n nci hareketten sonra sadece bir AK Ye$il 
koridorlu b halini elde ederiz) ya da bir dur (oyle kin nci 
hareketten sonra a halinl elde ederiz) 0Jmal1dlr. 

Bundan sonra (n-1) nci hareketten sonra b) hall
nin cari oldugunu ve AA1, AtA,, ... , A 1t-1 K yoriingesini 
t~kil eden s tane sari koridor mevcut oldugunu farzedelim. 
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n nci hareketin ~imi K kav!jagmdaki ~Iara baghdir; 
1 

imkanlar $Unlardir: 

1. Minotaur. n nci hareket, ayni sari koridorlan 
birarak K kav!jagmda durmaktir ( n nci hareketten sonra 
b hali). 

2. nmik. Theseus bu halde kirm1zi haline ge
len KA .. _ 1 san koridoru boyunca ipi yumaga dolar. San 
yortinge daha kisa bir koridor olur. Eger koridorlarm s 
sayisi birden btiytikse, n nci hareketten sonra s - 1 sari 
koridorlu b halini elde ederiz; eger .~ bir ise, a halini elde 
ederiz. 

3. Y c~l. Theseus sanya <;evrilen bir ye$il koridor 
boyunca ipi yumaktan G<>zer. Bu halde s + 1 sari kori
dorlu b halini elde ederiz. 

4. Ariadne. Theseus bu iki a ve b halinaen hi<; 
birine gore harekete kalkmaz, c;iinki K . A ise, bunu 
onceliyen, ilmik hali de cari olur. 

5. Bc~inci hal. Eger ilk dort durum cari degilse, 
Theseus ipi dolar. T1pki ilmik durumunda oldugu gibi bu 
eger s = 1 ise a haline ve s > 1 ise b haline getirilmi$ 
olur. 

~imdi a ve b hallerinden muhakkak birinin cari 
olmasi gerektigini c;ikarmi!} olduk. A$ikar ki Theseus, 
kirm1z1 bir koridordan hie; gCGffiedigi ic;in ikiden f azla 
koridordan ge<;mez. Koridor sayisi sonlu oldugundan i"?lcm 
muhtemelen bir durmaya gelmelidir; ooylece, son hareket 
ya Minotaur'un veya Ariadne'nin bulundugu yerde olan 
bir kav!}aga yapilmahdir. 

2 idda.'ttntn ispati. Dur emriyle Minotaur'un kav!ja
gmda ka~lla!jihrsa, o taktirde Minotaur'a a$ikar olarak 
gec;ilebilir. Keza Ariadne'nin ipligi, hemen $imdi gost0r
digimiz gibi sari koridorlar boyunca kalki$ noktasma geri 
donen bir yoriinge te$kil eder. Bu, Theseus'un her def a
smda bir ilmik tamamlamas1 keyfiyetinden gelen basit bir 
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yol oldugundan, o, ipligi yumaga dolar, ooylece ilmigi 
ortadan kaldmr . 

.'J iddiasmm ispat1. Ariadne'nin kav~gmda bir dur 
halinde, once $UilU kaydedelim: 

a) Llbirentin her koridoru ya iki kere (bir k1rmiz1 
koridor) g~ilmi$tir veya hie; (bir ye$il koridor) gec;ilme
mi$tir; ba$ka deyi$le, Iabirentte hie; sari koridor yoktur 
ve ip tamamen tekrar dolanm1$t1r (zira aksi taktirde 
ilmik hali cari olur ve durma olmazd1). 

b) A dan c;1kan bUtiln koridorlar k1rm1Z1dir, c;Unkti 
biri YC$il olsayd1, «Ye$il», listede «Ariadne» den once 
gclcJigindcn, Theseus onu durmadan gec;mi$ olurdu. 

$imrli 3 iddiasmm dogru olmad1gm1, Minotaur'a bir 
AAi. A 1A 2, ... A .M yoluyla g~ilebilir oldugunu farzede
lim. A dan c;1ktigmdan bu yolda bulunan ilk koridor 
k11·m1z1 olmahd1r; Theseus, Minotaur'a eri$mediginden son 
koridor da ye::,;il olmahdir. A .Ai+i , yolun ilk ye$il kori
doru ohmn. Bu dcmektir ki A1 den c;1kan bir ye$il bir de 
k1rm1z1 koridor vard1r. $imdi Theseus'un A, kav~gindan 
son dcfa gec;tigini dU$Unelim. !pi dolamak suretiyle o, 
A , den c;1kan $imdi k1rm1Z1 olan koridorlardan biri boyunca 
harckct etmi$ olmahd1r, bu demektir ki o, ya 2 durumuyla 
rnmik), veya 5 durumuyla kar$Ila$IDI$ olmahdir. Fakat 
bu 5 olamazd1 c;linki A. den c;1kan bir A 1A.+1 ye$il korl
doru mevcuttur; $U halde bir ilmik olmahd1r. Bu ise hemen 
a~g1daki delille ~eli$me te!jkil etrnektedir: son defa At de 
bir ilmik olsa idi, ondan c;1kan en az iki san koridor 
mevcut olmll$ olurdu; bu taktirde de birini k1rm1Z1 yap
mak ama en az birini yine sari birakmak suretiyle o, 
bunlardan biri boyunca yUrilmil$ olurdu. Fakat aramamn 
sonunda hie; bir sari koridor kalmad1gm1 gorilyoruz, bu 
demck ki, Theseus, daha sonra A i den c;1kan sari koridor
larm kalanlarmdan g~i$ olmal1d1r, ve ooylece At den 
tekrar g~i$ olur kt bu da A 1 den son defa gec;tigine 

f. ' 
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ili§kin olan farz1m1za aykm dti§er. Bu, tigi.incil iddiay1 
ispat eder. 

Bu arama metodunda bir !}allS unsuru bulurunaktad1r. 
Durum 3 (ye§il) i(,;in, bundan sonraki bareket tek §ekilde 
belirlenmi§ degildir; kav§aktan g1kan bir gok ye§il koridor 
varsa, bunlardan biri ilk olarak ahnabilir. Bu, son oolilmde 
bilttin algoritmalarda bulunmas1 gerekli diye s0zi.inU etti
gimiz deterministik ozeligi bozar. Bu §ans unsuru bununla 
beraber kolayhkla yokedilebilir ve gergek bir algoritma 
elde edilir. Belli bir kav§aktan g1kan bir ~k ye§il koridor 
varsa, bunlardan birini ~ekte sadece itibari olai-ak 
karar veririz; mesela, ilk koridoru daima Theseus'un 
kav$aga girdigi birinden itibaren saat ibrelerinin donme 
yonUnden se~eriz. $ans olay1m ihtiva eden ooyle problem
Jerin incelenmesi <izellikle oyun teorisinde ve bunun ikti
sada uygulanmasmda bilyilk teorik ve pratik onem ta$ir. 

Tam bu nevin belirlenmesi (belli bir anlamda), hare
kctlerin sec;iminin, sadece oyuncularm kararma bagh 
degil geli:)igilzel ~imlere de bagh oldugu geni§ bir oyun 
sm1f1 igin «en iyi» stratejidir. Bu §ekildeki ihtarlar listesi, 
cvvelki oolilmde rastgele segimi bulunm1yan oyunlar i~in 
anlatllan algoritmalann dogrudan dogruya bir genelle$
tirilmesidir. Fakat bu mesele Uzerine dokunmayacak ve 
algo1 itmalar olmak Uzere rastgele se~lmler ihtiva eden 
ihtar listelerini gownUne alm1yacag1z. Bir algoritmarun 
tam belirlenmesi ve onun belirttigi ~lemin ak1$mm biricik 

· o1U$U oncmli 0zelliklerindendir. 
SOz konusu algoritmaya (~s unsurunu yok ettikten 

i;onra) tekrar donerek, ~k daha ozel $ekildeki labirentler 
ic:in daha basit arama metotlar1 verilebildigini kaydetmek 
gerekir. Ayni zamanda, keyfi bir la bi rent olmas1 genel 
hali i~in, bir algoritmanm, bir nevi s~ip-ayiklama i§le
minden b8$ka bir $eY olam1yacag1m farzetmek tabii 
gibi gelmektedir. Bundan otilrti, bir algoritmamn bizim 
verdigimizden daha basit kurulabilecegi $Uphe gotUrUr. 
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Kelimc problemi. Theseus'un aramasmm daha ileri 
bir genelle~tirilmesidir. Theseus'un aramaSI keyfi sonlu 
bir lilbirentte yapilmakta ise, kelime problemi belli bir 
anlamda sonBuz bir labirentteki aramadlr. Problem, 
modern cebirin asosyatif si.'ltemler teorisi ve gurop'lar 
teorisi ad1yla bilinen dallarmda ortaya ~1kmakla beraber 
bu teorilerin <;er<;evesi d1~ma ta~. Bu problemin <;e$itli 
ifadeleri, iki sovyet matematikc;isi A. A. Markov iJe P. S. 
Novikov ve bunlarm ogrencileri tarafmdan ba$8rih sonu~
larla incelenmi~ir. 

11. ASOSYATtF HESAPLAR 

Once baz1 ba~lang1c; kavramlar1 ithal edecegiz. Bir 
alfabe deyince herhangi sonlu farkh semboller ciimlesini 
kastediyoruz; bu sembollerden herbirine alfabenin bir 
har/i denir. Mesela, { ci. o, z, ? }. ~gidaki harfierden 
Yapllm1~ bir alfabedir: Yunanca a, gotik o, latinre z, ve 
soru i~areti. Verilen bir alfabedeki bir kelime, alfabeden 
ahnm1$ harflerden ibaret herhangi bir dizidir. Mesell, 
abaa ve bbac, {a, b, c} alfabesinde bir kelimedir. Eger 

bir IJ kelimesi ba$ka bir L kelimesinin k1i1Sm1 ise, L nin 
M de ge<;i$inden bahsedecegiz. BOylece, abcbcbab kelime-

sinde bcb kelimesinin iki g~ olur, biri ikinci harfle 

ba!51amakta, obi.irti dordi.incti harfle. Bir kelimenin, bir 

- 35 -
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takim uygun yer'leljtirme"ler (8Ubstitii,syonlar) ile digerine 
donW;i.imilnU gazonUne alacak ve bunlan 

P-Q veya P-+Q 

~klinde yazacagra, burada P ile Q ayni alfabedeki iki 
kelimedir. 

Bir R kelimesine P-+ Q direkt sUbstitUsyonun uygu
lanmas1, ancak ve ancak, P, R de g~rse mi.imkUndUr. 
P - Q endirekt sUbstitUsyonunun uygulanmas1 ya Q nun 
bir gec;i~inc ait P stibstitUsyonunun veya P nin bir g~i
~ine ait Q ~UbstitUsyonundan ibarettir. Bundan ooyle esas 
olarak endirekt sUbstiti.isyonlarla m~gul olacak ve yanh~ 
anlama olabilmedik~e onlara sadece sUbstitUsyon diye
cegiz. 

MtSAL. ab- bcb sUbstitUsyonu abcbcbab kelime
sine dort tUrlU uygulanabilir: bcb nin iki g~~inden her
birini yerl~tirmeklc 

a ab cbab ve abc ab ab 

kelimeleri c;1kar, ab nin iki g~i~inden herbirini yerl~tir
mekle de 

bcb c'bcbab ve abcbcb bcb 

c;1kar. Bu silbstitUsyon 'bacb kelimesine uygulanamaz. 
Bir alf abedeki kelimelerin tilmU ile bir uygun sUbsti

tUsyonlar sonlu cUmlesini as03yatif he8ap olarak tarif 
ediyoruz. 

Bir asosyatif hesab1 belirlemek ic;in alfabeyi ve uygun 
sUbstitUsyonlar cilmlesini vermek yetmektedlr. 
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12. KELtME DEXKLtGt PROBLEMt 

• Eger bir R kelimesi mlisait bir S kelimesine donU
$ebilirse R) S ye kom!]udur diyecegiz. Kaydedelim ki R, 
S ye kom$uysa, o takdirde S de R ye kom$udur. Bir 

R ., R: . .. . . R .., 1, R. 

kelime dizisinde R 1, R 2 ye, R 2, R,. e, · · ·, ve Rn - 1 , R. e 
kom!juysa R 1 den R. ye ge~ilebilir zincir denecektir. Eger 
R kelimesinden S kelimesine gecilebilir bir zincir mev
cutsa, o taktirde bittabi, S den de R ye gec;ilebilir bir 
zincir mevcuttur; bu halde R ile S denktir deriz ve bu 
keyfiyeti R - S ile gosteririz. Eger R - S ve S - T 
ise bu takdirde R ,..., T olacag1 a$ikard1r. Daha ilerde 
a$ag1daki teoremi kullanacag1z. 

TEO REM. P - Q oldugunu f arzedelim)· bu takdird£ 
P bir R kelirnesinde ge~erse, R ye P ~ Q siibstitiisyo
n unu.n uygulanma.~i R ye denk olan bir kelime sa(flar. 

!Spat. R yi SPT !]eklinde yazabiliriz, burada S, P nin 
gec;i!]ini onceliyen R nin kIBm1d1r, Tise ondan sonra gelen 
R nin k1sm1dlr. Bu halde donti!jmU$ kelime SQT clir. 
P - Q oldugundan bir 

P, P1 , • • ·, P ... Q 

gec;iJebilme zinciri mevcuttur. 
Bu takdirde, kolayca gorillebildigi Uzere, 

SPT, SP.T, ... , SP~T, SQT 

keJimeler dizisi SPT den (yani, R den) SQT donil$mil$ 
kelimesine gec;ilebilir. BOylece teorem ispat edilmi$ olur. 
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M1SAL. ~gidaki asosyatif hesab1 g0zontine alahm: 
Alfabe: 

{a, b, c, d, e} 

Uygun stibstittisyonlar: 

ac --- ca 

ad - da 

bc-- cb 

bd - -db 

abac - abacc 

eca-- ae 

edb - lx' 

Bu hesapta sadece ti~cii silbstitUsyon abcde keli
mesinc uygulamr, oyle ki ona kOll1$U biricik kelime acbdc 
dir. Bundan ba~ka, abcdt: - cadebd dir ki ooyle ol~ 

abcde, acbd, cabde, cadbe, cadR4b 

ge-.t;ilebilir zincirinden gOsterilebilir. 
DOn~timlerin hi(;biri aaabb kelimesine uygulanmaz; 

ooyl•ece ona kom~u kelimc yoktur. Ozellikle bu, ~ka hi~ 
bir lkelimenin ona denk olmad1gi anlamma gelir. 

} Her asosyatif hesap kendine ait kelinw denkli{;i 
pr blemini haizdtr: 

/. 
Hesapta ·perilen herhangi iki kelimenin denk olup 

, olm.adiklarini tayin etmek. 
Herhangi bir hesapta mtimkUn olabilen kelimelerin 

sayts1 sonsuz oldugundan herbir hesa.p, bu tipten sonsuz 
sayuia problemi haizdir. Bununla beraber, her'lumgi bir 
kelime ((iftinin denkligi mevcut olup olmadlgimn tayinine 
ait bir algoritma $ekllnde bir cOzUm bulmayi iimit ederiz. 

Kelime probleminln tipkt bir suni bllmece gtbt oldugu 
ve ona ait bir algorltma bulunmasuun geii:ek hi(; bir 
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Jaydas1 olmad1g1 samlabilir. Fakat bu ge~kten uzaktlr, 
problem pek tabii ortaya ~1kmakta, bilyiik teorik ve pratik 
onem t~1makta, bir algoritma bulunmasma gaba harcan
masma tamamen hak kazanmaktadir. Bununla beraber, bu 
sorularm tart1$masm1 $imdilik ileriye b1rakacag1z ve 
ba~ka hususlan gozontine alm1ya devam edecegiz. 

t:i. KEL1ME PROBLEMLERt VE LA.BlRENTLER 

Kelime denkligi problemi ile Theseus problemi ara
!)mda bir bagmtl bulundugunu ~yle g0sterebiliriz: her bir 
kelime i<;in bir «kav$ak» ve iki kOffi$U kelimeyi temsil 
eden herbir kav$ak <;iftini birle$tiren bir «koridor» ffi$a 
etsek, o takdirde herhangi asosyatif hesab1 sonlu say1da 
kav!}aklan ve koridorlan olan bir Iabirentle temsil edebi
liriz. Sadece sonlu say1da silbstitilsyonlar uygun oldugun
dan, herbir kav~k sadece, kendinden ~1kan sonlu say1da 
koridora malik olacak ve hatta koridorsuz kav$aklar bile 
bulunabilecektir (mesela, bu oolilmiln misfilindeki aaabb 
kelimesi gibi). Bir R kelimesinden bir S kelimesine 
giden gec;ilebilir bir zincir, labirentte bir kav~ktan obil
rilne giden bir yolla gosterilebilir ki bu, kelimelerin denk
Ut{inin, bir kaV$aktan otekine ge~ilebilir olmaga tekabill 
0 ttigi anlamma gelmektedir. BOylece bu temsilde kelime 
problemi sonsuz bir lflbirentteki bir arama problemi halini 
almaktad1r. 

Ortaya c1kan giic;lilklerden bazdar1m daha iyi gormek 
i<;>in, k!sitlanmt§ kelime problemini gozonilne alal1m: 

V erilen bir asosyatif hesapta herhangi iki R ve T 
kelimeleri i¢n, k siibstitii.syonundan daha f azla bir zin
cirle birinin di§eri halin.e dOn~munun kabil olup olma
digini tayin etmek (burada k keyfi fakat sabit pozitif 
tam sayi) . 
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Bu problem i~in bir algoritma yani labirent proble
minde kullanabildigimiz gibi bir ay1klama algoritmas1 
kurulma.si kolaydlr. R kelimesi kayde~ir, sonra R ye 
kom$U bi.iti.in kelimeler, daha sonra bunlara kom$U bi.iti.in 
kelimeler, ila, k defa kaydedilir. 0 takdirde, R nin k 
si.ibstiti.isyondan fazla kullanm1yarak T ye don~i.ip doni.i
~memesinm ara$tmlmas1, T nin bu listede gori.iniip 
goriinmemesinin ara~tlnlmas1 demektir. 

KuHtlanmamt§ kelime problemhw donersek, durum 
<,.'Ok farkltdir. R den T ye gideri gec;ilebilme zinciri her
hangi bir uzunluktakine ($ayet mevcutsa) donebildiginden 
genel olarak ay1klama i$leminde ne zaman durulacag1m 
bilmek ic;in elimizde bir yol mevcut degildir. Mesela, daha 
once metodu 10:0 = 100.000.000.000.000.000.000 kere tek
rar ettigimizi farzedelim, ooylece R nin 1, 2, 3, ... , veya 
102'' uygun siibstiti.isyonla tekrar edilebildigi bi.iti.in 
kelimelerin bir listesini elde ederiz. Ayrica T nin bu listede 
goziikmedigini farzedelim. T nin R ye denk olmachgm1 
s0yliyebilir miyiz? Cevap, tabii soyliyemeyiz $eklindedir, 
c;iinki R ile T nin denk olmak imkam henUz mevcuttur, 
ama bunlar1 birle$tiren en k1sa ge<,;ilebilme zinciri 1020 den 
fazla adrm1 haizdir. (Bir ah$brma olarak, okuyucu, denk 
olan fakat 1020 veya daha az uzunluktaki hie; bir gec;ile
bilme zinciriyle birle$memi$ olan bir kelime c;iftini haiz 
bir hesap kurabilir.) 

\ 

14. ALGORlTMALAR KURULMASI 

Bir algoritma elde etmek ic;in basit bir c;1k1$m bulu
nU$U dU$Uncesini b1rak1p, bizzat donU$Um mekanizmasmm 
analizi Uzerine kurulm~ ~ka fikirleri incelememiz 
gerekir. Mesela ooltim 12 nin Misfilindeki hesapta abaacd 
ve acbdad kelimelerinin denkligi problemini alahm. Bu 
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kelimelerin a~g1daki ~ekilde denk olmadlg1m ispat ede
biliriz: Uygun stibstitilsyonlarm herbirinde, her kenar 
a lardan aym say1da ihtiva etmektedir. Bundan ottirti, bu 
hesaptaki herhangi bir gecilebilme zincirinde, her kelime 
a nm gec;~lerini ayni bir say1da haiz olmahdir.abaacd ve 
acbdad kelirnelerindcki a nm ge<;i!;! say1Sl ayni olrnad1gm
dan, bu kelimeler ayni bir geGilebilme halkasma ait 
degildirler dolay1s1yla denk degildirler. 

Bir g~ilcbilme zincirinin btittin uzuvlarmda ortak 
olan ooyle bir ozelik, gc~ilebilme int:arianti adm1 ahr. Bir 
gec;ilcbilme invaryant1 bir algoritma bulurunasmda bize 
faydah olabilir. 

MtSAL 1. A~g1daki asosyatif hesab1 gozontine 
alahm: 

Alfabe: . 
{a. b, c, d, e} 

Uygun stibstittisyonlar: 

ub - - ba uc-- ea bc - -eb de --ed 

cw -- ca bc--cb cd - -dc 

ad--da bd - db ce - ec 

Burada mtisait stisbtitilsyonlar bir kelirnedeki gozUken 
harflere degil, fakat sadece bunlarm s1rasma etki eder. 
Eger iki kelimeden her biri ancak ve ancak obUrti kadar 
her kelimenin ayn1 say1da geci~ini ihtiva ederse bu iki 
kelimenin denk oldugunu gostermek gilc degildir. BOylece 
~u gosterilen halde denkligi tayin etrnek icin basit bir 
algoritma elde ederiz: Herbir kelimedeki herbir kelimenin 
g~i~ sayis1m saymiz, ve sonuclari mukayese ediniz. 

Simdi «kelime> ve cuygun sUbstitilsyon> kavramla
rmm bir genell~tirilmesini i~ sokuyoruz. Verilen bir 
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alfabede i.di kelimelere iliveten hie harfi olnuyan 00., 
kelime kabul edeceiiz ve bunu A ile gijsterecegiz. Keza 

P- A 

~klindeki sUbstittisyonlara cevap verecegiz. P ye ait A run 
sUbstittisyonu basit~ P nin bir R kellmesinde bir gec;i$i 
varsa onu tarnamen atacaitz anlanuna gelir; A ye ait 
P nin sUbstittisyonu, P nin R kelimesi i~ne herhangi bir 
noktaya, R nin ilk harfinden once, yahut R nin iki keli
mesi arasma veya R nin son harfinin sonuna itha.J edilebilir 
anJamma gelmektedir. 

$imdi ~g1daki miBAli g0z0nUne ahyoruz: 

M1SAL 2. {a, b, c} alfabesiyle bir asosyatif hesap ve: 

b~ acc bb -A 

ca--accc cccc--A 

aa -- A 

uygun sUbstittisyonlar ciimlesi verilmil$ olsun, bu hesapta 
kelime denkligine ait bir algoritma bulahm. 

Once bir yard1mc1 algoritma, irca algoritrruun kurahm. 
Bu, herhangi bir kelimeyi, bunun irca edilm~ kelimesi 
denllen ozel bir ~kle dOnU$tiirmege yanyan bir algorit
madir. 

Do{jrodan @Yruya olan ( direkt) sUbstitiisyonlarm 
a$8gidaki Btralamn'f sistemini g0z0nilne alahm. Herhangi 
bir R kelimesi verildigine gore, listede buna uygulanabilen 
ilk dogru sUbstitUsyonu bulahm ve soldan ilk mUmkUn 
uygulama yerine yerl~irilmesini yapal1m. Bu denk bir 
R' kelimesi verir. Listede R' ye uygulanabilen ilk sUbstl
tUsyonu bulahm ve onu uygulayal1m. Sonlu say1da bir 

I 
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siibstittisyondan sonra hi~ bir donti~timtin uygulanamad1g1 
bir S kelimesi elde ederiz; algoritmanin R kelimesini S ye 
irca ettigini s0yleriz • . 

lrca algoritmasmm, herhangi bir R kelimesini !?U 
i>ekiz kelimeden ( irca edilmi$ kelimeler) birine don~ti.ir
dtigUnti gosterebiliriz: 

.A, c, cc, ccc, a, ac, ace, accc . 

1. Eger b kelimesi R kelimesinde goztikmekteyse, o 
takdirde ilk dogru ( direkt) stibstittisyonun ardarda uygu
Janmas1 b nin her ge~i$ini b kalmaymcaya kadar ace 
haline degi$tirir; b herhangi diger bir stibstittisyonda 
goztikmediginden, herhangi bir irca edilmi$ kelimede de 
goztikmez. 

2. a harfi herhangi irca edilmi!? bir kelimede c nin 
dogrudan dogruya sagmda goztikemez, <;tinki ikinci dogru 
stibstiti1syon ca nm her ge<;i$ini accc haline degi$1;irmek
tedir. 

3. Herhangi irca edilmi!? bir kelimede ardI$Ik iki a 
olamaz. 

4. c harfi son silbstittisyondan ottiril bir sabrda ti<; 
defadan f azla bulunamaz. 

Sekiz kelimenin yukardaki listesi btittin irca edilm~ 
kelimeleri havidir, c;Unkti yukarda verilen incelemeye gore 
irca edilmi!? bir kelime en az tic; c den sonra gelen hi<; 
olmazsa bir a dan ibarettir. 

A$ikar olarak, her kelime kendi irca edilmi$ine 
denktir; bundan otilrti iki kelime ancak ve ancak bunlarm 
irca edilmi$ kelimeleri ya ayni veya denkse birbirine 

' • ) Verllen blr alfabedekJ kellmelerl dotru sUbstttUsyonlarm BU'alanmrs 
blr cUmleslne d!lntl.ttUren bunun etbl aleorttmalara flormol oloorit· 
molar denlr. BUyUk teorlk ve pratlk faydas1 olan normal aleorttmalar 
A. A. Markov tarattndan eellettrllmle ve kendlslnln Theory of 
Aloorit1'ms adl1 kltabmda e6stertlmlettr, bu kltap lnelltzceye 
~evrtlmlttlr. 
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denktir. Fakat yukarda Jistelenmi$ bulunan sekiz irca 
edilml!~ keJimeden ikisinin denk olm1yacagm1 k1saca ispat 
edecegiz. Bundan, iki kelimenin ancak ve ancak ayni 
kelimeye irca edilirse denk oldugu Glkar. Buna dayanarak 
kelime problemi i<:in bir algoritma kurabiliriz: incelenm~ 
o"lan iki kelimeden her birine irca algoritmasi uygulayiniz, 
vc elde edilen son~lari mukayese ediniz: son~r birb~ 
rini tutarsa ilk kelime'Wr denktir; aksi takdirde denk 

de!iildir. 

Mesela, cacb ile bb kelimelerini verdigimizi farzede
lim. Once irca edilmi$ kelimeleri bulabm: 

1) cacb, cacacc, accccacc, acccaccccc, 

accacccccccc, acaccccccccccc, 

aacccccccccccccc, cccccccccccccc, 

cccccccccc, cccccc, cc. 

2) bb, accb, accacc, acaccccc, aacccccccc, 

cccccccc, cccc, A. 

Son~. cacb ve bb kelimeleri, irca edil~ kelimeleri 
olan cc ile A nin farkh OlU$undan otilril denk degildir • . 

Sekiz irca edilmiJ} kelimeden ikisinin denk olmadiginin 
i~7>0ti. llk once, iki R ile S kelimesini birle$tiren, hi~biri 
b harfini ihtiva etmiyen bir g~ilebilme zinciri varsa, bu 
takdirde iGindeki harflerden hi<:biri b harfini ihtiva etmi
yecek $Ckilde bunlar1 birle$tiren bir g~ilebilme zinclri 
kurmak milmktindtir. Verilen g~ilebilir bir zincirdeki her 
kelimeyi alarak ve ona b harfinin her g~i$1 i~in ace 
kelimesini yerle$tirmekle bunu yapacagaz. Bu blze, i~inde 
her ard1$1k iki keltmenin ya (hesap anlammda) ko~ 
veya Ozde$ oldugu kelimeler dizisi verir. Sa.yet !}imdi 

•) bb nln trca edllmls kellmeslnln A olu•u keyflyetl, Ilk uatemlzdekl 
bb - A silb•tltlllyonunun iierekalz ol'dutunu a&terlr, kl lrca alaorlt
masma onu nlye almad1t1m1z1 at1klar. 
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kendinden onceki kelimeyle uygunluk gosteren her keli
meyi c1karirsak bize bir g~ilebilme zinciri kahr. Bundan 
ba.$ka, b-acc silbstitilsyonu zincirde kullamlmanu$tlr. 

Once, kaydedelim ki a harfinin g~~ say1smm cift 
veya tek olU$U her uygun silbstitilsyonun her iki tarafm
da aynidir. Ayni $CY c harfinin geCi$i icin de dogrudur. 
Bu, a nm (veya c) nin geci$leri say1smm paritesinin 
(yani «ciftligi» veya «tekliginin>) bu tipten herhangl bir 
gecilebilme zincirine ait bir g~ilebilme degi$mezi oldugu 
anlamma geHr. Bundan derhal a nm bir g~i$ini ihtiva 
eden irca edilmi$ dort kelimeden hiG birinin a lar1 hie 
ihtiva etmiyen dort irca edilmi$ kelimeden herhangi birine 
denk olmad1g1 Gikar. Benzer $ekilde, bir veya Uc; c yi 
ihtiva eden dort kclimeden hi<;biri, hie c ihtiva etmiyen 
veya iki c ihtiva eden dort taneden herhangi birine denk 
degildir. Bundan ottiril, $imdi a$ag1daki dort cift kelime
nin denk olmamazhg.m kurmak mecburiyetindeyiz: 

A, cc; c, coo; a, ace; ac, accc. 

Eger ilk tiG Giftin herhangi biri denkse, o takdirde. 
daha once (sayfa 37) de ispat ettigimiz teoremden dor
dtincti c:iftin de denk olacag1 Gikar. BOylece, sadece 
dordtincti ac, accc c:iftine ait denk olmamazhgi kurmak 
yeti$ir. 

Once baz1 deyimler tarif edecegiz. Bir R kelimesin
deki a nm bir g~nin indisinden a nm verilen g~i$inin 
sagmdaki kelimedeki c nin g~i$ say1sm1 kastediyoruz. R 
kelimesinin indisinden a nm R deki bUttin g~i$lerinin 
indleleri toplamm1 kastediyoruz • . aa - A ile cccc - A 
sUbstiti.isyonlarmdan hiGbiri bir kelimenin indisinin pari
tesini degi$tirmez. Eger aa bir bo$ kelimeye yerle$tirilirse, 

•) MesetA acbca kellmeslnde a nm Ilk seclelnln lndisl 2 dlr, a nm 
lklncl secltlnln tndlsl de o drr. Kellmenln lndlsl 2 i O = 2 dlr. 
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kelimenin indisi a run iki geci$inin indislerinin toplam1 
kadar artar. Fakat bu indislerin her ikisi ayru olmahdir. 
bu demektir ki kelimenin indlsi bir ~ift say1 kadar artar 
ooylece paritesi (teklik - ~iftligi) degi$mez. Benzer ~kilde. 
aa yerine ~ bir kelime yerl~tirilin;e, kelimenin indisi 
bir ~ift say1ya irca edilmi$ olur. 

cccc yi Have etmede a nm bazI gecif;lerinin indisleri 
4 kadar yi.ikselir, digerleri ise ayni kahr; ooylece, keli
menin indisi 4 Un blr kat1 kadar artar. cccc yi <:1karma ise 
benzer etkiler yapar. 

Nihayet, ca - accc sUbstitUsyonu herhangi bir keli
menin indisinin paritesini degt~irir. Bunu gOstermek i<:in. 

PcaQ ve PacccQ 

kelimelerini mukayese edelim. 
Kelimenin P kISmmda a nm her gec~in indisi Z 

kadar degi$ir, Q klsmmda ise a nm her geci$inin indisi 
degi$mez kahr. P ile Q arasmda a nm bir tek gec~inin 
indisi 3 kadar degi$ir. BOylece kelimenin indisi tek bir 
say1 kadar degi$ir, oyle ki paritesi de~ olur. 

$imdi ac ve accc kellmeleri ayni pariteden indisleri 
haizdir (1 ve 3 - her ikisi de tek). Bundan otUrU, bunlar 
denkse, o takdirde bunlar1 birl~tiren herhangi bir geci
lebilme zincirinin ca - accc sUbstitUsyonlanndan cift bir 
say1da ihtiva etmesi gerekir (evvelce zikredildigi gibi b 
nin ge~i$lerinin bulunmadlg1 zincirlerle yetinecegiz). 

Fakat bu '8rt bir ~11'meye <:1kar. ca - accc sUbsti
tUsyonunun herbir uygulan11j1 c nin geci$1eri say1s1m Z 
kadar degi$tirir' oyle ki clft sayida uygulan~lar c nin 
g~i$1eri say1s1m 4 Un bir katl kadar degt~irir. A.$iklr kl, 
cccc - A sUbstitUsyonu c nin geci$1eri say1S1m 4 kadar 
degi$tirir, aa-A sUbstitUsyonu ise c nin gee~ sayilar1m 
hi<: degi$tirmez. SOylediklerimizden, $&yet ac tie accc denk 
iseler, o takdlrde bunlardaki c nin gecl$1eri sayismm 4 Un 
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bir katl kadar degi$mesi gerektigi sonucunu g1karmz ki 
bu dogru degildir. Bundan otiiri.i, ac ile accc denk degildir, 
demek ki, iddia edildigi gibi, irca edilmi$ kelimelerden 
higbiri denk degildir. 

Misfil 2 deki kelime probleminin muf aSBal g()zUmi.i, 
genel olarak kullamlan kavram ve metotlar1 bir ~k 
baklmlardan ag1klar. Art1k bu problemin modern cebir
deki ilgi ve onemini gostermek kahr. Gelecek oolilmde 
0zel bir misal gozoni.ine alarak bunu yapacagIZ. 

15. B1R KARENtN OTOMORF1ZMALARI 

Herhangi bir kare alal1m ($ek. 91). A$ag1daki ilG 
otomarfizmayi (yani, kareyi kendine donil!]tilren donti
~i.imler) gozoni.ine alalnn: 
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1) O merkezinden ge~n d~y bir eksendeki aynada 
yans1ma (simetri); 

2) O merkezinden g~n yatay bir eksendeki aynada 
yans1ma (simetri); 

3) O merkezi etrafmda saat ibreleri yonlinden 90° 
kadar donme. Bunlara basit dOnW}umler diyecek ve bun
lar1 sirayla a, b ve c ile gooterecegiz. $ek. 9 un III, IV ve 
V inci k1srmlan $ek. 9 11 deki karenin k~elerinin basit 
donU$limlerin herbiriyle nastl degi$tigini gostermektedir. 

Basit i$lemlerin iki veya daha fazlasmm ardarda 
uygulam$1yla kare kendine de donli$lir. ~1ld1g1 gibi iki 
donU$limUn ~arp1mmm, bunlarm ardarda uygulam$I 
anlam1m ta$1yacaguu tarif olarak kabul edecegiz. Yine 
~arpmaya ait bilinen notasyonu kulianacak ve sonu<; 
donU$lim i<;in ~rpini kelimesini kabul edecegiz. Mesela, 
cc c;arp1m1 90° lik ardarda iki donmenin sonucudur. yani, 
180° kadar bir donmedir. ac Garp1m1 90° kadar bir don
meyi takip eden d~y eksen etrafmda bir yans1mad1r, ki 
sag ko$egen etrafmda bir yans1manm aymd1r (Bak. 
~ek. 91). Bu iki donli$limiln (ac)(cc) c;arp1m1 sol k~egen 
etrafmda bir yans1manm aymdir. 

<;arpimJrmz komUtatif degildir; yani, iki donli$Umil 
~rptigimiz s1rada degi$iklik olursa ~rp1mda fark mey
dana gelir: ~ek. 9 VIII ve 9 IX, $ek. 9 II de verilen ilk 
karenin ko$elerinin ac ve ca donil$limlerinden sonraki 
siralan1$ml gostermektedir; bunlann farkb oldugunu 
gorebiliriz. Bununla beraber, c;arpmam1z, adi ~ma gibi 
asosyatiftir; yani, p, q ve r gibi herhangi donli$Umler iGin 
(pq)r = p(qr) ozde$1igini elde ederiz. Buna $ilkilr ki 
herhangi bir ~rprmda parentez nedir bilmeyiz. Mesela, 
(ac) (cc), ( ( (ac)c)c) ile accc nin hepsi ayni donli$UmU 
gostermektedir (sol k6$egen etrafmda yans1ma). 

Bundan sonra Uc; a, b ve c basit donil$limlinden ibaret 
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<.:iimle ile ve basit doni.i!}i.imlerin sonlu fakat keyfi say1daki 
.c;a1·p1mlanyla gosterilebilcn biitUn doni.i!)i.imlerle ilgilene
cegiz. Gi.inki.i c;arp1m1m1zm asosyatifliginden oti.iri.i paran
ll'zleri kald1rmz ve elemanter i$lemleri kendi s1ralar1yla 
basit<;e kaydederck bu <;arp1m doni.i$i.imleri gosteririz, 
rnesela, alJb, cabb, accc gibi. Demek ki bunlart {a, b, c} 
alfabc.:;indcki kelimeler olarak gosterebiliriz. 

{a. b, c} alfabesinde baz1 kelimelerin sonsuz say1da 
olclugu a~ikard1r, fakat iki farkh kelimenin ayni donti$Umti 
gosterdigi vfil<i olabilir. Bu halde kelimelerin (',fit oldu
f,runu foylcmek ve C$itlik i<;in ah$llan notasyonu kullanmak 
1nbiidir. Okuyucu 

b=acc, 

ca=accc 

(1) 

(2) 

~itliklerini kolayca ger<;ekliyebilir. Bunlari ispat icm, 
ayni bir kareye denklemin iki yanmdaki donti$Umleri 
uyguJay1mz ve clde edilen kareleri mukayese ediniz. 

Keza, aa, bb, cccc kelirnelerinden herbirinin ayni 
donU$Umleri temsil ettigini gormek kolayd1r; buna karenin 
ko$egenlerini ilk konumlarmda b1raktigmdan o~lik 
di:inU~iimU denir. Bu donti$timle gerc;ek olarak hi<; bir !;eY 

degi$mediginden bunu A bo$ kelimesiyle gosteririz. (Bu 
kabultin cvvelki iddiay1 degi$tirmedigini ger<;eklemeyi 
okuyucuya b1rak1yoruz.) BOylece 

aa=A. 

Q.CCC= A 

dir. 

(3) 

(4) 

(5) 

(1) - (5) e$itliklerinin bOIUm 14 Un MisB.1 2 sindeld 
asosyatif hesabm uygun stibstittisyonlanyla mukayesesl, 

/. 4 
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bu hcsapla bir karenin don~i.imleri arasmda oir bag kuran 
a~g1daki ifadeye gotUrUr: 

Bir karenin basit d.On~imlerinin iki {(a1'p1m1, eyer 
ancak li~: ancak bf.ml.art g0steren kelimeler bOliim 14r 

Mislil 2 deki hc.'tapta denk ise birbirine e§ittir. 
(1) -- - (5) denklemlerinden, herhangi uygun bir silbs

titi.isyonun keyfi bir S kelimesine uygulam$mm e$it bir 
kelime husule getirdigi c;;1kar. Mesela, ca - accc silbsti
tilsyonunun bcac kelimesine uygularu$1 t>acccc kelimesini 
verir, fakat c;;arp1m asosyatif oldugundan lx:ac = b(ca)c 
vc bacccc = b ( accc) c yazabiliriz. E$it <,;arpanlann ~
p1m1 oldugundan bu iki denklemin sag taraflar1 ~ittir, ki 
sol taraflarm e$it olmas1 gerektigi anlamma gelmektedir. 
BOylece; herhanyi iki k~ kelime ~ittir. 

~imdi eger iki kelime asosyatif hesab1m1zda denk ise, 
o takdirde bunlara kaf'l>1hk gelen don~erin e$it oldu
gunu gostermek kolaychr. Eger S - T ise, o takdirde 
bunlara kar~1hk gelen ge~ilebilir zincirde her bir ild 
koml>U eleman C$ittir ve bundan otUrii s = T dir. 

Ka~1t1 da dogrudur: eger iki kelime e.Jitse, bunlar 
dcnktir. Eger iki kelime e$itse, o takdirde bunlarm irca 
edilmi$ kelimeleri de ~ittir. (Bu hemen $irndi ispatlach
g1m1z ifadeden c;;1kar.) Fakat irca edilmi$ kelimelerden 
ikisi e-,it degildir; ~k. 911 - IX da, ~k. 911 deki kareye 
irca edilmi$ kelimelere kal'!)thk gelen donti$Umlerin uygu
lam$mm sonucunu gostermekle anl8$1labilir. BOylece, ~yet 
iki kelime ~itse, bunlarm irca edllmi$ kelimelerl ayni 
olmahd1r, ki bu kelimelerin denk olmaSI demektir. 

S1rf formel denklik fikrine mti$8hhas bir geometrik 
anlam verdik ve mU~hhas geometrik problemin C(Yzilmii 
yerine denkligin belirlenmesini koyduk. Ustelik, bu tipten 
geometrik problemin ~tine alt genel bir metot olmak 
Uzere hemen ~1karllm1~ bulunan algoritma yine ortaya 
<;Jkmaktadir. Durum, Slrf $Ckli denklik probleminin ozel 
geometrlk, cebirsel, veya h8$ka yorumlan haiz olabildigt 
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oteki hesaplardakine benzemektedir. Matematigin her 
kolunda, bir hesapta iki kelimenin denkJigini ilgilendiren 
bit' ifade olarak formille cdilebilen tcoremlerin var oldu
gunu mubalagas1z s0yliyebiliriz. Bunu ilerde inceliyecegiz 
( bOJUm 2.5 e bakm1z). 

Sona gelmi~ken, oolUm 14 deki Misill 2 nin hesab1m 
vermi~ olmakla hatta, biraz daha basit, dogrudan dogruya 
(direkt olarak) bir algoritma kurabilecegimize ~ret 
edelim. Zira, bu hesapta iki keJimenin denkligini denemek 
i~in bir karenin buna ka~1hk don~Umlerini ~izrnek ve 
elde edilen kareleri ka~Ila~hrmak ye~i~ir. 

PROBLEM. {a, b} alfabesi ve 

aaa = bb, 

bbbb = A 

uygun siibstitti.syonlanyla tarif edilen asosyatif hesaba ait 
ke1ime problemini c;Ozilntiz. 



5. 0 T 0 M A T i K K 0 N T R 0 L L 0 
HESAP MAKINALARI 

16. tN.SAN TARAJ.'INDAN HESAI>LA~IA 

Bir algoritma, ozellikle pratik olam, ince ve kari$1k 
muhakemeler i.izerine dayand1gmdan aJgol'itmalarm kuru-
1U$U yiiksek derecede bir maharete ihtiyac gosterir. Fakat 
bir algoritma bulununra maksad1m bilmiyen bir kimse 
tarafmdan da bile kullamlabilir. 0 sadece, algoritma ile 
bir siirii gerekli i$lemleri yapmaga ve tam yonetmeligi 
verildigi $ekilde takip etmege muktedir olmak zorundadir. 
Biisbiitiin mekanik.sel $ekilde davranarak, algoritmas1 
diizenlenen tiptcn herhangi bir problemi c()zebilir. BOyle 
bir kimsenin «bir makina gibi» hareket ettigini s0yliye
biliriz; bunu tabii, algoritmanm kesinlik tabiatm1 kaste
derek mecazi olarak soyleriz, ama ilim ve teknigin ilerle
mesiyle, ciimle, gercek bir anlam kazarur. Problemi 
~zerken ne yaptlg1m anlam1yan (veya anlamak istemi
yen) bizim farazi $ah1s yerine, $imdi bir makina kullanmak 
miimktindiir. l!?te otomatik kontrollii modern hesap maki
nas1 ooyledir. 

Odevimiz bOyle makinalarm in$aSl ve i$lemesinin 
temel prensiplerini anlatmak olacaktlr. 

Once, insan kalkUlator ile yapllan algoritmik i$lemi 
inceliyecegiz. Bir a1goritmay1 takipte, bir kalkUlator 
~$itli nevileri (veya bilgileri) ahr, i$1er ve saklar. <;ogu 
defa rakamlar, harfler ve ba$ka semboller kullanarak 
onlan kag1t Uzerine kaydeder (onlan takdim eder). BOyle 

- 52 -
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bil' ~embol gurubuna <tl/abc diyornz. Mesela, cebirde adi 
harfler, say1lar, aritmetik i!;;lemlerine ait i!;;aretler, paran
tezler, v.s. ihtiva eden bir alfabe kullamyoruz. 

El ile yap1Jan bir hesap a!?ag1daki !;iU ti~ amili ihtiva 
eder Chak. $ek. 10 a). 

·Toplama 
makinas1 

Kag1t yaprag1 

lhtarlar 

(a) 
$ekil: 10 

Arit
mctik 
k1s1m 

Hatira k1sm1 

11112151 

0 00 00 25 11 
00 01 17 12 

15 

1. Bilyinin birikt i rili§i. ah~1ld1g1 gibi biitiin verile1'in 
Problem1n ,oztilmesitw ait ihtarlarla (algoritma) birlikte 
bir kag1da kaychyla yap1hr. Pratikte. tabii, kalkUlator 
her !$C'Yi kaydetmez. Baz1 ~eyleri hatmnda tutar (kag1ttan 
~iyade akhnda saklar). bazilarma ise kartlarda veya 
cetvellerde bakar. Bununla beraber bu, bazt arac;larm 
bUHin gerekli bilgilerin biriktirilmesi i<;in !;;art olmas1 et;as 
kf'yfiyetini karanhkta birakmamahd1r. Boylece, ~eklimiz
deki kag1t par,as1 deyiminden biWin bilgi saklanmasi 
Yolla1·1111 gostermesi anla!>tlmahdir. 

2. Bilginin iijlemnesi gerekli basit i~lemlerin algorit
mayla yap1lmas1 anlamma gelir. Bu, mekanik cihazlar 
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kullanmak suretiyle yap1hr; mesela, aritmetik i$lemler 
ilave bir makina veya hesap cetveliyle yapllabilir. Hesap
Jamamn her admu kag1ttan bir tak1m bilgiler (mesela 
sayliar) almaktan, onun Uzerinde ozel bir i$lem yapmak 
vc sonucu kag1dm belli bir yerine kaydetmekten ibarettir. 

3. /:jlemin k<Yntrolii., ya~, daha sonra hangi adlIIl 
alllacagmm tayini, kalkillator tarafmdan ihtarlarma gore 
yap1hr. 

17. HESAP MAKiNALARI 

Bir hesap makinasmm pargalar1 neler olur ve bunlar 
birbirine nasll etki eder? Bu sorunun cevab1, makinamn 
az cvvel anlatt1g1m1z gibi fakat insan. yonetimi olmadan 
i$lemler yapmas1 gerektigi keyfiyetine dayarur. 

llk once, makinanm, bilgiyi gosterebilmege yanyan 
bir alfabesi olmahd1r. Yaz1h semboller kullanmaktansa, 
makina Ge$itli elektrik voltajlar veya ~$itli miknatislenme 
halleri gibi fiziksel olarak ay1rdedilebilir ~rtlarla bilgiyi 
go~termektedir. 

Baz1 dli$Unceler sebebiyle 0 ve 1 denilebilen tam iki 
sembolden ibaret hir alfabe (ikili alfabe) kullanmak 
elvcri$lidir. Mesela bu alfabe yliksek bir voltajla ve al<;ak 
bir voltajla (veya ak1mla ve ak1ms1z) kolayhkla takdim 
edilebilir. Bundan b~ka, en basit lojik i$lemlerin $U iki 
degerden birini alabilen degi$kenler Uzerinde yaplldlgt 
hesaba katilmalld1r: dogru veya yanh$. Bununla beraber, 
bir alfabenin se<;ili$i ile bundaki bilgi takdim metodunun, 
yap1 hakkmdaki bilgimiz ve bir makinanm i$1eyi$i iizerin
de bir dayanag1 yoktur. Bundan otiirli ikili bir alfabe ile 
ikili bir hesabm ( daha ah$lk oldugumuz ondahk sistem 
yerine) modern makinalarda kullarula geldigine i~ret 

ctmekten ba$ka teferriiata dalm1yacagtz. 
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BOylece makinaya konulan bilgi gibi, hesaplama s1ra
smda meydana getirilen bilgi de, birtakJm fiziksel para
met rcler ~klindedir. llgilendigimiz bu hallerde, bUttin 
bilgiler say1sal olarak $ifrelenmi!)tir. Ozel olarak, maki
nanm takip etmesi gcreken algoritmanm kendisi bir 
say1lar listesi i;;eklinde $ifrelenmi$tir. Makinada yerine 
getirilmek tizere yaz1lm1!) bir algoritmaya 'PTDgram. ad.I 
vcrilir. Program bilginin, makinanm tizerinde u~ugi 
en onemli k1sm1d1r. 

$ekil 10 a da g&terilen el ile hesaplama halinde 
<>ldugu gibi makina, sakbyan, bilgi i!?}iyen ve ~lemeyi 
kont l'Ol eden k1t31mlari haiz olmahd1r (hak. $ek. 10 l>): 

1. Haf1za (Hat1ta) kl.mu kag1t Odevi gori.ir. Burada, 
makinanm «dilinden», bilti.in gerekli bilgilerle birlikte 
p1·ogram kay1tbd1r. A!)ikar ki, ooyle i!)leri goren bir k1sun 
in~a edilebilir. Mesela habra, tizerinde gerekli $ifreli bll
-ginin saklandig1 adi bir banttan ziyadc manyetik bir bant 
H<>yp, $Crit) olabilir. Bir makinamn habra k1srm, adrea'leri 
denilen say1larla markalanrru!) hiicrelere ooliinmii$1:Ur. Her 
bir hi.kre bilginin $ifrelenmi$ bir mUfredatm1 saklamaya 
gti<;li..idUr veya saklar; daha once zikrettigimiz ooyle biitiin 
bilgiler say1sal !)ekildedir. 

Pratik makinalarda hatlra gorevi katot I$1Ilh tiiplerle, 
manyetik kasnaklar, manyetik sargilar veya bu cihazla
rm birkac;mm bir araya getirilmesiyle yapllabilir. Bununla 
beraber, bunlar1 bfrblrinden ayirdetmege zorunlu degillz 
,.c maksad.lm1z ff;f n hahra klsm1m bir tek illetten mesell 
bir manyetik banttan ibaret farzedeceglz. 

2. Aritmetik ki8mi hemekadar kurulu!} prensiplerl 
farkh ise de kasa kalkillatoriiniin oynad1gi rolUn ayrum 
oynar. Bu verilen bir i!}lemi (mesell iki sayimn toplan
masm1), ~leme kattlan sayilan g&teren elektrik 1$aret-
1erini, elektronfk olarak, eonucu gijsteren elektrlk f$8retler 
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haline <;evirerck yapar. Giri$ i$<U'etleri, sakland1klan 
hatlra hi.icresinden aritmetik klsma ge<;erler, sonucu 
gosteren <;1k1$ i$<U'etleri de, saklanacaklan hticreye gider
ler. Bu ~matik olarak ~k. 10 b de gosterilmi$tir, burada 
11 vc 12 hi.icrelerindeki sayllar toplanID1$ ve toplam 15 
hi.icresinde saklanrm$t1r. Belirli bir zaman devresinde bu 
i$lemin makinayla yap1lmas1 i~in, devrenin ba$mda 11 ve 
12 hi.icrelerinden aritmetik kisma, ve aritmetik .kJ.51mdan 
15 hUcresinc baglantllar yap1lmahdlr aynca arilmetik 
k1s1m aynlan i$leme (bu halde toplamaya) hazir olmalldir. 

BUti.in bunlar kontrol k1sm1yla yaptlir. 

3. Kontrol kisrru $ek. 10 a da kalkillatori.in kendisi 
tarafmdan yap1lm1$ gorevlerden sorumludur. Kontrol k1srru 
hesaplamanm her ad1mmda gerekli i$lemin yap1lmasma 
ait $<U'tlar1 kurmahd1r. 0, her bir i$leme katilan bu 
«say1lan 1 (hahra hi.icreleri, aritmetik klsma giri$ hatlan, 
v.s.) baghyan bir telefon &antrah gibi Gah$1r. Mecazi 
anlamda sozedcrsek, kontrol bloku yonetime ait progranu 
danI$1P gorti$tir ve sonra makinanm yap1lacak i$1eme 
kattlan o par<;alarma ozel emirler verir. 

18. MAK1NA tHTARLARI 

Her makina yapabildigi belirli bir ihtarlar tak1m1yla 
karakterize edilir. Her program ihtarlarla yard1mc1 sayi
lann (parametreler) ozel bir kombinezonundan ibarettir; 
bunlar hatlra hi.icresinde sak11dir. Baz1 makinalar mesela 
rus BESM gibi, ihtarlar iGin iiG adresli • bir formayt 
haizdir: ihtar dort sayidan ibaret bir 

•) F.n ('Ok tl<'ari maksatla lmal edllen mak1nalar blr adresll mnklna· 
lnrdtr. :.1AN1AC'lur alb! lkl adre~ll maklnalar da vardrr. 
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dizisiyle gosterilir ki bunlarm birindsi i$lemi, ondan son
raki ikisi muhtevalar Uzerinde i$lem yap1lacak iki hticrenin 
adresleri, dordUncUsti ise ic;inde sonucun saklanacag1 
hUcrenin adresini (hepsi U~ adres) gostermektedir. 

Her bit· ihtar tek bir hUcrede, rakamJar1 gooterilen 
anlamlan haiz dort guruba aynlm1$ bulunan bir say1 
$eklinde yapllm1$t1r. Mesela, ~ek. 10 b de, 1 hticresi 1 11 
12 15 sayllarm1 ihtiva etmektedir ki «11 ve 12 hitcrele
rindeki say1lan topla ( 1 i$lemi} rn soniwu 15 hucresinde 
sakla» ihtarma ait $ifredir. (Rakamlan so!dan saga dogru 
iki$er iki$er guruplara ay1rd1k. Bu kabul bundan sonra 
kullamlacakt1r.) 

<;ok defa bir makinaya ait bir kac; dtiztine ihtar 
vard1r . En c;ol< ortak olarak kullamlanlardan baz1lan 
$Unlardir. 

1. Aritmetik ihtarlar: 

a} 1 ~ y o ~ daki say1y1 y daki say1ya ekle 
toplam1 o da sakla. 

IJ) 2 ~ y o - (3 daki say1dan y daki say1y1 <;Ikar 
ve fark1 o da sakla. 

c} 3 ~ 'r o - ~ daki say1y1 y daki say1yla ~rp 
ve c;arp1m1 o da sakla. 

d) 4 ~ y 0 - $ daki say1y1 y daki say1yla ool ve 
bOJUmU o da sakla. 

~. Atlama ihtarlan: 

e) :'i 00 00 o - o da sakh bulunan ihtara devam 
ct (§arts1z atlama). 

") Gene! eA'llim c:ok say1da ihtarlt maklnalara dogru gltmektedlr. $imdl 
bir c:ok makinalar1n yiizlerce lhtari vard1r. Bunlardan blrl (Rice 
1nstitull' maklnas1l 8000 kadar lhtar1 haizdir. 

! ~ 
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f) 5 01 y o - $ayet y ancak ve ancak pozitif 
bir say1 ihtiva ederse o da sakll 
ihtara devam et. 

g) 5 02 yo - $ayet y ancak \·e ancak negati( 
bir say1 ihtiva ederse o da sakh 
ihtara devam et. 

3. «Dur> emri: 

0000000 Dw·. 

Siralad1g1m1z ihtarlar meyanmda, Uzerinde dunmya
cag1m1z lojik ihtarlar denilenleri ve daha baJ>kalar1 mev
cuttur. Yukarda verilenler geni~ ol~deki <;e!)itli prog1·am
lal' kurulmru:ma yetmektedir. 

lhtarlar makinayla ~gu defa hatirada ge<;tikleri sira 
dahilinde yap11Jrlar. Bu emirden du~ar1 c;1k1~lar sadece bir 
atlama ihtarmm yerine getirilrnesiyle mUmkUndilr •. 

Makinamn i5leyi~i devreler halinde olur, ki bir devre 
sliresincc> bir tek ihtar yap1hr. Her bir devrenin ba$J.nda 
yap1larak ihtarlar1 ihtiva eden hatlra hUcresinin muhte
valan kontrol k1smma getirilir. Bu halde kontrol kISmI 
ihtar1 yerine getirmek ic;in gerekli baglantllar1 yapar. 
Bundan sonra daha sonraki ihtar kontrol k1sm1 tarafmdan 
hattradan getirilir, ve kontrol k1sm1 tarafmdan yap1hr, 
ila.: bu i$ bir dur emriyle makina duruncaya kadar sUrer. 

BOyle bir kontrol k1smmm teknik imkim hayret 
verici olmamahdir. Esas olarak, telefon etmenin, elektrik 
~retler vas1tas1yla ozel hata otomatik olarak g~irildigt 
telefon santrahmn herhangi bir kadranmdaki olandan 
fazla bir tertibata ihtiyac1m1z olmaz. 

Hesap makinalarmm Uc; temel parc;asm1 inceledik. 

•) EDSAC ve IBM 6.'IO glbl manyetlk kasnaklt maklnalar bu eeklldeld 
stralI tarzda <.'Rhemaz; bunun yerlne her blr lhtar ondan sonrald 
lhtarin yerlnl bellrler. 
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Gel'<;ekte b~ka onemli k1sunlar da vardir, ozellikle bilgiyi 
makinaya sokmaga ve makina operatortine sonu~ar1 

iletmege yariyan k1s1mlar bunlardandlr, fakat bunlar 
makinanm i~lemesi prensiplerini inceliyecek veya onlann 
matematik ve lojik imkanlarim aG1klayacak kadar onemli 
degildir. Bu sebepten, bundan ooyle bilginin makinaya 
konabildigini ve onun dogrudan dogruya hahra k1sm1 
.Yoluyla okunabildigini farzedecegiz. 



6. P R 0 G R A M L A R 

( Makina Algoritmalar1 ) 

Bu bolilmde ti<; -adresli makina i<;in yaz1lm1$ prog
ramlardan bir ka<; ornek veriyoruz. Bu programlar daha 
once incelenen algoritmalardan elde edilmi$tir. Bunlar $U 
ifaclenin anlam1m a<;1klamak tizere tahlil edilmi$lerdir: 
Bir makinanin i~lemesi ona kon'ldan program'la. kontrol 
edilir. Yani, i$lemlerin yaplldlgi emri nenin tayin ettigini 
ve cogu defa uzun i$1em zincirleri ihtiva eden Goztimlerin 
nispeten az say1da bilgilerle nas1l kontrol edilebildig ini 
gosteriyoruz. 

Makina ihtarlarma ait notasyon ooltim 18 de g0ste
rilene benzer. 

19. LTh'EER DENKLEMLER tc;'tN 
BtR PROGRAM 

A$ag1daki denklem sistemi i<;in bir program yazahm: 

ax + by = c 

dx +.ey = f. 

Belirsizlikten ka<;mmak i<;in a, b, c, d ve f katsay1-
larmm 51 le ba$hyan ardI$Ik hatira hticrelerinde saklan
d1g1m farzedelim: 

-60-
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Adres Muhtcvalar 

51 a 
52 b 
53 c 
54 d 
55 e 
56 I 

31-50 hticrelerini de hesabm ara ve son sonuc;larma 
sakhyahm. 

Denklemlerin ~ztimti 

ce-fb 
~· - ' 

cre-bd 
dir. 

af-cd 
y

ae-bd 

<;oztimti elde etmek i<;in alh c;arpma, Uc; c;1karma ve 
iki oolme yapmahdir. Bu yiizden programumz, 01- 12 
hticrelerinde sakh oniki ihtardan ibarettir: 

Adres 

01 
02 
03 
04 
05 
06 
07 
08 
09 
10 
11 
12 

ltfuhtevalar (ihtarlar) 

3 53 55 31 
3 56 52 32 
3 51 56 33 
3 53 54 34 
3 51 55 35 
3 52 54 36 
2 31 32 37 
2 33 34 38 
2 35 36 39 
4 37 39 40 
4 38 39 41 
0000000 
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lhtarlar kontrol k1smma getirilir ve birbiri ardmca 
yap1hr. Bi.itiin dizi tamamland1ktan sonra, 31 - 41 hi.icre
leri ~g1daki sayJ1ar1 ihtiva eder: 

Adres Muhtevalar 

31 ce 
32 f b 
33 af 
34 cd 
35 ae 
36 bd 
37 ce- fb 
38 af - cd 
39 ae - bd 

40 
ce - fb 

ae - bd 

41 
af-cd 

ae - bd 

Burada hesaplamanm bi.iti.in ara sonuc;lar1 keza niha.i sonuc; 
( 40 ve 41 hUcreleri) bulunmaktadlr. 

20. ITERASYON f0STELEME) 

A~g1daki n denklem sisteminin f;Ozllmlerini bulal:un: 

a.x + b.y = c., 

d.x + e.y = /1, i = 1, 2, .. . ' "· 

Bu probleme ait algoritma, bu tipten bir denklem 
sistemine ait olanmm tam n defa tekrar1d1r. BOylece, 
oolUm 19 dakinin t1pkl basit bir ge~letilmesi olan 6't 
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hahra hUcresinde sakh 611 parametre5i ve toptan lln t 1 
ihtar1 bulunan bir algoritma kurmak koJay oJurdu. Bu 
ihtarlardan ilk 11 i ilk sistemin c;Ozilmi.inti, ikinci 11 i 
ikinci sistemin c;ozilmtinil ila n defa hesabeder, (lln f- 1) 
inci ihtar da dur emridir. 

Bununla bcraber, programm hacmindeki bu bilyUk 
art1~ onemsenir degildir ve bundan kurtulunabilir. Kay
dedelim ki 11 jhtardan ibaret her bir seri onu onceliyen 
seriJerden ihtarlarda gozilken adreslerin degi~tirilmesiyle 
elde edilebilir. Ozellikle, ~yet 6n parametre 7 hilcresin
den b~hyarak sira ile saklamrsa, 0 takdride, oolUm 19 
daki programda ilk alhsmm herbirindcki ilk iki adrese 6 y1 
eklemekle ikinci denklem sisteminin c;Ozillmesine ait bir 
algoritma c;1kar. Sonu~lar1 ayr1 tutmak ic;in 10 ve 11 hilc
reler!ndeki son adresleri de her seferinde 2 kadar art1r
mam1z gerekir. BOylece oolUm 19 daki algoritmay1 sekiz 
adres-degi§tirme ihtan vas1tas1yla daha gene) hale gen~
letebiliriz. Once 25 ve 26 hilcrelerine iki parametre 
Yerl~tirelim: 

Adres 
25 
26 

llave sekiz ihtar ~unlard1r: 

Adres 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 

Muhteoo 
0 06 06 00 
0 00 00 02 

Muhteva 
1 01 25 01 
1 02 25 02 
1 03 25 03 
1 04 25 04 
1 05 25 05 
1 06 25 06 
1 10 26 10 
1 11 26 11 
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01- 19 ihtarlan yerinc getirilctikten rnnra, 40 vc 41 
hikreleri cvvelki gibi ilk denklem sitcminin c;ozilmilnti 
ihtiva eder, 01 - 06 vc 10 - 11 hUcrelcri ise a$ag1daki 
degi$tirilmi$ ihtarlan ihtiva eder: 

Adres 
01 
02 
03 
04 
05 
06 
10 
11 

Muhtern 
3 59 61 31 
3 62 58 32 
3 57 62 33 
3 59 60 34 
3 57 61 35 
3 58 60 36 
4 37 39 42 
4 38 39 43 

BOylece, ~yet 01 -19 ihtarlar1 tekrar yerine getirilse, 
ikinci denklem sistemi <;OztilmU$ ve ~ztim 42 ve 43 adres
Jerinde saklanm1$ olur. Bundan ba$ka. 01- 06 ve 10-11 
ihtarlarmdaki adresler ondan sonraki ilmekte denklem 
sistemini <;Ozecek tarzda degi$mi$ olur. 

Bu 19 ihtan elimizde bulunan denklem Bistemi kadar 
tekrar ettiktcn (ve devamla btitUn denklem sistemini 
c;ozdilkten) ~onra makinay1 nasll durduracag1z? Bunun 
ic;in 0 00 00 01 ve n (11 denklem sistemi say1s1d1r) para
mctrelerini s1rayla 27 ve 28 hticrelcrinc yerle$tiririz ve 
daha once ortaya c;1karllan 19 ihtara 8$agidaki Uc;Unil 
Have ederiz: 

Adre.~ 

20 
21 
22 

Mtthtcra 
2 28 27 28 
5 01 28 01 
0 00 00 00 

20 ihtar1. 01 - 19 ihtarlannm birbiri pe$ine tekrar1yla 
28 hticresinin muhtevasma mtincer olur. 21 ihtan 01 

. 
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adresine kontrol intikal ettiren bir su;rama ~rtu:hr ve 
28 deki say1 pozitif oldugu silrece yerine getirilir; icra 
edildigi her seferde makinay1 bundan sonraki denklem 
sistemini ~ozmek tizere oteki ilmege ge~irir. BOyle n 
ilmekten sonra, bilttin denklemler <;ozillilnce, 28 hilcresinin 
muhtevas1 s1f ira mtincer olur ve 21 ihtarmm ~ Sl~a
mas1 yapllmaz. Bu takdirde makina ondan sonraki ihtara 
(hticre 22) geGer ki bu makinay1 durdurur. 

SOylenilenlerden a~1k~a anla$1hr ki n denklem siste
mini ~zmekten ibaret ortaya atilan problem 01- 22 hilc
relerinde bulunan programla ~ozillmil$ olur. Bu programm 
Yap11S1 a!)ag1daki diyagramda gosterilmi$tir •: 

lhtarlar Parametreler 
01 25 0 06 06 00 
02 26 0 00 00 02 
03 27 0 00 00 01 
04 28 " 05 Aritmetik 
06 
07 I$1emler 
08 
09 
10 
11 

12 
13 
14 Ad res 15 
16 Degi$mesi 
17 
18 

I 19 ---
20 I llmlk say1m1 

----
21 ! $arth s1~rama i 
22 L_ Dur --') Ad res del"chml!sl pratlkte oyle onemll olmata ytiztutmuttur kl en 

f. 5 
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21. EUCL1DE'SEL ALGORlTMA 

Bundan sonra iki a ve b say1smm en bUyilk ortak 
oolenini bulmak i!;in bir program d~Unecegiz. 1lk a ve b 
sayilar1ru srrayla 12 ve 13 hticrelerine yerle!jtirip 14 ve 15 
hticrelerini ara hesaplamalar i~in al1koyuyoruz; makina 
durunca sonu<; 15 te goztikilr. Program, ooltim 1 de verilen 
Euclide'sel algoritmadan kurulabilir. 

Adre.~ 

01 
02 

03 

04 

Muhteva 
1 12 05 15 
2 12 13 14 

5 02 14 06 

5 01 14 09 

05 0 00 00 00 
06 1 13 05 12 
07 1 15 05 13 
08 5 00 00 01 
09 1 13 05 12 
10 1 14 05 13 
11 5 00 00 01 

A~kl.ama 

12 nin muhtavesm1 15 e g~ir 
12 ile 13 i.in ki.ini.in fark1m 14 e 
yerle§tir 
14 Un muhtevas1 negatifse 06 ya 
atla 
14 tin muhtevas1 pozitifse 09 a 
atla 
Dur 
13 Un muhtevas1ru 12 ye naklet 
15 in muhtevaSlm 13 e naklet 
01 ihtarma !}arts1z atlama 
13 Un muhtevasm1 12 ye naklet 
14 Un muhtevasm1 13 e naklet 
01 ihtanna !jarts1z atlama 

11k iki ihtar yaplldlktan sonra $unlar elde olunur: 

Adres Muhteva 
12 a 
13 b 
14 a-b 
15 a 

bUyUk maklnalar bunu daha otomatlk olarak yapacak lizel clhazlara 
mallktlr. 
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Eger a- b = 0 (yani a= b) ise, bu takdirde 03 ve 
04 ~th nakilcri atlanarak makinay1 durduran 05 yerine 
getirilir. Bu halde 15 hilcret:li ~ikar olarak gerekli sonucu 
ihtiva eder (oolilm 1 deki 3 ihtar1yla mukayese et). 

a - b < 0 (yani a < b) ise, bu takdirde 03 ihtan 
kontrolU 06 ya g~irir, ve tiununla 07, a ile b nin 12 ve 13 
hUcrelerindeki yerlerini degi~ tok~ eder (bolilm 1 deki 
4 ihtar1yla mukayese et). O takdirde 08 ihtar1 kontrolU 
~s1z olarak 01 e tekrar nakleder ve makina diger ilmige 
g~er. 

a - b > 0 (yani a> b) ise, bu takdirde 03 ihtarma 
bakllmay1p 04 ihtari kontrolli 09 a nakleder. 09 ve 10 
ihtarlar1 12 ve 13 teki a ve b sayllar1 yerine s1rayla b ve 
a- b sayllanm yerl~tirir (oolilm 1 deki 5 ihtar1yla 
mukayese et). Bu halde 11 ihtar1 kontrolil ~siz olarak 
01 e nakleder ki bundan sonra diger ilmik ba~ar. 

Bir ilmik dizisi, 12 ve 13 hilcrelerinde bir 

(ai.bi), (a2,b .. ), ... ,(a, b ), (a , b ), ... 
- i i i+l t+l 

say1 dizisi 15 hilcret:linde de o kadar defa bir 

a1, a2, · · ·, a , a , · · · , 
i !+l 

say1 dizisi meydana getirir ki 12 ve 13 hilcrelerinde 
Ca., b,) ~it say1lan goztiksiln. Bu halde 05 ihtar1 ma.ki
nay1 durdurur ve a. sonucu 15 hticresinde bulunm~ olur. 

22. HESAP MAK1NX\LARININ t~LEMESt 

Evvelki ti<; misal otomatik hesap makinalarmm 8$ag&
daki iki temel prensibini ac;1kc;a aksettirir: 
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1. Prograrmn ihtarlari onceden ayrtlan oyle bir 
su·ayla dizilmi§tir ki makina genel olarak prograrm yerine 
getirmeye devam eder. Bununla beraber makina, ~itli 
ara sonu~larm nevine bagll olarak, kendi kendine hesabm 
ak1§1ru degi§tirmege kabiliyetlidir. $arth atlama ihtarlar1 
i§e sokularak bu yaptlir. 

2. Makina, nispeten klsa bir program kullanarak 
olduk~ uzun bir hesab1 yapmaga elveri§lidir, ~Unki prog
ramm ~itli k1s1mlari otomatik olarak tekrar edilebilir 
veya gozden g~irilebilir. Program, sayi.sal olarak §ifre
lenmi§ ve hatira k1smmda aynen diger herhangi bir verinin 
$eklinde saklanm1§ olduguna gore hesaplama silresinde 
makina tarafmdan kendisi de degi§tirilebildiginden (mese
Ja, bir kac; ihtarda adresleri artirarak veya azaltarak) bu 
mi.imkUndi.ir. 

Bu prensipler ayni zamanda nevi itibariyle (aritme
tik) hesaba gelmedigi bu kadar a~1k olan problemlere ait 
makinamn i§lemesinin karekteristigidir. Mesela, Theseus 
algoritmasm1 (bir labirentte arama) veya kelime proble
mine ait bilinen bir algoritmayi bir tak1m asosyatif hesap 
cinsinden programlamak mUmkUndUr. Fakat bunu yapmak 
ic;in, makinanm, yukarda gozonUne alman basit aritmetik 
hesapta kullamlanlarla birlikte bir kac; ilave elemanter 
i~lem de yapmas1 gereklidir. Bu modern elektronik mald
nalarda ya.pilabilir, oyle ki ayni makina sadece program 
degi$tirt'rek bir c;ok tipten problemi ~ozdUrebilir. 

23. HESAP MAKlNALARINIX KULLANILI§I 

Sadece matematikte degil bir c;ok be$eri faaliyetlerde, 
$eklen tam bir ihtar dizisi halinde (algoritma) ifade edile
bilmi$ ve bir makina ic;in programlanm1§ i§lemler vardlr. 

1 

Mesela, defter tutmada ve iktisadi planlamada verilenin 

• 

. 
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tahlili ve i~lenmesi ile dengenin derleni~i deg~mez usilllere 
gore uzun basit i~lemler zinciri ile yap1hr. ObUr hallerde 
henUz kesin, mUkemmel algoritmalar yoktur, bununla 
bel'aber bir gUn boyle algoritmalar formi.ille$tirilebilip 
mUkemmele~tirilecektir. Mesela bir dilden obi.lIUne tercti
me hakkmda bu gerc;ekle$mi$tir. Herhangi iki dilde sen
taksin (nahiv, cUmle bilgisi), morfolojinin (kelime bilgisi) 
ve kelime kullaruh$mm yeter derecede sistemli tahlili 
verilirse, tercUmeye ait tatmin edici bir algoritma, mesela, 
bir dilden obUrtine ilmi veya ticari metinler kurmak mtim
kUn olur. (Baz1 dil Giftleri i<;in $imdiden ooyle algoritma
lar elde bulunmaktad1r.) 

Kisaca bir makinanm ba~r1h ~kilde bir oyun oynama 
imkamm dU$Unelim. Once, prensip olarak oolilm 7 deki 
algoritmaya gore en elveri$li stratejiye ait makina dilinden 
ihtarlar yazmak mtimktindUr. Uygulama alamnda bu 
~dece epcyce ki.i<;Uk agac;h bir oyun, mescla 4 ve 5 ooltim
lerinin, kibrit say1smm hay1i az oldugu kibrit oyunlan 
gibi oyunlar icin mUmkUndUr. Sonra, eger biri $imdiden 
bir OyUn icin en elveri$li bir strateji bilse bunu bir makina 
i<;in Programlar. Hakkmda hie; bir stratejinin bilinmedigi 
veya bilinen stratejilerin kullamlmasmm kaba oldugu, 
kan$1k oyunlar halinde, bir kimse sadece oyunun k1smi 
~~hlili tizerine kw·ulu metotlarla yetinmiye kendini zorlar, 
i<i bu metotlar oyunun taktikleri denileni te$kil eder. 
Mesela satrancta, $aha cok bUyUk say1da, vezire daha az 
~ayida, ruhlara (kale) daha da az say1cia ila, paytaklar 
(piyade, piyon) en kUctik degeri haiz olmak tizere nok
t~lar ay1rarak, parcalar (satranc; ta$lar1) ic;in bir deger 
~istemi ku1·mak mi.imkUndUr. Bundan ba~ka, konumlarm 
ustUnltiklcrine deger bic;iyoruz ( hareket kabiliyeti, satranc 
~a~tat;1 01:tasmm kontroli.i, $Uhm korunmas1, v.s.). Beyaz
ai a ve s1yahlara ait noktalarm toplam1 arasmdaki fark 

oyunun her ad1mmda beyazm konumsal Ustiinli.igtinti 
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karakterize eder. En basit algoritma, verilen bir konuma 
ait mfunkUn bUtUn hareketlerin listelenmesi ve sonra 
deger sistemleri tesis edili$i gorti~ noktasmdan en bUyiik 
tisttinltigti verenin s~ili~inden ibarettir. Daha iyi fakat 
daha ·kan~1k algoritma tic:; veya dort ardI$Ik hareketin 
mUmkUn bUtUn kombinezonlarmm inceleni$inden ve bu 
esasta en elveri$li hareketin se<;ili$inden ibarettir. 

SOylediklerimi:tden, kac; ge~it zihinsel gorevin belirli 
bir algoritmaya gore yap1labildigi daha berrak hale gelir. 
Bi.ittin bu hallerde, prensip itibariyle, otomatik kontrollti 
bir makinaya ait i$lemleri programlamak mtimktindtir. 
Ozel olarak, dil tercUmeleri ve satram; oyununa ait prog
ramlar yaz1lm1~ ve makinalarda ba~r1yla ylirtiti.ilmti~i.ir. 
(Bibliyografya [51 e bak.) 



7. " A LG 0 R IT MA.. N I N DA HA 

KESIN TARIFI GERE~I 

2t. AUiOR1TMA.LARIS VARLIGI 

Bundan onceki incelemelerimiz algoritmalarla hesap 
makinalar1 arasmda bulunan s1k1 bag1 ortaya koymakta
d1r. A~ikar olarak, makinayla yapllabilen herhangi bir 
i~lem bir algoritma ~klinde yaz1labilir. ~1t olara.k, 
$imdiye kadar kurulm~ olan bilttin algoritmaJar, keza 
ilmin $imcUk( durumunda kuru1mas1 umulabilenler, prensip 
itibariyle makinayla yapllabilir. 

Son ifade biraz ac;-1klamay1 gerektirmektedir. Daha 
on<'f' gordligtimliz gibi. algoritmanm hali haz1r uygula
mas1 gcni$lemege pek egilimli gozlikmektedir, gerekli 
hiitUn biJgiJerin kay1t i~i pek bilytik olacaga benzemekte
dir. Otc yandan, makinarun hatira k1s1mlar1 sm1rh bir 
kapsam1 haizdir ( c;-Unki habra hilcrelerinin say1s1 sonlu 
ve herbirinin kapsam1 sm1rhd1r). Bundan otiirii, mevcut 
$artlar ic;inde bir algoritmamn, yerine getirilmesi imkln
s1z olmak durumuna yiiz tutmaktad1r. 

Bu Euclide'sel algoritma ile a.;1klanabi1ir. tki saymm 
en biiyiik ortak oolenini bulmaktan ibaret olan pek basit 
Problem eger mevcut olandan daha f azla kag1t ve miirek
kebe ihtiya~ gosterirse elle yapllamaz. Benzer $ekilde bir 
Problem, makinada olandan daha fazla hatlra yeri gerek
tirirse <;OzUJemez. 

Bu hallerde, $8Yet sonlu say1da adlmJarla (hatta bu 
say1 pek biiyilk te olsa) gerekli sonuca gotiiriirse bir 
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algoritmaya ger((eklenebilmesi mumkUMdiir deriz. ~ka 
deyifle, 8llUl'SlZ habra kapsanuru haiz bir makinada algo
ritmay1 kul1anmak mUmkiln olur. 

Algoritma ftkriyle, sonsuz kapsamh bir hatiras1 olan 
otomatlk bir maldna flkri arasmdaki bag, herblrinin daha 
aQk anJ8'llmaslna yol a~. Bununla beraber, bunlann 
bag1 Uzerine biitUn belirttlklerimiz icln, bu fikirlerin her 
ikisini kesin olarak henUz tarif etmif degillz. Algorltmalar 
(ve, aym zamanda, otomatik hesap makinalan) kavra
mmm tam matematik bir tarlfi 1930 a kadar meydana 
getlrllememlttl. Neden, bir kac 881r boyunca matematik
ciler, fl&hsi kunmtu duymadan ~ ohmyan bir algoritma 
kavram1na g&yummUllarchr? Neden matematiksel ince
lemeye yeter derecede d<>lru blr tarlf lcin 1Jlddetll blr 
ihtiyac ancak yakmda meydana ~! 

Daha once calgoritma> deylml matematlkte, bir 
algoritmmlttl oorltgatlltl iddfantltt1 dai1na bOyle bir aJ,go
ritman1n tarifi111e efli'k etmif ~ mUft.lhhas algoritma
larla bagttltll1 olanl'k ~ifti1". Bu '8l'tlar altmda yalmzca, 
lfekli lhtarlardan ibaret slstem1n herbangi bir verlye 
uygulandlil zaman ger<,"ekten aranan aonuca kendi kendlne 
gotiirdUgiiniln gtisterllmesl gerekll ldl. Baylece her ne 
kadar her matematikci, deyimln ne anlama geldlgine dalr 
temel flkre sahlp idlyse de, algoritma kavrammm kesln 
tariftne alt ihtiyac a.sJa ortaya cikmamlfbr. Bununla 
beraber, matematik ilerlemenln akllJlllda. bu durumu IWkHl 
olarak ~iren olaylar birlkmete bqladl. Harekete 
getirif; kuvvetl, matematlkcilerin glttlkQe genelleten prob
lem tiplerlnl c&zmete glttikce gUcIU olan algorltmalar 
kurmak tabli istegi haline geldl. 

Kare kok almaga yanyan algorltmayi hatlrlayuuz. 
Bu problemi genelleftlrmeil lstiyebllirdlk: verllen her
hangl bir sayin1n herhangi kuvtetten k6ktlliU bulmala 
yanyan bir algorltma kurmak. BOyle blr algorltma kur-
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manm daha gi.ic; olacagrm ummak tabiidir, fakat buna 
sa.hip olmak ilgi <;ekicidir. Hatta daha ileriye gidebiliriz. 
Bir a say1smm n nci kuvvetten kokilnil bulma 

x 11 -a=O 

denklemini <;ozme ( denklemin koklerini bulma) anlamma 
geJmektedir. Daha da genel olan ~u problemi formille 
edebiliriz: 

n gel'i-§igiizel pozitif bir sayt olmak uzere 

a X 11 -1- a x•1- 1 + ... + a.x ; a .. = 0, c•) 
II 1'-1 

~eklindeki he1·hangi l>ir denklemin biitiin koklerini bulmaga 
yanyan bir algoritma kurmak •. 

BOyle bir algoritma kwmak daha da gil~ttir. Gercek
ten, denklemler teorisinin esas muhtevas1 tam bu algorit
may1 kurmaktan ibarettir; bunun btiytik onemi vard1r. 

2a. SONU(' (;IKARAB1LME (1ST1DLAL) PROBLEM! 

Verilen misaller gittik~e daha genel tipten problem
leri <:ozmege gittikc;e daha gi.ic;lti algoritmalar bulmakta 
rnatematikc;ilerin tabii <;abas1m gostermektedir. Bittabi 
< ) :;;eklindeki bilttin denklemleri ~zme misali gidilebili
nen s1mn gostermez. $ayet gittikc;e genelle~n algoritma
lari bulmaga ait bu istegi sonuna gotilnnek istersek ~u 
Problemi gozonilne almaktan ka~mmamanuz gerekir: 

Herhangi bir matematik problemin ¢zUlmesine ait 
<tlgol'itma kurmak. 

•) Dahn kesln olarak, herhnngi k tam say1s1 lcln, l/tOk den dnha 
Yakinhkla doltru olan koklerln ondallk yaklas1tuu bulmak. 
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Bu oyle bir genel problemdir ki btittin olarak mate
matige ktistah bir meydan okuma say1Im1$tlr. Bu arada 
«herhangi bir matematik problem>in ne anlam ta$1d1gmm 
a~1k olmad1gi hususu Uzerinde tenkit ytirtitUlebilir. Ayni 
zamanda ooyle bir problemin btiytik ilgi c;ekiciligi $liphe 
gotiirmez. 

Bu problemin kendine has hikAyesi vard1r. Btiytik 
Alman matematik<;isi ve felsefecisi Leibnitz (1646-1716) 
herhangi problemi ~ozmekte tam $limulti bulunan bir 
metot tasarlad1. Gticii d1~nda olmakla beraber, onun k~
fedilecegi zamamn gelecegini ve o zaman matematik~iler 
arasmda herhangi bir muhakemenin kendl kendine kalem 
ve kag1tla dtizenlenecegini dti$Undti. 

Daha sonra problem, matematiksel lojigin en Unlti 
problemle.rinin biri, sonu~ etkarabilme (istidl.al) problemi 
halinde bir incelik almI$tir. Problemin tam ele almt$I 
ic;in yerimiz olmad1gindan, bunun daha ziyade genel hat
lar1n1 c;izecegiz. 

Bilindigi gibi, matematikteki aksiyomatik metot 
verilen bir teorideki bi.ittin teoremlerin ispats1z kabul 
edilen belirli aksiyonlardan $ekli adnnlarla tiiretilmesll)
den ibarettir. Blittin aksiyomatik teorilerin ilki geometri 
idi, fakat hemen hemen modem matematikte biltiin 
teorilcr aksiyomatik olarak kurulmu$tllr. Matematiksel 
lojik, matematiksel teorinin herhangi bir onennenin tek 
$ekilde belirli bir fonni.il olarak yazllmas1m bize milmki.ln 
kilan ozel bir «formilller lisam» kul1anmaktad1r. 

Daha once asosyatif hesap ic;in (ooltim 11) kullanm1$ 
oldugumuz dille, ooyle bir formUIUn t>zel alfabede, olumsuz, 
bagla<;, kapsam gibi lojik i$lemleri gijstermege yar1yan 
semboller, keza harfler ve parantezler gibi, fonksiyon ve 
degi$kenleri gt>stermege yar1yan alI$Ilan matematik sem
boller ihtiva eden bir kelime oldugunu s0yliyebiliriz. Bu
nunla beraber, asosyatif bir hesaba esas benzerlik, bir 

J 

I 
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asosyatif hesaptaki uygun sUbstitUsyonlara pek benzer bir 
tarzda, bir R birinci onermesinden (promis, oncill) bir S 
ifadesinin Iojik tUretilmesinin ~kli kelime don~Umleri 
halinde yazllmas1 imkanmdad1r. Bu bize, kendisinden keyfi 
kompleksiteli herhangi bir lojik istidlalin kurulabildigi, 
lojik dedUksiyonun basit etkilerini gosteren uygun donU
$Um sistemi bulunan bir lojik he.saptan bahsetmiye 
mUsaade eder. BOyle bir donU$Ume misal bir formilldeki 
iki ard1$1k olumsuzun yokedilmesidir; ooylece, «ispat 
Cdi1memi$>, «ispat edilmi$> haline donU~bilir (bunu bOIUm 
14 teki misalde aa A mUsait si.isbtitUsyonu ile muka
Ycse ediniz). 

Lojik bir hesapta R ilk onermesinden S onermesinin 
lojik olarak c;1karilabilmesi sorusu. R yi gosteren kelime
den S yi gosteren kelimeye gotUl'en gec;ilebilme zincirinin 
varhg1 problemi halinc gelir. ~imdi art1k sonuG c;1karabil
me problemi a$ag1daki gibi formillle$tirilebilir: 

Bfr lojik hesapta herhangi iki A ve S kelimesine 
(fonniUune) ait R den S ye geqilebilme zincirinin mevcut 
olup olmad1gim tayin etmek. 

CozUm, bu tipten (R ve S geli$i gi.izel) herhangi bir 
Problemin c;ozillmesine ait bir algoritma olacak diye far
zeoilmi$tir. Boyle bir algoritma, aksiyomatik olarak 
kurulmu$ olan btittin matematik teorilerdeki (veya daha 
ziyade, sonlu, §ekilde aksiyomlaJjtinlabilir teorilerdeki) 
Problemlerin <;OzUlmesine ait genel bir metot verir. BOyle 
bir teoride herhangi bir S ifadesinin muteber olU$U yalmz, 
bunun bir aksiyom sisteminden G1kar1labildigi, veya ayni 
~ey demek olan, bUtUn aksiyomlarm cari oldugunu farze
den R ifadesinden Glkartlabildigi anlamma gelir. Bu halde 
algoritmanm uygulam~1 S onermesinin muteber olup 
olmad1gm1 tayin eder. Bundan ba$ka, eger S onermesi cari 
olsa idi, bu halde lojik hesapta buna ka~k gelen bir 
g~ilebilme zincm bulabilir ve bundan onermeyi ispat 
edecek bir istidlaJ zinciri elde edebilirdik. One silrillen 

/ 
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algoritma, gerc;ekten formlillel)tirilebilmi$ ve bu gline
i<adar c;Ozlilmemi$ hemen blitlin matematik problemlerin 
c;OzUlmesine ait etkili tek metot olurdu. 1$te neden ooyle 
bir dam $limullli algoritma» ve bunun ~i «her i!;ie glicU 
yeter bir makina> kurmanm, bu kadar timit verici ve aym 
zamanda bu kadar glic; olU$U anla$1hyor. 

Bliylik adamlarm bukadar uzun ve direnici ~balarma 
ragmen, ooyle bir algoritma bulma gti<:ltikleri 8$11amaz 
kalmlljt1r. Ayrica, daha sonra ~k daha az genel tabiatten 
bir ka~ probleme ait algoritmalar bulmaya ~I$mada 
benzer gU~lliklerle ka1"$da$1lm1$tlr. Bunlar arasmda 
Diophant denklemleri tizerine Hilbert problemleri (oollim 
3), keza yukarda incelenmi$ olan daha ba$kalan varch. 

BOyle algoritmalar kurmakta giri$ilen bir ~k verim
siz t~bbU$Un sonucu olarak, i!;ie kar1~ gti~Uklerin 
temelli oldugu aydmlanm1$ oldu ve her Rtniftan prob'leme. 
ait bir algoritma kurmanm mumkUn olmadtgt $liphe 
gotliriir oidu. · 

Belirli bk problem s1mfmm algoritmik olarak ~U
lemedigi iddias1 basitc;e henliz hie; bir algoritmanm k~
fedilmedigi anlam1m la$lmamaktad1r. Ger~kte ooyle bir 
algoritmanm h~ bir zaman k~f edilemiyecegt anlamm1 
ta$1maktad1r, b8$ka sozlerle, ooyle bir algoritmanm 
mevcut olamad1g1 anlamma gelmektedir. Bu iddia baz1 
nevi matematik ispatlar Uzerine kurulmu$ olmak gerekir; 
bununla beraber, lX>yle bir ispat, kesin bir calgoritma» 
tarifine sahip oluncaya kadar hic;bir anlam ifade etme-z, 
cUnki n< yin imkans1z oldugunu ispata c;ah~cag1m1z a$ikar 
olm1yacaktir. Yeri gelmi$ken matematik tarihinde c;Oztim
leri uzun zaman bo$una aranm1$ ve c;Ozlimlerin elde 
edilemiyecegi daha sonra ispatlanml$ ba$ka problemlerin 
mevcut bulunmu~ oldugunu hatJrlamak faydal1d1r. Misal
lcri. bir ac;1y1 lie; e!jit parc;aya oolme problemi ile Genel 
be~inci derece denkleminin koklerle c;Oziilmesi problemidir. 
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Bir acmm pergel ve cetvelle iki e$it parcaya bOIUn
mesi metodu her ogrenci tarafmdan bilinmektedir. Eski 
yunanhlar pergel ve cetvel kullanarak bir ac;1y1 Uc; e$it 
parc;aya bOlmege c;ah$tllar. Daha sonra iBe keyfi bir 
a<;mm ooyle araclarla tic e$it par~ya oolilnmesinin im
kans1z oldugu ispatlandl. Keza bir iklnci derece denkle
minin aritmetik i$lemlerine ait i$afetler ile kok i$areti 
kuIJanan bir formi.il yard1m1yla katsaytlar1 cinsinden 
yaztlabildigi iyice bilinmektedir. tJcUncti ve dordilncti 
derece denklemi ic;in son derece kan$Ik koklU formilller 
vard1r. Dortten fazla dereceli denklemlerin koklerle benzer 
<:ozUmlerine ait ara$tirma, ondokuzuncu asrm ba$lang1cma 
kadar ba$ansiz $ekilde getirildi, ki o zaman nihayet 
a~gidaki onemli netice kuruldu. 

5 ten bilyilk veya lnma e~it herkangi m1· n i~n, genel 
n nci dereceden denk'lemin koklerini, katsay11.ar1 cinsinden 
aritrnetik i~Temler i-e kok alma i~iy"le ifade etmek 
imkans1zd1r. 

Bu hallerin her ikisinde de imkans1zhgmm iBpati 
&'ldece, «Pergel vc cetvelle c;izim ne demcktir?» ve «Bir 
denklemi koklerle c;ozmek ne demektir?> sorularma kesin 
tarifler var olduktan sonra mUmkUn olmak durumuna 
dti$mli$ti.ir. Bu iki tarifin baz1 ozel algoritmalara, yani bir 
denklemin koklerle c;Ozillmesine ait ( denklemlerin genel 
olarak c;Ozillmesine ait degil) bir algoritma ile bir ac;mm 
pergel vc cetvelle Uc; e$it parc;aya ooltinmesine ait (keyfi 
aletlerle Uc; C$it parc;aya bolUnmesine ait degil) bir algo
ritmaya daha kesi!l bir anlam vermi$ oldugunu kayrledelim. 

26. «ALGOR1TMA» TARtFINtN FORMtlLLE$TtRtLMESt 

Yakm zamana kadar «algoritma» kavrammm kesin 
bir anlam1 yoktu ve bundan otUril ooyle bir tarifin kurul
mas1 modern matematigin en modern problemlerinden 

I 

.... 
:J 

I 

'; 
' 

I 

I 

:: I 

'I 

; 

i. 

,.: 



i8 c.Algor1lma .. nm IJllhn K~sln TarlCI Gerefll 

biri olmu~ oldu. Bir «algoritrna> tarifinin (veya diger 
herhang1 bir matematik tarifin) formilll~tirilmasinin, 
«algoritma> kelimesinin anlammm ne olabileceginin tesbiti 
gibi matematik~er arasmdaki sadece keyfi bir uygunluk 
olarak gozonUfle almmas1 gerektiginin belirtilmesi ~ok 

onemlidir. Tarif, mtiphem olmakla beraber ger~kte dogru 
olan ve ~imdiye kadar bir cok misalle aclklanmt$ bulunan 
bu fikirlerin esas1m dof,>TU $ekilde aksettirmelidir. Bu 
maksatla algoritmalar kurulmasmda ger~k olarak kulla
mlm1~ bulunan bUtUn metotlar1 karekterize etmek icin 
1930 da ba$hyan bir dUzUye incelemeye giri$ilmi$ti. 
Mesele, sadece $eklen degil daha onemlisi esasen tam 
olacak bir algoritma kavrammm bir tarifini formilll~tir
mekten ibaretti. Bu konuda c;ah~ bir ~k kimseler lojik 
bak1mmdan farkh hareket noktalarmdan i$e ba$1achlar, 
ve bu yilzden, bir <;<>k tarifler tekllf edildi. Bununla beraber, 
btitUn bunlarm denk oldugu ve aym kavramt tarif ettigi 
sonucuna varlld1: bu modern algoritmanan tarifi idi. 
GOrilnti$te farkh olan bUtUn bu tariflerin, ger~kte esas 
itibariyle aym olu$U hayli manidard1r; bu deger 1a$1yan 
bir tarif eldc cttigimizi gosterir. 

Makina matematigi goril$ noktasmdan, 0-Zellikle 
m,akinalarla yapilabili r i~lemlerin gozanune aZinif'7&dan 
meydana ge'len tarif ~ekliyle ilgilendik. BOyle ciddi mate
matik tarif ic;in makinanm, milmkiln oldugu kadar basit 
bir lojik yap11I$ta olan, f akat matematik incelemelerde 
kullamlmak lizere yeter derecede kesin olan standart bir 
$effi8 halinde i$1emesini g0stermek zaruridir. Bu ~. ilk 
defa bir hesap makinasmm pek gene) fakat pek sade bir 
kavram1m one silren tngiliz matematikcisi Turing tara
f mdan yapilm1~hr. $unu kaydedelim ki Turing makinaSJ 
ilkin 1937 de, yani modern hesap makinalannm kurul
masmdan once a~1klann11~br •. Turing sadece, blr maki-

•) F,eerln sonundakl blbllyoararyada ll J e baktniz. 
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nanm i$lemesini, belirli ihtarlari takip eden insan kalkii
latorilniln i$ine ~itleme genel fikri iizerinde durm~. 
Bizim onun f ikrini ortaya koymanuz ~imdi kullamlmakta 
olan elektronik makinalar genel fikrinde fayda sagll
yacaktlr. 

11 
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8. T U R I N G M A K I N A S I 

Turing makinasmm, oolilm 5 
elektronik makinalarla mukayese 
5zellikleri !?unlardir. 

ve 6 da anlatllan 
edildikte ayiredici 

1. Turing makinasmda bir i~lemin basit i$1emlere 
indirgenme..si belirli bir yonde sm1r haddine vard1r1hr. 
Boylece, mesela elektronik makinada bir tck i~lem olarak 
gozontine alman toplama i$1emi daha c;ok basit i;;lemlere 
bOltinUr. Bu, tabiatiyle makina tarafmdan yap1lan hesap
lama ad1mlan say1s1m onemli bir miktar artmr, ama aym 
zamanda lojik yap1y1 sadele;;tirir, teorik ah$tlrmalar ic;in 
bi.iyilk bir imkan saglar. 

2. Turing makinasmda hatira kism1 • her iki yonde 
sonsuz uzun ve hi.icrelere b01Unmil$ bir bant (teyp) olarak 
dil$ilntilmil$tUl'. Tabii hie; bir makinanm sonsuz hatiras1 
olmaz ve Turing makinas1, bir makinamn, hatira kaplam 
haddini artirma imkamm aksettiren bir idealle$tirilme
sidir. Bu idealle~tirme daha once (bOlilm 24) otomatik 
makinalarla, gerc;ekle$tirilmesi milmki.in algoritma kav
ram1 arasmdaki bag Uzerinde incelememizde dogmlanm1$tI. 

27. TURfNG MAKiNALARININ TARtFt 

~imdi bir Turing makinasmm tafsilatma gir~iyoruz. 

• > Ozellikle dis hat1ra denllen klsnn. 
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1. Makinanm beslendigi bilginin $ifrelcndigi di§ 

al/ abe denilen sonlu bir ' 

sembol cilmlesi vard1r. Genelligi bozmadan, dl$ alfabenin 
sembolleri arasmda bir bo§ harfin mesela 81 in mevcut 
oldugunu farzedebiliriz. Bo$ harfin bir hatira hilcresine 
konulu!}u burada daha once gozilken sembolti oradan ~1ka
rir ve bo!ji bir harf ihtiva eden hilcrenin de art1k bo!} hilcre 
oldugunu soyleriz. 

Her bir hilcre en az bir sembol ihtiva edebilir. Her 
bilgi par~as1 bo$ harfi bulunmuyan ve bant ilzerinde 
ard1$hk hilcrelerde sakh bulunan sonlu bir sembol zinciriyle 
gosterilebilir. !ik bilgi banda sokulur. Makina o zaman 
<;ah$maga ba$lar ve devrelerinin herbirinin olU$U s1rasmda 
ilk bilgi ara bilgiye donil$ill'. Her bir dev1enin sonunda 
bant ilzerindeki biltiln bilgiler bu merhaledeki ara bilgiyi 
toplar. nk bilgi, hatlra hilcrele.ri arasmda herhangi bir 
tarzda dag1lm1$ dl$ alfabedeki herhangi sonlu bir semboller 
sistemi (alfabedeki herhangi bir kelime) olabilir. Bununla 
beraber, hangi 21 ilk bilgisi verildiyse ona bagh olarak iki 
hal milmkilndilr. 

a) Sonlu say1da bir devirden sonra bir dur emri 
alarak makina durur ve bant ilzerinde bir ia bilgisinin 
temsili gozilkilr. Bu halde makinanm, 21 ilk bilgisine 
uygulanabilir oldugunu ve bunu ia sonu~ bilgisi haline 
donil!)tilrm~ oldugunu soyleriz. 

b) Dur emri hi~ almmaz ve makina hi~ durmaz. Bu 
halde makina 21 ilk bilgi·sine tiygidanamazdir deriz. 

Eger bir makina verilen bir s1ruf tan herhangi bir 
problemi (sabit bir !)ifreyle) temsil eden bilgiye uygula
nabilir ise ve bu bilgiyi, ~zilmil (ayni $ifreyle) temsil eden 
bilgi haline donil$tilrebilirse bu makina bu, verilen prob
lemler sinifini ¢zebilir deriz. 

f. 6 
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2. Makinamn ooliim 5 ve 6 daki ~ adresli ihtar 
formas1 yerine Turing makinas1 ($imdiki baz1 makinalar 
gibi) bir adresli forma kullamr; yani, bir hesaplamanm 
herhangi bir ad1mmda sadece bir hat1ra hilcresi rakamlan 
kullamr. (Verilen bir Turing makinas1 ihtarmda bulunan 
tek bir hat1ra hilcresine bu ad1mm taranmt§ hUc-resi denit·.) 
Mesela ~ ve y daki say1larm toplarunasma ve sonucun 0 da 
saklanmasma ait Uc; adresli ihtar yerine a$ag1daki ti<; ihtar 
dizisi konulabilir: 

a) ~ nm muhtevas1m toplay1c1ya g~ir. 
b) y nm muhtevas1m toplay1c1ya g~ir. 
c) Toplay1cmm muhtevasm1 o ya g~ir. 

Turing makinasmda basit i$lemler sistemi ile bir ad
resli ihtarlar sistemi daha da ~k sadele$tirilmi$tir. Her bir 
devrede ihtar tararun1$ hi.icrede bulunan 8. sembolUnU 
~a bir 81 sembolUne degi$tirir. $ayet i = j ise o takdir
de taramm$ hilcredeki sembol degi$mez; $8yet j = 1 ise, 
o takdirde tararuru$ hilcredeki sembol sadece ortadan 
kalkar. Ayr1ca, makinanm bir devresinden ondan sonra
kine g~ilmesinde taranm1$ hilcrenin adresi 1 den fazla 
degi$mez. Y ani, bundan sonraki taranacak hticre ya saga 
dogru bir hane (espas) otedeki hticre, ya sola dogru bir 
hane berideki hilcre veya aym hticredir. 

$Qyet ozel bir hticrenin muhtevas1 hesaplamada gere
kirse, makina dogrusunu buluncaya kadar btitUn hticreleri 
teker teker yokbyarak arar. Bu i$lemeyi epeyce uzatir, 
ama a$ag1daki kolayhgi saglar: programm ihtarlarmda 
taranm1fi hticreye ait geli$igilzel bir adres yerine a$Qg1-
daki sembollerle g0sterilen ti<; standart adresle yetiniriz: 

R - daha sonraki hilcreyi saga tara, 
L - daha sonraki hticreyi sola tara, 
S - aym hticreyi tekrar tara. 

' 



Turlne Maklnalarmm TarlCI 8~ 

3. Haf 1za (habra) hUcresinin ihtiva ettigi say1sal 
bilgiyi i~lemek icin, BOIUm 5 ve 6 da anlatllan elektronik 
makinanm bir aritmetik k1sm1 vardlr, bu kls1m ~u sonlu 
say1da halden herhangi birinde olabilir: toplama hali, 
c;1karma hali, v.s. Herhangi bir i~lemi aritmetik kls1mda 
yapmak i<;in sadece Uzerinde i~lern yapllacak B&y1larm 
degil bu k1sm1 ozel i~eme b~atan i~retlerin de g~iril
mesine ait yollar kurulmahd1r. Bu Sek. 10 b de ac1klan
m1~tlr. Turing makinasmda bilginin i~le~i yine sonlu 
say1da haller ~klinde yaztlabilen bir .5:£' lojik k18miyla 
yap1hr. Bu halleri g0sterrnek Uzere ortaya koydugumuz 
ozel semboller 

olsun. Kts1m iki giri~ hatt1m haizdir: bunlardan biri 
boyunca taranm1~ bulunan kare tizerindeki s. sembolti 
gelir, oteki boyunca da ak1m devresi .sUresinde k1smm 
bulundugu halin q, sembolU gelir. 0 takdirde k1Slm iki 
s. ve q, giri~iyle tek ~kilde belirli olan bir 81 «donil.$mil.$> 
i~retini, onun c;1kl~ hath yoluyla taran~ bulunan hUcre 
haline g~rir. Makinanm her bir devirde ne yapacagm1 
belirliyen ihtarlar ~u ~killerden biri halindedir: 

Rq11 Lq,, Sq, (l =-- 1, 2, ... , m), 

burada ilk sembol taranacak karenin adresini belirler 
(yukariya bakm1z), ikinci de lojik k1sm1 kendi 0zel yerine 
koyar. R, L, S, <J, , q,, · · ·, q.. sembolleri makinamn ~ 
al/ abesini meydana getirir . 

. ~. c;1k1~ma ilaveten, lojik k1s1m, daha sonraki devreye 
ba~Jamak i~in hangi ihtarm kontrol k1smma konacag1m 
tayin eder. BOylece, lojik k11S1m, sadece banda almacak 
81 sembolUne ait bir <;1k1~ hattma degil fakat aym zamanda 
daha sonraki ihtar1 kontrol k1smma g~iren iki c;1ku; 
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hattma da mallk olmak zonmdadlr (bak. $ek.11). 1,, P, q. 
ii~IU c1klfmm sadece ak1m devreslnln a., q. aembollerlnin 
girif ~/tine balh oldtiiu onemlldlr • • Bu, lojlk kuJmm, blr 
~ii B•, P, q, sembolilntt her&, q. aembol clfttne birleftlren 

f 1 

.!i' 

a S fl 
lleldl: 11 

bir fonksiyon libi olduiu anlam1n1 taflmaktachr (bepai 
ooyle k-m dft vardlr). Bu foilbiyonu (buna maklnamn 
lo;ik I~ denir), bir ailtunu her bir ba1 aembo1U 
ve bir satin d1' alfabenin her blr aembolil olmak ve clluf 
~i.isli, girif clftlnin satlr ve slitununun blrlettiii yenle 
bulunmak Uzere dlk d6rtgen blr tablo olarak dsterebniriz. 
Bu tabloya maldnanm ifleme (/~) fllGtrili db'e
cegiz; bOyle bir matrise misll Sek· 12 de a~ ... 

~ 

9• "2 fl f • fl 

" A Rf• AL'13 AR fl ,.s,,. ASfl 

I aS92 /JSqi I Rti ILta ISqs 
a aLqa aR92 I Lqa ARq. aSqa 

/J /J Lqa /JR92 ALfa !Rt• /JSqa 

lleldl: 12 

•) P; B , L , B lelDbolle rlnden llerllaDSI blrl OlabWI'. 

• •) elmdlllk c111 alfabenln A. I· ., 8 - bollerlnden 111uet oldataaa 
tarzedellm. bunda A bot barfl ~. 
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28. TUR1NG MAKlNASININ 1§LEMES1 

Turing makinasmm i$lemesinin bunun i$leme matrisi 
ile tamamen belirlendigi ~ikard1r, o ~kilde ki ayni mat
risli iki Turing makinas1 yapt1klari $ey1er hususunda 
birbirinden ayirdedilebilirler. 

Bir makinanm yap1s1 ile i$lemesi ve <;e$itli k1s1mlari
nm birbirine etkisi Turing makinalarma ait genel yapt 
diyagrammdan anl~1labilir ($ek. 13). 

$ekll: 13 

Diyagram hatiramn oolilmiinii i~ri ve dl$al'l akset
tirir. DI$ hatira, i<;inde bilginin saklanacak di$ alfabenin 
sembolleri halinde !;iifrelendigi sonsuz bant i.izerinde hiic
relerle gosterilir. !<; hat1ra, daha c;onraki bilginin saklan
masma ait iki hilcreden ibarettir: hal sembolil Q hilcre
sinde ve bant hareketi de P hiicresinde saklamr. Bir 
devrenin ba$mda lojik k1s1m tarafmdan <;1kart1lan P, q1 
sembolleri kontrol k1smma nakledildikleri zaman daha 
sonraki bir devrenin ba$lang1cma kadar bu iki hiicrede 
saklamr. Kontrol klsmmm gorevi P sembolil tarafmdan 
belirlenen dogrultuda band1 bir hane = espas (veya hi~) 
hareket ettirmege milncer olur. Hal i$areti, geri getirme 
hattI denilen hatt1 t~kiJ ederek Q hiicresinden .9'-hilcre-
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sine nakledilebilir, ki bununla SC tarafmdan onceki devrede 
!,;IkartJ.lan sembol Sf' ye geri getirilir. 

Turing makinasmm i$lemesi a$ag1daki gibidir. Hare
kete ba$lamazda~ once, ilk bilgi banda konur ve ozel bir 
hi.icre ($ek. 13 de sagdan dordi.inci.i stroku ihtiva eden 
hi.icre) «taranma durumuna» gelir ve ilk halle bant hare
ketinin ilk dogrultusunun sembolleri (yani q, ve S) Q ve 
P hi.icrelerine konur. Bu duruma gelince makina i$leme 
matrisleriyle belirli tek bir tarzda kendi kendine i$ler. 
Mesela $ek. 12 deki i$leme matrisi halinde ne olup bitti
gine goz gezdirelim. 

Birinci devre. Cl, q,)-+ <J.Sq~: strok yerine <J. konur, 
bant hareket etmez makina da q1 haline degi$ir. 

lkinci devre. (<J., q") -+ a.Rq,: a. degi$mez, sagda 
daha sonraki hi.icre taranma durumuna gelir ve makina 
q" halinde kahr. 

Uqii,ncii devre. (I, q~) -+ ~Sqi: strok yerine ~ konur, 
bant hareket etmez makina da q1 haline degi$ir. 

na.. 
$ek. 12 de son stitundan da gorUlebildigi gibi, ancak 

q:, hali i$lemin bir merhalesinde meydana getirilirse maki
na durur. Bu olursa, taranm1$ sembol degi$mez ve makina 
ayni hticreyi aramakta devam eder ve ayni (q5 ) halinde 
kahr. Bu hesabm sonuna i$aret eden bir durma-halidir. 

Turing makinasmm i$letilmesi elle bile yaptlabilir. 
Bunu yapmak igin gorun~ (konfigurasyon) kavrarmm 
kullanmak elveri$lidir. k nci goriinW,le k mnc1 devrenin 
ba$lang1cmda bandm bir diyagram1yla, bu devre siiresince 
lojik k1smm halini gO.Steren taranm1$ hticrenin ru;agismda 
yaz1h sembolU kastediyoruz. Bu $ekilde, bu devredeki 
semboller giri$ giftini a~1kca gosterir ve i$leme matrisine 
bakarak (k + 1) nci gortinli$ti belirleyen ~1k1$ U~lUsiinii 
elde ederiz. 
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Yukardaki misfilde, birinci ve ikinci goriin~ler s1rayla 
1 q 1 ve a.q2 girii? c;iftleriyle ~unlard1r: 

. Birinci gortinii~ten ikincisine geg~ $ek. 12 de I q1 gir~ 
c;iftine kru'i?Ihk gelen a.Sq2 iic;liisiiyle yap1hr. 

Bundan ooyle ii?leme matrisini daha sade ve daha 
€1verii?li tarzda yazacag1z. s1Pq1 c;1kl~ iigliisiinti daima tam 
~ekilde yazmayip, ~yet buna ka~ gelen girl~ sembo
liintin ayni ise s, veya q, semboliinil hazfedecegiz ve B slhr 
bant hareketini gostermiyecegiz. Bu halde bir dur haline 
kar!j1ltk gelen tamamiyle bo~ siltunlar elde ederiz. Bu 
takdirde bOyle stitunlar $ek. 12 deki i~leme matrisini 
gosteren $ek. ~4 de oldugu gibi bu basit gOsteri~e matris-

q1 qz q3 q. 
I\ Rq4 lq3 Rq1 ! 
I ex q2 /3q1 Rq1 Lq1 
Q L R I L "R 
/3 L R "L IR 

$ekll: 14 

-ten atihr, burada «!» dur halini gijstermektedir. (Bundan 
sonra dur halini gostermek iizere daima «!> i!j8.retinl 
ku1lanacagiz.) 

Makina q, halinde a. sembolilnti tararsa, bunun, « 
-veya f3 nm biitiin g~i~erini, bunlan degi~irmeden ve q1 

balinde kalarak ~1p, bir strok veya ~ bir hticreyle 
ka~lla!}mcaya kadar, sola dogru bir dtizilye harekete 
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ba~hyacag1m $ek. 14 te gormek, $ek. 12 de gormekten 
daha kolaydir. Yalmz, bu halde makina farkll bir duruma 
girer. 

Bundan sonraki ooltimde baz1 basit say1sal algorit
malar yapan Turing makinalarmm kurul~u incellye
cegiz. (Daha onceki ooltimde s0ylenilenlere uygun olarak, 
bir Turing makinasmm kurul~uyla basit~, ooylece 
algoritmaya ait standart form t~kil eden kurulU$U kaste
diyoruz.) Keza Turing makinalarmm (i~eme matrisleri) 
kurul~u ilgilendiren baz1 daha genel hususlar1 da 
inceleyecegiz. 



9. T U R I N G M A K I N A L A R I N D A 

ALGORITMALARIN 

GER~EKLENl$1 

29. O:SDALIK G0STERtlJ.$TE n \ ' l n + 1 E «;t;VIRME 

A~ag1daki problem c;Oziilecektir: 
Ondal1k t;ekildc pozitif bir n tam say1St verildigine 

!Jdrc. n ' 1 say1smm ondal.tk gdsterili~ni l>ulmak. 
Di$ alfabc i<;in .\ bo$ semboltinti ve on tane 0, 1, 2, 

3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 rakam1m alahm. Makina ~u iki halin 
birinde olabilir: q., <i$leme hali) ve ! (durma hali) . Veri1en 
n say1s1 keza n r 1 sonuc; say151, ard1$1k hticrelerdeki bir 
dtiztiye rakamlar vas1tas1yla (hticre ba$ma bir harf) 
ondahk sistemde yaz1labilir. $ayet (anlamlan k1saca 
a<;1klanacak olan) son stitun ve son sabra bakmazsak 
i!;ileme matrisi $ek. 15 te verilmi$ olur. Ba$lang1c;ta makina, 

qo q, 
0 I ! 
I 2 ! 
2 3 ! 
3 4 ! 
4 5 ! 
5 6 ! 
6 7 ! 
7 8 ! 
8 9 I 

9 0 l 
/\ I ! 
I l /\ l4o 

$ekll: 15 

- 89 -
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" saywrun en sajdald rakanuru (yani, blrler be•magm
daki rakanum) taramaja koyulur ve q. ballnde hdunur. 
Sayet bu say1 9 clan kil<,'l\kse, makina, i!Jleme matrisinde 
gijsterlk:liii gibi bu rakam yerine bundan sonraki daha 
yiiksek rakanu koyar ve durur. Sayet rakam 9 ise, o 
takdirde makina onu Slfara cevirir ve, yine q. balinde 
ka1arak bir espas mla hareket eder (bu daha sonraki 
r.akama bir 1 rakam1 gerekttrmektedir) . $&yet saya k 
dokuzla sonlamrsa, makina k I- 1 devreden sonra dunar. 

$ek. 16, n = 389 a ait gijrilnili}leri l&tennektedtr. 
Stmdi genifletilmlf $ek. 15 tablosunun anlam•m ~
yahm. Bu, q , illve hallnt ve d1' alfabedeki blr I lllve 
sembolUnti haiz olan blr 1'}eme matrisidir. Qer makina 

I I 1311191 I 
f9 

I !3!11ol I 
1/0 

I 1319101 I 
I 

liekll: 18 

1>8'lang1~ q., halinde olur ve I semboJU bant U7.erlnde 
hie blr yerde g&zilkm~ o takdirde maldnamn qJemS 
tamamen eon mislldeki gibi devam edeq!ktir. Bunun 
bOyle olacag1, bu 11Brtlar altmda tablonun son satlr ve 80D 

sUtununun hif; bir rol oynanuyacagi keyfiyetinden acakca 
anlqwr. 

Makina, yukarda gijz()nilne ahnan problemlerin <,'IHrdll
meslyle blrlikte bafka 1')er de yapar. Bandm bir" sayw
run ondallk gijsterllliJiyle " ntn hemen saiinda blr ~ 
strok lhtiva ettiiini farzedellm. llkb8$tan maklna en 
sagdald stroku taramaia ba.iad1ima ve q, hallnde bulun
duiuna gijre makinamn bu ltleme matrisiyle cab'"'a"m 
glSzijnUne alahm. Birinci devrede (jq, girlf dftl), Grok 
ortadan kalkar ve maldna bir espas ao1a kayar ve q. ballne 
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(ALq,, c;1k1$ Uc;li..isU) gelir. Bu halde makina n nin en sag
·daki rakamma gelinciye kadar (q" halinde olduk~a ve bu 
halde kald1k<;a diger stroklar1 birakarak) sola kaym1ya 
devam eder. Bu durumda, makina basit~ evvelki algorit
may1 yerine getirir; yani, n sayism1 n + 1 haline donU$
tUrUr ve bu yap1lmca durur. 

K1saca, makina strok say1sm1 bir indirger ve n yi 
·n f 1 haline c;evirir. Bu i$leme n nin ondal1k gosterili
~inden n -t- 1 in ondahk gosterili$ine kontrollii ge¢§i 
diyoruz. $ek. 17 be$ strok ve n = 389 ic;in gortinil$leri 
·gostermektedir. 

l3l8l9l 1J1J1J1J 1 J 
q1 

qo 
l3l9IOl 1J1J1J1 I 

$ekll: 17 

SO. ONDALIK G0STER1Lt~ HALtNE DE0~T1BME 

Bir makina (bir algoritma) i~in 8$8g1daki problem 
·sm1flm c;ozmekte kullamlan i$leme matrisini kuracagiz: 
ArduJik hiic1·e1.erde yazili sonlu bh· strokl,ar cii,mlesi verii

-digine qore (ooyle bir stroklar topluluguna bir strok'lar 
..zinciri denir) , strokl,ar sayisini ondalik ~kilde yazinsz. 

\ 
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Boyle bir matris $ek. 18 de verilmi$tir. Bu tablonun 
gerGekte gerekJi makinay1 (algoritmay1) gOsterdigine bir 
kimseyi inandlrmak iGin, bunu $ek. 15 le mukayese etmek 
faydahd1r. $ek. 18 de q,, si.itunu, « !» iGin yeni bir q2 hali 
konmu$ oJmakla $ek. 15 te buna kar$d1k gelen si.itunun 
aymd1r. q, sUtunundaki fark ~ek. 15 teki matrisin i$1e
mesine bir dayanak te$kil etmez. Bundan otiirli, eger bant, 
bir strokJar zincirini takip eden bir n say1smm ondahk 
gosterili$ini ihtiva ederse ve ilk $8rtlar son misaldeki gibi 

qo q1 q2 

0 I q2 ! R 
I 2 q2 ! R 
2 3 q2 ! R 
3 4 q'! ! R 
4 5 qz ! R 
5 6 q2 ! R 
6 7 C/'.! ! R -· 
7 8 C/2 ! R 
8 9 q2 ! R 
9 0 L ! R 
/I I q'1 ! Lq1 

I L ALqo R 

$ek11: 18 

ise (yani, makina Qi halinde ise ve en sagdaki stroku 
tararsa), o takdirde makina $ek. 15 tekinin aym i$lemi 
icra etmekJe ba$lar; yani, en sagdaki stroku siler ve n i 
n I 1 haline degi$tirir. Bununla beraber, bu halde $ek. 
15 teki makina ! haline gider ve i$lem sona ererdi, halbuki 
$ek. 18 deki makina q" haline girer ve i$lem devam eder. 
Ozellikle, ilk gortini.i$ $ek. 19 daki gibi olur. $ekiJ 18 deki 
Q. si..itunundan i$1emin nas1I devam edebildigini gorebiliriz: 
makina bi.iti..in rakamlan ve stroklar1 athyarak bo$ bir 
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hUcreye gelinciyc kadar saga kaymaga b~lar (~k. 19, 
gori.in~ 14). Aq: giri!? c;ifti makinarun q, haline gitmesine 
ve sola kaymasma sebebolur ($ek. 19, gorilnli!? 15). $imdi 
makina en sagdaki stroku tarar ve q. halinde bulunur. Bu 
birincinin benzeri obUr ilrnige ait ilk !?8-rtlari koydurw-. 
lkinci ilmikte, diger strok silinmi$ olur ve n I 1 say1s1 
n f 2 haline degi$ir. $ayet ba$langu;ta k strok varsa, bu 
halde k ilmikten sonra stroklarm hepsi silinmi!? olur ve 
n say1s1 yerine n + k konur. k nci ilmik sonunda makina 
yeniden q1 halinde kalacak ve taranan hlicre bir strok 

l3l9IOl 1l1l1l 1I I Gori.inti§ 8 
qz 

l3l9IOl 1I1I1 I1 I I Gori.inti§ 14 
q2 

l3 l9IOl 1I1 I1 I II I Gorunii§ 15 
q1 

I 1319141 I I I I I Sondan onceki goriinii$ 
q1 

I 3 I 9141 I I I I I son gorunu§ 
! 

$ekll: 19 

degil (c;Unki hepsi silinmi!?ti) fakat n 1 k say1smm en 
sagdaki rakam1m ($ekil 19 daki sondan bir onceki gorU
nU$) ihtiva edec~ktir. $ek. 18 e bakmakla bunun makinay1 
durdurdugunu gorUrUz ($ek. 19, son gorlinli!?). 

SOylediklerimizden, ~yet bant ba$langu;ta 0 rakam1 
ile k strok zincirini ihtiva ederse, o takdirde makina 
stroklarm hepsini siler ve 0 1 k nin (strok say1s1) ondahk 
gosterili$ine <;evirir. Fakat, q .. vc Q1 hallerinde makina 
bo$ bir hUcreyc 0 rakamma yaptlgmm ayni i$lemi yaph
gmdan, hie; s1fir rakam1 olmadan ama sadece stroklar 
zinciriyle ba$larsak ayni !?ey dogru olur (bak. $ek. 18). 
Bundan otUrU $ek. 18 de verilen tablo gerc;ekten, herhangi 
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blr zlnclrdeki strok saywmn ondabk gijsterilifini veren 
blr algoritma gijstennektedir. 

PROBl.EM. Bir makina (algorltma) icin berhangi 
btr " 1ayismm ondahk g6sterllltini " - 1 in (11 C!: 1 ieln) 
ondabk gOsterilli)l baline dOnUftilrmek Uzere b61Um 29' 
unJdne benzer bir ifleme matrisl kunmuz. Keza mak1na 
idn herhangt blr " sayunrun ondahk ~ • strok 
zlncirl hallne cevtrmek Uzere bOltbn 30 daldne benzer bir 
if}eme matrlsl kurunuz. 

IL TOPl.AllA 

Simdi de arltmetlk problemler ~ idn bir ka~ 
Turing makinasl mlsAll gijmnilne alahm. Bu PlOOiemlerde 
ilk verllerle son~ tam eayi olacaktlr. Hel'bansl pozttlf 
blr tam say1yi bu sayida blr strok zinclrlyle gtiatermeyi 
uygun buluyoruz. SI.Yet bir kac 88Yl blr Probleme dahll 
olursa, bunJan g6steren strok zlndrlerlni cbf alfabede. 
bulunduracaimm &I.el blr sembolle meaell, •, yildlz 
1'aret1Yle ayll'llcailz. 

Bir sayi c1ftl bent Uzerine konur, meseli: 

I I 1 I 1 I 1 11 I 1 I 1 I· I 1 I 1 I 1 I 1 I 
Bu halde bunJarm: 

I I I 1 I 1 I 1 I 1 I 1 l 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 
olan toplanum bu1mamJZ gereklr. 

Kaydedelim kl maldna sade ylldm kaldnmaz, ~ 
bu halde stroklar arasmda bolJ blr hUcre bulunur ve kaJan 
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stroklar bir zincir t~kil etmezdi. $ek. 20 bir makinamn 
iki say1y1 toplayacak i$leme matrisini gostermektedir. 

qo q1 q2 

I ARqz I. R 

/\ R Rqo Jq1 
• /\ ! L R 

Sekll: 20 

tlk durumlar: Makina q., halindedir ve en soldaki 
stroku tarnr ($ek. 21 deki gori.inti') 1). 

A$ag1daki devreler bi.ittin stroklar1 ve yildlz1 athyarak 
( <J _ ~titununa bakm1z). makina bo$ bir hticreyi tar1yana 

G6riini.i§ 1 

Goriini.i~ 2 

Goriiniili 12 

Gori.inti§ 13 

..1..I ....1.l...JIL.!.l .1..:l 1..J..I !.lll.!JllL.!.1.L.:l •..J..I !..LI l.!JI L.!.I .1..:l l..J..I :.J.l l.....11~1 _._1 ...... 1_._I Gori.inti§ 24 
qi 

, I I I t I 1 I t I t I 1 I• I t I 1 l I 1 I t I I I I I I GOriinii§ 25 

..,._~'l:....:,0 ......... ....-........ .....,..........,,_..,......,...,....,..,.~-r':'-ir.-T"" Sonuncudan 
I I l I I I I 1.1111 1 II I 1 I 1 I II 111111 -- k. .. 'lo once 1 gor . 

..... , ..... 1....,1.--.-1 ...,..1 ..... 1....,1~1 .:..-1 ..... t l....,t ,...1,.....,ll...,..l ,..,.t l":"'11 lr-:-1 r:l 1'l t~l7TI I Son goriinu1. 

Seidl: 21 

kadar sola kayar (gortinil$ 12). Daha sonra (Aq2 g1r1f 
cifti) makina bo$ hticrede bir strok i$8retler ve Q1 haUn~ 

gider (gori.inil$ 13). Makina, btittin stroklar1 ve yilchz 
i$8retini atl1yarak yeniden bir bo$ hticre tarayinc1ya kadar 
(gori.inti$ 24) sola kayar. Makina o zaman (Aq, girl$ cifti) 
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en soldaki stroku taramak Uzere saga kayar ve q,, haline 
gider (gori.ini.i$ 25). Bu ilmegin neticesi olarak en soldaki 
strok, ytldiz i$aretinin sagmda bulunan zincirin sagdaki 
ucuna hareket etmi$ olur. $ayet ylld1z i$aretinin solunda 
ba$langH;ta k strok varisa, bu takdirde, k ilmikten sonra 
bunlarm hepsi ylldizm soluna hareket etmi$ olacakt1r. 
Son ilmigin sonunda, solda hi<; kalmad1gmdan makina bir 
strok degil fakat daha ziyade ylldlZl tarar ve (son gori.i
nil$ten sonraki) q" halinde bulunur. Daha sonraki devre 
( • q .. giri$ <;ifti) y1ld1z1 ortadan kaldmr ve makinay1 dur
durur (son gorUni.i$). Bu halde bant i.izerindeki aranan 
toplam1 buluruz. 

32. ~IV'KERRER TOPLAMA VE (:ARPMA 

$ek. 20 deki tabloyu oyle degi$tirmek istiyoruz ki, 
bant Uzerinde bir n ve m say1 <;ifti mesela: 

verildigine gore, makina $Unlardan ibaret olan sonsuz bir 
i$leme ba$lasm: ylld1zm solunda bulunan m sayismm 
eklenmesi, sonra m nin n + m toplam sonucuna eklen
mesi, sonra m nin n -+- 2m ye eklenmesi, ila ... sonsuz 
$ekilde devam etmesi. Bunun i<;in soldaki say1 bir toplama 
si.iresinde silinmelidir. Bu, soldaki stroklar yerine onlar1 
ortadan kaldiracak yerde ba$ka semboller koymakla 
yapllabilir. $ek. 22 de i<;inde a. harfinin bu gorevi yaptig1 

bir i$leme matrisi gorillmektedir. $ek. 20 de birinci satir
daki bo$ sembol yerine ~ek. 22 de birinci sat1rdaki a 
gelmi$tir ve $ek. 22 de yeni toplanm1$ a satmndaki ilk 
U<; hane $ek. 20 deki aynen A sabrmdaki gibidir. Ayrica, 
makinamn ilk toplamadan sonra durmamas1 i<;in, $ek 
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20 deki dur-hali ycrine, i~leme devama yar1yacak ve Q:i. 

diyecegimiz baz1 oteki hallere ait sembol konmahd1r. Bu 
yeni sembol i<;in tabloda ilave bir slitun olmahdlr. 

~k. 22 de dur hali yoktur ve bundan otlirU tablonun 
ifade ettigi i!;Iem sonlu degildir. Okuyucu, buna ka~1hk 

qo qi q2 '].1 

I aRq'! L R 
I\ R Rqo I q1 R<f2 
... q:i L R L 
a R Rqo I q1 L 

$ekll: 22 

gelen makinanm, soldaki 6ay1yla sagdaki saymm sonsuz 
dlizi.iye toplamasm1 yapacagma kendini artlk kolaybkla 
ikna edebilir. $ayet i!k once ylldlzm solunda strok yoksa, 
yani sagdaki say1 s1f1rsa, o takdirde sagda m strok, sonra 
2m, 1Sonra 3m, ila ... sonsuz olarak strok husule getirir. 

PROBLEM. Carp1m ic;in bir i$leme matrisi kurunuz. 

Y ol g6stenne. Evvelki tabloyu esas olarak almIZ ve 
mlikerrer toplama i$lemini oyle degi$tiriniz ki miikerrer 

. toplama ii;;lemi sonsuz olarak devam etmeyip ~rpana C$it 
say1da bir ilmikten sonra dursun (her ilmikten sonra, 
c:arpam gosteren bir ci.imleden bir strok silinir). 

33. EUCLlDE'SEL ALGORltMA 

$imdi Euclide'sel algoritmaya (iki a ile b sayismm 
en bliyi.ik ortak ooleninin bulunmasi) ait bir Turing 
makinas1 gozonline alaca8'Jz. Daha once bu algoritmayi 
iki defa, ilki sozlli ihtarlar vas1tas1yla (oollim 1), ikinclsi 
ise otomatik he6ap makinasma ait bir program $eklinde 

'· 7 



98 T uring M aklnalarm<la Algor l tmuiarm Gen:eklem11J 

ac1klam1ljt1k. Bu defa onu bir Turing makinasl111ll iljleme 
matrisi olarak ortaya clkaracak ve makinada !;;arpma ~e
mini inceliyecegiz. Bu iljlem, bir elektronik makinada 
mukayese ve 9'1-karrna. basit Ujlemlerine ka~1hk gelen 
peijpelje mukayese ilmikleri ile qikarrna. ilmiklerinden 
teijekkill eder. !ljleme matrisi ~ek. 14 teki gibidir; bunun 
d1$ alfabesi dart sembolden ibarettir: 

A, I. a, B· 

Saytlar, eskisi gibi stroklar zinciri ile gosterilecektir. 
Esash olm1yan ve sadece gilc hususlarda ilje yar1yan tef er
rilattan kacmmak icin, bir yJld1zla ay1rma ve arallk 
vermeden, verilen sayJlar1 gosteren iki stroklar cilmlesini 
bant Uzerine ardarda koymay1 uygun bulacag1z; ilkonce 
makina soldaki saymm en sagdaki strokunu tarayacaktir. 
A$ag1daki mufassal incelemeden sonra okuyucu bir ah~ 
tirma olarak, verilen i$leme matrisi oteki ilk durumlar1 
iljlemek Uzere degi$tirmeyi yapabilmelidir. (Me.sela, strok
Iar zinciri bir ylld1zla ayrilrm~ ve makina ilk ba$ta keyfi 
bir hticre tararsa). Kaydedelim ki a ve B harfleri, hesap
lama sirasmda ortaya c1kan baz1 durumlar1 «hatirlatma> 
da yard1m etmege yariyan gecici i$aretler odevi gorlir. 

a - 4, b = 6 olmas1 basit hallerinde algoritmarun 
uygulam$1m ac1klamak tizere gorilnil$1er kullanacagiz. tik 
goriinti$Un $ekli a$agidaki gibidir: 

Sadece q , ve q2 hali mukayese ilmiklerine, ve sadece q3 ile 
q, <;ikarma ilmiklerine e$)ik eder. 

Makina hangisinin daha btiytik oldugunu tayin etmek 
i<;in sayllari bant Uzerinde inceler. Makina hemen hemen , 
iki uzun dizideki birim say1sm1 mukayese etmek, yani, 
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birinden biri bitinciye kadar, her bir diziden bir birim 
ahp kar~1la~t1rmak zorunda olan bir insan kalki.ilat:Oriin 
yapabilecegi gibi cah~1r. BOylece, birinci saymm bir 
strokunu bir a. ya degi~tirir, sonra ikinci saymm bir 
strokunu bir ~ ya degi~tirir; sonra birinci sayiya donilp 
onun bir strokunu bir a ya cevirir, ila. 

Uk dort devrede makina $ek. 23 te gosterilen gorii
n~leri hastl eder. Dordilncil devrenin sonunda makina 
her bir say1dan bir strok «siler» ve soldaki sayida, daha 
sonraki strok icin aramaga sola kaymak ilzere olur. Bir 
kac toplama devresinden sonra bant Uzerinde $ek 24 teki 

I 1I1I1I1I1I1I1I1I1I1 I 
q1 

I 111I1lal1!1l1I1l 1 l1 I 
qz 

I 1l 1l 1lal 1I1l 1I1l 1 l1 I 
qz 

i 1 I 1 I 1 I a l/!11 I 1 I 1 I 1 I 1 I 
l/I 

:;,ekll: 23 

I gorilnU~U ortaya c1kar; birinci say1 son bulm~ fakat 
ikincisi son bulamanu~br. Solda bir strokun aranmas1 
ba~1s1z olup II goriln~ilne yolacar; arbk mukayese 
ilmegi sadece q1 ve q2 halini kullanmak suretiyle tamam
larum~t1r. Bundan sonraki devre III gor~ilni.i verir. 

~ek. 14 tc q, si.itununda gosterildigi gibi, art1k 
makina, bi.itiin a. Ian bo~ sembollere degi~irerek (~ka 
ti.irlU soylersek, onlan silerek) ve bi.itUn ~ lari da stroklar 
haline degi~tirerek saga kaymaga ba~lar. Son ~ yerine 
bir strok konulu~undan sonra bant, IV gorilni.i~ilni.i ve 
bundan sonraki devreden sonra ise V goriinil~ilnil goste
rir. Bu ~ekilde, bir mukayese ilmegi ile bir cikarma 
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ilmeginden sonra, ki.i<;i.ik a say1s1 silinmi$ ve daha btiyilk 
b sayis1 a ve b - a halinde ayrllmll} olur; makina soldaki 
say1y1 taramakta ve q , halinde bulunmaktad1r. Bu muka
yese devresinin tekrarlanm1$ olacag1 anlamma gelir, ama 
arbk a ve b yerine a ve b - a say1lari i~in. Zaten bildi
gimiz gibi bu Euclide'sel geometrinin sade temelidir. 

$imdi diger mukayese ilmigine g~iyoruz. Fakat bu 
sefer o kti<;illmege ba!?liyan sagdaki say1yi bitirmekle 
sona erer. Soldaki saymm tic; stroku a. Jar haline degi!?mi!? 

lalalalolPIPl/JIPI 1111 I 1 I I I 
q1 

lnlalalal/ilnlfil/J! 1I1 ! I II 
q1 

I lnla!alal/JIPl/J!/31tI1 I I !II 
q, 

I ""l I I I l1!1 l1 !1 !111 I I 1v 
q .. 

I I I I I I 1 lalolali'11PI I VJ 
92 

I I I I I 111111111 I I] Vil/ 
q3 

I I I I I 111 11 11 " I I I IX qi 

I I I I I lalal /11 1811 11x 
9• 

' 1 1 11 111 111111 Ox1 
q .. 

I I I I I I I I 11 1 I I I Jxu 
I 

$f>kll: 2-1 

olur, sagdaki saymm her iki stroku f3 lar haline degi!?zn~ 
olur; makina ise bo$ bir hUcreye gelir (G0rUnU$ VI). 

Bundan sonraki devre, diger ~1karma ilmigine b~1-
yan VII gori.inU$UnU verir. Makina, btiti.in a lar1 silerek 
ve bUtUn a lar1 stroklara c;evirerek sola kayar; bu degi$
melerin sonuncusundan sonra gorUnU$ VIII i elde ederiz, 
bunu gorUnU$ IX takip eder. Bu c;1karma ilmegini sona 
e rdirir ve daha sonraki mukayese ilmegi ba$1ar. 4Jem, 
problem bir birine e$it iki sayiya mtincer oluncaya kadar 
devam eder (misalimizde $imdiden bu durumdayiz). Bun-
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da n sonra nihai cevaba gottirmesi gereken son mukayese 
iJmigi geJir. Bu gortin~ X u verir, son ~Ikarma gortin~ 
XI i vcrir, en .sonra da XII sonucuna uJ~1r1z. 

34. .-\LGORtTAMALARIN TERKtBt 

Yeni i~Jeme matrisleri kurulurken, eger milmktinse 
evvelce kurulm~ matrisler kullanmak elveri$}idir. Yem 
gozontine alman algoritma, belirli bir anlamda, daha evvel 
kurulmu~ algoritmaJarm bir terkibi oJdugundan bu yap1-

q. q2 q.1 q.i Po Pi P2 
0 lp2 ! R 
I 2p2 ! R 
2 Jp2 ' R 
3 4p'l. ! R 
4 Sp2 ! R -
5 6p:! ! R 
6 7p2 ! R 
7 8p2 ! R 
8 9p2 ! R 
9 OL ! R 
/\ Rq~ /.q3 Rqi p2 IP:! ! Lp1 
I aq-i Pq1 Rqi l q1 L ,, Lpo R 
a L R IL " R 
/J L R AL IR 

$ek ll: 25 

labilir. Bunu bir misfil.le a~1kbyahm. Stroklar zinciriyle 
g0sterilen, verilen bir say1 ~iftini, bunlann ondal1k $ekilde 
yaz1Jm1~ en bilyilk ortak ooleni haline ~irecek bir 
aJgoritma icin i$}eme matrisini kurmak istedigimizi 
f arzedeJim. Bu algoritma datia evvelki iki algoritmamn 
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- once bOIUm 33 tekinin, sonra oolUm 30 dakinin -
terkibinden (yani ardarda uygula~mdan) elde edilebil
diginden bunun i!jleme matrisi $ek. 25 de gorUldUgU gibi 
$ek. 14 ile $ek. 18 in terkibiyle clde edilebilir. $e. 14 tin 
hallerinden ayn tutmak i~in once $ek. 18 in hallerini 
p.,, IJi ve p, olarak yazacak ve $ek. 14 te « ! » yerine Pt 
alacag1z. Bu halde $ek. 25 teki gibi bu degi!jmi.$ tablolan 
birlikte koyacag1z. Bo.$ yerler, gozonline alman problemde 
hie gec;miyecek olan giri.$ c;iftlerini gosterir (herhangi bir 
c;1k1.$ liGltisti bu yerlerin herbirinc konulabilir). $ek. 25, 
ic;inde, once verilen bir stroklar zinciri c;iftir)in, bunlarm 
en btiytik ortak oolenlerini gosteren zincir haline ~vril
digi, sonra da « ! > da duracak yerde ($ek. 24, gorUnilij 
Xll), makinamn Pi haline gittigi bir i!jlemi ifade etmek
tedir; i.$1em devam cder ve sonucu ondahk !]ekle c;evirir. 

Bu metodun herhangi sonlu say1da algoritmanm 
terkibine te!jmil edilebildigi kolayhkla gorUlebilir. Bun
dan, ozellikle say1sal bir algoritma ic;in tabii sayllarm 
stroklar zinciri !jeklinde verildigini farzedebilecegimizi 
anlanz, <,;Unki hu hal i<,;in bir matris, m~ela ~ kurabilir
sek, o takdirde, ilk veriler ve sonuc; ondahk !]ekilde olmak 
iizere hesaplamamn yap1Jmas1 ic;in, bir matris kurabilir 
yani $U Uc:; matrii:;i terkip edebiliriz: ondahk gosterili$i 
st roklar haline donU$tUrmege yariynn matl'is, 2{ matrisi, 
ve stl'oklan geriyc ondahk hale clonti!jtilrmeye yarayan 
matris ". 

Algoritmalar terkibinin diger metodu ayru algorit
manm onceden belirlenmi.$ bir ~rt gen~ekleninciye kadar 
milkerrer uygulanmasmdan ibarcttir. Mesela, onda11k 
gosterili.$ haline ~virmekte kullamlan algoritma, daha hie; 
strok b1rak1Jm1yana kadar devam eden n den n + 1 e 

• ' Bu, !kill slsteml kullanan elektronlk maklnanm lslemeslne benzer: 
Ilk ondalik verllerl lklli sekle ve lklll sonucu ondal.Jk sekle a~lrmete 
yarryan bazr dilzeneklerl halz olmalld1r. 
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ge<;i;>e ait algoritmanm mtikerrer uygularu$mdan ibarettir. 
Verilen algoritmanm i$leme matrisinden ve hesaplamanm 
sonuna ait durumdan, mtikerrer algoritma icin bir matris 
kurabiliriz. Bununla beraber kullamlan metot, terkip icin 
kullamlandan dahn karI$1ktH' ve bunu teferrtiatb incele
miyecegiz. 

Tahlilini yaptig1m1z misfillerden, oteki algoritmalar, 
ozellikle say1sal olm1yanlar i<;in i$leme matrislerinin nasll 
kurulacag1 ortaya <;1km1$ olur. BOIUm 14 teki kelime 
ircas1 algoritmasmm kutWU$UDUD ana hattm1 cizecegiz. 
Once a$8g1daki dogru stibstittisyonlar1 icra etmek Uzere 
~f •. 212. Ill.~. 211 matrislerini kurahm: 

b __.. acc. 

ca __.. accc, 

aa __.. A. 

cccc __.. A. 

(Mesela 2l;i <' kar$Ihk gelen makina {a, b, c} alfabesindeki 
herhangi bir kelimeyi, icinde aa harf ciftinin ilk geci$inin 
at1ld1g1 diger kelime haline donti$tilriir. aa cifti gecmezse 
kelimeyi degi$meden b1rak1r.) Bundan sonra 21i. 21i, 

2l:i. 211 Un mtikerrer uygulam$larma ait ~. 'ii:.~. m: 
tablolarm1 kurahm (Mesela, ~ e tekabtil eden makina, 
aa nm ilk ge<;i$ini ba$lang1<;taki kelimeden kaldmr, bun
dan sonra aa nm ilk geci$ini yeni kelimeden kaldmr, ili, 
ta ki aa nm hie bir ge<;i$ini haiz olm1yan bir kelime husule 

gelsin). Nihayet, aranan irca algoritmas1, ~. ~. 'fil,,, 2f: 
matrislerinin terkibinden ibarettir. 
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TEMEL HIPOTEZLERI 

Son bollimUn misallcri bir Turing makinamn i!]ley~i
nin, aJgoritmanm gerektirdigi hesaplamadan ibaret yav~ 
bir film gibi oldugu intibam1 b1rak1r. ~leme matrislerinin, 
mescla sozlU ihtarlar veya cebirsel formilller gibi <,;e$itli 
yollardan verilmi$ bilinen oteki algoritmalar i<,;in buluna
bilip bulunanuyacagm1 bilmek isterdik. lncelememizin bu 
merhalesinde bunun yapllabildigi a<,;1k~ gOzi.ikmektedir. 
Ger<,;ekten durum bu mudur? Turing makinas1 ve Tu.ring 
i!}leme matrisi nekadar geneldir? BUttin algoritmalarm 
i$lemC' matrisleri olarak g0sterilebildigini 60yliyebilir 
miyiz? 

Modern algoritma teorisi bu soruJara ~daki hipo
tezle cevap vermektedir. 

Algoritma teorislnln temel hlpotezl: 

BiUiln algoritmalar i§leme matri8leri halinde verQe
bilir ve buna kar§tlik ge"fer/, Turing makinalanyla icra 
edilebilir. 

lki soru ortaya <,;1kar: 

1. Algoritma teorisine dair hipotezin ta$1d1gi anlam 
nedir? 

2. Hipotez i<;in temel nedir? 

-104-
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Temel hipotez bir yandan cblittin algoritmalardan» 
yani genel algoritma kavrammdan bahsetmektedir ki 
bunun kesin bir matematiksel kavram olmadlg1m bir ~k 
defa belirtmi$tik. Ote yandan, kesin matematiksel bir 
kavram olan Turing i$leme matrisinden bahsetmektedir. 
Bu, gcnel fakat belirsiz «blittin algoritmalar» kavram1mn 
daha ozel fakat tamamen kesin Turing i$leme matrisiyle 
aydmlat1ld1g1 anlamma gelmektedir. BOylece, algoritma 
teorisi, incelemelerinin konusunun, mtimktin bUttin Turing 
i$leme matrisleri (Turing makinalar1) oldugunu ifade 
etmektedir. 0 takdirde baz1 problem smlf1ru cazmege 
yariyan bir algoritmanm mevcut olup olmayI$I gibi 
sorulari ileri slirmenin anlam1 olur. $imdi bunun, gerekli 
ozellikleri haiz olan bir Turing makinasmm (i$1eme mat
risinin) mevcut olup olmayl$1 anlamma geldigini an11yoruz. 

BOylece, temel hipotez, modern algoritma teorisinin 
temel tarifinin kabultinli hakll gostermektedir, ki bunun 
kullamh$I, belirsiz bir algoritma tarifinin, bir Turing 
makinas1mn i$leme matriBinden ibaret kesin kavramla 
ayni oldugunun anla$Ilmas1m mtimktin kllar. 

Bu onemli hipotezin dayanag1 nedir? Bunu bir mate
matik teoremini ispat ettigimiz gibi ispat edemeyiz, ~ki 
bu, kesin olarak tarif edilmemi$ bulunan ve bundan otlirli 
matematksel incelemenin ozel bir konusu olm1yan, genel 
algoritma kavramma dair bir ifadedir. 

Hipotezin muteber olU$Una inanc1miz esas itibariyle 
clcncmeye dayanmaktad1r. Matematik tarihinde binlerce 
yd boyunca geli$mi$ bulunan biltiln bilinen algoritmalar 
Turing i$leme matrisleri ~klinde yazJlabilir. Fakat hipo-
t ez, 1 am ge.;mi$te bulunmU$ olan algoritmalar hakkmda 
bir ifade degildir. Bu, gelecegi ilgilendiren bir kehanetten 
de c;ok farkh bir tabiata sahiptir; herhangi bir ihtarm 
algoritma $Cklinde verildigi her seferinde bu, $eki1Jeri 
veya elemanter i$1emler ne olursa olsun bunlari bir Turing 
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i!}leme matrisi olarak vermenin mtimkiln olacag1ru bildir
mektedir. Bu anlamda temel hipotez, fiziksel bir hipotezle, 
mesela, ge~mi!}teki geni$ denemelerin agirhgmm gelecek 
olaylarm kehaneti i~in iyi bir temel te$kil ettigine hi.iklim 
verdigi enerjinin korunumu prensibiyle mukayese edile
bilir. 

36. TARtHl HATIRLATMALAR 

Son ooltimde bilinen algoritmalardan daha karu~1k 
algoritmalar kurmanm iki yolunu zikrettik: terkip ve 
iterasyon. Uzun bir liste verebilirdik. Bununla beraber, 
bilinen metotlarm hepsi, o !}ekildedir ki ilk algoritmalar 
i$leme matrisi halinde verilir verilmez, bile$ik algoritma
lar da i!}leme matrisleri halinde verilebilir. Ozel olarak, 
algoritmalar terkibi i<;in, yeni bir matris kurmaga yar1yan, 
verilcn i!}leme matrislerinin nas1l kullan1ld.Jgm1 gordi.ik. 
Bundan ba$ka, bOIUm 26 da zikredilmi$ bulunan $unu 
hat1rlatiyoruz: sahih bir algoritma kavramma ait $iddetli 
bir zorunluk ortaya <;1ktlgmda, bir <;ok matematik<;iler, 
matematik incelemeler i<;in ozel bir konu olacak olan 
yeteri kadar kesin ve ayru zamanda blitiln tasavvur edilmi$ 
algoritmalan gostermekte yeter derecede genel, algorit
malar i~in standart bir $ekil bulmaga koyuldular. Turing 
i$leme matrisiyle birJikte, ba$ka bir <;ok metotlar teklif 
edildi. Mesela, A. A. Markov (bu kitapta bOitim 14 teki 
irca algoritmas1 vas1tas1yla k1saca anlatilan) normal 
algoritmaya ula$mI~tlr, GOdel ve Iaeene de rekiirsif (ric'i) 
algoritmaya (1•ekilrsif fonksiyona) ula$mI$t1r. Bi.itiln bun
larm denk oldugu sonucuna varihr. Bu bir raslanti olarak 
di.i$i.inillemez; bu temel hipotez i<;in, i.istelik bir amildir. 

Algoritma teorisinin kendisinde, temel hipotez kul
lamlmaz. Yani, teoride teoremlerin ispatlanmasmda temel 
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hipoteze referans gosterilmez. BOylcce, hipotezi bilmiyen 
v~ya kabul etmiyen bir kimse teoride $Ckli gi.i1,;1UklerJe 
ka~Il~mazdi. Bununla beraber, bu kimse algoritma teorisi 
dcdigimizi sadece Turing i$leme matrisleri teorisi olarak, 
yani ozel tipte alyoritma teori.si olarak gozontine ahrd1. 

Yazar $ahsen, temel hipotezin muteber OlW?una inan
makta ve bunun sonucu modem algoritma teorisine, 
basit1,;e geli$igi.izel se<;ilmi$ algoritma s1mfmdan yani 
:cTuring algoritmalaru ndan ibaret bir teoriden ziyade 
Y('1U'/ bir teori olarak deger bic;mektedir. 



11. GENEL TURtNG MAKINASI 

$imdiye kadar degi$ik algoritmalarm, herbiri kendi 
i$1eme matrisiy1e <;ah$Cln, degi$ik Turing makinalar1 tara
fmdan yap1ld1g1 gori.i$ noktasmda karar klld1k. Bununla 
beraber, herharigi bir algoritmay1 yapmaga gticlti, yani, 
belirli bir anlamda herhangi bir Turing makinasmm i$ini 
yapmaga gUc;li.i gencl bir Turing makinas1 kurabiliriz. 

37. TAKLiT (BENZER1Nl YAPMA) ALGOR1TMASI 

Bunun nas1J yap1ld1g1ru daha iyi anlamak i~in ~yle 
clil$Une1im: makinanm · band! ba$lang1cta bir A bilgisini 
ihtiva etsin ve biz bir kimseye, makinanm bu verileri 
nasl1 i$1edigini gostermek istiyeJim. Eger bu kimse Turing 
makinalarmm i$lemesine ah$Iksa, bu takdirde ona A ilk 
bilgisini ve makinanm i$leme matrisini vermek yetecektir. 
Euclide'seJ algoritma i<;in yapbg1m1z gibi gorii$leri kay
detmekle o, kendisi i<;in hesaplamay1 tekrar kurabilir. 
Fakat bu demektir ki $ClYet ona makinanm i$1eme matrisi 
verilirse, o herhangi bir Turing makinasmm i$in1 yapa
bilir. Bir makinamn i$leme matrisinden taklidinin tam 
yolu tabii olarak taklit algoritmasi denilen, Turing mald
nalari hakkmda hi<; bir $ey bilmiyen biri tarafmdan icra 
edilebilen, tam bilgi dizisi halinde bizzat verilebilir. $ayet 
o, herhangi bir makinanm i$leme matrisine ve bandm 
herhangi ilk gorUnU$Une malikse, o, makinarun i$1emesini 
tam olarak taklit edebilir ve aym sonucu elde edebilir. 

-108-



Genel Turtnic Maklnas1 109 

Muf assal taklit algoritmas1 a~g1daki ihtarlar listesiyle 
verilir: 

lhtar 1. Altmda bir sembolti bulunan bant Uzerin
deki (tek) hticreyi taraym1z. 

lhtar 2. !$leme matrisinde taranm1$ hi.icre altanda 
,goztiken sembol taraf mdan b~ getirilen stitunu buJunuz. 

lhtar 3. Taranm1$ hilcre ifindc goztiken sembol 
tarafmdan b~ getirilen satin bulunuz bu sahr ve stitu
nun kesi~tigi yerde gozi.iken scmboller il<;li.isi.inii kaydediniz. 

lhtar 4. Taranrru$ hilcredeki barf yerine il~JUntin 
ilk semboJUnti yerl~tiriniz . 

lhtar ri. Eger U~lUnUn ikinci sembo!U « ! » isc 
.durunuz. 

lhtar 6. tlcltini.in ikinci sembolti S ise, taranm1~ 
hticre altmdaki sembol yerine ii<;IUniln Ucilncil sembolilnU 
koyunuz. 

lhtm· 7. tl<;IUntin ikinci semboli.i L ise, taranm1$ 
hticre altmdaki sembolU silip i.i~lilntin il~ncil sembolUnti 
solda daha sonraki hticre altma yazm1z. 

lhtar 8. O~lilntin ikinci sembolti R ise, taranm1' 
hticre altmdaki harfi siJip UcJUniln U~cti sernboliinU 
sagda daha sonraki hilcre altma yaztruz. 

lhtar 9. thtar 1 e ba$1aymiz. 

38. GENEL TURfNG MAKlNASI 

Bizim farazi insan ~alktiJator yerine bir Turing 
makinas1 kuHanabiliriz; bu diger herhangi bir Turing 
makinasmm i$ini yapabilecek genel bir makina olacakt1r. 
~ka tilrlti s0ylersek, yukarda dokuz sazlti ihtar halinde 
yaz1h taklit algoritmas1 bir Turing i$leme matrisi (genel 
matris) $eklinde verebilir. Kendisi temel hipotezin daha 
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ziyade bir dogrulanmai:;1 olan bu keyfiyetin tarn ispat1ru 
buraya almak olduk~a yer tutar. Gene! makinanm !)eklini 
ilgilendiren baz1 genel a~1k.larnalarla yetinecegiz. 

Tak.lit algoritmasmm ilk bilgisi i$leme matrisini ve 
taklit makinasmm ilk goriln~i.i ihtiva etmektedir. Algorit
ma ilk gori.in~, taklit edilen makina taraf mdan elde edilc
bilecck olan sonucu gosteren son gori.in~ haline don~
tUrUr. Genel bir makina ayru $eYi yapmaluhr. A~g1daki 
iki gU~Higi.i yenmek zorundayiz. 

l. Tak.lit edilen makinanm i~eme matrisini ve ilk 
gorUnU!}UnU genel makinanm band! Uzerine dogrudan 
dogruya koyamay1z, zira burada, bUti.in Turing makina
larmda oldugu gibi bUtiln bilgiler bant Uzerinde tek-boyutlu 
olarak (yani, bir tek satlrda) s1ralanm1$t1r. Fakat verdi
gimiz i~leme matrisleri bir ka~ satm bulunan ciki boyutlu:. 
matris halindedir; aym $eY i<;indeki hal sembollerinin 
bandm altmda gozlikti.igi.i gortinil$ler ic;in de dogrudur. 

2. Gene! makina (bUtiln Turing makinalar1 gibi) 
sabit bir di$ alfabc kullamr. Bu alfabcyle, herhangi say1da 
harflcri bulunan alfabeleri s1rayla kullanabilen miimkiln 
biiti.in matris ve goriln~eri g0stermege gil~U olmamtz 
gerekir. 

Bundan otilri.i once, Turing makinalanrun gerektir
digi ~ylere yani l>ilginin bir boyutlu o1U$U ve alf abenin 
sonsuz olu~una uyHn bir i$1eme matrisleri ve goriln~er 
yazma metodu tasarJamam1z gerekir. k satlr ve m siltunlu 
iki boyutlu bir i~leme matrisi yerine, mk ardl$ik ~i 

.-0embolti bulunan bir dizi yazariz. bu dizide bir ~inin 
ilk semboli.i matrisin sat1r elemanma, ikincisi siltun elema
nma ka~1hk gelmcktedir, son tic;i.i ise s0z konusu satir ve 
si.itunun kesi$tigi yerde gozi.iken ti~lilyti tarnarnlar. 

Mesela ~k. 12 nin tablQSU yerine, 

({}) 
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yazar1z. ilk tablo a$ikar olarak bu sat1r taraf mdan tek bir 
tar-.tda tekrar te$kil edilebilir. Benzer $ekilde, hal sembo
lUnU taranrm$ bir hiicrenin altmdan ziyade sagma yaz
makla bir gori..inU$U gosteririz. BOylece $ek. 24 teki IV 
gorUn~U yaz1lmak istenirse 

l I I I I q. I 

;;eklinde yaz1hr. 

39. ~ll<'R J<~LJ SEMBOLLJ<;R CiUBUBU 

Verilen bir i~leme matrisi ve goriin~U karakterize 
etmek i<;in i<; "\e dl!? alfabede hangi harfleri kullamrsak 
kulanal1m farketmez. Mesela, $ek. 12 deki tabloda ~ yerine 
b harfini koysa idik, makineyi incelememize bunun bir 
etkisi dokunmazd1. OnemJi olam sadece farkh C$yanm 
farkh sembollerle gosterili$i ve hal sembolleri ile bant 
hareketi sembollerini d1$ alfabeden ayirdetmiye gil<;lii 
olu~umuzdur. 

Bu !?eyleri hesaba katarak, bir n satmnda herbir 
harf yerine s1f1r ve birlerden ibaret bir seri (tjifreli bir 
yuruv) koyacag1z, oyle ki verilen bir harfin her ortaya 
<;1k1~1 yerine aym bir !?ifreli gurup konuJm~ olacak. Sonuc 
olarak n, 0 Jar ve 1 Jerden ibaret bir n' satmna cevrilir. 
n nm !l' ile te$kil edilmesi (ortillmesi) i<;in $ifreleme 
metodu a$ag1daki $8.rllar1 gerceklemelidir. 

(1) n', tam bir tarzda kendisinin Ge$itli guruplarma 
ayr1labilir. 

(2) $ifreli guruplar arasmda kaydmnalara ait \L, 
R vc S), hal scmbolleriyle dl$ alfabe sembollerini ay1r
detmek tizere bir kural (bir algoritma) bu1unmal1d1r. 
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Bu iki ~rt a$ag1daki $ifreleme metoduyla uygunluk 
te~kil eder. 

1. $ifreli guruplar icin 

100 ... 01 

§eklinde 3 + k 1 m kelime almz (iki 1 arasmda 0 lar 
zinciri). 

Bir !l' satln basitce, arada 1 ler arasmda kesilmek 
suretiyle $ifreli guruplarma ooli.inebilir. 

2. $ifre ~yledir: 

Sembol ~ifreli gurup 
L 101 
s 1001 
R 10001 

r 
100001 

4 mu } 
~ Sz 10000001 6 slf1r 2 den bi.iytik 

.alfabe 
tek say1da 

8A 100 ... 001 2. Ck+i> ~1f1~ sifir 

r 
1000001 

5 sdw l hal q. 100000001 7 slf1r 3 ten btiytik 
sembol- . . . . . . . cift say1da 

leri q- 100 ... 001 2 <m+l) +1 s1f1r 
slfir 

Bu $ifrede s1 = A olmak tizere, !l' 

1000011000001100001100011000000000001100001 
100000001100001 101 10000000001 ... 

olur. 
BOyle i$leme matrisi veya gosteri$lerden $ifreleruni$ 

-0 lar ve 1 ler satm, s1rayla §ifreli t§l.eme matrisleri veya 

' 
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~'if reli gorunii.§1,er adm1 alacaktir. Bu $ifreyle, verilen bir 
i$leme matr1si veya gori.inii$ kendi ilk $eklinde kolayca 
tekrar t~kil edilebilir ( O ve 1 yerine, herhangi ~ka iki 
c;;embol, mesela a ve b kullanabilirdik). 

40. GENEL TUR1NG MAKINASI l~tN ALGORiTHA 

Taklit algoritmasma ait 1-9 ihtarlarm1, bunlaru;1 
~Ozlii $ekillerinden, $ifreli i$leme matrisiyle $ifreli ilk 
:gorUnii$ii $ifreli son gori.inii$ haline ~viren bir algoritma 
haline donii$tUrebiliriz. 4te bir kac; misAI: 

lhtar 1. $ifreli gosteri$te, tek say1da (3 ten biiyiik) 
s1f1rh (biricik) $ifreli gurubun hemen solunda gOzilken 
:;;ifreli gurubu taray1mz. 

lhtar il ve .'J. $ifreli matriste ihtar 1 de~ 
guruplar c;ifti ile denk olan kom$U guruplar c;iftini bulunuz. 

lhtar 6. $ayet incelenmi$ bulunan $ifreli guruplar 
iic;IUsiintin ikinci k1sm1 1001 gurubu ise, o takdirde $ifreli 
goriinti$te (3 ten biiyiik) tek say1da s1fm haiz $ifreli 
gurup yerine ti<;li.iniin tic;iincti gurubunu koyunuz. 

Bu algoritmamn ileri bir tahliliyle, $ifreli bir gurup 
iizerine yap1lan herhangi bir i$lemi (bir sembolU obi.iriine 
<;evirerck ve 1-;ola veya saga dogru bir hane kayd1rarak) 
Turing makinalarmm standart i$1eyi$ zincirine indirgiye
biliriz. $unu kaydetmeli ki 0 ve 1 ile birlikte obUr harfler 
genel makinanm dt$ alfabesinde gozilkecektir, meseli, 
~ifreli i$1eme matri1Sini $ifreli gortinii$ten ayirmaga yar1yan 
harf ile 0 Jar ve 1 lerin incelenmesi s1rasmda g~ici «hatll'
lattcllar:t roHi oynam1ya yar1yan harfler gibi (oolUm 33 te 
Euclide'sel algorit~aya ait programa balomz) . 

Bu tahlilin sonucunda, taklit algoritmas1 bir Turing 
makinasmm i$1eme matrisi olarak ifade edilebilir. 0 tak-

f . • 
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dirde bu gene! bir makinarun matrisi olur. Sa.yet bir A 
makinas1 bir problemi ~zerse,A run ~ifreli i~leme matri
siyle ~ifreli ilk goriln~U verildigine gore genel makina da 
bunu ~zer. 

Genel bir makinarun mevcudiyeti verildigine gore, 
herhangi bir i~leme matrisi (veya ~ifreli i~eme matrisi) 
iki ~ekilde goztikebilir. 

1. t~leme matrisi buna ka~lhk olan problemi ~
mekte kullamlan ozel bir Turing makinaslJlln lojik kismm1 
anlatir (bu ba~lang1c;ta kabul ettigimiz go~ noktas1dlr). 

2. Tablo, genel makina tarafmdan, buna ka~1hk 
gelen problemi ~zmede kullanllacak bir program anlat
maktadir. 

Sonuc; olarak ~unu kaydedelim ki modern elektronik 
makinalar genel makina gibidir, bunda, verilen bir prob
leme ait ilk verilere ilaveten, bunu c;Ozmege yariyan 
program1 da hatiraya koyanz. Elektronik makinalar da 
hatiranm bir ic; ve bir d1~ k1sma oolUnmesiyle karakterize 
edilir. d1~ hat1ra, mesela manyetik bir bant veya kasnak 
olabilir. Fakat bir Turing makinasmm d1~ hatiras1 son
suzdur, halbuki, tabii herhangi bir gerc;ek makinamn dJ~ 
hatiras1 sonludur. 

Gerc;ek makinalarla Turing rnakinas1 arasmdaki bu 
esaslI farktan, bittabi kac;irularnaz. Aym zamanda, her
hangi ger<;ek makinamn d1~ hat1ras1mn, makinamn kuru
l~unu degi~tirmeden, mesela ilave bant Uzerine bagla
makla, keyfi olarak arbrtlabiJrnesini ger~kl~tirmek 
onemlidir. 



12. A L G 0 R i T M A j L E ~ 0 Z 0 L E M j Y E N 

PROBLEMLER 

41. CHURCH TEOREM1 

Belirsiz algoritma kavrammdan kesin Turing maki
nas1 kavramma ge~ip, $imdi verilen bir problem sm1fmm 
bir algoritma ile ~ozilltip c;Oztilemiyecegi onemli sorusunu 
kesinlc$tirelim. ~imdi bu problemin $U anlama geldigini 
anhyoruz: Verilen problem s1mfm1 ~zmekte kullamlan 
bir Turing makinas1 mevcut mudur? («Bir Turing maki
nas1 vcrilen bir problem sm1f1m c,;ozen ctimlesinin anlam1 
icin BO!Um 8 e bakm1z.) 

Algoritma teorisinin «hay1r~ cevab1ru verdigi prob
lemlcr vardir. Bunlardan bir ilki Amerikan matematik~ 
A. Church tarafmdan 1936 da ke$fedildi (American 
.Journal of Mathematics, Vol. 58 de, A. Church, «An 
Un,~olvablc Problem of Elementary Number of Theory• ye 
bakm1z). Bu problem sonuc <·1karabilme ile me$gul olur 
( oolUm 25 e bak1mz) . 

CHURCH TEOREM1. Sontl.{; ~karabUme problemi 
rdgoritma yolu,yl,a g(jzukmez. 

Bu sadece, buna kar$thk olan algoritmay1 kurmakta 
daha onceki bUttin te$ebbtislerin ba$ar1stzhgrm ac1klamaz, 
fakat ooyle t~bbtislerin haliyle bo~ gitmi$ oldugunu 
gosterir. 

-115-
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!2. KENDt KENDtNE HESAPLANAB1LME PROBLEMl 

Algoritmalar teorisindeki imkans12hk ispatlar1, mate
matigin obilr dallarmdaki imkins1Z11k ispatlanrun (mesel8. 
bir ac;mm pergel ve cetvelle Ug ~it par~ya ooltinti$U 
veya bir karenin kenari ile k~eni igin ortak bir ol~k 
bulunmas1) aym olan matematiksel sahhatle karakterize 
edilir. Kendi k<:ndine hesap edilebilme problemi igin bOyle 
bir ispatm ana hatlaram cizecegiz. 

1. Makina bu gortinti$e uygulanabilir; yani, bu 
gortinti$ten ba$hyarak, sonlu say1da ad1mdan sonra makina 
bir dur emrine ul~1r. 

2. Makina bu gortinti$e uygulanamaz; yani, ne kadar 
uzun stire Gah$Irsa c;ah~m, asla dur emrine er~ez. 

A$ag1daki genel problem ortaya c;1kar. 
Uygulanabilmc problemi. Herhangi bir makinanm 

i$1eme matrisi ve ona ait bir gortinU$ verildigine gore, 
makinarun gortinti$e uygulanabilip uygulanamad1guu tayin 
ediniz. Bu, algoritmalar kurulmasmda tipik bir problem
dir, c;Unki bunu ~ek istiyen bir kimse, herhangi bir 
makina ve herhangi bir gortinti$ ic;in, makinanm gorUnti$e 
uygulanabilip uygulanamad1g1 sorusuna cevap veren genel 
bir metot (bir algoritma veya makina) bulmak zorun
dad1r. 

~imdi bir Turing makinasmm bandmda, makinarun 
alf abesi cinsinden yaz1h, makinanm kendi $ifreli i$leme 
matrisi gozUkttigUnU farzedelim. $ayet makina bu g6rU
nti$e uygulanabilirse, buna ken.di ken.dine uygulanabilir 
deriz; aksi halde kendi kendine uygulanamaz dlye adlan
d1r1r1z. 

Kendi ken.dine hesapkznabilme prob'lemi. Herhangi 
bir $ifreli i$leme matrisi veriJdigine gore buna kar$1hk 
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olan makinamn kendi kendine uygulanabilir olup olmad1-
gm1 tayin ediniz. 

TEOREM. K<·ndi kendine he8ap edflel>ilme problemi 
alyoritmik olarak ~ozUlemez. Besbelli ki bu teorem uygu
lanabilirlik probleminin algoritmik olarak c;Oztileme-zligini 
ifade ctmektedir. 

/spat. Aksine olarak kendi · kendine hesaplanabilme 
problemini ~ozen bir makinanm mevcut oldugunu f arze
delim. A, her kendi kendine hesaplanabilir i$1eme matrisi 
(kcndi kendinc hesap edilebilirligi gosteren) bir ,,. sem
bolUne, her kendi kendine hesaplanamaz i~eme matrisini 
kcndi kendine hesaplanamazhg1 gosteren) farkh bir "t 

semboltine don~tUrUr. A dan ~g1da zikredilen ozelikleri 
bulunan diger B makinas1ru kurabiliriz. Evvelki gibi bu, 
bUtUn kendi kendine hesaplanamaz matrisleri "t haline 
clonU!?tilrUr ama bu, kendi kendine hesaplanabilir matris
lerc uygulanamaz. BOyle bir makina A nm i$leme matri
sini degi$tirmek suretiyle oyle kurulabilir ki ,,. sembolU 
gozUkUnce, duracak yerde. makina silmeden daimi surette 
a- sembolUnU tarar. 

BOylece, B, kendi kendine hesaplanamaz bUtiln mat-
1·isle1·c uygulanabilir ve kendi kendine hesaplanabilir 
bUtUn matrislere uygulanamaz. Fakat bu bizi bir ~li$
meye gotUrtir: 

1. B makinasmm kendi kendine hesaplanabilir oldu
gunu farzcdelim. O takdirde kendi !?ifreli B' i~lemc matt isi
ne uygulanabilir. Fakat B sadece kendi kcndine hesaplana
maz makinalarm $ifreli i$leme matrislerine uygulanabil
diginden, bu B nin kendi kendine hesaplanamaz oldugu 
anlamma gelir. 

2. B nin kendi kendine hesaplanamaz oldugunu 
far.tedelim. 0 takdirde bu B' ne uygulanamaz, kl bu B nln 
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kendi kendine hesaplanabilir olmas1 gerektigi anlamma 
gelir. Bu <;;eli$me teoremi ispat eder. 

Yukarki teoreme dayanan Turing makinalar1 teori
sinde ortaya <;;1kan algoritmik c;Ozillemezlik halleri ile 
~itli diger genel problemler tesis edebilir. 

43. ORTME PROBLEMLERt; (JEVR1LEB1LME PROBLEMt 

A$ag1da soylediklerimizden ibaret ispat metoduna 
geni$<;e yer verildi. Bir {a,} problem smlfmm her a1 prob
lemine, bir { b.} sm1fmm bir f (a,) problemini ~lik etti
relim, oyle ki f (a.) probleminin bir ~ozlimtinden a. prob
leminin bir <;oziimii tiiretilebilsin. Bu halde { b1} problem 
sm1fmm { a1} problem sm1f1ru orttugunu saylemek tabiidir. 
Bu $artlar altmda, $ayet { b·} problem smtf1m ~zmege 
yar1yan bir algoritma mevcutsa, bunun {a.} problem 
sm1fm1 <;;ozmege yar1yan bir algoritma haline ~vrildigi 
de a$ikardir. Bununla beraber $ayet, algoritmik olarak 
<;;ozi.ilemez {a.} problem sm1f1 tesis edilmi$se, bundan 
{ b.} sm1fmm ayni $ekilde algoritmik olarak c;Ozillemedigi 
c;1kar. BOyle bir durum <;;ogu defa, algoritmik <;;Ozillemezlik 
kurulmasmda kullamhr. Ozel olarak, verilen bir ~ prob
lemi i<;in bir 1t problemi bulunur $C)yle ki cs , u yu orter 
fakat u, algoritmik olarak <;;ozillemez. Bu metodu kulla
narak bir <;;oziilemezlik ispatma dair bir mjsAJ veriniz. 

Qevrilebilitlik problemi. Verilen M Turing makinas1 
ve buna ait iki K1, K2 gorlinU$U i<;in, $ayet K1, M ye ait 
ilk goriinli$ olarak almd1gma gore, K2 i!;ilem s1rasmda hi<;;, 
ya son goriinii!ji veya bir ara gortinU!;i olarak ortaya ~kar 
m1? 

M Turing makinasmdan a$ag1daki ozeligi buJunan 
yeni bir M• Turing makinas1 kurabiliriz. 
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K, M ye ait herhangi bir gortinii$ olsun. 

1. $ayet M, K ye uygulanamazsa, o takdirde JI•, 
K ye uygulanamaz. 

2. $ayet M, K ye uygulanabilirse, o takdirde M• de 
K ye uygulanabilir, ve son gori.inii$, taranmt§ hUcrede 
-c clan ibarettir ve -c nun M ye ait d1§ alfabede herhangi 
bir sembol oldugu bUtUn oteki hticrelerde bo§ kahr. 

Herhangi bir M makinas1 i~in, M ye ait uygulanabi
lirlik problemi p., ve M* ye ait ~vrilebilirlik problemi 
I tP.,) o1sun. $ayet /(Pu) ~ozi.ilebilirse, bu halde, her K 
g0t-Unii'$ti i~in, M nin bunu K ye donii$ttirtip donil$tilr
medigini tayin eden bir makina mevcuttur; fakat M ancak 
vc ancak K ya uygulanabilirse M•, K yi K• ye donii$ttirilr 
Ulf nin kw•ulw;una bakmiz), bu, f(P.,) yi ~zen maki
nanm P11 yi de c;ozecegi anlamma gelir. BOylece, ~vrile
bilirlik problemi, {/(P., )} yi ihtiva ettiginden uygulana
bi1i1·lik problemi { p.,} yi orter. Bundan ve uygulanabilirlik 
probleminin algoritmik olarak ~ztilemezliginden, c;evrile
bi1irlik probleminin de algoritmik olarak ~ztilemezligi 
c;1kar. 

Ayr1ca, $ayet K , son gortinti$lere mlinhas1r kahrsa 
c;evrilebilirlik problcmi ~zWemez kahr. 

44. 'l'ARtHl A(ilKLAMALAR 

Algoritmik c:oztilemezlik ilkin matematiksel lojikteki 
problemler ( sonuc; c;1karabilme problemi) ve algoritmala1· 
teorisindeki problemler (mesela, kendi kendine hesap 
edilebilme problemi) ic;in tesis edilmi$ti. Daha sonra ise, 
matematigin birc;ok ba$ka dallarmdaki benzer fakat daha 
az genel problemlere yoneltildi. Bunlann en onemlileri, 
kelime probleminin degi$ik ~$itlerine getirilen cebirsel 
problemler dizisidir. 



120 Alicontma lie Coziilemiyen Prol>lernlcl' 

Asosyatif hesaplar i<;in kelime problemi ilkin 1914 
gibi erken bir tarihte Norvec; matematik<;isi Thue tara
fmdan formtille$tirildi; o, ozel tipten baz1 asosyatif hesap
Jardaki algoritmalar1 verdi. 0 vakitten beri herhangi bir 
i;ift i<;in kullamlabilen genel bir algoritma kurmakta bir 
c;ok c;abalar harcanm1$tlr. 1946 ve 1947 de Sovyet mate
matikc;isi A~ A. Markov ve Amerikan matematik<;isi Emil 
Post birbirlerinden bag1msiz olarak, kelime probleminin 
algoritmik olarak c;oztilmedigi asosyatif hesap misalleri 
kurmu!jlardir. BOylece evleviyetle keyfi hesaplarda kelime 
denkligini tayin edecek bir algoritma yoktur. 0 vakit 
A. A. Markov ve ogrencilerinin bu sonucu tizerine geni$ 
asosyatif hesaplar sm1f1 i<;in algoritmalar bulunmasmm 
imkB.ns1zhg1 kurulm~ oldu. 

Bundan sonraki ooltimde herhangi keyfi asosyatif 
hesapta kelime denkliginin tayinine ait bir algoritma 
mevcut olmad1gma ili!jkin teoremin ispatlarmdan birini 
verecegiz. 

1955 te P. S. Novikov gurup teorisindeki 0zde!}lik 
probleminin algoritmik <;Ozillemezligini ispat etmekle 
matematik dtinyasmda btiytik bir canhhk yaratm1$1;1r. Bu 
problem, ozel bir hesaplar sm1fma, yani, i<;inde alfabenin 
her a harfi i<;in yine alfabenin (muhtemelen a ya e!}it) 
bir a harfinin 

aa-A 

uygun stibstiti.isyonlar listesindc gozi.ikmek ilzere mev<'ut 
oldugu sm1fa ait kelime denkligi probleminin yerini tutar. 
BOltim 14 te oldugu gibi, bir harfi elemanter bir don~Um, 
bir kelimeyi de, kelimedeki harflere kar~1hk gelen eleman
ter donti$iimlerin ~arptmi olarak yorumlarsak, bu halin 
anlam1 aydmlanmI$ olur. Bu halde, ~ barf Ozde!}lik 
donti$iimiine (biitlin elemanlari bulunduklari yerde 
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b!l'akan don~me) karl}1hk gelir. 0 takdirde aa. - A uygun 
silhstitUsyonunun mevcudiyeti, her a elemanter don~Umti 
ic;in bir a elemanter donU~UmUnUn mevcut oldugunu oyle 
ki a dan sonra a run uygulaml}mm ozdel}lik donil$Umti 
oldugunu ifadc etmektedir. Daha ileriye gitmeden, dOnu
§iim yuruplart ad1 verilen ooyle bir donti$Um ctimlesinin 
ince1eni$inin bilyilk pratik ve teorik faydas1 oldugunu. 
gurup kavrammm, modern matematigin en onemli bir 
kavram1 bulundugunu kaydedecegiz. 

Markov ve Post 'un en onemli sonu~armm, guruplar 
teorisindeki OZdel}lik problemi hakkmda ac1klanacak hie 
bir sonuca henilz clvermedigini yukarda st>ylenenlerden 
anlamak yerinde olur. Bunun sebebi, Post ve Markov 
tarafmdan kurulan hesaplarm yukarda verilen gurup 
aksiyomunu ger~klememi~ ol~udur. Bundan ottirti, bu 
problem i<;in bir algoritma kurulma.&1 ic;in hilla limit bes
lenmekteydi, ve bu husustaki cabalar, Novikov'un sonuc
lanm yaymlamasma kadar devam etti. Novikov, gurup 
aksiyomunu gerc;ekliyen bir hesap misfili verdi ki bunun 
ic:in hie; bir algoritma mevcut degildi. Bu ytizden, biittin 
guruplar i<;in genel bir aksiyom, insana imkAns1z gibi 
gelmektedir. 

Markov ve Post taraf mdan kurulan misAller pek 
kan$1k idi ve uygun stibstitilsyonlardan ytizlercesini ihtiva 
etmekteydi. Daha basit misal bulma meselesi bir c;ok 
uluslar tarafmdan yeni yeni ct>zillm~ttir. MeselA, G. S. 
Tsentin, sadece yedi uygun stibstitilsyon ihtiva eden ve 
buna ait kelime probleminin algoritma ile ~illemedigi, 
oo!Um 12 deki misalin hesab1m kurdu. 

Algoritma ile <;Ozillemez problemlerin ke$fi, bir algo
ritma kurmaga c;ah$an bir matematikcinin, algoritmanm 
asla mevcut olmad1g1 imkimm da d~esi gerekli 
bulundugu bir durumun ortaya c1kmasma sebep olur. $u 
halde, istenen algoritma kurmaga harcanan cabalara 
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paralel olarak, bu algoritmanm mevcut olmay1$m1 ispat 
etmekte de ~ba harcanmalu:br. BOylece ooyle bir proble
min <;Ozillmesi ya 

1) algoritmanm bulunu~u 
veya 

2) bunun mevcut olmay1$mm ispab olabilir. 

BOltim 3 te Diophant denklemleri ilzerine Hilbert 
problemini anlatbk. Yar1m as1r boyunca bu problem i~in 
bir algoritma kurmaga bo$ yere <;aba harcanm1~. Daha 
yeni yeni <;abalar zit yonde, yani ooyle bir algoritmarun 
mevcut olmachgm1 ispata harcanmaktad1r. Bununla bera
ber JlenUz kesin sonu~ mevcut degildir ve bu zamana 
kadar elde edilmi$ bulunan kJBmi sonu~lar, Hilbert prob
leminin algoritmik olarak ~zillemiyecegi zanmm vennek
tedir. 



13. G E N E L K E L I M E P R 0 B L E M I N E 

AIT BIR ALGORITMANIN 

MEVCUT OLMAYl$1 

Bu bollimde, herhangi bir keyf'i h.esapta keli'me 
denkligi tayinine ait bir algoritmanin mevcut olmadigt 
ispat'lanmi~tn·. Bu ispat iki k1s1mda yapllrru$tir. 

Birinci kls1mda P -+ Q direkt silbstitilsyonlu it asos
ya tif hesaplan gozonilne ahnm1$tlr (bolilm 11 e bakm1z). 
Simetrisiz denilebilen boyle hesaplar i~in, ~vrilebilirlik 

problemini gozonilne alahm. Oklar, bir onceki kelimenin 
dogru silbstitilsyonlardan birinin uygulanu~1yla bir sonra
kine donil$ebildigini gostermek Uzere, ~yet bir 

R --? R1~R., - ... - - R --+ S 

geGilebilme zinciri mevcutsa, bir R kelimesi bir S kelime
sinc c;cvrilebilir denilir. Hcrhangi bir simetrisiz hesapta 
kelime Gevrilebilirligini tayin ic;in hiG bir algoritma mcvcut 
olmad1g1 tesis edilmi!?tir. ;; hesabmdan, her bir P-+ Q 
direkt silbstitUsyonu yerinc P Q endirekt stibstitUsyonu 
yerle$tirmekle elde edilen bir it' hesab1 tilretebiliriz. 

A$ikar ki, bir R kelimesi bir 1' hesabmda bir S keli
mesine ~vrilebilir ise o takdirde bu kelimeler 1t' de bir
birine denktir. Denklik tesisinde herhangi bir direkt 
P-+ Q uygun stibstitUsyonun Q-+ P tersi de uygulana
bildiginden bu iddianm kar$1tI gene! olarak dogru degildir. 
Demek ki simetrisiz hesaplar i~in elde edilen sonu~, 
kendiliginden denklik problemine t~mil edilemez. tkinci 

-123-
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k1s1mda bu zorluk a$Ilml$ ve denklik problemine ait ~zU
Jememe teoremi ispat edilmi$ olur. 

4.5. (:J<;VR1LEB1LlRLtGJN TAY1N1NE A1T BtR 
ALGORiTMANIN MEVCUT OLMAYI~I 

TEOREM 1. Het R ile S kelime ¢/ti i¢n, R nin 
S ye 9evrilip r;evrilRmedii}ini tayin eden bir algoritma 
yoktur. 

Teorem 1 in ispati simetrisiz hesaplar i~in ~evrilebi
lirlik problemini, Turing makinalar1 i~in ~evrlebilirlik 
problemine indirerek yap11Ir. Mademki ikincisi algoritma 
ile cozUlemez 0 halde birincisi de ~illemezdir. 

Bir Turing makinas1mn herhangi bir gori.in~UnU 
gozoni.ine alahm. Bu gori.inli$Un a$ag1daki hticrelerini 
alctif diye adland1racag1z: 

a) taranm1$ hUcre; 
b) bO$ sembolden ba$ka bir sembol ihtiva eden 

hlicreler; 
c) a veya b tipinden hilcreler arasmda bulunan 

hi.icreler. 

Bi.iti.in aktif hlicreler cUmlesi bant Uzerinde bunun 
aktif k1sm1 denilen sUrekli bir ki.ime te$kil eder. ~ek. 26 
da aktif k1s1mlan i$aretlenmi$ bulunan baz1 gori.in~ler 

gosterilmi$tir. $ek. 26 a daki taranm1$ hi.icre. bandm aktif 
k1smmm bir i~ hUcresidir; yani aktif k1smm ne en sagdaki 
ne de en soldaki hi.icresidir. $ek. 26 b; 26 c ve 26 d deki 
s1rayla sol, sari ve birlik diye adland1racag1m1z gibi gorU
nU$lere z1t olan bir gortinli$e bir i~ gortinU$ denir. 

Bir makinanm dl$ alf abesi 

S i, s~, . · ·, s .. 
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ve iG alfabesi de 

ol~un. Bandm aktif k1smmm sm1rlarm1 gostermek Uzere 
bir de (yukardaki alfabelerin hiG birine katilm1yan) h 
harfi ithaI edelim. 0 takdirde her gorlin~, R, ooliim 

l I 1 I In I IP.I a I l 
qo 

(a) (b) 

&ektl: 26 

.38 de kurulmU$ bulunan kelime olmak Uzere, bir hRh 
kelimesi ~eklinde gosterilebilir. Bu kelimelere G-kelimeleri 
(gorUnU$ kelimeleri) diyecegiz. Mesela, ~ek. 26 daki 
;gorUn~lerden 

h i A a A qof3ah; h , CJo 

h i A a A Ba A q,,h; haq .. h 

kelimelerini elde ederiz. 

M makinasma a$8g1daki ~kilde tarif edilen bir -;: 11 

hesab1 e$lik ettirelim. 

1. 1t.11 alfabesi, h harfiyle M nin' alfabesinin btittin 
harflerinden ibarettir. ~unu kaydedelim ki her G-kelimesi 
-;tw hesabmdaki bir kelime oldugu halde, 'Ttw deki her 
kelime bir G-kelimesi degildir. Mesela, q, harfi h81q1s,q,h 
kelimesinde iki def a gOzilkmekte oldugu ha Ide bunun bir 
G-kelimesinde gOzilkmesi imkans1z olur. 
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2. 7tlf deki (dogru) stibstittisyonlar oyle bir tarzda 
kurulmu$tur ki, makinadaki ihtarlarm yerine getirilrne
sine ka~1hk olan G-kelimelerindeki don~funlerin uygun
Jugunu saglar. Band1 harekete getirmiyen 

sq~ s'Sq' (1) 

$eklinde bir ihtar gozontine alahm. Boyle bir ihtarm 
yerine getirilmesinden sonra yine oncekinin ayru hilcl'e
lerin aktif oldugunu gormek kolayd1r. 1htarm yerine 
getirilmesinden once ve sonra G-kelimesini k~lla$t1rarak 
sq hart <;if tin in yerine sadece s' q' hart ciftinin geldigini 
gortirilz. Boylece, Turing makinasmdaki (1) ihtarma 1t.11 

hesabmdaki 

sq~ s'q' 

dogru stibstiti13yonunu e$1ik ettirmi$ oluyoruz. 
$ayel bir ihtar bandI harekete getirirse, o takdirde 

bandm aktif k1sm1, gorilnil$ tiplerine (i<;, sol v.s.) ve 
kayma yontine ( ~ol, sag) bagh olarak degi$ebilir. BOylece, 
ihtara kar$1hk gelen tek bir stibstittisyon degil ( (1) ihtan 
halindeki gibi) daha ziyade bir c_;ok silbstitilsyondan ibaret 
bir ci.imle elde ederiz. 

MiSAL. Toplamaya ait i~leme matrisinden !;Ikan 

ihtar1 $ek. 27 de gosterilen donU$tim gortinU$lerini ortaya 
c;1kart1r. 

$ek. 27 a da, bandm ayru k1sm1 aktif kahr. $ek. 27 b ve 
27 c de, aktif k1s1m s1ray1a once darabr sonra geni$ler. 
$ek. 27 d de, aktif k1s1m kayar fakat ayru buyiiklilkie 
kahr. 
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h h " Ir h h h h 

l I 1 I 1 I 1 I i q 111 i l 11111p ~ I <to I ,qo : t </0 I I \ I \ I I \ \ \ I I I I \ I I : ,, I \h \ 

" 
, ,, 111 hi h1 \h 

1111 11 11 l I I 1 I I ! 111 I II l I I It 
</~ q2 q~ q2 

(n) (b) (c) (d) 

Seki!: 'IT 

Buna ka~tl1k gelen G-kelimeleri i<;in Tablo 3 te 
gt>sterilen donti~Umleri elde ederiz. 

TABLO 3 

DonU~mU~ G-kelimesi 

h A, q2h 

h qo I h h, qzh 

h I I q,.h I h AA q2h 

;....___h I q_0_h __ _ _ I _ __::.A q~h 
Sagdaki stitunda bulunan kelimelerin, aym dogru 

tSUbstitlisyonu uygulamakla, soldaki buna ka~1bk gelen 
kelimclerden tliretilemedigini gormek kolayd1r. 

$imdi 

(2) 

$eklindeki ihtarlara ka~1hk gelen dogru slibstitilsyonlar 
sisteminin na.31] kuruldugunu gosterecegiz (sq -+ s'Lq' 
~eklindeki ihtarlar hali benzer ~kilde incelenir). 

A~ag1daki notasyonu ithal ediyoruz: ~yet tararum~ 
hUcrenin hemen sagmdaki hticre aktif ise, bunun muhte-
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vasm1 u ile gosteriyoruz, 't, aktif olmak ~rt1yla taranm1!j 
hilcrenin hemen sagmdaki hilcrenin muhtevasm1 g0ster
mektedir. $unu hat1rlatahm ki u veya 't veya her lkisi 
birden bo$ bir sembol olabilirdi. 

(2) ihtarma karij1hk gelen sUbstitilsyonlan gorilnU!j 
tiplerine gore tasnif edecegiz: 

1. /~ go1'Unii.f. G-kelimesi (O' ve 't makinarun dl!j 
.alf abesindekl herhangi harfler olmak Uzere) bir O'Bq't 
kelimesinin bir g~i!jini ihtiva eder. BOyle her kelimeye 

0'8q't --+ (If( 'tq' 

silbstitilsyonunu e$lik ettiriyoruz. 

2. Sol goriinW}. G-kelimesi bir h8q<t kelimesinin 
bir ge<;i$ini ihtiva etmektedir. Bunu bir 

s' + A ise h8q<t - h8' <tq', 

s' = A ise hsq<t - h<tq' 

.siibstitilsyonuna C$lik ettiriyoruz. Son ~Ubstitilsyon s yi 
ihtiva eden stibstitilsyonun aktif olm1yan hale geldigini 
.aksettirmektedir Cbakmiz $ck. 28). 

3. Sag go1'Uniif. G-goriln~U bir O'sqh kelimesinin 
bir g~i!jini ihtiva etmektedir, buna 

O'Bqh ___. O'B' Aq'h 



Cevrlleblllrllgln Taylnlne Alt Alaorltma Bulunmaym 129 

geci~m1 e~ik ettiriyoruz ki bandm aktif k1smmm ge~ 
ledigini ifade eder (bakm1z Sek. 29). 

h " I a Is 11 
q \ 

\ 
I \ 

Ji I I Ji 
/ I a I s'I I l 

q' 

Sekll: 29 

4. Bi1·lik goriinil§. G-kelimesi hsqh §eklindedir; ona 

s' =t: A ise hsqh -4 hs' A q'h 

s'=A ise hsqh ~ hAq'h 

stibstittisyonunu e~lik ettirelim. Son sUbstitUsyon bandm 
aktif k1smmm kaydlg1m belJi etmektedir (bak1mz Sek. 30). 

" h \ Is I II 
\q \ 
\ \ 
\ \ 
\ I 

h\ \h 
( I I I \ 

q' 

$ektl: 30 

Bu (2) ;;;eklindeki makina ihtarlarmdan ortaya ~lkan 
7t., deki btitUn dogru stibstitUsyonlarm say1lmasm1 son~ 
landmr. 

MtSAL. Toplamaya ait l: Turing makinas1 i~in (ool\lm 
31 e bakm1z), buna ka~1hk olan 'It~ hesab1m kurunuz. 

f. , 
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'ltl: nm alfabesi 

[,A, • , h 

dir. Aq2 ~ I Sq. ihtar1 

Aq2 ~ l q1 

stibstittisyonuna ka~1hk gelir. 

J qo ~ A Rq2 ihtar1 ~u stibstitooyonlara kar~d1k 
gelmektedir: 

Sol { 

Sag { 

Birlik { 

j [qol ~ I A I q..,J 

I [qoA ~ I AAq,, 

I lqo«· -+ j A •q2, 

A lqoj -+ A A I Q2, 

A [qo A ~ A A A q,, 

A lq,i• -+ A A • q2, 

*lqo[ -+ ,;o A I qz, 
•!qo A -+ • A A q,, 

*"jqo • -+ • A •q2; 

h!qol -+ h I q..,, 

h lqo A-+ hA q2, 
h jqo«• -+ h.,qz; 

1 lqoh -+ I A A q2h, 
A qoh-+ A AAq2h, 

*'[qoh -+ • A A q2h; 

hf q0h -+ h A q,h. 

Ba~ka ihtarlara kar~1hk gelen stibstittisyonlar tipkt 
ooyle saydabilir. 
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$imdi verilen bir M makinasmdan kw·ulan 1t" hesa
bmm a~ag1daki ozeliklerini kaydedelim: 

lddia 1. M makinasma ait her G-kelimesi 1t" deki 
bir kelimedir. 

I ddia 2. $ayet 21 bir 21 gortinti~tine kar~11Ik gelen 
G-kelimesi ise, o takdirde 7tu de en f azla bir siibstitiisyon 

lmna uygulanabilir. Bit substitiisyon 21 y1, makinanm 

21 ya dOnii§tiirdugu <13 goriinil§ii-ne kar§tlik gelen ~ 
G-kelimesine dOnU§tiiriir. 

/ddia .J. ~ayet 21, M makinasina ait bi?' son gorunu-
""' ttii ·ise, o takdirde, hi~ bir siibstitil..'fyon 21 ya uygulanamaz. 

Bu iddialardan, dogrudan dogruya bir 21 gortinti~tintin 
M makinasmda bir ~ gortinU~tine Gevrilebilir olup olma-

d1g1 sorusunun, 'Jt" hesabmda 2i' G-kelimesinin <ii' G-gelime
sine !,;evrilebilip Gevrilemedigi sorusuna denk oldugu 
Gtkar. Ba~ka ttirJU deyi~Je, simetrisiz hesaplara ait Gevri
lebilirlik problemi Turing makinalarma ait c;evrilebilirlik 
problemini orter. Bu, Teorem 1 i ispat1ar. 

<13 sadece M makinasma ait son gorUnil~leri gosterdi
gine gore, a~ag1daki teoremi elde ederiz. 

TEOREM 2. Sfrnetrisiz kayfi bir hesap ve ikincisi 

irca edilmi§ olan keyfi bir 2i ve ~qi/ti i~in, 2i' nin ~ ye 
~evrilip ~evrilemedigini tayine yariyan bir algo1itma 
mevcut degildir. 

46. KEL1ME DENKLtGt PROBLEM1NlN 
COZVLEMEZLtGt 

R ile S, 7t"' hesabmda iki G-kelimesi olsun. $ayet R, 
dogru stibstiti.isyonlarla S ye Gevrilebilirse, o takdirde R, 
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~de evleviyetle S ye denktir. Eger direkt (dogru) 
stibstitiisyonlar yerine buna k~1hk olan endirekt silbsti
ttisyonlar konsa acaba daha ileri bir denklik ortaya ~1kar 
nn? Bu sorunun cevab1 a~g1daki yard1mc1 teoremde 
verilmi$tir. 

Y ARDIMCI TEO REM. Eyer S bit son G-kelimesi ve 
R, 'It" de (endirekt sii.bstitii.syonlan kabul ederek) S ye 
denk i8e, o takdirde R, sculece 1tM nin direkt sii.bstiti,i,syon
lanni kullanmakla S ye ~bilir. 

Asosyatif hesaplarda kelime denkligi probleminin 
algoritmik olarak gijzillemezligi dogrudan dogruya bu 
yard1mc1 teoremden ~kar. Zira, $ayet kelimelerin denk 
olup olmad1gm1 tayine yariyan bir algoritma mevcut 
olsa idi, simetrisiz hesaplardaki ~vrilebilirlik problemini 

· ~rdi. Fakat Teorem 2 ye gore, ooyle bir algoritma 
yoktur. 

Yardunc1 teoremin. ispat1. Eger R - S ise, o takdir
de R den S ye giden bir g~ilebilme zinciri mevcuttur: 

R = - R - R. - R . - · · · - R - R = S 
I ~ -· k-l /,: " (3) 

R1 ile R1 + 1 1 bu zincirde iki kom$U kelime olsun. Eger R1 

den R1 + 1 e g~i$ P ~ Q !;eklindeki direkt bir stibstittis
yonun uyguJam!}1yla yapilnu!jsa, R1 ~ Q, + 1 yazanz; eger 
verilen direkt stibstittisyonlardan birinin tersini uyguJa
makla yap1lrn1$S8 (sayfa 123 e bak1mz), R, ._R, +1 yaza
r1z. ~imdi (3) zincirindeki ti<; ard1$hk kelimenin ~gidaki 
imkanlarm1 gozontine alal1m: 

(4) 

(5) 
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2 idiasmdan otliril, R1 kelimesinc sadece bir silbstiti.is
yon uygulanabildigindcn, R;_1 ile R, -1- 1 kelimeleri (4) 
halinde c;ak1$mahd1r. Dcmek ki, ooyle bir kelime il~iisil 
bir g~ilebilme zincirinden, basitge elemanlanndan ikisini 
(mesela R,_1 ile R , yi) silip c;1karmakla yokedilebilir. 
(5) halinde, bununla beraber, R , _ 1 ve R1 +i birbirinden 
farkh olabiJir. Turing makinas1 bak1mmdan bu, makina
nm goriln~Uniln onccki gorilnU~U tek ~ekildc tayin 
etmedigi anlamma gelmektedir. 

$imdi (3) zincirinc donelim. Mademki R1 bir son 
gorilnU$tilr, yalmz Ra_1 -+ Rl elde ederiz (iddia 3 e 
bak1mz). Eger bUtiln oklar saga dogru yonelmi~, 
yardimc1 teorem ispat edilmi$ olur. Sola dogru yonelen 
oklann bulundugunu f arzedelim, mesela bu, sonuncusu 
yani R, den R1 __ 1 e olam bulunsWl. 0 takdirde bize R den 
S ye giden daha k1sa bir g~ilebilme zinciri veren, kendi
sinden iki kelime silinebilen bir 

iic;lUsU mevcuttur. Bu yoketme i~lemine devam ederek, 
sonunda herhangi daha k1sas1 yapllarruyan bir zincire 
ula~mz; o takdirde bu sadece saga yonelen oklar ihtiva 
etmege zorunludur. BOylece, uygun direkt sUbstitUsyon
larla R, S ye c;evrilebilir. 
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SONU~LAYICI A~IKLAMALAR 

Netice itibariyle bir ka~ genel gozlem yapahm. 

1. 1lk once, baz1 sm1f problemlerin algoritmik olarak 
~ozi.Hemezligine ili$kin teoremler bir umutsuzluga sebep 
olmamahd1r. BOylece bir teorem sadece, outUn problem 
sini/ini elealmada gil~lli bir algoritma mevcut olmad1g1m 
iBpat eder. Bu demek degildir ki s1mfm ihtiva ettigi ozel 
problemler arasmda algoritmik olarak !;Ozi.ilebilen hi~ biri 
mevcut degildir. Mesela, oolilm 42 de ispatlanmI$ teorem, 
ozel bir makina i~in prensip itibariyle, kendisinin hesap 
edilebilir olup olmad1g1m tesis etmenin imkansiz oldugu 
anlamma almmamahdlI'. Bu sadece, problem sm1fmm ~k 
geni$ oldugu; sm1f m butUn problemlerini ~ozen tek bir 
algoritmamn mevcut olmad1g1 anlamma gelmektedir. 
BOyle durumlarda, verilen tipten problemlerin daha genel 
alt smlfm1 ~ozmege yar1yan daha daha genel algoritmalar 
kurmaga !;ah$1lmahdir. 

2. lkinci olarak, algoritmik c;ozillemezlik teoremleri, 
matematigin algoritmalar kurulmasma irca edilmedigini 
go;sterir. Dar matematik alanlarma nispet edilse bile 
(mesela, sonlu genele$tirilmi$ guruplar teorisi), herhangi 
bir neviden otomaton (sonlu say1da halleri ve sonlu hatlras1 
bulunan Turing makinas1) ile c;ozi.Hemiyen geni$ problem· 
ler vard1r. Bundan, tamamiyle ilmin yarat1c1 ~al1$mas1 
sayesinde, makinalar hakkmdaki ifadelerin sa~mahgi 

anla$1hr. 

3. Ayru zamanda $Unu bilmek gerektir ki algoritma
larin uygulama alam pek geni$tir ve matematikteki 
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hesaplama i$lemiyle k1s1tlanmam1$t1r. Ah$llageldigi gibi 
zor ve kan~1k gibi d~Unillen bir <;ok i$lemler i<;in aslmda 
olduk~ basit olan algoritmalar kurma mtimkilndtir; bu 
i$lemlerin yapllmas1yla ilgili pratik gtic;ltikler, algoritma
larm <;ogu defa icra edilecek muazzam say1da i$lem (her 
bir i$lemin kendisi basit olsa bile) gerektirmesi keyfiye
tinden ortaya <;1kmaktad1r. Bu d~Unce, ozel olarak gali
biyetin, ~ogu defa en uygun hareketi tayin etmede geni$ 
say1da imkanlar gozetmekteki kabiliyete bagh oldugu 
oyunlara (ozellikle satranca) uygulamr. 

Ytiksek h1z hesaplama makinalarmm imaliyle birlikte 
pratik algoritmalarm saylSl onemli derecede geni$lemi$tir. 

4. Nihayet, her ger<;ek makinanm ancak yakla$1k 
bir Turing makinas1 modeli olarak gozontine almabildigini 
bir kere daha zikredelim. Yani, her ger~k makina sm1rh 
bir d1$ hatiray1 haizdir, halbuki Turing makinas1 sonsuz 
bir band1 haizdir. Tabii, fizik bak1mmdan, sonsuz bir 
hatira kurmak imkansizd1r, fakat, daha once ortaya 
getirilen ol~ekle mukayese edildiginde makina boyutlarm
daki onemli bir artma, sadece makbul bir $ey degil aym 
zamanda pek muhtemeldir. BOylece, dt$ hattranm boyut
larim art1rma ve hesaplama hlZlm arbrma, hesap otomat
larrmn geli$mesinde c;ok daha btiyUk ilerlemeler getire
cektir. 
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