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BU YAYINLAR HAKKINDA

Matematigin kendi degeri yaninda, fizik, kimya ve dola-
yisiyle miithendislik, askerlik gibi pratik sahalara ve bilhassa
son zamanlarda biyoloji, ekonomi ve hatta sosyal bilimlere
vardimi hizla arttigindan, bu bilim her millet i¢in hayati bir
onem kazanmistir.

Oteyandan, matematik de bu bilimlerin problemlerini
cozebilmek icin gerek metot, gerekse fikir bakimindan
gelismek zorundadir.

Bundan dolayr bir cok memleketlerde bu sahaya daha
fazla sayida istidatlar: cekmek ve bunlar1 erkenden kesfetmek,
en nihayet bunlarin egitimi icin her tiirli fedakirhga katlan-
mak en énemli bir milli egitim siyaseti olmustur.

Yeni istidatlar1 erkenden kegfetmek igin diigliniilen ted-
birlerin basinda, matematik kiiltiiriinii genis kitlelere yaymak
gelir,

ifkinci Diinya Harbinden sonra birgok memleketlerde,
genclerin tecessiislerini tahrik etmek ve bunlarin matematik
bilimlerine karg: ilgilerini arttirmak i¢in yeni bir tip mate-
matik literatiiri meydana pgelmistir. Bu cesit literatiirde
aranmlan o©zellikler kisaca sunlar olmalidir: a) Problem vaz’i
sun’i olmamali, b) Bunlar1 anlamak icin fazla 6n bilgiye
ihtiyac bulunmamali, ‘¢) Okuyucuyu aktif isbirligine ve bir
seyler kesfetmege sevketmeli.

Iste Tiirk Matematik Dernegi bu cereyani memleketimize
de getirmek maksadiyle bu yaymnlara baglamis bulunmaktadir.
Bu yaynlar, resmi miifredata bagli ders veya yardimer
kitaplar olmayip, konular1 yukariki prensiplere uygun olarak
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GIRIS

Simdi bir cok nevi matematik ve lojik problemlerin
¢oziimiinde kullanmakta oldugumuz otomatik yiiksek hz
hesap makinalarimin gelismesinde, 1948 denberi biiyiik
ilerlemeler kaydedilmistir. Bu makinalar1 onceki hesap
makinalarindan ayirdeden oOzellik otomatik kontroldur.
Bir kere bir makinaya ilk veriler ve program uygulanip ta
makina isletilince son cevaba kadar hi¢ kimse karismadan
makina calisir. Modern elektronik makinalarin iiretimi
cok biiyiiktiir, Bunlar bir saniyede 20.000 kadar aritmetik
islem yapar *, ki biitiin bir giinde iyi bir hesap makinasi
basinda becerikli bir operatoriin yapabileceginden cok
daha fazladir.

Otomatik makinalarin uygulama alam gittikce art-
maktadir: bu makinalar karisik denklem sistemlerini
cozmekte, bir dilden 8biiriine cevriler yapmakta, satranc
oynamaktadir ila. Bunlar biiyiik fabrikalarda teknolojik
isemleri kontrol etmede kullanilmaktadir. Keza, denel
verilerin carcabuk ve dogru sekilde analiz edilebilmesi
keyfiyeti, baz1 ilmi alanlarda simdiye kadar pratik olma-
yan arastirma metotlarinin kullanihsim1 miimkiin kilmak-
tadir. Genel olarak, otomatik hesap makinalar bir takim
gotiirii islerden tamamen kurtulmus kimseler icin kuvvetli
bir alet olarak simdiden bilinmektedir.

Fakat bu gercek basarilar, biitiin kuvvet makinalari
hakkinda yapilan hayali tahminlerin ve mevcut olmayan
aldatic1 seylerin ortaya cikmasina sebep olmustur. Ozel-

*) Bu sayr devamli surette artmaktadir.
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2 Giris

likle her hangi bir problemi c¢ozebilen ve bdylece yaratici
arastirma yerine gecen otomatlarin ve «dev elektronik
beyin» lerin hikayesini zikretmemiz gerekir. Bu durum
karsisinda, hesap makinalari ile gercekte ne yapilabilmistir
sorusu pek onemli ve sirali olur.

Bu soru, matematik lojigin ©6nemli bir dali olan
modern algoritma teorisinde bir goriis noktasindan cevap-
landirilmagtar. '

Matematik lojik, <«hesaplama islemi», <matematik
ispat» ve «algoritma» gibi kavramalarm tabiatim1 inceler.
Modern elektronik makinalarin kesfinden bir kac yil once,
«algoritma» nin tarifi ve otomatik hesap makinasina ait
genel bir sema (Turing makinasi, bélum 8, 1936 da algo-
ritma teorisi hakkinda bir yazida * aciklanmistir) yapil-
mistir, ve algoritmalarla makinalar arasindaki siki bag-
lant1 aciga ¢ikarilmistir. Bu, otomatik makinalar iizerine
bir dizi 6nemli teoremler icin temel tegkil etmistir. Bu
kitapta bunlardan bazilar: iizerinde incelemeler yapacagiz.

Bélim 1-4 te bir algoritmanin nasil oldugunu acik-
layacak ve bazi matematik ve lojik problem. simiflarmin
cozlimiine ait algoritmalar kuracagiz.

Bolum 5-6 da, elektronik hesap makinasinin kurulu-
sunun prensiplerini, hem de programlamay: (makina ile
hesaplanmak tizere algoritmalar teskili) tartisacagiz.

/Bolim 7-13 te, Turing makinasmin esasi iizerine
dayanan algoritmalar teorisinden bir c¢ok 6nemli hususlar
gosterecegiz.

Baz1 ispatlarin uzun olusu onlarit bu hacimde bir
kitaba almaga imkan vermemektedir, ama tam teferriiatin
bu eksikligi konunun genel cizgilerini kavramay: kolay-
lastiracaktir.

Modern otomatik makinalara elektronik adi verilmis-
tir, cuinkii bunlarin yapilmasinda ana eleman elektron

#) Kitabhin sonundaki blh)lyo‘trnfys,ya bakiniz.




Giris 3

tiipii (veya daha yenilerde tranzistor) diir. Elektronik
teknigin kullanilmasi makina ile yapilan Kisisel islem-
lerde biiyiik bir zaman kazanilmasini saglamaktadir.
Bununla beraber, bu makinalarin temel 6zelligi — otomatik
kontrol — elektronlarin kullamisina bagh degildir. Esas
itibariyle, elektronik makinalarin c¢tzebildigi problemlerin
aynini (daha yavas olmakla beraber) cozebilen otomatik
bir hesap makinas: yapilabilir; modern hesap makinala-
rinin gelismesini sadece elektronik ilmindeki ilerlemelerin
sonucu olarak gozoniine alamayiz. Gergekten, otomatik
hesap makinalarina ait ilk sema * (Turing makinasi) bir
mekanik sisteme bagh olarak verilmisti.

") Qevirenin wmotu; Yazarm ackea Charles Babbage'nin Analytical
Engine'mdan haberl bulunmadigr anlasiliyor, bu-makina her ne kadar
imil edilmemisgse de filkin 1830 da digliniilmiistiir. Babbage 1000
kelimelik bir muhtiradan ibaret bir mekanik cihaz, bir aritmetik
takim, bir kontrol takimi, bir giris-¢ikis cihazi tasavvur ettl. Bu
makina programi, zimbalanmis bir kartlar yigm: olarak Ihtiva
etmekteydi.



1. SAYISAL ALGORITMALAR

Algoritma kavrami matematigin en temel kavramla-
rindan biridir. Algoritma ile, verilen tipte herhangi bir
problemin c6zimiinii verecek olan bir islemler dizisini
belirten bir ihtarlar listesi anlasihr. Tabii bu, deyimin
kesin matematik tarifi degildir, ama boyle bir tarifin
anlamini vermektedir. Bu tarif tabii olarak dogmus olup
eski caglardan beri kullamlmis olan algoritma kavramini
aksettirmektedir. :

En basit algoritmalar ondalik sekilde yazilmis sayi-
larla iliskin dort aritmetik islemin yapilmasina ait kural-
lardir. «Algoritma» deyimi bu kurallar1 dokuzuncu asir
gibi erken cagda veren ortacag Ozbek matematikeisi,
Elharzemi’nin adindan gelmektedir *. Mesela, iki c¢ok
rakkamh sayimin toplami, her biri sadece iki rakam ihtiva
eden (bunun biri iizerine, bir énceki islemden cikarilani
gostermek iizere cizgi cekilebilir) bir dizi basit islemler-
den ibarettir. Bu islemler iki sekildedir: 1) karsihkh
rakkamlarin toplamimi kaydetme, 2) birinden cikarilam
sola isaretleme. Thtarlar bu islemlerin yapilisina ait gercek
sirayl (sagdan sola) verir. Basit islemler sirf formel olup,
herhangi bir 6zel probleme basvurulmadan, ilk ve son defa.
olarak kaydedilebilen bir toplama cetveli kullamlarak
kendi kendine yapilabilir.

*) Simdi kullandigmiz rakkamlarm esasi olan hint rakamlariyla yazil-

mis ilk hesap kitabr {inlii Tilrk Matematikcisi Ebu Abdullah bin
Musa Elharzemi'nin Kitabil fi Hesabiilhind¥sidir. Daha Once yazdigi
Kitabiil muhtasar fi hesabitlcebir velmukavele Avrupaya Algebra
vedlmuchabala seklinde gecmistir ki Cebir ve Algebra kelimeleri
oradan gelmektedir. (Ceviren).

i



6 Sayisal Algoritmalar

Obiir ii¢c aritmetik islemi icin, kare kok v.s. almak
icin durum aymdir. Bunlara karsihbk gelen ihtarlarin
(algoritmalar) formel karakteri ozellikle kare kok almaya
ait islemde acgikca bellidir.

1. EUCILIDE ALGORITMASI

Daha gii¢ bir misal olmak {izere asagidaki tipten biitiin
problemlerin c¢oziiliisiinde kullanilan Euclide algoritmasim
gbzoniine alacagiz,

Pozitif iki a ve b tam sayidari verildigine gore
bunlarin en biiyiik ortak bolenlerini bulmak. Asikar olarak
pozitif @ ve b farkhh tam say1 ciftleri meveut olduguna
gore bir ¢ok farkh problem de mevecuttur, Bu problem-
lerden herhangi biri, verilen iki sayidan birineisi biiyiik
olani, ikineisi kiiciik olami bulunmak iizere azalan bir
sayilar dizisi kurmakla coziilebilir. Uciincii say1 birincinin
ikineisi ile béliinmesinden elde edilen kalandir, dérdiineii
say1 iKincinin iiciineliye bdlilnmesinden elde edilen kalan-
dir, ila. Bu isleme b6lmelerden biri kalan vermeyinciye
kadar devam edilir. Bu son bdlmedeki kalan o takdxrde
aranan sayidir.

Bolmeler tekrarlanan cikarmalara getm]eblldigmden
biyle herhangi bir probleme ait algoritma asagidaki ihtar-
lar listesinden herhangi birinin sekline konulabilir.

Intar 1. a, b say1 ciftini gozéniine alimz. Bundan
sonraki ihtara geciniz.

Ihtar 2. Gozoniindeki iki sayiy1r karsilastirimiz (yani
birincinin ikinciye esit, bundan biiyiik veya bundan kiiciik
olup olmadigim tayin ediniz). Bundan sonraki ihtara
geciniz.

Ihtar 3. Sayilar esitse, o takdirde bunlarin her biri
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aranan sonuctur, hesaplama son bulur. Eger esit degilse
bundan sonraki ihtara geciniz.
Intar 4. Birinci sayr ikinciden kiiciikse bunlari bir-
biri ile degistiriniz ve bundan sonraki ihtara geciniz.
Ihtar 5. 1lkinci sayiyr birinciden cikarinz ve go-
zonundeki iki say1 yerine sirayla ¢ikarmadan elde edileni
ve kalam koyunuz. fhtar 2 ye geciniz.

Boylece bes ihtarin hepsini yaptiktan sonra tekrar
ikinci ihtara, sonra iiciineii, sonra dordiineii, sonra besin-
ciye geciniz, sonra tekrar bir defa daha ikinciye, liciinciiye
ila doniiniiz, ihtar 3 teki verilen sartlarla karsilasincaya
vani gozoniine alinan iki say1 esit oluncaya kadar devam
ediniz. Bu olunca problem coziilmiis ve hesaplama sona
ermis olur,

Algoritmalarin daima bu titiz formalitelerle ortaya
konmayis1 gercek iken bilinen herhangi bir algoritmanin
bu formel goriiniisle ortaya konusunun miimkiin olmasina
dair kimsenin aklinda siiphe kalmaz.

Euclide algoritmasina ait ihtarlarda, metodun kurul-
dugu temel islemler, cikarma, karsilastirma ve iki sayiy:
birbiriyle degistirme islemleridir. Kolayca goriiliir ki bu
ihtarlar daha fazla parcalara ayrilabilir, mesela, ihtar 5,
sayillardan birinin digerinden cikarilmasina ait ayri bir
algoritma halinde genisletilebilir. Bununla beraber, bdyle
hallerde aritmetik islemlerine ait kurallar pek basit ve
ahsilmis durumda oldugundan, algoritmayi cok teferriiath
olarak anlatmak gereksizdir.

2. SAYISAL ALGORITMALAR

Algoritmalar, sayisal algoritmalar adi verilen dort

-aritmetik isleminin kullamlisi iizerine kurulmustur *. Bun-

*) Bu deyimin kesin anlami olmadigr hatirda tutulmalidr.



bkt

8 Sayisal Algoritmalar

lar hem elemanter hem de yviksek matematikte 6nemli
bir rol oynar ve cogu defa sozlii ihtarlar veya (cesitli
neviden formiiller ve semalarla verilir. Mesela

ar -+ by =c¢,

a.x | by —c,

iki bilinmiyenli denklem sisteminin ¢ozillmesinde kullani-
lan bir algoritma

¢:b, — ¢.b, C2 ~— Oy

e T A e _?)' P
ﬂ'-jb: VL ﬂl-:b;

b _“-lb:: o a‘.!bl

formiilleriyle verilir ki burada islemler, keza bunlarin
giralar1 tamamen belirlenmistir. Formiiller, verilen tipte
(yani ab,—a.b, # 0 olmak sartiyla a,, a,, b, b,

¢, ¢, katsayilar1 herhangi sayilar) biitiin problemler icin
ayni iglem zineirini verir.

Bununla beraber sunu soylemek ilgi cekicidir ki,
genel olarak 6zel bir problemin coziilmesinde kullanilmas:
gereken islemler sayisindan soz edince bu say1 daha dnce
bilinmiyen demektir, bu say1 6zel probleme bagh olup
sadece algoritma yapildigi sirada ortaya cikmistir. Bu
Euclide algoritmasi halidir ki burada gerekli cikarmalarin
sayisl a ve b sayilarimn 6zel secilisine baghdir.

Obiir bir cok islemler dort hesap islemine getirildigin-
den sayisal algoritmalar genis sekilde kullamlmistir. Cogu
defa boyle bir getiris, tam bir cevap vermez, istenen her
hangi bir dogrulukta bir cevap verir. Buna bir kare kok
almaya ait algoritma ile misal verilir. Bir dizi btlme,
carpma ve cikarma ile, bir kok istenen dogrulukla hesap
edilebilir. Matematigin 6zel bir dalinda (sayisal analiz)
benzer metotlar, integrasyon, tiirev alma ve tiirlii neviden
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denklemlerin c¢oziilmesi gibi daha karsik islemlerin
aritmetik islemlerine getirilmesi gelistirilmektedir.

Matematikte, bir problem sumfi bunlarin goziilmesine
ait bir algoritma bulununca ¢oziillmils saylimaktadir. Boyle
algoritmalarin bulunmasi matematigin tabil amacidir.
Meseld, cebirsel bir denklemin koklerinin sayisi (ve kat-
hhg) min tayinine ve gosterilen herhangi bir dogruluk
derecesinde koklerin hesaplanmasina ait algoritmalar
bulunmustur.

Verilen tipteki biitiin problemleri ¢6zmek icin bir
algoritma yoksa, matematikci bu tipten bazi problemieri
G¢bzen bir metot, — her ne kadar obiir hallere uygulana-
mazsa da — meydana getirmeye zorunlu olabilir.

3. DIOPHANT DENKLEMLERI

Bugiinkii matematigin bir algoritmay: haiz olmadigi
bir problem simifina ait misal olmak iizere miimkiin biitiin
Diophant denklemlerini gozoniine alalim. Yani P, katsayi-
lar1 tam say1 olan bir polinom olmak iizere

P=0

denkleminin tam sayili coziimlerini ariyalim *. Boyle
denklemlere ait misiller

6zt —x -} 3=0

dir. Birincisi {i¢ bilinmiyenli bir denklem, ikincisi ise bir
bilinmiyenli bir denklemdir. (Genel olarak herhangi bir

) Diophant denklemlerinin bazan baska tarifieri verilmektedir.
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sayida bilmm.iyenli denklemleri gozoniine alabiliriz.) Boy-
lece yukardaki ilk denklem

&=3, == " Ee==h

tam sayili ¢oziimlerini haizdir. Fakat ikincisinin, herhangi
bir # tam sayisi ic¢in

6x'* > ax—3

oldugu kolayca gosterildiginden tam coziimleri yoktur.

1901 de, Pariste uluslararas:i bir matematik kongre-
sinde iinlii Alman matematikcisi David Hilbert c¢oziilme-
mis yirmi problemden ibaret bir liste sunmus ve matema-
tikci toplulugunun dikkatini bunlarin ¢oziilmesinin 6nemine
cekmistir. Bunlar arasinda su vardi (Hilbert’in Onuncu
Problemi): Verilen herhangi bir Diophant denkleminin
tam sayih coziimiiniin olup olmadigimn bulunmas:.

Bir bilinmiyenli Diophant denklemlerinin 6zel cozii-
miine ait boyle bir algoritma bilinmektedir. Eger katsayi-
lar1 tam say1 olan bir

a4, a*1+ a4 a=0

denkleminin tam bir x, coziimi varsa, o takdirde a,, @,
ile boliinebilir. Bu husus asagidaki algoritmanin gézoniine
alinmasim gerektirir.

1) @, sayisimin biitiin bélenlerini bulunuz (bunlar-
dan sadece sonlu bir sayida vardir, ve bunlarin bulunma-
sina ait bir algoritma mevcuttur).

2) Bunlarin herbirini sira ile denklemin sol yanina
koyunuz ve elde edilecek degeri hesaplaymiz.

3) Eger bilenlerden herhangi biri sol yan icin bir
sifir degeri verirse, o takdirde bu bdlen denklemin bir
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cHziimiidiir; eger bolenlerin hic biri sifir degerini vermezse,
o takdirde denklemin tam sayili ¢oziimii yoktur.

Hilbert problemi bir cok iinlii matematik¢iye etki
etmis ve edegelmis, fakat iki veya daha fazla bilinmiyenli
genel hal icin aranan algoritma heniiz bulunamamistir.
Ustelik, simdi anlasiliyor ki pek muhtemel olarak boyle
bir algoritma hic bir zaman bulunmiyacaktir. Kétlimser
goriinen bu tahminin tam anlam ilerde okuyucuya acik-
lanacaktir (Boliim 44).

Simdiye kadar verilen misallerde asikar ki sayisal
algoritmalar (ve gercekten, genel olarak algoritmalar)
asagdaki ozelikleri haizdir:

Algoritmalarin  belirleyici tabiat1. Bir algoritmamn,
hesaplamanin her adiminda takip edilecek tam yolu veren
sonlu sayida bir ihtarlar listesi halinde verilmesi gerekir.
Boylece, hesaplama, hesapliyana baglh olmaz; herhangi bir
anda ve herhangi biri tarafindan arka arkaya tekrarlana-
bilen belirleyici metottur.

Algoritmalarin genel olusu. Bir algoritma, herhangi
bir ilk veride yapilabilen ve her bir halde dogru sonucu
veren bir hesaplamay: tarif eden bir tek ihtarlar listesi-
dir. Baska deyisle, bir algoritma sadece bir 6zel problemin
degil, fakat benzer problemlerden ibaret biitiin bir simifin
nasil ¢oziilecegini anlatir.



2. OYUNLAR ICIN ALGORITMALAR

Onceki béliimde gozoniine alinan misaller aritmetik,
cebir ve sayilar teorisinden alinmistir. Bunlar matemati-
gin ve genel olarak klasik matematigin bu kollarmin cok
tipik problemlerindendir. Bu ve bundan sonraki boliim-
lerde biraz farkh karakter tasiyan problem smiflarim
inceleyecegiz; her ne kadar béyle lojik problemlerle adi
matematik problemler arasinda kesin bir cizgi cizmek
glicse de bunlara matematik problemler demektense lojik
problem demek daha yerinde olur. Bu cizginin nereden
cizildigine ve onun hangi kenari tlizerinde bulundugumuza
bakmadan, oOdevimiz benzer problemlerden ibaret baz
smiflardaki herhangi bir problemi ctzmekte kullanilan bir
tek metot veren bir algoritmamn bulunmas: olarak kalir,
aradaki biricik fark, burada goézoniine alinan hallerde
algoritmalar artik sayisal olmaktan cikar.

4. «ONBIR KIBRIT» OYUNU

Sans keyfiyetinin sonucuna bagh olmayip oyuncunun
htinerine bagh bir cok oyunlardan * biri de «Onbir kibrit»
oyunudur.

*)  Oyun kelimesinin, su misallerde de belirtildigi gibl iki anlami vardir.
«Satran¢ insanmt dilsiindiiren bir oyundurs ve «bugiin oynadifimiz
satrancta dirt oyun yaptims. Bunlardan birineisi igin oyun (game)
deyiminl alikoyacagz. Ikinecist i¢in diizen (play) kelimesini kulla-
nacafiz. Bir oyunun bir diizeninde oyuncunun yaptir kisisel karara
bu diizenin bir hareketi denir. (Ceviren)

i ARy
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Onbir esya, mesela kibrit, masa tizerinde durmaktadir.
Ik oyuncu 1, 2 veya 3 kibrit aliyor. Sonra ikinei oyuncu
kalan kibritlerden 1, 2 veya 3 iinii aliyor. Daha sonra yine
ilk oyuncu, 1, 2 veya 3 kibrit almaga koyuluyor. Oyuncu-
lar hig kibrit kalmaymcaya kadar bu isi yapmaga devam
ediyorlar., Son kibriti almak zorunda kalan oyuncu oyunu
kaybedendir. Ik turu yapan A oyuncusunun rakibi B
oyuncusunu daima son Kkibriti almak sorunda birakabil-
digi bir sema meveut mudur?

Oyunun incelenmesi goéstermektedir ki asagidaki
ihtarlar takip edilirse A, B yi son kibriti almak zorunda
birakabilir,

1. Birinci hareket. A iki kibrit alir.
2. Daha sonraki hareketler. Eger B son hareketin-
de 7 (I < 3) kibrit alirsa, o takdirde A, 4 —1 kibrit alr.

Bu ihtarlar listesinin su anlamda tam oldugu goste-
rilebilir ki rakibinin ne yaptigina bakmadan, liste A nin
yapabildigi biricik hareketi belirtir.

!

Bbyle tam ihtarlar listesine oyunlar teorisinde
strateji denir. Eger A oyuncusunun bir kac strateji kulla-
ninca mutlaka kazanniasi gerekirse, buna 4 ya ait kazan-
ma stratejisi denir.

___ A icin verilen strateji gercekte bir kazanma strateji-
sidir, ctinkii B nin ne yaptigina bakmadan A ya yenmeyi
mumkiin kilar. Bu asagidaki iki misalde gosterilmistir:

ABABAB ABABAB
bl i M e celgTne g

Bundan baska A, ilk harekette ya bir veya li¢c kibrit
alsa idi o takdirde B yi muhakkak kazandiran bir strate-
jinin olabildigi gosterilebilirdi.
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5. «CIFT KAZANMA» OYUNU

Simdi «cift kazanma» oyununu goézoniine alalim.
Oyun bir masa ftizerinde 27 kibritle baslar. Oyuncular
degismek suretiyle bir kibritten dort kibrite kadar alirlar.
Biitiin kibritler ahimnea cift sayida kibrit- alan oyunu
kazanir.

Ilk bashyan A oyuncusuna ait kazanma stratejisi
asagida gosterilmistir:

1. Birinci hareket. A iki kibrit alir.

2. Obiir oyuncu B, ¢ift smyda kibrite malikken daha
sonraki hareketler. Henliz masa iizerinde duran kibritlerin
sayism alt1 ile bolmekle elde edilen kalan r olsun. Eger
r==2, 3, 4 veya 5 ise o takdirde A (sirasiyla) 1, 2, 3 veya
4 kibrit ahr.

3. B nin tek sapda kibriti oldugunda daha sonraki
hareketler. r=0,1, 2 veya 3 ise masada en az dort
kibrit varsa, o takdirde A bunlarin hepsini alir.

Mesela, A min bu stratejiyi kullanarak yendigi asagi-
daki oyunu goézoniine alalim:

Onceki oyunda oldugu gibi A ya ait bir kazanma
stratejisi buldugumuz yolun bir aciklamasimi yapacak ve
sadece boyle bir stratejiyi sunmakla yetinecegiz. Sunu
kaydedelim ki diistinceler, s6z konusu oyunun teferriiatina
bilyiik olciide baghdir ve epeyce hiiner ve beceriklilik
ister.
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6. BIR OYUNUN AGACI

Ilk amacimiz, bir hayli biiyiik simiftaki her oyuna ait
bir «en iyi» strateji verecek olan bir algoritma bulmaktan
ibarettir. Sekli karisikliklardan kacinmak icin, kullamlan
kavramlarin tam tariflerini verecek yerde, ara sira sadece
aciklayip misaller vermek suretiyle onlar1 anlatacagiz.

Anlatilan iki oyunun &nce asagidaki oOzeliklerini
kaydedelim:

1. Oyun, hareket yapmakta sira degistiren iki
oyuncu ile oynanir.

2. Oyun tam su iki sonucun biriyle biter:

a) Ya ilk hareketi yapan oyuncu, A Kkazanir (bu
sonu¢ asagida «--» ile gosterildi.) veya b) oteki oyuncu
B kazanmr (« — » ile gosterildi).

3. Her bir hareket, uygun bir hareket takiminin
Oyuncu tarafindan segilmesinden ibarettir (kaydedelim ki
secim mesela zar atmak gibi bir ka¢ sans olayinin sonucu
olmaktan ziyade oyuncu tarafindan verilen karardir).

4. Oyunun herhangi bir yerinde her iki oyuncu da
daha Once ne hareketler yapildigina ve daha neler yapi-
labilecegine dair tam bilgiye sahiptirler.

5. Bir oyunda yapilan hareketlerin sayilar icin bir
ust sir vardir,

Bundan béyle ilk 6nce, s6z konusu her oyunun 1-5
ozeliklerine malik oldugunu farzedecegiz.

Her iki oyuncunun birden bir kazanma stratejisine
sahip olamiyacaklar1 acik ve ortada olan bir husustur.
Daha az acik olam her oyunda oyunculardan biri icin bir
kazanma stratejisinin meveut oldugudur. Bu farzin isbati-
na gelmeden 6nce bir oyunun aga¢ seklinde uygun bir
grafik gosterilisi nasil haiz olabilecegini gosterecegiz.
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Asagidaki oyuna («Onbir kibrits in sadelestirilmis bir
sekli) karsihik gelen agac Sek. 1 de resimlendirilmistir:
bir masa iizerinde alt1 kibrit var; her bir oyuncu sira ile
bir veya iki kibrit alir. Oyunu kaybeden son kibriti alandir.

Oyuncu Hiza

——————————— B 6

=CEP PR = e S 5

-©---B 4

AW 3

= s e e = - B 2
—————————— A i

Sekil: 1

Agacin tepeleri oyunun bir diizeninde vaki olabilen

degisik durumlarm gostermektedir. Bir koseden cikan
» dallar oyuncunun yapabilecegi miimkiin olan secimleri
gostermektedir.

Misalimizde her bir hareket ic¢in iki imkan (sonun-
cusu haric) meveuttur. Kesin olsun diye herhangi bir
tepeden bir kibrit almaga karsihk gelen sola bir dal ve
iki kibrit almaga karsiik gelen saga bir dal gikaryoruz.
Oyunun bir diizeni agacin « alt tepesini (agacin tabani)
bir u¢ tepeye (yani hi¢ dalin cikmadigt bir tepe) birles.
tiren kirik bir cizgiye karsihik gelir. Diizenin sonu her
bir uc¢ tepeye isaretlenmistir.

Sekil 1 de her bir dal, diizenin bu adiminda toplanmis
bulunan kibritlerin toplam sayisi ile isaretlenmistir. Taral
cizgi A nmin kazandigh
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diizenini gostermektedir.

Uc tepelerden baska her tepeden bir hiza cizgisi
geciriyoruz. (Bak. Sekil: 1) Bir agacta vaki olan en iist
hiza c¢izgisine agacin basamadt denir, basamak, verilen
oyunun bir diizeninin en biiyiik uzunluguna esittir (besinci
dzelik boylece, gbzoniine alinan biitiin diizenlerin sonlu
bir basamag: oldugunu farzetmektedir). Tek hiza cizgili
tepeler A nin hareketi olan durumlara, cift hiza cizgililer
ise B nin hareketi olan durumlara karsilik gelmektedir.

CETRTNS
(b)

Sekil: 2

GOGOOO

fa)

Buraya kadar agaci, sadece kurallar: baska bir sekilde
daha 6nee verilmis bir oyunun bir nevi grafik resmi olarak
gozoniine aldik, Bununla beraber, bir agaci bir oyunun
tarifi olarak almaktan bizi kimse alikoyamaz. Mesela,
sekil: 2a, her diizenin tam iki hareketten ibaret bulundugu
bir oyunu tarif etmektedir: A, miimkiin iic hareketten
birini yapmakla bashyor ve bundan sonra B ise miimkiin
iki hareketten birini yapiyor. Bu oyunda A nin yendigi
miimkiin bir tek diizen bulunmaktadir (tarali kirik ¢izgi).
Sek. 2b deki agac bir tek hareketle oynanan bir oyunu
tarif etmektedir. Cesitli sebeplerden, Sek. 3a ve 3b de
g6sterildigi gibi <hareketlerden» degil «oyunlardan sozet-

I 8
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B nin ne yaptigina bakmaksizin A ya ait bir hareket vere-
cek stratejinin varligim giiven altina alir. B ye ait strateji
benzer sekilde tarif edilir.

Sekil: 5

A nin daima tam bir kibrit aldig: <alti kibrits oyu-
nunda A ya ait strateji Sekil 5 te gosterilmistir. Bu strateji
A nin kaybettigi 2 ve kazandig1 2 diizen saglamaktadir.

7. KAZANMA STRATEJISINE AIT ALGORITMA

TEOREM : 1-5 sartlarum gergekliyen herhangi bir
oyunda, oyunculardan birine ait bir kazanma stratejisi
vardir,

Bu teoremin isbati, herhangi bir oyunda oyuncular-
dan birine bir kazanma stratejisi saghyacak bir algorit-
manin acitklanmasindan ibaret olacaktir. Algoritma, oyun-
daki miimkiin en uzun diizenin uzunlugu olan v {izerine
indiiksiyonla kurulur * (v, oyunun agacinin basamagidir).

*) Bu seriden yaymlanmis I1.8. Sominski'nin Indiiksiyon Metoduw'na
bakiniz,
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v==0 hali. Bu halde bir oyun hi¢ bir hareketten
ibaret degildir. Bu neviden sadece iki oyunun agaclam
Sekil: 3 te gosterilmistir., Hic bir sey yapmama «stratejisis
(yani hic oksuz gosterileni) Sekil: 3a daki oyunda A ya
ait, Sekil: 3b deki oyunda B ye ait bir kazanma stratejisi-
dir. Boylece, oyunculardan birine ait bir kazanma stratejisi
mevcuttur,

vden v+ 1e gegis. Teoremin v den Kkiicilkk veya
buna esit biitiin basamaklar icin dogru oldugunu kabul
edelim; v - 1 icin dogru olacagim gésterecegiz.

Bu halde oyunun agaci Sekil: 6 da gosterilen sekli
haizdir, burada iicgenler, tabanlari biitiin agacin a taba-
mna komsu v,, v,, -+, y- tepeleri olan alt agaclar: temsil

. etmektedir. Alisiidig: gibi A y1 ilk hareketi yapan oyuncu
olarak alahm. O vakit A,, A., ---, A. alt licgenleri B nin
ilk hareketi yaptizn oyunlar1 (veya hareketsiz oyunlari)
gosterir; bundan baska, bu oyunlarin hepsi en az v
basamagindadir.

Indiiksiyon hipotezine goére teorem biitiin v ler icin
dogrudur. Sayet bu oyunlardan herhangi biri mesela A
icin A nin kazanma stratejisi varsa, o takdirde biitiin
oyun icin A nmin bir kazanma stratejisi vardir: a ile vy yi

i birlestiren oku, A/ ye ait A min kazanma stratejisine
' bitistirmek yetmektedir. Ote yandan sayet biitiin A,, A.,
--., A. alt oyunlar icin B nin bir kazanma stratejisi
varsa, o takdirde B nin biitiin oyun icin kazanma strate-
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jisi vardir; o, kazanma stratejisini sadece alt oyunlar: icin
birlestirir. (Yani onun kazanma stratejisi alt oyunlara ait
kazanma stratejilerinin herhangi birine giren biitiin
oklarin bir toplulugu olacaktir.)

o mn, B nin durumunu gosterdigi hal tamamen ayni
sekilde incelenir,

Bu, ispati ve algoritmanin acgiklanmasini sonuclan-
dirir, «Alt kibrits oyunlu islemi sekillendirelim (Sekil: 7).

« Sekil: 7

Once, diyagramin iistiinden altina giderek her bir tepeye,
bu tepeyi taban olarak alan alt oyuna ait A min veya
B nin kazanma stratejisini haiz olusuna gére arti veya
eksi isareti koyahm.

Alt1 hiza cizgisinin biricik ucsuz tepesinin arti igare-
tiyle isaretlenmesi gerekir. Simdi 5 hiza cizgisinin kose-
lerini soldan saga dogru gozonune alahm. Bu hiza cizgi-
sinde A nin hareketi bulundugunu hatirlatalim. En soldaki
tepenin art: ile isaretlenecegi aciktir, ¢iinkii 6 hiza cizgi-
sindeki biricik tepe arti ile isaretlenmistir. 5 hiza
cizgisindeki kalan ugsuz tepelerin eksi ile isaretlenmeleri
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gerekir, 4 hiza cizgisinin tepeleri arasinda (burada B nin
hareketi vardir) dort eksi tepe, yani 5 hiza cizgisindeki
eksi tepelere bitisik olanlarla birlikte ii¢ art: tepe buluruz.

Bu isleme devam ederek 1 hiza cizgisine ulagiriz ki
bunun tek tepesi (agacin tabani) arti isareti almalidir.
Boylece, A bir kazanma stratejisini haizdir. Simdi alttan
iste dogru giderek ok koyalim. Tabandan 2 hiza cizgi-
sindeki arti tepeye bir ok koyalim (misalimizde boyle
sadece bir tepe vardir). 3 hiza cizgisinde ok basina bitisik
olan her tepeden bu tepeyi 4 hiza cizgisindeki bir arti
tepeye birlestiren bir ok cizelim.

Misalimizde gimdi tam bir stratejimiz var ve islem
burada sona erer (Sekil: 7). Sekilden de goriildiigii gibi,
A bu stratejiyi kullaninca sadece iki diizen miimkiindiir,
ve her ikisinde de A kazamr.

Bu béliimdeki teoremle bunun dayandigi algoritma-
nin, 6 boliimiindeki 1 ve 2 ozeliklerinin gerceklenmedigi
hali de icine almak iizere (yani sadece 3, 4 ve 5 ozelikle-
rinin dogru oldugu bir oyuna) genellestirilebildigine dik-
kat edelim. Mesela iki A ve B oyuncusu arasindaki oyun-
lar1 gzoniine alalm ki A veya B nin kazanmasiyla birlikte
oyunda berabere kalmak ta miimkiin olsun (meselda bir
nevi dokuz-tas oyununda oldugu gibi). Burada &yle olabilir
ki oyunculardan hic birinin kazanma stratejisi bulunmaz;
bu halde algoritma her bir oyuncuya, ona en az bir, bir
beraberlik (efer karsisindaki yanlis bir hareket yaparsa
kazanma) saghyan bir strateji verir.

Ote yandan satranc oyunu 5 inci sart: saglamaz olur *.
Bununla beraber, yeni bir kural eklemekle, mesela 40

*)  Efer uluslar arasi yarmyma kurallart takip edilirse bu sdiylenilen
doiru olmaz. Satranem, aynt hareketler dizisinin arada {ic defa vak!
‘olusunda oyunun berabere sayildifr eski «Alman kuralis ile oynan-
difir vakit 5 Inci Gzelifin gerceklenmls olusuna dair bir ispat icin,
Zeitschrift fir Mathematische Lopik, Vol. 2 (1956), Sayfa 215-17 de
F. Bagemihl, <Transfinitely Endless Chess» e bakmiz. .
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hareketten sonra berabere kalinmis olunacak demekle 3,
4 ve 5 Ozeliklerine malik bir oyun meydana getiririz.
Béylece, oyunculardan birine hi¢ olmazsa berabere bira-
kacak bir strateji saglanmig olur. Bunu bulmak igin, 40
hareketle simirlanmis satranca ait agaci ¢izmek ve en
elverisli bir strateji elde etmek iizere metodu kullanmak
yetisir. Beyaz icin (A oyuncusu) bir kazanma stratejisi-
nin meveut oldugu anlasilirsa o takdirde oyun, bu strate-
jlyi siki sikiya takip etmek sartiyla beyazin lehine 6nceden
belirlenmis olur. Benzer sekilde e@er siyahin bir kazanma
stratejisi var olsaydi veya her iki oyuncunun bir berabere
kalma stratejisi var olsaydi oyunun sonucu yine Snceden
belirlenmis olurdu. Boylece yukarida goézoniine ahnan
algoritmammn  satranca uygulamsi, «Alt1 kibrits> oyunu
i¢in yapmaga zorunlu oldufumuz gibi oyunun tam bir
incelenmesine gitmemizi gerektirir.

Bununla beraber, neden satrang, biiyiikk hiiner ve
marifet ister? Burada algoritma ile ihtar edilen metodun
pratik bakvmdan imkanswzhdg ile karsilasmis olduk. Yirmi
(beyaza ait miimkiin ilk hareketin herbiri icin bir) dal
satranca ait agacin tabanindan ¢ikar. Yiiksek hiza cizgili
tepelerin herbirinden ¢ikan dal sayis1 da genel olarak pek
biiyiiktiir. Agacin basamagi boylece bilyilk olur. Bununla
beraber, gizoniine alman smiftan (tabii, sonlu bir adim
saywsinda) herhangi bir oyuna ait elverigli stratejiyi bul-
makta bize imkan veren tam bir ihtarlar listesine sahip
olup olmadigimiz sorusuna olumlu bir cevap vermemiz
gerekir. Biylece bu ihtarlar listesiyle bildirilen metot
diigiiniiy  bakwnndan miimkiin ama pratik bakvmdan
milmlkiin degildir, ciinkii bilylik sayida islemler gerek-
mektedir, ‘

Onceki metodu belirli bir oyuna uygulamamn pratik
olus derecesi oyunun karsikhina, ihtiva ettigi islemleri
vapma cabuklufumuza ve bunun {izerine harcamay1 goze
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aldigimiz toplam zamana baghdir. Biz esas olarak, bittabi

pratik bakimdan miimkiin olan metotlarla ilgilendik.

Bununla beraber, pratik olan metotlarla pratik olmiyanlar

arasinda kesin bir matematik kriter mevcut degildir.

Pratik bakimdan hesaplamaya elveren aracglara baghdir,

ve bu da mesela teknigin ilerlemesiyle degisebilir. Boylece,

yiiksek hiz hesap makinalarinin ortaya cikisi ile simdiye

kadar imkéansiz olan bir cok metotlar uygulama alaminda
gerceklenebilir hale gelmistir.

Yukarida gozoniine alman algoritma kaba ise de

i bunun mevcut olusu 6nemli bir husustur. Zira simdiye

He | kadar, Diophant denklemleri hakkindaki Hilbert proble-

I | : mine ait nasil olursa olsun hi¢ bir algoritma bulunma-

mistir!

Yine de kaba olam bile olsa, bir algoritmanin bulu-

. nusu, sadelestirilebilir veya daha cok uygun algoritma
kurulabilir timidini verebilir.

Yukarida gozoniine alinanlardan 6tiirii hesabedilebilir

{ bir metottan veya genel olarak, bir takim algoritmalar ile

I | ihtar edilen bir metottan s6z edince daima, uygulama

alaninda simdiki hesap usullerimiz bunu yapmaga yeterli

1 olmasa bile sadece istenen sonucu verebilecek bir metodu

kasdetmis olacagiz.




3. BIR LABIRENTTE YOL BULMAGA
YARIYAN BiR ALGORITMA

8. LABIRENTLER

Yunan mitolojisi Minotaur azmanmm bulup oldiirmek
icin bir labirente * giren kahraman Theseus'den bahseder.
Ariadne ona yardim etmis, bir ip yumagi vermis ve yuma-
gin bir ucundan da tutmustur. Theseus, labirentte derin-
lere girdikce yumag cozmiis, o vakit ipi tekrar dolayarak
¢ikis yolunu yine giivenle bulmustur.

Bu eski menkibeyi hatirlatan sey, Amerikan mate-
matikci ve miihendisi Claude Shannon’un modern «Labi-
rentteki Fare» sidir #**, «Fares oOzel bir labirentin bir
yerine konmus, bir «peynir parcasi» da bir baska yerine
konmustur. Fare dolambach yolu bulunan labirenti
«peynir» i buluncaya kadar dolasmak ister. O vakit eger
gene ilk hareket ettigi yere konulursa basibos dolasmadan
dogruca «peynir» e gider. («Fare» birinci tesebbiiste
«ardardaki» déniisleri kaydeden yardimci bir batarya
devresiyle elektromanyetik olarak kontrol edilir, dyle ki
ikinci geciste «fare» sadece bunlari yapar.)

Burada bir labirent icinden gecen bir yol bulma ile
ilgili bir problem (veya, daha dogrusu, boyle bir problem

?) Labirent, cok fazla sayida taslarla meydana getirilmis bir bina idi,
taslar Oyle diizenlenmisti ki cikis yolu ancak pek giicliikle bulu-
nabilmekteydi ,buna dolambaclt yol denilebilir. (Ceviren)

C. E. Shannon. «Computers and Automatas, Proceeding of the IRE, .
Cilt. 41 (1953), sayfa 1234.

ﬂ?}
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sinifini) gozoniine alacagiz ve bu problem simfim c¢izen
bir algoritma meydana getirecegiz.

Labirenti, kendilerinden koridorlarin giktig1 sonlu bir
kavsaklar (diigiimler) sistemi olarak diisiinebiliriz. Her
bir koridor iki kavsag: birlestirir (ki bu taktirde kavsak-
lara komsu (bitisik) adi verilir). Kendisinden sadece bir
koridor ¢ikip giden «dlii-uc» kavsaklar da olabilir. Labirent
geometrik olarak A, B, C, ... noktalar (kavsaklar) ve
AB, BC, ... dogru parcalarindan (koridorlar) ibaret bir

sistemle gosterilebilir, her bir dogru parcas: noktalardan.

bir ¢ifti birlestirir (Sekil: 8).

Sekil: 8

Eger bir takim ara kodidorlar dizisi ile bir X diigii-
miinden bir ¥ diiglimiine giden bir yol varsa ¥ ye X ten
gecilebilir denir, Daha kesin konusursak, X ile Y, ya
komsudur ya da oOyle bir X,, X., X,, ..., X. kaysaklar
dizisi vardir ki X ile X,, X, ile X., X., X,, --.-, ve niha-
vet, X. ile Y komsudur. Mesela Sek. 8 de H ye, A dan
AB, BC, CD, DE, EF, FD, DH yoluyla gecilebilir, K ye
ise A dan gecilemez. Bundan baska, ¥ ye X ten gecilebi-
lirse, bu halde, birden fazla hi¢ bir kavsaktan (evleviyetle
hi¢ bir koridordan) gecmedigini diisiindiiglimiiz basit bir
voldan Y ye gecilebilir (bittabi, bununla beraber, bu yolun
hic gecmedigi kavsaklar. veya koridorlar olabilir). Son
misalde yol basit degildir, ama DE, EF, FD ilmigini
kaldinrsak AB, BC, CD, DH basit yolunu elde ederiz.

Simdi Minotaur’un Lébirentin bir M kavsaginda ol-
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dugunu ve Theseus'{m onu yakalamak icin Ariadne’nin
beklemekte oldugu A kavsagindan yola koyuldugunu

farzedelim; bu halde problemi ¢bzmemiz gerekir: 4 kav-

sagindan M kavsagina gegilebilir mi? * Eger gecilebilirse,
Theseus, yiiriidiigii yol ne olursa olsun Minotaur'u bulmal
ve sonra basit bir yoldan Ariadne’ye donmelidir. Eger
gecilemezse, Ariadne'ye donmesi gerekir.

Sayisiz miimkiin labirentler vardir, ve belli bir labirent
icin A4 ile B nin birbirine gore konumlarmna gore bir ¢ok
imkanlar olacaktir, Baslangicta Theseus, ne labirentin
vapisimt ne de Minotaur'un bulundugu yeri bilmektedir,
problemin ¢6ziimii, herhangi bir labirentte ve 4 ile M nin
birbirine gére herhangi izafi konumu i¢in kullamlabilen
genel bir arastirma metodu seklinde olmaldir. Bagka
tirlii sylersek, coziim, verilen tipten herhangi bir proble-
min c¢bziimiine ait bir algoritma olmahdir.

9. LABIRENT ALGORITMASI

Boyle bir algoritmayi kurmak igin, dzel bir arastirma
metodu verecegiz. Arastrmanin her adiminda koridorlar
i¢ sinifa ayiracagiz: Theseus'un hic gecmedigi (bunlara
yesil koridorlar diyecegiz), bir kere gectigi (sar), ve iki
kere gectigi (kumizi). Bundan baska, Theseus herhangi
bir kavsaktan bir komsu kavsaga su iki yoldan biriyle
gecer:

1. Ipligi yuwmaktan c¢ozerek. Theseus, yol aldikea,
Ariadne’nin ipligini yumaktan cozerek, yesil bir koridor
boyunca komsu bir kavsaga gecer; bu koridor o taktirde
sar1 sayilir.

2. Iphga yumadga sararak. Theserus yol aldikca

*) . A 4 M oldugunu farzetmek tabiidir,

=
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Ariadne’nin ipligini yumaga sararak, sar1 bir koridor
boyunca komsu bir kavsaga gecer; bu koridor o taktirde
kirmizi sayilir.

Kaydedelim ki Theseus kirmiz1 bir koridordan gitmeyi
iyi karsilamaz. Theseus’'un daha sonra yesil bir koridoru
kirmizisindan ayirabilecegi bir takim isaretler koydugunu
kabul edelim. O, sar koridorlar1 da ayirdedebilir, zira bu
koridorlar boyunca Ariadne’nin ipligi serilidir. Her bir
hareketin se¢imi, Theseus’un bulundugu kavsakta karsi-
lastig1 duruma baghdir. Bu durumlar agagidakilerden biri
veya bir kaci olabilir:

1. Minotawr. Minotaur'un belli bir kavsakta oldugu
anlasilir.

2. Illmik. Ariadne'nin ipligi daha ©nce belli bir
kavsaktan gecmistir; baska deyisle, kavsaktan cikan en
az iki baska yesil koridor vardir.

3. Yesil. Kavsaktan cikan en az bir yesil koridor
vardir.

4. Arviadne. Ariadne belli bir kavsaktadir.

5. Besinci hal. Yukarki durumlarin  hic  biri
bulunmaz.

Arastirma metodumuz artik asagidaki cetvel yardi-
miyla anlatilabilir:

Durum Hareket
1. Minotaur Durma
2. Iimik Tekrar yumag dolama
3. Yesil Yumagi c¢dzme
4. Ariadne Durma
5. Besinei hal Tekrar yumag dolama

Theseus herhangi bir kavsakta bulunmakla yapacagi
hareketi soyle Kkararlastirir: 1 durumuyla bashyarak,
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kavsakta vaki olmiyan bir durum bulana kadar evvelki
cetvelin sol siitununu sira numarasina gore yoklar. Bun-
dan sonra sag siitundaki buna karsiik olan hareketi
yapar. Bir «Dur» emriyle karsilasinciya kadar hareketine
devam eder.

Bu metodun uygulams: asagidaki ti¢ iddiadan dogruya
¢ikarilan bir sonuctan cikmaktadir:

1. A ile M labirentte nerede bulunursa bulunsun,
Theseus sonunda, sonlu sayida bir hareketten sonra ya
A da ya M de bir «Dur» emriyle karsilasmalidir.

2. «Dur» emri M de gelirse, o taktirde Minotaur’a
gegilebilir. Bununla beraber, A dan M ye basit bir yol
boyunca Ariadne’nin ipligi serili olacaktir; ipligi yﬁmaga
sararak Theseus bu yol boyunca Ariadne’ye donebilir.

3. Eger «Dur» emri A da gelirse, o taktirde Mino-
taur'a gecilemez.

Bu iddialar1 ispat etmeden ©nce, metodun kullaml-
masina dair iki misal verecegiz.

MISAL 1. Aramanin, labirentin A kavsaginda bas-
ladigim1 (Sek. 8) ve Minotaur'un F kavsaginda bulundu-
gunu farzedelim. Metodumuzu takip eden bir arama
Cetvel 1 de verilmistir. (Yesil koridoru gecmenin secilmesi
keyfi oldugundan, baska miimkiin arama 6rneklerinin
bulunacag tabiidir.) '

Bu misalde gériiyoruz ki Minotaur’a gecilemez. Simdi
son iki siitundan sariyla sonlanan Kkoridorlarn secersek
4 dan F ye giden asagidaki basit yolu buluruz. AB, BC,
CD, DF,

MISAL 2. Minotaur yine F de olmak iizere eger
arama Sek. 8 deki K kavsaginda baslarsa Cetvel 2 deki
arastirma oOrnegini elde ederiz. Bu halde Minotaur’a
gecilemez.
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10. LABIRENT ALGORITMASININ ISPATI

Simdi sayfa 29 da ileri siiriilen 1-3 oOzeliklerini ispat
edecegiz.

lddia 1 in ispati. Once asagidaki durumlarin bir ve
ancak birinin cari oldugu aramanin her bir halinde,
Theseus tarafindan yapilan hareketlerin, sayisi iizerine
indiiksiyonla ispat yapalim:

a) Labirentte sar1 koridor hi¢ yoktur, Theseus ta
A (Ariadne) kavsagindadir. :

b) Labirentte bir veya daha fazla sar1 koridor vardir
ve, Theseus'un aym sirada gectigi sar1 koridorlar, 4 dan
Theseus’'un simdi bulundugu yere giden bir yol teskil
etmektedir.

Bundan baska, Theseus’un bir kirmizi koridordan hic
gecmedigi tesbit edilir.

Asikar ki, Theseus ilk hareketini yapinca a ve b
hallerinin ikisinden biri caridir; o zaman o, 4 da olup
biitiin koridorlar yesildir. Simdi (2 —1) nci hareketten
Sonra a ve b hallerinin birinin cari oldugunu farzedelim,
7 nci hareketten sonra da birinin cari olmas: gerektigini
Ispat etmeliyiz (tabii, su sartla ki (n— 1) nci hareket bir
dur emrine ¢itkmasin).

Once, (n—1) neci hareketten sonra a) halinin cari
oldugunu farzedelim. O vakit, bundan sonraki hareketi va
bir yesil koridor boyunca A dan bir K komsu kavsaga
gidis (dyle ki n nci hareketten sonra sadece bir AK yesil
koridorlu b halini elde ederiz) ya da bir dur (dyle ki n nci
hareketten sonra @ halini elde ederiz) olmalidir.

Bundan sonra (n—1) nci hareketten sonra b) hali-
nin cari oldugunu ve A4, 4,4., ..., A, y K ybriingesini
teskil eden s tane sar1 koridor meveut oldugunu farzedelim.
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n nei hareketin secimi K kavsagindaki sartlara baghdir;
imkanlar sunlardir:

1. Minotawr. n nci hareket, ayni sar1 koridorlari
birarak K kavsaginda durmaktir (n nci hareketten sonra
b hali).

9. Ilmik. Theseus bu halde kirmizi haline ge-
len KA, ; sar1 koridoru boyunca ipi yumaga dolar. Sari
yériinge daha kisa bir koridor olur. Eger koridorlarin s
sayisi birden bilyiikse, n nci hareketten sonra s — 1 sari
koridorlu b halini elde ederiz; eger s bir ise, a halini elde
ederiz.

3. Yesil. Theseus sariya cevrilen bir yesil koridor
boyunca ipi yumaktan cozer. Bu halde s -1 sar1 kori-
dorlu b halini elde ederiz.

4. Ariadne. Theseus bu iki @ ve b halinden hic
birine goére harekete kalkmaz, ciinki K — A ise, bunu
onceliyen, ilmik hali de cari olur.

5. Besinci hdl. Eger ilk dort durum cari degilse,
Theseus ipi dolar. Tipki ilmik durumunda oldugu gibi bu
eger $=—1 ise a haline ve s > 1 ise b haline getirilmis
olur. .

Simdi @ ve b hallerinden muhakkak birinin cari
olmasi gerektigini cikarmis olduk. Asikar ki Theseus,
kirmizi bir Koridordan hi¢c ge¢medigi icin ikiden fazla
koridordan gecmez. Koridor sayisi sonlu oldugundan islem
muhtemelen bir durmaya gelmelidir; boylece, son hareket

ya Minotaur'un veya Ariadne’nin bulundugu yerde olan
bir kavsaga yapilmalidir.

2 iddasimn ispatr. Dur emriyle Minotaur'un kavsa-
ginda karsilasihrsa, o taktirde Minotaur’a asikar olarak
gecilebilir. Keza Ariadne’nin ipligi, hemen simdi goster-
digimiz gibi sar1 koridorlar boyunca kalkis noktasina geri
donen bir yoriinge teskil eder. Bu, Theseus’'un her defa-
sinda bir ilmik tamamlamasi keyfiyetinden gelen basit bir




—-

Labirent Algoritmasinin Ispat 33

yol oldugundan, o, ipligi yumaga dolar, boylece ilmigi
ortadan kaldirir,

3 iddiasimn ispati. Ariadne’nin kavsaginda bir dur
ha}inde, once sunu kaydedelim:

a) Labirentin her koridoru ya iki kere (bir kirmiz
koridor) gecilmistir veya hic¢ (bir yesil koridor) gecilme-
migtir; baska deyisle, labirentte hi¢ sar1 koridor yoktur
ve ip tamamen tekrar dolanmistir (zira aksi taktirde
ilmik hali cari olur ve durma olmazdi).

b) A dan cikan biitiin koridorlar kirmizidir, ¢iinkii
biri yesil olsaydi, «Yesil», listede <«Ariadne» den &nce
geldiginden, Theseus onu durmadan ge¢mis olurdu.

Simdi 3 iddiasinin dogru olmadigimi, Minotaur’a bir
- AA,, A,A,, ... AM yoluyla gecilebilir oldugunu farzede-

lim. 4 dan cktigindan bu yolda bulunan ilk koridor

kirmizi olmahdir; Theseus, Minotaur'a erismediginden son

koridor da yesil olmaldir. A:4;4; , yolun ilk yesil kori-
| doru olsun, Bu demektir ki 4. den ¢ikan bir yesil bir de
kirmizi koridor vardir. Simdi Theseus'un 4. kavsagindan
son defa gectigini diisiinelim. Ipi dolamak suretiyle o,
4. den cikan simdi kirmiz: olan koridorlardan biri boyunca
hareket etmis olmalidir, bu demektir ki o, ya 2 durumuyla
(ilmik), veya 5 durumuyla karsilasmis olmalidir. Fakat
bu 5 olamazdi ciinki 4. den cikan bir 444, yesil kori-
doru meveuttur; su halde bir ilmik olmalidir. Bu ise hemen
asagidaki delille celisme teskil etmektedir: son defa 4: de
bir ilmik olsa idi, ondan cikan en az iki sar1 koridor
meveut olmus olurdu; bu taktirde de birini kirmizi1 yap-
mak ama en az birini yine sar1 birakmak suretiyle o,
bunlardan biri boyunca yiiriimiis olurdu. Fakat aramann
sonunda hic bir sarm koridor kalmadigim goriiyoruz, bu
demek ki, Theseus, daha sonra A: den ¢ikan sar1 koridor-
larin kalanlarindan geemis olmalidir, ve biylece A: den
tekrar gecmis olur ki bu da 4. den son defa gectigine

1. 3
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iliskin olan farzimiza aykir1 diiser. Bu, liclincli iddiay1
ispat eder.

Bu arama metodunda bir sans unsuru bulunmaktadir.
Durum 3 (yesil) icin, bundan sonraki hareket tek sekilde
belirlenmis degildir; kavsaktan ¢ikan bir ¢ok yesil koridor
varsa, bunlardan biri ilk olarak alinabilir. Bu, son béliimde
biitiin algoritmalarda bulunmasi gerekli diye soziinii etti-
Zimiz deterministik ©zeligi bozar. Bu sans unsuru bununla
beraber kolaylikla yokedilebilir ve gercek bir algoritma
elde edilir. Belli bir kavsaktan cikan bir cok yesil koridor
varsa, bunlardan birini secmekte sadece itibari olarak
karar veririz; mesela, ilk koridoru daima Theseus'un
kavsaga girdigi birinden itibaren saat ibrelerinin dénme
yoniinden seceriz. Sans olayim ihtiva eden bdyle problem-
lerin incelenmesi Ozellikle oyun teorisinde ve bunun ikti-
sada uygulanmasinda biiylik teorik ve pratik énem tasir.

Tam bu nevin belirlenmesi (belli bir anlamda), hare-
ketlerin seciminin, sadece oyuncularin kararmma bagh
degil gelisigiizel secimlere de bagh oldugu genis bir oyun
sinifi icin «en iyi» stratejidir. Bu sekildeki ihtarlar listesi,
evvelki béliimde rastgele secimi bulunmiyan oyunlar icin
anlatilan algoritmalarin dogrudan dogruya bir genelles-
tirilmesidir. Fakat bu mesele iizerine dokunmayacak ve
algoritmalar olmak iizere rastgele secimler ihtiva eden
jihtar listelerini gozoniine almiyacagiz. Bir algoritmanin
tam belirlenmesi ve onun belirttigi islemin akisinin biricik

- olusu onemli ozelliklerindendir.

Soz konusu algoritmaya (sans unsurunu yok ettikten
sonra) tekrar donerek, cok daha 6zel sekildeki labirentler
icin daha basit arama metotlar: verilebildigini kaydetmek
gerekir. Ayni zamanda, keyfi bir labirent olmasi genel
hali icin, bir algoritmanin, bir nevi secip-ayiklama isle-
minden baska bir sey olamiyacagim farzetmek tabii
gibi gelmektedir. Bundan &tiirii, bir algoritmanin bizim |
yerdigimizden daha basit kurulabilecegi siiphe gtiiriir.




4. KELIME PROBLEMI

Kelime problemi. Theseus’'un aramasimin daha ileri
bir genellestirilmesidir. Theseus’'un aramasi keyfi sonlu
bir labirentte yapilmakta ise, kelime problemi belli bir
anlamda sonsuz bir labirentteki aramadir. Problem,
modern cebirin asosyatif sistemler teorisi ve guruplar
teorisi adiyla bilinen dallarinda ortaya cikmakla beraber
bu teorilerin cercevesi disina tasar. Bu problemin cesitli
ifadeleri, iki sovyet matematikgisi A. A. Markov ile P. S.
Novikov ve bunlarin grencileri tarafindan basarih sonuc-
larla incelenmistir.

11. ASOSYATIF HESAPLAR

Once bazi baslangic kavramlari ithal edecegiz. Bir
alfabe deyince herhangi sonlu farkli semboller ciimlesini
kastediyoruz; bu sembollerden herbirine alfabenin bir
harfi denir. Mesela, {a, v,z 7}, asagidaki harflerden
Yapilmis bir alfabedir: Yunanca «, gotik v, latince z, ve
Soru isareti. Verilen bir alfabedeki bir kelime, alfabeden
alinmis harflerden ibaret herhangi bir dizidir. Mesela,
abaa ve bbac, {a,b,c} alfabesinde bir kelimedir. Eger

bll‘ Z kehmesi baska bir L kelimesinin kismi ise, I. nin
M de gecisinden bahsedecegiz. Boylece, abcbcbab kelime-

sinde beb kelimesinin iki gegigi olur, biri ikinei harfle
baslamakta, 6biirii dérdiincii harfle. Bir kelimenin, bir

e s
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takim uygun yerlestirmeler (substitiisyonlar) ile digerine
doniisiimiinii gézoniine alacak ve bunlari

P—Q veya P—oQ

seklinde yazacagiz, burada P ile @ ayni alfabedeki iki
kelimedir.

Bir R kelimesine P — @ direkt siibstitiisyonun uygu-
lanmasi, ancak ve ancak, P, RE de gecerse miimkiindiir.
P — @ endirekt siibstitiisyonunun uygulanmas: ya @ nun
bir gecisine ait P siibstitiisyonunun veya P nin bir geci-
sine ait Q stibstitiisyonundan ibarettir. Bundan boyle esas
olarak endirekt siibstitiisyonlarla mesgul olacak ve yanhs
anlama olabilmedikce onlara sadece siibstitiisyon diye-
cegiz.

MISAL. ab—beb siibstitiisyonu abebebab kelime-
sine dort tiirlii uygulanabilir: beb nin iki gecisinden her-
birini yerlestirmekle

aab cbab ve abcabab

kelimeleri cikar, ab nin iki gecisinden herbirini yerlestir-
mekle de

bibcbcbab ve abcbeb beb

cikar. Bu siibstitiisyon bacb kelimesine uygulanamaz.
Bir alfabedeki kelimelerin tiimii ile bir uygun siibsti-

tiisyonlar sonlu climlesini asosyatif hesap olarak tarif
ediyoruz. p

Bir asosyatif hesabi belirlemek icin alfabeyi ve uygﬁn
siibstitiisyonlar climlesini vermek yetmektedir.

-—
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12. KELIME DENKLIGI PROBLEMI

. Eger bir R kelimesi miisait bir S kelimesine donii-
sebilirse R, S ye komsudur diyecegiz. Kaydedelim ki R,
8 ye komsuysa, o takdirde S de R ye komsudur. Bir

R:s R*.'_- 2 Ny R.-r 1 R‘

kelime dizisinde R,, R, ye, R., Rs €, -+, ve R, 4, R. e
komsuysa R, den R. ye gegilebilir zincir denecektir. Eger
R kelimesinden S kelimesine gecilebilir bir zineir mev-
cutsa, o taktirde bittabi, S den de R ye gecilebilir bir
zincir mevecuttur; bu halde R ile 8 denktir deriz ve bu
keyfiyeti R ~ S ile gosteririz. Eger R~S ve S~T
ise bu takdirde R ~ T olacagn asikardir. Daha ilerde
asagidaki teoremi kullanacagiz.

TEOREM. P ~ Q oldugunu farzedelim; bu takdirde
P bir R kelimesinde gegerse, R ye P —> Q siibstitiisyo-
nunun wygulanmast R ye denk olan bir kelime saglar.

Ispat. R yi SPT seklinde yazabiliriz, burada 8, P nin
gecisini 6nceliyen R nin kismidir, 7' ise ondan sonra gelen
R nin kismidir, Bu halde doniismiis kelime SQT dir.
P ~ Q oldugundan bir

P,Pl)“')P":Q

gecilebilme zinciri meveuttur.
Bu takdirde, kolayca goriilebildigi iizere,

SPT, SP\T, -.., SP.T, SQT

kelimeler dizisi SPT den (yani, R den) SQT doniismiis
kelimesine gecilebilir. Boylece teorem ispat edilmis olur.

———
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MISAL. Asagdaki asosyatif hesabi gézoniine alahm:
Alfabe:

{a, b, c, d, e}

Uygun sﬁbstitiiéyonlar:

ac——ca abac —— abace
ad — da eca —— ae
bc —c¢b edb — be

bd — db

Bu hesapta sadece liclincii siibstitiisyon abede keli-
mesine uygulanir, dyle ki ona komsu biricik kelime acbde
dir. Bundan baska, abede ~ cadebd dir ki boyle olusu

abede, acbd, cabde, cadbe, cadedb

gevilebilir zincirinden gosterilebilir.

Doniistimlerin hicbiri aaabb kelimesine uygulanmaz;
boylece ona komsu kelime yoktur. Ozellikle bu, baska hi¢
bir kelimenin ona denk olmadig anlamima gelir.

' Her asosyatif hesap kendine ait kelime denklu?t
pr bblemmt haizdir:

/

/' Hesapta verilen herhangi iki kelimenin denk olup

,/olnwdaklamm tayin etmek.

Herhangi bir hesapta miimkiin olabilen kelimelerin
say1si sonsuz oldugundan herbir hesap, bu tipten sonsuz '
sayida problemi haizdir. Bununla beraber, herhangi bir
kelime ¢iftinin denkligi mevecut olup olmadigimin tayinine
ait bir algoritma seklinde bir ¢tziim bulmay: iimit ederiz.

Kelime probleminin tipk: bir suni bilmece gibi oldugu
ve ona ait bir algoritma bulunmasimin gercek hic bir

@J::.:;—_.'J-;:.i R e = a e . ! I_ S j
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faydasi olmadig1 sanilabilir. Fakat bu gercekten uzaktir,
problem pek tabii ortaya cikmakta, biiyiik teorik ve pratik
Onem tasimakta, bir algoritma bulunmasina caba harcan-
masina tamamen hak kazanmaktadir. Bununla beraber, bu
sorularin tartismasim simdilik ileriye birakacagiz ve
baska hususlar1 gozoniine almiya devam edecegiz.

13. KELIME PROBLEMLERI VE LABIRENTLER

Kelime denkligi problemi ile Theseus problemi ara-
sinda bir baginti bulundugunu soyle gosterebiliriz: her bir
kelime icin bir «kavsaks ve iki komsu kelimeyi temsil
eden herbir kavsak ciftini birlestiren bir «<koridor» insa
etsek, o takdirde herhangi asosyatif hesabi sonlu sayida
kavsaklar1 ve koridorlar1 olan bir labirentle temsil edebi-
liriz. Sadece sonlu sayida siibstitiisyonlar uygun oldugun-
dan, herbir kavsak sadece, kendinden cikan sonlu sayida
koridora malik olacak ve hatta koridorsuz kavsaklar bile
bulunabilecektir (mesela, bu boliimiin misalindeki aaabb
kelimesi gibi). Bir R kelimesinden bir S kelimesine
giden gecilebilir bir zincir, labirentte bir kavsaktan &bii-
riine giden bir yolla gosterilebilir ki bu, kelimelerin denk-
liginin, bir kavsaktan &tekine gecilebilir olmaga tekabiil
etigi anlamma gelmektedir. Boylece bu temsilde kelime
Problemi sonsuz bir labirentteki bir arama problemi halini
almaktadir. n

Ortaya ¢ikan giicliiklerden bazilarini daha iyi gormek
icin, Iasitlanmis elime problemini gozoniine alalim:

Verilen bir asosyatif hesapta herhangi iki R ve T
kelimeleri igin, % siibstitiisyonundan daha fazla bir zin-
cirle birinin digeri haline doniigitmiiniin kabil olup olma-

i tayin etmek (burada k keyf‘ fakat sabit pozitif
tam say1).
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Bu problem icin bir algoritma yani labirent proble-
minde kullanabildigimiz gibi bir ayiklama algoritmasi
kurulmas1 kolaydir. R kelimesi kaydedilir, sonra R ye
komsu biitiin kelimeler, daha sonra bunlara komsu blitiin
kelimeler, ila, k defa kaydedilir. O takdirde, R nin k
siibstitiisyondan fazla kullanmiyarak 7' ye doniisiip donii-
sememesinin arastiriimasi, T nin bu listede goriinip
gbriinmemesinin arastirilmasi demektir.

Kisitlanmamas kelime problemine donersek, durum
cok farkhdir. R den T ye giden gecilebilme zinciri her-
hangi bir uzunluktakine (sayet mevcutsa) donebildiginden
genel olarak ayiklama igleminde ne zaman durulacagimi
bilmek icin elimizde bir yol meveut degildir. Mesela, daha
once metodu 102 = 100.000.000.000.000.000.000 kere tek-
rar ettigimizi farzedelim, boylece R nin 1, 2, 3, ..., veya
10** uygun siibstitiisyonla tekrar edilebildigi biitiin
kelimelerin bir listesini elde ederiz. Ayrica T nin bu listede
gozitkmedigini farzedelim. T nin R ye denk olmadigim
soyliyebilir miyiz? Cevap, tabii sdyliyemeyiz seklindedir,
ciinki R ile T nin denk olmak imkam heniiz mevcuttur,
ama bunlan birlestiren en kisa gecilebilme zineciri 10%° den
fazla adim haizdir. (Bir abstirma olarak, okuyucu, denk
olan fakat 10*° veya daha az uzunluktaki hic bir gecile-

bilme zinciriyle birlesmemis olan bir kelime ciftini haiz
bir hesap kurabilir.)

\

14. ALGORITMALAR KURULMASI

Bir algoritma elde etmek i¢in basit bir ¢ikisin bulu-
nusu diistincesini birakip, bizzat doniisiim mekanizmasinin
analizi tizerine kurulmus baska fikirleri incelememiz
gerekir. Mesela boliim 12 nin Misalindeki hesapta abaacd
ve acbdad kelimelerinin denkligi problemini alahm. Bu
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kelimelerin asagidaki sekilde denk olmadigin ispat ede-
biliriz: Uygun siibstitiisyonlarin herbirinde, her kenar
a lardan aym sayida ihtiva etmektedir. Bundan otiirii, bu
hesaptaki herhangi bir gecilebilme zincirinde, her kelime
a nin gecislerini ayni bir sayida haiz olmahdir.abaacd ve
acbdad kelimelerindeki a nin gecis sayist ayni olmadigin-
dan, bu kelimeler ayni bir gecilebilme halkasina ait
degildirler dolayisiyla denk degildirler.

Bir gecilebilme zineirinin biitiin uzuvlarinda ortak
olan bdyle bir dzelik, gegilebilme invariants adim alir. Bir
gecilebilme invaryanti bir algoritma bulunmasinda bize
faydal olabilir.

MISAL 1. Asagdaki asosyatif hesabr gozoniine
alahm:
Alfabe:
{a, b, ¢, d, e}

Uygun siibstitiisyonlar:

ab———ba aqe-——ea be——eb de —ed
ac—ca  bc—cb cd——de
ad——da bd-——db ce — €c

Burada miisait siisbtitiisyonlar bir kelimedeki goziiken
harflere degil, fakat sadece bunlarin sirasina etki eder.
Eger iki kelimeden her biri ancak ve ancak obiirii kadar
her kelimenin aym sayida gecisini ihtiva ederse bu iki
kelimenin denk oldugunu géstermek giic degﬂdlr Boylece
su gosterilen halde denkligi tayin etmek icin basit bir
algoritma elde ederiz: Herbir kelimedeki herbir kelimenin
gecis sayisim sayimz, ve sonuclart mukayese ediniz.

Simdi «kelime» ve <«uygun siibstitiisyon» kavramla-
rmnin bir genellestirilmesini ise sokuyoruz. Verilen bir



alfabede adi kelimelere ilaveten hic harfi olmiyan bos
kelime kabul edecegiz ve bunu A ile gisterecegiz. Keza
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P

seklindeki siibstitiisyonlara cevap verecegiz. P ye ait A nin
siibstitiisyonu basitge P nin bir R kelimesinde bir gecisi
varsa onu tamamen atacagiz anlamina gelir; A ye ait
P nin siibstitiisyonu, P nin R kelimesi icine herhangi bir
noktaya, R nin ilk harfinden once, yahut R nin iki keli-
mesi arasina veya R nin son harfinin sonuna ithal edilebilir
anlamma gelmektedir.

Simdi asagidaki misdli gozoniine ahiyoruz:

MISAL 2. {a,b,c} alfabesiyle bir asosyatif hesap ve:

b——acc bb — A
ca—— acee ccee —— A
aa—— A

uygun siibstitiisyonlar ciimlesi verilmis olsun, bu hesapta
kelime denkligine ait bir algoritma bulalim.

Once bir yardime: algoritma, irca algoritmas: kuralim.
Bu, herhangi bir kelimeyi, bunun irca edilmis kelimesi
denilen ozel bir sekle doniistiirmege yariyan bir algorit-
madir.

Dogrudan dogruya olan (direkt) siibstitiisyonlarin
asagdaki swralannug sistemini gozoniine alalim. Herhangi
bir R kelimesi verildigine gore, listede buna uygulanabilen
ilk dogru siibstitiisyonu bulalim ve soldan ilk miimkiin
uygulama yerine yerlestirilmesini yapalim. Bu denk bir
R’ kelimesi verir. Listede R’ ye uygulanabilen ilk siibsti-
tiisyonu bulahm ve onu uygulayalim. Sonlu sayida bir
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substitlisyondan sonra hi¢ bir dénistiimiin uygulanamadigi
bir 8 kelimesi elde ederiz; algoritmamn R kelimesini S ye
irca ettigini sdyleriz *.

Irca algoritmasimin, herhangi bir R kelimesini su
sekiz kelimeden (irca edilmis kelimeler) birine doniistiir-
dugiinii gosterebiliriz:

A, ¢, cc, coe, a, ac, ace, acce.

1. Eger b kelimesi R kelimesinde goziikmekteyse, o
takdirde ilk dogru (direkt) siibstitiisyonun ardarda uygu-
lanmast b nin her gecisini b kalmaymncaya kadar ace
haline degistirir; b herhangi diger bir siibstitiisyonda
goziikmediginden, herhangi bir irca edilmis kelimede de
goziikmez.

2. @ harfi herhangi irca edilmis bir kelimede ¢ nin
dogrudan dogruya saginda goziikemez, ciinki ikinei dogru
suibstitiisyon ca min her gecisini acce haline degistirmek-
tedir.

3. Herhangi irca edilmis bir kelimede ardisik iki a
olamaz.

4. ¢ harfi son siibstitiisyondan 6tiirii bir satirda iic
defadan fazla bulunamaz. '

Sekiz kelimenin yukardaki listesi biitiin irca edilmis
kelimeleri havidir, ciinkii yukarda verilen incelemeye gore
irca edilmis bir kelime en az iic ¢ den sonra gelen hic
olmazsa bir @ dan ibarettir.

Asikar olarak, her kelime kendi irca edilmisine
denktir; bundan &tiirii iki kelime ancak ve ancak bunlarin
irca edilmis kelimeleri ya ayni veya denkse birbirine

—

A
*)  Verilen bir alfabedeki kelimeleri dogru siibstitiisyonlarin siralanmis
bir ciimlesine doniistliiren bunun gibi algoritmalara normal algorit-
malar denir. Biiyiik teorik ve pratik faydasr olan normal algoritmalar
A.A. Markov tarafindan gelistirilmis ve Kkendisinin Theory of
Algorithms adli  kitabmda gosterilmistir, bu kitap ingilizceye
cevrilmistir,
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denktir. Fakat yukarda listelenmis bulunan sekiz irca
. edilmis kelimeden ikisinin denk olmiyacagm kisaca ispat 1
ke edecegiz. Bundan, iki kelimenin ancak ve ancak ayni
il kelimeye irca edilirse denk oldugu cikar. Buna dayanarak
N kelime problemi icin bir algoritma kurabiliriz: incelenmis
| olan iki kelimeden her birine irca algoritmast uygulayimz,
ve elde edilen sonuglars mukayese ediniz; sonuglar birbi-
rini tutarsa ilk kelimeler denktir; aksi takdirde denk
degildir.
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Mesela, cacb ile bb kelimelerini verdigimizi farzede-
lim. Once irca edilmis kelimeleri bulalim:

1) each, cacace, acccecace, aceccaceecee,
aceacceceeee, acaccecceececee,

aaceeeeeeeeeceeee, ceceeceeeceeecee,

CCCCCeeeee, Ceeeee, ¢c.
2) bb, acch, accace, acacccee, aaceeceecee,
cceeeeee, ceee, A.

Sonug. cacb ve bb Kkelimeleri, irca edilmis kelimeleri
olan cc ile A nin farkh olusundan 6tiirii denk degildir *.

Sekiz irca edilmis kelimeden ikisinin denk olmadiguun
ispatr. 1k once, iki R ile S kelimesini birlestiren, hicbiri
b harfini ihtiva etmiyen bir gecilebilme zineiri varsa, bu
takdirde icindeki harflerden hicbiri b harfini ihtiva etmi-
yecek sekilde bunlar1 birlestiren bir gecilebilme zinciri
kurmak miimkiindiir. Verilen gecilebilir bir zincirdeki her
kelimeyi alarak ve ona b harfinin her gecisi icin acc
kelimesini yerlestirmekle bunu yapacagiz. Bu bize, icinde
her ardisik iki kelimenin ya (hesap anlaminda) komsu
veya Ozdes oldugu kelimeler dizisi verir. Sayet simdi

4) bb nin irca edilmis kelimesinin A olusu keyfiyeti, ilk listemizdeki
bb — A siibstitiisyonunun gereksiz oldugunu gisterir, ki irca algorit-
masina onu niye almadifimizt aciklar.




Algoritmalar Kurulmas: 45

kendinden 6nceki kelimeyle uygunluk gosteren her keli-
meyi cikarirsak bize bir gecilebilme zineiri kalir. Bundan
baska, b — acc siibstitiisyonu zincirde kullamlmamistir.

Once, kaydedelim ki a harfinin gecis sayisinin cift
veya tek olusu her uygun siibstitiisyonun her iki tarafin-
da aynidir. Ayni sey ¢ harfinin gecisi icin de dogrudur.
Bu, ¢ nin (veya ¢) nin gecisleri sayisimn paritesinin
(vani «ciftligi» veya «tekliginin») bu tipten herhangi bir
gecilebilme zincirine ait bir gecilebilme degismezi oldugu
anlamina gelir. Bundan derhal @ min bir gecisini ihtiva
eden irca edilmis dért kelimeden hi¢ birinin @ lar1 hic
ihtiva etmiyen dort irca edilmis kelimeden herhangi birine
denk olmadigi cikar. Benzer sekilde, bir veya ii¢ ¢ yi
ihtiva eden dort kelimeden hicbiri, hi¢c ¢ ihtiva etmiyen
veya iki ¢ ihtiva eden dort taneden herhangi birine denk
degildir. Bundan &tiirii, simdi asagidaki dort ¢ift kelime-
nin denk olmamazhgm kurmak mecburiyetindeyiz:

A, cc; e, cece; a, ace; ac, acec.

Eger ilk ii¢ ciftin herhangi biri denkse, o takdirde,
daha once (sayfa 37) de ispat ettigimiz teoremden dor-
diincii ciftin de denk olacagi cikar. Bdylece, sadece
dordiincii ae, ‘acce ciftine ait denk olmamazhifi kurmak
yetisir.

Once bazi deyimler tarif edecegiz. Bir R kelimesin-
deki @ min bir gegiginin indisinden a nin verilen gegisinin
sagindaki kelimedeki ¢ nin gecis sayisim kastediyoruz. R
kelimesinin indisinden a mn R deki biitiin gecislerinin
indisleri toplamim kastediyoruz *. aa— A ile ccce— A
siibstitiisyonlarindan hicbiri bir kelimenin indisinin pari-
tesini degistirmez. Eger aa bir bos kelimeye yerlestirilirse,

*) Meseld acbea kelimesinde a nm ilk gecisinin indisi 2 dir, a nm
ikinel geclisinin indisi de 0 dir.” Kelimenin indisi 2 + 0 = 2 dir,
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kelimenin indisi @ nmin iki gegisinin indislerinin toplami
kadar artar. Fakat bu indislerin her ikisi aym olmahdir,
bu demektir ki kelimenin indisi bir ¢ift say1 kadar artar
boylece paritesi (teklik - ¢iftligi) degismez. Benzer sekilde,
aa yerine bos bir kelime yerlestirilirse, kelimenin indisi
bir cift sayiya irca edilmis olur.

ccee yi ilave etmede a min bazi gegislerinin indisleri
4 kadar yiikselir, digerleri ise ayni kalr; boylece, keli-
menin indisi 4 iin bir kat1 kadar artar. ccce yi citkarma ise
benzer etkiler yapar.

Nihayet, ca — acec siibstitiisyonu herhangi bir keli-

" menin indisinin paritesini degistirir. Bunu gostermek icin,

PcaQ ve  PacceQ

kelimelerini mukayese edelim.

Kelimenin P kisminda @ mn her gecisinin indisi 2
kadar degisir, @ kisminda ise @ mn her gecisinin indisi
degismez kalir. P ile @ arasinda @ nin bir tek gecisinin
indisi 3 kadar degisir. Boylece kelimenin indisi tek bir
say! kadar degisir, dyle ki paritesi degismis olur.

Simdi ac ve acce kelimeleri ayni pariteden indisleri
haizdir (1 ve 3 — her ikisi de tek). Bundan &tiirii, bunlar
denkse, o takdirde bunlari birlestiren herhangi bir geci-
lebilme zincirinin ca — acce siibstitiisyonlarindan cift bir
sayida ihtiva etmesi gerekir (evvelce zikredildigi gibi b
nin gecislerinin bulunmadig: zincirlerle yetinecegiz).

Fakat bu sart bir celismeye cikar. ca — acee siibsti-
tiisyonunun herbir uygulanisi ¢ nin gegcisleri sayisim 2
kadar degistirir, Gyle ki cift sayida uygulamslar ¢ nin
gecigleri sayisini 4 {in bir kat: kadar degistirir. Asikar ki,
ccce — A sibstitisyonu ¢ nin gegisleri sayisim 4 kadar
degistirir, aa — A stbstitiisyonu ise ¢ nin gecis sayilarini
hi¢ degistirmez. SGylediklerimizden, sayet ac ile acce denk

. iseler, o takdirde bunlardaki ¢ nin gegis]eri sayisimin 4 iin
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bir kat1 kadar degismesi gerektigi sonucunu cikaririz ki
bu dogru degildir. Bundan 6tiirii, ac ile acce denk degildir,
demek ki, iddia edildigi gibi, irca edilmis kelimelerden
hicbiri denk degildir.

Misal 2 deki kelime probleminin mufassal ¢oziimii,
genel olarak kullanilan kavram ve metotlari bir cok
bakimlardan aciklar. Artik bu problemin modern cebir-
deki ilgi ve Onemini géstermek kalir. Gelecek béliimde
0zel bir misal gézoniine alarak bunu yapacagiz.

15. BIR KARENIN OTOMORFIZMALARI

Herhangi bir kare alalim (Sek. 91I). Asagidaki ii¢
O.tomorfizmayz (yani, kareyi kendine doniistiiren donii-
Stimler) goézoniine alalim:

jdiigey eksen

N
o s __a;.l.\d,-_ yatay eksen
|

25 H =y
% 3 S <
e T QL BB a AC =dcc_ e c 4
¢ i
IR o i AR e ST,
D——C __ ~p cee D a paplce=ca .
B AA cc 4B D
1 Vil Vil X

Sekil: 9
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1) O merkezinden gegen diisey bir eksendeki aynada
yansima (simetri);

2) O merkezinden gecen yatay bir eksendeki aynada
yansima (simetri);

3) O merkezi etrafinda saat ibreleri yoniinden 90°
kadar dénme. Bunlara basit doniisiimler diyecek ve bun-
lar sirayla a, b ve ¢ ile gdsterecegiz. Sek. 9 un III, IV ve
V ineci kisimlart Sek. 911 deki karenin kdselerinin basit
doniisiimlerin herbiriyle nasil degistigini gostermektedir.

Basit islemlerin iki veya daha fazlasimin ardarda
uygulanisiyla kare kendine de doniisiir. Ahsildign gibi iki
doniisimiin ~ ¢arpimiman, bunlarin - ardarda uygulamsi
anlamin tasiyacagim tarif olarak kabul edecegiz. Yine
carpmaya ait bilinen notasyonu kullanacak ve sonug
doniisiim icin carpim kelimesini kabul edecegiz. Mesela,
cc carpmm 90° lik ardarda iki donmenin sonucudur. yani,
180° kadar bir donmedir. a¢ carpimi 90° kadar bir don-
meyi takip eden diisey eksen etrafinda bir yansimadir, ki
sag kosegen etrafinda bir yansimanin aymdir (Bak.
Sek. 91). Bu iki doniisiimiin (ac) (cc) carpimi sol kosegen
etrafinda bir yansimanmn aynidir,

Carpimimiz komiitatif degildir; yani, iki doniisiimil
carptigimiz sirada degisiklik olursa carpimda fark mey-
dana gelir: Sek. O VIII ve 91X, Sek. 9II de verilen ilk
karenin koselerinin aec ve ca doniisiimlerinden sonraki
siralamsin1 - gdstermektedir; bunlarin  farkh oldugunu
gorebiliriz. Bununla beraber, ¢carpmamiz, adi carpma gibi
asosyatiftir; yani, p, q ve r gibi herhangi doniisiimler icin
(pq)r==p(qr) Ozdesligini elde ederiz. Buna siikiir ki
herhangi bir carpimda parentez nedir bilmeyiz. Meseld,
(ac) (ce), (((ac)e)e) ile acce nin hepsi ayni doniistimii
gostermektedir (sol kdsegen etrafinda yansima).

Bundan sonra ii¢ a, b ve ¢ basit déniisiimiinden ibaret
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ciimle ile ve basit donuisiimlerin sonlu fakat keyfi sayidaki
carpimlariyla gosterilebilen biitiin doniisiimlerle ilgilene-
cegiz. Clinkil carpimimizin asosyatifliginden otiirii paran-
tezleri kaldiririz ve elemanter islemleri kendi siralariyla
basitce kaydederek bu carpim doniisiimleri gésteririz,
mesela, abb, cabb, acce gibi. Demek ki bunlan {a, b, ¢}
alfabesindeki kelimeler olarak gosterebiliriz.

{a, b, ¢} alfabesinde bazi kelimelerin sonsuz sayida
oldugu agikardir, fakat iki farkli kelimenin ayni doniistimii
gosterdigi vaki olabilir. Bu halde kelimelerin egit oldu-
Zunu séylemek ve esitlik icin alisilan notasyonu kullanmak
tabiidir. Okuyucu

b= acc, (1)

ca—accc (2)

esitliklerini kolayca gercekliyebilir. Bunlari ispat icin,
ayni bir kareye denklemin iki yamndaki doniisiimleri
Uygulaymz ve elde edilen kareleri mukayese ediniz.

Keza, aa, bb, cccc kelimelerinden herbirinin ayni
d6niisiimleri temsil ettigini gérmek kolaydir; buna karenin
kisegenlerini ilk konumlarinda biraktigindan Gezdeslik
déniisiimii denir. Bu doniisiimle gercek olarak hi¢ bir sey
degismediginden bunu A bos kelimesiyle gdsteririz. (Bu
kabuliin evvelki iddiay1 degistirmedigini gerceklemeyi
okuyucuya birakiyoruz.) Boylece

ac—A, (3)
oo DS @)
acce— A (5)

dir, : o
(1) — (5) esitliklerinin boliim 14 iin Misal 2 sindeki
Asosyatif hesabin uygun siibstitiisyonlariyla mukayesesi,

f4
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bu hesapla bir karenin doniistimleri arasinda bir bag kuran
asagidaki ifadeye gotiriir:

Bir karenin basit donmisiimlerinin iki carpum, eger
ancak ve ancak bunlari gosteren kelimeler boliim 14,
Misdal 2 deki hesapta denk ise birbirine esittir.

(1) — (5) denklemlerinden, herhangi uygun bir siibs-
titiisyonun keyfi bir S kelimesine uygulamsinin esit bir
kelime husule getirdigi ¢ikar. Mesela, ca — accc siibsti-
tiilsyonunun beac kelimesine uygulamisi baccec kelimesini
verir, fakat carpim asosyatif oldugundan beac=— b(ca)c
ve bacccc — blacec)c yazabiliriz. Esit carpanlarin car-
pim oldugundan bu iki denklemin sag taraflar esittir, ki
sol taraflarin esit olmas: gerektigi anlamina gelmektedir.
Boylece; herhangi iki komsu kelime esittir.

Simdi eger iki kelime asosyatif hesabimizda denk ise,

o takdirde bunlara karsihk gelen déniisiimlerin esit oldu-
gunu gostermek kolaydir. Efer 8 ~ T ise, o takdirde
bunlara karsilik gelen gecilebilir zincirde her bir iki
i komsu eleman esittir ve bundan 6tiirii S =T dir.
\ Karsiti da dogrudur: ejer iki kelime esitse, bunlar
% denktir. Eger iki kelime esitse, o takdirde bunlarin irca
edilmis kelimeleri de esittir. (Bu hemen simdi ispatladi-
gimiz ifadeden cikar.) Fakat irca edilmis kelimelerden
ikisi esit degildir; Sek. 9II - IX da, Sek. 9 II deki kareye
irca edilmis kelimelere karsiik gelen ddniisiimlerin uygu-
lanisinin sonucunu géstermekle anlasilabilir. Boylece, sayet
iki kelime esitse, bunlarin irca edilmis kelimeleri ayni
olmahdir, ki bu kelimelerin denk olmasi demektir.

40 Sirf formel denklik fikrine miisahhas bir geometrik
\ anlam verdik ve miisahhas geometrik problemin coziimil
‘ . yerine denkligin belirlenmesini koyduk. Ustelik, bu tipten

il geometrik problemin ¢oziimiine ait genel bir metot olmak
111 iizere hemen cikarilmis bulunan algoritma yine ortaya

| 1 cikmaktadir. Durum, sirf gekli denklik probleminin ozel
geometrik, cebirsel, veya baska yorumlarm haiz olabildigi






5. OTOMATIK KONTROLLU
HESAP MAKINALARI

16. INSAN TARAFINDAN HESAPLAMA

Bir algoritma, ozellikle pratik olani, ince ve karisik
muhakemeler itizerine dayandigindan algoritmalarin kuru-
lusu yiiksek derecede bir maharete ihtiyac gosterir. Fakat
bir algoritma bulununca maksadim bilmiyen bir kimse
tarafindan da bile kullamlabilir. O sadece, algoritma ile
bir suiri gerekli islemleri yapmaga ve tam yonetmeligi
verildigi sekilde takip etmege muktedir olmak zorundadir.
Biisbuitiin  mekaniksel sekilde davranarak, algoritmasi
diizenlenen tipten herhangi bir problemi cozebilir. Boyle
bir kimsenin «bir makina gibi» hareket ettigini soyliye-
biliriz; bunu tabii, algoritmanmin kesinlik tabiatim kaste-
derek mecazi olarak soyleriz, ama ilim ve teknigin ilerle-
mesiyle, climle, gercek bir anlam kazamir. Problemi
cozerken ne yaptigimi anlamiyan (veya anlamak istemi-
yen) bizim farazi sahis yerine, simdi bir makina kullanmak
miimkiindiir. Iste otomatik kontrollii modern hesap maki-
nas1 boyledir.

Odevimiz boyle makinalarin insasi ve islemesinin
temel prensiplerini anlatmak olacaktir.

Once, insan kalkiilatér ile yapilan algoritmik islemi
incelivecegiz. Bir algoritmay: takipte, bir Kkalkiilator
cesitli nevileri (veya bilgileri) ahr, isler ve saklar. Cogu
defa rakamlar, harfler ve baska semboller kullanarak
onlar kagit {izerine kaydeder (onlar1 takdim eder). Boyle

— 5 —
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bir sembol gurubuna alfabe diyoruz. Mesela, cebirde adi
harfler, sayilar, aritmetik islemlerine ait isaretler, paran-
tezler, v.s. ihtiva eden bir alfabe kullaniyoruz.

El ile yapilan bir hesap asagidaki su ii¢ amﬂ: ihtiva
eder (bak. Sek. 10 a).

Kagit yaprag Hatira kism1
111 12 151

[htarlar
Insan

kalkiilater

0 00 00 2511
4 00 01 17]12

15

Sayilar

:
g..
|

(a) (b)
Sekil: 10

1. Bilginin biriktirilisi, ahsildig1 gibi biitiin verilerin
problemin céziilmesine ait ihtarlarla (algoritma) birlikte
bir kagida kaydiyla yapilir. Pratikte, tabii, kalkiilator
her seyi kaydetmez. Baz: seyleri hatirinda tutar (kagittan
ziyade aklinda saklar), bazilarna ise kartlarda veya
cetvellerde bakar. Bununla beraber bu, bazi araclarin
biitiin gerekli bilgilerin biriktirilmesi icin sart olmasi esas
keyfiyetini karanhkta birakmamahdir. Boylece, seklimiz-
deki kagit parcasi deyiminden biitiin bilgi saklanmasi
vollarim géstermesi anlasilmahdir.

2. Bilginin islenmesi gerekli basit iglemlerin algorit-
mayla yapilmas: anlamina gelir. Bu, mekanik cihazlar
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kullanmak suretiyle yapilir; mesela, aritmetik islemler
ilave bir makina veya hesap cetveliyle yapilabilir. Hesap-
Jamanmin her adimi kagittan bir takim bilgiler (mesela
sayilar) almaktan, onun iizerinde ozel bir islem yapmak
I ve sonucu kagidin belli bir yerine kaydetmekten ibarettir.

. 3. [Islemin komtrolii, yani, daha sonra hangi adim
atilacaginin tayini, kalkiilatoér tarafindan ihtarlarina gore
yapilir, A

17. HESAP MAKINALARI S

Bir hesap makinasinin parcalari neler olur ve bunlar
birbirine nasil etki eder? Bu sorunun cevabi, makinamn
az evvel anlatuifimiz gibi fakat insan yénetimi olmadan
islemler yapmasi gerektigi keyfiyetine dayamr. i

[k once, makinamn, bilgiyi gosterebilmege yariyan
bir alfabesi olmahdir. Yazih semboller kullanmaktansa,
makina cesitli elektrik voltajlar veya cesitli miknatislenme
; halleri gibi fiziksel olarak ayirdedilebilir sartlarla bilgiyi
! gostermektedir. 1
3§ Bazi diisiinceler sebebiyle 0 ve 1 denilebilen tam iki i

sembolden ibaret bir alfabe (ikili alfabe) kullanmak
elveriglidir. Mesela bu alfabe yiiksek bir voltajla ve alcak
| bir voltajla (veya akimla ve akimsiz) kolaylikla takdim
edilebilir. Bundan baska, en basit lojik islemlerin su iki
degerden birini alabilen degiskenler {izerinde yapildig: |
hesaba katilmahdir: dogru veya yanhs. Bununla beraber,
bir alfabenin secilisi ile bundaki bilgi takdim metodunun,
yapr hakkindaki bilgimiz ve bir makinanin isleyisi tizerin-
de bir dayanag yoktur. Bundan 6tiirti ikili bir alfabe ile
ikili bir hesabin (daha alisik oldugumuz ondalik sistem
verine) modern makinalarda kullamla geldigine isaret
etmekten baska teferriiata dalmiyacagiz.
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Boylece makinaya konulan bilgi gibi, hesaplama sira-
smnda meydana getirilen bilgi de, birtakim fiziksel para-
metreler seklindedir. [lgilendigimiz bu hallerde, biitiin
bilgiler sayisal olarak sifrelenmistir. Ozel olarak, maki-
nanin takip etmesi gereken algoritmanin kendisi bir
sayilar listesi seklinde sifrelenmistir. Makinada yerine
getirilmek iizere yazilmis bir algoritmaya program adi
verilir. Program bilginin, makinamn iizerinde ugrastigi
en onemli kismmdir.

Sekil 10a da gosterilen el ile hesaplama halinde
oldugu gibi makina, sakliyan, bilgi isliyen ve islemeyi
kontrol eden kisimlar: haiz olmahdir (bak. Sek. 10 b):

1. Hafiza (Hatira) kisma kagit édevi goriir: Burada,
makinanin «dilinden», biitiin gerekli bilgilerle birlikte
program kayithdir. Asikar ki, boyle isleri géren bir kisim
insa edilebilir. Mesela hatira, iizerinde gerekli sifreli bil-
ginin saklandig adi bir banttan ziyade manyetik bir bant
(teyp, serit) olabilir. Bir makinanm hatira kism, adresler
denilen sayilarla markalanmis hiicrelere boliinmiistiir. Her
bir hiicre bilginin sifrelenmis bir miifredatim saklamaya
gliclidiir veya saklar; daha 6nce zikrettigimiz boyle biitiin
bilgiler sayisal sekildedir. 5

Pratik makinalarda hatira gorevi katot 1sinh tiiplerle,
manyetik kasnaklar, manyetik sargilar veya bu cihazla-
rmn birkacinin bir araya getirilmesiyle yapilabilir. Bununla
beraber, bunlar: birbirinden ayirdetmege zorunlu degiliz
Ve maksadimiz icin hatira kismum bir tek aletten mesela
bir manyetik banttan ibaret farzedecegiz.

2. Aritmetik kisma  hernekadar kurulus prensipleri
farkh ise de kasa kalkiilatoriiniin oynadig roliin aymm
Oynar. Bu verilen bir islemi (mesela iki saymin toplan-
masini), isleme katilan sayilari gdsteren elektrik isaret-
lerini, elektronik olarak, sonucu gdsteren elektrik isaretler
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haline cevirerek yapar. Giris isaretleri, saklandiklar:
hatira hiicresinden aritmetik kisma gecerler, sonucu
gosteren cikis isaretleri de, saklanacaklar: hiicreye gider-
ler. Bu sematik olarak Sek. 10b de gosterilmistir, burada
11 ve 12 hiicrelerindeki sayilar toplanmis ve toplam 15
hiicresinde saklanmistir. Belirli bir zaman devresinde bu
islemin makinayla yapilmasi icin, devrenin basinda 11 ve
12 hiierelerinden aritmetik kisma, ve aritmetik kisimdan
15 hiicresine baglantilar yapilmalidir ayrica aritmetik
kisim ayrilan isleme (bu halde toplamaya) hazir olmahdir.
Biitiin bunlar kontrol kismiyla yapilir.

3. Kontrol kismu Sek. 10 a da kalkiilatériin kendisi
tarafindan yapiimis gorevlerden sorumludur. Kontrol kismi
hesaplamanin her adiminda gerekli islemin yapilmasina
ait sartlart kurmalidir. O, her bir isleme katilan bu
«sayilar» 1 (hatira hiicreleri, aritmetik kisma giris hatlari,
v.s.) baghyan bir telefon santrali gibi cahsir. Mecazi
anlamda sozedersek, kontrol bloku yonetime ait programi
damigip gorusiir ve sonra makinanin yapilacak isleme
katilan o parcalarina 6zel emirler verir.

18. MAKINA IHTARLARI

Her makina yapabildigi belirli bir ihtarlar takimiyla
karakterize edilir. Her program ihtarlarla yardime: sayi-
larin (parametreler) 6zel bir kombinezonundan ibarettir;
bunlar hatira hiicresinde saklidir. Bazi makinalar mesela
rus BESM gibi, ihtarlar icin {ic adresli* bir formayi
haizdir; ihtar dort sayidan ibaret bir

aByd

*) En cok ticari maksatla Imal edilen makinalar bir adresli makina-
lardir. MANTAClar gibi iki adresli makinalar da vardir.
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dizisiyle gdsterilir ki bunlarin birincisi islemi, ondan son-
Taki ikisi muhtevalar tizerinde islem yapilacak iki hiicrenin
adresleri, dordinciisii ise icinde sonucun saklanacag:
hiicrenin adresini (hepsi iic adres) gostermektedir.

Her bir ihtar tek bir hiicrede, rakamlar: gosterilen
anlamlar1 haiz dért guruba ayrilmis bulunan bir sayi
seklinde yapilmistir. Mesela, Sek. 10b de, 1 hiicresi 1 11
12 15 sayilarimi ihtiva etmektedir ki «11 ve 12 hiicrele-
rindeki sayilar: topla (1 islemi) ve sonucu 15 hiicresinde
Sakla» ihtarna ait sifredir. (Rakamlar soldan saga dogru
ikiser ikiser guruplara ayirdik. Bu kabul bundan sonra
Rullanilacaktir.) _

Cok defa bir makinaya ait bir kac diiziine ihtar
Vardir *, En cok ortak olarak Kkullamilanlardan bazilar:
Sunlardir.

1. Aritmetik ihtarlar:

a) 1 By8 — B daki sayiy1 y daki sayiya ekle
toplam1 & da sakla.

b) 2 By 8 — B daki sayidan v daki sayiy1 cikar
ve farki § da sakla.

¢) 3 Bv8 — @ daki saywyr y daki sayiyla carp
ve carpimi § da sakla.

d) 4 By 8 — B8 daki sayiy1 v daki sayiyla bdl ve
boliimii 6 da sakla.

2. Atlama ihtarlari:

e) 5 00008 — § da sakh bulunan ihtara devam
et (sartsiz atlama).

reoteh 2 S (AN R VY

*) | Genel egilim cok sayida ihtarli makinalara dogru gitmektedir. Simdi
bir cok makinalarm ylizlerce ihtari vardir. Bunlardan birl (Rice
h‘lstitute makinasr)' 8000 kadar ihtar1 haizdir.




-

e f) 5 01 y& — Sayet y ancak ve ancak pozitif
_ J-'II bir say: ihtiva ederse § da sakl
ihtara devam et.

{1 g) 5 02 v&— Sayet y ancak ve ancak negatif
i bir say1 ihtiva ederse § da sakh

ihtara devam et.
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' 3. «Dur» emri:

0000000 — Dur.

Siraladigimiz ihtarlar meyanminda, iizerinde durmiya-
cagimiz lojik ihtarlar denilenleri ve daha baskalar:1 mev-
cuttur. Yukarda verilenler genis 6lciideki cesitli program-
lar kurulmasmna yetmektedir,

fhtarlar makinayla cogu defa hatirada gectikleri sira
dahilinde yapilirlar. Bu emirden disar1 qikislar sadece bir
atlama ihtarimn yerine getirilmesiyle miimkiindiir *.

Makinanin isleyisi devreler halinde olur, ki bir devre
siiresince bir tek ihtar yapilir. Her bir devrenin basinda
yapilacak ihtarlar ihtiva eden hatira hiicresinin muhte-
, valar1 kontrol kismina getirilir. Bu halde kontrol kismi
IR ‘ ihtar1 yerine getirmek icin gerekli baglantilar1 yapar. "

' Bundan sonra daha sonraki ihtar kontrol kismi tarafindan

| | hatiradan getirilir, ve kontrol kismi tarafindan yapilir,
‘ { 1 ila.; bu is bir dur emriyle makina duruncaya kadar siirer.
h Boyle bir kontrol kismmmin teknik imkam hayret
, verici olmamalidir. Esas olarak, telefon etmenin, elektrik
R N isaretler vasitasiyla 6zel hata otomatik olarak gecirildigi
| telefon santralimin herhangi bir kadranindaki olandan
{ fazla bir tertibata ihtiyacimiz olmaz.

Hesap makinalarimin ii¢c temel parcasim inceledik.

4y EDSAC ve TBM 650 gibi manyetik kasnakll makinalar bu sekildeki

sirali tarzda calismaz: bunun yerine her bir fhtar ondan sonraki
1 i fhtarm yerini belirler,







6. PROGRAMLAR
(Makina Algoritmalar:)

Bu béliimde ii¢ -adresli makina icin yazilmis prog-
ramlardan bir ka¢ drnek veriyoruz, ‘Bu programlar daha
once incelenen algoritmalardan elde edilmistir. Bunlar su
ifadenin anlammm aciklamak iz

Bir makinamn islemesi ona konulan programila kontrol
edilir. Yani, islemlerin yapildigi emri nenin tayin ettigini
ve ¢ogu defa uzun isiem zincirler ihtiva eden céziimlerin
nispeten az sayida bilgilerle nasil kontrol edilebildiZini
gosteriyoruz.

Makina ihtarlarma ait

notasyon béliim 18 de giste-
rilene benzer.

Asagidaki denklem sistemi icin bir program yazalim: -

a:x:—[-by-_—_c
dx + ey =f.

Belirsizlikten kacinmak icin a, b, e, dvef katsayi-

larimin 51 le bashyan ardisik hatira hiicrelerinde saklan-
digim farzedelim: :
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hatira hiicresinde sakh 6n parametresi ve toptan 11n 4 1
ihtar1 bulunan bir algoritma kurmak kolay olurdu. Bu
ihtarlardan ilk 11 i ilk sistemin ¢oziimiinii, ikinei 11 i
ikinci sistemin coziimiinii ila n defa hesabeder, (117 4 1)
inci ihtar da dur emridir.

Bununla beraber, programin hacmindeki bu biiylik
artis onemsenir degildir ve bundan kurtulunabilir. Kay-
dedelim ki 11 ihtardan ibaret her bir seri onu onceliyen
serilerden ihtarlarda gozilken adreslerin degistirilmesiyle
elde edilebilir. Ozellikle, sayet 6n parametre 7 hiicresin-
den baghyarak sira ile saklamrsa, o takdride, boliim 19
daki programda ilk altisimin herbirindeki ilk iki adrese 6 y1
eklemekie ikinei denklem sisteminin ¢oziilmesine ait bir
algoritma cikar. Sonuclar ayr1 tutmak icin 10 ve 11 hiic-
relerindeki son adresleri de her seferinde 2 kadar artir-
Mamiz gerekir. Boylece boliim 19 daki algoritmay: sekiz
dres-degigtirme ihtar1 vasitasiyla daha genel hale genis-
letebiliriz. Once 25 ve 26 hiicrelerine iki parametre
Yerlestirelim:

Adres Muhteva
25 0 06 06 00
26 0 00 00 02

Dave sekiz ihtar sunlardir:

Adres
12
13
14
15
16
17
18
19

=
&
g

HERERBBR
EERRREEH
EER&REB8S
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Programlar

01 - 19 ihtarlar yerine getirildikten sonra, 40 ve 41
hiiereleri ‘evvelki gibi ilk denklem siteminin c¢oziimiinii
ihtiva eder, 01-06 ve 10-11 hiicreleri ise asaéldakl
degistirilmis ihtarlar ihtiva eder:

Adres Muhteva

S 3 59 61 31
02 © 36258 32
03 3 57 62 33
04 3 59 60 34
05 3 57 61 35
06 3 58 60 36 -
10 4 37 39 42
11 4 38 39 43

Boylece, sayet 01 - 19 ihtarlar1 tekrar yerine getirilse,
ikinci denklem sistemi cbziilmiis ve ¢ziim 42 ve 43 adres-
lerinde saklanmis olur. Bundan baska, 01-06 ve 10-11
ihtarlarindaki adresler ondan sonraki ilmekte denklem
sistemini cozecek tarzda degismis olur.

Bu 19 ihtar: elimizde bulunan denklem sistemi kadar
tekrar ettikten (ve devamla biitiln denklem sistemini
cozditkten) sonra makinayl nasil durduracagiz? Bunun
icin 0 00 00 01 ve n (n denklem sistemi sayisidir) para-
metrelerini sirayla 27 ve 28 hiicrelerine yerlestiririz ve

daha once ortaya cikarilan 19 ihtara asagdaki iiciinii
ilave ederiz:

Adres Muhteva
20 2 28 27 28
21 501 28 01
22 0 00 00 00

20 ihtary, 01 - 19 ihtarlarimin birbiri pesine tekrariyla

28 hiicresinin muhtevasina miincer olur. 21 jhtar1 01
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Eger a— b =0 (yani a=>5) ise, bu takdirde 03 ve
04 sarth nakileri atlanarak makinayi durduran 05 yerine
getirilir, Bu halde 15 hiicresi asikar olarak gerekli sonucu
ihtiva eder (bolim 1 deki 3 ihtariyla mukayese et).

a—b <0 (yani a < b) ise, bu takdirde 03 ihtar:
kontrolii 06 ya gecirir, ve bununla 07, @ ile b nin 12 ve 13
hiicrelerindeki yerlerini degis tokus eder (bolim 1 deki
4 ihtariyla mukayese et). O takdirde 08 ihtar:1 kontrolii
sartsiz olarak 01 e tekrar nakleder ve makina diger ilmige
gecger,

a—b > 0 (vani a > b) ise, bu takdirde 03 ihtarina
Pﬂkﬂmaylp 04 ihtar:1 kontroliit 09 a nakleder. 09 ve 10
Ihtarlar 12 ve 13 teki a ve b sayilar1 yerine sirayla b ve
@—b sayilarm yerlestirir (bSlim 1 deki 5 ihtariyla
Mukayese et). Bu halde 11 ihtarm kontrolii sartsiz olarak
01 e nakleder ki bundan sonra diger ilmik baslar.

Bir ilmik dizisi, 12 ve 13 hiicrelerinde bir

(a‘-:bl), (ag,bg)’ Sy (a b ): (ai'l-l 2

)s"'

i+1
Say1 dizisi 15 hiicresinde de o kadar defa bir

i R | A o s
.'uaz; ] " i+1j »

Say1 dizisi meydana getirir ki 12 ve 13 hiicrelerinde
(@, b.) esit sayilar1 géziiksiin. Bu halde 05 ihtar1 maki-
nay; durdurur ve a: sonucu 15 hiicresinde bulunmus olur.

22. HESAP MAKINALARININ ISLEMESI

Evvelki iic misal otomatik hesap makinalarinin asag-
ki iki temel prensibini acikca aksettirir:

=il

Yo o N
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1. Programun ihtarlar1 onceden ayrilan Oyle bir
sirayla dizilmistir ki makina genel olarak programi yerine
getirmeye devam eder. Bununla beraber makina, gesitli
ara sonuclarin nevine bagh olarak, kendi kendine hesabin
akisim degistirmege kabiliyetlidir. Sarth atlama ihtarlari
ise sokularak bu yapilir.

2. Makina, nispeten kisa bir program Kkullanarak
oldukca uzun bir hesabi yapmaga elveriglidir, ¢linki prog-
ramin cesitli kisimlari otomatik olarak tekrar edilebilir
veya gozden gegirilebilir. Program, sayisal olarak sifre-
lenmis ve hatira kisminda aynen diger herhangi bir verinin
seklinde saklanmi§s olduguna gore hesaplama stiresinde
makina tarafindan kendisi de degistirilebildiginden (mese-
la, bir kac¢ ihtarda adresleri artirarak veya azaltarak) bu
miimkiindiir.

Bu prensipler ayni zamanda nevi itibariyle (aritme-
tik) hesaba gelmedigi bu kadar agik olan problemlere ait
makinamn islemesinin karekteristigidir. Meseld, Theseus
algoritmasi (bir labirentte arama) veya kelime proble-
mine ait bilinen bir algoritmay: bir takim asosyatif hesap
cinsinden programlamak miimkiindiir. Fakat bunu yapmak
icin, makinanin, yukarda gézoniine alinan basit aritmetik
hesapta kullamlanlarla birlikte bir kac ilave elemanter
islem de yapmasi gereklidir. Bu modern elektronik maki-
nalarda yapilabilir, dyle ki ayni makina sadece program
degistirerek bir cok tipten problemi cozdiirebilir.

23. HESAP MAKINALARININ KULLANILISI

Sadece matematikte degil bir ¢cok beseri faaliyetlerde,
seklen tam bir ihtar dizisi halinde (algoritma) ifade edile-
bilmis ve bir makina i¢in programlanmis iglemler vardur.
Meseld, defter tutmada ve iktisadi planlamada verilenin
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tahlili ve islenmesi ile dengenin derlenisi degismez usiillere
gire uzun basit islemler zinciri ile yapilir. Obiir hallerde
heniiz kesin, miikemmel algoritmalar yoktur, bununla
beraber bir glin boyle algoritmalar formiillestirilebilip
mitkemmelestirilecektir. Mesela bir dilden Gbiiriine tercii-
me hakkinda bu gerceklesmistir. Herhangi iki dilde sen-
taksin (nahiv, ciimle bilgisi), morfolojinin (kelime bilgisi)
ve kelime kullaniistnin yeter derecede sistemli tahlili
verilirse, terciimeye ait tatmin edici bir algoritma, mesela,
bfl‘ dilden ébiiriine ilmi veya ticari metinler kurmak miim-
kiin olur. (Bazi dil ¢iftleri icin simdiden boyle algoritma-
lar elde bulunmaktadir.)

~ Kisaca bir makinanin basarih sekilde bir oyun oynama
Imkamini diigiinelim. Once, prensip olarak bélim 7 deki
algoritmaya gére en elverisli stratejiye ait makina dilinden
ihtarlar yazmak miimkiindiir, Uygulama alaminda bu
sadece epeyce kiiciik agach bir oyun, mesela 4 ve 5 boliim-
le_"ll'lin, kibrit sayisimin hayli az oldugu kibrit oyunlar:
&ibi oyunlar icin miimkiindiir. Sonra, eger biri simdiden
bir oyun igin en elverisli bir strateji bilse bunu bir makina
i¢in programlar. Hakkinda hic bir stratejinin bilinmedigi

Veya bilinen stratejilerin kuilanilmasimin kaba oldugu,

kam;;-k oyunlar halinde, bir kimse sadece oyunun kismi
}ahﬁh Uzerine kurulu metotlarla yetinmiye kendini zorlar,
bu metotlar oyunun - taktikleri denileni teskil eder.
Mesela satrancta, saha cok bilyiik sayida, vezire daha az
Sayida, ruhlara (kale) daha da az sayida ila, paytaklar
(piyade, piyon) en kiiciikk degeri haiz olmak iizere nok-
ayirarak, parcalar (satranc taslari) icin bir deger

' eﬂu kurmak miimkiindiir. Bundan baska, konumlarin
Uistiinliklerine deger bicivoruz (hareket kabiliyeti, satranc
]t::at&l Ol:tasmm kontrolii, sahin korunmasi, v.s.). Beyaz-
& Ve siyahlara ait noktalarm toplami arasindaki fark
YUunun her adiminda beyazin konumsal iistiinliigiinii

NPy







7. "TALGORITMA, NIN DAHA
KESIN TARIFI GEREGI

24, ALGORITMALARIN VARLIGI

Bundan oOnceki incelemelerimiz algoritmalarla hesap
Mmakinalar arasinda bulunan siki bag ortaya koymakta-
dir. Asikar olarak, makinayla yapilabilen herhangi bir
islem bir algoritma seklinde yazlabilir. Karsit olarak,
Simdiye kadar kurulmus olan biitiin algoritmalar, keza

- llmin simdiki durumunda kurulmasi umulabilenler, prensip

itibariyle makinayla yapilabilir.

Son ifade biraz aciklamay1 gerektirmektedir. Daha
fnce gordiigiimiiz gibi, algoritmanin hali hazir uygula-
Mas1 genislemege | pek egilimli goziikmektedir, gerekli
biitiin bilgilerin kayit isi pek bilyiik olacaga benzemekte-
dir. Ote yandan, makinamn hatira kisimlart smurh bir
kapsami haizdir (ciinki hatira hiicrelerinin sayist sonlu
Ve herbirinin kapsami smirhdir), Bundan 6tiirii, meveut
sartlar icinde bir algoritmanin, yerine getirilmesi imkéan-
81Z olmak durumuna yiiz tutmaktadir.

Bu Euclide’sel algoritma ile aciklanabilir. Iki saymin
en bilyitkk ortak bélenini bulmaktan ibaret olan pek basit
Problem eger mevecut olandan daha fazla kagit ve miirek-
kebe ihtiyac gosterirse elle yapilamaz. Benzer sekilde bir
Problem, makinada olandan daha fazla hatira yeri gerek-
tirirse coziilemez.

Bu hallerde, sayet sonlu sayida adimlarla (hatta bu
Sayl pek biiyiik te olsa) gerekli sonuca gétiiriirse bir

b
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algoritmaya gergeklenebilmesi miimkindiir deriz. Baska
deyisle, sinirsiz hatira kapsamini haiz bir makinada algo-
ritmay1 kullanmak miimkiin olur.

Algoritma fikriyle, sonsuz kapsamh bir hatirast olan
otomatik bir makina fikri arasindaki bag, herbirinin daha
agk anlasiimasina yol acar. Bununla beraber, bunlarin
bag iizerine biitiin belirttiklerimiz i¢in, bu fikirlerin her
ikisini kesin olarak heniiz tarif etmis degiliz. Algoritmalar
(ve, ayn1 zamanda, otomatik hesap makinalar1) kavra-
minin tam matematik bir tarifi 1930 a kadar meydana
getirilememisti. Neden, bir kac¢ asir boyunca matematik-
ciler, sahsi kuruntu duymadan agik olmiyan bir algoritma
kavramina gozyummuslardir? Neden matematiksel . ince-
lemeye yeter derecede dogru bir tarif icin siddetli bir
ihtivac ancak yakinda meydana ¢ikmistir?

Daha O©nce «algoritma» deyimi matematikte, bir
algoritmanm varhgun iddiasmn daima boyle bir algo-
ritmanmn tarifiyle eslik etmis oldugu miisahhas algoritma-
larla bagwmtih olarak gegmistir. Bu sartlar altinda yalmzca,
sekli ihtarlardan ibaret sistemin herhangi bir veriye
uygulandig zaman gercekten aranan sonuca kendi kendine
gotiirdiigiiniin  gosterilmesi gerekli idi. Boylece her ne
kadar her matematikci, deyimin ne anlama geldigine dair
temel fikre sahip idiyse de, algoritma kavraminin kesin
tarifine ait ihtiya¢ asla ortaya cikmamistir. Bununla
beraber, matematik ilerlemenin akisinda, bu durumu kéklii
olarak degistiren olaylar birikmege basladi. Harekete
getiris kuvveti, matematikgilerin gittikce genellesen prob-
lem tiplerini cozmege gittikce giiclii olan algoritmalar
kurmak tabii istegi haline geldi.

Kare kok almaga yariyan algoritmayr hatirlayimz.
Bu problemi genellestirmegi istiyebilirdik: verilen her-
hangi bir saymin herhangi kuvtetten koékiinii bulmaga
yariyan bir algoritma kurmak. Boyle bir algoritma kur-
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manin daha giic olacagimi ummak tabiidir, fakat buna
sahip olmak ilgi cekicidir. Hatta daha ileriye gidebiliriz.
Bir a sayismin n nei kuvvetten kokiinii bulma

—a=0

denklemini ¢ézme (denklemin koklerini bulma) anlamina
gelmektedir. Daha da genel olan su problemi formiile
edebiliriz:

n gelisigiizel pozitif bir say olmak iizere
oy s - 3
aa"+a av14 + a4 a, =0, (*)

seklindeki herhangi bir denklemin biitiin koklerini bulmaga
Yarwyan bir algoritma kurmak *.

Boyle bir algoritma kurmak daha da giictiir. Gergek-
ten, denklemler teorisinin esas muhtevasi tam bu algorit-
may1 kurmaktan ibarettir; bunun biiyiik 6nemi vardir.

25. SONUC GIKARAB!LME‘ (ISTIDLAL) PROBLEMI

Verilen misaller gittikce daha genel tipten problem-
leri ¢ozmege gittikce daha giiclii algoritmalar bulmakta
Mmatematikcilerin tabii cabasim gostermektedir. Bittabi
(%) seklindeki biitiin denklemleri cozme misali gidilebili-
hen simir gostermez. Sayet gittikce genellesen algoritma-
lart bulmaga ait bu istegi sonuna gotiirmek istersek su
Problemi gézoniine almaktan kagmmmamamz gerekir:

Herhangi bir matematik problemin ¢oziillmesine ait
goritma kurmak.

‘—_—_—'_—-——_-——

') Daha kesin olarak, herhangi k tam sayist i¢in, 1/10% den daha
yakinlikla dogru olan kiiklerin ondalik yaklasigm: bulmak.
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Bu dyle bir genel problemdir ki b:kt:‘m olarak mate-
matige kiistah bir meydan okuma sayilmistir. Bu arada
«herhangi bir matematik problem»in ne anlam tasidiginin
acik olmadigi hususu iizerinde tenkit yiiriitiilebilir. Ayni
zamanda béyle bir problemin biiyiik ilgi cekiciligi siiphe
gotiirmez.

Bu problemin kendine has hikdyesi vardir. Biiyiik
Alman matematikeisi ve felsefecisi Leibnitz (1646-1716)
herhangi problemi ctzmekte tam siimulii bulunan bir
metot tasarladi. Giicii disinda olmakla beraber, onun kes-
fedilecegi zamanin gelecegini ve o zaman matematikciler
arasinda herhangi bir muhakemenin kendi kendine kalem
ve kagitla diizenlenecegini diisiindil. .

Daha sonra problem, matematiksel lojigin en iinlii
problemlerinin biri, sonu¢ ¢ikarabilme (istidlal) problemi
halinde bir incelik almigtir. Problemin tam ele alims:
icin yerimiz olmadigindan, bunun daha ziyade genel hat-
larini cizecegiz.

Bilindigi gibi, matematikteki aksiyomatik metot
verilen bir teorideki biitlin teoremlerin ispatsiz kabul
edilen belirli aksiyonlardan sekli adimlarla tiiretilmesin-
den ibarettir. Biitiin aksiyomatik teorilerin ilki geometri
idi, fakat hemen hemen modern matematikte biitiin
teoriler aksiyomatik olarak kurulmustur. Matematiksel
lojik, matematiksel teorinin herhangi bir Gnermenin tek
sekilde belirli bir formiil olarak yazilmasim bize miimkiin
kilan 6zel bir «formiiller lisami» kullanmaktadir.

Daha 6nce asosyatif hesap icin (béliim 11) kullanmis
oldugumuz dille, boyle bir formiiliin &zel alfabede, olumsuz,
baglac, kapsam gibi lojik islemleri gdstermege yariyan
semboller, keza harfler ve parantezler gibi, fonksiyon ve
degiskenleri gistermege yariyan alisilan matematik sem-
boller ihtiva eden bir kelime oldugunu sdyliyebiliriz. Bu-
nunla beraber, asosyatif bir hesaba esas benzerlik, bir
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asosyatif hesaptaki uygun siibstitiisyonlara pek benzer bir
larzda, bir B birinei 6nermesinden (promis, onciil) bir S
ifadesinin lojik tiiretilmesinin sekli kelime doniisiimleri
halinde yazilmas: imkanindadir. Bu bize, kendisinden keyfi
kompleksiteli herhangi bir lojik istidlalin kurulabildigi,
lojik dediiksiyonun basit etkilerini gésteren uygun dénii-
sum sistemi bulunan bir lojik hesaptan bahsetmiye
miisaade eder. Boyle bir déniisiime misal bir formiildeki
iki ardisik olumsuzun yokedilmesidir; boylece, «ispat
edilmemis», «ispat edilmis» haline doniisebilir (bunu boliim
14 teki misalde aa — A miisait siisbtitiisyonu ile muka-
vese ediniz),

Lojik bir hesapta R ilk dnermesinden 8 Onermesinin
lojik olarak cikarilabilmesi sorusu, R yi gosteren kelime-
den S vi gosteren kelimeye gotiiren gecilebilme zineirinin
varhig:r problemi haline gelir. Simdi artik sonuc¢ cikarabil-
me problemi asagidaki gibi formiillestirilebilir:

Bir lojik hesapta herhangi iki A ve S kelimesine
(formiiliine) ait R den 8 ye gegilebilme zincirinin mevcut
olup olmadivm tayin etmek. ;

Coziim, bu tipten (R ve S gelisi giizel) herhangi bir
broblemin coziilmesine ait bir algoritma olacak diye far-
zedilmistir. Boyle bir algoritma, aksiyomatik olarak
kurulmus olan biitiin matematik teorilerdeki (veya daha
ziyade, sonlu sekilde aksiyomlastinlabilir teorilerdeki)
Problemlerin ¢oziilmesine ait genel bir metot verir. Boyle
bir teoride herhangi bir 8 ifadesinin muteber olusu yalniz,
bunun bir aksiyom sisteminden cikarilabildigi, veva ayni
Sey demek olan, biitiin aksiyomlarin cari oldugunu farze-
den R ifadesinden cikarilabildigi anlamina gelir. Bu halde
algoritmamin uygulanisi 8 oOnermesinin muteber olup
olmadigim tayin eder. Bundan baska, eger S 6nermesi cari
Olsa idi, bu halde lojik hesapta buna karsihk gelen bir
gegilebilme zinciri bulabilicr ve bundan onermeyi ispat -
edecek bir istidlal zineiri elde edebilirdik. One siiriilen

"“’-“‘.l.l S LY
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algoritma, gercekten formiillestirilebilmis ve bu giine
kadar coziilmemis hemen biitiin matematik problemlerin
coziilmesine ait etkili tek metot olurdu. Iste neden bdyle
bir «tam siimullii algoritma» ve bunun esi <her ise giicii
veter bir makina» kurmanin, bu kadar Gimit verici ve aym
zamanda bu kadar giic olusu anlasihyor.

Biilylik adamlarin bukadar uzun ve direnici sabalarina
ragmen, boyle bir algoritma bulma giicliikleri asilamaz
kalmistir. Ayrica, daha sonra ¢ok daha az genel tabiatten
bir ka¢ probleme ait algoritmalar bulmaya calismada
benzer giiclikklerle karsilasiimistic. Bunlar arasinda
Diophant denklemleri {izerine Hilbert problemleri (béliim
3), keza yukarda incelenmis olan daha baskalar vardi.

Boyle algoritmalar kurmakta girisilen bir cok verim-
siz tesebbiisiin sonucu olarak, ise karsan giicliiklerin
temelli oldugu aydinlanmig oldu ve her simftan probleme
ait bir algoritma kurmamn miimkiin  olmadigh stiphe
gotlirir oldu, ¥

Belirli bir problem simfinin algoritmik olarak cozii-
lemedigi iddias1 basitce heniiz hi¢ bir algoritmamn kes-
fedilmedigi anlamim tasimamaktadir. Gergekte boyle bir
algoritmanin hi¢ bir zaman kesfedilemiyecegi anlamini
tasimaktadir, baska sozlerle, b@yle bir algoritmann
meveut olamadigl anlamina gelmektedir. Bu iddia baz
nevi matematik ispatlar iizerine kurulmus olmak gerekir;
bununla beraber, boyle bir ispat, kesin bir «algoritma»
tarifine sahip oluncaya kadar hicbir anlam ifade etmez,
¢linki neyin imkansiz oldugunu ispata cahisacagimiz asikar
olmiyacaktir. Yeri gelmisken matematik tarihinde ¢tziim-
leri uzun zaman bosuna aranmis ve coziimlerin elde
edilemiyecegi daha sonra ispatlanmis baska problemlerin
meveut bulunmus oldugunu hatirlamak faydahdir. Misal-
leri, bir aciy1 ii¢ esit parcaya bdlme problemi ile Genel
besinei derece denkleminin koklerle ¢oziilmesi problemidir. -




«Algoritma» Tarifinin Formiillestirilmesi T

Bir a¢imin pergel ve cetvelle iki esit parcaya boliin-
mesi metodu her 6grenci tarafindan bilinmektedir. Eski
yunanlilar pergel ve cetvel kullanarak bir aciy1 ti¢ esit
parcaya bolmege calistilar. Daha sonra ise keyfi bir
agimin boyle araclarla tic esit parcaya bdliinmesinin im-
kansiz oldugu ispatlandi. Keza bir ikinci derece denkle-
minin aritmetik islemlerine ait isaretler ile kok isareti
kullanan bir formiil yardimiyla katsayilar1 cinsinden
vazilabildigi iyice bilinmektedir. Uciincii ve dérdiincii
derece denklemi ic¢in son derece karisik koklii formiiller
vardir. Dértten fazla dereceli denklemlerin koklerle benzer
cOziimlerine ait arastirma, ondokuzuncu asrin baslangicina
kadar basamsiz sekilde getirildi, ki o zaman nihayet
asagidaki énemli netice kuruldu.

5 ten biiyiik veya buna esit herhangi bir n igin, genel
n nei dereceden denklemin koklerini, katsaylar: cinsinden
aritmetik islemler ve kok alma iglemiyle ifade etmek
imkanswzdr,

Bu hallerin her ikisinde de imkansizhgmin ispati
sadece, «Pergel ve cetvelle cizim ne demektir?» ve «Bir
denklemi koklerle ¢zmek ne demektir?s sorularina kesin
tarifler var olduktan sonra miimkiin olmak durumuna
diigmiistiir. Bu iki tarifin baz1 6zel algoritmalara, yani bir
denklemin koklerle coziilmesine ait (denklemlerin genel
olarak coziilmesine ait degil) bir algoritma ile bir acinin
pergel ve cetvelle iic esit parcaya boliinmesine ait (keyfi
aletlerle ii¢ esit parcaya boliinmesine ait degil) bir algo-
ritmaya daha kesin bir anlam vermis oldugunu kaydedelim.

]

26. «ALGORITMA» TARIFININ FORMULLESTIRILMESI

; Yakin zamana kadar calgoritmas» kavraminin kesin
bir anlami yoktu ve bundan 6tiirii boyle bir tarifin karul-
masi modern matematigin en modern problemlerinden
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biri olmus oldu. Bir «algoritma» tarifinin (veya diger
herhangi bir matematik tarifin) formiillestirilmesinin,
«algoritma» kelimesinin anlamimn ne olabileceginin tesbiti
gibi matematikgiler arasindaki sadece keyfi bir uyguniuk
olarak gozoniine alinmas1 gerektiginin belirtilmesi c¢ok
onemlidir. Tarif, miiphem olmakla beraber gercekte dogru
olan ve simdiye kadar bir ¢cok misalle aciklanms bulunan
bu fikirlerin esasini dogru sekilde aksettirmelidir. Bu
maksatla algoritmalar kurulmasinda gercek olarak kulla-
mlmis bulunan biitiin metotlar karekterize etmek icin
1930 da bashyan bir diziiye incelemeye girisilmisti.
Mesele, sadece seklen degil daha ©nemlisi esasen tam
olacak bir algoritma kavraminmn bir tarifini formiillestir-
mekten ibaretti. Bu konuda calisan bir cok kimseler lojik
bakimindan farkh hareket noktalarindan ise basladilar,
ve bu yiizden, bir cok tarifler teklif edildi. Bununla beraber,
biitiin bunlarin denk oldugu ve aym kavram tarif ettigi
sonucuna varidi; bu modern algoritmamn tarifi idi.
Goriinliste farklhl olan biitiin bu tariflerin, gercekte esas
itibariyle ayni olusu hayli manidardir; bu deger tasiyan
bir tarif elde ettigimizi gosterir.

Makina matematigi goriis noktasindan, ozellikle
makinalarla yapilabilir islemlerin  gozéniime ahmsimdan
meydana gelen tarif sekliyle ilgilendik. Bbyle ciddi mate- -
matik tarif icin makinamn, miimkiin oldugu kadar basit
bir lojik yapihista olan, fakat matematik incelemelerde
kullamlmak iizere yeter derecede kesin olan standart bir
sema halinde islemesini gostermek zaruridir. Bu is, ik
defa bir hesap makinasimn pek genel fakat pek sade bir
kavramim one siiren Ingiliz matematikgisi Turing tara-
findan yapilmistir. Sunu kaydedelim ki Turing makinasi
ilkin 1937 de, yani modern hesap makinalarmn kurul-
masindan once aciklanmistir *. Turing sadece, bir maki-

*)} PEserin sonundaki bibliyografyada [1]e bakmuz.







8. TURING MAKINASI

Turing makinasinin, bolim 5 ve 6 da anlatilan
elektronik makinalarla mukayese edildikte ayiredici
ozellikleri sunlardir.

1. Turing makinasinda bir islemin basit islemlere
indirgenmesi belirli bir yonde simir haddine vardirihr.
Boylece, mesela elektronik makinada bir tek islem olarak
gozoniine alinan toplama islemi daha cok basit islemlere
boliniir. Bu, tabiatiyle makina tarafindan yapilan hesap-
lama adimlar sayisini 6nemli bir miktar artirir, ama ayni
zamanda lojik yapiy1 sadelestirir, teorik alz.stmnalar icin
biiyiik bir imkan saglar.

2. Turing makinasinda hatira kismi * her iki yonde
sonsuz uzun ve hiicrelere béliinmiis bir bant (teyp) olarak
diigliniilmiigtiir. Tabil hi¢ bir makinanin sonsuz hatiras
olmaz ve Turing makinasi, bir makinamn, hatira kaplam
haddini artirma imkénm aksettiren bir ideallestirilme-
sidir. Bu ideallestirme daha once (bdlim 24) otomatik
makinalarla, gerceklestirilmesi mimkiin algoritma kav-
rami arasindaki bag {izerinde incelememizde dogrulanmist:.

27. TURING MAKINALARININ TARIFI

Simdi bir Turing makinasinin tafsilitina girisiyoruz.

=) 'Ozellikle dis hatira denilen kisrm.

=80 -
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1. Makinanin beslendigi bilginin éifrelendigi dis
alfabe denilen sonlu bir

81, 83y -0y S

sembol ciimlesi vardir. Genelligi bozmadan, dis alfabenin
sembolleri arasinda bir bos harfin mesela s, in mevcut
oldugunu farzedebiliriz. Bos harfin bir hatira hiicresine
konulusu burada daha once goziiken sembolii oradan cika-
rir ve bos bir harf ihtiva eden hiicrenin de artik bos hiicre
oldugunu sdyleriz.

Her bir hiicre en az bir sembol ihtiva edebilir. Her
bilgi parcasi bos harfi bulunmuyan ve bant iizerinde
ardishik huerelerde sakli bulunan sonlu bir sembol zinciriyle
gosterilebilir. Ilk bilgi banda sokulur. Makina o zaman
calismaga baslar ve devrelerinin herbirinin olusu sirasinda
ilk bilgi ara bilgiye donusiir. Her bir devrenin sonunda
bant {izerindeki biitiin bilgiler bu merhaledeki ara bilgiyi
toplar. Ilk bilgi, hatira hiicreleri arasinda herhangi bir
tarzda dagilmis dis alfabedeki herhangi sonlu bir semboller
sistemi (alfabedeki herhangi bir kelime) olabilir. Bununla
beraber, hangi U ilk bilgisi verildiyse ona bagh olarak iki
hal mimkiindiir.

a) Sonlu sayida bir devirden sonra bir dur emri
alarak makina durur ve bant lizerinde bir B bilgisinin
temsili goziikiir. Bu halde makinanm, 2 ilk bilgisine
uygulanabilir oldugunu ve bunu B sonuc bilgisi haline
doniistiirmiils oldugunu soyleriz. i

b) Dur emri hi¢ alinmaz ve makina hic durmaz. Bu
halde makina U ilk bilgisine uygulanamazdir deriz.

Eger bir makina verilen bir simiftan herhangi bir
problemi (sabit bir sifreyle) temsil eden bilgiye uygula-
nabilir ise ve bu bilgiyi, ¢oziimii (ayni sifreyle) temsil eden
bilgi haline doniistiirebilirse bu makina bu vemlen prob—
lemler simfim cozebilir deriz.
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2. Makinanin bolim 5 ve 6 daki ii¢ adresli ihtar
formas1 yerine Turing makinasi (simdiki bazi makinalar
gibi) bir adresli forma kullanir; yani, bir hesaplamanin
herhangi bir adiminda sadece bir hatira hiicresi rakamlari
kullanir. (Verilen bir Turing makinasi ihtarinda bulunan
tek bir hatira hiicresine bu adimin taranms hiicresi denir.)
Mesela (8 ve y daki sayilarin toplanmasina ve sonucun § da
saklanmasina ait li¢ adresli ihtar yerine asagidaki iic ihtar
dizisi konulabilir:

a) ( nmin muhtevasin toplayiciya gecir.
b) ¥ min muhtevasim toplayiciya gecir.
c¢) Toplayieinin muhtevasini § ya gecir.

Turing makinasinda basit islemler sistemi ile bir ad-
resli ihtarlar sistemi daha da cok sadelestirilmistir. Her bir
devrede ihtar taranmis hiicrede bulunan s: semboliinii
baska bir s; semboliine degistirir. Sayet i — j ise o takdir-
de taranmis hiicredeki sembol degismez; sayet j—1 ise,
o takdirde taranmis hiicredeki sembol sadece ortadan
kalkar. Ayrica, makinanin bir devresinden ondan sonra-
kine gecilmesinde taranmis hiicrenin adresi 1 den fazia
degismez. Yani, bundan sonraki taranacak hiicre ya saga
dogru bir hane (espas) oOtedeki hiicre, ya sola dogru bir
hane berideki hiicre veya aym hiicredir.

Sayet ozel bir hiicrenin muhtevasi hesaplamada gere-
kirse, makina dogrusunu buluncaya kadar biitiin hiicreleri
teker teker yokliyarak arar. Bu islemeyi epeyce uzatir,
ama asagidaki kolaylig1 saglar: programin ihtarlarinda
taranmis hiicreye ait gelisigiizel bir adres yerine agag-
daki sembollerle gosterilen lic standart adresle yetiniriz:

R — daha sonraki hiicreyi saga tara,
L — daha sonraki hiicreyi sola tara,
S — aym hiicreyi tekrar tara.
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3. Hafiza (hatira) hiicresinin ihtiva ettigi sayisal
bilgiyi islemek i¢in, Bolum 5 ve 6 da anlatilan elektronik
makinanin bir aritmetik kism vardir, bu kisim su sonlu
sayida halden herhangi birinde olabilir: toplama hali,
¢ikarma hali, v.s. Herhangi bir islemi aritmetik kisimda
vapmak icin sadece uzerinde islem yapilacak sayilarin
degil bu kism 6zel isleme baslatan isaretlerin de geciril-
mesine ait yollar kurulmahdir. Bu Sek. 10b de aciklan-
mistir. Turing makinasinda bilginin islenisi yine sonlu
sayida haller seklinde yazilabilen bir & lojik kismyla
yapilir. Bu halleri gostermek iizere ortaya koydugumuz
o0zel semboller

Qs G2, <+, Gn

olsun. Kisim iki giris hattim haizdir: bunlardan biri
boyunca taranmis bulunan kare izerindeki s/ sembolii
gelir, Gteki boyunca da akim devresi siiresinde kismin
bulundugu halin g sembolii gelir. O takdirde kisim iki
8 ve q girisiyle tek sekilde belirli olan bir s; «doniismiis»
isaretini, onun cikis hatt1 yoluyla taranmis bulunan hiicre
haline gecirir. Makinanin hér bir devirde ne yapacagim
belirliyen ihtarlar su sekillerden biri halindedir:

Rq, Lq, 8q: (1=1, 2, ..., m),

burada ilk sembol taranacak karenin adresini belirler
(yukariya bakimz), ikinci de lojik kism kendi ozel yerine

koyar. R, L, 8, q,, s, ---, g- sembolleri makinanin i¢

alfabesini meydana getirir.

8, cikigina ilaveten, lojik kisim, daha sonraki devreye
baglamak icin hangi ihtarmm kontrol kismina konacagim
tayin eder. Boylece, lojik kisim, sadece banda alinacak
8, semboliine ait bir ¢ikis hattina degil fakat aym zamanda
daha sonraki ihtar1 kontrol kismina geciren iki ckis
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hattina da malik olmak zorundadir (bak. Sek. 11). s, P, q.
iiclii cikisinin sadece akim devresinin 8, ¢. sembollerinin
girig ¢iftine bagh oldugu énemlidir *. Bu, lojik kismin, bir
uclil s, P, ¢ semboliinii her s, g. sembol ¢iftine birlestiren

|

5

|

a S ¢
Sekil: 11

bir fonksiyon gibi oldugu anlamim tasimaktadir (hepsi
boyle k-m ¢ift vardir). Bu fonksiyonu (buna makinanin
lojik fonksiyonu denir), bir siitunu her bir hal sembolii
ve bir satir1 dis alfabenin her bir sembolii olmak ve cikis
ticliisii, girig ciftinin satir ve siitununun birlestigi yerde
bulunmak iizere dik dértgen bir tablo olarak gésterebiliriz.
Bu tabloya makinanin isleme (fonksiyonel) matrisi diye-
cegiz; boyle bir matrise misal Sek. 12 de a¢iklanmistir **,

R qz qs G4 ?s
ARqs|ALGs| ARG |7 Sqs|nSqs
aSq:|BSqi| |Rq:i||Lq:||Sgs
alqi|aRq:| | Lgs|aRqs|aSqs
BLq1|BRq:(nLgs||Rqs|BSqs

=|a|—]|>

Sekil: 12

*) P; R, L, 8 sembollerinden herhangi biri olabilir.
**) Simdilik dis alfabenin A. | @ [ sembollerinden ibaret oldugunu
farzedelim, burada A bos harfi gistermektedir.
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28. TURING MAKINASININ ISLEMESI

Turing makinasinin islemesinin bunun isleme matrisi
ile tamamen belirlendigi asikardir, o sekilde ki ayni mat-
risli iki Turing makinasi yaptiklar1 seyler hususunda
birbirinden ayirdedilebilirler.

Bir makinanin yapisi ile islemesi ve cesitli kisimlari-
nin birbirine etkisi Turing makinalarina ait genel yam
diyagramindan anlasilabilir (Sek. 13).

HEDDDEONERN

| 7

a | L

S
Sekil: 13

Diyagram hatiramin boliimiinii iceri ve disar1 akset-
tirir. Dis hatira, icinde bilginin saklanacak dis alfabenin
sembolleri halinde sifrelendigi sonsuz bant iizerinde hiic-
relerle gosterilir. I¢ hatira, daha sonraki bilginin saklan-

' masina ait iki hiicreden ibarettir: hal sembolii @ hiicre-

sinde ve bant hareketi de P hiicresinde saklamr. Bir
devrenin basinda lojik kisim tarafindan cikartilan P, g
sembolleri kontrol kismina nakledildikleri zaman daha
sonraki bir devrenin baslangicina kadar bu iki hiicrede
saklamir. Kontrol kismimin gorevi P sembolil tarafindan

belirlenen dogrultuda bandi bir hane — espas (veya hic)

hareket ettirmege miincer olur. Hal isareti, geri getirme
hatt1 denilen hatt1 teskil ederek @ hiicresinden & hiicre-
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sine nakledilebilir, ki bununla .~ tarafindan 6nceki devrede
cikartilan sembol & ye geri getirilir.

Turing makinasinin islemesi asagidaki gibidir. Hare-
kete baslamazdan Once, ilk bilgi banda konur ve 6zel bir
hiicre (Sek. 13 de sagdan dordiincii stroku ihtiva eden
hiicre) «taranma durumuna» gelir ve ilk halle bant hare-
ketinin ilk dogrultusunun sembolleri (yani g, ve S) Q ve
P hiicrelerine konur. Bu duruma gelince makina isleme
matrisleriyle belirli tek bir tarzda kendi kendine isler.
Mesela Sek. 12 deki isleme matrisi halinde ne olup bitti-
gine goz gezdirelim.

Birinci devre. (|, q,) — «Sq.: strok yerine ¢ konur,
bant hareket etmez makina da g. haline degisir,

Ikinci devre, (o, q.) = aRq.. w degiémez, sagda
daha sonraki hiicre taranma durumuna gelir ve makina
q. halinde kalir.

Ugiincii devre. (|, q.) — BSg,: strok yerine § konur,
bant hareket etmez makina da g, haline degisir.

11a.

Sek. 12 de son siitundan da goriilebildigi gibi, ancak
g, hali islemin bir merhalesinde meydana getirilirse maki-
na durur. Bu olursa, taranmis sembol degismez ve makina
ayni hiicreyi aramakta devam eder ve ayni (g¢;) halinde
kalir. Bu hesabin sonuna isaret eden bir durma-halidir.

Turing makinasinin isletilmesi elle bile yapilabilir.
Bunu yapmak icin gdriiniis (konfigiirasyon) kavramim
kullanmak elverislidir. %k ner goriiniisle k nincl devrenin
baslangicinda bandin bir diyagramiyla, bu devre siiresince
lojik kismin halini gosteren taranmis hiicrenin asagisinda
yazili sembolii kastediyoruz. Bu sekilde, bu devredeki
semboller giris ¢iftini acikca gdsterir ve isleme matrisine
bakarak (k - 1) nci goriiniisii belirleyen cikis icliisiinii
elde ederiz.
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. Yukardaki misalde, birinci ve ikinci goriiniisler sirayla
1@, ve aq. giris ciftleriyle sunlardir:

Birinci goriiniisten ikincisine gecis Sek. 12 de |gq, giris
ciftine karsihk gelen aSq. ucliisiiyle yapihr. C
Bundan boyle isleme matrisini daha sade ve daha
elverigli tarzda yazacagiz. s;Pq: ¢ikis ucliisinii daima tam
sekilde yazmayip, sayet buna karsihk gelen giris sembo-
liiniin ayni ise s; veya q: semboliinii hazfedecegiz ve 8 sifir
bant hareketini gostermiyecegiz. Bu halde bir dur haline
karsihik gelen tamamiyle bos siitunlar elde ederiz. Bu
takdirde bdyle siitunlar Sek. 12 deki isleme matrisini
gosteren Sek. 14 de oldugu gibi bu basit gosteriste matris-

qi| qz| ‘93| 44
Rqs|Lgs|Rq:| !
aq|Bg1|Rq1| L

Bl Rl LiaR
L| R|aL|IR

=R |—| >

Sekil: 14

ten atilir, burada «!» dur halini gostermektedir. (Bundan
sonra dur halini gostermek {izere daima «!» isaretini
kullanacagiz.)

Makina ¢, halinde o semboliini tararsa, bunun, «
veya B nin biitiin gecislerini, bunlar1 degistirmeden ve q,
halinde kalarak asip, bir strok veya bos bir hiicreyle
karsilasincaya kadar, sola dogru bir diizlive harekete






9. TURING MAKINALARINDA
ALGORITMALARIN
GERGEKLENISI

29. ONDALIK GOSTERILISTE » Yl n + 1 E CEVIRME

Asagidaki problem coziilecektir:

Ondahk sekilde pozitif bir n tam sayist verildigine
gore, n -+ 1 sayistnn ondahk gésterilisini bulmak.

Dis alfabe icin A bos semboliinii ve on tane 0, 1, 2,
3,4,5 6,7 8 9 rakamim alalm. Makina su iki halin
birinde olabilir: g, (isleme hali) ve ! (durma hali). Verilen
n sayist keza n -+ 1 sonuc sayisi, ardisik hiicrelerdeki bir
diiziiye rakamlar vasitasiyla (hiicre basmna bir harf)
ondahk sistemde yazlabilir. Sayet (anlamlar1 kisaca
aciklanacak olan) son siitun ve son satira bakmazsak
isleme matrisi Sek. 15 te verilmis olur. Baslangicta makina,

o | 4

PO S [ DU AR DN R DU PR R DO

—> |C||N[| AW -
—ojo|oednn] &t e—

3

Sekil: 15

e
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n sayisinin en sagdaki rakamin (yani, birler basamagin-
daki rakamini) taramaga koyulur ve g, halinde bulunur.
Sayet bu sayr 9 dan kiiclikse, makina, isleme matrisinde
gosterildigi gibi bu rakam yerine bundan sonraki daha
yiksek rakami koyar ve durur. Sayet rakam 9 ise, o
takdirde makina onu sifira cevirir ve, yine g, halinde
kalarak bir espas sola hareket eder (bu daha sonraki
rakama bir 1 rakami gerektirmektedir). Sayet say1 k
dokuzla sonlanirsa, makina k -}- 1 devreden sonra durur.
Sek. 16, n = 389 a ait goriiniisleri géstermektedir.
Simdi genisletilmis Sek. 15 tablosunun anlammm acikli-
yalim. Bu, g, ilave halini ve dis alfabedeki bir | ilave
semboliinii haiz olan bir isleme matrisidir. Eger makma

TTIRREIT
90

9o
[T 1319]0] |
!

Sekll: 16

baslangicta ¢, halinde olur ve | sembolii bant {izerinde
hic bir yerde goziikmezse, o takdirde makinanin islemesi
tamamen son misaldeki gibi devam edecektir. Bunun
boyle olacagi, bu sartlar altinda tablonun son satir ve son
stitununun hi¢ bir rol oynamiyacagi keyfiyetinden acikca
anlasilir,

Makina, yukarda gozoniine alinan problemlerin ¢oziil-
mesiyle birlikte baska isler de yapar. Bandin bir n sayisi-
nin ondalik gosterilisiyle n nin hemen saginda bir kag
strok ihtiva ettigini farzedelim. llkbastan makina en
sagdaki stroku taramaga basladigina ve g, halinde bulun-
duguna gore makinamin bu isleme matrisiyle calismasini
gbzoniine alahm. Birinci devrede (|g, giris cifti), strok
ortadan kalkar ve makina bir espas sola kayar ve g, haline
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(ALq, cikis ucliisii) gelir. Bu halde makina n nin en sag-
«daki rakamina gelinciye kadar (g, halinde oldukg¢a ve bu
‘halde kaldik¢a diger stroklari birakarak) sola kaymiya
devam eder. Bu durumda, makina basitce evvelki algorit-
may! yerine getirir; yani, n sayisimni n - 1 haline doniis-
tiirtir ve bu yapilinca durur.

Kisaca, makina strok sayisini bir indirger ve n yi
7 -~ 1 haline cevirir. Bu isleme n nin ondalik gosterili-
sinden n -1 in ondahik gosterilisine Kkontrollii gegcisi
diyoruz. Sek. 17 bes strok ve mn=—2389 icin goOriinisleri
gostermektedir.

13i8!9|illlllllqlll

1

B8O I [
o

T3RONO T[] ]
7}

BIRPOL LT I
qo
BEROOTTT T 1

qo )
BB CDNNNER
do
EELNNNNNEER
1
Sekil: 17

30. ONDALIK GOSTERILIS HALINE DEGISTIRME

Bir makina (bir algoritma) icin asagidaki problem
-sinifinl cozmekte kullanilan isleme matrisini kuracagiz:
Ardwsik hiicrelerde yazilh sonlu bir stroklar cilimlesi veril-
«digine gore (boyle bir stroklar topluluguna bir stroklar
zinciri denir), stroklar saysm ondahk sekilde yazmz.
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Biyle bir matris Sek. 18 de verilmistir. Bu tablonun
gercekte gerekli makinay1 (algoritmayi) gosterdigine bir

kimseyi inandirmak i¢in, bunu Sek. 15 le mukayese etmek
faydahdir. Sek. 18 de g, siitunu, «!» icin yeni bir ¢, hali
konmus olmakla Sek. 15 te buna karsihk gelen siitunun
ayvmdir. ¢, siitunundaki fark Sek. 15 teki matrisin isle-
mesine bir dayanak teskil etmez. Bundan otiirii, eger bant,
bir stroklar zincirini takip eden bir n sayisimn ondahk
gosterilisini ihtiva ederse ve ilk sartlar son misaldeki gibi

Go G gz
1 g2 !
2 g21 1
3 g2 !
4 g2| !
5 g2 !
6 g2 !
1
1
1
'
1

7 g2
8 g2
9 g2
i
I g2 !
L |algo

—l >V | gnns|W i —D

ﬁ_l‘?:’uxkhxhkkﬂ:h

Sekil: 18

ise (yani, makina ¢, halinde ise ve en sagdaki stroku
tararsa), o takdirde makina Sek. 15 tekinin aym islemi
icra etmekle baslar; yani, en sagdaki stroku siler ve n i
n -+ 1 haline degistirir. Bununla beraber, bu halde Sek.
15 teki makina ! haline gider ve islem sona ererdi, halbuki
Sek. 18 deki makina g, haline girer ve islem devam eder.
Ozellikle, ilk goriiniis Sek. 19 daki gibi olur. Sekil 18 deki
. siitunundan islemin nasil devam edebildigini gorebiliriz:

makina biitin rakamlar1 ve stroklari athyarak bos - bir-
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hiicreye gelinciye kadar saga kaymaga baslar (Sek. 19,
goriiniis 14). Aq. giris cifti makinanin g, haline gitmesine
ve sola kaymasina sebebolur (Sek. 19, goriiniis 15). Simdi
makina en sagdaki stroku tarar ve g, halinde bulunur. Bu
birincinin benzeri obiir ilmige ait ilk sartlar1 koydurur.
Ikinci ilmikte, diger strok silinmis olur ve n -{- 1 sayisi
n -}- 2 haline degisir. Sayet baslangicta k strok varsa, bu
halde k ilmikten sonra stroklarin hepsi silinmis olur ve
n sayisi yerine n + k konur. k nci ilmik sonunda makina
veniden ¢, halinde kalacak ve taranan hiicre bir strok

(BISIOTITIII] | Gérinis 8
qz
(BRI T Gérinds 14
gz

[ 1319lol!lil||q|l | Goérinis 15
1

(BRI T T T T Sondan onceki goriiniis
1

(T304 T T [T 1 Son gorinus
1
: Sekll: 19

degil (ciinki hepsi silinmisti) fakat n -+ k sayisiiin en
sagdaki rakamini (Sekil 19 daki sondan bir énceki gorii-
niis) ihtiva edecektir. Sek. 18 e bakmakla bunun makinayi
durdurdugunu gériiriiz (Sek. 19, son goriiniis).

Soylediklerimizden, sayet bant baslangicta 0 rakami
ile k strok zincirini ihtiva ederse, o takdirde makina
stroklarin hepsini siler ve 0 1 k nin (strok sayis1) ondahk
gosterilisine cevirir. Fakat, g, ve ¢, hallerinde makina
bos bir hiicreye 0 rakamina yaptiginin ayni islemi yapti-
Zindan, hi¢c sifir rakami olmadan ama sadece stroklar
zinciriyle baslarsak ayni sey dogru olur (bak. Sek. 18).
Bundan &tiirii Sek. 18 de verilen tablo gercekten, herhangi
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bir zincirdeki strok sayisimin ondalik gosterilisini veren
bir algoritma gostermektedir.

PROBLEM. Bir makina (algoritma) icin herhangi
bir n sayisimn ondahk gosterilisini n—1 in (n = 1 icin)
ondahik gosterilisi haline doniistiirmek ilizere bdlim 29
unkine benzer bir isleme matrisi kurunuz. Keza makina
icin herhangi bir n sayisinin ondahk gosterilisini n strok
zineiri haline cevirmek iizere béliim 30 dakine benzer bir
isleme matrisi kurunuz.

31. TOPLAMA

i Simdi de aritmetik problemler ¢6zmek icin bir kac
| "4 Turing makinas! misali gézoniine alalim. Bu problemlerde
'. ilk verilerle sonuglar tam say1 olacaktir. Herhangi pozitif
l , bir tam sayiy1 bu sayida bir strok zinciriyle géstermeyi

' uygun buluyoruz. Sayet bir ka¢ sayir bir probleme dahil
olursa, bunlar1 gosteren strok zincirlerini dis alfabede
bulunduracagimiz Ozel bir sembolle mesela, *, yidiz
isaretiyle ayiracagiz.

Bir say1 cifti bant tizerine konur, mesela:

8 A A R D N R

Bu halde bunlarin:

e g ————

EENnNDDNDNOnE

olan toplamin1 bulmamiz gerekir.
Kaydedelim ki makina sade yildiz1 kaldirmaz, ciinki
bu halde stroklar arasinda bos bir hiicre bulunur ve kalan

— e o ma—
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stroklar bir zincir teskil etmezdi. Sek. 20 bir makinanm
iki sayiy:1 toplayacak isleme matrisini gostermektedir.

do | ¢ g2
ARq2| L R
Al R |Rqo| | |
7 A i R

Sekil: 20

Ilk durumlar: Makina g, halindedir ve en soldaki
stroku tarar (Sek. 21 deki goriiniis 1).

Asagdaki devreler biitiin stroklar: ve yildizi athyarak
(q. siitununa bakmiz), makina bos bir hiicreyi tariyana

[OOOOON OO T T LT T T Gérinids 1
| |q°lr1||m|t1=z|1mm [TTTTT Gorinis 2
B Iﬂ}lll]lil[*lflllllll l [T 111 Gerinis 12
IRROO000E mmm | [TTTT Goriinis 13
[T mmnm [TTTT Gorinis 24
N Flmnnm-nmmm [TTTT Gérimis 25

Sonuncudan

IIHHII;Il_lJ.IJ.ll_lLI_'JLILIHLngm.

AEEDREE! ]|[lHlIIIItIiIlIILLSon goriiniis.
‘g.m:n

kadar sola kayar (goriniis 12). Daha sonra (Ag, girig
cifti) makina bos hiicrede bir strok isaretler ve g, haline
gider (goriuniis 13). Makina, biitlin stroklar1 ve yildiz
isaretini athyarak yeniden bir bos hiicre tarayinciya kadar
(goriiniis 24) sola kayar. Makina o zaman (Agq, giris cifti)




96 Turing Makinalarinda Algoritmalarin Gercekienisi

en soldaki stroku taramak iizere saga kayar ve g, haline
gider (goriinus 25). Bu ilmegin neticesi olarak en soldaki
strok, yildiz isaretinin saginda bulunan zincirin sagdaki
ucuna hareket etmis olur. Sayet yildiz isaretinin solunda
baslangi¢cta k strok varsa, bu takdirde, k ilmikten sonra
bunlarin hepsi yildizin soluna hareket etmis olacaktir.
Son ilmigin sonunda, solda hi¢ kalmadigindan makina bir
strok degil fakat daha ziyade yildizi tarar ve (son gorii-
niisten sonraki) g, halinde bulunur. Daha sonraki devre
(*q, girig cifti) yildiz1 ortadan kaldirir ve makinay: dur-
durur (son goruniis). Bu halde bant lizerindeki aranan
toplami buluruz.

32. MUKERRER TOPLAMA VE (CARPMA

Sek. 20 deki tabloyu oyle degistirmek istiyoruz ki,
bant lizerinde bir n ve m say1 cifti mesela:

e pel P e e

verildigine gbre, makina sunlardan ibaret olan sonsuz bir
isleme baslasin: yildizin solunda bulunan m sayisimn
eklenmesi, sonra- m nin 7 --m toplam sonucuna eklen-
mesi, sonra m nin n 4 2m ye eklenmesi, ila... sonsuz
sekilde devam etmesi. Bunun i¢in soldaki say1 bir toplama
stiresinde silinmelidir. Bu, soldaki stroklar yerine onlar;
ortadan kaldiracak yerde baska semboller koymakla
yapilabilir. Sek. 22 de icinde o harfinin bu gorevi yaptigi
bir isleme matrisi goriilmektedir. Sek. 20 de birinci satir-
daki bos sembol yerine Sek. 22 de birinci satirdaki
gelmistir ve Sek. 22 de yeni toplanmis o satirindaki ilk
iic hane Sek. 20 deki aynen A satirindaki gibidir. Ayrica,
makinanmin ilk toplamadan sonra durmamasi icin, Sek.
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20 deki dur-hali yerine, isleme devama yariyacak ve g,
diyecegimiz baz1 6teki hallere ait sembol konmalidir. Bu
yeni sembol icin tabloda ilave bir siitun olmahdir.

Sek. 22 de dur hali yoktur ve bundan 6tiirii tablonun
ifade ettigi islem sonlu degildir. Okuyucu, buna karsihk

qo | q1 | 92 | 43
aRgs| L | R

|
AL R [Rp || 41|R 9
a

g3y L R L
R |Rqo || @] L

Sekil: 22

gelen makinanin, soldaki sayiyla sagdaki saymin sonsuz
diiziiye toplamasm yapacagma kendini artik kolaylikla
ikna edebilir. Sayet ilk énce yildizin solunda strok yoksa,
vani sagdaki say1 sifirsa, o takdirde sagda m strok, sonra
2m, sonra 3m, ila... sonsuz olarak strok husule getirir.

PROBLEM. Carpim icin bir isleme matrisi kurunuz.

Yol gosterme. Evvelki tabloyu esas olarak alimz ve
milkerrer toplama islemini Gyle degistiriniz ki miikerrer
. toplama islemi sonsuz olarak devam etmeyip carpana esit
sayida bir ilmikten sonra dursun (her ilmikten sonra,
carpam gosteren bir ciimleden bir strok silinir).

33. EUCLIDE'SEL ALGORITMA

Simdi Euclide'sel algoritmaya (iki a ile b sayisinmn
en biiyiik ortak boleninin bulunmasi) ait bir Turing
makinast gozoniine alacagiz. Daha once bu algoritmayi
iki defa, ilki sozlii ihtarlar vasitasiyla (boliim 1), ikincisi
ise otomatik hesap makinasina ait bir program seklinde

b A
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aciklamistik. Bu defa onu bir Turing makinasimn isleme
matrisi olarak ortaya cikaracak ve makinada carpma isle-
mini inceliyecegiz. Bu islem, bir elektronik makinada
mukayese ve c¢ikarma basit islemlerine karsiik gelen
pespese mukayese ilmikleri ile c¢ikarma ilmiklerinden
tesekkiil eder. Isleme matrisi Sek. 14 teki gibidir; bunun
dis alfabesi dort sembolden ibarettir:

Ay [oiety B

Sayilar, eskisi gibi stroklar zinciri ile gosterilecektir.
Esash olmiyan ve sadece giic hususlarda ise yariyan tefer-
rilattan kacinmak igin, bir wyildizla ayirma ve aralik
vermeden, verilen sayilari gosteren iki stroklar ciimlesini
bant lizerine ardarda koymayr uygun bulacagiz; ilkénce
makina soldaki saymnin en sagdaki strokunu tarayacaktir.
Asagidaki mufassal incelemeden sonra okuyucu bir aig-
tirma olarak, verilen isleme matrisi 6teki ilk durumlar:
islemek tizere degistirmeyi yapabilmelidir. (Mesela, strok-
lar zineiri bir yildizla ayrilmissa ve makina ilk basta keyfi
bir hiicre tararsa). Kaydedelim Ki « ve @ harfleri, hesap-
lama sirasinda ortaya c¢ikan bazi durumlar <hatirlatmas
da yardim etmege yariyan gecici isaretler ddevi gdrur

a-—=4, b==6 olmasi basit hallerinde algoritmanin
uygulanisin aciklamak {izere goriiniisler kullanacagiz. Tk
goruntsiin sekli asagidaki gibidir:

LLTEeefle e oo

Sadece g, ve g, hali mukayese ilmiklerine, ve sadece q, ile
q. cikarma ilmiklerine eslik eder.

Makina hangisinin daha biiyiik oldugunu tayin etmek
icin sayilar1 bant lizerinde inceler. Makina hemen hemen
iki wzun dizideki birim sayisini mukayese etmek, yani: _
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birinden biri bitinciye kadar, her bir diziden bir birim
alip karsilastirmak zorunda olan bir insan kalkiilatoriin
vapabilecegi gibi calisir. Boylece, birinci saymn bir
strokunu bir ¢ ya degistirir, sonra ikinei saymnin bir
strokunu bir 8 ya degistirir; sonra birinci sayiya doéniip
onun bir strokunu bir « ya cevirir, ila.

Ik dért devrede makina Sek. 23 te gosterilen gorii-
nusleri hasil eder. Dordiincii devrenin sonunda makina
her bir sayidan bir strok «siler» ve soldaki sayida, daha
sonraki strok icin aramaga sola kaymak lizere olur. Bir
kac toplama devresinden sonra bant iizerinde Sek 24 teki

ENOODOODoOnN
q1

(T Te Ol
gz

COTe i T e I e
gz

EHNNRENaNnne
41

Sekil: 23

I goriinlisii ortaya cikar; birinei sayl son bulmus fakat
ikincisi son bulamamustir. Solda bir strokun aranmas:
basarisiz olup II gériiniisiine yolacar; artik mukayese
ilmegi sadece g, ve g, halini kullanmak suretiyle tamam-
lanmistir. Bundan sonraki devre [II goériisiinii verir.

Sek. 14 te q, sutununda gosterildigi gibi, artik
makina, biitiin ¢ lar1 bos sembollere degistirerek (baska
turlll soylersek; onlar silerek) ve biitiin 8 lar1 da stroklar
haline degistirerek saga kaymaga baglar. Son § yerine
bir strok konulusundan sonra bant, IV goriinisiinii ve
bundan sonraki devreden sonra ise V goriiniisiinii goste-
rir. Bu gekilde, bir mukayese ilmegi ile bir cikarma
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ilmeginden sonra, kiigiik a sayis! silinmis ve daha biiyiik
b sayist a ve b— a halinde ayrilmis olur; makina soldaki
sayly1 taramakta ve g, halinde bulunmaktadir. Bu muka-

- yese devresinin tekrarlanmis olacagi anlamina gelir, ama

artik @ ve b yerine a ve b— a sayilari i¢in. Zaten bildi-
gimiz gibi bu Euclide'sel geometrinin sade temelidir.
Simdi diger mukayese ilmigine geciyoruz. Fakat bu
sefer o Kkiiciilmege basliyan sagdaki sayiyr bitirmekle
sona erer. Soldaki saymin ii¢ stroku a lar haline degismis
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1

Iq_lulalalalﬁlﬁlﬁlﬁlllil Ve el g ]Illlllll [ v
alala |
[ Iq‘l lalelBIEIBIBLI N J iy 11111 IqJ_llI I Iv1ix
EHER llillllll‘}lll lrv 1] 1] Ij%glﬁ]’ﬂ X
(I ITIOLONL Y [T [T x
G 44
(TTIT T TefelelBBl vy [1T1LLITDDT T X0
g2 !
Sekil: 24

olur, sagdaki sayinin her iki stroku § lar haline degismis
olur; makina ise bos bir hiicreye gelir (Gériiniis V7).
Bundan sonraki devre, diger cikarma ilmigine bash-
yan VII goriiniisiinii verir. MakKina, biitiin  lar silerek
ve biitiin « lar stroklara cevirerek sola kayar; bu degis-
melerin sonuncusundan sonra goriiniis VIIIi elde ederiz,
bunu goriinits /X takip eder. Bu cikarma ilmegini sona
erdirir ve daha sonraki mukayese ilmegi baslar. Islem,
problem bir birine esit iki sayiya miincer oluncaya kadar
devam eder (misdlimizde simdiden bu durumdayiz). Bun-







| b 102 Turing Makinalarinda Algoritmalarmn Gergeklenisi

— tnce bolim 33 tekinin, sonra bolum 30 dakinin—
terkibinden (yani ardarda uygulanisindan) elde edilebil-
diginden bunun isleme matrisi Sek. 25 de goriildigii gibi
- Sek. 14 ile Sek. 18 in terkibiyle elde edilebilir. Se. 14 iin
1M hallerinden ayr1 tutmak icin 6nce Sek. 18 in hallerini
1§ Do, D1 Ve p. olarak yazacak ve Sek. 14 te «!» yerine p.
1 alacagiz. Bu halde Sek. 25 teki gibi bu degismis tablolar
birlikte koyacagiz. Bos yerler, gézoniine alinan problemde
hi¢ ge¢cmiyecek olan giris ciftlerini gosterir (herhangi bir
cikis tgliisit bu yerlerin herbirine konulabilir). Sek. 25,
icinde, énce verilen bir stroklar zinciri ¢iftinin, bunlarin
en biiyiik ortak bdlenlerini gdsteren zincir haline cevril-
digi, sonra da «!» da duracak yerde (Sek. 24, gériiniis
XII), makinanin p, haline gittigi bir islemi ifade etmek-
tedir; islem devam eder ve sonucu ondalik sekle cevirir,

Bu metodun herhangi sonlu sayida algoritmann
terkibine tesmil edilebildigi kolaylikla gériilebilir. Bun-
dan, ozellikle sayisal bir algoritma icin tabii sayilarin
stroklar zinciri seklinde verildigini farzedebilecegimizi
anlariz, ciinki bu hal icin bir matris, mesela U kurabilir-
|t sek, o takdirde, ilk veriler ve sonu¢ ondalik sekilde olmak

\ iizere hesaplamamn yapilmas: icin, bir matris kurabilir
vani su {ic matrisi terkip edebiliriz: ondahk gdsterilii
stroklar haline doniistiirmege yariyan matvis, 2 matrisi,
ve stroklar: geriye ondalik hale doniistiirmeye yarayan
matris *.

Algoritmalar terkibinin diger metodu aymi algorit-
manin dnceden belirlenmis bir sart gercekleninciye kadar
miikerrer uygulanmasindan ibarettir. Mesela, ondalik
gosterilis haline cevirmekte kullanilan algoritma, daha hic
strok birakilmiyana kadar devam eden n den n41 e

*) Bu, Ikili sistemi kullanan elektronik makinanin isiemesine benzer:
ik ondalik verilerl Ikill sekle ve ikill sonucu ondalik sekle gegirmege
yariyan bazi dizenekleri haiz olmalidm.
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gecise ait algoritmanin miikerrer uygulamsindan ibarettir.
Verilen algoritmanin isleme matrisinden ve hesaplamanin
sonuna ait durumdan, miikerrer algoritma icin bir matris
kurabiliriz. Bununla beraber kullanilan metot, terkip icin
kullanilandan daha karisiktic ve bunu teferriiath incele-
miyecegiz.

Tahlilini yaptigimiz misallerden, Gteki algoritmalar,
ozellikle sayisal olmiyanlar i¢in isleme matrislerinin nasil
kurulacag: ortaya cikmis olur, Bolim 14 teki kelime
ircas1 algoritmasimin kurulusunun ana hattini cizecegiz.
Once asagidaki dogru siibstitiisyonlar: icra etmek iizere
Ay, Ay, Ay, A, matrislerini kuralim:

b — acc,
ca — acce,
aa — A,

ccce —> A,

(Mesela 2, e karsihk gelen makina {a, b, ¢} alfabesindeki
herhangi bir kelimeyi, icinde aa harf ciftinin ilk gegisinin
atildig1 diger kelime haline doniistiiriir. aa cifti gecmezse
_ kelimeyi degismeden birakir.) Bundan sonra A, U, .
U, A, iin miikerrer uygulamslarina ait 911.&;. ﬁ; ﬁ:
tablolarim kuralim (Mesela, Uy e tekabiil eden makina,
aa mmn ilk gecisini baslangictaki kelimeden kaldirir, bun-
dan sonra aa nin ilk gecisini yeni kelimeden kaldirir, ila,
ta ki @aa nin hic bir gecisini haiz olmiyan bir kelime husule
gelsin). Nihayet, aranan irca algoritmasi, ﬁ;. Vﬂﬂ. Efs, 7!!:
matrislerinin terkibinden ibarettir. :
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10. ALGORITMALAR TEORISININ
TEMEL HIPOTEZLERI

35. TEMEL HIPOTEZLER

Son béliimiin misalleri bir Turing makinamn isleyisi-
nin, algoritmanin gerektirdigi hesaplamadan ibaret yavas
bir film gibi oldugu intibain1 birakir. Isleme matrislerinin,
meseld sozlii ihtarlar veya cebirsel formiiller gibi cesitli
yollardan verilmis bilinen dteki algoritmalar icin buluna-
bilip bulunamiyacagim bilmek isterdik. Incelememizin bu
merhalesinde bunun yapilabildigi acikca géziikmektedir.
Gercekten durum bu mudur? Turing makinasi ve Turing
isleme matrisi nekadar geneldir? Biitiin algoritmalarin
isleme matrisleri olarak gosterilebildigini syliyebilir
miyiz?

Modern algoritma teorisi bu sorulara asagidaki hipo-
tezle cevap vermektedir.

Algoritma teorisinin temel hipotezi:
Biitiin algoritmalar isleme matrisleri halinde verile-

bilir ve buna karsthk gelen Turing makinalaryla icra
edilebilir,

|

Iki soru ortaya cikar:

1. Algoritma teorisine dair hipotezin tasihg anlam
nedir?
2. Hipotez icin temel nedir?

— 10 —
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Temel hipotez bir yandan «biitiin algoritmalardans
yvani genel algoritma kavramindan bahsetmektedir ki
bunun kesin bir matematiksel kavram olmadigini bir cok
defa belirtmistik. Ote yandan, kesin matematiksel bir
kavram olan Turing isleme matrisinden bahsetmektedir.
Bu, genel fakat belirsiz «biitiin algoritmalar» kavraminin
daha ozel fakat tamamen kesin Turing isleme matrisiyle
aydinlatildigi anlamimna gelmektedir. Bbylece, algoritma
teorisi, incelemelerinin konusunun, miimkiin biitiin Turing
isleme matrisleri (Turing makinalar) oldugunu ifade
etmektedir. O takdirde baz1 problem smifin1 ¢ézmege
yariyan bir algoritmanin mevecut olup olmayisi gibi
sorular: ileri siirmenin anlami olur. Simdi bunun, gerekli
dzellikleri haiz olan bir Turing makinasinin (isleme mat-
risinin) meveut olup olmayis: anlamna geldigini anliyoruz.

Béylece, temel hipotez, modern algoritma teorisinin
temel tarifinin kabuliinii hakli gostermektedir, ki bunun
kullanilisi, belirsiz bir algoritma tarifinin, bir Turing
makinasinin isleme matrisinden ibaret kesin kavramla
ayni oldugunun anlasiimasim miimkiin kilar.

Bu énemli hipotezin dayana@ nedir? Bunu bir mate-
matik teoremini ispat ettigimiz gibi ispat edemeyiz, clinki
bu, kesin olarak tarif edilmemis bulunan ve bundan otiirii
matematksel incelemenin ézel bir konusu olmiyan, genel
algoritma kavramina dair bir ifadedir.

Hipotezin muteber olusuna inancimiz esas itibariyle
denemeye dayanmaktadir. Matematik tarihinde binlerce
yil boyunca gelismis bulunan biitiin bilinen algoritmalar
Turing isleme matrisleri seklinde yazilabilir. Fakat hipo-
tez, tam gecmiste bulunmus olan algoritmalar hakkinda
bir ifade degildir. Bu, gelecegi ilgilendiren bir kehanetten
de cok farkhh bir tabiata sahiptir; herhangi bir ihtarmn
algoritma scklinde verildigi her seferinde bu, sekilleri
veya elemanter islemler ne olursa olsun bunlar: bir Turing
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isleme matrisi olarak vermenin miimkiin olacagim bildir-
mektedir. Bu anlamda temel hipotez, fiziksel bir hipotezle,
mesela, gecmisteki genis denemelerin agirhiginin gelecek
olaylarin kehaneti icin iyi bir temel teskil ettigine hiikiim
verdigi enerjinin korunumu prensibiyle mukayese edile-
bilir.

36. TARIHI HATIRLATMALAR

Son béliimde bilinen algoritmalardan daha karisik
algoritmalar kurmanin iki yolunu zikrettik: terkip ve
iterasyon. Uzun bir liste verebilirdik. Bununla beraber,
bilinen metotlarin hepsi, o sekildedir ki ilk algoritmalar
isleme matrisi halinde verilir verilmez, bilesik algoritma-
lar da isleme matrisleri halinde verilebilir. Ozel olarak,
algoritmalar terkibi icin, yeni bir matris kurmaga yariyan,
verilen isleme matrislerinin nasil kullamldigini gérdiik.
Bundan baska, bolim 26 da zikredilmis bulunan sunu
hatirlatiyoruz: sahih bir algoritma kavramina ait siddetli
bir zorunluk ortaya ciktiginda, bir cok matematikgiler,
matematik incelemeler icin ozel bir konu olacak olan
yeteri kadar kesin ve ayni zamanda biitlin tasavvur edilmis
algoritmalar1 gostermekte yeter derecede genel, algorit-

malar icin standart bir sekil bulmaga koyuldular. Turing

isleme matrisiyle birlikte, baska bir cok metotlar teklif
edildi. Mesela, A. A. Markov (bu kitapta béliim 14 teki
irca algoritmas1 vasitasiyla kisaca anlatilan) normal
algoritmaya ulasmistir, Godel ve Kleene de rekiirsif (ric’i)
algoritmaya (rekiirsif fonksiyona) ulasmistir. Biitiin bun-
larin denk oldugu sonucuna varilir. Bu bir raslanti olarak
diistiniilemez; bu temel hipotez i¢in, tistelik bir amildir.
Algoritma teorisinin kendisinde, temel hipotez kul-

lanilmaz. Yani, teoride teoremlerin ispatlanmasinda temel
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1. GENEL TURING MAKINASI

Simdiye kadar degisik algoritmalarin, herbiri kendi
isleme matrisiyle cahsan, degisik Turing makinalar1 tara-
findan yapildig1 goriis noktasinda karar kildik. Bununla
beraber, herhangi bir algoritmayl yapmaga giiclii, yani,
belirli bir anlamda herhangi bir Turing makinasinin isini
vapmaga giiclii genel bir Turing makinasi kurabiliriz.

37. TAKLIT (BENZERINI YAPMA) ALGORITMASI

Bunun nasil yapildigini daha iyi anlamak icin soyle
diisiinelim: makinanin’ band1 baslangicta bir 4 bilgisini
ihtiva etsin ve biz bir kimseye, makinamin bu verileri
nasil isledigini gdstermek istiyelim. Eger bu kimse Turing
makinalarinin islemesine alisiksa, bu takdirde ona 4 ilk
bilgisini ve makinamn isleme matrisini vermek yetecektir.
Euclide’sel algoritma icin yaptifimiz gibi gériigleri kay-
detmekle o, kendisi icin hesaplamayi tekrar kurabilir.
Fakat bu demektir ki sayet ona makinanin isleme matrisi
verilirse, o herhangi bir Turing makinasmin isini yapa-
bilir. Bir makinanin isleme matrisinden taklidinin tam
volu tabii olarak taklit algoritmas: denilen, Turing maki-
nalar1 hakkinda hic bir sey bilmiyen biri tarafindan icra
edilebilen, tam bilgi dizisi halinde bizzat verilebilir, Sayet
0, herhangi bir makinanin isleme matrisine ve bandin
herhangi ilk goriiniistine malikse, o, makinanin islemesini
tam olarak taklit edebilir ve ayni sonucu elde edebilir.

P (1 B
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Mufassal taklit algoritmas: asagidaki ihtarlar listesiyle
verilir:

Ihtar 1. Altinda bir sembolii bulunan bant iizerin-
deki (tek) hiicreyi taraymz.

Ihtar 2. Isleme matrisinde taranmis hiicre altinda
goziiken sembol tarafindan basa getirilen stitunu bulunuz.

Ihtar 3. Taranms hiicre iginde goziiken sembol
tarafindan basa getirilen satir1 bulunuz bu satir ve siitu-
nun kesistigi yerde géziiken semboller ticliisiinii kaydediniz.

Ihtar 4. Taranmis hiicredeki harf yerine iicliiniin
ilk semboliinii yerlestiriniz. L

Ihtar 5. Eger iicliiniin ikinci sembolii «!» ise
durunuz.

Inhtar 6. Ucliiniin ikineci sembolii S ise, taranmis
hiicre altindaki sembol yerine iicliiniin ii¢lincli semboliinii
koyunuz, '

Intar 7. Ucliiniin ikinci sembolii L ise, taranmis
hiicre altindaki sembolii silip iiclilniin iigiincli semboliinii
solda daha sonraki hiicre altina yazimz.

Ihtar 8. Ucliiniin ikinci sembolit R ise, taranmis
hiicre altindaki harfi silip iicliiniin {iclincii semboliinii
sagda daha sonraki hiicre altina yazimz.

Ihtar 9. thtar 1 e baslaymniz.

38. GENEL TURING MAKINASI

Bizim farazi insan Kalkiilator yerine bir Turing

makinas1 kullanabiliriz; bu diger herhangi bir Turing
makinasinin isini yapabilecek genel bir makina olacaktir.
Baska tiirlii sdylersek, yukarda dokuz sézlii ihtar halinde
yazili taklit algoritmasi bir Turing isleme matrisi (genel
matris) seklinde verebilir. Kendisi temel hipotezin daha
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ziyade bir dogrulanmas: olan bu keyfiyetin tam ispatim
buraya almak oldukca yer tutar. Genel makinamn seklini
ilgilendiren bazi1 genel aciklamalarla yetinecegiz.

Taklit algoritmasimin ilk bilgisi isleme matrisini ve
taklit makinasinin ilk goriintisii ihtiva etmektedir. Algorit-
ma ilk gériiniisii, taklit edilen makina tarafindan elde edile-
bilecek olan sonucu gosteren son goriiniis haline doniis-
tiiriir. Genel bir makina aym seyi yapmahdir. Asagidaki
iki giicliigli yenmek zorundayiz. '

1. Taklit edilen makinanin isleme matrisini ve ilk
goriniisiinii genel makinamin bandi {izerine dogrudan
dogruya koyamayiz, zira burada, biitiin Turing makina-
larinda oldugu gibi biitiin bilgiler bant {izerinde tek-boyutlu
olarak (yani, bir tek satirda) siralanmistir. Fakat verdi-
Zimiz isleme matrisleri bir kac¢ satir1 bulunan «iki boyutlu»
matris halindedir; aym sey icindeki hal sembollerinin
bandin altinda goziiktiigii goriiniigler i¢in de dogrudur.

2. Genel makina (biitin Turing makinalar gibi)
sabit bir dis alfabe kullanir. Bu alfabeyle, herhangi sayida
harfleri bulunan alfabeleri sirayla kullanabilen miimkiin
biitiin matris ve goriiniigleri gostermege giiclii olmamiz
gerekir.

Bundan &tiirii 6nce, Turing makinalarmin gerektir-
digi seylere yani bilginin bir boyutlu olusu ve alfabenin
sonsuz olusuna uyan bir isleme matrisleri ve gériiniisler
yazma metodu tasarlamamiz gerekir. k satir ve m siitunlu
iki boyutlu bir isleme matrisi yerine, mk ardisik besli
-sembolii bulunan bir dizi yazariz, bu dizide bir beslinin
ilk sembolii matrisin satir elemanna, ikincisi siitun elema-
nmina karsiik gelmektedir, son iicli ise stz konusu satir ve
stitunun kesistigi yerde goziiken licliiyii tamamlar.

Mesela Sek. 12 nin tablosu yerine,

AGARQAGALG, - - - (0)
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yazariz. Ik tablo asikar olarak bu satir tarafindan tek bir
tarzda tekrar teskil edilebilir. Benzer sekilde, hal sembo-
liinii taranmis bir hiicrenin altindan ziyade sagina yaz-
makla bir goriiniisii gosteririz. Boylece Sek. 24 teki IV
goriiniisit yazilmak istenirse X

L1 gl

seklinde yazilir,

39. SIFRELI SEMBOLLER GURUBU

Verilen bir isleme matrisi ve goriinisi karakterize
etmek icin i¢ ve dis alfabede hangi harfleri kullanirsak
kulanalm farketmez. Mesela, Sek. 12 deki tabloda (3 yerine
b harfini koysa idik, makineyi incelememize bunun bir
etkisi dokunmazdi. Onemli olam sadece farkli esyammn
farkll sembollerle gosterilisi ve hal sembolleri ile bant
hareketi sembollerini dis alfabeden ayirdetmiye giiclii
olusumuzdur. ‘

Bu seyleri hesaba katarak, bir Q satirinda herbir
harf yerine sifir ve birlerden ibaret bir seri (gifreli bir
gurup) koyaca@iz, oyle ki verilen bir harfin her ortaya
¢ikisi yerine aym bir sifreli gurup konulmus olacak. Sonug
olarak €, 0 lar ve 1 lerden ibaret bir ' satirina gevrilir.
Q2 nin © ile teskil edilmesi (Grtiilmesi) icin sifreleme
metodu asagidaki sartlar1 gerceklemelidir.

(1) €, tam bir tarzda kendisinin cesitli guruplarina
ayrilabilir,

(2) Sifreli guruplar arasinda kaydirmalara ait (L,
R ve 8), hal sembolleriyle dis alfabe sembollerini ayir-
detmek iizere bir kural (bir algoritma) bulunmaldir.
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Bu iki sart asagidaki sifreleme metoduyla uygunluk
teskil eder.

1. Sifreli guruplar igin
100 . .- 01
seklinde 3 4+ k -+ m kelime alriz (iki 1 arasinda 0 lar
zineiri).
Bir ' satir1 basitge, arada 1 ler arasinda kesilmek
suretiyle sifreli guruplarina boliinebilir.
2. Sifre soyledir: (

Sembol  Sifreli gurup

L 101
8 1001
R 10001
8 100001 4 sifir ) i
ais |s 10000001 6 sifir 2 den biiylik
alfabe ] . ST o L
& 100...001 2 (k+1) sfir ) 50T
[ 4 1000001 5 sifir ]
hal |g. 100000001 7 sifir 3 ten biiyiik
MO0l 5 1 e e e rclftsayxda
leri |g. 100...001 2 (m+41)+41|sifir
- ) . ﬂflr J

‘Bu sifrede s,=Aolmakibere,n’

100001 1000001 100001 10001 1000000000001 100001
100000001 100001 101 10000000001 .

olur.

Boyle isleme matrisi veya gosterislerden sifrelenmis
0 lar ve 1 ler satirl, sirayla sifreli isleme matrisleri veya
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sifreli gorimiigler adim alacaktir. Bu sifreyle, verilen bir
isleme matrisi veya goriiniis kendi ilk seklinde kolayca
tekrar teskil edilebilir (0 ve 1 yerine, herhangi baska iki
sembol, meseld a ve b kullanabilirdik).

40. GENEL TURING MAKINASI ICIN ALGORITMA

Taklit algoritmasina ait 1-—9 ihtarlarini, bunlarin
sozlii sekillerinden, sifreli isleme matrisiyle sifreli ilk
goriiniisii sifreli son gériiniis haline ceviren bir algoritma
haline doniistiirebiliriz. Iste bir kac misél:

Intar 1. Sifreli gosteriste, tek sayida (3 ten biiyiik)
sifirh (biricik) sifreli gurubun hemen solunda goziiken

sifreli gurubu taraymiz. .
Intar 2 ve 3. Sifreli matriste ihtar 1 de zikredilmis
guruplar cifti ile denk olan komsu guruplar ¢iftini bulunuz.
Ihtar 6. Sayet incelenmis bulunan sifreli guruplar
licliisiiniin ikinei kism1 1001 gurubu ise, o takdirde sifreli
goriniiste (3 ten bilyiik) tek sayida sifir1 haiz sifreli
gurup yerine icliintin {iciineti gurubunu koyunuz.

Bu algoritmanin ileri bir tahliliyle, sifreli bir gurup
uzerine yapilan herhangi bir islemi (bir sembolii Gbiiriine
cevirerek ve sola veya saga dogru bir hane kaydirarak)

Turing makinalarimin standart isleyis zineirine indirgiye-
biliriz. Sunu kaydetmeli ki 0 ve 1 ile birlikte 6biir harfler

genel makinanin dis alfabesinde goziikecektir, mesela,
sifreli isleme matrisini sifreli goriiniisten ayirmaga yariyan
harf ile 0 lar ve 1 lerin incelenmesi sirasinda gecici <hatir-
laticilar» rolii oynamiya yariyan harfler gibi (bdlim 33 te
Euclide’sel algontmaya ait programa bakimz).

Bu tahlilin sonucunda, taklit algoritmasi bir Turing
makinasinin isleme matrisi olarak ifade edilebilir. O tak-
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dirde bu genel bir makinanmin matrisi olur. Sayet bir 4
makinas1 bir problemi cozerse,4 nin gifreli isleme matri-
siyle sifreli ilk goriiniisii verildigine gore genel makina da
bunu cozer.

Genel bir makinanin mevcudiyeti verildigine gore,
herhangi bir isleme matrisi (veya sifreli isleme matrisi)
iki sekilde goziikebilir,

1. Isleme matrisi buna karsihk olan problemi coz-
mekte kullamilan 0zel bir Turing makinasmin lojik kismini
anlatir (bu baslangicta kabul ettigimiz goériis noktasidir).

2. Tablo, genel makina tarafindan, buna karsihk
gelen problemi ¢ézmede kullamlacak bir program anlat-
maktadir.

Sonug olarak sunu kaydedelim ki modern elektronik
makinalar genel makina gibidir, bunda, verilen bir prob-
leme ait ilk verilere ilaveten, bunu c6zmege yariyan
programi da hatiraya koyariz. Elektronik makinalar da
hatiranin bir i¢ ve bir dis kisma béliinmesiyle karakterize
edilir, dis hatira, mesela manyetik bir bant veya kasnak
olabilir. Fakat bir Turing makinasimin dis hatirasi son-
suzdur, halbuki, tabii herhangi bir gercek makinanmin dig
hatirasi sonludur.

Ger¢ek makinalarla Turing makinasi arasindaki bu
esashi farktan, bittabi kacimlamaz. Aym Zamanda, her-
hangi gercek makinanin dis hatirasinin, makinanin kuru-
lusunu degistirmeden, mesela ilave bant iizerine bagla-
makla, keyfi olarak artirilabilmesini gerceklestirmek
onemlidir.
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41. CHURCH TEOREMI

Belirsiz algoritma kavramindan kesin Turing maki-
nasi kavramina gecip, simdi verilen bir problem siifinin
bir algoritma ile céziiliip coziilemiyecegi onemli sorusunu
kesinlestirelim. Simdi bu problemin su anlama geldigini
anliyoruz: Verilen problem smifim c¢ozmekte kullanilan
bir Turing makinasi meveut mudur? («Bir Turing maki-
nasi verilen bir problem simfim ¢bzer» ciimlesinin anlami
icin Boliim 8 e bakimz.)

Algoritma teorisinin «hayirs cevabim verdigi prob-
lemler vardir. Bunlardan bir ilki Amerikan matematikei
A. Church tarafindan 1936 da Kesfedildi (American
Jowrnal of Mathematics, Vol. 58 de, A. Church, <An
Unsolvable Problem of Elementary Number of Theory» ye
bakimz). Bu problem sonuc cikarabilme ile mesgul olur
(boliim 25 e bakimz).

CHURCH TEOREMI. Sonu¢ ¢ikarabilme problemi
agoritma yoluyla coziillemez.

Bu sadece, buna karsiik olan algoritmayir kurmakta
daha onceki biitiin tesebbiislerin basarisiziigim aciklamaz,
fakat bdyle tesebbiislerin haliyle bosa gitmis oldugunu
gosterir.

= e

!
i
I
|
i




116 Algoritma lIle Coziilemiyen Problemler

42. KENDI KENDINE HESAPLANABILME PROBLEMI

Algoritmalar teorisindeki imkansizhk ispatlari, mate-

matigin 6biir dallarindaki imkéansizlik ispatlarmmn (mesela.

bir acinin pergel ve cetvelle ii¢ esit parcaya boliiniisii
veya bir karenin kenari ile kosegeni icin ortak bir &lcek
bulunmasi) aynmi olan matematiksel sihhatle karakterize
edilir. Kendi kendine hesap edilebilme problemi igin boyle
bir ispatin ana hatlarim cizecegiz.

1. Makina bu goriiniise uygulanabilir; yani, bu
goriiniisten bashyarak, sonlu sayida adimdan sonra makina
bir dur emrine ulasir.

2. Makina bu goriiniise uygulanamaz; yani, ne kadar
uzun siire cahsirsa caligsin, asla dur emrine erismez.

Asagidaki genel problem ortaya cikar.

Uygulanabilme problemi. Herhangi bir makinanin
isleme matrisi ve ona ait bir goriiniis verildigine gore,
makinanin goriiniise uygulanabilip uygulanamadigim tayin
ediniz. Bu, algoritmalar kurulmasinda tipik bir problem-
dir, ¢linki bunu ¢bzmek istiyen bir kimse, herhangi bir
makina ve herhangi bir goriiniis icin, makinanin goriiniise
uygulanabilip uygulanamadig:1 sorusuna cevap veren genel
bir metot (bir algoritma veya makina) bulmak zorun-
dadir.

Simdi bir Turing makinasimn bandinda, makinanmn
alfabesi cinsinden yazili, makinamin kendi sifreli isleme
matrisi goziiktiiglinii farzedelim. Sayet makina bu gorii-
niise uygulanabilirse, buna kendi kendine wygulanabilir
deriz; aksi halde kendi kendine wygulanamaz diye adlan-
dirirz.

Kendi kendine hesaplanabilme problemi. Herhangi
bir sifreli isleme matrisi verildigine gére buna karsihk

R S o iiiy
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olan makinanin kendi kendine uygulanabilir olup olmadi-
g1 tayin ediniz.

TEOREM. Kendi kendine hesap edilebilme problemi
algoritmik olarak coziilemez. Besbelli ki bu teorem uygu-
lanabilirlik probleminin algoritmik olarak coziilemezligini
ifade etmektedir.

Ispat. Aksine olarak kendi kendine hesaplanabilme
problemini ¢ozen bir makinamn mevcut oldugunu farze-
delim. A, her kendi kendine hesaplanabilir isleme matrisi
(kendi kendine hesap edilebilirligi gosteren) bir ¢ sem-
boliine, her kendi kendine hesaplanamaz isleme matrisini
kendi kendine hesaplanamazh@ gosteren) farkh bir ¢
semboliine déniistiiriir. 4 dan asagida zikredilen ozelikleri
bulunan diger B makinasimi kurabiliriz. Evvelki gibi bu,

biitiin kendi kendine hesaplanamaz matrisleri < haline

doniigtiiriic ama bu, kendi kendine hesaplanabilir matris-
lere uygulanamaz. Boyle bir makina A nin isleme matri-
sini degistirmek suretiyle dyle kurulabilir ki & sembolii
goziikiinee, duracak yerde, makina silmeden daimi surette
¢ semboliinii tarar.

Boylece, B, kendi kendine hesaplanamaz biitiin mat-
rislere uygulanabilir ve Kkendi kendine hesaplanabilir
biitiin matrislere uygulanamaz. Fakat bu bizi bir celis-
meye gotiiriir:

1. B makinasinin kendi kendine hesaplanabilir oldu-
gunu farzedelim. O takdirde kendi sifreli B’ isleme matrisi-
ne uygulanabilir. Fakat B sadece kendi kendine hesaplana-
maz makinalarin sifreli isleme matrislerine uygulanabil-
diginden, bu B nin kendi kendine hesaplanamaz oldugu
anlamina gelir.

2. B nin kendi kendine hesaplanamaz oldugunu
farzedelim. O takdirde bu B’ ne uygulanamaz, ki bu B nin

ol
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kendi kendine hesaplanabilir olmasi gerektigi anlamina
gelir. Bu celisme teoremi ispat eder.

Yukarki teoreme dayanan Turing makinalar1 teori-
sinde ortaya cikan algoritmik c¢oziilemezlik halleri ile
cesitli diger genel problemler tesis edebilir.

43. ORTME PROBLEMLERI; CEVRILEBILME PROBLEMIi

Asagida soylediklerimizden ibaret ispat metoduna
genisce yer verildi. Bir {a:} problem sinifinin her a: prob-
lemine, bir {b:} smifinin bir f(a:) problemini eslik etti-
relim, Oyle ki f(a:) probleminin bir ¢6ziimiinden a: prob-
leminin bir ¢oziimii tiiretilebilsin. Bu halde {b:} problem
siifinin {a:} problem simifim orttiigiing soylemek tabiidir.
Bu sartlar altinda, sayet {b:} problem smifim c¢ézmege
yariyan bir algoritma mevcutsa, bunun {a:} problem
siifinl ¢ozmege yariyan bir algoritma haline cevrildigi
de asikardir. Bununla beraber sayet, algoritmik olarak
cozillemez {a:} problem smifi tesis edilmisse, bundan
{b:} simfimin ayni sekilde algoritmik olarak coziilemedigi
cikar. Béyle bir durum cogu defa, algoritmik coziilemezlik
kurulmasinda kullanilir. Ozel olarak, verilen bir B prob-
lemi icin bir « problemi bulunur soyle ki B, w yu érter
fakat w algoritmik olarak coziilemez. Bu metodu kulla-
narak bir coziilemezlik ispatina dair bir misil veriniz.

Cevrilebilirlilc problemi. Verilen M Turing makinas:
ve buna ait iki K., K, goriiniisii icin, sayet K,, M ye ait
ilk goriiniis olarak alindigina gore, K, islem sirasinda hic,
ya son goriiniis veya bir ara goriinilis olarak ortaya cikar
mi?

M Turing makinasindan asagidaki 6zeligi bulunan
yeni bir M* Turing makinasi kurabiliriz.
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K, M ye ait herhangi bir goriiniis olsun.

1. Sayet M, K ye uygulanamazsa, o takdirde M*,
K ye uygulanamaz.

2. Sayet M, K ye uygulanabilirse, o takdirde M* de
K ye uygulanabilir, ve son goriiniis, taranmis hiicrede
© dan ibarettir ve t nun M ye ait dig alfabede herhangi
bir sembol oldugu biitiin 6teki hiicrelerde bos kalir.

Herhangi bir M makinas: icin, M ye ait uygulanabi-
lirlik problemi P. ve M* ye ait cevrilebilirlik problemi
f(Px) olsun. Sayet f(Pu.) coziilebilirse, bu halde, her K
goruniisii icin, M* nin bunu K* ye doniistiiriip doniistiir-
medigini tayin eden bir makina mevcuttur; fakat M ancak
ve ancak K ya uygulanabilirse M*, K yi K* ye doniistiiriir
(M* nin kurulusuna bakimz), bu, f(P«) yi cozen maki-
nanin Pu yi de cbzecegi anlamina gelir. Boylece, cevrile-
bilirlik problemi, {f(Pv)} yi ihtiva ettiginden uygulana-
bilirlik problemi { P.} yi érter. Bundan ve uygulanabilirlik
probleminin algoritmik olarak coziilemezliginden, cevrile-
bilirlik probleminin de algoritmik olarak coziilemezligi
cikar,

Ayrica, sayet K, son goriiniislere miinhasir kalirsa
cevrilebilirlik problemi coziilemez kalir.

44. TARIHI ACIKLAMALAR

Algoritmik coziilemezlik ilkin matematiksel lojikteki
problemler (sonug¢ gikarabilme problemi) ve algoritmalar
teorisindeki problemler (meseld, kendi kendine hesap
edilebilme problemi) icin tesis edilmisti. Daha sonra ise,
matematigin bircok baska dallarindaki benzer fakat daha
az genel problemlere yéneltildi. Bunlarin en onemlileri,
kelime probleminin degisik cesitlerine getirilen cebirsel
problemler dizisidir.

== e
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Asosyatif hesaplar ic¢in Kkelime problemi ilkin 1914
gibi erken bir tarihte Norvec matematikcisi Thue tara-
findan formiillestirildi; o, 6zel tipten bazi asosyatif hesap-
lardaki algoritmalar: verdi. O vakitten beri herhangi bir
cift icin kullanilabilen genel bir algoritma kurmakta bir
cok cabalar harcanmistir. 1946 ve 1947 de Sovyet mate-
matikcisi A. A. Markov ve Amerikan matematikcisi Emil
Post birbirlerinden bagimsiz olarak, kelime probleminin
algoritmik olarak coziilmedigi asosyatif hesap misalleri
kurmuslardir. Boylece evleviyetle keyfi hesaplarda kelime
denkligini tayin edecek bir algoritma yoktur. O vakit
A. A. Markov ve dgrencilerinin bu sonucu lizerine genis
. asosyatif hesaplar smfi icin algoritmalar bulunmasinin
imkansizhgl kurulmus oldu.

Bundan sonraki bdéliimde herhangi keyfi asosyatif
hesapta kelime denkliginin tayinine ait bir algoritma
mevecut olmadigina iliskin teoremin ispatlarindan birini
verecegiz.

1955 te P.S. Novikov gurup teorisindeki ozdeslik
probleminin algoritmik coziilemezligini ispat etmekle
matematik diinyasinda biiytk bir canliik yaratmistir. Bu
problem, 6zel bir hesaplar simifina, yani, icinde alfabenin
her a harfi i¢in yine alfabenin (muhtemelen a ya esit)
bir ¢ harfinin

ao— A

uygun siibstitiisyonlar listesinde goziikmek iizere meveut
oldugu sinifa ait kelime denkligi probleminin yerini tutar.
Boliim 14 te oldugu gibi, bir harfi elemanter bir doniistim,
bir kelimeyi de, kelimedeki harflere karsilik gelen eleman-
ter doniisiimlerin ¢carpimi olarak yorumlarsak, bu halin
anlami aydinlanmis olur. Bu halde, bos harf 6zdeslik
doniisimiine  (biitiin elemanlar1  bulunduklar1 yerde .
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birakan déniisme) karsilik gelir. O takdirde aa — A uygun
stibstitiisyonunun mevcudiyeti, her @ elemanter doniisiimii
icin bir « elemanter donustimiiniin meveut oldugunu oéyle
ki o dan sonra a mn uygulamsinin ézdeslik doniisiimii
oldugunu ifade etmektedir. Daha ileriye gitmeden, donii-
sim guruplar adi verilen biyle bir doniisim climlesinin
incelenisinin biiyiik pratik ve teorik faydasi oldugunu,
gurup kavraminin, modern matematigin en o6nemli bir
kavrami bulundugunu kaydedecegiz.

Markov ve Post'un en 6nemli sonuclarimin, guruplar
teorisindeki Ozdeslik problemi hakkinda agiklanacak hic
bir sonuca heniiz elvermedigini yukarda sOylenenlerden
anlamak yerinde olur. Bunun sebebi, Post ve Markov
tarafindan kurulan hesaplarin yukarda verilen gurup
aksiyomunu gerceklememis olusudur. Bundan &tiirii, bu
problem i¢in bir algoritma kurulmasi icin hala {imit bes-
lenmekteydi, ve bu husustaki cabalar, Novikov'un sonug-
larim yayinlamasina kadar devam etti. Novikov, gurup
aksiyomunu gercekliyen bir hesap misali verdi ki bunun
i¢in hi¢ bir algoritma mevecut degildi. Bu yiizden, biitiin
guruplar icin genel bir aksiyom, insana imkénsiz gibi
gelmektedir,

Markov ve Post tarafindan kurulan misédller pek
karisik idi ve uygun siibstitiisyonlardan yiizlercesini ihtiva
etmekteydi. Daha basit misil bulma meselesi bir cok
uluslar tarafindan yeni yeni coziilmiistiir. Mesela, G.S.
Tsentin, sadece yedi uygun siibstitiisyon ihtiva eden ve
buna ait kelime probleminin algoritma ile ¢oziilemedigi,
bolim 12 deki misalin hesabim kurdu.

Algoritma ile ¢oziillemez problemlerin kesfi, bir algo-
ritma kurmaga calsan bir matematikginin, algoritmanin
asla mevcut olmadigi imkamm da diisiinmesi gerekli
bulundugu bir durumun ortaya cikmasina sebep olur. Su
halde, istenen algoritma kurmaga harcanan cabalara

——— e

-



122 Algoritma Ile Coziilemlyen Problemler

paralel olarak, bu algoritmanin mevcut olmayisini ispat
etmekte de caba harcanmalidir. Béylece bdyle bir proble-
min c¢oziilmesi ya

1) algoritmanin bulunusu
veya

2) bunun mevcut olmayisinin ispati folabilir.

Boliim 3 te Diophant denklemleri iizerine Hilbert
problemini anlattik. Yarim asir boyunca bu problem icin
bir algoritma kurmaga bos yere caba harcanmistir. Daha
veni yeni cabalar zit yoénde, yani bdyle bir algoritmanin
mevcut olmadigini ispata harcanmaktadir. Bununla bera-
ber heniiz kesin sonu¢ mevcut degildir ve bu zamana
kadar elde edilmis bulunan kismi sonuglar, Hilbert prob-
leminin algoritmik olarak coziilemiyecegi zannim vermek-
tedir.




13. GENEL KELIME PROBLEMINE
AIT BIR ALGORITMANIN
MEVCUT OLMAYISI

Bu bélimde, herhangi bir keyfi hesapta kelime
denkligi tayinine ait bir algoritmann meveut olmadig
ispatlanmigtyr. Bu ispat iki kisimda yapimistir.

Birinci kisimda P — @ direkt siibstitiisyonlu n asos-
vatif hesaplar1 gozéniine alinmistir (boliim 11 e bakimz).
Simetrisiz denilebilen bdyle hesaplar icin, cevrilebilirlik
problemini gozoniine alahm. Oklar, bir onceki kelimenin
dogru siibstitiisyonlardan birinin uygulamsiyla bir sonra-
kine déniisebildigini gostermek iizere, sayet bir

R—R —R,—...—> R —8

gecilebilme zineiri mevcutsa, bir R kelimesi bir S kelime-
sine cevrilebilir denilir. Herhangi bir simetrisiz hesapta
kelime cevrilebilirligini tayin icin hig bir algoritma mevcut
olmadig1 tesis edilmistir. = hesabindan, her bir P— @
direkt siibstitiisyonu yerine P — @ endirekt siibstitiisyonu
yerlestirmekle elde edilen bir =’ hesabi tiiretebiliriz.
Asikar ki, bir R kelimesi bir = hesabinda bir S keli-
mesine cevrilebilir ise o takdirde bu kelimeler =’ de bir-
birine denktir. Denklik tesisinde herhangi bir direkt
P — Q uygun siibstitiisyonun @ — P tersi de uygulana-
bildiginden bu iddianin karsiti genel olarak dogru degildir.
Demek ki simetrisiz hesaplar icin elde edilen sonug,
kendiliginden denklik problemine tesmil edilemez. Ikinci

e
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kisimda bu zorluk asilmis ve denklik problemine ait cozii-
lememe teoremi ispat edilmis olur.

45. CEVRILEBILIRLIGIN TAYININE AIT BIR
ALGORITMANIN MEVCUT OLMAYISI

TEOREM 1. Her R ile 8 kelime ¢ifti igin, R nin
S ye c¢evrilip ¢evrilemedigini tayin eden bir algoritma
yoktur, &

Teorem 1 in ispati simetrisiz hesaplar icin cevrilebi-
lirlik problemini, Turing makinalar icin cevrlebilirlik
problemine indirerek yapilir. Mademki ikincisi algoritma
ile ¢oziillemez o halde birincisi de c¢oziillemezdir.

Bir Turing makinasimin herhangi bir goriiniistinii
gozoniine alabm. Bu goriintsin asagidaki hiicrelerini
aktif diye adlandiracagiz:

a) taranmis hiicre;

b) bos sembolden baska bir sembol ihtiva eden
hiicreler;

¢) a veya b tipinden hiicreler arasinda bulunan
hiicreler.

Biitlin aktif hiicreler climlesi bant {izerinde bunun
aktif kismi denilen siirekli bir kiime teskil eder. Sek. 26
da aktif kisimlari igaretlenmis bulunan bazi gériiniisler
gosterilmistir. Sek. 26 a daki taranmis hiicre, bandin aktif
kisminin bir i¢ hiicresidir; yani aktif kismin ne en sagdaki
ne de en soldaki hiicresidir. Sek. 26 b; 26 ¢ ve 26 d deki
sirayla sol, sag ve birlik diye adlandiracagimiz gibi gorii-
niislere z1t olan bir goriiniise bir i¢ gériiniis denir.

Bir makinanin dig alfabesi \

81, 82, Sy 8m
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ve i¢ alfabesi de
Gi; Qay 25 @

olsun. Bandin aktif kismimn sinclarim gostermek lizere
bir de (yukardaki alfabelerin hi¢ birine katilmiyan) h
harfi ithal edelim. O takdirde her goriiniis, R, boliim

— ettt FELE S
(T Tal TAI«D}  {T1[ Tal [BTaf}
4o o

(a) (b)
r A ~ P
(T TaT TBTel 3 T T Jal [ T 1}
%0 o
() (d)
Sekil: 26

38 de kurulmus bulunan kelime olmak iizere, bir hRh
kelimesi seklinde gosterilebilir. Bu kelimelere G-kelimeleri
(goriinlis kelimeleri) diyecegiz. Mesela, Sek. 26 daki
goriiniislerden

hIAaAQnBah; h!q;; ﬂABﬂ.h;
h|AaABaAqh; haq.h

kelimelerini elde ederiz.

M makinasina asagidaki sekilde tarif edilen bir =«
hesab: eslik ettirelim.

1. =« alfabesi, » harfiyle M nin' alfabesinin biitiin
harflerinden ibarettir, Sunu kaydedelim ki her G-kelimesi
7w hesabindaki bir kelime oldugu halde, nw« deki her
kelime bir G-kelimesi degildir. Mesela, g, harfi hs,q,s,q,h
kelimesinde iki defa géziikmekte oldugu halde bunun bir
G-kelimesinde goziikmesi imkansiz olur.

— —--'-----...."
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2. qw deki (dogru) siibstitiisyonlar oyle bir tarzda
kurulmustur ki, makinadaki ihtarlarin yerine getirilme-
sine karsilik olan G-kelimelerindeki doniisiimlerin uygun-
lugunu saglar., Bandi1 harekete getirmiyen

sq — §'Sq’ (1)
seklinde bir ihtar goOzoniine alalim. Boyle bir ihtarin
yerine getirilmesinden sonra yine Oncekinin aym hiicre-
lerin aktif oldugunu gérmek kolaydir. lhtarin yerine
getirilmesinden Once ve sonra G-kelimesini karsilastirarak
sq harf ciftinin yerine sadece §’q’ harf ciftinin geldigini
gorurtz. Boylece, Turing makinasindaki (1) ihtarina nw
hesabindaki

s8q — s8¢

dogru suibstitiisyonunu eslik ettirmis oluyoruz.

Sayet bir ihtar bandi harekete getirirse, o takdirde
bandin aktif kismi, goriiniig tiplerine (i¢, sol v.s.) ve
kayma yoniine (sol, sag) bagh olarak degisebilir. Boylece,
ihtara karsilik gelen tek bir siibstitlisyon degil ( (1) ihtan
halindeki gibi) daha ziyade bir cok siibstitiisyondan ibaret
bir ciimle elde ederiz.

MISAL. Toplamaya ait isleme matrisinden c¢ikan

ihtar1 Sek. 27 de gosterilen doniisiim gériiniislerini ortaya
cikartir,

Sek. 27 a da, bandin aym kismi aktif kalr, Sek. 27 b ve
27 ¢ de, aktif kisim sirayla énce darahr sonra genisler.

Sek. 27d de, aktif kisim kayar fakat aym biiyiikliikte
kalir. ¥
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gecisini eglik ettiriyoruz ki bandin aktif kismimin genis-
ledigini ifade eder (bakimz Sek. 29).

{ Jo]s [}
| q\
I \
| \
| \
hi h

\

{ To[sT [
ql’
Sekil: 29

4. Birlik goriniis. G-kelimesi hsgh seklindedir: ona

8 4+ A ise hsgh —> h8’ Aq'h
=N\ ise hsgh — hAQh

siibstitlisyonunu eslik ettirelim. Son stibstitiisyon bandin
aktif kisminin kaydigini belli etmektedir (bakimz Sek. 30).

Sekil: 30

Bu (2) seklindeki makina ihtarlarindan ortaya cikan

7w deki biitiin dogru siibstitiisyonlarin sayilmasi sonug-
landirir,

MISAL. Toplamaya ait £ Turing makinasi icin (bolium
31 e bakimiz), buna karsilik olan =, hesabim kurunuz.

AU
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Simdi verilen bir M makinasindan kurulan nx hesa-
binin asagidaki 6zeliklerini kaydedelim:

Iddia 1. M wmakinasina ait her G-kelimesi nv deki
bir kelimedir. }

Iddia 2. Sayet A bir U goriiniisiine karsiiitk gelen
G-kelimesi ise, o takdirde n« de en fazla bir siibstitiisyon
buna wygulanabilir. Bu siibstitiisyon Ay, makinamn
A ya doniistirdiigic B goriiniisine karsihk gelen B
G-kelimesine dondigtiiriir. !

Iddia 3. Sayet A, M makinasma ait bir son gorvini-
sii ise, o takdirde, hig bir siibstitiisyon A ya uygulanamaz.

Bu iddialardan, dogrudan dogruya bir 2 goriintisiiniin
M makinasinda bir @B goériiniisiine cevrilebilir olup olma-
dig1 sorusunun, n« hesabinda A G-kelimesinin §Ggelime—
sine cevrilebilip cevrilemedigi sorusuna denk oldugu
cikar. Baska tirlii deyisle, simetrisiz hesaplara ait cevri-
lebilirlik problemi Turing makinalarina ait cevrilebilirlik
problemini orter. Bu, Teorem 1 i ispatlar.

% sadece M makinasina ait son goruniisleri gosterdi-
gine gore, asagidaki teoremi elde ederiz.

TEOREM 2. Simetrisiz kayfi bir hesap ve ikincisi
irca edilmis olan keyfi bir A ve B ¢ifti igin, ﬁ nmn 5? ye
cevrilip cevrilemedigini tayine yaryan bir algoritma
meveut degildir,

46. KELIME DENKLIGI PROBLEMININ
COZULEMEZLIGE

R ile 8, v hesabinda iki G-kelimesi olsun. Sayet R,
dogru siibstitlisyonlarla S ye cevrilebilirse, o takdirde R,

[
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n« de evieviyetle S ye denktir. Eger direkt (dogru)
siibstitiisyonlar yerine buna karsilik olan endirekt siibsti-
tisyonlar konsa acaba daha ileri bir denklik ortaya cikar
mi1? Bu sorunun cevab1 asagidaki yardimcr teoremde
verilmistir.

YARDIMCI TEOREM. Eger S bir son G-kelimesi ve
R, n« de (endirekt substitiisyondart kabul ederek) S ye
denk ise, o takdirde R, sadece m« nin direkt siibstitiisyon-
larv kullanmakla S ye gevrilebilir.

Asosyatif hesaplarda kelime denkligi probleminin
algoritmik olarak coziilemezligi dogrudan dogruya bu
yardimer teoremden cikar. Zira, sayet kelimelerin denk
olup olmadigimi tayine yariyan bir algoritma mevecut
olsa idi, simetrisiz hesaplardaki cevrilebilirlik problemini
‘gozerdi. Fakat Teorem 2 ye gore, biyle bir algoritma
yoktur.

Yardimer teoremin ispati. Eger R ~ 8 ise, o takdir-
de R den S ye giden bir gecilebilme zinciri meveuttur:
R=R1_'R3_Rx_"'—Rk_l'_Rk=8- (3)
R, ile Ri 4+, bu zincirde iki komsu kelime olsun. Eger R,
den R;“e gegls P—)Q $Ekliﬂd8ki direkt bir stibstitiis-
yonun uygulanisiyla yapilmissa, R — Qi ., yazariz; eger
verilen direkt siibstitiisyonlardan birinin tersini uygula-
makla yapimissa (sayfa 123 e bakiniz), R, « R, ., yaza-
riz. Simdi (3) zincirindeki ii¢ ardishk kelimenin asagidaki
imkanlarin1 gézoniine alalim:

R “R;—’R;n: (4)

1

RF:I - Rj -« R,ﬂ < (5)
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2 idiasindan 6tiirii, R, kelimesine sadece bir siibstitiis-
yon uygulanabildiginden, R, , ile R/+; kelimeleri (4)
halinde cakismalidir. Demek ki, bdyle bir kelime iiclisii
bir gecilebilme zincirinden, basitce elemanlarindan ikisini
(mesela R,_, ile R, yi) silip cikarmakla yokedilebilir.
(5) halinde, bununla beraber, B,_; ve R;1 birbirinden
farkl1 olabilir, Turing makinas1 bakimmdan bu, makina-
nin goriiniisiiniin  6nceki goriiniisiit  tek sekilde tayin
etmedigi anlamina gelmektedir.

Simdi (3) zincirine donelim. Mademki R: bir son
goriintistiir, yalmz R: _; — R: elde ederiz (iddia 3 e
bakimz). Eger biitiin oklar saga dogru yonelmisse,
yardimel teorem ispat edilmis olur. Sola dogru yénelen
oklarin bulundugunu farzedelim, meseld bu, sonuncusu
vani R; den R,_, e olam bulunsun. O takdirde bize R den
S ye giden daha kisa bir gecilebilme zinciri veren, kendi-
sinden iki kelime silinebilen bir

R, , «R >R,
liclisii mevcuttur. Bu yoketme islemine devam ederek,
sonunda herhangi daha kisas1 yapilamiyan bir zineire
ulasiriz; o takdirde bu sadece saga yonelen oklar ihtiva
etmege zorunludur. Bdylece, uygun direkt siibstitiisyon-
larla R, S ye cevrilebilir.

[o—



SONUGLAYICI AGIKLAMALAR

Netice itibariyle bir kac genel gozlem yapalim.

1. 1lk 6nce, baz1 sinif problemlerin algoritmik olarak
cozillemezligine iliskin teoremler bir umutsuzluga sebep
olmamalidir. Boylece bir teorem sadece, biitiin problem
simfima elealmada giiclii bir algoritma meveut olmadigini
ispat eder. Bu demek degildir ki simfin ihtiva ettigi 6zel
problemler arasinda algoritmik olarak coziilebilen hi¢ biri
mevcut degildir. Mesela, boliim 42 de ispatlanmis teorem,
ozel bir makina icin prensip itibariyle, kendisinin hesap
edilebilir olup olmadigini tesis etmenin imkéansiz oldugu
anlamina alinmamalidir. Bu sadece, problem sinifinin cok
genis oldugu; smifin biitiin problemlerini ¢ozen tek bir
algoritmanin mevcut olmadigi anlamina gelmektedir.
Boyle durumlarda, verilen tipten problemlerin daha genel
alt siifin1 ¢ézmege yariyan daha daha genel algoritmalar
kurmaga cahsiimalidir.

2. Ikinci olarak, algoritmik coziilemezlik teoremleri,
matematigin algoritmalar kurulmasina irca edilmedigini
gosterir. Dar matematik alanlarina nispet edilse bile
(mesela, sonlu genelestirilmis guruplar teorisi), herhangi
bir neviden otomaton (sonlu sayida halleri ve sonlu hatirasi
bulunan Turing makinasi) ile ¢ozillemiyen genis problem-
ler vardir. Bundan, tamamiyle ilmin yaratici calismasi
sayesinde, makinalar hakkindaki ifadelerin sa¢cmalig
anlagilir.

3. Aym zamanda sunu bilmek gerektir ki algoritma-
larin uygulama alam1 pek genistir ve matematikteki

A
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hesaplama islemiyle kisitlanmamistir. Alisilageldigi gibi
zor ve karisik gibi diistintilen bir ¢ok islemler icin aslinda
oldukea basit olan algoritmalar kurma miimkiindiir; bu
islemlerin yapilmasiyla ilgili pratik giicliikler, algoritma-
larin cogu defa icra edilecek muazzam sayida islem (her
bir islemin kendisi basit olsa bile) gerektirmesi keyfiye-
tinden ortaya cikmaktadir. Bu diisiince, 6zel olarak gali-
biyetin, cogu defa en uygun hareketi tayin etmede genis
sayida imkanlar gozetmekteki kabiliyete bagh oldugu
oyunlara (ozellikle satranca) uygulanir.

Yiiksek hiz hesaplama makinalarinin imaliyle birlikte
pratik algoritmalarin sayisi onemli derecede genislemistir.

4. Nihayet, her gercek makinanin ancak yaklasik
bir Turing makinas1 modeli olarak gozoniine alinabildigini
bir kere daha zikredelim. Yani, her gercek makina sinirlt
bir dig hatirayr haizdir, halbuki Turing makinasi sonsuz
bir bandi haizdir. Tabii, fizik bakimindan, sonsuz bir
hatira kurmak imkansizdir, fakat, daha 6nce ortaya
getirilen oOlcekle mukayese edildiginde makina boyutlarin-
daki 6nemli bir artma, sadece makbul bir sey degil ayni
zamanda pek muhtemeldir. Boylece, dis hatiramin boyut-
larm artirma ve hesaplama hizim artirma, hesap otomat-
larimin gelismesinde cok daha biiyiik ilerlemeler getire-
cektir.
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