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BU KITAP HAKKINDA 

Bu kii~iik kitapta bir ka~ miihim konum teoremi verilmekte 
ve bu teoremler uygulanarak §ekillere ait ozeliklerin incelen­
mesi ile bir tak1m pratik problemlerin ~ozilmleri yaptlmaktadtr. 
Bunlar yap1llrken, kitabm yazarlari, geometrinin bazl temel 
kaidelerini - uzayda merkezsel izdil§fun ve ideal elemanlarl -
okuyucuya tamtmaktadtrlar. Dilzlem geometri ve uzay geo­
metriye ait yalmz en basit bilgilerin onceden ogrenilmi§ 
oldugu kabul edilmektedir. 

Bolilm 2 ve 3, en milhim iki konum teoremine (Pappus -
Pascal ve Desargues Teoremlerine) aynlm1§ ve daha sonraki 
bOlilmlerde bu teoremler iizerine uygulamalar yapllml§tlr. 
Bolilm 6, konum teoremlerinin cebirsel tefsiri ve bizi bu teorem­
lere gotilren genel metod hakkmda kisa bir fikir verir. 

Bu konu ilzerinde daha geni§ bilgi edirunek istiyenler, 
kitabm sonunda verilen bibliyografya'dan faydalanabillrler. 

m 



BU YAYTh'LAR HAKKINDA 

Matematigin kendi degeri yamnda, fizik, kimya ve dola­
yisiyle miihendislik, askerlik gibi pratik sahalara ve bilhassa 
son zamanlarda biyoloji, ekonomi ve hatta sosyal bilimlere 
yard1m1 h1zla arttlgmdan, bu bilim her millet icin hayati bir 
onem kazanml§tlr. 

Oteyandan, matematik de bu bilimlerin problemlerini 
cozebilmek icin gerek metod, gerekse fildr bakmundan 
geli§mek zorundadrr. 

Bundan dolayi bir !;Ok memleketlerde bu sahaya daha 
fazla sayida istidatlan ~ek ve bunlan erkenden ke§!etmek, 
en nihayet bunlarm egitimi i~in her tiirlil fedakirhga katlan­
mak en onemli bir milli egttim siyaseti olm~tur. 

Yeni istidatlar1 erkenden k~fetmek i!;in dii§ilniilen ted­
birlerin ba§mda, matematik kiiltiirilnii geni§ kitlelere yaymak 
gelir. 

tkinci Diinya Harbinden sonra bi~k memleketlerde, 
gen~lerin tecessiislerini tahrik etmek ve bunlann matematik 
bilimlerine kar§1 ilgilerini arttmnak i!;in yeni bir tip mate­
ma tik literatiirii meydana gelmi§tir. Bu ~it literatiirde 
aranllan ozellikler losaca §Unlar olmabd1r: a) Problem vaz'1 
sun'i olmamah, b) Bunlan anlamak ii;in fazla on bilgiye 
ihtiya~ bulunmamab, c) Okuyucuyu aktif i§birligtne ve bir 
§eyler ke§fetmege sevketmelf. 

:l§te Tiirk Matematik Dernegt bu cereyam memleketlrnize 
de getirmek maksadiyle bu yaymlara ba§lami§ bulunmaktad1r. 
Bu yayinlar, resmi miifredata bagh ders veya yardunet 

kitaplar olmayip, konulan yukariki prensiplere uygun olarak 

v 



s~ilmi§ eserlerctir. Bunlann anla§tlmas1 i~in lise mate­
matiginin bir ktsm1 ile okuyucunun sagduyusu ve iyi niyeti 
kilidir. 

Tamamen hizmet olan bu te§ebbiisUmiiziin mall kaynalt, 
Milli Egitim Bakanhg1rmzm ve Ford Foundation'nun ba~­
landir. 

Tilrk Matematik Dernergi 

VI 
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G i RI$ 

1. Bir Konum T eoremi Nedir? 

Bir konum 1 teoremi; sonlu say1da noktalar, dogrular2 
ve bunlar arasmda ortaya ~1kan bagmtilarla ilgili bir 
teoremdir. Bir konum teoremi, ~k def a, bir talom nok­
talarm bir dogru Uzerinde bulunmalan veya bir takml 
dogrularm bir noktadan g~elerinden ottiri.i, diger baz1 
noktalarm bir dogru Uzerinde olmalar1 gerektigi veya 
diger baz1 dogru!arm bir noktadan g~tiklerini ifade eder. 

Konum teoremlerine ait baz1 basit omekler: 

1. A, B ve C noktal.art bir dogru Uzerinde A, B ve 
D noktalari da bir dogru uzerinde olmak ilzere A, B, C 
ve D gibi far1dl.i dOrt nokta altnmt.§ o'L<la; B, C ve D nok­
tal.an bir do{jru Uzerinde olurlar ($ek. 1). 

A B C D 

Seki!: 1 

2. a, b ve c dogrulan bir noktadan a, b ve d dogru.­
lari da bir noktadan ge~k ilzere a, b, c ve d gibi farkls 
dart do{jru alinm~ olsa; b, c ve d do{jrulari bir noktad4n 
g~ler ($ek. 2). 

1 Konum. konflgUrasyon ka~1hjh almm11trr (Cevlrenln notu). 
Konfltrilrasyon CLAtlnce, confill'Uratlo), blrblrlyle Uirtll elemanlardan 
meydana irelen blr eekll demektlr. 

2 Bu kltapta, blr cdotru• d\ylnce, daJma her lkl tarattan aonauz 
olarak uzatdm1t blr dotru anl&.11lacakt1r. 

-1-
/. 1. 
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2 Konum Teoremlerl 

Geometri derslerinde incelenen teoremler ara.smda, 
bir ti<;genin ozel noktalan1 ile ilgili olanlar, konum teorem­
lerine en cok benziyen teoremlerdir. 

Baz1 konum teoremleri eskiden de bilinirlerdi. Bu 
teoremler, daha yakm zamanlarda geometrinin en ilgi 
{;ekici kollarmdan birinin - Projektif Geometri'nin -
temeli oldular. 

Keza, projektif geometri de, tasan geometri'nin 
- yani; Uc boyutlu $ekillerin, diizlemler tizerinde gosteril­
meleriyle ilgili cah~malarm - temelini t~kil eder. 

$ek11: 2 

Bu kitabm son k1snunda klsmen ac1kland1g1 gibi; 
cebir ile m~gul olanlar, son on ytl icinde konum teorem­
leri ile ilgilendiler. 

Konum teoremleri, c;okgenlere ait ozeliklerin incelcn­
mesi ve bu ozeliklerle ilgili problemlerin cC>zillmesinde 
b~nyla uygulanabilir. Bu teoremler, ozellikle, muhtelif 
Slllll'layic1 ~an haiz {;izim problemlerinin c()zillmesinde 
faydal1 olur: Yalruz cetvel kullanarak yap1lan !;izimler, 

1 Bir Ucgenln kenar ortaylarmm keslm noktasr, yUksekliklerlnln 
keslm noktas1, Uceentn lclne ve d1ema ctzllen dalrelerln merkez­
lerl; Ucgene alt bazi !izel noktalardrr. 



Girl$ 3 

dUzlernin srmrlanm1;; bir .klsm1 iginde yaptlan gizim1er, 
yamna varllam1yan noktalari bulunan gizimler, v.s ... de 
oldugu gibi. 

2. Bir Konum Teoremi Ornegi. 

Bir ABC Uggeni giziniz ve bu ti!;genin iginde bir 0 
noktas1 alnuz. 0 yu ko;;elere birle~tiren dogrulari, kar~1 
kenarlar1 P, Q ve R noktalarmda kesinciye kadar uzatm1z 
($ek. 3). AB ve PQ dogrularmm kesim noktas1ru, U ile; 

$e.kU: 3 

AC ve PR dogrulanmn kesim noktasrm, V ile; BC ve 
QR dogruJ.armm kesim noktasrm da, W ile gosteriniz. 
Cizim itinayla yap1hr ve btiti.in noktalar, ~ekil dtizleminin 
s1mrlar1 i~inde kahrlarsa; bu U, V ve W noktalar1 bir 
dogru tizerinde olmak tizere ortaya g1kacaklardlr. Eger 
ba~ka bir ti~en ve b~ka bir 0 noktas1 s~ilirse, sonu~ yine 
de degi~miyecektir. 



4 Konum Teoremlerl 

BCllQR alm1rsa, o zaman UVllQR olacakb.r. BCl lQR 
ve ACI IPR ise, daha ileride gosterilecegi gibi, ABllPQ 
olmas1 gerekir. 

Bu i~lerin tesadlifen ooyle olduklarma inanmak ko!ay 
degildir. GOrtinU~ gore, bw'ada bir dilzene uygunluk var­
d1r ve bir teorem dogru olmalld1r. Teoremirt sonucu ise 
«U, V ve W noktalarmm hep bir dogru Uzerinde bulunma­
larn dlr. Bu teorem, yukar1da da soylendigi gibi, daha 
onceki geometri derslcrinde rastlanan ve bir il!;genin ozel 
noktalariyle ilgili olan teoremlerle kar~1la~tmlabilir. Fakat, 
ele ald1grn11z teoremde, ti!;genin ozel noktalarma ait teo­
remlerden farkl1 olarak, kenar ve acllarm btiytikltikleri 
icin bir ~ ileri silrillmemi~tir. Hem teoremin ~larmda 
hem de sonucunda, nokta ve dogrular1n birbirine nazaran 
durumlarmdan bahsedilir. BOyle bir teoreme, konumla 
ilgili (konfigiira8'gonel) bir teorem denir. 

Yukar1da bahscdilen konum teoremi ~yle ifade 
edilebilir. 

PQR ii{;geninin, sirasiyle, P, Q ve R kO§e"leri, ABC 
~g.cninin, sirasiyle, A_. B ve C k&jelerine kar~ kenarwn 
tizerinde ise"ler; aynca AP, BQ ve CR dognilan bir nckta­
dan geqiyorlar ve ayni zamanda AB ile PQ, AC ile PR ve 
BC ile QR doi}rulari sirasiyle U, V ve W noktalannda 
kesi.¢.yorlarsa; 0 hal,de u~ v ve w nokt<ilan bir dogru 
tizerinde bulunurlar. 

Konum teoremlerini ispat edebilmek icin; merkezsel 
izd~ilm alma ~ini ve «ideal> veya «sonsuzdaki> nokta ve 
dogrular kavrarrum bilmemiz gerekir. 



I. MERKEZSEL IZDO~OM VE IDEAL ELEMANLAR 

3. Diizlemde Merkezsel lzdiitiim Ve Ideal Elemanlar. 

Bir l dogrusu ve bu dogru Uzerinde bulurumyan bir B 
noktas1 verilmi$ olsun (~ek. 4). Oyle bir A noktas1 alahm 
ki, SA dogrusu l dogruiSuna paralel olmasm. 0 halde SA 
dogrusu, l dogrusunu bir A' noktasmda keser. A' noktas1-
na, A noktasmm l tizerindeki izdii§Um'ti diyecegiz. S nok-

m 

A' B' 
l;iekil: 4 

tasmdan ge~n l dogrusuna paralel dogru m ile gosterilsin. 
m dogrusu Uzerinde olm1yan dtizlemin her B noktasmm 
bir B' izd~timtintin bulunacagi a~1ktlr. BOylece, S nokta­
sm1 kullanarak, dtizlemdeki noktalarm Z dogrusu tizerin­
de izdii$timlerini almz. BOyle bir izd~time merkezsel 
izd.;qiim ve S noktasma da izdii§Um merkezi denir. 

S noktasmdan g~miyen herhangi bir 1c dogrusu 
a11rsak; o zaman merkezsel izd~ilm, 1c dogrusunun nok­
talarm1 l dogrusu Uzerine resmeder (~k. 5). k dogrusu Z 

-15 -



6 Konum Teoremlerl 

dogrusuna paralel degilse, bu halde k dogrusu tizerindeki 
baz1 noktalarm izd~Umleri yoktur. SX II Z ise, X noktas1-
nm l tizerinde bir izd~UmU bulunamaz. SY'llk ise, l tize­
rindeki Y' nlin diger bir istisnai nokta olacag1 $ek. 5 den 

$ekll: 5 

kolayca gorillUr. Bu Y' noJ....-tas1, l dogrusu tizerinde olup k 
dogrusunun herhangi bir noktasmm izd~UmU olm1yan 
yegane noktad1r. BOyle istisnai noktalar1, oteki noktalar 
gibi, ayni tarzda kullanabilmek i~in; her dogrunun bilinen 
noktalar1 yamnda, bUtUn bu bilinen noktalara ilaveten, 
dogrunun bir ideal noktasmm da bulunacag1ru kabul 
edecegiz. Ayni zamanda, paralel dogrularm da ortak bir 
ideal noktaya sahip olduklar1m ~rt ko~cagiz 1 • 

Art1k ~imdi, $ek: 5 deki X noktasmm bir izdU~funti 
bulunacak ve bu izd~Um l dogrusunun ideal noktas1 
olacaktir. Keza, Y' noktas1, k dogrusuna ait ideal nokta­
nm da izd~Umlidlir. k ve l dogrularmm paralel olmas1 
halinde, bu dogrularm ortak ideal noktasmm, kendi izdU­
~UmU olacagma dikkati ~keriz. 

$imdi ~unu belirtelim: A noktasi soldan X noktasma 
yakl~rrsa ($ek. 6 da A run bu konumlar1 Ai, A2, A3 , v.s ... 
ile gosterilmi~Ierdir); o zaman, A noktasmm izd~Umti, l 

l DUzlemde oldutu glbl, uzaydakl paralel dotrularm ortak blr Ideal 

noktaya sahJp olduklarm1 kabul ederlz. 



1. Merkezsel tzdUsUm Ve tdeal Elemanlar 7 

dogrusu Uzerinde saga dogru otelere ve ~k otelere gider. 
Bu sebepten ideal noktaya, ayni zamanda sonsuzdaki nokta 
da denir. 

Bundan b~ka, X noktas1 sagdan A noktasma yakla­
~1rken (~ek. 6 da A nm bu konumlar1 Ai, A2, A3, v.s ... 
ile gosterilmi~lerdir) ; A noktasmm izdU~funU, i dogrusu 
Uzerinde sola dogru uzakla~1r. Her dogrunun sonsuzda 
yalmz bir noktas1 bulundugunu kabul ettigimize gore, 
dogruyu kapallym1~ gibi gozonline alabiliriz. 

&ekll: 6 

!deal noktasiyle beraber allnan bir dogruya bir 
projektif tk>gru denir. 

Bir dlizlemin blitlin dogrularmm ideal noktalarmm 
bir ideal projektif dogru Uzerinde bulunduklar1 fikrini 
kabul edelim. Bu ideal projektif dogruya sonsuzdalci tk>gru 
da denir. !deal noktalan ve ideal dogrusu ile beraber 
alman bir dlizleme projektif dil.z'lem diyecegiz • . 

• DUzlemln bUtUn Ideal noktalar1, Ideal dogrusu iizerlnde bulunurlar. O 



8 Konum Teoremlerl 

1 h t a r . Bir projektif dogru bir daireye «benzcn 
dir. Gercekten de, projektif dogrunun noktalariyle daire­
nin noktalan arasmda oyle bir tekabill kurulabilir ki, 
dogrunun farkh noktalarma dairenin farkh noktalan 
tekabUI eder. $ek. 7 de, 0 noktas1 kendisine ve S noktas1 
da dogrunun ideal noktasma tekabill ettirilirse; dogru ile 
daire arasmdaki tekabillun kurulu~ tal'Zl a<,;1k<;a gorill~r. 

s 

0 (" 
sekll: 1 

4. latianai H.allerin Ortadan Kaldmlmaa1. 

!deal noktalarm ithall, konum teoremlerindeki istis­
nai hallerin teoremlerin gen el if adeleri icine ahnabilme­
sini saglar. 2 nci kls1mda goz0nUne allnan teoremde; U, 
V ve W noktalarm1 belirten dogrulardan bazilar1 paralel 
iseler, yukanda bahsedilen istisnai haller ortaya c1kar. 
Bu ise, uygun olan istisnai noktanm bir ideal nokta 
olmas1 demektir. Bu halde, ~ imkanlar vard1r: 

(a) AB II PQ 

(b) AB~PQ 

(c) AB~PQ 

(d) AB II PQ 

ACllPR 

AC~PR 

ACllPR 

AC-U.PR 

BCllQR 

BCllQR 

BC~QR 

1 BC'flQR 

halde. cldeal dotruau lie beraber ahnan blr dUzleme proJekW 
dUzlem> demellylz. ldeal noktalan tekrar aynca almak aerekmez 
<Cevlrenln notu). 



1. Merkeuel tzdti6Um Ve ldi:al Elemanlar 

Daha once (2 nci k1s1mda) belirtildigi ve daha sonra 
Cll inci kls1m 1 inci halde) ispat edilecegi gibi; dogrular­
dan iki c;iftin paralel olmalari ile U~UncU c;iftin de paralel 
olmas1 gerektiginc gore, bir diger imkan ortaya 1;1kamaz. 

(a) halinde, Uc; noktanm hepsi de ideal noktalard1r 
ve dolay1siylc bu noktalar bir ideal dogru i.izerinde bulu­
nurlar. (b) halinde, 2 nci k1s1mda belirtildigi gibi, UVllQR 
dir ve W noktas1 bir ideal nokta olur. UVllQR olduguna 
gore; UV dogrusunun, W noktasmdan ge~egini, yani U, 
V ve W noktalarmm bir dogru Uzerinde bulunacaklarmr 
gorUri.iz. (c) ve (d) halleri (b) haline analogdur. 

5. Projektif Dogrularla llgili Temel Teoremler. 

T e o r e m 1. Farkli iki noktadan - ideal veya 
herhangi • (ordinary) iki noktadan - bir ve yalniz bir 
projektif dogru g~. 

t)~ imkan vard1r: (1) iki nokta, herhangi iki nokta 
olabilir; (2) iki nokta ideal iki nokta olabilir; (3) nokta­
Iardan biri ideal, digeri herhangi bir nokta 'olabilir. 

(1) inci hal ic;in, elemanter geometrinin aksiyomlar1-
na gore farkh iki noktadan bir ve yalmz bir dogru g~gini 
hat1rhyal1m. !deal dogrunun herhangi bir noktas1 bulun­
m1yacagma gore, boyle ideal bir dogru, verilen noktalarm 
hi~ birinden de gec;emez ve ooylece ( 1) inci haldeki teorem 
ispat edilmi~ olur. 

(2) nci halde, noktalar dilzlemin sonsuzdaki dogrusu 
Uzerinde bulunurlar. DUzlemin diger geri kalan dogruJa­
rmm her birinin yalmz bir ideal noktas1 olduguna gore; 
verilen noktalarm her ikisi birden, bu c;e~it dogrulardan 
herhangi biri tizerinde olamazlar. 

Bu kltapta; laeTlao11gf blr nokta deylml lie, Ideal olmryan blr nokta 
!fade edllmektedlr (Cevlrentn notu). 
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(3) tincli halde; A noktas1, berhangi bir nokta ve B 
noktas1 da, ideal bir nokta olsun. B noktas1, herhangi bir 
k dogrusu ile belirtilir (ve ~izimde de gosterilebilir). A dan 
ge~n ve k ya paralel olan dogruya l dogrusu dersek; 
projektif olan bu l dogrusu ve ancak bu dogru, A ve B 
noktalarmdan g~ebilir. Bilindigi gibi, ooyle bir l dogrusu 
vard1r ve bu l dogrusunun ancak bir tek olacag1, paralel 
dogrularla ilgili aksiyomlardan anl~1hr. 

Teo rem 2. Farkli iki projektif dogru, bir ve yal­
niz bir noktada (ideal veya herhangi) kesifir'ler. 

(!spat1 okumadan once, kendi kendinize ispat etmiye 
~lI~rmz.) 

Teorem 2 yi ispat etmek i~in, mlimklin iki hal bulun­
dugunu onceden hatlrlatahm: (1) iki dogru herhangi iki 
dogru olabilir; (2) dogrulardan biri herhangi ve digeri bir 
ideal dogru olabilir. Dlizlemin sonsuzda ancak bir dogrusu 
olacagi fikrini kabul ettigimize gore, iki ideal dogru almak 
mlimktin degildir. 

(l)inci halde; alman iki dogru paralel degilse, o 
zaman bu dogrular herhangi bir noktada kesi~irler. Veri­
len dogrular paralel iseler, o halde dogrulann ortak bir 
tek ideal noktas1 vard1r. 

6. Uzayda Merkezael lzdiitiim. 

Bir r. dlizlemi ve dlizlemin dl~mda bir S noktas1 veril­
mi~ olsun ($ek. 8). SA dogrusunun '7t dlizlemini deldigi A' 
noktasma, A noktasmm '7t dlizlemi Uzerindeki izdii§i.im'i.i 
diyelim. DUzlemde yapllan izdi.i~de oldugu gibi, S nok­
tasma yine izdW}'i.im merkezi deriz. '7t dlizleminin ideal 
noktalar1, S den g~n ve 1t dlizlemine paralel olan bir 't 
dlizleminin Uzerinde bulunan noktalarm izd~i.imleridir. r. 
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dtizlemine (yani noktalarm izdilijtimlerini ihtiva eden 
dtizleme) izdii§Um diizlemi diyecegiz. 

A' 
I 
I 

$ekll: 8 

T e o r e m 3. Bir dogru 'Uzerindeki noktalartn izdu­
?Umleri, yine bir dogru, il.zerinde bulunur"la.r. 

!spat i~in, bir a dogrusu Uzerinde A, B ve C gibi ti~ 
nokta verildigini farzedelim ($ek. 9). 0 halde SA, SB ve 

l:;ieKll: 9 

SC dogrwar1; S noktas1 ile a dogrusunun belirttigi ~ 
dilzlemi Uzerindedirler. 
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rr ve 7t di.izlemleri paralel degillerse; A', B' ve C' nok­
talar1, rr ve 7t di.izlemlerinin her ikisi i.izerinde yani u ve '1t 

di.izlemlerinin arakesit dogrusu i.izerinde bulunurlar. 

u ve 7t dlizlemlerinin paralel olmalar1 halinde (burada 
rr ve 7t di.izlemleri projektif diizlemler olarak al1myor) ,SA 
dogrusunun ideal noktas1m gozonline alahm ($ek. 10) . 7t 

di.izleminde SA ya paralel her l dogrusu, SA nm ideal nok-

!~7 
I :7 

Seidl: .10 

tasmdan g~elidir. Demek ki, bu halde, A noktasrmn 
izdli~limli, 7t dlizleminin bir A' ideal noktas1 olacaktir. 
B ve C noktalar1mn · izdli~lerinin, 7t dlizlemine ait ideal 
noktalar olacaklan da ispat edilir. 7t di.izlemi i.izerindeki 
blitlin ideal nokta1arm, bir dogru i.izerinde bulunduklan 
fikri kabul edildigine gore; u ve 7t di.izlemlerinin paralel 
olmalan halinde de, Teorem 3 Un dogru olacag. ortaya 
~kar. 



I 

2. PAPPUS-PASCAL TEOREMi 

Tarihi 'bilgi. lskenderiye'li Pappus, Milattan sonra 
3. YUzyihn ikinci yar1smda ya$1yan bir Yunanh matema­
tik~i idi. Pappus'un matematik kolleksiyon/U, (mathema­
tical collection) isimli kitabmda; diger herhangi bir tarzda 
bize kadar gelmemi$ olan Yunanca yaztlardan bir ~k 
parcalar vardlr. Bu sebepten, bu kitap, eski Grek mate­
matik tarihi icin degerli bir kaynaktir. 

Blaise Pascal (1623-1662), tanmm1$ bir Fransiz 
matematik bilgini, fizik~i ve filozof idi. Pascal, ilk mate­
matik tahsilini, babasmm - m~hur matematik~ Etienne 
Pascal'm - nezareti altmda yaptI ve ilk ilmi eserini 16 
ya$mda iken yazd1. Bu ooli.imde goz0nline alman Pappus­
Pascal teoremi, Pascal'm ilk ilmi ~1$masmda ispat edilen 
teoremlerden birinin ozel bir halidir. Bu ozel hali, 1sken­
deriye'li Pappus'lin, ideal noktay:t kullanmaksizm onceden 
bildigi bir ger~ktir. 

Pascal'm matematik ilgisi geometriye mlinhas1r de­
gildi. Toplama yapan bir makina plam ~izdi ve onu 
ger~kle$tirdi. Aritmetik, cebir, say:tlar teorisi ve proba­
bilite Uzerinde bir seri ~$malar yazd1. Ozellikle, 
matematik indilksiyon metodunu kesin olarak tarif etti 
ve bu metodu ispatlarda kulland1. Fizikte de, barometrik 
basmc ve hidro-statik problemler ~erinde ~1$b. Omegin, 
W$ kuvvetler tarafmdan s1vmm yi.izeyi Uzerinde hastl olan 
basmcm, SIVI vas1tasiyle biitiin dogru.ltulara e$it bir 
tarzda intikal ettigmi ifade eden hidro-statik'in temel 
kanununu ke$f etti. 

-13-
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7. Pappua-Paacal Teoremi. 

Dtizlemde 1, 2, 3, ... , n say1lar1 ile gosterilen n farkh 
nokta ahnd1gma gore 1 ile 2, 2 ile 3, ... , n -1 ile n ve 
n ile 1 noktalar1m birl~tiren n dogrudan meydana gelen 
~ekle bir n - gen diyecegiz. Noktalara, n-genin ~e'leri ve 
mtiteakip iki ko~yi birl~tiren dogrulara n-genin kenarlan 
denir. Bu tarz bir n-gen tarifinin, al1~Ilagelen bir n-gen 
tarifinden, sadece kenarlar bak1mmdan fark edecegi aclk­
tir: Kenarlar, dogru par¢lari degil de, dognilar olarak 
ahnmaktadlr . 

.A, B, C, D, E ve F noktalari, bir. altigenin s1rayla 
ahnan ko~eleri iseler ($ek. 11 e bak1mz), o halde A ile 
D, B ile E ve C ile F k~lerine, yani aralarmda iki$er 
ko$e athyarak alman ~iftlere, k<i'n}1ltkli ~ler denir. Bir 
altigende, ka~1hkl1 iki k~ ~iftini birl~tiren iki kenara, 
kar~tltkli kenarlar denir. Yukar1da gownilne alman 
.ABCDEF alhgeninde, .AB ile DE, BC ile EF ve CD ile­
F .A ka~lltlch kenarlard1r. 

PAPPUS-PASCAL TEOREM1. Bir aU1genin kiN}e'leri, 
birer atliyarak, iki do{jru Uzerinde iseler•; aUigenin 'lcarft­
l1kli kenarlannm kesim noktalan bir doi}ru ii.zerinde 
bulunurlar. 

Altlgenin btitiln k0$eleri, ideal olm1yan herhangi 
noktalar olsalar bile; teoremin yukandaki basit ifadesi, 
ideal noktalar ile ideal dogrwar1 ithal etmeden elde 
edileme-z. !deal nokta ve ideal dogrular ithal edilmeseydi, 
Teoremin sonunda a~gidaki U~ halden ayn ayn bahset­
memiz gerekecekti: 

• 

Birinci hal. Her ka~1hkh kenar cifti herhangi bir 

ABCDEll' alt1aenlnde A, C, E ki>telerl blr dolru Uzertnde ve 
B, D, 1" k6selerl dlter blr dotru Uzerlndedlrler (Cevlrenln notu). 
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noktada kesi~irlerse, kesim noktalan ($ek. 11 de P, Q ve 
R noktalan) bir dogru Uzerinde buJunurlar. 

D 8 

Seki!: 11 

lkinci hal. Alttgenin ka~1hkh kenarlari paralel ola­
bilirler ($ek. 12). 

------""::io 

-------- 0 --
Seidl: 12 

V ¢1.ncii h<il. Altigenin k~1bkh kenar ~if tlerinden 
ikisi, P ve Q gibi berhangi iki noktada kesi~bilir ve U~Unc:.i 
kenar ~ifti, PQ dogrusuna paralel olabilir ($ek. 13). 

tkinci halde, k~1hkl1 kenarlarm kesim noktalarmm 
hepsi de ideal noktalar olduklarmdan ve dolay1siyle bu 
noktalar verilen dtizlemin ideal dogrusu Uzerinde bulun­
duklarmdan; U~ilncti halde ise, paralel dogrularm ortak 
bir ideal noktas1 bulundugundan kar$1hkh kenar ~iftlerin-
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den u!;uncusunun kesim noktas1 olan ideal nokta PQ 
dogrusu Uzerinde olacakt1r. 0 halde bu ideal elemanlar, bu 
hallerin il!;Unii de, yukar1da verilmi$ olan bir ifade 
i!;ine alabilmemizi miimkiin kllmaktadir. 

Bundan ba!jka, alt1genin ko~lerinden baztlarmm ideal 
noktalar olmalar1 halinde de, Pappus-Pascal teoreminin 
dogru oldugunu gosterecegiz. Kolayca anla$1hr ki; ideal 
noktalar ithal edilmeseydi, ii9 halin her biri i~in ayn bir 
teorem ifade edilmesi gerekecekti. Arna, dU$ilnelim ka~ 

$ekll: 13 

hal bulunacakti! Ve bu hallerin her biri i9in ayn bir 
ispat istenecekti. 

8. Pappus-Pascal Teoreminin lspabna Haz1rhk. 

Pappus-Pascal teoremini ispata ba$lamadan once, bu 
ispatta lazrm olan bir yard1mc1 teorem ispat edecegiz: 

Y a r d 1 m c 1 T e o r e m 1. AOB aqisinin OA kenan 
uzerinde bir OC do{jru parqasi ve OB kenari Uzerinde d£ 
bi1· OD dogru par~i aliruiigina gore OA/OB = OC/OD 
ise, AB II CD dir ($ek. 14). 

0 a~1s1, AOB ile COD U~enlerinin her ikisinin de 
ortak bir a~1s1 oldugundan ve bu a~mm kenarlar1 Uzerinde 
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bulunan U<;gen kenarlari orant1h bulunduklarmdan bu iki 
il<;gen benzerdir. Buna gore, OCD a<;1s1 DAB a~1sma 

e~ittir. Dolay1siyle CDllAB olur. 

~imdi, Pappus-Pascal Teoremini ikinci hal ~n ispat 
edecegiz. ABjjDE oldugunu farzedelim AFi:CD oldugunu 

D B 
Sekll: 14 

gostermemiz gerekir. Ozerinde alt1genin k~leri bulunan 
Z1 ve l i dogrular1 paralel iseler (~k. 15) ABllDE ve BOllEF 
oldugundan BD = AE ve BF =CE olacaw a~1kbr (Zira 
bu dogru part;alar1, paralelkenarlarm ka~ilikll kenarlan­
d1r). Bu ise, AC ve DF dogru part;alarmm ~it olmalan 

---a---a-----c>-- - - -, 
I 
I 

--0----0-~--J Ii F B D 

Seki!: 15 

demektir. 0 halde, ACDF dortgeni bir paralelkenard1r ve 
AFjlCD olur. Eger Z1 ve ~ dogrulan bir 0 noktasmda kesi­
~irlerse ($ek. 12 ye bakrmz}, o zaman, U~genlerin benzer­
ligini dti~tinerek 

/ .. 
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OE "OA oc OB 
ve --=--

OD OB OE OF 

elde ederiz. Bu e$itlikler taraf tarafa carp1hrsa OC/ OD = 
OA/ OF bulunur. Son ~itlikden, Yard1mc1 Teorem 1 'e 
gore, AFjjCD ~1kar. BOylece, Pappus-Pascal teoreminin 
~arm1 saghyan bir alt1genin ka~1hkh kenar ~iftlerin­
den ikisi paralel ise, ti~cti kenar ~iftinin de paralel 
olacag1 gosterilmi$ olur. 

Bir ba$ka yard1mc1 teorem ispat edelim: 

Y a r d • m c i T e o r e m 2. Bir rr duzlemi ~"i~ 
de keyfi bir l dogrusu alindtgtna gore, 6yle bir S izdi~m 
merkezi ve 6yle bir 'It izd~m duzlemi bulunabilir ki; 'It 

duzleminin ideal dogrmu, l dogrusunun izdii§iimu olur. 
Bu hak1e 'It dilzlemi, S noktasi ile l dogrwtunun belirttigi 
.. dUzlemine paralel dlocaktir. 

$ek11: 16 

tspat i~in, rr diizlemi tizerinde bulunm1yan bir S nok­
tas1m, izdti$tim merkezi olarak almz ($ek. 16) . S noktas1 
ile l dogrusunun belirttigi dtizlem, 't dtizlemidir. (Z dogru­
sunun bir ideal dogru olmas1 ihtimali, bize herhangi bir 
gti~ltik tevlit etmez. Zira bu halde, S noktas1 ile l dogru­
sunun belirttigi dtizlem, S noktasmdan g~n ve a" dtizle­
mine paralel olan di.izlemdir:) r. dtizlemi, S noktasmdan 
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ge~miyen ve 't ya paraJeJ bir dlizJem olsun. A noktas1 Z 
dogrusu Uzerinde ise, o zaman SA dogrusu 't dlizJemi 
lizerindedir ve d0Jay1siyle SA, 'lt dlizlemine paralel 
ulur. Demek ki, A nm izdli~limli, 1t dlizleminin bir 
ideal noktas1dir. l dogrusunun keyfi bir noktasI icin ooyle 
bir sonuc elde edildigine gore; B noktas1 ve 'lt dlizlemi, 
yard1mc1 teoremde istenen sonucu saghyacaktir. 

9. Pappus-Pasc!ll Teoreminin lspab. 

Verilen ABCDEF' alhgenini lizerinde bulunduran 
dlizleme, v duzlemi ve PQ dogrusuna da l dogrusu diyelim 
($ek. 17). Yard1mc1 Teorem 2 ye gore, oyle bir S izdli~lim 

r----------------------
/1 P R 

Sekll: 17 

merkezi vc oylc bir 7t izdli~iim dUzlemi vardlr ki, l dogru­
sunun izdU~umi.i, 1t dlizleminin ideal dogrusu olabilir. 
Eundan ba$ka, S noktas1 ve PQ dogrusunun belirttigi 't 
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dilzlemi, 'It diizlcmine paraleldir. A', B', C', D', E' ve F' 
noktalan, alhgcnin ko~lerinin izd~iimleri ve P', Q', R' 
noktalari da s1rasiyle P, Q, R noktalarmm izdii~i.imieri 

olsunlar. P noktas1, AB ve DE dogrularmm kesim noktas1 
olduguna gore; P' noktasmm, A'B' ve D'E' dogrularmm 
kesim noktasmda olacagi Teorem 3 den anla~1hr. Ayni 
dii~iince tarz1 ile, Q' noktasmm, B'C' ile E'F' dogrularmm 
kesim noktasmda vc R' noktasmm da C'D' ile A'F' dog­
rularmm kesim noktasmda olacagm1 gosterebiliriz. Fakat 
P' ve Q' noktalari ideal noktalard1r ve dolay1siyle 
A'B' 

1 
i D'E' ve B'C' II E'F' olur. 

Aynca, problemimizin ~rtlarma ve Teorem 3 e baka­
rak; A', C', E' noktalarmm bir dogru iizerinde ve B', F', D' 
noktalarmm da bir dogru ilzerinde bulunduklari anl~1hr. 
Bu ~rtlara bakarak, C'D' Ii A'F' olacagim daha onceden 
ispat etm~tik (K1s1m 8 de, Pappus-Pascal Teoreminin 
ikinci halinde). C'D' II A'F' olmas1; R' noktasmm, 'It diizle­
minin ideal dogrusu Uzerinde bulunmas1 demektir. Fakat 
7t diizleminin ideal dogrusu Uzerinde bulunan biltiln nok­
talar, ~izimde, <1 dilzlemi tizerindeki l dogrusuna ait 
noktalarm izd~iimleri olacaklard1r. $u halde R noktas1, 
l dogrusu Uzerinde olacak yani; P, Q ve R noktalan bir 
dogru ilzerinde bulunacaklard1r. BOylece Teorem ispat 
edilmi~ olur. 

10. Briancbon Teoremi. 

Pappus-Pascal Teoreminden ~gidaki sonucun ~1ka­
r1lmas1 zor degildir ve bazan bu sonuca Brianchon (1785-
1864) Teoremi de denir. 

T e o r e m 4. Bir altigenin kenarlan. birer atliyarak 
verilen iki noktadan ge<;erlerse, o halde karfilikli kOfeferi 
birlel}tiren ii{; oogru bir noktadan gel;er'ler. 
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A B C D E F noktalan, bir alt1genin s1rayla J , ) , , 

ko~eleri olsunlar. AB, CD, EF kenarlan P1 noktaBmdan 
ve BC, DE, AF kenarlan da P2 noktasmdan g~inler 
(~ek. 18). AD ve CF dogrularmm kesim noktasma, 0 

$ek11: 18 

noktas1 diyelim. BE dogrusunun 0 noktasmdan g~tigini, 
veya ba~ka bir deyimle; 0, B ve E noktalarmm bir dogru 
lizerinde olduklanm ispat etmemiz gerekmektedir. Pappus­
Pascal teoremini ADP~CFP1 albgenine uyguhyarak ve 
altJgenin kenarlannm dogru par~alar1 degil de dogrular 
olarak gozontine almacaklarm1 hatirhyarak, teorem dogru­
dan dogruya ispat edilebilir. 



3. DESARGUES TEOREMI 

Tarihi bilgi. Gerard Desargucs (1593-1662 de veya 
baz1 otoritelere gore 1591-1661 de ya$am1$br), projektif 
ve tasan geometrinin temellerini kuran tanmm1$ bir 
Fransiz matematikc;isi idi. !deal nokta ve ideal dogrularla 
ilgili tart1$malan, ilk defa Geometriye ithal eden Desargues 
idi. Saghgmda, zamamn ancak en m~hur matematikc;ileri 
onun fikirlerini anhyabildi ve degerlendireblldirler. Bu 
matematik~iler Descartes, Fermat ve Blai:re Pascal idi. 
Desargues'm fikirleri, genellikle, ancak 19. Ytizyil b~la­
rmda kabul edilmiye ba$lad1. Alm1$ oldugu tahsile gore 

I 

bir askeri mtihendis olan Desargues, pratik i$lerin s1hhatli 
matematik esaslan ile ilgilendi. Desargues'm ta$-yontma 
ve gtine~ saatma ait c;ah$rnalar1, bu ~it sorulara hasre­
dilmi$tir. 

11. Desargue1 Teoremi. 

$imdi de, Desargues Teoremi denilen ikinci mUhim 
Teoremi ele alahm: 

DESARGUES TEOREMl DUzlemde ABC 1'6 

A'B'C' gibi iki W;;gen altndtgma gore, bu U!;genlerin 
kar~1l1kl1 k°'Jelerini birletjtiren AA', BB' i:e CC' dogrulan 
bfr 0 noktastndan ge'}e'Tlerse, o halde U!;genlcrin kar~l1kl1 
kcnarlannm1 kesim nokta1an, bfr do{jru ii.zerinde b'lilu­
nurlar ($ck. 19). 

1 Tnrlte a ore, A lie A', 8 Ile 8' ve C lie C' kijeelerl, lcan1llkl1 kliteler 
olarak aoz linUne almrrlar. Kan11tkl1 kotelerl blrlettlren kenarlara, 
kare1hkh kenarlar denlr. 

- 22-
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S1ras1 gelmi$ken, Giri$'in 2 nci k1smmda ifade edilen 
teoremin, Desargues Teoreminin ABC ve PQR Uc;genle­
rine uygulanan ozel bir hali oldugunu kaydedelim. 

~imdi, Desargues Teoreminin ispatma g~biliriz: 

AB, A'B' dogrular1 P noktasmda, AC, A'C' dogrulan 
Q noktasmda ve BC, B'C' dogrular1 da R noktasmda 
kesi$sinler. P. Q ve R noktalarmm bir dogru Uzerinde 
olduklarim ispat etmemiz gerekir. 

p A' 

$ekll: 19 

1ki hal gozonline alabiliriz: (1) en az iki nokta ideal 
nokta olabilir, (2) en az iki nokta herhangi iki nokta 
olabilir. 

(1) inci halde; P, Q ve R noktalarmdan ikisinin 
(ornegin, P ve Q noktalarmm) ideal oldugunu farzederiz. 
0 halde ABllA'B' ve ACllA'C' dir. O noktasl herhangi bir 
nokta ise (~k. 20); o zaman AOB ile A'OB' U~enlerinin 
benzerliginden, OB/ OB' = OA/ OA' ve AOC ile A'OC' 
i.ic:genlerinin benzerliginden de OA/OA' = OC /OC' oldugu 
gorilli.ir. Bunlarm neticesi olarak OB/OB' = OC/OC' 
bulunur. Bu bulunan son ~itlikten ve K1s1m 8 de ispat 
edilmi$ olan Yard1mc1 Teoremden BCllB'C' oldugu, yani; 
R noktasmm da bir ideal nokta oldugu anl8$1hr. 
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$ekll: 20 

0 noktas1 bir ideal nokta ise (~ek. 21), bu halde 
AA' II BB' II CC' olur. Demek ki, AA'B'B ile AA'C'C dort­
genleri birer paralelkenardlrlar. BOylece, BB'= AA' ve 
AA'= CC' bulunur. DolayJSiyle, BB' ve CC' dogru 
par~ari e!jit ve paraleldirler. Bu ise, BC II B'C' olmas1 

f 

,/~ 
~--~~--;'- -, , 

0 

A' A 
$ekll: 21 

demektir. ~u halde, R noktas1 bir ideal noktadlr ve P, Q, 
R noktalari bir ideal dogru Uzerinde bulunurlar. BOylece; 
P ve Q noktalarmm ideal noktalar olmalar1 halinde, 
Desargues Teoremi ispat edilmi~ olur. 



3. Desarirues Teoreml 25 

1kinci hal i~in; P, Q ve R noktalarmdan ikisinin 
(ornegin, P ve Q noktaJarmm) herhangi iki nokta olduk­
larm1 farzedelim ($ek. 22). PQ dogrusuna, l dogrusu ve 
verilen U<;genin belirttigi dtizleme de, r; di.izlemi diyelim. 
K1s1m 8 de ispat edilmi$ olan Yard1mc1 Teorem 2 ye gore, 
oyle bir s izdii$ilm merkezi ve oyle bir 1t izdli$iim dtizlemi 
vardir ki 1t dilzleminin ideal dogrusu, l dogrusunun 
izdU$ilmU olur. Bi.iylik harflerle gosterilen noktalarm 
izdil!}ilmlerini, mlitekabil kli<;Uk harflerle gosterecegiz. AB 

$ekll: 22 

ve A'B' dogrularmm kesim noktas1, P noktas1 olduguna 
gore; K1s1m 6 daki Teorem 3 den, ab ve a'b' dogrularmm 
kesim noktasmm p noktas1 olacag1 anla$1hr. Benzer dli$Un­
celerle; ac ve a'c' dogrularmm kesim noktasmm, q noktas1; 
be ve b' c' dogrularmm kesim noktasmm da r noktas1 
olacag1 gosterilebilir. aa', bb' ve cc' dogrulan 0 nokta­
smda kesi$irler. Aynca, p ve q noktalan ideal noktalar 
olduklarma gore; ab II a'b' ve ac II a'c' olur. Bu ise; daha 
once (1) inci halde ispat ettigimiz gibi, be II b'c' oldugunu 
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g&terir. be II b'c' olrnas1 da; r noktasmm, ;; dtizleminin 
ideal dogrusu i.izerinde bulunmas1 demektir. Fakat; l dog­
rusu i.izerindeki noktalarm izdli$i.imleri, <;izime gore 'It 

dlizleminin ideal dogrusu lizerindedirler. Dolay1siyle R 
noktas1, l dogrusu tizerinde bulunur, yani; P, Q ve R 
noktalar1 bir dogru i.izerinde olurlar. 

P, Q ve R noktalar1 ic:;in mi.imki.in olan diger haller, 
bu iki halden, sadece notasyon bak1mmdan farketmekte­
dirler. Zira; bu noktalar aralarmda tamamiyle denk ozelik­
ler gostermektedirler. BOylece, Desargues Teoreminih 
tamamen ispat edilmi~ oJdugunu soyliyebiliriz. 

12. Desargues Teoreminde Karttlatilan Degqik lspatlar. 

Desargues Teoreminin, benzer i.ic:;genlere ait teorem­
leri kullanmadan ispat edilebilecegini s0ylemek ilgi c;ekici 
olabilir. Fakat o zaman, uzay geometrinin, <;ok daha geni~ 
olarak kullamlmas1 gerekecektir. Bu ispab gosterelim. 

(a) Once, bir yardrmc1 teorem ispat edelim: 

Y a r d i m c i T e o r e m 3. a., ~ ve y gibi f arklt it(: 
diizlem alaltm. a. ile ~ dii.zlemlerinin arakesiti, h dognuru; 
a. ilo. -r duzlemlerinin arakesiti k dogrusu ve ~ ile y diizlem­
lerinin arake.~iti de, l dogrusu o'l.~-u.n. h. k ve l dogrulari 
farkl1 dogrular iseler; bu dogrular bir noktadan ge~rler. 

lspab yapmak ic:;in, h ve k dogrularm1 gozoni.ine 
almz. Mlimki.in olan haller $Unlard1r: (1) ti<; dogru her­
hangi i.ic:; dogru ve h II k olabilir ($ek. 23); (2) i.i<; dogru 
herhangi i.i<; dogru olabilir ve h, k dogrular1, bir U nokta­
smda kesi$ebilirler ($ek. 24); (3) ti<; dogrudan biri ideal 
dogru olabilir ($ek. 25 de h dogrusu). (Bir dlizlemin ancak 
hir ideal dogrusu olduguna gore h, k ve l dogrularmdan 
ancak biri ideal dogru olabilir.) 
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(1) inci hal iGin, geometri derslerinde ispat edilen bir 
teoremi kullanmz: Verilen bir dogru, bir dUzlemde bulu­
nan diger bir dogruya paralel ise; o zaman verilen dogru, 
bu dilzleme de paraleldir. Demek ki, k dogrusu f3 di.izlemine 
paralel olmall (~ek. 23) ve bu halde f3 di.izlemine paralel 
olan k dogrusu, y di.izlemi i.izerinde bulunmahd1r. Geometri 
derslerinden bilinecegi gibi; k nm y dUzleminde olmas1, 
f3 ve y dUzlemlerinin arak~itinin (yani Z dogrusunun), k 
dogrusuna paralel olmas1 demektir. BOylece, h II k II l olur. 
Dolay1siyle bu dogrular, bir U ideal noktasmdan geGerler. 

$ekll: 23 $ekll: 24 

(2) nci halde; U noktas1, h dogrusu i.izerinde olduguna 
gore; bu noktanm, a. ve f3 di.izlemleri i.izerinde oldugunu 
soyliyebiliriz. Fakat; U noktas1, k dogrusu i.izerinde de 
bulunur. 0 halde bu nokta a. ve y di.izlemleri i.izerinde 
olacakt1r. Bu ise; U noktasmm, f3 ve y di.izlemlerinin her 
ikisi i.izerinde bulunan bir nokta olmas1 demektir. BOylece, 
U noktasmm, f3 ve y dtizlemlerinin arakesit dogrusu (yani, 
l dogrusu) tizerinde olmas1 gerekir. $u halde Yard1mc1 
Teorem, bu 2 nci hal i~in de ispat edilmi$ olur. 

(3) Uncli halde: h dogrusunun bir ideal dogru oldugunu 
farzedelim (Dogrulardan diger biri ideal ise, benzer bir 
muhakeme yap1hr). O halde a. II f3 d1r (~k. 25). 1teri 
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stirillen ~arta gore, k ve l dogrulan herhangi iki dogrudur, 
yani; y di.izlemi, 11 ve f3 di.izlemlerinin ikisini de keser. 
Derslerden bilinir ki; 11 11 f3 olduguna gore, y nm 11 ile olan 
arakesit dogrusu, y l1m f3 ile olan arakesit dogrusuna 
paralel olmas1 (yani, k II l olmas1) gerekir. k ve l dogru­
larmm ortak bir U ideal noktas1 vard1r ve tabii bu nokta, 
11 nm ideal dogrusu (yani, h dogrusu) i.izerindedir. Demek 
ki bu ti~ncti halde de; h, k ve l dogrularmm ortak bir U 
ideal noktas1 bulunur ve Yardlmc1 Teorem tamamen ispat­
lanm1~ olur. 

a 

$ekll: 2!5 

(b) $imdi, Desargues Teoreminin yeni bir ispatm1 
verelim. P, Q ve R noktalarmdan yalmz ikisinin ideal nokta 
olmalar1 halini gozantine alacagIZ. Daha once gosterilmi' 
oldugu gibi, bu son halden, benzer ti~enlerle ilgili teorem­
leri KullanmakslZln Desargues Teoremi'nin diger hallerini 
~1karmak mtimktindtir. Farzedelim ki, P ve Q noktalan 
ideal noktalard1r. R nin de bir ideal nokta oldugunu ispat 
etmeliyiz. 

Once, 0 noktrunnm herhangi bir nokta oldugunu 
farzedelim. Uzerinde verilen ti~enin bulundugu di.izleme, 
u dilzlemi diyelim ($ek. 26) . 't di.izlemi, u ya paralel 
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(fakat, ,,. dan farkh) bir dUzlem olsun. Ayr1ca, A nokta­
smdan ge~en ve ,,. dUzleminde olm1yan bir a dogrusu 
alahm. B, C ve 0 noktalarmdan a dogrusuna paralel 
dogrular g~irelim. Bu dogrulara, s1ra ile b, c ve o dogru­
lan diyelim. a. b. c vc o dogrulari, -t dUzlemini, s1ras1yle 
A, B, C ve 0 noktalarmda delsinlcr. AB ve AB dogrular1, 

$ekll: 26 

a .. ve b d~grularmm belirttigi dUzlemin, <1 ve -t paralel 
duzlemleriyle olan arakesit dogrularid1r. Buna gore, 

AB II AB 
dir. Bunun gibi 

ACllAC ve BCllBC 
olur. 

$u dilzlemler de belirtilebilirler: 
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ave o dogrularmdan ve 0, A, O, A, A' noktalarmdan 
ge<;en ). dlizlemi; 

b ve o dogrularmdan ve 0, B, 0 , B, B' noktalarmdan 
ge<;en p. dlizlemi; 

c ve o dogrularmdan ve 0, C, 0 , C, C' noktalarmdan 
g~en v dlizlemi. 

P ve Q noktalarmm ideal noktalar olduklanm farzet­
tigimize gore, 

AB II A'B' ve AC II A'C' 

dir. AB II AB oldugundan, 

A'B' II AB 

oldugu ve AC II AC oldugundan da, 

A'C' II AC 

olacag1 anla~1hr. 0 halde, 

- -
A', B', Ave B noktalarmdan g~n a. duzlemi 

ile 

A', C', A ve C noktalarmdan ge~n a dlizlemi 
g0zontine almabilir. 

11,). ve ~~ dlizlemleri ile A'A, B'B ve 00 dogrular1 

Yard1mc1 Teorem 3 tin ~tlar1m saglarlar. Buna gore 
A'A, B'B ve 00 dogrular1 bir S noktasmdan g~rler. 
Yard1mc1 Teorem 3; a. v ve A. dtizlemleri ile A'A, C'C ve 
00 dogrularma uygulanabilir. Bu uygulama yap1hrsa; 

- - -
A'A, C'C ve 00 dogrularmm da bir noktadan g~ikleri 
anla!]1hr. Fakat, evvelce gosterdigimiz gibi; S noktas1, 
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A'A ve 00 dogrularmm kesim noktas1d1r. 0 halde 0'0 
dogrusu da S noktasmdan ge~er. i;iimdi, 

«S, B' ve O' noktalarmdan g~en y dtizlemi» ni goz-
- -

online alahm. B ve G noktalarmm y dtizlemi tizerinde 
olduklan a<;1kt1r. $u halde y diizlemi, (] diizlemini B'G' 

dogrusu boyunca ve -r dtizlemini de, BG dogrusu boyunca 

keser. (]JI -r olduguna gore, B'G' II BC dir. Fakat BCll BC 
oldugu yukarida gosterilmi~ti. Boylece B'G' II BG dir ve 
R noktas1 bir ideal nokta olur. !span istenen de zaten 
bu idi. 

$ekll: Z1 

i;iimdi, 0 noktaamm bir ideal nokta oldugunu fanede­
lim ($ek. 27). Demek ki AA' II BB' II CO' diir ve bu halde 
0 dan g~en ve a dogrusuna paralel olan dogruyu (;izmek 
miimki.in olamaz. Bunun i(;in, teoremin ispatmda, bir 
hayli degi~iklik yapmak gerekir. Bir evvelkinde oldugu 
gibi, P ve Q noktalarmm ideal noktalar olduklar1m farze­
delim. Demek ki, AB II A'B' ve AC II A'G' di.ir. R nin bir 
ideal nokta oldugunu ispat etmek i(;in, BG II B'G' oldugunu 
ispat etmemiz gerekir. 
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Yine Uzerinde verilen ilc;genin bulundugu di.izleme, a 
dilzlemi ve a ya paralel (fakat, a dan farkh) herhangi 
keyfi bir dilzleme de· ... dilzlemi diyelim. Evvelkinde 
oldugu gibi; A. B ve C noktalarmdan g~n ve 't di.izlemini 
.A, ii, C noktalarmda delen Uc; dogru (paralel dogrula1') 
s1rasiyle a, b ve c olsun. Yine oncekinde oldugu gibi; ABC 

ve ABC- Uc;genlerinin kar$1hkh kenarlari paraleldirler ve 
ayni zamanda ABll A'B' ve ACll A'C' olur. 

AAA' dilzlcmi, A. ile; BBB' di.izlemi, µ ile ve CCC' 
dilzlemi de v ile g0sterilsin. a, ~ ve 'Y dilzlemleri oncekinde 
oldugu gibi belirtileceklerdir. A. ve µ dtizlemlerinin 

. arakesit dogrusu, bir ideal dogru olduguna gore (biz bu 
dogruyu p ile gosterecegiz 1 ) ; a dilzleminin, A. ve µ dilz­
lemlerini, paralel olan A' A ve B'B dogrulari boyunca 
kesecegi ac;1khr. BOylece; a, A. ve µ dilzlemleri, Yard1mc1 
Teorem 3 Un ilc;UncU haline ait ~rtlan saglarlar. Dola-

- -
ylSiyle; A' A, B'B ve p dogrularmm ortak bir S (ideal) 
noktas1 vard1r. Tamamen ayni tarzda, Yard1mc1 Teorem 
3 ti ~. A. ve v dtizlemlerine uygulayarak, A'A, C'C ve p 
dogrularimn bir S' noktasmdan g~tiklerini de g0sterebi-
liriz. Fakat, A'A ve p dogrularmm yalmz bir ortak noktas1 
olduguna gore (Kls1m 5 deki Teorem 2 ye bakm1z) ; S ve 
S' noktalarmm ~k1$malan gerekir. S, B' ve C' noktalar1, 
y dilzlemini belirtirler. r Uzerinde Ii ve cf noktalar1 
da bulunmaktadlrlar. Demek ki y d:.izleminin paralel olan 
a ve 't dilzlemleriyle arak~itleri, B'C' ve BC- dogrular1d1r. 
0 halde bu B'C' ve BC-dogrular1 paralel olmahd1r. Fakat 
BC II BC olduguna gore, B'C' II BC olur ve R noktas1 bir 
ideal noktadlr. 1spat1 istenen de zaten bu idi. 

1 "' ,. ve >. dilzlemlerl paralel olduklarr ltln; p Ideal dotrusu, bu 
dilzlemlerln her UtUnUn de ortak arakeslt dotruaudur. 
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(c) Desargues Teoreminin, benzer U<;genlere ait 
teoremleri a<;1k<;a kullanmadan, Pappus-Pascal Teoremin­
den de <;1kanlabilecegini is pat edelim ( Mamafih, Pappus­
Pa.scal Teoreminin ispatm1 yaparken, benzer U~enlerle 
ilgili teoremlerin kullamld1klarm1 hatlrlaym1z). Yukanda 
yap1ld1g1 gibi, P ve Q noktalarmm ideal noktalar olduk­
Janm gozoni.ine almak kafidir. 

AA', BB', CG' dogrularmm bir 0 noktasmda kesi$­
tikleri; AB II A'B' ve AG II A'G' olduklar1 verilmi$ olsun 
($ek. 28). BG 11 B'G' 0Jacagm1 ispat etmeliyiz. A dan ge<;en 
ve OB ye paralel olan dogruyu <;izelim. Bu dogru, A'G' 
dogrusunu L noktasmda, 00 dogrusunu M noktasmda 

$ekll: 28 

kessin. AB ve B'L dogrularmm kesim noktasma, N noktas1 
diyeJim. N noktasm1, O ve M noktalanna birle$firelim. 
Pappus-Pascal Teoremini ONALA'B' alttgenine uyguh­
yarak ve AN II A'B' (ooyle farzedilmi$ti), AL II B'O (<;izim­
den dolay1 bOyledir) olduklar1m kulJanarak ON II LA' 
olacagm1 buluruz. O halde ON II GA d1r. Buradan, 
ONMAOB aJt1geninde ON II AG oldugunu ve c;izimden do­
lay1 MA II BO olacagm1 buluruz. 0 haJde Pappus-Pascal 
Teoremine gore, MN II BG olmahd1r. Nihayet; ONMW'B' 
altigeninde de Pappus-Pascal Teoreminin ~rtlarmm sag-

/. ·' 
/ 
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Iand1gm1, ispat edildigine gore ON !! LC' oldugu ve ayr1ca 
~izimden de ML II B'O olacagm1 hatrrlat1riz. Buna gore, 
MN II B'C' olur. Fakat, MN II BC oldugunu daha once 
gOstenni~tik. 0 halde, BC II B'C' dir ve ispatl istenen de 
zaten budur. 

I h t a r : Desargues Teoreminin ispatmm, benzer 
i.i~enlerle ilgili teoremleri kullanmadan veya i.i~ boyutlu 
~izimlerden istifade etmeden yap1lmasmm imkans1z olaca­
grm gostenni~ olduk, hat1rlatmz. Bunu, a~1k ve kesin 
olarak ispat etmek mi.imki.indi.ir. 

13. Deaargues Teoreminin Kartih. 

Teo rem 5. Bir dii.z"lemde. ABC ve A'B'C' gibi iki 
U<;gen alindig1na gore, au U9genlerin kar§tltkl.i kenarlan­
nm kesim noktalan bir dogru uzerinde i8e"ler; o halde, 
au iki U9genin kar§tlikl1 kO,elerini bir"le§tiren dogndar 
bir noktada kesil]i.r"ler. 

!spat i~in, $ek. 19 u gownilne alal1m. P, Q ve R nok­
talarmm bir dogru i.izerinde olduklari bilinsin. CC' dogru­
sunun, AA' ve BB' dogrwarmm 0 kesim noktasmdan g~­

tigini ispat etmemiz gerekir. A ile B yi, A' ile B' yi.i ve 
Q ile R yi ka~1hkh k~eler olarak ahp, AA'Q ve BB'R 
i.ic;genlerine Desargues Teoremini uygulayacagiz. Bu 
Uc;genlerin ka~1hkh k~lerini birle~tiren dogrular bir P 
noktasmda kes~irler. O halde, Desargues Teoremine gore, 
Uc;genlerin ka~1hkh AA' ile BB', AQ ile BR ve A'Q ile 
B'R kenarlarmm k~sim noktalar1 (yani 0 , C ve C' nokta­
lari) , bir dogru Uzerinde olmahd1rlar. BOylece teorem ispat 
edilmi~ olur. 

Bir U~enin kenar ortaylarm1n bir noktada kesi~tik­
lerini ifade eden m~hur teorem, Teorem 5 den dogrudan 
dogruya elde edilebilir. Gerc:ekten; L , M ve N noktalan, 
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ABC U~geninin kenarlarmm orta noktalar1 iseler ($ek. 
29) ,ABC ve LMN U~enlerinin k~ilikl1 kenarlar1 para­
leldirler (Bir U~enin iki kenarmm orta noktalarm1 bir­
le~tiren dogru U~Uncil kenara paraleldir), yani; bu iki 
U~genin kar~1hkh kenarlarmm kesim noktalar1, dilzlemin 

A L 
SekJI: 29 

ideal dogrusu Uzerinde bulunurlar. Buna ve Teorem 5 e 
gore; AM, BL ve ON kenarlarmm, yani verilen .ABO 
Uc;geninin kenar ortaylannm, bir noktadan gecmeleri 
gerekecektir. 



4. <;OKGENLERE AiT BAZI OZELiKLER 

14. Dortgenlere Ait Baz1 Ozelikler. 

Bu k1s1mda, Desargues Teoremi yard1miyle dortgen­
lcre ait baz1 ozelikler elde edecegiz. 

T e o r e m 6. Keyfi bir ABCD dOrtgeni verilm~ 
oZ..mn ($ck. 30). AB ve BD kar§ilikli kenarlarinm kesim 
noktas1, E ile; AC ve BD kO§egenlerinin kesim noktasi, 
F ile; AD kenariyle EF dogrusunun kesim noktast da 
M ile gosterilsin. Bu Mlde, AB ve CM dogrularinin P 
kesirn nokta.~t .. BM ve CD do(jrulannin Q kesim noktasi, 
AD ve BC kenarlaranm R kesim noktast bir dogru ii.zerinde 
bulunurlar. 

F 

/I"-. 
A E D 

C M B 
"---.J 

PQ 
I ' 

R 

Seki!: 30 Serna 1 

!spat ic;;in, AED ve CMB Uc;;genlerini gozonilne alahm. 
AC, EM ve BD dogrular1 F noktasmda ($ema 1 e bakmIZ) 
ve ti~genlerin ka~1hkh kenarlar1 da P, Q, R noktalarmda 

-36 -
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kesii?irler. Desargues Teoremine gore P) Q ve R noktalar1 
bir dogru Uzerindedirler. !spati istenen de bu idi. 

S o n u ~ : Bir yamuk veya bir para1£lkenarda; bir 
tabanin u~larindaki kO§eleri kar§i tabanin orta noktasina 
birle§tiren dogrular ile yan kenarlarin kesim noktalari, 
tabana paralel bir do{jrtU uzerinde muunurlar. 

Gercekten; ABGD) tabanlar1 AD ve BG olan bir 
yamuk ise ($ek. 31), o zaman, bilindigi gibi, Teorem 6 da 
verilen gizimle elde edilen M noktas1, AD dogrusunun orta 
noktas1dir 1• Ote yandan bu durumda, AD ve BG dogru-

$ek11: 31 

larmm R kesim noktas1 sonsuzda bulunan bir noktadlr. 
Oyleki, R noktasmdan g~esi gereken PQ dogrusu, AD 
ve BG dogrularma paralel olacakbr. 

l Bu ltadenln dotrulutunun lspatr krsaca 11oyle yap1lablllr: AMB 

i.lcgenl, BNE Ucgen1ne ve MDE licgenl de NOE Ucgenlne benzer 
oldutuna gore AM/ MD = BN /NO buluruz ($ek. 31). AMF Ucgenl 
NOF i.lcgenlne ve MDF ilc&'enl de BNF Ucgenlne benzer oldutuna 
gore ise MD/AM = BN! NO buluruz. Bu lkl eettllkten, AM = MD 

oldutu anlM1l1r. 
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ABCD, bir yamuk degil de bir paralelkenat· ise; o 
zaman (E nin bir ideal nokta olmas1 hali hari~) d~Ur.ce 
tarz1 yine de aynidir. 

15. Bet1enlere Ait Baza Ozelikler. 

Bu kls1mda, Pappus-Pascal ve Desargues Teorem.leri 
yard1miyle ~genlere ait bir ka~ 0zelik elde edecegiz. 

Teo rem 7. Keyfi bir ABODE be~geni verilsin. 
B~genin biti§ik olmiyan AB ile CD kenarlannin F kesim 
noktll.8't ve ayr1ca EF dogrusu ile AD kO§egeninin M kesim 
noktll.8't goWn.ii:ne alinsm. O haM£ BM dogrusu ile AE 
kenartnin P kesim noktasi; CM dogru8u ile DE kenanntn 
Q kesim noktasi ve AD kO§egeni ile BC kenarmm R kesim 
noktasi bir dogru ii.zerindedirler ($ek. 32). 

$ekil: 32 

F 

/I" 
A E D 

8 M C 
1.....-J p .___, 

Q, 
R 

$ema 2 

AB, EM ve DC dogrwar1 F noktasmda kesi~tiklerine 
gore; AED ve BMC ti<;genlerinde Desargues Teoreminin 
~artlarmm sagland1gm1 s0ylemek, teoremi ispat etmek 
i~in kafidir. Buradan, P, Q ve R noktalarmm bir dogru 
i.izerinde olduklari derhal anl~1hr (Serna 2 ye bak1mz). 

Teo rem 8. ABODE herhangi bir befgen olsun. 
Be§genin biti~k olm1yan AB t'e CD kenarlannin kesim 
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noktasi, F fie yine bit~ik olmiyan diger AE ve BC kenar­
lanntn keshn noktast, N ile; AD ve CE kOfegenlerinin 
kesim rwktcun, H ile ve nihayet EF ve BH dogrularan1n 
kesim noktcun da, K fie g08terilsin. b halde, DK dofjrusu,, 
N noktasindan ge<;er (~k. 33). 

Bu teoremi ispat etmek igin; N noktasmda kesi$en 
AE ve BC, K noktasmda kesi$en EF ve BH, D noktasmda 
kesi~en FC ve HA kenarlanndan meydana gelen AEFCBH 
altigeninde Pappus-Pascal Teoreminin saglanacag.ru say-

13ekil: 33 

lemek katidir. Buna gore, N, K ve D noktalar1 bir dogru 
Uzerinde bulunurlar yani; DK dogrusu, N noktasmdan 
g~r. BOylece, teorem ispat edilmi~ olur. 

16. Dortgenlerin Daba Bqka Ozelikleri. 

Teo rem 9. Bir ABCD yamu(ju (veya paralelke­
nari) verilmif ol8un (~k. 34 ve 35 e balwuz). BQ II AR, 
CQ II DR olmak ilzere BQ, CQ, AR ve DR gibi dOrt ~ 
gOz<mune alaltm. O halde, yan kenarlan" P ke8im rwktan, 
QR A,.;;,_,,,.,,, .. ·-,J~,J· 

<NVY' .... u uzen-,~ir. 

tspat ic;ir{;P, Q ve R noktalanmn bir dolru Uzerlnde 
bulunduklar1m gostermek yeter. BCQ ve ADR tlcgenlerin-
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de kar~1hkh kenarlar paraleldirler. Yani; ii~enlerin 

ka~1hkh kenarlarimn kesim noktalar1, ideal dogru Uze­
rinde bulunurlar. 0 halde Teorem 5 e gore; AB, IXJ ve 
RQ dogrularmm bir noktada kesi~meleri gerekir. Demek 
ki, QR dogrusu P noktasmdan g~r ve teorem de ispat 

Seki!: 34 Sek11: 35 

edilmi~ olur. (Eger ABCD dortgeni bir paralelkenar ise, 
P noktas1 bir ideal noktad1r. Oyle ki, *k. 35 te oldugu 
gibi, QR II AB olur. HatirlatJnz.) 

Daha kari~Ik bir konum teoremine ait bir ornek 
verelim: 

p Q u 
I I 

s ,JL; s c ,-M, p~ 

rt II ,--, 
A c D B c A B P N 
K M L N M K 

D r L '-.I/ '-.I/ '\. / 
u u T 

$ema 3 $ema 4 $ema 6 
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T e o rem 10. Bir ABCD dOrtgeni verilmi§ ol.mn 
($ek. 36). Dortgendc, kar§tl1kl1 kenarlarrn kesim noktalan 
P vc Q ile~· AC ve PQ dogmlannm ke.~im noktasi S ile; 
BD ve PQ do!irulannrn kesim noktas1 da T ile gosterilsin. 
Aynca, ka.r§tl1kl1 kcnarlan P ve Q noktalannda ~ 
bfr KLMN dortgeni gozonune altnsm; (jylR ki, KM kO~egeni 
S noktasmdan ge<;sin. 0 1UJ.lde .• LN ko~egeni T noktasin­
dan ge~er. 

T Q 

Seldl: 86 

!spat i~in; AK, DL, CM ve BN dogrularm1 ~iziniz. 
ACD ve KML tic;genlerinde Teorem 5 in ~rtlan saglamr 
($ema 3 e bakmiz). $u halde AK, CM ve DL dogrulan bir 
U noktasmdan g~erler. Teorem 5, BCA ve NMK Ucgen­
lerine de uygulanabilir ($ema 4). Buna gore BN, CM ve 
AK dogrular1 da U noktasmda kesi~klerdir. Teorem 51 
~imdi de BPN ve DQL Uc;genlerine uyguhyahm ($ema 5). 
0 halde BD, PQ ve NL dogrular1 T noktasmda kesi$irler. 
Teorem 10 ooylece ispat edilmi~ olur. 



5. PROBLEMLER 

17. Yanana Var1lam1yan Nokta Veya Dogrular. 

Konum Teoremleri, 0zellikle, «Yanma vartlam1yan:. 
nokta veya dogrular ihtiva eden ~izim problemlerinin 
~ztimleri i~in kullamhrlar. BOyle bir duruma, ekseriya 
pratik problemlerde rastlamr. 

Ornegin, plan ~izen birinin resim tahtas1 Uzerinde 
tahtamn s1mrlari d1$mda kesi$en a ve b dogrutari varsa 
(~ek. 37) ; o zaman, her ne kadar bu dogrularin kesim 

Seki!: 37 

noktas1 mevcut ise de, hi<; bir <;lZlm arac1 bu noktaya 
uygulanamaz. Ayni zamanda, topografya tatbikatmda, 
batakhk olan bir yerde veya yer yUzeyinin ytiksek bir 
yerinde olmas1 sebebiyle bir noktaya olc;me arac1 ile 
yakla$llmas1 imkans1z olabilir. 

Bunun gibi, iki noktay1 birl~tiren bir dogru ~izmek 
de bazan imkansiz olabilir. <;;izimde, olabilir ki; yerinden 
hareket edemiyen bir aracm (bir pantograf, bir planimet­
renin) bulundugu bir oolgeden, bir dogrunun g~esi 

-42 -
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gerekebilir. Topografyada yine ekseriya olabilir ki; bir 
engel, jalonlann bir dogru boyunca konulmasma veya 
ooyle bir engel ilzerine bir Ol~e !jefidinin yerl~tirilme­
sine imkan vermiyebilir. 

Pratikte ka~da~tlan, yanma varllam1yan nokta ve 
dogrwarm <:e~itli halleri, matematik olarak ~gadaki 
gibi belirtilir: 

Bir ookta, kesi~n belirli iki dogru ile tarif edilsin; 
oyle ki, verilen problemin c;oztimti esnasmda tarif edilen 
bu noktamn <;izim ic;in kullamlmas1 imkansIZ olsun. Verilen 
ooyle bir noktaya, yanma vanlam1yan nokta diyecegiz. 
a ve b dogmlc~ri ile tarif edilen yaruna varllam1yan bir P 
noktas1m, P(a. b) ile gosterecegiz (~k. 38) . 

....... .___.... p -., -----
6 

$ekll: 38 

Bir dogru, verilen iki nokta (yamna vanlabilen veya 
var1lam1yan iki nokta olabilir) ile belirtilsin; oyle ki, bu 
dogrunun c;izim ic;in kullamlmas1 imkans1z olsun. Verilen 
ooyle bir dogruya, yantna vanlam1yan doiJru diyecegiz. 
A ve B noktalan ile tarif edilen yanma varllam1yan bir p 
dogrusunu p(A,B) ile gosterecegiz. 

18. Y •mna V ar1lam1yan Nokta Veya Doina)ara lbtiva Eden 
~izimler. 

Konum teoremlerini kullanarak, yamna vartlanuyan 
elemanlar ihtiva eden problemlerin ~zilmlerine dair bir-
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ka<; ornek verecegiz. <;izim problemlerini, yalmz cetvel 
kullanarak <;izcbilmemiz de, <;ok defa bu konum teorem­
leriyle mtimktin olabilmektedir. 

PROBLEM 1. Herhangi bir Q noktas1 'ile yanina 
vanlam1yan bir P(a,b) noktast verildigine gore, PQ do{j­
rusumt 9iziniz. 

B1R1NC1 COZUM. (Pappu.s-Pascal Teoremini k:u1l.ar 
narak). Once a dogrusu tizerinde A, B gibi keyfi iki nokta 
ve b dogrusu tizerinde de D ve E gibi keyfi iki nokta 
sec;ip ($ek. 39); AE, BD, BQ ve EQ dogrulanm ~iziniz. 

Sekll: 89 

AE ve BQ dogruJarmm kesim noktas1, C noktas1 
olsun. Bunu ifade etmek i<;in, C s AE x BQ yazacag1z. 
Bundan ba$ka ($imdi verilen notasyonu ku1Janarak) , 
F . BD x EQ ahnsm. AF ve CD dogruJar1m da ~iziniz. 
R • AF x CD olsun. Pappus-Pascal Teoremi, ABCDEF 
aJtigenine uygulamrsa; QR dogrusunun P noktasmdan 
g~ecegi (yani; QR dogrusunun, PQ dogrusu ile cak1$8-
cag1) anla$1hr. 0 halde, Q ve R noktalar1 bir cetvel ile 
bir1e$tiri1irse, problem ~ztilmti$ olur. 

1K1NC1 COZOM. (Desargues Teoremini kullanarak). 
0 noktas1, keyfi bir nokta ($ek. 40); P1, Pz ve p3 dogrular1 
da 0 dan ge<;en keyfi ti~ dogru olsun. 
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$imdi, ~u a~ag1daki dogrularm kesim noktalarm1 
gozoni.ine alahm: 

a x p1 • A. 

ax p2 • B. 

b x p 1 a A', 

bx p~ = B', 

AQ X P C A'Q x Pl = C', 
8 - , 

BC x B'C' = R. 

ABC ve A'B'C' ti9genlerini gozontine alarak; Desar­
gue.s Teoreminc gore P, Q ve R noktalarmm bir dogru 

Seki!: 40 

ilzerinde olduklarm1 s0yliyebiliriz. 0 halde, arad1g1m1z 
dogru, QR dogrusu ile ~akl~tr. 

PROBLEM 2. Herhangi bir q dogrusu ile yanina 
vart'lamiyan bir P( A,B) dogrtUSU verildigine gore, bu 
dogrulann C kesim noktasmi qizimle bulunuz. 

Bu problemi ~zmek i~in, K1s1m 10 da verilen Brian­
chon Teoremini kullanmak uygun olacak. A noktasmdan 
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ge<;en a ve b keyfi dogrular1 ile B noktasmdan g~n c ve 
d keyfi dogrularm1 ~iziniz ($ek. 41). 

1 - a x e ve 2 - b x q noktalarmdan gec;en dogruya, 
c dogrusu; 3 - bx d ve 4 - ex q noktalarmdan g~n 
dogruya, f dogrusu; 5 • a x f ve 6 • c x d noktalarmdan 
gec;en dogruya da, r dogrusu diyelim. 

' ~ l 
$ek11: 41 

A54B62 alhgeni gozontine ahmrsa; A5, 4B, 62 
kenarlari 1 noktasmdan ve 54, BG, 2A kenarlar1 da 3 
noktasmdan g~ektedirler $u halde, Brianchon Teore­
mine gore; AB, 56 ve 42 dogrularmm (yani AB, r ve q 
dogrularmm) bir noktadan g~meleri gerekir. Buna gore; 
q ve r dogrularmm kesim noktas1, q dogrusu ile yanma 
varilam1yan AB dogrusunun C kesim noktas1 olarak 
almabilir. 

PROBLEM 3. Yanrna rmilamiyan AA' ve BB' do{j­
rulannm M kesim noktasrni qizimle bulunuz. 

AB ile A'B' dogrularmm kesim noktas1, P noktas1 
($ek. 42) ve P den ge<;;en keyfi bir dogru da d dogrusu 
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olsun. d dogrusu Uzerinde, Q ve R gibi ( P den farkll) 
keyfi iki nokta se<;ilsin. C - AQ x BR ve C' • A'Q x B'R 
olsun. O halde, KlSlm 13 deki Teorem 5 in, ABC ve A'B'C' 
U<;genlerine uygulanmasiyle dogrudan dogruya gorillecegi 
gibi, CC' dogrusu M noktasmdan g~r. 

d dogrusu veya Q ve R noktalarmdan birinin duru­
munu degi~tirerek, ayni tarzda, C1 ve Ci' gibi diger bir 

$ekll: 42 

nokta <;ifti elde edebiliriz; oyle ki, C,C,' dogrusu da M 
noktasmdan ge~r. 0 halde CC' ve C1C1' dogrularmm kesim 
noktas1, aranan M noktas1 olarak almabilir. 

PROBLEM 4. R (a, a') ve Q (b, b') noktalan; yantna 
vanl.amiyan iki nokta oZ.,un. RQ dogrusunu ¢ziniz. 

a ve b dogrularmm kesim noktas1, C ile; a' ve b' dog­
rularmm kesim noktas1 da C' ile g0sterilsin (~k. 43) . 
CC' dogrusu ilzcrinde keyfi bir 0 noktas1 ( C ve C' den 
farkh) alahm. 0 noktasmdan, p ve q gibi keyfi iki dogru 
(CC' den farkh) <;izelim. p dogrusunun b ve b' dogrulanru 
kestigi noktalar, s1rasiyle B ve B' noktalar1; q dogrusunun 
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a ve a' dogrularm1 kestigi noktalar da, sirasiyle A ve A' 
noktalar1 olsunlar. Desargues Teoremini ABC ve A'B'G' 
i..i~genlerine uygular.sak; P 1 a AB x A'B' noktasmm, QR 
dogrusu i..izerinde oldugunu derhal gorebiliriz. 

Ayni tarzda; 0 noktasmm 00' dogrusu i..izerindeki 
yerini veya p ve q dogrularmm durumJarm1 degil?tirerek, 
QR dogrusu i..izerinde diger bir P~ noktas1 bulabiliriz. ($ek. 
43 de, p dogrusu yerine p' dogrusu ahnm1~t1r.) O halde 
aranan dogru, P1P~ dogrusudur. 

PROBLEM 5. a, b gibi iki do!)ni v.~ bir Q noktasi­
nin verildigini f arzedelim. Q noktasindan geQen ve verilen 
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do{jrulara paralel olan d,ogruyu, yalmz cetvel 1fu/Janarak 
¢ziniz. 

c dogrusu, Q den g~en herhangi bir dogrudur (!}ek. 
44). Bu dogru verilen a ve b dogrularm1, s1rasiyle, A ve 
B noktalarmda kessin. a dogrusu ilzerinde keyfi bir D 
noktas1 (Adan farkll) alahm. $imdi, yan kenarlar1 paralel 
olm1yan oyle bir yamuk gizelim ki; bu yamugun tabanla­
rmdan biri, AD olsun ve diger taban, b dogrusu ilzerinde 
herhangi bir yerde bulunsun. 0 halde, Kis1m 14 deki 

a 

b 

Sekll; 44 

Teorem 6 da oldugu gibi, M noktas1m gizimle bulal1m 
( ~izim ile ilgili dogrular gosterilmemi~tir) . Teorem 6 mn 
sonu,Q'unda ifade edildigi gibi; M noktas1, AD dogru par­
gasmm orta noktas1 olacakt1r. !}imdi de, 0 e QM x b ve 
P ... 00 x BM olsun. Teorem 6 run sonug'una gore; PQ 
dogrusu, aranan dogru olacakt1r. 

19. Okuyucu l~in ~ziilecek Problemler. 

PROBLEM 6. Paralel iki dogru verildigine gore, bu 
dogrulara parale1 olan ve yanma vartlanuyan belirli bir 
noktadan g~n dogruyu <;iziniz. 

PROBLEM 7. Yamna varilanuyan paralel iki dogru 
verildigine gore, bu dogrulara paralel olan ve verilen bir 
noktadan ge<;en dogruyu <;iziniz. 

/ ... 
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PROBLEM 8. Bir dortgenin kenarlar1 ile k~gen­
lcri, ba$ka bir dortgenin kenarlar1 ile k{)§egenlerine para­
lel iseler; dortgenlerin homotetik 1 olduklar1ru (yani, 
benzer olacak tarzda yerl~tirilmi$ bulunduklar1m) ispat 
ediniz. 

PROBLEM 9. ABCD ve AB'CD' gibi iki paralel­
kenar verilmi$ olsun. O halde, BB' dogrusu DD' ye ve BD' 
dogrusu da B' D ye paraleldir. 

PROBLEM 10. Daha once verilen problemlerden 
hangilerinin, ~g1daki problemleri C()zmek i~in kullarula­
bileceklerini belirtiniz: 

1) $amandlralarla deniz ilzerinde iki dogru belirtil­
mi$tir. $amand1ralarm gortilebildigi bir ada Uzerinde 
bulunmaktayiz. Ada Uzerinde verilen bir A noktasiru , 

-- '()..- -- --
"Oo - -

$ekll: 45 

$8mandlralarla belirtilen dogrulann kesim noktastna bir­
le$tiren dogrunun jalonlarla gOsterilmesi gerekmektedir 
($ek. 45). 

I l ABOD ve A'B'C'D' diSrtaenlert vertldltlne aiSre, OA!OA' = 08/0B' 

= OC!OO' = ODIOD' olmak Uzere blr 0 noktut bulunablltr.e; bu 
halde bu dortgenlere, chomotettk diSrtirenler> denlr. 
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2) a ve b dogrular1 veriliyor. Bir tepe, a dogrusunu 
kesmekte ve a dogrusu boyunca gorti$U imkansiz hale 
getirmektedir ($ek. 46). Bu halde, dogrularm kesim nok­
tas1 nasll bulunabilir? 

$ekll: 46 $ekll: 47 

3) Ayni problerni, her iki dogru iizerinde de engeller 
olmas1 halinde C()ztiniiz (~k. 47). 

$ek11: 48 

4) Elektrik ileten A ve B direkleri arasmda iki yap1 
bulunmaktad1r. Direkler arasma ve bu direklerden g~n 
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dogru Uzerinde bir yere ii~iincU bir C diregi konulacaktll' 
($ek. 48). 

- · -== 

----

$ek!I: 49 

5) $ek. 49 da gosterilen ~izime gore; iki elektrik 
hattmm kesim noktasm1, kara d1~ma ~1kmadan belirten 
bir metod bulunuz. 

, 



6. KONUM TEOREMLERiNiN CEBiRSEL 

AN LAM I 

20. Cebirsel Ozde~liklerin Konum Teoremleri Olarak 
Ahnabilmeleri. 

Baz1 milhim konum teoremleriyle ka!'§Ila!}bk ve bu 
teoremlerin milmkiln olan tatbikat1 hakkmda bir fikir 
edindik. $oyle bir tak1m sorular kendiliginden ortaya 
<;lkmaktadir: Daha ba$ka konum teoremleri var m1d1r? 
Desargues ve Pappus-Pascal Teoremlerinden c1kan b~ka 
konum teoremleri var m1chr? Dlizlemde konum ile ilgili 
ozelikleri bulmak i~in genel bir metod var m1d1r? Bu 
sorular, bizi, yeni bir bilim koluna gotilrtir. Bunlarm 
ekserisinin cevaplar1 ancak son yirmi yll icinde ortaya 
konmu~tur. Hentiz cevapland1rllmas1 gereken bir taklm 
sorular da vardir. Ancak burada, matematigin bu klsmma 
dair k1sa bir fikir verecegiz. 

17. Ytizyll ba~larmda, matematikciler, geometrik ince­
lemeler i<;in genel bir metod ararlarken, cebir ve aritmetik 
ile ilgili metodlarm geometriye uygulanmasm1 milmkiln 
k1lan «koordinatlar» fikrine ula!}tllar. Pappus-Pascal ve 
Desargues Teoremlerinin, cebir ve aritmetik'i geometri'­
ye baglayan milhim rolil ise, 20. YUzyll b~lannda anla­
!}Ild1. Nihayet, son on be!} yil icinde yapilan incelemeler; 
her konum teoreminin, cebirael bir 0zd~likml!} gibi 
almabilecegini «yani cebirsel bir dile ~evrilebilecegini:. ve 
tersine olarak da, her cebirsel ozde$ligin, bir konum teore­
miymi$ gibi almabilecegini «yani, geometrik olarak ifade 
edilebilecegini» gosterdi. 

-53-

' 
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En basit ornekleri gozonilne alahm: 

a ve b gibi keyfi iki sayi verilmi~ olsun. Birim uzun­
lukta olan bir OE dogru parcas1 alarak ($ek. 50), a ve b 
sayllarrm birer dogru parcas1 ile gosterelim. 0 halde 
verilen sayilarm ab carpmuru da bir dogru par~1 ile 
gosterebiliriz. Say1Jarm garpmum veren bu dogru par~1 
~yle cizilebilir: Keyfi bir MON ag1B1 ahmr. OM kenan 
iizerinde, ab nin ilk carpam (yani, OA = a dogru par~1) ; 
oteki ON kenan iizerinde de, ikinci carpan (yani, OB= b 

0 E A' 
Sekll: 50 

B 

dogru parcas1) ve aynca OE = 1 dogru parcas1 i~retlenir. 

AE ye paralel olan BB I dogrusu cizilir. 0 halde, 

OA a 

OB OE 
veya --=-

b 1 

olur ve buradan OB1 = ab bulunur. 

Ayni tarzda ba c;arp1m1 da gosterilir. Bunun icin, OM 
kenan iizerinde ba nm ilk carpam (yani OB' = b dogru 
par~1) ve oteki ON kenan iizerinde de ikinci ~an 
OA' =a dogru pargas1) ahmr. B'E ye paralel A'B2 dog­
rusu cizilir. 0 halde, 

, 
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OB~ OB' OB2 b 
--=-- veya 

a 1 OA' OE 

olur ve buradan OB:= 1xz ~1kar. lik ~izimde AE II BB1 idi. 
OA = OA' =a ve OB'= OB= b olduguna gore, K1s1m 
8 deki Yard1mc1 Tcorem 1 den, AA' I! BB' oldugu anlaij1hr. 
Demek ki, AA'B 1BB'E alt1genine Pappus-Pascal Teoremini 
uygulayarak, A'B1 I, B'E oldugunu buluruz. Fakat, ikinci 
~izimde A'B: B' E idi. Bu; Pappus-Pascal Teoremi dogru 
ise, bu halde, B_ noktas1mn Bi ile ~ak1~cagm1 (yani 
OB 1 = OB" veya ayni $CY demek olan ab= 1xz olacagm1) 
ifade eder. BOylece Pappus-Pascal Teoremi, «Cebir dilin­
dc» ~rprmdaki komtitatif kaide olur. 

21. Konum Teoremleri l~in ~ematik Notuyon. 

Bir kimse; meseleyi daha iyi inceledikten ve gerekli 
tecrtibeyi edindikten sonra; ~itli cebirsel 0zd~likleri, bir 
tak1m konum teoremleri olarak ifade etmesini ogrenebilir. 
Ozde$liklerin, istendigi kadar c;ok say1da kurulmas1 mtim­
ki.in olduguna gore; istendigi kadar ~k say1da konum 
teoremi el<le etmek de mi.imki.in olur. Aynca, ooyle bir 
teoremde nokta ve dogrwarm sayisi keyfi olarak arttl­
nlabilir. 

Daha kan$1k bir konum teoreminin sOzle ifadesi daha 
da zor olacakt1r. Bu sebepten, kar1'1k olan konum teorem­
leri i~in, bir notasyon $Cma kabul ettik. Bu $Cmayi kulla­
narak, ornegin, Pappus-Pascal Teoremini ifade edelim. 
Teoremde kabul edilen $8rta gijre (K1s1m 7 ye bak1ruz); 
A, C ve E noktalan bir dogru ilzerindedirler. Bu $8rtl 
$Cmatik olarak ifade etmek i~in, noktalan gOsteren harfler, 

ACE 
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gibi bir satirda yazllabilir. Ayni ~ B, D ve F noktalar1 
i~in de ileri stirtilmektedir. 0 halde, $emaya 

BDF 

gibi ikinci bir sat1r ilave edilir. Ayr1ca, P noktas1, AB ve 
DE dogrularmm kesim noktasmda bulunur. Bu ~rt 
~matik olarak 

$eklinde gosterilir. 

AB} p 
DE 

Q ve R noktalarmm bulunmalar1 da ayni tarzda ifade 
edilirler. Pappus-Pascal Teoremi, bu $ematik notasyon ile 
tamamen $U $ekli abr: 

ACE 

BDF 

AB}p 
DE 

BO} Q 
EF 

~}R 
PQR 

dogru altmdaki son notasyon teoremin sonucunu «yani; 
P, Q ve R noktalarmm bir dogru tizerinde oJduklanru> 
ifade eder. 
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14 noktay1 (bu noktalar, !}ekilde rakamlarla gosteril­
mi~lerdir) ve 16 dogruyu (bu dogrular da Qizimde belir­
tilmi~lerdir) iQine alan daha kanijik bir konum teoreminin 
ijematik olarak ifadesi i!;in bir ornek verelim: 

1 ~} 7 
3 

2 :} 8 
3 

1 ~} 9 
4 

2 ~} 10 7 

1 1~ } 11 3 

2 
: } 12 3 

6 
1i } 13 5 

1 1~ } 14 7 

2 13 14 

Bu teorem $ek. 51 de gosterilmiijtir. tlk once 1, 2, 3, 
4, 5 ve 6 noktalar1m keyfi o1arak seQer ve sonra da biltlin 
~ekli Qizebiliriz. 0 halde, geri kalan diger biltiin noktalarm 
yerleri tamamiyle belirtilmi!j olacak1ard1r. Bu konuma 
tekabtil eden cebirsel 0zdeijligi ortaya koymak bizim iQin 
olduk~a zordur. Sadece burada, bu ozde!jligin 

/ 
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a (be) + d = (ab) c + d 

oldugunu ifade etmekle yetinecegiz. 

Bu konum teoremini, Desargues ve Pappus-Pascal 
teoremlerini kullanmak suretiyle, geometrik d~tincelere 
dayanarak ispat etmek yine de pek uzun olacaktI. 

12 

13ekU: 51 

Nihayet, ne kadar kan~1k olursa olsun, btittin konum 
teoremlerinin Pappus-Pascal teoreminden g1karilabilecek­
leri gosterildi. Kls1m 12 nin (c) ~nda; Desargues 
Teoremini, Pappus-Pascal Teoreminden elde ettigirnizi 
hatlrlay1mz. 
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