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BU KIiTAP HAKKINDA

Bu kiiciik kitapta bir kac miithim konum teoremi verilmekte
ve bu teoremler uygulanarak sekillere ait ozeliklerin incelen-
mesi ile bir takim pratik problemlerin ¢oziimleri yapilmaktadir.
Bunlar yapilirken, kitabin yazarlari, geometrinin bazi temel
kaidelerini — uzayda merkezsel izdiisiim ve ideal elemanlari —
okuyucuya tanitmaktadirlar. Diizlem geometri ve uzay geo-
metriye ait yalmz en basit bilgilerin onceden ogrenilmis
oldugu kabul edilmektedir.

Bolim 2 ve 3, en miithim iki konum teoremine (Pappus -
Pascal ve Desargues Teoremlerine) ayriimig ve daha sonraki
boliimlerde bu teoremler {izerine uygulamalar yapilmigtir.
Boliim 6, konum teoremlerinin cebirsel tefsiri ve bizi bu teorem-
lere gétiiren genel metod hakkinda kisa bir fikir verir.

Bu konu iizerinde daha genis bilgi edinmek istiyenler,
kitabin sonunda verilen bibliyografya’dan faydalanabilirler.




BU YAYINLAR HAKKINDA

Matematigin kendi degeri yanminda, fizik, kimya ve dola-
yisiyle miihendislik, askerlik gibi pratik sahalara ve bilhassa
son zamanlarda biyoloji, ekonomi ve hatta sosyal bilimlere
yardim hizla arttigindan, bu bilim her millet igin hayati bir
onem kazanmistir.

Oteyandan, matematik de bu bilimlerin problemlerini
¢ozebilmek icin gerek metod, gerekse fikir bakimindan
gelismek zorundadir.

Bundan dolayr bir cok memleketlerde bu sahaya daha
' fazla sayida istidatlar ¢ekmek ve bunlari erkenden kegfetmek,
en nihayet bunlarin egitimi icin her tiirlii fedakarliga katlan-
mak en onemli bir milli egitim siyaseti olmustur.

Yeni istidatlar1 erkenden kesfetmek icin diisiiniilen ted-
birlerin basinda, matematik kiiltiiriinii genis kitlelere yaymak
gelir.

ikinci Diinya Harbinden sonra bircok memleketlerde,
genclerin tecessiislerini tahrik etmek ve bunlarin matematik
bilimlerine kars: ilgilerini arttirmak icin yeni bir tip mate-
matik literatiirii meydana gelmistir. Bu cesit literatiirde
aranilan ozellikler kisaca sunlar olmalidir: a) Problem vazl
sun’l olmamali, b) Bunlar anlamak ic¢in fazla ©n bilgiye
ihtiyac bulunmamali, ¢) Okuyucuyu aktif isbirligine ve bir
seyler kesfetmege sevketmeli.

Iste Tiirk Matematik Dernegi bu cereyam1 memleketimize
de getirmek maksadiyle bu yaymnlara baglamis bulunmaktadir.
‘Bu yaymnlar, resmi miifredata bagh ders veya yardimci
kitaplar olmayip, konular1 yukariki prensiplere uygun olarak
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GIRIS

1. Bir K;:mum Teoremi Nedir?

‘Bir konum' teoremi; sonlu sayida noktalar, dogrular®
ve bunlar arasinda ortaya cikan bagmtilarla ilgili bir
teoremdir. Bir konum teoremi, cok defa, bir takim nok-
talarin bir dogru iizerinde bulunmalar1 veya bir takim
dogrularin bir noktadan gecmelerinden Otiirii, diger bazi
noktalarin bir dogru iizerinde olmalar1 gerektigi veya
diger bazi dogrularin bir noktadan gectiklerini ifade eder.

Konum teoremlerine ait bazi basit 6rnekler:

1. A, B ve C noktalar: bir dogru iizerinde A, B ve
D noktalar: da bir dogru iizerinde olmak iizere A, B, C
ve D gibi farklh dort nokta almmus olsa; B, C ve D nok-
talar bir dogru iizerinde olurlar (Sek. 1).

Ry B G WD
Sekil: 1

2. a, b ve ¢ dogrular bir noktadan a, b ve d dogru-
lary da bir noktadan gegmek uzere a, b, ¢ ve d gibi farkl
dort dogru almmus olsa; b, ¢ ve d dogrulart bir noktadan
gecgerler (Sek. 2).

1 Konum, konfigiirasyon karsiligr alinmistir (Cevirenin notu).
Konfigiirasyon (Litince, configuratio), birbiriyle ilgill elemanlardan
meydana gelen bir sekil demektir.

2 Bu kitapta, bir «doEru» diyince, daima her iki taraftan sonsuz
olarak uzatilmis bir dofru anlasilacaktir.
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2 Konum Teoremleri

Geometri derslerinde incelenen teoremler arasinda,
bir iicgenin 6zel noktalar1® ile ilgili olanlar, konum teorem-
lerine en cok benziyen teoremlerdir.

Bazi konum teoremleri eskiden de bilinirlerdi. Bu
teoremler, daha yakin zamanlarda geometrinin en ilgi
cekici kollarindan birinin — Projektif Geometri'nin —
temeli oldular.

Keza, projektif geometri de, tasar1 geometri’nin
— yani; ii¢c boyutlu sekillerin, diizlemler iizerinde gosteril-
meleriyle ilgili calismalarin — temelini teskil eder.

b

Sekil: 2

Bu kitabin son kisminda kismen aciklandign gibi;
cebir ile mesgul olanlar, son on yil i¢inde konum teorem-
leri ile ilgilendiler.

Konum teoremleri, ¢okgenlere ait tzeliklerin incelen-
mesi ve bu ozeliklerle ilgili problemlerin c¢oziilmesinde
basariyla uygulanabilir. Bu teoremler, &zellikle, muhtelif
siirlayiel sartlar haiz ¢izim problemlerinin coziilmesinde
faydali olur: Yalmz cetvel kullanarak yapilan cizimler,

1 Bir ficgenin kenar ortaylarmin kesim noktas:, yiiksekliklerinin
kesim noktas:, iicgenin icine ve disina cizilen dairelerin merkez-
lerl; {icgene ait bazi bzel noktalardir.



Giris 3

dﬁzlémin sinirlanmis bir kismi icinde yapilan cizimler,
yanma varilamiyan noktalari bulunan cizimler, v.s... de
oldugu gibi.

2. Bir Konum Teoremi Ornegi.

Bir ABC licgeni ciziniz ve bu ilicgenin i¢inde bir O
noktas1 alimz. O yu koselere birlestiren dogrulari, kars:
kenarlar P, @ ve R noktalarinda kesinciye kadar uzatimz
(Sek. 3). AB ve PQ@ dogrularinin kesim noktasmm, U ile;

4

Sekil: 3

AC ve PR dogrularimin kesim noktasim, V ile; BC' ve
QR dogrularmin kesim noktasim da, W ile gosteriniz.
Cizim itinayla yapilir ve biitiin noktalar, sekil diizleminin
simirlar1 icinde kalirlarsa; bu U, V ve W noktalar1 bir
dogru lizerinde olmak iizere ortaya cikacaklardir. Eger
baska bir ticgen ve baska bir O noktas: secilirse, sonuc yine
de degismiyecektir,




4 Konum Teoremlerl

BC||QR almirsa, o zaman UV||QR olacaktir. BC||QR
ve AC||PR ise, daha ileride gosterilecegi gibi, AB||PQ
olmas1 gerekir.

Bu islerin tesadiifen boyle olduklarina inanmak kolay
degildir. Goriinuise gore, burada bir diizene uygunluk var-
dir ve bir teorem dogru olmalidir. Teoremin sonueu ise
«U, V ve W noktalarinin hep bir dogru iizerinde bulunma-
lari» dir. Bu teorem, yukarida da sOylendigi gibi, daha
onceki geometri derslerinde rastlanan ve bir licgenin o6zel
noktalariyle ilgili olan teoremlerle karsilastirilabilir. Fakat,
ele aldigimiz teoremde, iicgenin 6zel noktalarina ait teo-
remlerden farkh olarak, kenar ve agilarmn biiyiikliikleri
icin bir sart ileri siiriilmemistir. Hem teoremin sartlarinda
hem de sonucunda, nokta ve dogrularin birbirine nazaran
durumlarindan bahsedilir. Boyle bir teoreme, konumla
ilgili (konfigiirasyonel) bir teorem denir.

Yukarida bahsedilen konum teoremi sdyle ifade
edilebilir.

PQR iiggeninin, swasiyle, P, Q@ ve R koseleri, ABC
tiggeninin, swrasiyle, A, B ve C koselerine karst kenarlari
tizerinde iseler; ayrica AP, BQ ve CR dogrular: bir nokta-
dan gegiyorlar ve ayni zamanda AB ile PQ, AC ile PR ve
BC 'ile QR dogrular sirasiyle U, V ve W noktalarnnda
kesisiyorlarsa; ohaIdeUVveWnoktaIm'tbirdom
sizerinde bulunurlar.

Konum teoremlerini ispat edebilmek icin; merkezsel
fzdiislim alma isini ve «ideal» veya «sonsuzdaki» nokta ve
dogrular kavramim bilmemiz gerekir.







6 Konum Teoremleri

dogrusuna paralel degilse, bu halde k dogrusu iizerindeki
bazi noktalarin izdiistimleri yoktur. SX ||I ise, X noktasi-
nin [ iizerinde bir izdiislimii bulunamaz. S8Y’||k ise, I iize-
rindeki Y’ niin diger bir istisnai nokta olacag Sek. 5 den

/Y / A°N
Sekil: 5

kolayca goriiliir. Bu ¥’ noktasi, I dogrusu iizerinde olup k
dogrusunun herhangi bir noktasmmn izdisiimii olmiyan
yegane noktadir. Boyle istisnai noktalari, 6teki noktalar
gibi, ayni tarzda kullanabilmek icin; her dogrunun bilinen
noktalar1 yaninda, biitiin bu bilinen noktalara ilaveten,
dogrunun bir ideal noktasimn da bulunacagim kabul
edecegiz. Ayni zamanda, paralel dogrularin da ortak bir
ideal noktaya sahip olduklarim sart kosacagiz '

Artik simdi, Sek: 5 deki X noktasinin bir izdiistimii
bulunacak ve bu izdiisiim ! dogrusunun ideal noktas:
olacaktir. Keza, Y’ noktasi, k¥ dogrusuna ait ideal nokta-
nin da izdiisiimiidiir. k¥ ve 1 dogrularimin paralel olmasi
halinde, bu dogrularin ortak ideal noktasmin, kendi izdii-
siimii olacagina dikkati cekeriz.

Simdi sunu beﬁﬂeﬁm: A noktasi soldan X noktasma
yaklasirsa (Sek. 6 da A nin bu konumlar1 4,, 4,, 4,, vs...
ile gosterilmislerdir); o zaman, A noktasinin izdiisiimii, 1

1 Diizlemde olduZu gibi, uzaydaki paralel dogrularm ortak bir ideal
noktaya sahip olduklarm: kabul ederiz.




1. Merkezsel Izdiisiim Ve Ideal Elemanlar 7

dogrusu iizerinde saga dogru otelere ve ¢ok otelere gider.
Bu sebepten ideal noktaya, ayni zamanda sonsuzdaki nokta
da denir,

Bundan baska, X noktasi sagdan A noktasina yakla-
sirken (Sek. 6 da 4 mn bu konumlari A, Ay, Ag; V8
ile gésterilmislerdir); A noktasimin izdiistimi, 7 dogmsu
tizerinde sola dogru uzaklasir. Her dogrunun sonsuzda
yalniz bir noktasi bulundugunu kabul ettigimize gore,
dogruyu kapaliymis gibi gozoniine alabiliriz.

Xl' k/ A 1& A ‘>\ A‘:\

Sekil: 6

Ideal noktasiyle beraber almman bir dogruya bir
projektif dogru denir.

Bir diizlemin biitiin dogrularinin ideal noktalarinin
bir ideal projektif dogru iizerinde bulunduklar: fikrini
kabul edelim. Bu ideal projektif dogruya sonsuzdaki dogru
da denir. Ideal noktalar1 ve ideal dogrusu ile beraber
alnan bir dizleme projektif diizlem diyecegiz *.

*  Diizlemin biitiin ideal noktalar, ideal dogrusu lizerinde bulunurlar. O







1. Merkezsel lzdilstim Ve Ideal Elemanlar [+

Daha once (2 nei kistmda) belirtildigi ve daha sonra
(11 ineci kistm 1 inci halde) ispat edilecegi gibi; dogrular-
dan iki ciftin paralel olmalari ile {iclincii ¢iftin de paralel
olmasi gerektigine gore, bir diger imkan ortaya cikamaz.

(@) halinde, {i¢ noktanin hepsi de ideal noktalardir
ve dolayisiyle bu noktalar bir ideal dogru iizerinde bulu-
nurlar. (b) halinde, 2 nci kisimda belirtildigi gibi, UV||QR
dir ve W noktas: bir ideal nokta olur. UV||QR olduguna

gore; UV dogrusunun, W noktasindan gececegini, yani U,

V ve W noktalarmmin bir dogru iizerinde bulunacaklarinr
goriiriiz. (¢) ve (d) halleri (b) haline analogdur.

8. Projektif Dogrularia figili Temel Teoremler,

Teorem 1. Farkh iki noktadan — ideal veya
herhangi * (ordinary) iki noktadan — bir ve yalmz bir
projektif dogru geger.

Uc imkan vardir: (1) iki nokta, herhangi iki nokta
olabilir; (2) iki nokta ideal iki nokta olabilir; (3) nokta-
lardan biri ideal, digeri herhangi bir nokta olabilir.

(1) inci hal icin, elemanter geometrinin aksiyomlari-
na gore farkh iki noktadan bir ve yalmz bir dogru gectigini
hatirhyalim. Ideal dogrunun herhangi bir noktas: bulun-
miyacagina gére, boyle ideal bir dogru, verilen noktalarin
hi¢ birinden de gecemez ve boylece (1) inci haldeki teorem

ispat edilmis olur.

(2) nci halde, noktalar diizlemin sonsuzdaki dogrusu
lizerinde bulunurlar. Diizlemin diger geri kalan dogrula-
rinin her birinin yalmz bir ideal noktast olduguna gore;
verilen noktalarin her ikisi birden, bu cesit dogrulardan
herhangi biri {izerinde olamazlar.

*  Bu kitapta; herhangi bir nokta deyimi ile, ideal olmiyan bir nokta
ifade edilmektedir (Cevirenin notu).
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(3) tincii halde; A noktasi, herhangi bir nokta ve B
noktasi da, ideal bir nokta olsun. B noktasi, herhangi bir
k dogrusu ile belirtilir (ve cizimde de gosterilebilir). 4 dan
gecen ve k ya paralel olan dogruya ! dogrusu dersek;
projektif olan bu I dogrusu ve ancak bu dogru, A ve B .
noktalarindan gecebilir, Bilindigi gibi, boyle bir 1 dogrusu
vardir ve bu I dogrusunun ancak bir tek olacagl, paralel
dogrularla ilgili aksiyomlardan anlasilir.

Teorem 2. Farkh iki projektif dogru, bir ve yal-
mz bir noktada (ideal veya herhangi) kesigirler.

(Ispat1 okumadan once, kendi kendinize ispat etmiye
calisiniz.)

. Teorem 2 yi ispat etmek icin, miimkiin iki hal bulun-
dugunu 6nceden hatirlatalim: (1) iki dogru herhangi iki
dogru olabilir; (2) dogrulardan biri herhangi ve digeri bir
ideal dogru olabilir. Diizlemin sonsuzda ancak bir dogrusu
olacag fikrini kabul ettigimize gore, iki ideal dogru almak
mumkiin degildir.

(1)inei halde; alinan iki dogru paralel degilse, o
zaman bu dogrular herhangi bir noktada kesisirler. Veri-
len dogrular paralel iseler, o halde dogrularin ortak bir
tek ideal noktasi vardir.

6. Uzayda Merkezsel lzdiisiim.

Bir & diizlemi ve diizlemin disinda bir S noktasi veril-
mis olsun (Sek. 8). SA4 dogrusunun x diizlemini deldigi A’
noktasma, A noktasimn n dizlemi Uzerindeki izdiisiim’ii
diyelim. Diizlemde yapilan izdiisiimde oldugu gibi, S nok-
tasina yine izdiisiim merkezi deriz. n diizleminin ideal
noktalaril, S8 den gecen ve = diizlemine paralel olan bir <
diizleminin tizerinde bulunan noktalarin izdiisiimleridir. =







12 Konum Teoremleri

o ve 1 diizlemleri paralel degillerse; 47, B’ ve C’ nok-
talari, o ve = diizlemlerinin her ikisi iizerinde yani ¢ ve &
diizlemlerinin arakesit dogrusu itizerinde bulunurlar.

¢ ve n diizlemlerinin paralel olmalari halinde (burada
¢ ve x dizlemleri projektif diizlemler olarak aliniyor),SA
dogrusunun ideal noktasim gozoniine alalim (Sek. 10). =«
diizleminde S4 ya paralel her I dogrusu, S4 nin ideal nok-

="
T

Sekil: 10

!

tasindan gec¢melidir. Demek ki, bu halde, A noktasinmn
izdiisimii, n diizleminin bir A’ ideal noktasi olacaktir.
B ve C noktalarimin’ izdiisiimlerinin, = diizlemine ait ideal
noktalar olacaklar1 da ispat edilir. = diizlemi iizerindeki
biitlin ideal noktalarin, bir dogru iizerinde bulunduklar:
fikri kabul edildigine gbre; ¢ ve = diizlemlerinin paralel
olmalar: halinde de, Teorem 3 iin dogru olacag ortaya
cikar. -




2. PAPPUS-PASCAL TEOREMI

Tarihi bilgi. Iskenderiye’li Pappus, Milattan sonra
3. Yiizyilim ikinei yvarisinda yasiyan bir Yunanli matema-
tikei idi. Pappus’un matematik kolleksiyonu (mathema-
tical collection) isimli kitabinda; diger herhangi bir tarzda
bize kadar gelmemis olan Yunanca yazilardan bir c¢ok
parcalar vardir. Bu sebepten, bu kitap, eski Grek mate-
matik tarihi icin degerli bir kaynaktir.

Blaise Pascal (1623-1662), taminmis bir Fransiz
matematik bilgini, fizikci ve filozof idi. Pascal, ilk mate-
matik tahsilini, babasinin — meshur matematikci Etienne
Pascal’in — nezareti altinda yapti ve ilk ilmi eserini 16
Yyasinda iken yazdi. Bu béliimde gozoniine alinan Pappus-
Pascal teoremi, Pascal’in ilk ilmi calismasinda ispat edilen
teoremlerden birinin &zel bir halidir. Bu 6zel hali, Isken-
deriye’li Pappus’iin, ideal noktay1 kullanmaksizin 6nceden
bildigi bir gercektir.

Pascal’in matematik ilgisi geometriye miinhasir de-
gildi. Toplama yapan bir makina plam cizdi ve onu
gerceklestirdi. Aritmetik, cebir, sayilar teorisi ve proba-
bilite tizerinde bir seri  calismalar yazdi. Ozellikle,
matematik indiiksiyon metodunu kesin olarak tarif etti
ve bu metodu ispatlarda kullandi. Fizikte de, barometrik
basing ve hidro-statik problemler ‘izerinde calisti. Ornegin,
dis kuvvetler tarafindan sivinin yiizeyi iizerinde hasil olan
basinein, sw1 vasitasiyle biitiin dogrultulara esit bir
tarzda intikal ettigini ifade eden hidro-statik’in temel
kanununu kesfetti.

PAERT
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7. Pappus-Pascal Teoremi.

Diizlemde 1, 2, 3, - .., n sayilan ile gosterilen n farkh
nokta alindigina gore 1 ile 2, 2 ile 3, ..., n—1 ile n ve
n ile 1 noktalarm birlestiren n-dogrudan meydana gelen
sekle bir n - gen diyecegiz. Noktalara, n-genin koseleri ve
miiteakip iki koseyi birlestiren dogrulara n-genin kenarlar:
denir. Bu tarz bir n-gen tarifinin, alisilagelen bir n-gen
tarifinden, sadece kenarlar bakimindan fark edecegi acik-

tir: Kenarlar, dogru pargalari degil de, dogrular olarak
alinmaktadir.

4, B, C, D, E ve F noktalari, bir altigenin sirayla
alinan koseleri iseler (Sek. 11 e bakmmz), o halde 4 ile
D, B ile E ve C ile F koselerine, yani aralarinda ikiser
kose atliyarak alinan ciftlere, karsiliklh késeler denir. Bir
altigende, karsihkh iki kése ciftini birlestiren iki kenara,
karsihklh  kenarlar denir. Yukarida go6zoniine alinan
ABCDEF altigeninde, AB ile DE, BC ile EF ve CD ile
FA karsihkh kenarlardir.

PAPPUS-PASCAL TEOREMI. Bir altigenin kogeleri,
birer athyarak, iki dogru iizerinde iseler*; altigenin karsi-
hkh kenarlarimn kesim moktalart bir dogru iizerinde
bulunurlar,

Altigenin biitiin koseleri, ideal olmiyan herhangi
noktalar olsalar bile; teoremin yukaridaki basit ifadesi,
ideal noktalar ile ideal dogrular1 ithal etmeden elde
edilemez. Ideal nokta ve ideal dogrular ithal edilmeseydi,
Teoremin sonunda asagidaki iic halden ayr1 ayr1 bahset-
memiz gerekecekti:

Birinci hal. Her karsiikli kenar cifti herhangi bir

Ll

ABCDEF altigeninde A, C, E koselerl bir dofEru {izerinde ve
B, D, F kbseler! diger bir dofru iizerindedirler (Cevirenin notu).
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2. Pappus - Pascal Teoremi 15

noktada kesisirlerse, kesim noktalar: (Sek. 11 de P, Q ve
R noktalar1) bir dogru iizerinde bulunurlar.

Ikinci hal. Altigenin karsihikli kenarlari paralel ola-
bilirler (Sek. 12).

Ugiincii hal. Altigenin karsiikli kenar ciftlerinden
ikisi, P ve Q gibi herhangi iki noktada kesisebilir ve ii¢iincii
kenar cifti, PQ dogrusuna paralel olabilir (Sek. 13).

Ikinci halde, karsihkh kenarlarin kesim noktalarinin
hepsi de ideal noktalar olduklarindan ve dolayisiyle bu
noktalar verilen diizlemin ideal dogrusu iizerinde bulun-
duklarindan; ficiincii halde ise, paralel dogrularin ortak
bir ideal noktasi bulundugundan karsihkh kenar ciftlerin-
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den iclnciisiiniin kesim noktasi olan ideal nokta PQ

dogrusu iizerinde olacaktir. O halde bu ideal elemanlar, bu
hallerin iiciinii de, yukarida verilmis olan bir ifade
icine alabilmemizi mimkiin kilmaktadir.

Bundan baska, altigenin koselerinden bazilarinin ideal
noktalar olmalar:1 halinde de, Pappus-Pascal teoreminin
dogru oldugunu gosterecegiz. Kolayca anlasilir ki; ideal
noktalar ithal edilmeseydi, iic halin her biri icin ayr1 bir
teorem ifade edilmesi gerekecekti. Ama, diisiinelim kag

‘hal bulunacakti! Ve bu hallerin her biri icin ayr1 bir
ispat istenecekti.

8. Pappus-Pascal Teoreminin Ispatina Hazirhk.

Pappus-Pascal teoremini ispata baslemadan once, bu

ispatta lazim olan bir yardimeci teorem ispat edecegiz:

Yardimec1 Teorem 1. AOB agisimn OA kenary
wzerinde bir OC dogru parcasi ve OB kenar uzerinde de
bir OD dogru par¢ast almdigina gore OA/OB = OC /0D

‘ise, AB || CD dir (Sek. 14).

O acisi, AOB ile COD diicgenlerinin her ikisinin de

‘ortak bir acsi oldugundan ve bu acinin kenarlari iizerinde
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OE 'OA oc OB
e = T ve e T g S
oD « 508 OE OF

elde ederiz. Bu esitlikler taraf tarafa carpilirsa OC/0D =
OA/OF bulunur. Son esitlikden, Yardimci Teorem 1'e
gore, AF||CD ¢ikar. Bdylece, Pappus-Pascal teoreminin
sartlarimi saghiyan bir altigenin karsihkl kenar ciftlerin-
den ikisi paralel ise, liclincii kenar ciftinin de paralel
olacag1 gosterilmis olur.

Bir bagka yardimc teorem ispat edelim:

Yardime1r Teorem 2. Bir ¢ diizlemi iizerin-
de keyfi bir 1 dogrusu almdigwma gore, oyle bir S izdiisiim
merkezi ve oyle bir n izdisiim diizlemi bulunabilir ki; =
diizleminin ideal dogrusu, 1 dogrusunun izdiigiimii olur.
Bu halde = dizlemi, 8 noktast ile | dogrusunun belirttigi
~ dizlemine paralel olacaktir.

Sekil: 16

ispat icin, ¢ diizlemi iizerinde bulunmiyan bir S nok-
tasmi, izdiisiim merkezi olarak aliriz (Sek. 16). S noktasi
ile 1 dogrusunun belirttigi diizlem, ¢ diizlemidir. (I dogru-
sunun bir ideal dogru olmasi ihtimali, bize herhangi bir
giicliik tevlit etmez. Zira bu halde, S noktasi ile I dogru-
sunun belirttigi diizlem, S noktasindan gecen ve ¢ diizle-
mine paralel olan duzlemdir:) x diizlemi, S noktasindan
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gecmiyen ve ¢ ya paralel bir diizlem olsun. 4 noktasi 1
dogrusu lzerinde ise, o zaman S4 dogrusu < dizlemi
Uzerindedir ve dolayisiyle S4, « diizlemine paralel
olur. Demek ki, A nmin izdusimi, w duzleminin bir
ideal noktasidir. I dogrusunun keyfi bir noktasi icin boyle
bir sonuc elde edildigine gore; 8 noktasi ve n diizlemi,
yardime: teoremde istenen sonucu sagliyacaktir.

9. Pappus-Pascal Teoreminin Ispati.

Verilen ABCDEF altigenini iizerinde bulunduran

dizleme, ¢ duzlemi ve PQ dogrusuna da I dogrusu diyelim
(Sek. 17). Yardime1 Teorem 2 ye gore, dyle bir S izdiisiim

Sekil: 17

merkezi ve dyle bir = izdiisiim diizlemi vardir ki, I dogru-
sunun izdlslimii, = diizleminin ideal dogrusu olabilir.
Bundan baska, 8 noktasi ve P@ dogrusunun belirttigi ~

L
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diizlemi, n diizlemine paraleldir. 4°’, B’, C’, D', E’ ve F’
noktalari, altigenin koselerinin izdiisimleri ve P/, @', R’
noktalar: da sirasiyle P, @, R noktalariin izdiistimieri
olsunlar. P noktasi, 4B ve DE dogrularinin kesim noktasi
olduguna gore; P’ noktasinin, A’B’ ve D’E’ dogrularimn
kesim noktasinda olacagi Teorem 3 den anlasilir. Ayni
diisiince tarzi ile, @’ noktasinin, B’C” ile E'F* dogrularinin
kesim noktasinda ve R’ noktasinin da C’D’ ile A’F’ dog-
rularinin kesim noktasinda olacagimi gosterebiliriz. Fakat
P’ ve @' noktalar ideal noktalardir ve dolayisiyle
A’B’ || D’E’ ve B'C’ || E’F’ olur.

Ayrica, problemimizin sartlarina ve Teorem 3 e baka-
rak; 4’, C’, B’ noktalarinin bir dogru {izerinde ve B’, F’, D’
noktalarmin da bir dogru tizerinde bulunduklari anlasilir.
Bu sartlara bakarak, C'D’ || A’F’ olacagim1 daha dnceden
ispat etmistik (Kisim 8 de, Pappus-Pascal Teoreminin
ikinci halinde). C’D’ || A’F” olmasi; R’ noktasinin, = diizle-
minin ideal dogrusu iizerinde bulunmasi demektir. Fakat
7 diizleminin ideal dogrusu lizerinde bulunan biitiin nok-
talar, cizimde, ¢ diizlemi f{izerindeki 1 dogrusuna ait
noktalarin izdiisiimleri olacaklardir. Su halde R noktasi,
! dogrusu iizerinde olacak yani; P, Q@ ve R noktalar bir
dogru ilzerinde bulunacaklardir. Biylece Teorem ispat
edilmis olur,

10. Brianchon Teoremi.

Pappus-Pascal Teoreminden asagidaki sonucun cika-
rilmas zor degildir ve bazan bu sonuca Brianchon (1785-
1864) Teoremi de denir.

Teorem 4. Bir aliigenin kenarlar, birer athyarak
verilen iki noktadan gegerlerse, o halde karsiikh koseleri
birlestiren ii¢ dogru bir noktadan gegerler.
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Sirasi gelmisken, Giris'in 2 nci kisminda ifade edilen
teoremin, Desargues Teoreminin ABC ve PQR iicgenle-
rine uygulanan ozel bir hali oldugunu kaydedelim.

Simdi, Desargues Teoreminin ispatina gecebiliriz:

AB, A’B’ dogrular1 P noktasinda, AC, A’C’ dogrulan
Q noktasinda ve BC, B’C’ dogrulant da R noktasinda
kesissinler. P, @ ve R noktalarimn bir dogru iizerinde
olduklarini ispat etmemiz gerekir.

ki hal gézéniine alabiliriz; (1) en az iki nokta ideal
nokta olabilir, (2) en az iki nokta herhangi iki nokta
olabilir.

(1) inci halde; P, Q ve R noktalarindan ikisinin
(6rnegin, P ve Q noktalarimn) ideal oldugunu farzederiz.
O halde AB||A’B’ ve AC||A’C” dir. O noktas: herhangi bir
nokta ise (Sek. 20); o zaman AOB ile A’OB’ licgenlerinin
benzerliginden, OB/OB’ — OA/OA’ ve AOC ile A’OC"
ticgenlerinin benzerliginden de 0A/0A’ — OC/OC" oldugu
goriiliir. Bunlarin neticesi olarak OB/OB’ = 0C/0C"
bulunur. Bu bulunan son esitlikten ve Kisim 8 de ispat
edilmis olan Yardiumei Teoremden BC||B’C’ oldugu, yani;
R noktasiin da bir ideal nokta oldugu anlasilir.

.
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Ikinei hal icin; P, @ ve R noktalarindan ikisinin
(6rnegin, P ve @ noktalarimin) herhangi iki nokta olduk-
larimi farzedelim (Sek. 22). PQ dogrusuna, ! dogrusu ve
verilen iicgenin belirttigi diizleme de, ¢ diizlemi diyelim.
Kisim 8 de ispat edilmis olan Yardimec1 Teorem 2 ye gore,
oyle bir 8 izdiisiim merkezi ve dyle bir = izdiisiim diizlemi
vardir ki n duzleminin ideal dogrusu, I dogrusunun

izdiisiimii olur. Buyiik harflerle gosterilen noktalarm

izdiisiimlerini, miitekabil kiiciik harflerle gosterecegiz. AB

v Sekil: 22

ve A’B’ dogrularinin kesim noktasi, P noktasi olduguna
gore; Kisim 6 daki Teorem 3 den, ab ve a’b’ dogrularimin
kesim noktasinin p noktasi olacag anlagilir. Benzer diisiin-
celerle; ac ve a’¢’ dogrularimin kesim noktasinin, ¢ noktasi;
be ve b'c¢’ dogrularmin kesim noktasimin da r noktasi
olacag1 gosterilebilir. -aa’, bb’ ve cc¢’ dogrulart O nokta-
sinda kesisirler. Ayrica, p ve q noktalar: ideal noktalar
olduklarina gore; ab || a'b’ ve ac || a’c’ olur. Bu ise; daha
once (1) inci halde ispat ettigimiz gibi, be || b’¢’ oldugunu



|
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gosterir. be || b’e’ olmas: da; r noktasinin, = diizleminin
ideal dogrusu iizerinde bulunmasi1 demektir, Fakat; ! dog-
rusu tizerindeki noktalarin izdiisiimleri, cizime gore =
diizleminin, ideal dogrusu uzerindedirler. Dolayisiyle E
noktasi, I dogrusu iizerinde bulunur, yani; P, @ ve R
noktalar bir dogru iizerinde olurlar.

P, Q@ ve R noktalar: icin miimkiin olan diger haller,

. bu iki halden, sadece notasyon bakimindan farketmekte-

dirler. Zira; bu noktalar aralarinda tamamiyle denk ozelik-
ler gostermektedirler. Boylece, Desargues Teoreminin
tamamen ispat edilmis oldugunu sdyliyebiliriz,

12. Desargues Teoreminde Kargilasilan Degisik Ispatlar.

Desargues Teoreminin, benzer licgenlere ait teorem-
leri kullanmadan ispat edilebilecegini sdylemek ilgi cekici
olabilir. Fakat o zaman, uzay geometrinin, cok daha genis
olarak kullanilmas1 gerekecektir, Bu ispati gosterelim.

(a) Once, bir yardimer teorem ispat edelim:

Yardime1 Teorem 3. a,  ve vy gibi farkh iig
diizlem alalim. o ile B diizlemlerinin arakesiti, h dogrusu;
o ile v diizlemlerinin arakesiti k dogrusu ve 8 ile v diizlem-
lerinin arakesiti de, 1 dogrusu olsun. h, k ve 1 dogrular
farklh dogrular iseler; bu dogrular bir noktadan gecerler.

Ispati yapmak icin, & ve k dogrularini gézéniine
aliriz. Miimkiin olan haller sunlardir: (1) iic dogru her-
hangi iic dogru ve h || k olabilir (Sek. 23); (2) iic dogru
herhangi tic dogru olabilir ve h, k dogrulari, bir U nokta-
sinda kesisebilirler (Sek. 24); (3) ii¢ dogrudan biri ideal
dogru olabilir (Sek. 25 de k dogrusu). (Bir diizlemin ancak
bir ideal dogrusu olduguna goére h, k ve I dogrularindan
ancak biri ideal dogru olabilir.)







R

28 Konum Teoremleri

siiriilen sarta goére, k ve I dogrular1 herhangi iki dogrudur,
yani; y diizlemi, &« ve @B diizlemlerinin ikisini de keser.
Derslerden bilinir ki; « ||  olduguna gore, y nin « ile olan
arakesit dogrusu, y mn @ ile olan arakesit dogrusuna
paralel olmas1 (yani, k || I olmas1) gerekir. k ve I dogru-
larmmin ortak bir U ideal noktasi vardir ve tabii bu nokta,
o nin ideal dogrusu (yani, h dogrusu) iizerindedir. Demek
ki bu iiclincii halde de; k, k ve I dogrularinin ortak bir U
ideal noktasi bulunur ve Yardimei Teorem tamamen ispat-
lanmis olur.

e ,
>

Sekil: 25

(b) Simdi, Desargues Teoreminin yeni bir ispatim
verelim. P, @ ve R noktalarindan yalniz ikisinin ideal nokta
olmalar1 halini gozoniine alacagiz. Daha Once gosterilmis
oldugu gibi, bu son halden, benzer ticgenlerle ilgili teorem-
leri Kullanmaksizin Desargues Teoremi’'nin diger hallerini
cikarmak miimkiindiir. Farzedelim ki, P ve @ noktalar1
ideal noktalardir. B nin de bir ideal nokta oldugunu ispat
etmeliyiz.

Once, O noktasimin herhangi bir nokta oldugunu
farzedelim. Uzerinde verilen iicgenin bulundugu diizleme,
¢ diizlemi diyelim (Sek. 26). ~ duzlemi, & ya paralel
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A’A ve 0O dogrularmin kesim noktasidir. O halde C’C

dogrusu da S noktasindan gecer. Simdi,

«8, B’ ve C’ noktalarindan gecen y dizlemi» ni goz-
oniine alalim. B ve C noktalarinin y diizlemi iizerinde
olduklam aciktir, Su halde y duzlemi, ¢ dizlemini B'C’
dogrusu boyunca ve =t diizlemini de, BC dogrusu boyunca
keser. ¢ || v olduguna gére, B'C” || BC dir. Fakat BC || BC
oldugu yukarida gosterilmisti. Boylece B’C’ || BC dir ve
R noktasi bir ideal nokta olur. Ispati istenen de zaten
bu idi.

Sekil: 27

Simdi, O noktasinmin bir ideal nokta oldugunu farzede-
lim (Sek. 27). Demek ki 44’ || BB’ || CC’ diir ve bu halde
O _dan gecen ve a dogrusuna paralel olan dogruyu cizmek
miimkiin olamaz. Bunun icin, teoremin ispatinda, bir
hayli degisiklik yapmak gerekir. Bir evvelkinde oldugu
gibi, P ve Q noktalarimin ideal noktalar olduklarim farze-
delim. Demek ki, AB || A’B’ ve AC || A’C" diir. R nin bir
ideal nokta oldugunu ispat etmek icin, BC || B'C” oldugunu
ispat etmemiz gerekir.




——
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Yine iizerinde verilen iicgenin bulundugu dizleme, ¢
diizlemi ve ¢ ya paralel (fakat, ¢ dan farkh) herhangi
keyfi bir diizleme de < diizlemi diyelim. Evvelkinde
oldugu gibi; A, B ve C noktalarindan gecen ve < diizlemini
A, B, C noktalarinda delen {ic dogru (paralel dogrular)
sirasiyle a, b ve ¢ olsun. Yine dncekinde oldugu gibi; ABC
ve ABC ficgenlerinin karsihklh kenarlar: paraleldirler ve
ayni zamanda AB || A’B’ ve AC || A’C’ olur.

AAA’ diizlemi, ) ile; BBB’ diizlemi, p ile ve CCC’
diizlemi de v ile gosterilsin. a,  ve y diizlemleri 6ncekinde
oldugu gibi belirtileceklerdir. ) ve u diizlemlerinin

. arakesit dogrusu, bir ideal dogru olduguna gére (biz bu

dogruyu p ile gosterecegiz'); a diizleminin, L ve p diiz-
lemlerini, paralel olan A4’A ve B’B dogrular1 boyunca
kesece@i aciktir. Boylece; o, A ve p diizlemleri, Yardimel
Teorem 3 lin ligiincii haline ait sartlar1 saglarlar. Dola-
yisiyle; A’A, B'B ve p dogrularimin ortak bir 8 (ideal)
noktasi vardir. Tamamen ayni tarzda, Yardimer Teorem
34 B, L ve v diizlemlerine uygulayarak, A’A, C'C ve p
dogrularmin bir 8’ noktasindan gectiklerini de gtsterebi-
liriz. Fakat, A’A ve p dogrularinin yalmz bir ortak noktasi
olduguna gore (Kisim 5 deki Teorem 2 ye bakinz); S ve
S’ noktalarimin cakismalar1 gerekir. S, B’ ve € noktalari,
y diizlemini belirtirler. y {izerinde B ve C noktalari
da bulunmaktadirlar. Demek ki y dizleminin paralel olan
o ve t diizlemleriyle arakesitleri, B'C* ve BC dogrularidir.
O halde bu B'C’ ve BC dogrulari paralel olmalidir. Fakat
BC || BC olduguna gore, B'C" || BC olur ve R noktasi bir
ideal noktadir. Ispat1 istenen de zaten bu idi.

1 u » ve )\ diizlemlerl paralel olduklart icin: p ldeal dogrusu, bu
duzlemlerin her {icliniin de ortak arakesit dogrusudur,
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(c) Desargues Teoreminin, benzer iic¢genlere ait
teoremleri acikca kullanmadan, Pappus-Pascal Teoremin-
den de cikarilabilecegini ispat edelim (Mamafih, Pappus-
Pascal Teoreminin ispatimi yaparken, benzer iicgenlerle
ilgili teoremlerin kullamldiklarim hatirlayiniz). Yukarida
yapildig1 gibi, P ve @ noktalarinin ideal noktalar olduk-
larimi gozoniine almak kafidir. '

AA’, BB’, CC’ dogrularinin bir O noktasinda kesis-
tikleri; AB || A’B’ ve AC || A’C" olduklar: verilmis olsun
(Sek. 28). BC'|| B’C” olacagin ispat etmeliyiz. 4 dan gecen
ve OB ye paralel olan dogruyu cizelim. Bu dogru, A4’C’
dogrusunu L noktasinda, OC dogrusunu M noktasinda

Sekil: 28

kessin. 4B ve B’L dogrularinin kesim noktasina, N' noktast
diyelim. N noktasini, O ve M noktalarina birlestirelim.
Pappus-Pascal Teoremini ONALA’B’ altigenine uyguli-
varak ve AN || A'B’ (biyle farzedilmisti), AL || B’O (cizim-
den dolayr boyledir) olduklarim kullanarak ON || LA’
olacagimi buluruz. O halde ON [|CA dir. Buradan,
ONMACB altigeninde ON || AC oldugunu ve cizimden do-
lay1 MA || BO olacagim buluruz. O halde Pappus-Pascal
Teoremine gére, MN || BC olmalhdir. Nihayet: ONMLC'B’
altigeninde de Pappus-Pascal Teoreminin sartlarimin sag-

1.8
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landigim, ispat edildigine gore ON || LC* oldugu ve ayrica
cizimden de ML || B’O olacagim hatirlatiriz. Buna gﬁm,
MN || B’'C" olur. Fakat, MN ||BC oldugunu daha once
gostermistik. O halde, BC || B'C" dir ve ispat: istenen de
zaten budur.

lhtar: Desargues Teoreminin ispatimin, benzer
iicgenlerle ilgili teoremleri kullanmadan veya li¢ boyutlu
cizimlerden istifade etmeden yapilmasmin imkansiz olaca-
gim1 gostermis olduk, hatirlatiriz. Bunu, acik ve Kkesin
olarak ispat etmek miimkiindiir.

13. Desargues Teoreminin Karsits.

Teorem 5. Bir diizlemde, ABC ve A’B'C’ gibi iki
ticgen almdignna gore, bu iiggenlerin karsihkh kenarlar-
mn kesim noktalart bir dogru iizerinde iseler; o halde,
bu iki idicgenin kargihikh koselerini birlegtiren dogrular
bir noktada kesigirler.

Ispat icin, Sek. 19 u gézoniine alalm. P, Q ve R nok-
talarinin bir dogru iizerinde olduklar: bilinsin, CC’ dogru-
sunun, AA” ve BB’ dogrularinin O kesim noktasindan gec-
tigini ispat etmemiz gerekir. 4 ile B yi, 4’ ile B’ yii ve
Q ile R yi karsihkli koseler olarak alip, AA'Q ve BB'R
iicgenlerine Desargues Teoremini uygulayacagiz. Bu
iicgenlerin karsilikh koselerini birlestiren dogrular bir P
noktasinda Kesisirler. O halde, Desargues Teoremine gore,
icgenlerin karsiikh AA’ ile BB’, AQ ile BR ve A’Q ile
B'R kenarlarinin kesim noktalar1 (yani O, C ve €’ nokta-
lar1), bir dogru iizerinde olmahdirlar. Béylece teorem ispat
edilmis olur.

Bir licgenin kenar ortaylarmn bir noktada kesistik-
lerini ifade eden meshur teorem, Teorem 5 den dogrudan
dogruya elde edilebilir. Gercekten; L, M ve N noktalar,
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14. Dortgenlere Ait Bazi Ozelikler.

Bu kisimda, Desargues Teoremi yardimiyle dortgen-
lere ait baz1 ozelikler elde edecegiz.

Teorem 6. Keyfi bir ABCD dortgeni verilmis
olsun (Sek. 30). AB ve BD karsihklh kenarlarvn kesim
noktasi, E ile; AC ve BD kosegenlerinin kesim noktasi,
F ile; AD kenariyle EF dogrusunun kesim noktas: da
M ile gosterilsin. Bu halde, AB ve CM dogrularimm P
kesim moktasi, BM ve CD dogrularvn @ kesim noktasi,

AD ve BC kenarlarimin R kesim noktas: bir dogru iizerinde
bulunurlar.

Sekil: 30 Sema 1

Ispat icin, AED ve CMB iicgenlerini gozoniine alalim.
. AC, EM ve BD dogrular: F noktasinda (Sema 1 e bakiniz)
ve ticgenlerin karsiikli kenarlar1 da P, Q, R noktalarinda

| — 86 —
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kesisirler. Desargues Teoremine gore P, @ ve R noktalar:
bir dogru iizerindedirler. Ispati istenen de bu idi.

Sonuc: Bir yamuk veya bir paralelkenarda; bir
tabamn uglarmdaki koseleri kars: tabamn orta noktasina
birlestiren dogrular ile yan kenarlarm kesim noktalar,
tabana paralel bir dogru iizerinde bulunurlar. '

Gercekten; ABCD, tabanlar1 AD ve BC olan bir
yamuk ise (Sek. 31), o zaman, bilindigi gibi, Teorem 6 da
verilen cizimle elde edilen M noktasi, AD dogrusunun orta
noktasidir !, Ote yandan bu durumda, AD ve BC dogru-

Sekil: 31

larinin R kesim noktasi sonsuzda bulunan bir noktadir.
Oyleki, R noktasindan gecmesi gereken PQ dogrusu, AD
Ve BC dogrularina paralel olacaktir.

LA "

1 Bu ifadenin dofrulugunun ispatr kisaca soyle yapilabilir: AME
licgeni, BNE {icgenine ve MDE iicgeni de NCE {icgenine benzer
olduguna gire AM/MD = BN/NC buluruz (Sek. 31). AMF {icgeni
NCF {icgenine ve MDF iicgeni de BNF iicgenine benzer oldufuna
gire ise MD/AM = BN/NC buluruz. Bu iki esitlikten, AM = MD
oldugu anlasiiir.




e

ABCD, bir yamuk degil de bir paralelkenar ise; o
zaman (E nin bir ideal nokta olmasi hali hari¢) diisiince
tarzi yine de aynidir.
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15. Besggenlere Ait Bazi Ozelikler.

Bu kisimda, Pappus-Pascal ve Desargues Teoremleri
yardimiyle besgenlere ait bir kac ozelik elde edecegiz.

Teorem 7. Keyfi bir ABCDE beggeni verilsin.
Besgenin bitigik olmiwyan AB ile CD kenarlariuin F kesim
noktas: ve ayrica EF dogrusu ile AD kogegeninin M kesim
noktast gozoniine almsm. O halde BM dogrusu ile AE
kenarimn P kesim noktasi; CM dogrusu ile DE kenarmn
Q kesim noktast ve AD kosegeni ile BC kenarimn R kesim
noktas1 bir dogru iizerindedirler (Sek. 32).

Sema 2

AB, EM ve DC dogrular1 F noktasinda kesistiklerine
gore; AED ve BMC iicgenlerinde Desargues Teoreminin
sartlarinin saglandigim sdylemek, teoremi ispat etmek
icin kafidir. Buradan, P, @ ve R noktalarimin bir dogru
tizerinde olduklar derhal anlasiir (Sema 2 ye bakimz).

Teorem 8. ABCDE herhangi bir besgen olsun.

Besgenin bitisik olmwyan AB ve CD kenarlarimn kesim
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noktasy, F ile yine bitisik olmayan diger AE ve BC kenar-
larmin kesim noktasi, N ile; AD ve CE kogegenlerinin
kesim nmoktasi, H ile ve nihayet EF ve BH dogrularmm
kesim noktas: da, K ile gésterilsin. O halde, DK dogrusu,
N noktasmdan geger (Sek. 33).

Bu teoremi ispat etmek icin; N noktasinda kesisen
AE ve BC, K noktasinda kesisen EF ve BH, D noktasinda
kesisen FC ve HA kenarlarindan meydana gelen AEFCBH
altigeninde Pappus-Pascal Teoreminin saglanacagmi soy-

lemek kafidir. Buna gore, N, K ve D noktalar: bir dogru
lzerinde bulunurlar yani; DK dogrusu, N noktasindan
gecer. Boylece, teorem ispat edilmis olur,

16. Dortgenlerin Daha Baska Ozelikleri.

Teorem 9. Bir ABCD yamugu (veya paralelke-
nari) verilmis olsun (Sek. 34 ve 35 e bakimz). BQ || AR,
CQ || DR olmak iizere BQ, CQ, AR ve DR gibi dort dogru
g6zomiine alalvm. O halde, yankenwlann?hmmnoktaas
QR dogrusu iizerindedir.

Ispat igin;P, Q ve R noktalarinin bir dogru iizerlnde
bulunduklarim géstermek yeter. BCQ ve ADR ficgenlerin-
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Teorem 10. Bir ABCD dortgeni verilmis olsun
(Sek. 36). Dortgende, karsihikl kenarlarn kesim noktalart
P ve Q ile; AC ve PQ dogrularvmn kesim nokias: S ile;
BD ve PQ dogrularvmn kesim noktas: da T ile gosterilsin.
Aynrica, karsibhkh kenarlary P ve Q noktalarinda kesisen
bir KLMN dortgeni gozoniine alinsin; oyle ki, KM kosegeni
S noktasmdan gegsin. O halde, LN kosegeni T noktasin-
dan gecer.

Sekil: 36

ispat icin; AK, DL, CM ve BN dogrularim ciziniz.
ACD ve KML iicgenlerinde Teorem 5 in sartlar1 saglanir
(Sema 3 e bakiniz). Su halde AK, CM ve DL dogrular bir
U noktasindan gecerler. Teorem 5, BCA ve NMK iicgen-
lerine de uygulanabilir (Sema 4). Buna gore BN, CM ve
AK dogrular1 da U noktasinda kesiseceklerdir. Teorem 5 i
simdi de BPN ve DQL iicgenlerine uyguliyalim (Sema 5).
O halde BD, PQ ve NL dogrular1 T noktasinda kesisirler.
Teorem 10 boylece ispat edilmis olur.




R

N TR

5. PROBLEMLER

17. Yamna Varilamiyan Nokta Veya Dogrular.

Konum Teoremleri, 6zellikle, «Yanina varillamiyan»
nokta veya dogrular ihtiva eden c¢izim problemlerinin

coziimleri icin kullanilirlar. Boyle bir duruma, ekseriya
pratik problemlerde rastlanir.

Ornegin, plan cizen birinin resim tahtas:i iizerinde
tahtanmn smirlar1 disinda kesisen a ve b dogrular1 varsa
(Sek. 37); o zaman, her ne kadar bu dogrularin kesim

A

. —— " ..

Sekil: 37

noktasi mevcut ise de, hi¢ bir cizim aract bu noktaya
uygulanamaz. Ayni zamanda, topografya tatbikatinda,
bataklik olan bir yerde veya yer ylizeyinin yiiksek bir
verinde olmasi sebebiyle bir noktaya Olcme: araci ile
yaklagilmas1 imkansiz olabilir.

Bunun gibi, iki noktay:1 birlestiren bir dogru cizmek
de bazan imkénsiz olabilir. Cizimde, olabilir ki; yerinden
hareket edemiyen bir aracin (bir pantograf, bir planimet-
renin) bulundugu bir bélgeden, bir dogrunun gecmesi

TN
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kac ornek verecegiz. Cizim problemlerini, yalmz cetvel
kullanarak cizebilmemiz de, ¢ok defa bu konum teorem-
leriyle miimkiin olabilmektedir.

PROBLEM 1. Herhangi bir @ noktasy ile yamna
varilamwyan bir PCa,b) noktast verildigine gore, PQ dog-
TUSUNU Ciziniz.

BIRINCI COZUM. (Pappus-Pascal Teoremini kulla-
narak). Once a dogrusu iizerinde A4, B gibi keyfi iki nokta
ve b dogrusu iizerinde de D ve E gibi keyfi iki nokta
secip (Sek. 39); AE, BD, BQ ve EQ dogrularmi c¢iziniz.

AE ve BQ dogrularimin kesim noktasi, C noktasi
olsun. Bunu ifade etmek i¢in, C = AE X BQ yazacagz.

'Bundan baska (simdi verilen notasyonu kullanarak),

F = BD X EQ alinsin. AF ve CD dogrularim da ciziniz.
R = AF X CD olsun., Pappus-Pascal Teoremi, ABCDEF
altigenine uygulanirsa; QR dogrusunun P noktasindan
gececegi (yani; QR dogrusunun, PQ dogrusu ile cakisa-
cagl) anlasilir. O halde, @ ve R noktalar bir cetvel ile
birlestirilirse, problem c¢ozillmiis olur.

IKINCI COZUM. (Desargues Teoremini kullanarak).
O noktasi, keyfi bir nokta (Sek. 40); p,, p. ve p, dogrulari
da O dan gecen keyfi {i¢c dogru olsun.
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a ve a’ dogrularim kestigi noktalar da, sirasiyle 4 ve 4’
noktalar: olsunlar. Desargues Teoremini ABC ve A'B'C'’
ucgenlerine uygularsak; P, = AB X A’B’ noktasmnin, QR
dogrusu lizerinde oldugunu derhal gorebiliriz.

Sekil: 43

Ayni tarzda; O noktasmin CC’ dogrusu iizerindeki
yerini veya p ve g dogrularimin durumlarim degistirerek,
QR dogrusu iizerinde diger bir P, noktas: bulabiliriz. (Sek.

43 de, p dogrusu yerine p’ dogrusu alinmistir.) O halde
aranan dogru, P,P. dogrusudur.

PROBLEM 5. a, b gibi iki dogru ve bir @ noktasi-
mn verildigini farzedelim. @ noktasmdan gegen ve verilen
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dogrulara paralel olan dodgruyu, yalmz cetvel kullanarak
ciziniz.

¢ dogrusu, @ den gecen herhangi bir dogrudur (Sek.
44). Bu dogru verilen a ve b dogrularini, sirasiyle, 4 ve
B noktalarinda kessin. a dogrusu lizerinde keyfi bir D
noktas:1 (A dan farkli) alalm. Simdi, yan kenarlar1 paralel
olmiyan oyle bir yamuk cizelim ki; bu yamugun tabanla-
rindan biri, AD olsun ve diger taban, b dogrusu iizerinde
herhangi bir yerde bulunsun.. O halde, Kisim 14 deki

Sekil; 44

Teorem 6 da oldugu gibi, M noktasimi cizimle bulalim
(¢izim ile ilgili dogrular gosterilmemistir). Teorem 6 nin
sonug’unda ifade edildigi.gibi; M noktasi, AD dogru par-
casinin orta noktasi olacaktir. Simdi de, C = QM X b ve
P = CO X BM olsun. Teorem 6 nin sonu¢’una goére; PQ
dogrusu, aranan dogru olacaktir.

19. Okuyucu I¢in Cozillecek Problemler.

PROBLEM 6. Paralel iki dogru verildigine gore, bu
dogrulara paralel olan ve yanina varillamiyan belirli bir
noktadan gecen dogruyu ciziniz.

PROBLEM 7. Yanina varilamiyan paralel iki dogru
verildigine goére, bu dogrulara paralel olan ve verilen bir
noktadan gecen dogruyu ciziniz.

I 4
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2) a ve b dogrulan veriliyor, Bir tepe, a dogrusunu
kesmekte ve a dogrusu boyunca goriisii imkansiz hale
getirmektedir (Sek. 46). Bu halde, dogrularin kesim nok-
tas1 nasil bulunabilir?

3) Ayni problemi, her iki dogru iizerinde de engeller
olmas1 halinde coziiniiz (Sek. 47).

Sekil: 48

4) Elektrik ileten A ve B direkleri arasinda iki yap1
bulunmaktadir. Direkler arasina ve bu direklerden gecen
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dogru iizerinde bir yere iliciineii bir C diregi konulacaktir
(Sek. 48).

Ef'

Sekil: 49

5) Sek. 49 da gosterilen cizime gore; iki elektrik
hattinin kesim noktasini, kara disina cikmadan belirten
bir metod bulunuz.

¥
(£



6. KONUM TEOREMLERININ CEBIRSEL
ANLAMI

20. Cebirsel Ozdesliklerin Konum Teoremleri Olarak
Ahnabilmeleri. '

Baz1 miithim konum teoremleriyle karsilastik ve bu
teoremlerin miimkiin olan tatbikati hakkinda bir fikir
edindik. S6yle bir takim sorular kendiliginden ortaya
cikmaktadir: Daha baska konum teoremleri var midir?
Desargues ve Pappus-Pascal Teoremlerinden cikan baska
konum teoremleri var midir? Diizlemde konum ile ilgili
ozelikleri bulmak icin genel bir metod var midir? Bu
sorular, bizi, yeni bir bilim koluna gétiiriir. Bunlarm
ekserisinin cevaplari ancak son yirmi yil icinde ortaya
konmustur. Heniiz cevaplandirilmasi gereken bir takim
sorular da vardir. Ancak burada, matematigin bu kismina

dair kisa bir fikir verecegiz.

17. Yiizyil baslarinda, matematikciler, geometrik ince-
lemeler icin genel bir metod ararlarken, cebir ve aritmetik
ile ilgili metodlarin geometriye uygulanmasini miimkiin
kilan «koordinatlars fikrine ulastilar. Pappus-Pascal ve
Desargues Teoremlerinin, cebir ve aritmetik’i geometri’-
ye baglayan miithim rolii ise, 20. Yiizyil baslarinda anla-
s1ldi. Nihayet, son on bes yil icinde yapilan incelemeler;
her konum teoreminin, cebirsel bir 6zdeslikmis gibi
alinabilecegini «yani cebirsel bir dile cevrilebilecegini» ve
tersine olarak da, her cebirsel 6zdesligin, bir konum teore-
miymis gibi alinabilecegini «yani, geometrik olarak ifade
edilebilecegini» gosterdi.

SRR
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En basit 6rnekleri gozoniine alalim:

a ve b gibi keyfi iki say1 verilmis olsun. Birim uzun-
lukta olan bir OF dogru parcasi alarak (Sek. 50), a ve b
sayllarmm birer dogru parcas: ile gosterelim. O halde
verilen sayilarin ab carpimimi da bir dogru parcas: ile
gosterebiliriz. Sayilarin carpimini veren bu dogru parcasi
soyle cizilebilir: Keyfi bir MON acws1 alimr. OM kenar:
iizerinde, ab nin ilk carpam (yani, OA — a dogru parcasi);
oteki ON kenan iizerinde de, ikinci carpan (yani, OB—=2b

Sekil: 50

dogru parcasi) ve ayrica OE — 1 dogru parcasi isaretlenir.
AE ye paralel olan BB, dogrusu cizilir, O halde,

OB, OA OB,

—_—— veya
OB OF b

a
e

olur ve buradan OB, = ab bulunur.

Ayni tarzda ba carpim da gosterilir. Bunun icin, OM
kenar1 uizerinde ba nin ilk carpami (yani OB’=b dogru
parcasi) ve oteki ON kenar1 lizerinde de ikinei carpan
0OA’ = a dogru parcas1) ahmr, B’E ye paralel A’B, dog-
rusu cizilir, O halde,

e
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OB, OB’ OB, b
e veya e
04’ OF a 1

olur ve buradan OB. — ba cikar. Ilk ¢izimde AE || BB, idi.
OA=04"—=a ve OB’= 0B =10 olduguna gore, Kisim
8 deki Yardimc: Teorem 1 den, AA’ || BB’ oldugu anlasilir.
Demek ki, 44’B,BB’E altigenine Pappus-Pascal Teoremini
uygulayarak, A’B, || B'E oldugunu buluruz. Fakat, ikinci
cizimde A’B. || B'E idi. Bu; Pappus-Pascal Teoremi dogru
ise, bu halde, B. noktasimin B, ile cakisacagim (yani
OB, — OB, veya ayni sey demek olan ab — ba olacagini)
ifade eder. Boylece Pappus-Pascal Teoremi, «Cebir dilin-
de» carpimdaki komiitatif kaide olur.

21. Konum Teoremleri Icin Sematik Notasyon.

Bir kimse; meseleyi daha iyi inceledikten ve gerekli
tecriibeyi edindikten sonra; cesitli cebirsel ozdeslikleri, bir
takim konum teoremleri olarak ifade etmesini 6grenebilir.
Ozdesliklerin, istendigi kadar cok sayida kurulmasi miim-
kiin olduguna gore; istendigi kadar ¢ok sayida konum
teoremi elde etmek de miimkiin olur. Ayrica, béyle bir
teoremde nokta ve dogrularin sayisi keyfi olarak artti-
rilabilir.

Daha karisik bir konum teoreminin sozle ifadesi daha
da zor olacaktir. Bu sebepten, karisik olan konum teorem-
leri icin, bir notasyon sema kabul ettik. Bu semay: kulla-
narak, ornegin, Pappus-Pascal Teoremini ifade edelim.
Teoremde kabul edilen sarta gore (Kisim 7 ye bakimz);
4, C ve E noktalar1 bir dogru iizerindedirler. Bu sarti
sematik olarak ifade etmek icin, noktalar: gésteren harfler,

ACE

g
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14 noktay1 (bu noktalar, Sekilde rakamlarla gosteril-
mislerdir) ve 16 dogruyu (bu dogrular da cizimde belir-
tilmislerdir) icine alan daha karisik bir konum teoreminin
sematik olarak ifadesi icin bir érnek verelim:

s
ey &
Fte
,2? 2}10
g
- 2}12
ST
Vo AT
e

Bu teorem Sek. 51 de gésterilmistir. Ilk énce 1, 2, 3,
4, 5 ve 6 noktalarim keyfi olarak secer ve sonra da biitiin

sekli cizebiliriz. O halde, geri kalan diger biitiin noktalarin

yerleri tamamiyle belirtilmis olacaklardir. Bu konuma
tekabiil eden cebirsel dzdesligi ortaya koymak bizim icin
oldukca zordur. Sadece burada, bu 6zdesligin
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a (be) +d= (ab) c +-d

oldugunu ifade etmekle yetinecegiz.

Bu konum teoremini, Desargues ve Pappus-Pascal
teoremlerini kullanmak suretiyle, geometrik diisiincelere
dayanarak ispat etmek yine de pek uzun olacaktl.

12

Sekil: 51

Nihayet, ne kadar karisik olursa olsun, biitiin konum
teoremlerinin Pappus-Pascal teoreminden cikarilabilecek-
leri gosterildi. Kisim 12 nin (c) sikkinda; Desargues
Teoremini, Pappus-Pascal Teoreminden elde ettigimizi
hatirlayiniz.
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