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BU YA YINLAR HAKKINDA 

Matematlltln kcndl de~erl yanmda, fizik, kimya ve dolay1-
11lyle milhendisllk ve askerlik gibi pratik sahalara ve bllha&sa son 
umanlarda biyoloji, ekonomi ve halt! sosyal billmlere yard1m1 
h1zla artb{t1odao, bu bilim her millet lc;ln hayatt bir Onem ka
zanm11tir. 

Ote yandan, matematik de bu billmlerln problemlerlnl i;Oze
bllmek ii;in gerek metod gerekae flklr bak1m1ndan geliomek zo
ruodadir. 

Boodan dolay1 birc;ok memleketlerde bu sahaya daha fazla 
1ay1da yeol lstldatlart c;ekmek ve bunlan erkeoden ke1fetmek, 
en nihayet bunlar10 ejtitlmi ic;in ber tttrlQ fedakArhta katlanmak 
en tlnemli bir mlllt ejtitlm siyasetl olmu1tor. 

Yeni ietidatlari erkenden ke1fetmek ic;in df111l1nttlen tedblr
lerln ba11mda, matematlk k11lttlr11n0. genlt kitlelere yaymak gellr. 

Ikinci Diloya Harbinden sonra blr c;ok memleketlerde, genc;
lerin tecesaO.slerlnl ta'hrik etmek ve bunlar1n matematlk billm
lerine kare1 llgllerlnl arttirmak ic;ln yen! bir tip matt> ma tlk lite· 

ralilrfi meydana gelml11Ur. Bu c;e1it llterattlrde aran1lan ozellk
ler k1saca ounlar olmahd1r : a) Problem vaz'1 soot olmamah, 

b) Bunlar1 anlamak lc;ln fazla Onbilglye lhtiyac; bulunmamab, 

c) Okuyucuyu aktlf itbirlitine ve blr 1eyler ke1fetmete aevket
mell. 

Itte Tlirk Matematlk Dernejtl bu cereyao1 memleketlmlze de 
getlrmek makeadlyle bu yaymlara ba1lam11 buluomaktadtr. Bu 
yay1olar, resmt mO.fredata bath dera \•eya yard1mc1 kitaplar ol
may1p, konulari yukar1ki prenslplere uygun olarak 1ec;llml1 eeer
lerdir. Bnnlann aola1llmaa1 ic;ln Hee matematitlnln blr k1sm1 
fie okuyuconun satdoyusu ve iyi olyetl klfidir. 

Tamamen hlzmet olan bu l91ebbl11l1mf1zttn malt kayn1t1, 
MUlt Ejtitim Bakanht1mmo ve Ford Foundatlon'un bajt11lar1dir. 

Tllrk Matematlk Dernett 



BU KIT AP HAKKINDA 

Matematik, kendlne bas formill dili, Integral ve Toplam 

tvaretlerlyle d11 i\lemden il.deta yUksek bir duvarla ayr1lm11 ka
pah bir Alem gibidir. Bu duvarlarm arkas1oda neler cereyan et

tijtl d1varda bulunanlarm bUyUk k1sm1 ic;in bir esrar perdeslyle 

kaphd1r; matematik denince b6yle blr kimsenin hatmna «his

ten lri rakkamlar•, yani tlnllne gevilmez bir zarureti haiz ka

nunlara gore itleyen cane1z bir makanizma gelir. Duvarlarm ivin

de bulunan blr kimse icin bu duvarlar ekeeriya onun die Aleme 

bak1, imklolarm1 daralbr; Myle bir kimse matematik varhk

lan kendine mahsus blr Blctl ile tllcmeye c;ok kolayca meyleder 

ve kendi hil.kimiyel sabas1na hlcbir yabanc1 eeyin girmemesinden 

dolay1 gnrnr duyar. 

Acaba bu aymc1 duvar1 delmek ve malematii;ti dljterlerinin de 

g6zleri Online - onlarm kendisinden zevk alabllecejtl bir eekilde -

sermek mllmklln mlldllr? Acaba matematljtl bu vekilde yaeamak 
hususi «matematlk kabUiyeti» haiz olanlann dar cevreeine mi 

mtlnhaetrdtr? Mukakkak kl malematik kabillyele sahip olmak, 

yani yeni malematik haklkatler kev1edecek kablllyette olmak 
ancak pek az kimseye naelptir. Fakat mllzijte kabillyetli, yani az 

c;ok bir dejteri halz mUzik parc;alar1 besteleyebilecek kabiliyette 

olaolar1n eay1s1 da pek azd1r. Buna rai;tmen mllzijti anlayan, 

battil. bir mOzik parcasm1 tekrar edebilen, hie; olmazsa ondan 

zevk alan, milzijte yatkm birc;ok ineanlar vard1r. Biz basit mate

matik hakikatlcri anloyabilecek durumda olan kimeelerin yUzde 

oran1nm, umumiyetle mllzijte yatkm deollen klmeelerin oranm

dan daha dU!,lilk olm11d1~1na inan1yoruz - yeter kl bunlarm genc

llkteki bircok hatiralar1om teeiri altmda matematijte ail her 

ttlrlil veye kar11 beeledikleri c;ekiogenli~I ortadan kaldirmak 
mUmklln olsun. 

Boyle bir denemeye giri,,erek, haklki matematik apa~.1k or
taya konuldu~u takdlrde kendieine kar11 beslenilen bu c;;eklngen

lijtio gerlledi~ini gostermck bu eabifelerln makead1du. Oolarda 

matematik ad1 alhnda toplanan c;;ok c;;e!,litli hAdlselerden, kendi 

( 
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hatm ic;;in matematikten, matemaliltin kendi baotna haiz oldujtn 

ii; delerler.len nllmuneler verileceklir. 
Matematikc;;i olmayaular Onllnde matematikten bahsotmek 

timdiye kadar biri;ok defaJar tecriibe edilmit bir 1eydir. Fakat 

bu konuomalarda hatipler, ekseriya matematijtin dllnyamn geri

knlan k1sm t ic;;ia faydalar1n1 !In plAna koyarak, maternatijtln 

herhangi bir teknik veya baoka bir tatbikat iQln temin ettijti 

avantaj1 anlatarak ve bu avantaj1 kolay mieallerle izah ederek 

dinleyicileri tarahndan anla,1Jabllmelerlni sajtlamaya gayret et

ml1lerdir. Yahut ta matematik oyunlKr ve ejtlenceler hakktnda 

QOk ejtlencell 1eyler ihtiva eden, fakat buna rajtmen ae1l mate

matlltin ancak bir karlkatllrllnU te,kil eden kitaplar yaz1im11Jt1r. 

Yabnt nibayet, matematigin temellerinin umumt felsefi dejterleri 

mUnakaoa edilmi,tir; bu sablfelerin s1rfi, mutlak matematikle 

a!Akadar olan bir okuyucusn, dikkatini bliy!lk blr merakla ma

tematigin bilgi tcoriel ve dllnya g!lriltU bnk1m1ndan degerlendi

rllmeslne Qevirecektir. Fakat biz burada da, aehnda matemati

jtln bir d11 de~erlnl, onun dejterinin kendi d111ndaki OIQUlerle 

ara1tmlt1J1n1 gOrmekteyiz. 

Bu kitapta, anlatacajt1m1z fikirlerin matematljtin kendi IQln· 

dekl tesirinden, yani onlar1n dijter matematik bOlgelerindeki iQ 

tatbikat1ndan bile babeedemlyecei?iz. Bu suretle matematlk yap1-

1101n tabiatmda bulunan QOk Onemli blr unsurdan - bu yap1-

nm muhtelif klSlmlarim birblrine bajtlayan her ietikametteki 

bUyllk ve 1•1Jirtlc1 bajtlardan - Yazgec;;mek zorunda kalacag1z. 

Fakat buradaki vazgec;;iljimiz ietiyerek olmam11Jbr. <,;Unkll bu gibi 

bajtlaoblar1n &Q•jta Qlkardmast en muhte~em matematik ketifle· 

rln doi?mas1na sebeb olmu,tur; bunlart anlatmak lee genit YC ta 

ba,tan baolayan haz1rhklara, hatta bundan da fazJa olarak oku

yucu tarafmdau da eeash bir matematik antrenmanma ihtlyac;; 

gOsterir kl, bu <la blzlm buradakl gayemiz olamaz. 

Bir cOmle ile: Anlatacaklar1m1zm at1rl1k merkezi, dJ(ter bi· 

Jim dallartnm d11jar1da bulunanlara bildirdikleri gibi, "dk1alar 
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Uzerinde olmayacak, fakat matematik ha.Ji•elerinin tipleri, mate

matikte problem ortaya atma metodu ve ortaga at1lm1, problttmleri 

c:ozme meto.Ja Uzerinde bulun11cakt1r. ~Ophe11lz, biigiik matematik 
hadiselerinin, clulitopla teorilerin kavramlmas1 uzun bir O~renroe 
devresi ge<;irmeye, rlcvamh bir derinleemcye fbtiya<; gosterir. Bu, 

m11zikte de Myledir. llk deia bir konsere giden blr kimsenin 

mese!A Bach'10 «fUg 11an'at1• m anlamas1oa, bir seofoninln ya

p1s101 kavramasina lmkAn yoktur. Fakat bl!yiik mUzik eserlerl
nin yaol81ra i<;lerinde hakiki ihtioamdan bir nebze buluoan, deha 

eaeri oldugu herkee<;e anla11lao kU<;Uk eark1lar da vard1r. Biz 
burada matematijtio genllf bazlne11lnden Myle «kllc;llk oark1lar•, 
yani berblrl kcndi bao1na anlao1labllen ve kendl ic;lnde deter
lendlrllebllen blr aira konu aec;ecell• kl, bunlar1n herblrlnl tlfaht 
olarak anlatmak 19ln blr aaattan fasla umana lhtlyac; olmad1jt1 
11lbl, dlnleylcl bunlardan blrinl dlnlerken blr evvelklnin muhte. 
va11n1 da unulablllr. 

Ayn1 dlnleylci oknl c;ajtlar1nda lken matematikten ogrenmek 
mecburlyetlnde tutuldul}u oeylerl de unutabllir. bu kit b 

' 8 ID blc;-
blr yerlnde Dlferanalyel ve hattA Integral Heeap oOyle dursuo 
loprltmeler ve trlgonometrideo bile bahsedil . ' 

m1yccektir. 
O~genlerln eoitlllUno dair tcorerolerle cebirdeki 

rln 4(•rpllmae1 kaideleri okuyucuya ted l paraotezle
bunlardan baoka bir On bllg· 'h . r cen hat1rlat1lacak olup, 

iye J t1yai; yoktur. 
Bir 1ark1y1 gDzcl yapan fey sad 

dlai de~ildlr · eaaa temd 
1 

' ece onuu ba1tlang1i; melo-
' e yap1 an bir · 

beklenmedlk bir de"'ltikllk k var1yaayon veya gam'<la 
ts tar io1n en ba . h 

eder; ancak evvelce es t riz uaueiyetioi teokll 
as eroi dikkatle di I . 

bu hueuaiyetln farkma . n em11 olan bir klm.e 
\lararak onu ta 

benzer bir oekilde bu kit b mamen kavrayabllir. Buoa 
8 in okuyucuau d k rlne yol ac;au hayatt do U a onunon eeaa flk-

n m noktas10a I 
nuya ba1tlangic; letkil eden r . ge medeo evvel blr ko-
problcmln yap11101 k p oblemi do~uran esas sebebl, bu 

, o onuya dair ii 
katle gOzden gee;· r ver en ilk baeit mlelllerl dlk-

ll'me 
1 

ve mubakeme ailelleeiol batka eeyler 
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okurken yapt1g1ndan bir kat daha aktif olarak tAkip etmelidir. 

Okuyueu bunu yaptiit1 takdirde, bu kitaptaki her konunun esas 

fikrini kavramakta gti<;Hik cekmlyeeek ; bu takdirde bir taktm 

bliyiik matematikcilerin, bazan meogul bulnnduklan bilyilk teo

rilerinin s1n1rlar10dan d11ar1 cikarak herhangi bir basit vlloadan 

yaratm10 olduklan, kendi baoma bir biitiin teokil eden kttcilk bir 

san'at eserini, ufak bir halis matematik nttmunesini zevk olarak 

temaoa edebileeektil'. 

Bu kitabm ikinei bask1s1 birineisine nazaran aneak ufak 

baz1 deitioiklikler arzetmektedir. Birinei baskmin «Daire tabanh 

dik koninin kesitleri• adh 8. B6liimil yerine bnrada Kombinasyon

lar Analizine dair, belki de daha az yaygm olan, bir konu gel

miotlr; 6. B6lilme de mttellifinio nilzik mttsaadeei ile henfiz neo

redilmemio olan ve bOIUmiln muhteva ve metodu He ilgili, 1ayan1 

dikkat dereeede basit bir ispat ilave edilmiolir. 

Baz1 mflnekkitler, bu kitapta baz1 matematik bran1lar1na -

baztlarma g11re eebir, diferletine g11re geometri - lUznmu kadar 

yer verilmediltini ileri sfirmfiolerdir. Bu itiraz1 nazar1 itibara al
mak, kitab1m1z1n birinei bask1em1n 11n e11zilnde belirtmio oldu

itumuz gayesine aykm diloerdi. Kitab1m1z10 hicbir yerinde muh

tevanm kendiei bizim icin 11nemli olmam1otir. Bir konuyn kitaba 

ahp almamak hususunda karar verirken bizim ii;ln Onemli olan 

oey, o konnnun kitaba alm10 oldugumuz 22 konuda yapmaya 

gayret ettiglmiz dereeede basit ve On bilgiye ihtiyac g11sterme

den anlahhp anlatllam1yacajt1d1r. Matematlk hakktnda bOylelikle 

vermek isteditlmlz tablo bak1mindan, konularm hangi matematik 
dieiplininden ahnm11 olmasmm bizee bir Onemi yoktur. 

Kitab1m1z1n gerek matematik merakhlar1, gerekse ekeeri 

mttnekkitler tarafmdan g11rmiie olduitu lyi kabQlfln, gayemizin 

umumiyetle onu dttelinmtte oldutumuz oekilde anla1tld1t1n1 gOs
terdigi kanaatmday1z. 

Breslau ve Bonn, Ocak 1933 
H. 'RADEMACHER 

o. TOE.PLITZ 
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1. Asal say1lar dizisi hakkmda 

6, 2 kere 3 e e,itlir. 7 ise, bu eekilde iki say mm c;arp1m1 

haline konnlamaz. Bundan dolay1, 7 bir a11al 11ag1 dtr. ~u halde, 

keudisinden kil9Uk iki c;arpanm c;arp1m1 ,ekline sokulamayan 

bir pozitif taro eay1ya asal 11ay1 denir. 5 ve 3 te birer asal eay1-

d1r; fakat 4 asnl dejtildir, c;ilnktl 4 = 2 · 2 dir. 2 saylBl dn asnl 

olma 1lzeligine maliktir. 1 say1s1 hallnde ise asalhktan bah!iel

menin bir manas1 kaimaz. Bu soylenenlere gore, biiy!lk!Uk 1uras1y

la ilk asal say1lar 

2, 3, 5, 7, ll, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, ... 

den lbaretlir. Bu c.lizi ilk bakitln olclukc;a intiznms1z g1lrlln!lr; 

dizidt>ki say1lar1 lei;kile yarayan basit bir kanun hemen gtlze 

carpmaz. 

Her say1, tamnmen asal say1lara ulatmcaya kadar c;arpan

Jara ayr1labilir. 6 = 2 · 3 hallnde neticeye ilk ad1mda \'ar1lm1vhr; 

30 = 5 · 6 da !so, 6 = 2 · 3 oldujtundan, asal carpanlara ayriltt 

SO= 2 · 3 · 5 olup, tlc lane asal c;arpan mevcuttur; 

2!=3·8=3 · 2 · 4=3·2·2 · 2 

ayrihtmda d6rt tane asal c;arpan bulunup, bunlar arasmda 2 

bir~ok defa gec;mektedir. Fakat, bu gibi tekrarlamalara m!lsaade 

etmek fartiylo her saym1n tamamen asal c;arpaulara ayrilablle· 

crjtl besbellidir. ~u halde aeal say1lar, b!ltttn pozitif tam sayilar 

dizisiniu bu manada yap1 taelarm1 treltil ederler . 

Oklid'in •Elemanlar» rnin (1) 9. kitabmda asal say1lnr dizi-

(') Oklld'ln kendl zaman1ndakl temel mlllPmallk hll it l lerlnl hlr 

araya getlren 13 ~lltllk mcfhur eaerl (M. O. 800 clvari). Bu uer ln bll· 

haHea geometrlye dulr k1e1mlar1 XlX. yUzy1hn sonuoa leader bOIOn dOn

yada elemanter i80melrl OAretlmlDID e&BMIDI te,kll etml,llr . (Qevlrenln 
notu). 



1. Asal eay1Jar dlzlsl hakktnda 

sioio soolu olup olmad1~1 problemi bi.rdeobire deoecek bir tarzda 
ortaya at1lmakta ve problemio cevab1 da bu dizioio sonsuz ol

dujtu, yaoi her aeal eay1dao eoora dijter bir asal eay1 bulunabi

lect'jti, ispat edilmek eureliyle hemen verilmektedir. 

Oklld'io ispab BOD derece iocelikli olup, avajt1ki basit fikre 

dayaomaktad1r : 

Heeaba bavlayan herkesin Ojtrendijti gibi, 

3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, ... 

dan ibaret olao 3 Un katlar1otn te11kil ettigi dizi 3 ile b6111nebi

len blltllo sayllari ihtiva eder; bunlardan baeka hic;bir say1 3 ile 

bOllloemez, hususiyle 3 tin herhangi bir katmdan hemen soora 

gelen, meselii 19 = 6 · 3 + 1, 22 = 7 · 3 + 1 gibi, bic;blr say1 8 ile 

bOIQnemez. Aynt vekilJe 5 saylSI da 5 in herhangi blr katlndan 

hemen sonra gelen, meseli't 21 = 4 · 5 + 1 gibi, bic;bir say1y1 M

lemez. Ayn• dii§lince 7, 11, ilAb ... ic;in de do~rudur. 

Bundan sonra Oklid vu sayllar1 teekll etmektedir : 

2 · 3+1=7 

2. 3. 5 + 1=31 

2 • 3 . 5 • 7 + 1 = 211 

2 . 3 . 5 . 7 . 11 + 1 = 2311 

2 . 8 . 5 . 7 • 11 . 18 + 1=30081 

ilAh ... , yanl ilk asal sayllardan birkac;1n1 birbiriyle c;arpt1ktan 

sonra o c;arp1mlar1 takip ed-en say!lar1 g6z0n\lne almaktadir. Bi

raz evvel ispattan hemen Once sOylemi1 oldujtumuz dii§tlnce, bize 

bu say1larm kendilerinin te1kilinde kullandm111 bulunan asal ea

yllardan hic;birisi ile bOllinemlyecejtioi Ojtretlr. MeeelA yukar1da 

son yazllm1v olan say1 3 ile bOlllnemez, c;Uokll 3 fin bir katln
dan 1 fazlad1r; ayo1 i;ekllde 5 ile de bOllloemez, c;linkll 5 in bir 



1. Asal say1lar dlzlsl bakkinda 5 

katmdan 1 fazlad1r, iliib ... ~u halde 2, S. 5, 7, 11, 13 say1lar1-

mu bicbiri bu say1yi bt>lemez. ~u balde 30031 say1S1, daha t>n

ceki 7, 31, 211, 2311 eay1larmID akslne, bir asal say1 olmasa 

bile, asal carpaolar1 arasmda 2, a, 5, 7, 11, 13 say1lanom bo

luoam1yacajt1 mubakkakhr, yani bu saymm en kil<;ilk asal car

pa01 mutlaka 13 ten bilyllktilr. Hakikateo, biraz deneme yapa

rak 30031=59 · 509 o\dugu bulunur ki, buradaki 59 ve 509 asal 
i;arpanlar1 13 Un Ustundedir. 

Herhangi bir asal say1ya da ay01 dtlo!inceler uygulanabillr: 

p Myle bir say1 oldujtuna gGre, 2 den p ye kadar olan asal ea
ydarla 

2 · 3·5·7·11· · ··p+l=N 

say1srn1 teekil edersek, burada kullan1lan 2, 3, 5, . . . , p aeal sa

y1lar1Ddan hii;biri N yi bOlemez. ~o halde ya N nio kendlsi 

aealdir - ki bu takdirde p den daha b!iyilk bir asal eay1 bulun

muo olur - yabut N bir lak1m asal carpanlara aynhr kl, bunlar 

2, 3, 5, .. . , p asal eay1larmdan mutlaka farkh olup, netlcede 

hepsl de p den bUyUk olur. ~u halrle, her asal say1dan sonra dl· 

jter bir asal say1nm mevcut olmae1 leap eder. Bu ise iepah lste

nilen eeyden baeka bireey dejtildir. 

Oklld'in bu teorem ve ispatmm hang! yGnllne daha zlyade 

hayran kalmakta inean eaomyor: E.ki Yunan matematik<;Uerl

nin, kendilerinden evvel g"len hlcbir milletin yapmad1jt1 ve ken

dilerloden eonra gelen bllttln milletlerin dojtrudan dojtruya ken

dilerinden ald1~1 gibl, s1rf ilim hatm ii;ln ve kendl l<;lerinden 

gelen blr zorlama lie Myle blr problem! ortaya atm11 olmalar1na 

m1, yoksa acemi blr kimsenln fark1oa bile varm1yacajt1, yahut 

Hlzumeoz veya trivial bulaca1t1 ve ancak asal eayllar dlzislnin 

teokiline dair bo1una basil bir kanun arayao blr kimsenln kar91-

laobit1 gll<;ltlkler neliceelnde akhna gelebilen bilhassa bu proble

mi ortaya alm11 olmalar1na m1, yoksa nibayet b:!yle blr kanunnn 
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yoklllftunu biraz evvel 6jtrenmi11 oldugumuz incc ispatla telilfi 
etmelerine mi 'l 

Hakikattf', Oklid'in iqpat1 aala p den hemen sonra gelen asal 

aay1y1 vermez. Bu ispatm verdigi aaal say1 umumiyetle p den ol

duk<;a sonra gf'lir : m esr Jn 11 den sonra gelen bir asal say1 i<;in 

lapat 13 U degil 2311 i verir; 13 den sonra gelen blr asal say1 i<;in 

de 69 u verir, ilab ... Hakikatte p ile ispat1n verdilti daha btlyiik 

11ay1 arasrnda bir s!iril daha kU<;Uk asal sayllar bulunur, fakat bu 

husu~ burada ispat edilmiyecektir. l~te bu da Yunanlt Matema

tik<;inin, kendiiii burada ak1lh bir 11ekilde tabdit etmek suretiyle 

yolunu asal sayilar dizlslnin kar1111k tuzaklar1 Uzerlnden rahat

<;a gecirmesini saglayan, Ince anlay1111m gl>sterir . 

Asal say1lar dizieinin bu bi<;imsizlljti bakkm<la daha mil11ah· 

bas bir misal vermek Uzne, bu dizide i;ok bilytlk boi,luklar bu

lunabil• cegini, mesela uygun secilecek 1000 tane mUteakip say1-
dan bii;birinin asal olmllmasm1n milmkftn oldujtunu go~tcrecegiz. 

Bunuo ii;in Oklid'inkine c;;nk yak1n bir !lii~Uoceden hareket ede

cegiz. 

Yukarida 2 • 3 · 5 + 1=31 say1smm 2, 3, 5 asal say1larm
dan hi<; birisi ile b61Unmediglne ii,iaret etmi11tik. e1mdi her ikisi 

de 3 lie bl>Jiloebilen iki snyrnrn toplam1mn da 3 Ile bl.Htlnebile· 

cefti, ayn1 11ekilde 5 veya 7 veya berhangi bir say1 Ue b61Unebi

leo iki sayrnm toplam1nrn da yine ayn1 say1 ile bl.lliluebilece~i 

11ekliodeki basit bir dUvUnceden hareket ederek, 

2 • 3 . 5 + 2 = 32, 2 . 3 . 5 + 3 = 33, 2 . 3 • 5 + 4 = 3,i, 

2 . 3 . 5 + 5 = 35, 2 . 3 5 + 6 = 36 

sayllarrndan hi'<birlnin asal olam1yaca(1;1 neticesini ~tkarmz: <;Un

kU burada 30 a ililve edllen eay1lar ya 2, ya 3, yahut ta 5 ile 

bUIUnebildiklerinden ve 30 da ayo1 sayilarla bl.Hilneblldiginden , 

toplam sayJ!ar da 2, 3, .5 ten biri ile b61ilnebilir. Bu muhakeme 
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Ilk defa olarak 2 · 3 • 5 + 7 = 87 tcln yUrOtUlemez, hakikaten de 

37 aeal oldu~undan 2, 3, 5 eay1larmdan hil)biri ile bOlUnemez. 

p olarak ilk d11rt rakkamh aeal eay1y1 (yant 1009 u) ahr, ve 

1ekllnde 1000 tane eay1 teokll edereek, bu eon say1lara da ayn1 

dU1Uoceyi uygulayabiliriz. Zira 2, 3, ..• , 1001 eay1lar1n1n her 

blrl 2, 8, .. . , p asal eay1lar1ndan en a1at1 biri taraf1ndao bOIQ

neblllr; 2 • 3 · • · p c;arp1m1 da ayn1 eay1 taraf1ndan MIUnebildl· 

{tlnden, yukanda yaz1lm11 olan bUtUn eay1lar 2, 3, ... , p den 

en a1alt1 blrl taraf1nda bOIUneblllr. Ru eay1larm her blrl aelkAr 

olarak p den bllyQk oldujtnndan, hl~blrl aaal olamaz. B11ylellkle 

ic;lerinde blr tek asal eaya bile bulunmayan 1000 tane mnteaklp 

eay1 bulmue olduk. 

Tabiatiyle, b1!yle bir bo9lujta raatlayancaya kadar aeal 88• 

y1lar dlzlslnde olduk~a ileriye gltmek li\zamdar. Fakat kAfl dere

cede llerlye gitmek eartiyle, ayn1 prenelbl kullanarak dejtil 1000, 

halta blr mllyon mUteakip eay1y1 lhtlva eden ay01 tabiatta blr 

boeluk bulunablldijti gibi, iatenilen herbangl bir bUyUklQkte blr 

bo1lnjta da ula11Ilabilir. 

Deroin g1!rmU11 oldujtumuz iklncl problem ve onun l1pat1 her 

ne kadar blrlncllerle yak1ohk gnaterse bile, hlc;bir Yonanh Ma· 
temallkci tarafandan ele ahnmam1ehr. Bu problemi ve lepahn1 

modern matemalik yar:atm11 olup, onlara daha bir demet yenl 

problem eklemloUr. Bu aonuncularm lepall ekaeriya yokar1kller 

kadar kolay olmay1p, bnnlardan bugQnkll matematlk llminln en 

derio ve - henQz Q11zlllmemle kmmlarmda - en heyecanh ba
hlelerinden biri meydana gelmlotlr. 

Yenl problemler demetinden, Oklid'ln metodu Ile hemen c;G· 

zillebllen, fakat bngttnkU matemali{tln Eakl Yunanlilar1n vaz et

tlklerl problemlere hangl tstlkamette devam ettijti bakkmda ufak 

blr fiklr veren, kUc;llk bir Grnek daha verellm. Epeyl ynkarda 
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8 !lo katlar1, yaol 3, 6, 9, . . . dizisi ve oodan sonra da bunlar1 . 
takip eden aay1Jar, yanl 4, 7, 10, . .. dlzlei gOz Onllne ahnm11-

t1. eimdl bu !kl dizlden arta kalan, yani 8 lie bOl!lnlloce 2 kala

DlDI b1rakan 

2, 5, 8, 11, 14, 17, 20, 1!8, ... 

1ay1Jarm1n tf1kll ett'll dizlyl dll1!lnellm. Bu dlzide de de eonsuz 

say1da asal say1 bulundujtunu, yanl 

2, 5, 11, 17, 23, 

1eklindeki asal say1lar dizlslnln sonlu olmad1tm1 g011terecellz. 
~ 

Bu !spat lcln baslt blr haz1rhk gereklldlr: 1, 4, 7, 10, 18, ... 

dizindeki berhaogi blr say1y1 birlblriyle l)&rpar1ak, yine ayn1 

dlziye ait bir say1 elde ederlz. Hakikaten, bu dlzlye mensup bll

tOn sayilar 8 ile bOl!lndllklerinde 1 kalanm1 b1rak1rlar, Sx + 1 

1eklindedirler; ~yle lkl say1y1, meselA Sx + 1 lie Sy + 1 l, bir

blrleriyle carparsak, 

yaoi gene 8 lln uygun bir katlna 1 illve etmek suretlyle elde 

edilebilen blr say1 bulnruz. 

~aret ettllimlz bu baslt d01!lnce dolay11lyle, 2, 5, 8, 11, ... 

aay1lanndan herbangl blrlnln asal l)&rpanlar1 aras1nda en a1a1t1 

blr tanesl, 14 = 2 · 7 dekl 2 yabut 85 = 5 · 7 dekl 5 gibl, mutlaka 

ylne bu sonuncn dlzlye alt olmahd1r. Zira bu l)&rpanlarm bic;bl

ri S On katlar101n te1kll etlill diziye alt olamaz (c;l1nkll bu dizl· 

de a,1u.r ola·ak 8 ten ba1ka blc;bir asal aay1 yoktur). Ejter bu 

c;arpaolar1n hepel de 4, 7, 10, 18, •.• dlzlelne alt olealard1, yu

kankl yar d1mc1 dll1nnceye gore onlar1n c;arp1m1 da bu sonuncu 

dizlye alt olnrdu. eu balde 2, 5, 8, . .• dlzlelne alt hcr hangi bir 

say1n1n en a1ait1 blr asal c;arpan1 ylne ayn1 dlzlye alt olmak 

mecburiyetindedlr. 
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Son cilmlede ifade edllen yard1mc1 teoremle tec;blz cdlldlk
ten aoora, Oklld'in ispahnda ufak bir defl1ikllk yapmak sure
tlyle yukarida ortaya atilm11 olan iddiay1 derbal ispat edebillri1. 
Bahls konusu defl,ikllk 

2·8·5·7·11 .. ·p+t=N 
yerlne 

2·8·5·7·11 .. ·p-l=M 

ifadealni ele almakt1r kl, bona da sebep bn sonuncu ifadenln 8 

On blr kabndan 1 ekaik, netkede 2, 5, 8, 11, ... dlzisine alt ol
mas1dir. M nln, t1pln N de oldutu glbl, keodl yap181na glren 
2, 3, 5, 7, 11, ... , p asal saytlar1D10 blc;blri lie Mlllnemlyecetl 
a1lkird1r. eu halde M Isler kendlsl asal ol1un, liter blr~ok asal 

c;arpanlara ayr1h110, asal bolenlcrlnln bepsl de p den bQyQk olur. 
Bundan llnce anlatllan yard1mc1 teoreme gore lee, bu a .. I c;ar
panlar araa1Dda en a,1t1 blr tanesl mutlaka 2, 5, 8, 11, ... dlzl· 
line alttlr. eu halde bu dlzlde herhangl blr p asal 1ay111n1n Q1-
tnnde bulunan, yanl ne kadar llerlye gldUlrse gldlleln, onun da 
Oteainde olan aaal saydar mutlaka mevcuttur. 

1, 4, 7, 10, 18, ... dlzlsinln 1onsuz 1ay1da aaal aay1 lbtlva 
edlp etmedlli problem! yukar1da anlatilanlarla aala blr netlceye 
batlanm11 dellldlr. QOnkQ bOtQn asal 1ay1lardan aonsuz mlktar
da olan blr k1sm1n1n 1, 4, 8, ... dlzlslne, fakat 1onlo uy1da blr 

k11m1n1n da 1, 4, 7 ,· .. • dlzislne all oldutu pek all dOfQnQlebl
llr; bunlara blr de 8 U katarsak bQtOn a1al saydar elde edlllr kl 
bunlar ylne 1on1uz mlktarda olur ve Oklld teoreml lhlAI edllml1 
olmaz. A1hnda 1, 4, 7, 10, 13, ..• dlzlsl de aonsuz mlktarda aaal 
say1 lbtlva eder, fakat bunun lspati c;ok daha farkh vai1talara 
lhtlyac; gO.terlr kl, bu huauata llerlkl blr Mlllmde ufak blr fiklr 
vermeye c;ah1acat11. Buradakl makaad1m1z 1adece, modern mate
matllln eakl Yunan matematltlne ar1zt olarak deitll, fakat hayatt 
bahlslerde de gerek problemler gerek metodlar bak1m1ndan bath 
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ve onun devam1 oldugunu gOetermekti. Bu noktay1 ~undan dolay1 

da bilhassa belirtmek icap eder ki, eon as1rda Spengler gibi blr 

Illozof, eskl Yunan Malematigi ile bug!inkli matematigin blrbirin
den tamamen larkh iki ayr1 matematik oldngu iddias1 ile ortah

jt1 velveleye vermi§ti. Her ne olursa olsun, cok kompleks olan 

. boyle bir konuyu o derece 1,1ematik bir formUl icine sokmaga ca

lt1,1mak suretiyle konunun hakk101 vermek mlimkil.n de~ildir. 

2. Egri ~ebekelerinin Dola!j1lmas1 

Bir tramvay §irketi kendi ray §ebekeei ilzerinde lfi!lettigi 

tramvay batlarm1 yeni ba~tnn tertiplemek lstemektedir. Oyle ki, 

yenl tertipteki hatlar 1,1u 1,1artlara uysun: berhangi iki milteakip 

durak arasmda ancnk bir bat iolesin; tek bir bilet ile ietedijti 

kadar aktarma yapmak hakk1n1 haiz olacak olan bir yolcunun 
bir duraktan berhangi bir ba1,1ka dura~a icab1nda bir veya daba 

fazla aktarma yapmak suretiylc gidebilmesi mtimkiln olsun : ~im

di problem 1,1udur : Biitiin ray 1ebeke11i iizerinde bu 1artlarin istis· 

nas1z gert;ekle1ebilmesi irin Jirketin en a1aj1 ka,: tane hat tesi11 et

me11i liinmd1r ? 

Ray 1,1ebekesi (~ekil 1) deki gibi olan bir kticiik 1,1ehirde 

problemin cozihnil c;ok basittir : ya A dan B ye ve C den D ye 

olmak ilzere iki bat, yabut A dan K ya ve K dan B ye kadarki 

par~alar birle1,1tirilmek suretiyle bir hat ve bundan ba1,1ka B den 

K ya "'e oradan C ye dojtru di£ter bir bat, veya nibayet A dan 

f) 

8 

A 

~ek. 

ba~hyarak K Uzerinden C ye ve B den yine K 'llzerinden D ye 
kadar olmak ii.zere iki hat. BOylelikle biltlin imkanlarm tUketil-
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mi!J olduitu &!Jikilr olup, yukar1kl hallerin herbirinde iki ·hatta 
ihtiyac has1l olmn!Jlur. Ynkar1kl 4 hat parcasm1 birbiriyle nas1l 
terkip edersek edellm, tek bir hat problemi c;Ozmeye yetmez. Bu 

dU!Jllnceler esoasrnda (meselil bazen tamir sirasrnda yap1ld1~1 gi
bi) K dan gelea b!r hatti R de sona erdirdlkten sonra R den B 

ye kadar yeni bir bat ba!Jlatmak gibi pralik olmayan bir oekil 
nazar1 ltlbara ahomam11Jllr. Hu son halde tabiatiyle 2 den fazla 

batta ihtiyac; hasll olacaktir, hattil ayni !Jeyl birc;ok yerlerde tat
bik ederek bat say1s101 istedi~lmiz ka'dar artt1rabilirdik. Fakat 
l!Jin tablat1na nygun olan problem, miimlciin olan en lciii=iilc aagzda 

hatla l!Jln lc;lnden c;1kmakt1r. 

~ekll 2 de gBsterllen bicimde henUz nisbeten baslt blr ray 
oebekesi l!Jleten bir !jirketin kar1dapcait1 problem daha zordur. 

Bu oirket evv-ela oebekenin d11J c;evresi boyunca A dan itibaren 
suas1yla B, C, D, E den gec;en ve sonra yine A ya dOnen bir 

ring hath kurabilir, sonra bu cevrenln blr kenarmdan dijter ke
nartna A dan itibaren F, G, H Qzerinden D ye do~ru lkinci blr 
hat tesis edilebilir ve nihayet bunlara aoikAr olarak EG, BF, CH 

§ek. 2 §ek. 3 

dan ibaret ttc; hat illve etmeel leap eder ki heps! birden 5 hat 
eder. Bu batlardan blr tanesinden, birincl ve ikinci batlar1 tek 

bir hat hat haline getlrmek, yani A dan itlbaren B, C, D. E 
Uzerlnden ylne A ya dOnddkten sonra F, G, H tlzerlnden D ye 
gitmek euretiyle vazgecllebilir. Acaba hat aagmni daha Ja a1aj1ga, 

meaela 3 e, indirmelc miimlciin miidiir? 
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Ba§ka bir Ornek olarak ~ekil 3 ii dnonnellm. Burada mcsehl 

A dan itibaren B, C, D, E ilzerioden ylne A ya dOnmok Uzere 

die cevreyl dolaehktan eonra tckrar A dan kalk1p F den gecerek 
8 ye gidilebllir. Bondan sonra geriye FC, FD, FE den lbaret 

Uc; hat kahr. Fakat bunlar1 da, mcselil lklncl hath C den lliba

ren F il.zer1nden D ye kadar kurmak ve 11oora FE ray parc;as1 

Uzerinde blr gidie gelit hatt1 teeis etmek euretiyle, ikiei F den 

gec;en, ve eadece bir tan.eai F de nlhayet bulan Uc tane bat ivi

mizi gOrmejte kAfi gelir. Fakat acaba iki hat kdfi gelemez mi?. 

Yukar1da gOzOnllne ahnan ve nisboten basit olan son iki 

Ornekte bile, $ekil 1 de oldugn gibi mUmkUn olan blltUn halleri 

gOzden geclrcrek bunlar hakk1nda tam blr gorne aahlbl olmak 
fevkali\de sabra lhtiyac; gusterir; i;UnkU milmknn ballerin aay1s1 

pck fazlad1r. Tabiatiyle bnylc bir g!!zJen ger;irme, egcr fiilen 

mllmkfln olsnyd11 daha az eay1da hattm kAri gelip gclmlyecPjtini 

bu ballerde de kestirip atmay1 temin cdecektl. 

Bilyilk eehirlerdeki tramvay eirketlerlnio tatbikatlurtna pek 

te uygun olmayan bu problemin d11J g!!rilnUetl arkastnda c;ok ba

sil te olsa bir matemalik problem belirmektcdir. Zlra ~ekil 1 

Ornej?inde bUtuo lmkaolartn teker teker gOzdcn gec;lrilmcel lete

oilen neticeyi (yani iki hut) vermi~se de bu hakiki blr matema

tik muhakeme eay1lamaz; e~er $ekil 2 de de neticeye vanneaya 

kadar yorulmadan bntnn imk:lolari gl!zdcn gei;irip 4 den daba 

az eay1da hatlm ki\fi gelmcdi~ioi bulmuu olsa idik, bu da bir 

matematik muhakeme eay1lamazd1 - t1pk1 yedi rakkamh iki ea

y1y1 birblriyle eab1rla c;arp1p batAs1z olarak neticeye varman m 

bir matemallk mubakemesi aayilam1yacnit1 gibi. Haklki mate

matik - pek hafif ,ekilde de olsa - nncak bu problemio mllm
knn olan blltiln hallerinin teker teker gOzden gei;ir 'lmcal eure

tiyle \'e yalo1z $ckil 2 i~ ln dejtil, fakat istcnildil?i kadar kar11J1k 
oebekelerdc de neticeyi blr hamlede verccek bir fikrin ortaya 

aLllmas1 ile ba~lar. 
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Burada i11imizl gOrecek fikir i;ok baeittir. Teker teker hat
lartn u(:larmm nerede bulunmalan gerektijjini dli11iinclim. Evvelll 
bu ui;lar ray parc;alarmJD son bulduklart noktalarda, meselil ec
kil 1 de A, B, C, D noklalartndn, bulunmaltdtr. eekil 1 de Myle 4 
tane uc; bulunduguodan ve her hatttn en i;Jk ikl ucu (ring hatt1 
olmad1kca daima iki uc Yardir) bulundugundao, bu 4 uc; araem
da en a11ag1 iki hatl10 kurulmasmm icap eltijti a11ikilrdir. Yuka
r1da blr deneme ailsilui ile bulmu11 oldugumuz neticeyi burada 

yekpare bir miilahaza ile bulmu11 olduk. 

Fakat i;lekil 2 de hii;bir eerbeet uc; yoktur. Buua kar111hk, 
burada, A glbi 3 ray parc;as101n hir araya geldilti noktalar mev
cuttur. Eller hakikaten bir ray paroas1ndan birden fazla hat 
gei;memesi 11arb ko11ulur.sa, bOyle bir noktada en a1,1ajt1 bir tane 

hat ucu bulunmahd1r. Kolayca eay1labllecegi ilzere, i;Jekil 2 de 
bu t!irlU 8 tane nokta bulundugundan en a11ajt1 8 tane de uc; 

mevcut olwahdi.r. Baradaki uc;lar1n saym olan 8 de bir c;Ut say1 

olup, 4 tane hathn uc; say1s1na e11lttir. eu halde ~ekil 2 de en 
a1,1ag1 4 hat tesis edilmelidir, 3 hatbn yetmesi miimkiln degildir. 
i;lekil 3 te de durum bona benzer : burada ~ekil 2 dekl cinsten 
5 noktaya ililveteo, bir de F de 5 ray paroasrnm blrle1,1tlltl bir 
«5. mertebeden keei11me noktas1• mevcuttur. Evvelee !,1ekil 3 
e dair vermi11 oldultumuz c;l>zlimde oldugu gibi bunlardan dtirdll
nil iki11er lkl!Jer birer hat haliode birle11tirirsek, geriye bir ray 
parc;as1 kahr ki bunun da bir nc; te11kil elmesi ieap eder. Ayn1 

dll!Jilnce mertebe say1s1 tek olan her kesi!Jme noktas1 ii;in de dojt
rudur. BBylece elde edilmesi icabeden uc; say1s1 6 oluyor kl, bu 
da bir c;ift say1 olup, en a11ajt1 3 tane hat tarafmdan meydana 
getirilebilir; iki tane hattm klfi gelmesine lmkiln yoktur. Ayn1 

tarzda, ne kadar ka.r101k olursa olsun, herhangi bir rltri 11ebeke
lli ioln IAz1m gelen en kilc;llk hat eaymnt derhal hesaplaya
bllece~lmiz a~ikilrd1r; bunun ioln eadece biitlln kesiome noklala
rm1 gozden gecirerek bunlar araemda kac tanesinin tek merte-
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beden olduituna bakmak kafidir; arao1lan en kfio;fik hat sayl81 bu 

eonuncu saymm yansmdan ibarettir. 

Problemi buraya kadar 1t1lzdilkten sonra, 1t1lzilm!i vu euretle 
tamamlamak istiyoruz : evvela yukar1ki heaaplamamn her zaman 

milmkiln oldugunu g1lsterecek, bunun i~in de herhangi bir vebe

kedeki tek mertebeden kesi11me noktalarmm cift say1da oldu~u

nu ispat edecejtiz. Sonra da bu saymm yar1s1mn - yani yuka

r1ki en kil1tlik bat sayl8lnm - bakikaten kafi geldi!lini ispat 

edecejtiz. (Bu son say1 hakkmda yukanda o~renmit olduitumuz 

vey sadece daha az say1da hattm kafi gelmedijtinden ibarettir). 

~ekil 2 ve 3 te uygun hirer hat sistemi bulmak suretiyle cok basit 

olarak dojtrudan dogruya gerceklediltimiz bu son busnsun istenil

di~i kadar kar1111k herhangi bir eebeke halinde dojtrulujtuou te

min edecek olan umumi ispat1 birinci hususunkine nazaran daha 

giic;Ulr. 

Ne kadar kar1e1k olursa olsun, her vebekede hivbir ray par

cas1 !izerinde iki bat itletmemek iizere bir hat sietemi kurmak 

daima miimkiindilr. Bunun icin, kesivme noktalanm ikiter ikiver 

birleetiren her ray parcas1 lizerindeki iki uc arasmda bir gldiQ

d1lniiQ hatti kurmak kafidir. Bu da eebekedeki ray parcas1 ka

dar batta ihtiyac; gBeterir Fakat bu suretle Hlznroundan c;iok faz

bat tesis edilmiQ olaca(t1 da aQikil.rd1r. Bizi aJAkadar eden, itimizi 

gorecek en kiii;iik hat say1s1d1r. AtikAr olarak, tasavvur edilebi

len biitlln hat sistemleri ivinde 1lyleleri mevcuttur ki, bunlardaki 

hat say1sm1 daha da aQajt1 indirmek mfimkiln olmasm; bunlar 

optimal (en elverieli) sistemleri te11kil ederler - llpk1 bir smdtaki 

l(OCUklarm YBQlarJ i1tinde (bu C(OCUklar1n yavlartnl teker teker gijz. 

den gec;irip, en ki11tfik YB$1ll hangisi olduitunu teepit etme!le lilzum 

kalmadan) bir en kfi1tilk yaQID mevcut olmas1 icap ettiltinin prensip 

olarak derhal kabul edilebilece~i gibi. Bundan bavka, ~ekU 1 deki 

R tamir mevkii gibi lilzumsuz uc;ilar ibtivn eden bir bat ~isteminin 

optimal olam1yaca~1 a1iki\rd1r. Bu kusurdan salim olan bir sistem 
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bt•e,_ meselA §ekll 8 tekl F noktu1nda CF ve DF ray paroaJannm 

tek bir hat halJnde blrlettlrilecell yerde becerlDizllk netlee1l F ;• 
son bulan lkl hat olarak bU'Rkrlmasa hallnde oldutu gibl, opU· 

mal olmayablllr. Bu son tip no olftlerlnl blrlettlrlp tek blr hat 
meydana 1etlrmek auretlyle hat aayum1 azaltablllrls: (lu halde 
hat 18.> 1&1010 art1k azalhlam1yaea1J blr 1iatem olan bJr optimal 
1lstemde bu tip uo c;lfilerl 6ocedeo birl8ftirilmlt olmah ve netl· 
cede b6yle blr alstemde tek mertebeden blr ke1l1me noktalmda 

blr tfk no kalm11 olmah, c;ift mertebeden blr keaifme noktaamda 
lae blc;blr uc; bnlnnmamahchr. 

Gerlye udece, optimal blr hat alatemlnde kendl berfade 
geriye dGnen, yanl blc;blr uc; lhtlva etmeyen, ring batlann1n mev· 
cot olup olam1yacatm1 m11nabfa etmQk kabr. 86yle blr ring 

hatt1na (lekil 2 yl lncelerken bu pbekeyl ditardan c;evreleyen 
bir hat olarak baflangic;ta rutlamlf, fakat orada bu hath, A 
noktaa1nda tebekenln ortaa1ndan gec;en D H G F A battlna ek· 
lemek auretlyle o,rtadan kalchrmtt ve b6ylellkle bat UYJBIDl 5 
ten 4 e lndlrmfttlk. Bu 1:Detod, ring hath tl.lerlnde telc meriebe
den blr keaitme noktaa1n1n bnlundnlo btltlln hallerde tatblk edt· 
lebllli'. (In halde, optimal blr c;6zQm ballnde bn aon Upte blr 

ring hatb mevcnt olamaz. Bier blr ring h&ttl tlserinde t;l/I mer-

tebeden keat1me noktalan mevcntaa, yukanklne beuer blr .-.i
de hareket edllef>Ulr. Meaell A (8 tekllnde c;lailmif) blr rtug hat-
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ti iizerinde b6yle bir kesi11me noktas1 oleun (~ekH 4); A dan 91· 

kan diger dallarrn (11ekilde kesik c;izgilerle gOsterilml11tir) ilerde· 

ki durumlar1 9izilmemie olup tamamen keyfi olabilirler. Evvelce 

dii11UnUlmUe oldultu ~ibi, optimal bir hat elstemi halinde A 
noktas1 kendisinde son bulan dallar 117.erindeki hatlarm bir 

uc; noktae1 olamaz; mesell 8 den gelerek A ya varan hat bu 

dallarm birl, meselil AE ilzerinde A dan 6teye devam eder. 

Bu takdirde B den A ya gelen tramvay1 A da durdurduktan 

sonra E ye dojtru yoluna devam etmeden Once evvelA ringi do

la11ttr1p sonra E ye dogru devam ettirmek euretiyle ringi ilk 

hnlt1n ic;;ine sokabiliriz ki, neticede hatlarm say1s1n1 yine azalt

m1i oluruz. eu halde optimal blr hat sletemi hlc;;blr ring battx 

ihtiva edemez. (Bunun tek istibnas1 ic;in miiteaklp paregrafa ba

kin1z). 

Netice itibariyle, optimal bir bat sisteminde hatlarm u9lar1 

ancak, ve her birinde birer tane olmak ilzere, tek mertebell ke

si11me noktalar1nda zubur eder ve blltiin kesl1me noktalarmm 

c;;ift mertebeden olmalari harlclnde hi9bir ring hattt mevcut ola

maz . Bu sonuncu halde lee, ancak bir tane ring hatti mevcut 

olup, onunla da blltlln eebekeyi dolaemak miimkUn olur. ~u hal

de tek mertebeden kesieme noktalannm saym optimal haldekl 

hat u9lar1nm say1ama e1ittir. Buradan, evvelil tek merlebeli ke

si1me noktalanmn say1s101n dalma bir c;;ift say1 oldugu, aonra 

da bat say1s1 sadece tek mertebell kesieme noktalan say1s10m 

yar181na e1lt olacak 1ekllde bir hat sistemi kurmanm mllmklin 

oldugu neticeleri elde edilir. Eger hic;;bir tek mertebeli kesieme 

noktas1 yoksa, yani biitlln ke1ieme noktalar1 c;;ift mertebeli ise, 

bic;;bir uc;; ibtiva etmiyen tek bir ring hath itimlzl gOrmege kAfi 
gelir. 
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3. Baz1 makaimum problemleri 

A1ajt1ki ~ekil 5 te gOsterilenler gibi ve hepsinin de cevresi 

4 em. olan muht~lif dikdOrtgenlerl birbirleriyle mukayese ede

lim. Alcak ve (mesela 2 em. kadar) genie olanlar1n alan1 kllcllk 

olaeakbr, hattA bunlar1n boylar1 kt1Qllldttkce alanlar1 da klicUJ.e-

~ek. 5 

eektir; ayn1 mtllAbaza dar ve yllksek olanlar iQin de varittir. 

Bunlar1n arasmda eni boyuna daba uygun (olanlar daba bllyilk 

bir alani hnizdir.IBuna gore, cevresi tam 4 em olan dik dOrtgen

ler iQinde bangisinin en btiytl.k alan1 haiz oldujtu sorulabllir. 

Bu problem tipik bir maksimum problemi olup, bu tilrlil 

problemlerin en basiti ve belki de en eskisidir. Zaten bundan do

lay1 da bu Mlilmde bahsedeeejtimiz problemlere girl1meden evvel, 

Myle bir problemin esas1n1 izah etmejte en ziyade elveri1lidir. Ta

blatiyle okullarda karellaem1e oldujtunuz makslmum problemlerl 

konusundan hatmmzda bircok eeyler kalmu~br, fakat bunlar 

bizlm bu Mlilmdeki hedefimize varmay1 kolaylaotirmak 10yle 

dursun, ona dojtrudan doltruya bir engel teekil ederler. Yukar1da 

bahsetmi1 oldujtumuz ilk hazirlay1e1 problemi cOzerken bu ha
t1ralar1 blr kenara b1rakmaya aheaeajttmzt tl.mit ederiz. 

Oklid'in VI. kitab1ndaki Teorem 27 de yukarikl problem, 

prensibinden ziyade anlatihe tarz1n1 dejtietirdijtlmiz,, a1ajt1ki 

eekilde cOztilmektedir: verilen U cevreslni haiz herhangi bir 

A B C D dlkd!Srtgeni ile, kenar uzunloitu { U olan, yani ayn1 

cevreyi halz, bir kare Qizellm. Bu karenln problemin cOzilmfl 
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oldugunu, yani alan1010 dikdOrtgeolnkinden daba bllyllk oldugu

nu iddla edlyoruz. Atag1ki tekilde gl>rilldttgll flzere kare ile dik

dOrtgen iiat iiste getirilirse, ikieinio ortak k1am1 taranmit olan 

6 dik dOrtgeninden ibaret olur. Karenio kendial bu eon dikdOrt

geo Ue 21 yllzeyinin toplammdan, batlangu;taki dikdOrtgen iee ta
ranm11 dlkdOrtgen ile ~ yttzeyinin toplammdan te1ekktti eder. 

$imdi AB+ BC verilen dikdl>rtgenin yar1 cevresi oldu(lundan, kare

nin yart c;evreei olan GB+ BE ye eeittir. Su halde AG+GB+BC= 
GB+ BC+ CE olup buradan AG= CE c1kar: yani (JI dikdOrt

geninin yilkeekligl ~ nin genitlitine eeittir. (JI dikdOrtgeninin di

diger boyutu iee karenin kenarina e1itUr. Halbuki ~ nin di(ler 

boyutu karenin kenarin1n bir par~aazna etit, yani bu ke~ardan 

daha kilcttktilr. Birer boyutlar1 ayn1 olan ikl dlkdOrtgende 

F E 

7J 
\l( 

~ 

A 

§ek. 6 

ise, diter boyutu daha btlyllk olan1 Otekinden bilyttktlir (§e

kil 7). §u halde (JI, ~ den bliyQk olup, neticede m + 6, ~ + 6 
den bQyQktllr; yani kare, verilen dlkdortgenden daha bi1yf1kttir. 

Ancak bu dikdOrtgenin bir kare olarak verilmit olmas1 halinde 

__ ~_11_~_ 
eek. 7 

6 nln yilkeekligl kare kenar1n1n bir par~s1na deaU, fakat tama-
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m1na e11it olurdu; bu takdlrde aonradan in11a edilen kare verilen 
dikd!Srtgenden daha bttytlk olmay1p, onunla <;akl111rd1. Su halde 

kare, agni {:evreyi hai: ba1ka her dikdortgenden hakikaten daha 

biigiiktiir. 

x, g dik dOrtgenin kenarlar1n1n cm cineinden uzunluklar1n1 
g!Slterdili takdirde, elde edilen netice dikd!Srtgenin alamn1 cm' 

olarak gOeteren xg eayie101n, <;evreei x + g 1 x + g = 2 (x + g) 
olan karenln alan1ndan daha k0Ql1k oldutunu ifade eder; karenln 
kenart c;evrenln dOrtte blri oldutundan, alan1 i (x + g) nln ka
reeini almakla elde edilecek say1ya e11ittir. ~u halde elde edllen 
neticeyl Eeki Yunanblara has geometrlk ifade tarzmdan modern 
matemati!tin formtll diline c;evirlreek, 11u ifade elde edUir: 

Herhangi iki x , g poziti/ aagrar i{:in daima 

(1) 

gahut 

(2) 

(
x + g)' xy ~ - 2- ' 

, ,.-- ~ x+ y 
vxg - - 2-

dir, gani birbirinden /arklr iki aagrnrn geometrik ortalamaar bunlarrn 

aritmetilc ortalamaarndan c/aima c/aha kii{:iiktiir ve ancalc ba aa

g1larrn birbirine e1it olmaar halinde iki ortalama birbirine e1ittir. 

2. Art1k !Jlmdi bir makeimum problemlnin mahiyeti ve onu 
haklkaten c;Ozmenin ne demek oldutu anlqllm111 olmahdir: bOyle 
blr problemi c;Ozmek demek, biJ' c;OzQm ileri eilrerek bunun ba

hle konuen olan Ozelikte (yukarda alan bQyQkltilfi) kendlal Ile 
mukayeeeye glrebilecek bQtQn dller 11ekllleri gec;tillnl g!Sater
mek demektir. ~imdi bn bOlttmQn eaaa konuau olan a1at1kl prob
leme dOnellm: Verilen bir daire i{:ine {:isilml1 biitiin ii{:genler ara11nda 

alanr en bi1giilc olan1n1 bulmak. EflAtun (Platon) nn Menon adh 
dlyalogundaki blr paaaj bu problemln daha EflAtnn zaman1nda, 
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yanl Oklld'in meohur kltap 1erlslnden blr a11r evvel, c;OzQlmUt 

olmasa bile hie; olmazsa mlloakaoa edilmlt olma11na lhlimal ver

dirmektedir. Buounla beraber ne Oklld'de ne de bngQnkQ blr kl

tapta, ilslQp bak1m1odao E1ki Yunanltlarca bilioebllmeel pek all 

mUmkiln olao, a1at1ki cOzUm bulunmamaktad1r. 

Verilen dairenln ic;lne cizllmit herhangl blr ABC tlc;geololn 

yan181ra, ayn1 veya 91lt blr daire ii;ine c;izilebllecek ve bilytlk

JQ~ tamamen belJi olmakla beraber, daire lc;lnde istenlldill glbi 

dOodQrQJebileeek A0 8 0 C0 eokenar tl~enlnl gOzOoilne alahm. Bu 

sonuneu tlc;geoln dalre ic;loe c;lzilebllen baoka herhangi bir fie;-

Sek. 8 

genlokinden daha bQyUk blr alao1 haiz oldutuou, yani bu eoke

nar fii;genin makslmum problemimizin c;OzllmU oldutunu lddla 

edlyoruz. 

!spat IC(in eu vak1adan bareket edece~iz: Dalremizln c;evresi 

eokenar ilc;gen taraf1ndan UC( eoit parC(aya ayr1hr, fakat dij!er 

Ui;gen taraf1ndan toplan11 ylne dalrenin c;evresinl veren herhangl 

fie; parc;aya ayr1hr. Her ne olursa olsun, bu sonuncu balde Qc; 

yay parc;a11ndan blri tam daire c;enesinin tlc;te birinden kOc;ilk 

baoka biri ise ayn1 c;evrenin Qc;te birinden bUyQktnr. <;nnkO bu 

Qc; yaydan hic;blri cevrenln Qc;te birinden kQc;Qk olmasayd1, ilc;fl

niin toplam1 biltQn c;evreyl gec;erdi, meter kl bu yaylar1n her

blrl c;evrenln tam UC(te blrlne etit olsun. Bu lmkln lee, ele ah

nan sonuncu Uc;gen eokenar olmad1jt1ndan mevcut detlldir; .ayn1 
1ekilde Uc; yaydan blr taneainin de c;evrenln Qc;te blrinden bn

yilk olduj!u ispat edillr. Geri kalan ilc;Uneil yay1n i;evrenln Qc;te 
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blrindeo ktlc;tlk, ona eolt veya ondan btlyilk oldujtu hakktnda 

umumi biroey aoylenemez; biz de zaten bilmemize h1zum olma

yan bu huauau ac;1k b1rakacajt1z. 

Keyfi tlc;genimlzln kOoeleri oyle i1lmlendirilmi1 olaun kl, 

AB yay1 c;evrenin tlcte birinden kllc;llk, BC yay1 da yine c;evre- J 
nln ttcte birinden bllyttk olaun. Bundan aonra AB yay101 C den) 

litibaren CB yay1 tlzerlne nakJedellm; bu eanada B noktaa1n1nJ 

~ek. 9 

~ 
~ 

~ek. 10 

llzerine geldiiti noktaya B" diyelim. Bu auretle CAB" tlc;genl, 

ABC flc;geninin dalrenln AC ye dlk olan c;ap1na g!Sre 1imelriJlio

den lbaret olur. Bundan ba1ka A dan ltlbaren B ye dojtru c;ev
renlo tam tlc;te blrlnl nakledelim ve. bu suretle vard1jt1m11 nok

taya B' dlyellm. Her hall k!rda B' noktas1 B den daha otede 

olacakt1r, c;tlnkil AB yay101 c;evrenln Qc;te blrlnden ktlc;ilk farzet

ml1tlk. Dijter taraftan B', B" nokta11ndan Once, yanl B Ile B" 
ara11nda, buJunacaktir; c;Unktl B', C" non de oteslnde ol1ayd1, 

AB' yay1 AB" yaytndan daha bUyUk olurdu. AB", kendl almet

rljtl olan CB ye eoit olup, bu sonuncu yay farazlyeye gore dalre 

c;evreslnln flc;te blrlndeo btlytlk idi. eu halde AB" de cevrenln 

tlc;te blrinden btlyQktilr. Neticede AB' yay1 da daire cevrealnln 

ilc;te blrinden btlyilk olurdu. Bu lee lmkln111dtr, c;tlnktl AB' ya

y1 daire c;evreainln tam llc;te birine eolt olarak ahnm1oti. B' ntlo 

B Ile B" araaanda bulundujtunu bOylece iapat ettikten aonra, 

ACB' tlc;genloin ytlkeeklljtlnin aym taban1 haiz ACB ilc;genln 

yflkaeklijtinden daha bilyilk oldujtu aolkArd1r. O'c;genlere dalr bel-
11 bir teoreme gore (tlcgenln alan1 taban1 Ile yilkaeklljtl c;arp1m1-
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n1n yarlBlna rtlttir) ABC' ttcgeninin alani ACB ninkinden btl

yilkt!lr. ~u halde ACB' Ile, yine verilen dalre il;ine cizilmio, fa

kat ala01 evvelce verilen ilc;genden daha bttyttk ve bir kenarl (AB') 

aym daire ic;ine c;izilmit etkenar 11Qgenin kenarrna eoit yeni bir 

iic;gen bulmuo olduk. ~imdi ACB' belki de eokenar btr iic;gen ol· 

muttnr. Bu hal ancak verilen iic;genin belirttijti .AC yay1 daire 
c;evresinin tam Uc;te birine eoit oldujtu takdirde vaki olnr. Bu 

halde ispat tamamlanm10 demektir, c;ttnkii elde edilm1t olan e11-
kenar iic;gen verilmi11 olan iic;genden daha biiyllktllr. Aksi halde 

bundan sonra biitlln 11eklin taban1 olarak eski AC yerine AB' 
ytl alahm (buna uygun olarak 11ekli Oyl~ cevirelim kl, AB' oek

lin altma gelsin (~ekil 10) ). §imdi evvelce AC tabanh ABC tlc;· 

genine uygulam10 oldui"tmnuz ielemi AB'C iic;geni ic;in tekrar 
edersek, B' den itibaren C ye do~ru yine tam cevrenin Ucte bi

rine eoit bir yay nakletmemiz icap eder ki, bu suretle elde edi

len C' noktas1 A ve B' ile birlikte dairenin icine Qizllmio ve 

~ekil 8 deki A~ 8 0 Cu tic;genine tamamen eiiit olan bir Uc;gen tel}· 
kil eder. B6ylece evvelki hale olan benzerllk dolay1style bu eo

kenar ttc;genin AB'C ninkinden ve neticede baota verilen 11Qge

ninkinden daha btlytlk bir alana sahip olduitu anlao1hr - tabia

tiyle bfltUn bunlar verilen Uc;genin eokenar olmayan herhangi 

bir ttc;gen olmas1 farazlyesi altinda diloilnillmektedir. ~u halde 

eokenar Uc;gen daire ic;:ine Qizilmilj blltfln dijter Uc;genlerden daha 
hllyilk bir a lam haizdir. 

S. Yukariki btttttn muhakeme 6yle tertiplenmlotir kl, tlze

rinde bllyilk dejtiljiklikler yapllmadan ogni bir dairenin i~ine ~i

zilmi, biitiin n· ko,eliler i~inde diizgiin olanrnin en biigiik alani ha

iz oldu/unun ispattna uygulanabilir. 

Bu ispat ic;in, araya sadece basit blr l)n ihtar sokmak gere

klr : Bir dalre ic;ine Qlzilmlt herhangl bir n-kOoell verlldijtine (tO· 

re (Sekil 11) ayn1 datre ic;ine Oyle bir baoka n-kOoeU clzebillrlz 
ki, bu lkincisinin kenarlar1 keyft olarak secllebilecek herhangi 
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bir 11rada blrinclelnln kenarlar1na eoit olsunlar. Bunun ic;in daire 

yUzeylnl, merkezinl verilen n-kOtelinln kOtelerlne blrleetlren ya
r1c;aplar vae1taelyle n tane eektore ay1rmak ve eonra bu eektOr

leri, meeelA mukavvadao yap1lm1t gibl dileUnlUebllen, daire ytt

zeylnden keeerek letenilen sirada tekrar blr araya getlrlp yine 

~ek. 11 

biltiln daireyi teektl etmenin mQmklln oldujtunu dilellnmek kAfi

dlr. Bu suretle ietenilen n-kOeell elde edilmlt olnr. Atlklr olarak 

bu n-k011elinln alam ba1Iang1c;takinin ayn1dir. 

Bu On lbtara dayanarak, tmk1 llc;gende oldujtu glbl, dilzglln 

olmayan bir n·kOtellnin daire c;evresl Qzerlnde ayirdljt1 yaylar
dan hie; olmazsa blr taneeinln c;evrenln n de blrlnden kttc;llk ve 

blr tanesinin de yine c;evrenln n de blrinden bftyttk oldnjtunu 

lspatla lee batllyablllri!I. Bununla tablatiyle bu lki yay10 yan 

ya bulundutu lddla edllmemektedir. Qllnkil Qc;gende Uc; kenardan 

herbiri dilerleri lie yanyana bulunmakla beraber, tlc;ten fasla 

kenar lbtlva eden blr n-kOtellde mutlaka bu durum yoktur. Eter 

yukardaki lkl yay tesadllfen yanyana bulunmuyona, Go lhtara 

gOre ayu1 dalre lc;lne, ayn1 alan1 halz Gyle blr batka n· klitell 

c;lzeblliriz kl, onda bu ikl yay yaoyana gelmlt ol1un. ~lmdl bun

lardan ktlc;t110 AB, bilyllittl de BC ol1un. Bundan sonra A dan 

ltlbaren B ye dotru dalre c;evreeinln tam " de blrine eolt blr 
AB' yay1 nakleder ve B' nftn B lie B nin s• elmetrlll ara11nda 

bulundntunu l1pat ederlz. Su halde verilen n·klitellde B k!ite•l 

yerine B' k!itetinl koyaruk ve bQtftn dlter kotelerl oldutu glbl 
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b1rakireak, ilk n-ko1elinln alanm1 bttydtmllt ve ayn1 zamanda 
blr kenar1n1 dilzglln n·k01elinln kenar1na e1lt yapm11 oluruz. 
Geri kalan n-1 kenar ic;in de daima On ihtar1 kullanarak ayn1 

1ekilde bareket edersek, aonunda verllmit olan n-kOtelinin ddz-

Sek. 12 

glln n-kOteliden daha kilc;llk oldultnnu gOrllrttz (bu itlemlerin so
nunda hakikaten dttzgiln n-k01eliye varmz, c;llokll her defasmda 
kenarlardan biri dilzgiln n·kOtelinin kenar1na e1it yaptlmaktadir). 

Tamttmen buna benzer 1ekilde, verilen bir dairenin d111na 
c;izilmit olan bttttlo n-k01eliler ic;inde en kllc;ttk alan1 haiz olan1n 
da ayn1 daire d19ma c;lzllmie dttzgiln n-kOteli oldultu gOaterllebillr. 

4. Ortak 3l~iiaiiz dogru par~lar1 ve 
lrraslyonel aaydar 

Geometrinln meneei hie; 1ilphealz usunluk, yttzey ve haclm
lerin Olc;ttlmeal problemleridir. Bir dotru parc;aB1n1 kendisi lc;inde 
tam defa bulunan dljter bir doltru parc;a11 ile Olc;mek c;ok kolay
d1r (Sekil 18). Elter ikincl parc;a birlncinin lc;inde tam defa bu
lunmaz ve kllc;llk parc;ay1 bllyllltil tlzerine birc;ok defa naklettlk-
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ten eonra bir k1e1m artarea (i,;;ekil 14), evvelil bu artan k1emtn 

ikinci par<(anm yarm, veya tl<(te biri, veya tl<(te ikiei, v. e. gibi 

Sek. 13 i,;;ek. 14 

bir keeri olup olmad1itma bak1ltr. Eiter bu hal vaki iee, 6l<(en 

doitru par<(ae1nin Glc;illen iQlnde tam defa bulunmamaa1 bir dere

ce telilfl edllebilir : 6l<(en parQa yerine kendieinin belirll blr keeri 

bu iti g6rtlr ve dliter taraftan bu eonuncu par<(& Gleen par<(Bnm 

icinde tam defa bulunduitundan, hi<( olmazea Gyle bir 11c11ncfl 

doitru par<(ae1 bulmu1 oluruz ki, hem 6l<t11len hem de Ol<(en doitru 

par<(alarmm icinde tam defa buluneun. Bu il<(Unc11 doitru parcas1 
ilk ikieinin bir «ortak 61Q1ls11• ntt te1ldl eder. 

1lk geometrlk m111Ahazalar hie 1ilpheeiz bu tllrlil •ortak ol

Q11ler» e dairdi. Meeelil bir kenar1 3 cm ve dijter kenar1 4 cm. 

olan blr dikdOrtgen Qizilee, bu dlkdOrtgenin kG1egeni 11zerindeki 

karenin 61Qflett Pitagor teoremine gore 2' + 4' = 9 + 16 = 26 cm• 

olup, k01egenin uzunluitu 6 cm olur (Sekil 15). i;;u halde dikdGrt

genln kl19ttk kenar1 ile k61egenlnin blr ortak 6l91leil 1 cm llk bir 

doitru parcae1 olup, ilk iki doitru parQae101n birblrine oran1 3 : 5 
dir. 

i;;ek. 16 ~ek. 16 
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Bu dlkdl:Srtgcnden blr kareye gecerek, onun kenari Ile k09e
geninin blr ortak Oli;llellnQ ara1ttrmak muhakkak akla pek ya
km gelmle olaa gerektlr. l;lekil 16 da gOrllldilJlll gibl, kenar1n 
bir parc;aam1 k09egen llzerlne nakletmek euretiyle yapllan Uk 
tecrllbeler bir netice vermeyince, ayn1 lti gittlkc;e daha kllc;ilk 

parc;alarla denemek zorunda kahn1r ve eonunda 1u aoru He kar-
91lq1hr : acaba kenar1n kAfi derecede kilc;llk bir parc;a11 lie netl
ceye varmak mamkfin mildilr, yokaa bu parcay1 ne kadar kilclll
tllraek kilc;illtellm, hic;blr ortak Olc;ll bulunamaz m1? Yanl kenar 
ile k09egen ortak ol~iilii mlldiir, yoksa ortak ol~ii•ii: (sonuncu ih
tlmalin ad1) mildllr? BOylelikle, bir dojtru parc;aam1n UAnihaye 
parcalan1p parc;alanam1yacait1, yani bir dojtru parc;a1101n haklkat
te, c;ok fazla fakat sonlu aay1da c;ok kilc;ilk bOlllnmes parc;alardan 
te9ekklll edip etmediitl, ba,ka blr deyimle bir Jgeometrlk doitru 
parcaem10 •atomik blr yap1• y1 baiz olup olmad1jt1 probleminln 
lc;ine glrmit oluyoruz. Blllyoruz kl, Platon'dan (Once gelen Eakl 

Yunanh ulimler neali, bllhassa Demokritos maddenln atomik ya
pula olduitunn lleri allrml19tll. Bununla beraber bu, geometrik 
doitru parcas1010 da atomik yap1da olu9unu leap ettirmez, pekalA 
ililnihaye bnlllnebilen, bugllokU dille «ailrekll• olan, Oyle bir 

do~ru par~a1 dQ9llnebllirlz ki, bunun ilzerinde madde atomlar ha
linde dlzllmit olaun. Yine aym zamanlarda (M. 0. 4~0 clvar1) 

Atinada ya11am11 filozof Anaxagoraa'tan kalma baz1 aOzler ara
amda, dojtru parc;aa101n ilAnlhaye Mlllneblleceltl lfade1l de bu
lunmaktadir. Buglln kaybolmut olan blr dera kltap veya notun
dan Myle bir kmnt101n bb:e kadar gelebilmlt olmaa1, tablatiyle 

onun teaadllfi bir ifadeden zlyade, zamanmda orijlnalllitl lle 
mcthur ve llzerlnde cok tart11llm11 blr tez olduituna delllet eder. 
BOylece inaanhjt1n bu b!lyllk problemle - teablt edeblldiitlmlz 

kadar - ilk defa utra9m11 oldujtu bir zamana lnmlt oluyoruz. 

Yukar1da anlatbklanmJ.Za bakarak, bundan c;ok dana lleriye 
~Iden, bir karenin kenari ile ko1egenini11 orlalc 8lfiilii olamrgacalr 
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keyflyetl ketfedlllnce dOtOncelerin ne derece altOat oldufu ta
aavvur edlleblllr. Mevcut yaz1b veaikalar bu son ketfi Pitagorcu
lara atfetmektedtrler. Goney ltalyada tetekkOl etmlt blr glzll 
cemlyet olan Pitagorcular hakkmda eaaah olarak pek az tey bU
mekteyiz. Efaaneye gore yukar1ki ketfi inaanhta ifta eden Pita
gorcu bu auc;unun cezaam1 bindijti gemi batmlarak bojtulmak 
auretiyle Odemit. Buna kartibk, Platon'un «Kanunlar• adh kita
btnda bu ketfi Uk defa olgunluk Q&ltnda Ofrenmit olan Platon'un 
bundan nekadar heyecanlanm111 oldujtunu anlatan aabrlar tama
men mevsuktur. 

Ata!l1da bu ketfe dair iki ispat verecejtiz. Bununla beraber, 
bathbatma enteresan olan bunlardan hangiainin daha eaki oldu
jtu problemi ile u1tra1m1yacaf1z. lkioci ispat sadece Oklid tara
fmdan de!lil, fakat daha evvel Ari1totele1 (Aristo) taraf1ndan da 
nakledllmitlir; birinci ispat lee her halQklrda tamamen E1ki 

Yunan espiri1ine uygun olarak dilzenlenmlt ve Oklld'in X. klta
b1n1n dOtilnce cevre1ine girmekte olup, belki de ikinciden daha 
e1kldir. 

Birinci iJJpatin OnQne elemanter bir geometrik m01Ahaza ge
tireceitiz. Bu mOllhazanm, kenar ve kOtegeni birbiri tlzerlne Ost-

A B 
~k. 17 
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date bircok defalar naklederek bir ortak Olc;ll bulmak llzere giri

tilml1 neticealz tecrllbelerden dotdu~u kendiaine bakar bakmaz 

anla11lacakltr. ~ekil 17 de g0rtlldll~l1 gibi, kenar1 k01egen llzeri

ne B den itibaren naklederaek, D ye kadar olmak ttzere ancak 

bir defa kOoegen icine girer. e1mdi D de, karenin AC kenar1n1 

B' de keamek Uzere, BD ye blr dik c;1kahm ve B' yll B ile bir

le1tlrelim. Bu takdirde 

BA = BD, 

BB' = BB' 

ve lklai de dik ac1 oldu~undan 

---- --BAB' = BDB' 

dir. Bundan dolay1, llcgenlerln e1ltliline dair olan teoremlerden 

birine gi5re BAB' ve BDB' ttcgenleri birblrine eoitllr. Netlcede 

AB' ve DB' de, e1it ttc;iienlerln kar11bkh kenarlar1 olarak, blr-.---
blrine eeittir. Bundan ba1ka B'CB, karenln kenart ile ko1egeni --arae1ndaki ac1 olarak, blr dik ac;101n yanaina eeittlr, CDB' de ci-

zim dolay1alyle dlk oldu~undan CDB' ttc;genlnln ucttnctt ac;IBl tcin 

bir yar1 dik ac1ya eelt olmaktan ba1ka care kalmaz. eu halde bu 

sonuncu ilc;gen bir ikizkenar dlk ttcgen olup, neticede DB' = DC 

dir. e1mdiye kadar iapat edilenler toplu olarak 

(1) AB' = B'D=DC 

dir. 

~imdi C de de k01egene bir dlk c;1k1hr ve bunun ilzerlnde 

BB' ye etit bir parc;a ahnarak bu parcan1n A' ucu B' ile birle1-

tirillrse, A' B' DC baelang1ctaklnden fdaba kilctik blr kare olur. 

Bu karenin CB' ko1egenl zaten evvelce c;lzllmit bulunmaktadir. 

Bu kareye ilk kare llzerlnde yapm11 oldotumuz bUtllo l1lemleri 

uygulayabm ; yani kenar101 D' ye kadar olmak ilzere k01egeni 
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ilzerlne nakledelim, D' de k01egenlne bir dlk Qtkallm ve bu dikl 
kenar1n1 B' de keslnceye kadar uzataltm. Bu takdirde, tlpk1 ilk 

karedeki gibl 
(2) A' B' = B' D' = D'C 

olur. Bu l1lemin illlnibaye tekrarlanabilecegi aoikArdir. Bu iolem
lerln hlcblr zaman sonu gelmez ve her defaa1nda blr evvelklnden 
daha kOcUk blr parca artar : 

(S) CD> CD' >CD" >CD- > 

Burada her artan parca, ardarda Inoa edllen karelerin kooegenle· 
r1 He kenarlar1 aras1ndaki farktan ibarettir : 

(4) CD = CB - AB, CD' =CB' - A' 8'. co• =CB' - A' B", •.. 

Birlncl ispattan Once babsetmek istedijtlmlz elemanter mtl
lilbaza bu idl. lspatJn kendisi ise indlrekt blr lspatt1r. Ele ald1-

jt1m1z karenln kenari ile kOoegeninin ortak OlcUltl bulundutunu, 
yani karenin kenar1n10 kOoegende de tam defa bulunan E glbl 
blr parc;as1 (alt kab) mevcut oldujtunu farzedelim. Bundan sonra 
E nln tam kah olan herhangi ikl dogru parcas1n1n aralanndaki 
fark1n da ylne E nln bir tam kah oldutunu dil11ilnellm ($ekll 18). 

$ek. 18 

$u halde CB ve AB, E nin tam katlar1 lse, (4) e gore CD de, ve 
onunla blrlikte ayn1 karenln difer blr kenar1 olan A' B' de E nln 
bir tam kati olur ; bu sonuncu karenin kOoegenl olan CB'= 
CA - B' A= AB - CD . eon e11itlik (1) den elde edillr - de, E nin 
iki tam kabn1n fark olmak dolay1slyle E nln blr tam kat1dir. 
~u halde E, kenar1 A'B' olan karenin de kenar1 ile k01egenlnln 
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bir ortak Oli;Ustldilr. Aynt dtlottnceleri kenar1 AB olan kare ye
rlne A' B' olan kareye uygularsak, E nin kenart A' B* olan kare· 

nin de kenar1 Ile kOoegeninin bir ortak 6l9t1stl oldujtunn gUrll
rtlz, ilAb ... 

Arttk indlrekt iapab sonuc;landuabilir, yanl arzu ettitimiz 
tenakuza (aykmhjta) gOttlrebiliriz. Zira, (3) le bulunan bUtiln 
dotru parc;alar1 arbk hep E nin katlartdir (tabii verilen karenin 

kenart ile kooegeni ortak Olc;t1Hl farzedildltI takdirde). Oiter ta
raftan (3) e gore E nln bu katlar1 ilil.nihaye kUc;lllmekle beraber, 
hic;bir zaman etf1r olamazlar. Bu iee E gibl ea bit blr dotru par

c;ae1nin katlari ic;in mUmkUn detlldir; meeelA ha11lang1otakl CD 
paroae1 E nin 1000 kat1 olaa ldi, CD', E nin daha ktlc;llk bir ka
ti oldu~ndan en c;ok 999 katl olurdu, ilAb ... Netlcede bu dlzinin 
en gee; 1000 terlmi E nin E den k!)c;tlk blr kati, yani 0 katJ 
olurdu ki bu da (3) dlzlelnin hic;bir teriminln 0 olam1yacat1na 
dair yukar1da elde etmllJ oldutumuz netlceye aykm olurdu. ~a 

halde bir karenin keoar1 Ile kooegeninl ortak Olc;lllU kabul eder

eek, bOyle bir tenakuza varmz. 

lkinci i•pat 9ok daha baeit olap, bunun lhtiyac; gOsterditi 
ofak aritmetlk hazirhk, ilk geometrik iepatm Ontlne ekledijtlmiz 
uzun elemao ter geometrik baztrhktan i;ok daha k1sad1r. 

Bu aritmetik haz1rhk tek ve c;ift say1Jar hakktndadir. Bl
lindiiti gibi, diter blr saymm iki katt olan her say1ya «c;ift•, bir 
c;ift eay1y1 takip eden, yanl 2 x + 1 oeklinde olan, her sayiya 
da • tek• say1 denir. Bir tek eay1ntn kareei yine tektlr; cllnkll 

(2.\' + 1)7 = 4-x' + 4x T 1=2 (2x' + 2.\') + 1 

de bir i;ift say1y1 takip eder. Buradan derbal a11at1kl yard1mc1 

teorem elde olunur : 

1. Yard1mc1 Teorem. Eler bir ~ift Hgrnrn karui ~ift i•e, 

ke,,Ji1i de ~fttir. Cllnktl tek ol•yd1, yukarada lepat ettlttmlze go-
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re karealnin de tek olmaa1 ll\z1m gelirdi. A1a1t1ki yard1mc1 teo· 

rem de ayn1 derecede baaittir: 

2. Yard1mc1 teorem. Bir rift sagmm karesi daima 4 Ile bO
liinebilir, gani bir tam 1agmrn 4 kat1d1r. Qllnkll 2x·2x = 4x' olup, 

bu da 4g 1eklindedir. 

Ena lapat burada da indirekt olarak yap1lacakbr. Farzede

llm kl, karenin kenar1 ile k01egenl E glbl bir ortak Olc;llyll balz 

ol1un ve kenar E nin tam • katt, k09egen de d katl olaun. K0-
1egenln kareyl bOld111ti1 iki e1lt lkizkenar dik 1lc;genden blrlne 

Pltagor teoremlni uygularsak, 

(5) d' = •' + a', yani d' = 2•' 

elde ederlz. 

Bundan ba1ka 1unu da dl11llneblllrls : d ve • tam uyllar1 

birblrine nlabetle k1salblm11 olarak ahnablllr. Zira bunlar1n, me

aell 10 ve 16 nm 2 ile airaaiyle IS ve 8 1ekllnde k1aaltalmaa1 gl

bl, herhangl bir 1ay1 ile k11alt1Jabilmelerl E ortak Olc;llal1n11 lOzu

mundan k1l.c;11k sec;ml1 oldujtumuzu ve E yerine onun blr kat1n1 

alman10 caiz oldujtunu gOsterir. ~u halde bu k1saltmay1 daha 

lte baolamadan evvel yap1lm11 Hyablllrlz kt, biz de Oyle yapa· 
cajttz. 

Bundan aonra, (5) ten evvelA d' nln blr c;lft aay1 oldutu 

neUceal c;drar kl, buradan da blrlncl yardimc1 teoreme gore d 

nln de c;lft olmaa1 leap ettijtl elde edlllr. Bo lee, • nin tek olma

am1 leap ettlrlr. Q1lnk1l. d ve • nln iklal de c;ift olaayd1, bonlar1 

2 lle lnaaltabllirdik; halbokl bu, bunlar1 baotan lnaaltllm11 ola

rak ald1jt1m1za dair ac;1kc;a yapm11 oldujtumoz faraziyeye ayk1-
r1d1r. 

Fakat dljter taraftan 2. yard1mc1 teoreme gore, d c;lft olun· 

ca d', • lie \>OUlnebllecejtlnden, yanl meaeli d' = 4g olacaitJndan, 
2a' = 4g yahut a2 = 26 elde edlllr. ~u balde • de kareai c;lft olan 
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blr say1 olur ve l. yard1mc1 teoremin tekrar tatbiki ile • nin 

c;ift oldujtu neticesi c;1kar1hr. Bu lee, d nln zaten c;ift oldujtuna 

ve onun neticesl olarak • nin tek olmas1 1Az1m geldijtine .tair 

yukarida buldujtumuz netlceye aykmdir. Bu suretle indirekt is· 

patm ba9mdaki laraziye blzi bir tenakuza gUtUrmilt oldu. 

Her iki ispatm da ortak ozu, azalan bir tam say1 dizisinin 

muhakkak bir yerde son bulacajtt fikridir. Birinci ispatta bu 

prenalp ac;1k olarak ortaya c;1km19h. lkincl ispatta iae ayn1 pren

sip aayilarm k1salttlmas1ndan bahaedilen yerde kapah olarak 

kullan1lm19br. Qfinkn, mfimkQn oldujtu mtlddetc;e yap1lacak Qs

tilete k1ealtmalar bahie konueu eayllari devamh olarak kttc;nte

cejtinden, bu prensibe gore nlhayet Oyle bir yere gellnecektlr kl 

arhk k1ealtma mllmkQn olmaem. lkinci lspatta ac;1k olarak soy
lememekle beraber, • ve d c;lftlni bu (yani arhk k1ealt1lam1yacak) 

halde ald1k kl, zaten okul arltmetijtinde de k1aaltma01n ilAniha

ye yap1lam1yaca~1 hie; bir mllnakaoaya giri1meden her zaman 

kabtll edilen bir 9eydir. BugUnkti matematik dill Ile (5) fOrmi1111 

@ekllne eokulur ve ispatin neticesi fOyle ifade edilir: 

Kareei 2 ye e,it olan hie; bir x = (d/a) keari (rasyonel ea· 

y181) mevcut degildir, yahut daha batka tnrlll: v2 ye e9it olan 

hlc;blr x raayonel sayl81 mevcut dejtildir, yahut v2 bir irraayo
nel eay1d1r. 

S. H. A. Schwarr.'a gore yilksekllk ayaklara 

Uc;geninin bir minimum ozeligl 

Bu kere gene bir makeimum - daha dojtrusu blr minimum -

problem! He ujtra1acajt1z. Bu m1lnasebetle mOtahhas oldu{tu 

kadar ince itlenmit bir matematlk dlltUnce Ornejtini de tan1m19 
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olacaks101z. Bu dl11Jilnce, yar1m astr kadar Once Berllo'de pro
fesOrlllk etmllJ olan ve dehas1 ytlksek ve bl1yfik tru·aylar1nda 
oldujtu kadar, Myle bir matematik mlnyatl1rl1ode de gOze c;arpan 

Hermann Amandus Schwarz'a a'ttir. 

1. Probleme ahemak maksadlyle, evvelA c;ok basil ve opti· 
jtin blldijtlmlz inlkls (yaus1ma) kanunu ile alllkah ba1ka bir prob

lem! ele alaca1t1z. Bllindijti gibl bu kanun, A dao c;1kan ve 11 ay
naamda aksederek B ye geleo (~ekil 19'a bak101z) blr 111010 II 

~k. 19 

dekl akai sirasmda gell1 ve yao11ma ai;1lar1n10 blrbirine e1tt 
oldutonu ifade eder. Bizim lddiam11, 111jt10 aec;tiltl bn yolun A 
dao hareket edip 11 ye ujtramak 1artlyle B ye g lden en k1aa yol 
olduitudur - tipk1 A lakeleslodeo B, lakelealne giden ve arada 11 

eahlllne njtramaa1 1Az1m gelen bir gemlnlo taklp e<1ecf'ltl yol glbl. 
Barada akla sahlp olmayan 111jt1n, neden ak1lh kaptao10 bllbassa 
akhn1 kullanarak 11ec;ecejtl yolun ayn101 sec;tilini ara1hracak de
jtlllz; sadece e1it geli1 ~e gan11ma a~rlarr altrnda /cat' elilen A B D 

golunan ba1/ca herhangi bir A C B golan -Jan daha lc11a ol:luta ma

tematik haklkattn1 tesbit etmekle yetlnecejtlz. 

Bunun l1pah, ma tematlk bak1mmdan 11rf bir •matematik hl
lesi• gibi gOriloeo, fakat problemlo optiktekl tefalrlolo akhm1za 
getirdijti blr l1leme dayao1r: A noktas1 lie AC ve AB dojtrular1-
01 11 ayoas1ndan ak1ettlrellm . ~ek. 19 un, Qzerlnde bo i1lem ya · 
pdd1ktao sonrakl hall ~ek. 20 de gOsterllmlotir. A', A 010 g ye 
gore slmetrljtl oldujtuna gore, A'C, AC nln ve A'D de AD nin 
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simetrigi olurlar. eu halde A'C =AC, A' D =AD olur. Bun

dan dolay1 EDA ve EDA' iicgrnleri eeit olup. <}:: EDA= 

~ek. 20 

~ EDA' dtlr. Faraziyeye g5re <}::EDA=<):: CDB oldugundan, 

~ CDB, ,- EDA' kare1l1kl! tepe ac!Iar1 olurlar, yani A' D, DB 
nin uzattlm1emdan ibarettir. 

Diger taraftan, ADB kmk cizgisinin uzunlugu A' DB nin

kine ve ACB nin uzunlugu da A'CB ninkine e~ittir. Yukar1da 

ise, A' DB nin A' yU B ye birleetiren tek bir dojtru parcasmdan 

ibaret oldugunu gorm!i1:1tiik. ~u halde A' DB, A'CB den daha k1-

ead1r - iki noktay1 birle1:1tiren dogru parr;as1nm bu iki nokta 

arasrndaki en k1en uznkltk oldugunun ispatrna burada giriemeye

cejtiz - ve neticede ADB de ACB den daha ktsadir ki, ispah is
tenilen eey de bu idi. 

2. Bu boliimde asll eu problemle ugrn§aceg1z : verilmi1 bir 

ABC dar ai;zl1 ( 1
) iii;geninin ii;ine i;evresi miimkiin oldugu kadar kii

i;iik bir UVW iii;geni i;izilmek isteniyor <eek. 21). 

1ddia ediyoruz ki, problemin i;oziimii «giikseklik ayaklarz iii;

geni» dir, yani ABC iii;geninin iii; yiiksekliginin kenarlar iizerinde

ki ayaklarmm te1kil eltigi EFG iii;geni (Sek . 22) ABC nin ii;ine 

i;izilmi1 ba1ka herhangi bir UVW iii;genininkinden daha kiii;iik bir 

i;evreyi haizdir. 

(') Yani ar;1lannm tl<;ii de dar olan 
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Evvelil, bu yilkseklik ayaklar1 U9genine dair bir yard1mc1 
teorem ispat edecegiz. Bu yard1mc1 teoreme gfire, (optikteki 

yans1ma kanununda oldugu gibi) -'):::AFG= ·r CF E olup, F nok

tasma dair bu keyfiyet aynen E ve G noktalarmda da dottru

dur. Bu yard1mc1 teoremin ispah iQin ortaokul geometri dersle-

B 8 

(Sek. 21) <Sek. 22) 

rinde gtlrmil!I oldugumuz baz1 bilglleri hattrlamaya lhtiyaQ var

d1r: Bir yar1m daire i9ine c,;izilmio ac,;1nm dlk ac,;1 alduguna dalr 

Tales teoremi (Sek. 23) c;evre ac,;181 teoremi (Sek. 24), yllksek

likler teoremi (yaoi bir llcgenin Ile,; yllksekliA'i bir noktada ke

Bi!fir, H Ile gOsterecettlmiz bu noktaya yllksekliklerin ke!li!lme 

noktas1 denir). Bu billlralarla donat1ld1ktan soora, Sek. 25 ten 
Qap1 AH olan dairenin G ve F den ve c,;ap1 CH olan dairenln 

de E ve F den ge9liltini ve bundan ba!fka ·.(AFG nin AG yay1 

8 

Sek. 23 Sek. 24 Sek. 25 

ic,;ine c,;izilmi!I c,;evre ac,;1s1 olmak dolay1slyle · ( AHG ye eeit ol

duttunu ve gene aym !lekilde 4: GFE nin ·l. CHE ye eeit bulun-
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dugunu elde ederiz. Diger taraftan, <}.. AHG ve 4: CHE karei11kh 

tepe ac;tlari olarak birbirine eeittir. Su halde -9'.: AFG= -t: CEF 
olup, iddiam1z ispat edilmie olur. 

3. Bu hazirhklardan sonra H. A. Schwarz'm ispatma ya

nae.i.biliriz. Simcli ABC lic;genioio BC kenenna g<>re simetrijtini 

alahm, sonra simetri neticesi elde edilen A' BC lic;geainin de CA' 
kenar1na gore C' AB' simetrigini alal1m ve nihayet bu son lic;

genin de A' 8' kenarme gore A'C' B' simetriglni alahm. Bundan 

sonra A'B'C' lic;genine de yuker1ki eekilde B'C', C'A", A"B", ye 

gore iic; eimetri uygulayarak A" B"C° lic;genini elde edelim. 

II 

Sek. 26 

Ev vela - g1lzle g1lrllldilgil gibi - A" B"C" lic;geninin ABC 
bae'ang1c durumundan eadece bir IHeleme ile elde edilebilece!ti

ni g1lsterelim. Bunu ispat ic;in, 1lnce verilen tic;genin ilk iki ei

metri sonundaki durumunu dUeunelim. Her defaemda bahis ko

nueu lir;geni kendi diizleminden c1kar1p bir kenar1 etraf1nda don

dtirdlikten sonra tekrar kendi dtizlemi Uzerine kapatmaktan iba

ret olan iki simetri tatbik etmek yerine, baelang1c tlc;genini C 

noktaet etrafmda saat ibresi ytlnilnde 2y kadar dondilrmek ye

ter. Ay01 $ekilde, ilk tlc;genln 3. durumundan 5. durumuna gec

mek ic;ln B' noktae1 etraf1oda ve eaat ibresinin aym ytlnde 2~ 

hk bir doomc-, ve nihayet 7. ve sonuncu duruma geymek ii;in 

AR etraf1nda ayn1 y1lnde 2 or. 11k bir donme kafidir. Sn halde 

toptan olarak, ilk tic;gen 2r + 2/J + 21 kadar doodiiriilmile olu-
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yor kl - ncgenin ai;tlart toplaml 2 dik ac;1 oldujtundan bu da Ba• 

at lbre1lnin yOnQnde 4 d1k ac;1 yanl tam blr devir eder. eu 
halde Ilk Qc;gen en 1onra Ilk durumuoa gelmlt oluyor, aocak 
dQzlemlnln ba1ka blr yerlnde ve Otelenmlt olarak. eu halde BC, 
B•c• g• pa,.alelt!i,.. 

e1mdl yukartkl· almetrllerde yllkaeklik ayaklart Qc;geol lle 
UVW olo alm11 oldujtu durumlar1 taklp ederaek - bu taklbl ko
layla1hrmak lc;in tekllde taramalar kullantlm11hr - , ev,·ell yu
kar1kl yard1mc1 teoremdeo EG nin 2. durumunun FE oln uaahl 
maa1odan lbaret oldujtuou ve ayn1 1ekllde dljter durumlarda da 
ayaklar ilc;geninlo blr keoar1n10 blr evvelkl durumdakl ayn1 Qc;
genln blr keoarmm uzahim111n1 te1kll ettlltl Dl·tlcealni elde ede
riz. §u halde, vekilde kaltn c;izilmli, ££" dojtrn parc;aat lkl taoe
ai FG ye, iklei GE ye ve gerl kalan lklal de EF ye e1lt olan 6 
dogru par .. aa1 ihtiva eder: 1u halde EE' giilc .. lclilc agalcJa,.1 iJFae

ninin F'""uinin ilci lcatrna eJittir. 

ABC Oc;genl lc;lne clzilmie herhangi bir UVW flc;genioin 
blrblrl pe1l 11ra ald1t1 durumlar1 da yukar1klne benzer 1ekllde 
taklp ederaek, U dan u• ge 11iden lcuintiil fa/cat lcal1n FisllmiJ 

UV' W' U' V• W" u• lrmlc risgi•inln de UVW iiF1•ninln Fnruinln 

ilci lcat111a •Jit ol lafana g0,.iJ,.iis. 

e1mdl EE'uu• d!Jrtgenlndekl UE ve u•£• kar11hkh kenar
lar1 (11pat edllmlt oldutu glbi) blrbirlne paralel ve (ABC tlc;ge 
nloln aym durumlarda blrblrlne tekabQl eden parc;alar1 olarak) 
blrblrlne etJlltlr. eu halde elemanter geometrlolo tan1nm11 blr 
teoremlne g!Jre bu d!Jrtgen blr paralel kenar olup, neticede dl
jter lkl kar1J1hkh kenar da blrblrloe e1itt1r, yanl UU' =EE' 
dQr. Bundan dolay1 UU' de yllkeekllk ayaklar1 O.c;genln c;evre-
1lnln lkl kahna e1lttlr. uu· dojtru parc;aumn ayn1 uc;lar1 h•l• 
ve UVW nln c;evrealnln lkl kah uzuqlultundakl kmk c;lzglden 
daba k11a oldujtu lee, dojtrudan dojtruya atlklrdir. §u halde yllk· 
aekllk ayaklar1 Qc;genlnln c;evreel UVW Qc;genlnlnklnden daha 
kQc;Qk olup, lstenllen bu 1uretle iapal edllmlt bulunur. 
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Yukar1ki ispat, matcmatik ispahn halls bir ilrnej'ticlir. Bu 

ispatta faraziye ve iddiaya 6yle yeni bir .eekll verllmiotir ki te

oremio 6zil bir bak1ota gilrUlUp anJa~tlabilir hale gelrui~tir. 

6. L. Fejer'e gore Ayru Minimum Ozeligi 

1. Bir 6nceki MlUmde ac;1lannm il<;U de dar olan bir il<;ge

nin ii;ine <;izilen bUtiln il<;genler arasrnda yUkseklik ayaklar1 iic;

geninin en klic;Uk c;evreyi haiz oldn!?unu ispat ehni!jtik. Barada 

ayn1 teoremin ikinci bir ispatin1 vermek istememizin sebebi, bu 

tiir!U teoremlerde kullamlan ispat yollarm10, o teoremlerin ma

tematik muhtevasmdan <;ok daha iloemli olmas1d1r. H. A. Sch

warz'a gilre yaphlt1m1z ilnceki ispatta, evvcll\ ikl noktay1 bir

ler:tiren dojtru pari;as1010 o iki nokta ara111ndaki en k1sa yolu 

teokil ettiiti temel keyfiyetioi, sonra da .eekillerin tasvirinde si

metri dilnilf}ilmlerioi kulland1k. Bo iki prensip 8":ajt1da verece

jtimiz ikinci ispata da eeas te~kil edecektir. 1,ia as1l en°tresan 

taraft de, bunlarm iki ispatta ayri ayri oekilde kullan1llf}lar101 

birbirleriyle karis1 laishrmakt1r. 

2. Verilen dar ac;1h bir ABC U<;genioin i<;ine U k1l1Jesi BC, 
V kiloesi CA ve W kileesi de AB iizerinde olmak Uzere herhan

gi bir UVW Ui;geol i;izilmif} olsun. 

~imdi U noktas1010 AC ve AB do!?rularma gilre U' ve U' 
simetriklerini alahm. Bu takdirde, simetriden dolay1 UV= U'V 
ve UW= U'W olur. ~ll halde, UV, VW WU dojtru par~alarm

pan te~ekkill eden Ui;geoin c;evresinin uzunlujtu U' VWU~ kmk 

<;izgisinin uzunluituna eisittir. 

~imdi U noktas1 sabit tutulup, V ve W noklalar101n yerle

rl de!'.tistirilirse, sadece U noktas1 ve ABC U<;genl vas1tasiyle beli
ren U' veU" noktalar1 sabit kahr. Bu takdirde U' VW U" kmk 

ci1gisi, daima sabit U' ve U' noktalar101 birblrlne blrlef}tirmekte 
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ve UVW ti9geninio c;evresine e1it kalmakta devam eder. U' ve 

U" noktalarm1 birle§tiren bir kmk C(izgi iee, yukar1da bahsetti-

A 

eek. 27 

gimiz prensibe g5re ancak tek bir dojtru par<(asmdan ibaret ol

du~u takdirde en kil<(iik uzunlujtu haiz olur. eu halde U' U" dolt

ru parc;as1, U k51esi sabit b1raklian blitlin ic;e c;izilmi§ U9genle

rio en klic;iik c;evre uzuolugunu g5sterir. U'U" ye tekablil eden 

ve bir k5§esi U da bulunan ic;e c;izilmi§ iic;genlerin en k1sa 9ev
rellsi olan li9geni UM N ile g5sterelim. 

3. ABC ic;ine c;izilmi§ U9geolerden U gibi bir kOfeei eabit 

olanlar ic;inde en k1sa i;evrelisiai bu euretle bulmu1 oldu(tumuz

dan, ABC ic;ine c;izilmi1 btltUn Uc;genlerin en lnsa cevrelieini 

bulmak i9in U nun muhtelif mevkilerine tekablil eden en k1ea 

cevreli Uc;genleri birbiriyle mukayese ederek bunltmn da i9lerin

de en k1sa cevreli olaa1n1 bulmak kAfidir. 

eu ha Ide 1imdi bah is konusu olan §BY' u noktaB!Dl U' U" 
dogru par<(as1 mttmkiin oldugu kadar kl19Uk olacak §ekilde yer

le1tirmektlr. Bu makeatla, AU' U" ilc;geninin AU'= AU" olmak 

Uzere ikizkenar olduguna i§aret edelim. QUnktl bu kenarlann 

her biri ayn1 AU dogru par9as10rn simelrilti oldugundaa, AU= 
AU'=AU" dUr. 

Her ne kadar AU' U" l19geninin ikiz kenarlannm uzunluk-
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lar1, buolano AU ya eolt olmalar1 dolay1siyle, U nun BC Uzc

riodekl mevkiine tAbi iseler de, U' AU' armmn b1igiikliigii U nun 

mevlciine tdbi olmag1p, ABC O<;genioio verilmesiyle tamamen bcl

li olur. Zira simetri dolay1slyle !Jekildeki ac;1lar arasrnda &1Ja1t1-
daki e11tlikler caridlr: 

: UAB =-: U' AB, · UAC =-}:: U' AC. 

:;lu halde evvell 

-}:: U' AU= 2 ~ UAB, 
ve soora 

-}:: U' AU= 2 ·1: UAC, 
ve neticede 

1: U'AU+~ U"AU=2 4:. UAB+2 ~ UAC, 
ya hut 

-9:: U' AU'= 2 ~ BAG 

olup, U' AU' ac;1s1 hakkiodakl iddlam1z iepat edilmio olur. 

4. ~imdl mllmkttn olduitu kadar kilc;tlk yapmak istediltimlz 

U' U' dogru parcae1, AU' U" ikizkenar ilc;genln taban1du. Bu 

ui;g ·nin trp~ ac;1e1 U nun mevkilne tAbi olmad1g1ndan, btHUn 

AU' U' ilc;genlerioin tepe ai;1lar1 birbirine t'Oittlr. Bu ili;genler 

ic;lnde en k1sa taban1 halz olan1, aym zamanda en k1sa iklz ke

nar1 haiz olandir. AU' ve AU' iklz kenarlar1 lse AU ile ayn1 

uzunluktad1r. Su halde eger U nun mevkiiol AU mUmkfln oldu

gu kadar kUcilk olacak eekllde sec;ersek, en k1sa U' u• dogru 

parc;aa101 elde ederiz. 

AU dotru parc;as1 lee, A noktae1 Ile BC dogrusunun bir 

noktae1n1 birle1tirir. Bir noktadan blr dojtruya olan en ktea yol 

biliodlgl gibl o noktadan o dojtruya i;lzJlen dlk olujtuodan, AU 
oun BC ye dlk olmae1 ba!Jka blr deyimle, AU nun ABC Utgenl

nln A dan c1kan yflkeekligi olma11 icap eder. 
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5. Art1k oimdi ABC i9ine 9izilen en kil91ik vevreyi haiz 
EFG Ocgenini inoa edebiliriz. Evvelil E, A dan BC ye dUoUien 
dikmenln aya~dir. E' ve £', E nin AC ve AB ye gOre slmet
rikleri oldu{tuna gore, £' E", ABC i9ine 9izilen bir ilcgenin en 
kil9Qk c;evre uzonlujtudur. E' E" dojtrusunun AC ve AB kenarla
r1 ile F ve G keslome noktalari aranllan en k1ea vevreli il9genin 
di{ter kOteleridlr. ABC i9ine vizilmio EFG den farklt her UVW 
t19genlnia EFG ninklnden daha bliyQk bir 9evreyi haiz oldujtu, 
yukar1ln muhakeroeyl blr daha gOzOnQne getirerek g0rtll11r. Qilnktl 

A 
E' 

~ek. 28 

ya UVW 11c;geninin U kOoe noktae1 E den farkhd1r ve bu tak
dlrde ona tekabQl ed1.1n U' U' dojtru parc;aa1 E' E" den daha uzun 
olup, UVW nln 9evreel de EFG nlnklnden uzun olur, yahut U 
noktaa1 E ile 9ak111r ve bu takdlrde de V ve W kOtelerlnden en 
ava{t1 blrl F ve G den farkh olup, netieede £' VW E" kmk 9lzgl
sl E' FGE" dttz 9izglalnden daha uzun olarak, UVW ilc;genlnin 
vevreal gene EFG nlnkinden uzun olur. 

6. ~u halde, verllen bir 11c;genln ii;lne mtlmk1l11 oldujtu ka- · 
dar k091ik bir 1l9gen 9izmek problem! tek bir c;Ozilmt1 halzdlr. 
QOzQmQn bu tekll{tlnden dl{ter baz1 neticeler vtkarmak ic;ln fay
dalanae11{t1z. QOz11m ilc;geninin bir kUveei olan E noktae1 A dan 

indirilen yttkeekliltin ayalt olarak bulunmu1tur. Fakat bundan 
sonra c;Ozllm 11<.;genlnin dijter F ve G kOoeleri B ve C den c:1kan 
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ytlksekliklerin yardumo1 kullanmadao, daha ziyade E den hare

ket ederek yapllan baz1 simetriler yard1m1 ile bulunmur;tur. 

~imdi r;!lyle dil11Unebiliriz : ABC ui;geni iizerinde A notast
na dair yukarida yapm1r; oldujtumuz ii;Iemleri B noktas1 ic,;in de 

tekrar edebiliriz, yani U ooktaamu~ AB ve AC ye gl>re simetrik

lerini almak yerioe, V noktas1n1n BA ve BC ye ·gtire simetrik

lerini alabilir ve buna uygun eekilde devarn edebiliriz. Bu tak

dirde en k1sa c,;evreli iic;gen olarak, F kti;iesi B den 1,;1kan yUk

sekli#in aya~1 olan bir U~gen bulunur. Fakat biraz evvel tespit 

etmie oldugumuz glbl, ancak bir tane en k1sa cevreli ilcgen me\'• 
cut olduitundan, B den hareket ederek yap1lan c,;izim de A dan 

hareket ederek yap1lan cizim sonunda elde edilen iicgeni verlr. 
Ayn1 r;ey C noktas1 ic,;inde dogr~ oldugundan, EFG en k1sa cc\'

reli ili;geninde yalotz E degil, F ve G noktalar1 da karellarmda

ki kU11elerden 1,;1kan ytiksekliklerio aynklandtr. Boylelikle 5. M

liimde ifade etmir; olduguruuz, yUkseklik ayaklar1 fic,;geninin ve

rilen dar ai;th bir Uc;gen i~ine cii.llebilen en kli<;lik c;evreli iic,;gen 
oldujtu keyfiyetioi bir daha ispat utmi!J olduk. 

7. Fakat ispat1m1z daha ba11k11. neticelerin de elde edilmesi

ne mUsaittlr. Xastl yukar1da <;ozUmiin tekliltlni kullanarak E li;in 

cari olan ()zelii?in F ve C l~in earl oldu[tunu g()stermi~sek, aksi

ne. F ve G nin ~izimleri nelicesi haiz olduklari bir !lzelijtin de 

ayn1 zamanda E i<;in de cari olacag101 ispat edebiliriz. Hakika· 

ten simetri dolay1eiyle EFC = <)::: E' FC dir. Dijter taraftan 

C £' FC ve ·: GF.4 karr;1ltkh tepe 01;1lan da birbirine e11it olduk

larrndao, EFC = GFA olur, yohut s!lyle: En ktic,;Uk <;evreli 

iic,;genin F den c;1kan kenarlar1 verilen ti~genio AC keoar1 ile 

C!Jit 11c;1lar yapnr. Ayn1 eey G noktas1ncla da cnridir. ~imdi F yi 

A dan ba~lay.an bir ~izim neticesinde dejtil de, dojtrudan dogru

ya B den i;;1kan ylikseklig-in aya~1 olarak bulup, sonra E yi si
metri i;izimi neticesinde elde edebilecejtimizdeo, E noktas1ndaki 

-? GEB ve -;.. FEC ai;1larrn1n da birbirine er;it oldultunu g()riirilz. 
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EFG UQgeninin en k1sa i;evreli Ui;gen olma ozell{tini bir an 

unutsak bile, 6. dolay1siyle bu U~genl yilkseklik ayaklan Ui;ge
ni olarak tamamen belirtebiliriz. Bu tefsiri yukar1kl mnllhaza 

ile birle1;1tirerek, 1;1u teoreme ula1;11r1z: Oi; ac;1s1 da dar olan blr 

ABC ilQgenlnln ii;ine i;izilen yilkseklik ayaklari Ui;geninln ke

narlar1 ilk UQgenin kenarlar1 Ile iki!,1er ilri1;1er e1;1it ac;1lar yapar, 

1;11lyle kl, ABC nin ayn1 bir kenar1nda te1;1ekklil eden iki &QI 

birblrlne e1;1lttlr. 

Bu teoremde minimum Ozelijtinin art1k hiQ bir izl kalmam11;1 
olup, teoremln ali1;1m11.1 oldu{tum11z elemanter geometrl teoremle

rinden 1;1ekil itibarlyle bir fark1 kalmam11;1t1r. Bu yQzden eleman

ter geometri metodlan ile de ispat1 mUmkiln olmahd1r, ki bu da 

5. Mlilmde yapllm11;1tir. Hakikaten yOkseklik ayaklar1 llQg6nlnln 

minimum Ozelliginin Schwarz tarzmdaki ispahnda yukar1ki ele

manter geometrik bllglye lbtlyaQ duymu1;1 ve onu dalre bahsine 
ait elemanter geomelri teoremleri yard1miyle !spat etml1;1tik. Fe

jer'in verdijtl !spatio Schwarz'mkine nazaran bir avantaj1, lkl 

nokta aras1ndakl en k1ea yol prenelpl ile simetrilerden baeka blr 

1;1ey kullanmadan bedefe varmae1dll'. Bundan ba1;1ka, Schwarz'1n 

iepahnda alh tane slmetri bulunurken, kendlslnde sadece iki 11-

metrl kulla01lmas1 da Fejer lspat101n dlj?er blr Ustlln taraf1d1r. 

Yilksekllk ayaklan t\Qgeni teoremlnin yanina ona benzeyen 

a1;1ajt1kl teoreml koyabillriz: 

C'Q BQIBI da dar olan her ABC n~genlnde 0 n~genin ilQ k0-
1;1esine olan uzakhklan toplam101 minimum kllan blr ve ancak 

blr P noktae1 mevcuttur. Bu P nokta11n1 Qi; k01;1eye birle1;1llren 

dofrular, aralannda 120, Ilk acllar teekil ederler. 

Hermann Amandua Schwar~'1n ellinci doktara jubllesi (191'1) 

dolay1eiyle Qlkartlan kitapta L. Schruttka bu son teoremin, bll

haSBa istiyerek, 5. MIUmdekl Schwarz ispab modelioe gore yap

tijt1 bir lspat101 vermi1;1tir. Bir mUddet ev\•el BQckner adm

da KOoigsberg'li bir Oniversite O~rencisi ayn1 teoremin 1;1aya01 
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dikka t dcrecede k1sa bir ispattn1 vermie olup, bu lspatJD 

Schruttka'mnkine gore durumu, yilkseklik ayaklan ll~genine 

dalr teoremdeki Fcjer'in ispatin1n H. d. Scbwarz'1n ispahna go. 

re olan durumunun ayn1dir. (~ek. 29 a, b). Biickner'in ispatl 

ancak bir kac sat1r tutacaktir. 

c 

~ck. 29 a ve b 

i;;imdi P, ABC ll~geninin iciode herhangl bir nokta olsun. 

ACP Ucgeni A noktas1 etrafJDda 60° dOndUrUlilrse AC' P' me\'· 

kilne gelir. DOnmenin yonU Oyle secllmelidir ki, AC il~genden 

uzaklaes1n, yani AC dojtrusu AB ile AC' aras10da kals1n. Bu 

takdirde C' P' = CP, PP'= AP olur (i;llnktl APP' Uc;geni sadece 

iklzkenar olmay1p, A daki acrnm 60 ' olmas1 dolay1siyle aym za

manda eekenard1r). $u halde BPP'C' kmk ~izgi•inin uzunluja, 

P nin A,B,C ko1elerine olan uzakl1klarinrn toplamrn1 goaterir. C' 
noktas1 P noktasm10 mevkiine tAbi dcftildir. ~11 halde P, Ucgen 

icinde bangi mevkll ahrsa alsin, elde edllecek kmk ~lzgller sa
bit B ve C' noktalar1n1 birlegtirirler. Bntnn bu kmk clzgller 

lc;lnde ise, en k1eas1 BC' do~ru pari;aa101n kendieidir. ~u balde, 

minimum eartln1 gercekle1tiren P0 noktas1 HC' dojtru parcae10da 

bulun11r ve AP0C' acl81nin 60° olmas1 dolay1eiyle BC' llzcrinde 

tamamen bellrli olur. ~u balde, bltlelk AP08 acm da 1\!0° ol

ruak mecburiyetindedir. Yukar1ki c;izlm minimum'u veren bir tek 



7. C11mleler teorlsl hakkinda b11z1 bllirller 45 

Po noktaemm mevcut olablleceitlni gUsteriyor. f:}u halde A y1 di
lter kUeelerle blrleetirmek euretiyle yap1lau cizimler de ayn1 Pa 
noktaem1 verlr ve -::: BP0C ve CP0A acllar1mn da her birl 
120 · olur. 

7. Ciimleler Teorlsi hakk1nda Bau bilgiler 

Bu k1s1mda Matematiitin temelleri ile 1uk1 temas halinde 
olan blr kooudao baheetmemizin eebebl, bu temellerln feleefl 
ebemmlyetlndeo ziyade, cilmleler teorieioin bilyilk kurucuau 
Georg Cantor tarfmdan yarahlm11 olan kavram ve muhakeme
lerin hl9 blr On bilgiye ihtiya9 gl.letermeden aolaellnbllir tablat1 
ve bu muhakemelerin halls matemntlk karakteridir. Qttnkll ha
lie (bakiki) matematik, bir takun besap n11tahklar101 ilstllste y1-
ltarak deltil, fnkat mil.mkuo oldujtu kadar az yard1mc1 bilgi ve 
eirf flkirler kullaoarak trk1al olmayan neticeler elde etmek 
san'ahd1r. 

Blltllo tam saydar m1, yoksa c;lft tam sayllar m1 daha QOk· 
tur? Bir do~ru parc;as1 ilzerlndekl noktalar m1, yoksa bir kare 
yilzeyl llzerindeki noktalar daba c;oktur? G. Cantor'uo hareket 
noktas1 bu ve buna benzer sorulard1r. Tablatlyle, bu sorular10 
yukankl eekilde sarih bir manas1 yoktur ve Cantor'un atm11 ol· 
duitu Uk Ooemli ad1m da buolara ilk defa olarak ac;1k blr maoa 
vermle olmakhr. Buou yaparken sonlu eay1da euay1 sayma tar
z101 Oroek alm11 ve gramerde kardlnal ve ordinal eay1 kavramlar1 
ile ifade edlleo fark1 nazar1 dikkate alm11tu. 

Bir daos ealonuna girdiitimizi ve orada bulunanlar ic;lnde 
kad10lar10 mt yoksa erkeklerln ml daba c;ok eay1da oldutunu 
kendi keodimlze sordutumuzu tasavvur edin. Bu, nasll teeplt 
edilebillr '? Meselll, bir usul dane1 yOneten eahsm bilti1o kadtnla
n blr duvar10, blltllo erkekleri de Oteki duvar1n Onllnde dizerek 
ayr1 ayr1 eaymas1 ve c;Jkan lki rakkam1 blrblrlyle mukayese et· 
mesidir. Haeka bir usQI c;ok daha kolayd1r: yOoetlci dane1 bae-
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Jahr ; her crkek blr kndtm nngaje eder ve geriye erkckler mi 

yoksa kadrnlar 1111 kald1jtma gore bangilcrinin daba fazla oldultu 

kendilljtindcu anln,1hr. 

J~te bu c;;iftle,tirme Cantor taraf1ndan hareket noktas1 ola

rak ahnm1ehr. Mesela biltiln tam eayilar1n c;;ift sayilardan daha 

fazla olup olruad1~1n1 anlamak istedijti takdirde, bu ikl tak1m sny1 

aras111da lam bir c;;iftlel}tirme ynp1labilip yap1lamad1g1oa bak

maktad1r. Hakiknten, her tum say1nrn, hie;; biri ac;1kta kalma

mak ilzere, bir i;ift say1 angaje clmesi miimkilndUr. Meselll vu 
eekilde bir i:iftkotirme yap1Jabilir: 

1, 2, 3, 4, o, 6, 

2, 4, 6, 8, 10, 't2, •••• t 

Oyle ki yuknriki eiradaki 11er tam say1 tam kendi albodaki c;;ift 

11ay1 ile bir c;;ift te~kil etsin. Bu e~nada her iki sap a1ru1nda da 

hie;; bir say1 ac;;1kta kalmaz. Buradu l}ayan1 dikkat olan, alttaki 

e1rada bulunnolarm iiettekilcrden farkh eeyler dejtil, fakat Uet

tekilerin uncak bir k1sm1 olmaema rajtmen bu iki s1rada bulu

nan i:eyler arasmdaki c;;iftle,menin hie;; blr eey artmadan tam ola
rak yapilabilmesidir. 

Burada herkesin akhna bir itiraz gelebllir vo bu Ornekle 

(dans ealonu Orncjtinde oldu~u gibi) sonlu cnmleler arae1ndaki 
bilyilk farka il}aret edllcbilir. Evvelce bahsetmi11 oldugumuz dans 

salonunda hangi erkejtin hangi kad1m angaje etmesinio Onemi 

yoktur; birc;;ok ttlrlU mUmkUn olan bu sec;;imler nas!l yap1lirsa 

yap1ls10, salona yeoi ~ah1slar girmedijti veya salondan baz1 ea-

1.nslar d1~art c1kmad11t1 milddetc;;e ac1kta kalanlarrn saylSI hie de

jti~mez. Fakat tam ve c;ift sayllar halinde d urom ba!lkadir. Bu 

son hnl icin yuknrida hie bir nc1k vermeyen blr c;iftle11tlrme kai

desi verilml~ti; fakat bunuu yanmra Oyle blr ciftle11tirme kai

desi daha verilcbilir kl, tam say!lardan bir k1sm1 arta kalsm. 
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Bunun ic;in, akla en yakrn gelen, !JU c;iftleetirmeyi g6z6nilne al

mak yeter: 2 yi 2 ile, 4 tt 4 He, 6 y1 6 ile, illh ... c;i!tle11tirelim. 

Bu takdirde tam say1lar cilmlesi ic;indeki oift saytlardan herbi

rine c;ift say1lar cilmlesinin bir sayl8l tekabill eder, fakat tam 

say1lar cilmlesi ii;inde tek say1lar ac;1kta kahr. Cantor'un ithal 

ettigi kavram1n esas1, dil11Unillebilen btltUn c;iftle11tirmelerden 

vazgec;erek, ac;1k vermeyen tek bir c;iftleemenin bulunabilmeslni 

istemesidlr. Bu takdirde Cantor, gBzBoilne ahnan cUmlelere «e1it 

( ayni} kuovette ciimleler" demektedir. 

Cantor'un tespit etmi11 oldugu ilk bakikat, biitiin rasyonel, 

gani tam 'fJeya kesirli, sayilar ciimlesinin tam sagrlar ciimlesi ile ayni 

kuvvette oldutu'1ur. 

Buou ispat eden c;lftle11tirme, bUtUn kesirlerl kendi bilyilk· 
lUklerine gBre dejtil, fakat pa, ve payda toplamlarrnin bilyilk

lilklerine gtlre s1ralamaya deyamr. Evvela pay ve payda toplam1 

2 olan - tabii k1salt1lm111 - blltiln kesirleri almz: burada yalo1z 

l f1 bahls konueu olabilir ; soora pay ve payda toplam1 3 olan

larr, yani ~ ile i = 2 yi almz; L ~. 1 i k1salmam11 halde olan 
~ yi aradan c;1kard1ktan eonra almz; sonra !, i, g, 1 i almz, 

illl.h ..• ve bu keeirleri yukar1ki sirada olmak ilzere tabli saydar 
dizislnin alt1na yazar1z: 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 ... 

1 2 3 . 
ii 4 I 

If 5 I fi ••• 

Burada alt alta bulunan eay1lar1 c;iftleetlrmek suretlyle hie; 
ac;1k vermeyen blr i;iftleotirme elde ederiz. Qttnkll, her raeyonel 

say1 belirll bir pay ve payda toplam1n1 halz oldugundan, ikin· 

ci eatmn mubakkak bir yerlnde zubiir eder. 

Bu 11a1irttc1 hakikati Cantor, raeyonel eayllar ctlmleeinin 

«eay1labilir» oldnjtunu s6yleyerek te ifade etmektedir; hakikaten 

yukariki c;iftlcetirme blr soneuz saymadan baeka bir eey deltil· 
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dir. $u halde, bir clhnle tabii sayllar cilmlesi ile a<;tk vermeden 
<;iftleetirildlgi, yanl o cUmlesi ile aynt kuvvette oldujtu takdir
de, o cUmleye «sayliabilir,. demektedir. Bundan sonra, kesirler 

ciimlesine nazaran i,:ok daha genie olan baz1 cUmlelerin de say1-
labilir oldujtunu g<istermektedir. 'fiirlii yUksek matematik bilgl

sine ihtiya<; gOsteren, fakat yukar1ki Ornekle anlatmak istedijti
miz 1eyin baeka Orneklerlnden ba1ka bir eey olmayan bu mll

lAhazalart athyoruz. 

Bundan sonra Cantor, tabii sayllar cilmleslnden daha bll
yUk kuvvette cUmlelerin me,•cut oldujtnnu !spat ederek, teori
sine astl ya1ama hakkt veren keyfiyetc geliyor. Bunlar aras1n

da bir dogru par~a11n1n biitiin noktalarznm te,kil ettigi ciimlenin 

tabii sag1lar ciimletinden daha biigiik kavvette oldalanu ispat edi

yor. Bu ispat lndirekt olarak yaptlmakta ve Cantor, meselil 1 m 
uzunlugunda bir do~ru par<;as1 Uzerindeki noktalar Ile tam sa
ytlar arasmda eksikslz blr tekablil kurnlabildilti farziyeainden 

bir tenakuz elde etmektedir. Su halde, do~ru parc;ast lizerlndeki 
noktalar1 her hangl bir 1ekilde sayabilecegimizi farzedelim. Bn 
takdirde onlar1, tabiahyle kendi tabii sirastnda olmamakla bera

ber, ba1ka bir airada evveU\ 1. sonra 2., ili\b... olmak flzere ya
zabiliriz. Bunu en iyl olarak 1 metrelik dojtru par<;am1z1n nok
talarm1 (takelmatlandmlm1e olarak alaca~1m1z) metremlz Uzerln
de ki cm, mm, v. s. halindeki taksintat rakkamlar1 ile ottmerik 

olarak ifade etmek suretlyle yapabiliriz, mesell doltru parc;as1-
01n orta ooktas1 0,5 ile ve di~er ooktalar1n berblrlnl, lam dojt
ruluk istendi~ takdirde aonsuz rakkam ihtlva eden birer ondahk 
kesirle gOstereblllriz. (roeselA dojtru parc;as1n1n ilk Qc;te birlnin 
bi tint noktasma 0,33333 .. • kesri tekabttl eder). Sn balde - lodlrekt 
ispahn faraziyeslne gOre bir dizi halinde . stralanabilen noktalar 
yerine, onlar1 temsll eden sonsuz ondahk keslrleri ele alabllir ve 

onlar1 d1zi halinde s1ralaom11 farzedeblllrlz. t. s1rada bOyle blr 
sonauz ondahk kealr, ikiocl SJrada gene ayn1 eekllde blr ondahk 
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kesir, ilAh .. . bulunacakbr. Su halde bu sonsuz kesirler dizisinln 

gOrunuvu - teknik sebeplerden dolay1 ufki olacnjt1 yerde vakuli 

yaz1lan - avajtt Brne'1e benzer: 

1. O, 2 6 4 2 o .... 

2. 0, 6 1 7 7 3 .... 

3. 0, 5 5 5 4 9 .... 

4. 0, 1 0 0 0 7 .... 

5 • 0, 2 0 2 0 6 . . .. 

.. .. .... .. ... ... .. 

.. ..... ... .. . ..... 

Simdi bu dizide bulunmayan bir nokta, yani o, .... veklinde bir 

ondabk kesir, mevcut oldultunu gOetereceitiz. Bu onda!1k keelr 

fOyle tevkll edilebilir : bu kesrin virgUlden sonra l. rakkann ola

rak dlzldeki 1. kesrln 1. rakkammdan farkh bir rakkam ee9eriz. 

Burada 9 tone rakkamdan her bangl birini sei;meye bakk1m1z 

vard1r, meeelA belirli bir vey sOylemek ii;in: ejter 1. kcerin 1. 
rakkam1 1 den farkb iee, arad1f1m1z kesrin 1. rakkam1 olarak 

1 i sei;eriz. Etar o rakkam 1 iee, arad1it1m1z kesrin 1. rakkam1 

olarak 2 rakkam1n1 &ec;erlz. Simdilik vu kadar1 muhakkakt1r ki, 

arad1jt1m1z kesrln difer rakkamlarm1 nasll se9ersek sei;elim, bu 

keeir dlzinin 1. kesrlnden farkh olur; i;llnkll iki ondahk keeir daha 

1. rakkamlar1nda farkederlerse, blltlln diter rakkamlar1 aym bi

le olsa hl~bir zaman dotru parcas1 Uzerinde ayn1 noktay1 belir

temezler. Simdl aran1lan kesrin 2. rakkam1m da dizinin 2. kee

rinin 2. rakkam1 1 den farkh oldutu takdirde 1, akel halde 2 

olarak sec;elim. Su halde her haHl kArda bu rakkam 2. kesrio 2. 

rakkammdan farkb olur ve bu takdirde t evkil etmekte oldutu

muz kesir, dizlnin yalmz 1. kesrinden dejtll, 2. kesrinden de 

farkh olur. Bu tekilde devam ederiz. MeseHl. yukar1kl Ornt>jtG go

re tevkll edilecek kesir 0,12111. ... ,eklinde baflbyacakt1r. Tarif 



50 7. CUmleler teorlsl bakktodn baz1 bllgller 

ettigimiz i~lemi ilanihaye devam ettirebilece~imizden, Mylelik

Ie dizideki biitun kesirlerden farkh oldu~una emin bulundu~u

muz bi r kesir elde etmi~ olaca~1z. ~u balde bu dizi 0, .. . teklin

deki biitiln oudahk kesirleri ihtiva edemez. Bu ise, indirekt is

pat1m1Z1n faraziyesine aykmdir. ~u halde, bir do~ru par~s1 Uze

riudeki noktalar10 tetkil ettikleri cftmle saytlabilir bir ciimle 

olamaz. 

Yukar1ki ispata kar~1 kolayca yap1labilvcek ve Cantor'un 

ispata bamb.itka bir 1ekll vermesine sebep olan, fakat bakikatta 

kolayca bertaraf edilebilecek bir itirazdan babsetmeden gectme

yelim. Bu itiraz, rakkamlar1 bir yerden itibaren tam amen 9 lar

dan ibaret olao, mesela 0, 2 6 9 9 9 9 ... gibi kesirlerden do

~ar. Misaldeki kesir hakikatte O, 2 7 0 0 0 0 .... , yabut k1-

sa yaztl111 ile 0,27 den baoka bir eey de~ildir. ~u halde burada 

iki farkh oodahk kesrin aym bir noktay1 belirtmesi gibi nAhot 

bir durum vardir. Bunun nllhOfl olu§una sebep, ispahm1zda on

dahk kesirleri do~ru parcalarim1z1n noktalar101 tamamen karak

terize etmek icin kullanm1e olmamlZ idi kl, bu lee ancak her 

noktaya bir vc bir tek ondahk kesir tekabill ettl~i takdirde 

miimkiindilr. Hakikatte bu gilc;l!lk kolayca bertaraf edilebilir. 

Bunun iitin blr ycrden itibaren rakamlari hep 9 olan kesirlerin 

kulla01lmas1m ba~tan yasak ederJz. Bu takdirde yukar1ki ispat 

ictin arhk sadece, teekil edilen kesrin bir yerden itibaren butlln 

rakkamlar1mu 9 olmas1 balinde bir endite mevzuubahis olabilir. 

Fakat ispatta zaten buna kar11 tedbir ahnm11t1r, itiinktl teekll 

edilen kesrin blillln rakamlar1 1 ve 2 lerden ibaret olup, 9 raka

m1 hie gei;mez. 

Bu teoremden enteresan bir netice itikarabiliriz: Rasyonel 

sayllar ciimlesi 0 lie 1 aras1ndaki blltftn say1lar ctlmlesinden da

ha kil~Uk kuvvette oldugundan, 0 ile 1 arasmda mutlaka rasyo

nel olrnayan sayllar mevcu ttur. ~u halde irraeyonel say1lar1n 

rnevcudiyeti burada, BO!Um 4 tekinin aksine olarak, tamamiy

le umurni bir millAhaza ile ortaya konulrnuotar. 
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Cantor' un bundan sonraki neticesi de bir silrpriz te,kil et

mektedir : Bir- kare giizegi iizerincleki noktalarm ciimlesi, agnr ka

renln bir kenarr iizerincleki noktalarm oiimlesinclen claha biigiik 

kutJvette clelilclir. Barada ,aQ1lacak husus, boyut kavrammrn ilde

ta tamamen inkAr edilmesidir; bir boyutlu dogru parc;as1 iki bo

yutlu kare ile aym kuvvette oldu~u gibi, benzer bir yolla il<; 

~' boyutlu kllpiln de daha piiyllk kuvvette olmad1lt1 gOsterilebilir. 

lspat, Onceki teoremde oldu(tu gibi, hesapla yap1hr. Cantor, 

doltru parc;asmm noktalarrn1 gene, bir yerden itibareo rakkam

lar1 tamamen 9 lardan ibaret olanlarllan farkh olan, sonsuz on

dahk keelrlerJe karakterize etmektedir. Karenin noktalann1 ise, 

bu tUrlil ondahk kesir c;iftlerl, yanl blr yandan noktanm ka

renin sol kenanudan olan ufkt uzakh(t101 g6steren x, 6te yan

dan karenln alt kenarmda n olan ~akuli nzakb(tm1 gOsteren g 

ondahk kesrlnden miirekkep l)iftler, lie karakterize etmektedir. 

Kenarrn noktalan ile karenin noktalar1 arasmdaki c;iftlevtlrme 

.: 

~ek. SO 

(bire blr tekabill) vimdi voyle kurulur: kare yilzeyinin herbangi 

bir P noktasmdan hareket edilerck, oou karakterize eden 

·'" = 0, a 1 a, a1 • • • , g = 0, b, b, b1 ••• , 

oudab k kesirleri buluour ve bu iklslnden , her lkisinin rakkarn

larm1 lc;lc;e sokmak suretiyle 

z = 0, a, b1 a, b, a, b, .. . , 
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ond:il1k kcsri tei!kil edildlkten soura kenar Uzerinde z saylSl ile 

karaktuize edilen Q noktas1 bclirtilir. Mcselil Mylece kareoin 

m~rkrzinc, x = 0,!>00 ... \•eya = 0.500 ... dan ic ii,;.e sokmak sure· 

tiyle elde cdilen z "-' 0,550000 ... ondahk kesrinin kenar ilzerlnde 

karakt.erize ettijti nokta tekabUI eder. Bu yolla karenln her nok

tas1oa k nann bir noktas1 tekabUl etmilJ olur. Bu kadar1 asllDda 

miihim bir ilJ olmay1p, biz bunun daha kolaym1 bile karenin her 

P noktnsma P den nit kenara indirilen dikmenio ayag101 teka

blil cttirmek euretiyle yapahllirdik. Bu takdirde kurenin her 

uoktasmn nit keuarm bir nokta111 tekabill etmie olu~du . Fakat 

bu son tekn biiltle karenin alt kcnar1 iizerlndcki bir nokta kare 

yliz .. yindeki tek bir nokta ilc dc~il, bu noktay1 ayak olarak ka

bul eden dikme Uzcrindeki sonsuz nokta lie i,;iftle1Jmie olurdu; 

bu tiirlil tckabiil ise, cllmlelcrin Cantor·a gore mukayesesinde 

c:iiz rlejtildir - hpk1 dansta blr erke~in ayn1 zamaoda bir ~ok 

kn linln bird.en daoe ctmesinln tasavvur edllemiyecejtl gibi. 11te 

yukarida anlatllm1e olan daha incelikli tckabill bu mahzuru halz 

de~ildir. QiinkU, ejter kendini karakterize eden saytlan 

x' = 0, a,' a,' a/ ... , y' = O, b,' b,' b#' ••. 
/ 

olan b,r P' noktas1 da kareoin U11t kcnarmm aym, IJU hold~ ay· 

DI = s11y1s101 haiz, hir Q noktosl ile ciftle11milj olsa idi, 

z = 0, a/ b,' a,' b,' a,' b/ ... 

olmns1 luz1m gelirdi. Fakat lki oodalik kesrin ayn1 df'feri halz 

olabilmesi iiwin (blr yerden ltlbaren sonu hep 9 ile biten keslr

ler aradnn i;1ka,nld1{t10dan dol11y1l gerek ve yeter 11art, bu !kl 

kesrin rakkamlar1n1n s1rasiyle birbirinio ayo1 olmae1d1r. Bu 

)·ii id en 

a/= a,, b/ = b., a,'= a,, b,' = b2, ••• 

olmuhd1r. Bu ise .l"' nilo.\" in oyn1, g' ntln de g nln ayn1 oldn-
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tunu ifade eder kl, bu da P' ile P nin blrbirindcn farkh oldu

jtu farazlyeeloe aykmd1r. Su balde karenln farkh noktalarma 

dolru pari;;as1mn ayn1 ooktae1 tekabnl edemez. ~a halde bir de 

bundao batka, bli;; bir kad1010 ac:1kta kalmamas1 basmmoa teka

bQl etmek Qzere, doltra parc:as1010 her noktas101n da yukankl 

kaldeye gore hakikateo karenln blr ooklas1 ile c:irue,Ur1lebilclliti 

iepat edlllrae, bu c:lftlcttlrmeoin mQkemmel oldu~u gl>sterilmit 

olacakt1r. Bu bueue haklkaten dojtrudur. c;nokU kenar ilzerlnde· 
ki herbangl blr noktaya karakterlze eden say1 

S = 0, Co c, Ca C• C5 Ca •• • 

oldujtu takdlrde, karoolo karakterlsllk say1lar1 

olan noktas1 l>ylo blr noktadir kl, bu ooktaya dojtru pari;;u1 

Uzerinde ..-, g oodahk ke1irlerlol lc:Ic:e aokmak euretiyJe elde edl· 

lea oodahk kearlo beUrltlll nokta tekabnl eder. Bu eonuncu ke. 

air iae yukarda ald1f1m1z • 1ay111n:lan batka bir 9ey defUdir. 

Bu lspata kar11 da, gene blr yerden llibaren rakkamlan ht'p 
9 olan ondahk keere dalr ltlraz1 Uerl enrmek mllmkllndllr. Ha

kikaten, blr taraftan dotrn par~11 Qzerlnde l>~Q11l 0,2202020 ••• 
olan noktaya kare llzerinde telrabQI eden ve 

x = 0,2000 ••. , g = 0,2222 •••• 

saytlar1 lie karaktcrlze edllen nokta lie dlfer tnraftan doltru par
i;;a11 ftzerlndekl 0, 12929292.... nokta11na kare nzcrinde tekabOI 
eden 

x' = 0, 1999 ... , g' = 0,2222 ... 

noktas1n1 ele ahraak, lklncl ooktadan blr yerdcn ltibaren rak

kamlan hep 9 olan blr oodahk aay1 elde edlldlll gibi, kare Qze

rlodeki lkl nokta da blrblrloin ayn1 olup, bOylelikle dotro par-
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cas1010 birbirindeo tamarnen farkh iki noktasina karenin ayn1 

noktas1 teknbUI etmi!} olor. 

Aeiki1r olmasa bile, cok basit bir hile ile bu kusuru dilzelt

mok mttmkUndUr. hpat yukanda verilen eekli ile vUphesiz - is

ter istemez - ynnl1etrr; fakat aealt1ki dlizeltme ile dojtru hale ge

tiriltbilir. Hakikaten, bir say1da 9 lar10 zuhur etmesi haliode 

bu 9 Jan keodllerini takip eden 9 dao :Carkh iki rakkamla bir 

«moleklil» eeklinde birleetirelim, meselll. 0, (1) (2) (92) (92) (92) .. ., 

yabut baeka bir Ornek olarak 0, (7) (3) (9i) (990) (9997) .. . gibi. 

Sonrn bir z de[terini x ve g de!terlerine aymrken bu moleklllleri 

ayr1Jmaz hirer bUtlin olarnk dueUoelim. Mesela sonuocu 6rnek 

bir z detteri olarak zuhur etti~i tnkdirde, ona tekabiil eden 

x, g deiterleri 

x = 0, (7) (9!) (9997) ... , g = 0, (3) l990) ... 

elsun. Bu tnkdirde z ile x, g arasmdnki i;iftle~tirme evvelce ,·e
rilmie olaodan farkh bir kaideye g6re yap1lm1!j olur ve, bir yer

den ilibaren rnkkamlar1 hep 9 olan kesirlerin kullamhein1n ya

sak edilmesi eart1n1n muhafazas1 ile, yukar1ki ltiraza artlk ma

hal kalmadt:'.tt kola yea gUrUllir. 

Dlieiincelerinia gidlelnia bu aoktasmda Cantor cok eayan1 

dikkat bir problemle kaq1laem1!Jbr ki, 0 da eudur: acaba tabii 

say1Jnr ciimleei Ile bir dojtru parcast Uzerindeki noktalarm clim

lesi aras1nda birinci cilmleden daha bUyUk, fakat ikincidea daha 

kUc.;Uk kuvvette bir climlo var m1d1r '? Yoksa bUyle bir ara cflm· 

le mevcut dejtil midir? Kontinuum problemi adt altmda taaman 

vc Cantor'u sert Ye dik bir duvar gibi durduran bu problem bu 

gun dahi hentlz cOzillrmemietir. Denilebilir ki, vaz'1 icin bu ka

dar az On biJgiye ihtiyac g6eteren - burada okul bilglsi bile 

farz .. dilmemie olup, sadece tam say1 ve dogru par~as1 kavramla· 

rtnlll bilinme11i yeter - fakat biltUn l,)6Zme gayretlerine bunun 

kadar devamlt meydan okumue olan ba~ka bir matematik prob· 
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lemi gelip gei;memi11tir. '.\fotematikte, blr takim kar1111k kavram 
sietemlerlni kullanmak euretiye ueta materuatiki;ilerin bile zor

lukla cHzebilecekleri, hatta belki bUtiln ugra11malarma rattmen 

i;Hzemiyeceklerl dllzinelerce problem ortaya atmak tabiatiyle bll· 
yilk marifet de~ildir . Fakat basit kavramlardan bareket ederek 

trival olmad1g1 gibi, cnzllmll de pek kolay olmayan bir problem 

ortaya atmak I t,te matematik problemlerinin vaz'1 alanmda ha

kiki hl1oer ve tamamen kendi kendisindeo hareket ederek geli-

11en bu Umin hakikl harikae1 budur. Su halde bu noktadan, ya
ni problem vaz'i bak1m1odan, dejterlendiriliree kontlouum prob
lemi parlak bir mnvaffakiyet say1lmahdir. 

Bu problemln tetkikinln, cilmleler teorisinin \'e oeticede 
b!ltiln matematigin temeJlerine temas etmeden ve cllmle kavra

m1m derin bir tahlile tabi tutmadan yap1lam1yacag1 c;ok gec;me

den anla111lm111hr. Bfiyle bir tablile giri11mek mecburlyeti &1Jag1ki 

paradokeun ortaya c1kmae1 ile daha elle tutulur bir hale gelmilJ· 

tir ki, biz de bu babel bu paradoks Ile kapayacag1z. 

Buraya kadar devamh eurette cll.mlelerden babsettik kl, bu 

cllmleler bir tak1m «elemanlar• dan milte11ekkil idi. MeeelA bir 

dogru parcae1nm Uzerindeki noktalarin te11kil ettigi cllmlenin 

elemanlar1 teker teker bu noktalar, ayn1 11ekilde, tam eayllar 
cllmleslnin elemanlart teker teker tam sayllar idi. Bir cllmlenln 

elemanlarmm cllmlede oynad1g1 rol, blr birlittin (klllb!ln) llyele

rlnin bu birlikte oyoad1jt1 rolllo ayn1d1r. Bazen kendilerl de hi

rer birlik olan htlkmi 11ah1el11r da bulunabilir, meselil Alman Ma

tematik~ller Federaeyonu, Alman Matematlk Cemiyeti, Matema

tik Ogretimioi llerletme Cemlyeti, v. s. gibi muhtelif matema

tik cemiyetlerini !lye olarak lhtiva eden blr birlikten ba11ka blr

IJey del}ildir. Ayn1 11ekilde bir cllmleoin elemanlar1 aras1nda Oyle

leri bulunabilir kl, onlar da kendi ba11lar1na birer cllmle olsun

lar; meeell Mtlln say1labillr ctlmlelerin te11kil ettiAi cUmlenln 

biitllo elemanlar1 da birer c11mledir. Nasil Alman Matematik Ce-
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miyrtinin mll11ferit bir Uyreinin Alman Matematikt,;ller Federaa· 

yoounda keodl ba11na oy hakk1 yoksa, blltlln raeyonel say1lar 

cllmlesinin bir elemao1 olao i say111 da blltiln eay1labllir cllmle· 

lcrio te1kil eltijti cllmlenin blr elemao1 dejtildir. Buna mukabll, 

yukar1da ispat etml1 oldujtu gibi, biltlln rasyonel eay1larm te1· 
kil cttljti cilmle sonur.cu bllytlk cllmlenln bir elemao1d1r. 

Kavramlarla yapilao bu On tcmrloden sonra, garip olmak· 

la beraber, blr cllmlcnio keocii keodlelnl eleman olarak lhtlva 

edlp edemiyecejtl sorueunu sorabilirlz. e1mdiye kadar du11lomllt 

oldugumuz ml\tad cllmleler it;lo tabiallylc Oyle blr durum mev· 

cut olamaz. Fakat bunnola beraber, b!>yle fevkaJA<le ctlmlelerln 

mevcut olmas1 leap ettijtlne kanaat getlrmek kolaydtr. Zlra ta· 

sanur cdilen blltlln cUmlelerin ttokll ettljti cllmle muhakkak kl 

bu oarta uyar, <;llnkll keodlei de blr cllmledir. eu halde bOyle 

fevkulade cllml'ller mevcuttur. ~imdllik kendilerlnl eleman ola· 

rak lhth·a eden cllmlelere fevkallde cllmleler, digerlerlne de Ad 

cilmleler diyelim. 

e1mdi bir ad1m daha lleri giderek, blltilo ii.di cllmlelerln te1· 

kll etti!ll cllmleyl ele alahm. Bu cUmlenin ad1 fil1 olsnn. eu so· 

ruyu eoraJ1m: m.1 nin kendlel Adi blr cllmle midlr, yoksa fcvka• 

llde bir cllmle mldir? Bu cllmle ieter letemez ya fevkalAde ve· 

ya Adi olmak mecburiyetlndedlr. EjtPr fevka lAde lae, kendlalnl 

eleman olarak lhtl\'a eder, yani Adi olur - t,;llnkll m.1 nin eleman· 

lar1 A<ll ctlmleler idi - kl, bu da fevkalAde olutu lie tenakuz let· 

kil eder. Buoa kar11hk, m.1 nln Adi olduitunu kabul etsek, kendl 

keodleinl eleman olarak lbtlva etmez, 1u halde Adi olamaz, yanl 

mecburcn fevkall le olur kl, gene bu da eoouocu faraziyemlze 

ayk1ruhr. m.1 nln karakterlne dalr her lki imklo da blzi tenaka 

za gotUrdlljtllnden mutlak blr paradoks kar11s1oda bulunmakta 

y1z. 

Hu p11radok1 eadece cllmleler teorlslne bas de~lldir. Bu nok 

tay1 daha iyi bellrlmek l~lo ayn1 paradokaun, it,;lnde cQmlelere 
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dair hie; bir 1ey bulunmayan ve dalia ziyade 1aka larzrndaki !JU 

teklioi vereJim : Bir alayda erlerden biri aloy berberlijti ile g<l

revJendirilmlt olup, gBrevi, daha ac1k olarak, kendi kcndine trav 

olmayan erleri trav etmektir. Ru er kendh1ine karti nns1l bare

ket etmelidir ·? Elter kendieini trat ederse, kendl kendine trav 

olan bir er dummuna glrmit olur, vu halde kendislnl trav etme

mesi gorekir. Fakat kendieini tra~ etmezse, kendi kendieine trav 

olmayan blr er durumuna girer kl, b<lyle bir er ise kendisi ta

rafmdan trnv edilmek mccbariyclindedir. Bu duruma gtlre, ken
d lsine yerilen g!lrevi noktae1 noktasrna ycrioe getlrmek ic;in bu 

erln ne yapmae1 laz1md1r'? 

Bu, e1rt mant1g-a ait bir paradoke olup, cUmleler teoriel bi

zi kendisine kac;101lmaz bir eekildc sevketmivtir; fakat cUmleler 

teorislne tabiab kab1 olarak baitl1 degildlr. Bu suretle eski \'e 

s1k1c1 mantik enteresan bir hale girmi'} oldu. Hakikalen, man

ttkc;t ve matematikc;ilcr, y11lardan beri dcvam eden yorucu blr 

mtltterek c;ahtma ile manb~1 eski Aristo mant11t1 vekllnden kur

tarmakla mceguldUrler ve bu c;alivmalar ueticesincle var1lacak 

yenl eeklin nasll gtlrUnecejti hcntlz belll de~ildir. 

8 . Ba1:1 Kombinasyon Problemleti 

1. ~imdl me1gnl olacajt1m1z problemlerin mahiyetinl en lyi· 
si bir 6rnekle belli edelim. ~ieseh\ -l ktrmm, 1 siyah ve 2 be

yaz top verilmi1 olsun. Bu toplar1 renklerioin bafJ harlleri ile 

K, K, K, K, S, B, 8, 

teklinde ifade edeceitlz. Yaln1z reokleri bak1m1ndan birbirinden 

fark eden, fakat ayn1 btlyO.klllkte ,.e ayni clnsten olan bu 7 kU

renin, birlikte hepsini iclne alabilecek kapasitede olan A ve B 
glbi iki kaba takeim edilmesi istenmit olsun. Mescli\ A nm ka

paeiteei 3 top, B ninkl 4 top olsun. ~imdl problem 1udur: Yu
ka,.rki 7 renkli top A ve B /caplanna ka-; tiirlii dag1trlabilir ? 
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GOzOnUne ald1jt1m1z bu basit halde sadece lki kap mevcut 

bulundajtundan, buolardan bir tanesinln, meseH\ A nto mutevl

yaho1 bildirmek toplarm dag1he101 belirtmeltc yeter. <;nokU geri 

kalan 4 top B nin mubteviyatm1 teekil eder. ~lmdl blltiln im

kilolar1 sistematik olarak gOzden gec;irelim. Evveli A y1 eadece 

kirm1z1 toplarla doldurmak, geri kalan 4 topu da B ye koymak 

mtlmkilndiir : 

1. A daki loplar: KKK, B dekiler KSBB. A y1 doldurmak, 

ic;ln 4 kmmz1 toptan baogilerioi kullaom1e olnrsllk olahm netl

ce farketmez, c;tlokU blzim lc;in toplar aras1ndaki yegilne fark 
oolarin renkleri olup, ayn1 reokteki toplar blrblrinden ayirt edi

lemez. 

BuDdBD soora, A 010 eadece iki k1rm1z1 top lbti\'a etmeei 

halinl ele alahm. Bu takdirde A dakl Uc;UncU top ya slyab veya 

beyazd1r: 

2. Ada: KKS, B de: K KBB 

3. Ada: KKB, B de: KK SB 

Daha sonra dn, A eadece bir kirm1z1 top lhtiva etsln. Bu 

takdirde A daki dljter iki lop, derhal gOrUlecelti Uzere, SB veya 

BB dlr. ~u halde: 

4. Ada: KSB, B de: KKKB 

5. Ada: KBB, B de: KKKS 

Nibayet A da hie; bir ktrmlZl top bulnDmae1D. Bu takdirde 

k1rm1Z1 olmnyaD her -ll.Q SB B topu A DID doldurulmaemda kul

lan1hr: 

6. Ada: SB B, B de: KKKK 

I 



8. Bua kombloasyoo problemlerl 59 

$u halde 4 k1rmm, 1 siyah \'e 2 beyaz topuo, siraslyle 3 

\•e 4 top kapaslteli lkl kaba 6 muhtellf oekilde dajt1lllablleeejtlol 

gOrmno oluyoruz. Bu keyflyeti bu bolUmde k1eaea o!Syle !fade 

edecejtiz: 4, 1, 2 topun (') 3, 4 kapaslteli iki kaba dajt1ho ea

y111 alt1d1r, yahut sembolle 

l 4, t, 2 I 3, 4) : = 6 

BUyUk paranteiin ic;lnde dik c;izglden evvel c;eoitll renktekl top

larJD eayllan, dik c;lzglden aonra da kaplar1n kapasitelerl bulu

n ur. Tablatlyle dik i;ir.giden onceki say1/a,.1n toplam1, ondan •on

rakil11rin toplamma 11,;t olmaldir, c;QokQ toplar1n hepal bQtQo 

kaplar1 tamamon doldurulmahd1r. Dajt1t1lacak toplarm toptan 

say1a1n1 gOsteren bu aay1y1 (Ornejtlmlzde 7) ac;1khk ii;ln parante

zin all salt kO~esioe lndcks olarak yazaeaj:\'1z. 

2. $imdl 3 renk ve 2 kap yerine, umumt olarak f tane c;e

tllll renkte n lane top ve toplam kapasltesi n olan g lane kap 

alahm. Bu takdlrde 

(l) Z = { r, •• ... I a, b, .•. ),. 

sembolU ,. tanesl k1rm1z1, • tanesl alyah llAh .. . olan n tane to· 

pun kapasiteleri a, b, UAh ... olan kaplara kac; tllr lll dajt1hlabi

lecejtlnl gOstereeektlr. $u halde problem, n, ,., •, .. . ; a, b, ... eay1-

lar1 verildijtlne gUre z say1sm1 hesaplamakt1r. A1ajt1da bu prob

lemln c;Ozflmtlntl en umumi halde dejtll, fakat ttlrlU Orneklerle 

ve Onemli Ozel hallerde verece!llz. 

Dajt1tilmas1 lstenen eoyanm reokll toplar olmas1 tablatlyle 

oart dejtildir. Me1eli yokar1da bile, 4 ktrmm, 1 slyah ve 2 be

yaz topu go•termek ii;in KKK KS B B aembolllnQ kolland1k ve 

(') Topl1r11a reoklerlol blldlrmeite hlzum yoktur. MeselA 1ar1, ye

'" ve mavl toplarla da ayn1 dat1h1 uy11m10 elde edlleceitl •tllrArdir. 
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7 topa A ve B gibi iki kaba dug1tmnk yerine, semboldcki 7 

har/i iki A ve B kiimesioe da~1ttik. 

a. Yukar1ki paraotezli i;embol!in da{ttl1e eayJBIDIU hesabm

daki man11s1 ve kullan 1l11J1, iclerinde reokli toplar1n hie; bnhis ko

nusu olmud1j'.t1 bir s1rn l.$rnekten duba ac1k anla1J1larakt1r. Buoun

la beraber, her tlrnejti rcnkii toplarm dajt1hijl eema@l eeklinde 

tefsir ctme{te ca1t~aca,:t1z. 

Mcsela, n tane $11nzn n lane gere lcai; tiirlii oturtalabilecezi 

sorulmu!J olsu n. Hu rad a rcokll toplarm knplnra daR1l1~1 problem! 

He bir bej't kurabilmek i~in n eahstn birbirinden taruamen farkh 

olduklnr101 clU~!lnmek liiz1md1r. Su bnlde bunlar10 herblrinc (Ade

la «ad• olarak) bir renk tekabUI ettirebilir ve buoa gBrc, renk

Ierl tamamen farkl1 n topun n tane yere kac tllrlU yerleetlrile

bilece~ioi araehrabiliriz. Her •yer» c evvelki ifacle tarz1m1zda 

kapasitesi tek topluk bir knp tekabUl edf'r. ~u hnlde yukar1da 

itbal etti~imiz yez1e tarzma gore 

(2) Pn = { 1, 1, ... 11, 1, .. .. )n 

da(t1he say1s1 aranmaktad1r. Burada toplam n i;ay1sma tekablll 

etmek Uzcre dik c;izginio On!lodc ve arkasinda n lane 1 bulun

maktad1r, cnnkn 11cr renktcn tek blr top mevcut olup, her kabm 
kapasitesi de 1 topluktnr. 

Kaplan (yani •yerleri•) nuroaralaom11J olarak dU!Jllntlrs~k, 

problemhuiz n tn.ne farklt renktcki lopu (n tane t11bs1) bu nu-

. maralara gure 11ralamaga dOkUIUr. Bu tUrlU her stralaomaya bir 

permiitasyon denir ki, buna gore (2) formUIUndeki Pn nin blrbi

rinden farkll 11 tane eJemanm permlilasyoo say1s1n1 gosterdijtinl 

sOyleyebiliriz. P,. nln mfltnerik de~erinin n ye nas1l bajth oldu«u, 

batka deyimle Pn nin de$terlnin n clnsinden nas1l heeaplanabl

lece~i, problemlni da~th!J say1e1 eemboHlne dalr verece~lmiz di

j!f'r Orncklerln mllnakatastndan sonra ele alacag1z. 



8. Baza llomhlnasyon problemlerl 61 

4. Skat ogunun·la ( 1
) ogun kli/1tlar1 ogancalar ara•inrla lea~ 

tiirlii daJ1t1labilir ? 82 kl\jt1Ua ve Uc klel arasaoda oyoaoao bu 
oyuoda her oyuncuya 10 klit•t verillr ve gerl kalan lkl 2 kAfat 
ortaya koour. 32 klljt1d10 heps! de birbirlnden farkhdar . Atikil.r 

olarak, buradakl dait1h1 saym, 32 tane ayra renkll topun kapa
sitelerl 10, 10, 10, 2 Ol8D 4 kaba cJajtaht BllYIBIDID ayn1d1r. eu 
halJl' skat oyununda kl\jtatlartn mUmkUn olan blltQn daf1h1lar1· 
010 1ay1s1n1 S ile gGsterlrsek, yukar1kl parantez sembolQ clnaln· 
den 

(8) s = 11, 1, .• . I 10, 10, 10, 2)11 

olur. S soy1e1010 bu scmbol yard1miyle flllen hesab1na dljter he· 
eaplarao soouna b1rak1yornz. 

5. Di#er bir Urnck, Po'inom Teoremi deollen hir leorem ta
raf1ndan te1kil edillr kl, biz bu teoreml en umuml 1ekllnde delll 
de, yalnaz Qc; x, g, 2: deitl1kenl lc;ln lfade edeceitlz. Bahls konuau 
olao 9ey, 

<x+ g +.zr 

kuvvetloln hesaplanmaa1d1r. Bu kuvvet n tane etlt (x + g + •) 
c;arpaQ1n1n c;arp1m1n1 gGsterJr. Parantez lc;lndekl blr toplam1 biz 
c;arpanla c;arpmak lc;ln, loplamtn her terlmlnl o c;arpanla c;arp· 
mak IAzam geldlitlnden, yukarakl kuvvet heaaplan1nca blr takam 
c;arp1mlar1n toplam1 1ekline glrer. Bu oarp1mlar1n her blri n 

tane c;arpan lhtlva edlp, bu c;arpanlar x, II veya s lerden lbaret
tlr, ve blr c;arp1ma gtren herbir c;arpan blrblrlyle oarpdacak 
ollan n tane parantezln blr ve yalo1z blrlnden gellr. Bn oarp1m
lar10 herblriol Once x, aoora g ve nlbayet s c;arpanlar101 yan
yana gellrmek auretlyle (blllndijti llzere blr c;arp1mda oarpanla-

(') Bllhassa Alman1ada 01nanan blr l•llambll 011111u (t;.:nlrenla 
notu). 
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rto s1ras101 istedi~imiz gibi degi$lirebiliriz) stralarsak, her car

p1m, a, b, c, 

(4) a+ b+ c=n, a ~ 0 , b ~ 0, c ~ 0 

§artlarma uyao tam say1lar olmak iizere, x0 i z0 §eklini ahr. 

~imdi (x + g + :r kuvvctini carpma suretiyle hesaplad1jt1m1z za

man, belirli bir .t"" i :" ~arp1m101 kac kero eldc edccejtimizi ken

dimize sorahm. n tane parantezin herbirinden blr <;arpan gelece· 

jtine gore, bu parantezlorin herbirine bir «kap• tekabUl ettirelim 

ve carpandaki her harfi icinden geldi(ti parantcze tekablH eden 

«kap» ID ir,:ino «atalJm». Bu suretle sorumuz euna dOk!llUr: a ta

ne «x» (kirm1z1 top), b tane "Y"' (siyah top) ve c tane «z» (be

yaz top) elemam, herbiri tam bir lane eleman alabilen n tane 

kaba kac tUrlU da~1t1labilir '? ~u halde aranan !l&y1 - ki biz bu 

say1y1 P~7~.c ile gOsterece~iz - bir daj:t1he say1S1 olup, paran
tez sembolU ile §Oyle ifade edilebilir: 

(5) P~':L =[a, b, c 11, 1, ... , 1ln. 

$u halde hesaplanm1e kuvvette bulunan P~7l,c tane eeit x"ybzc 

terimi bir araya getirllebllir. Bunun neticesiude .t"" i :• terimi 

P~1:~.c kateay1s101 altr. Bu kateay1, (x + g + :) «polinom• unun 
n. kuvV"etinin hesnb1 neticesinde ortaya <;tkl1jt1ndan, kendisine 

polinom kat11ay111 denir. 

lei dahu iyl anlamak icin bir i>zel hall, mcselil n = 4 balini, 

daha yakmdan inceleyelim : 

(x+ Y+ :)' 

tin hesaplan1e1 sonunda, (4) te n = 4 vaz'ettlj:timizde elde edilen 

eartlara uyan btltlln .r", i z,. terimlni zuh11r edeccktir .. BOylece, 

m!imkiln olan bUtUn tcrimler, umumi gOrUeU kolaylaetiracak ee

kilde d!izenlenmio olan, a11albki tabloda verilenlerden ibarettir: 
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.t."', g', z ', 

x"g, x 8z, xg•, y'z, xz", gz', 

x' y', x' z ', y' z', 

x' 11z•, xy' z, xgz'. 

~u balde poliDom katsayllar1D1 kullanarak (6) 

(x + Y + :)4 = P~~'o.o ·.x4 + P~~1 
•• oJ4 + Po~'o.•z' 

+ p<(J x3y + p141 .x3z + P1'h 0 xl-3 + Pb~~. 1 y3 z 3. l, 0 ~. 0. I • • 

+ P~h. 3 xz3 + Pb~'1.a yz3 

+ P"' x2 ,,2 + P!u ~ x2 z2 + Pl,''2 2 y2 z2 2.2.0 J 2.0.. • • 

+ P~11, 1 x2 yz + P~~ 12. 1 xy2z + P~~11. 2 xyz2 

olur . 

BuDuDla eadece form0111D yap111 verilmlotlr . J>i~tc ve da

ha umuml olarak Pti.c DID aall deferiDID (5) yard1miyle heup
laDmaa1 aoDra yapllaeaktu. 

6. Nihayet 1l'1fBf1dakl problem! daf1h1 aay11101D yaz111 tar

z1na cevlrelim: n tane deli1ile •111arlan lea~ delilik tu,/ii le tane .,. 

ga ~1/carrlabi/i,? Yahut matematlk dill Ile: n taDe eleman1n k. 11-

D1ftaD kombiDezonlar1Dm 1ay111 ka,,;tu? Bu n elemaD deflolk 1a
y1ld1klar1DdaD herbiriDe ba1ka blr renk tekabl11 eder: r = 1, 

• = 1, .... BuDlardaD ,,;1kar1laD le taDe lopu kapaeltesi tam le top

luk bir kaba, gerl kalan n - le topu da dlfer blr uyeun kaba 

koyahm. Aranan c~n> uy111 bona gore qaf1ki tarzda yaz1labl· 
llr: 

(7) c~n> = {t , 1, .. . , t I le, n - k},. 
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Paranttz i1aretinin diiallik onligi 

7. Oag1h~ e11y1B1na ait parantez sel7lboH1, bu saylDID he

saplanmasmda i1.1e yarayac:ak olan l:lnemli bir Uzelijti halzdir: 

<Jenel olarak 

(8) {r, •• ... I a, b, ... Jn= {a, b, ... I r, •, ... ),, 

dir, yani parantezin i~lndcki dlk cizginin OnUnde ,.e arkas1ndaki 

sayliar birbirlerirle dejtletirilebilir. Yukartki parantezlerin ma

nalarrn1 akl11mzn getlrirsck, (8) do iki komblna11yon probleminin 

kar1J1 kar§iya getirilmle bulundujtuuu, yani r k1rn11z1, • siyah, 

ilah . .. topun knpasitelcrl a, b, iltth . .. olan kaplara dalJI1111 

1my1s1 ile a kirmm, b siyah, llab ... to pun kapaeitelerl a, b, Utth 

o!an kaplnra daj,t1Jie 13Jl81DID birbirioe eoit Oidugunun iddia 

edildijtini g!irUrQz. Burada daima r + • + ... =a+ b + ... = n 

olarak ahnm1!;1tlr. 

Su halde buradaki iki kombinasyon probleml blrblrine •dll

al• durumdad1r. Parantrz 1embollerinin esae anlamlna bnyleee 

geri dnniildQ(tU takdirde, (8) milnasebeli hemen hemen trivial 

hale gelir. Bu e1.1itllgi basit blr nilmerlk mlsalde lepat etmek 

yeter, c;Unkll b!iyle blr misalde bile ispabn esas flkrl ac;1kc;a or

tnya c;1kmaktad1r. ~u balde meeell\ 

(9) (3, 4 I 1, l, 5) ={1, 1, 5 I 3,4}: 

oldugunu glii.tcrelim. Evvehl denklemin sol taraf1n1 gl:lzlinllne 

alahm, eu halde K, K, K, S, S, S, S ile gl:lelerecegimiz 3 k1rm1z1 

ve 4 i;iyah topu kapaalteleri e1rasiyle 1, 1, 5 olan nc; A, B, C ka

bma dag1tmak i11teycllm. Bu tilrlll dajtd11Iardan biri meselA 

IKI ISi IKKSSS 
A B c 

dir. Bu dajt1h1, her topun alhoa onun !~lode bulundujtu kab1 

yazmak euretiyle, yanl 
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KSKKSSS 

ABCCCCC 

1Jemaa1 lie de belirtllebllir. Hu auretle 7 tane harf ~I/ti elde et· 
ml1 olduk; yukariki 11radakl K ve S barfleri toplarm renklerl
nln, •t•l•kl airadakl A, B, C harflerl kaplar1n adlar1dtr. i,tmdl 
bllttln l(lfUerdekl ortaklartn rollerini blrblriyle d~ittirellm ve 
A, B, C ye ruk ve K, S ye de kap adlar1 g0zt1 ile bakahm. Bn 
defa da kap adlar1n1 renlderln alt1na yazar ve ylne ltaplara gore 
airalanak 

(lOb) 
ACCBCCC 

KKKSSSS 

1emaa101 elde ederiz. (10b) de bulunan l(UUer (lOa) dakllerln •Y· 
nidtr. Sadece alt tlll olmu1lardir. (lOb) yl 1 tane A renkll, l ta
ne B renldl ve 5 lane C renkll topun airaalyle 8 ve 4 top kapa
altell K ve S kaplar1na bir datd111 olarak tefalr ederlz. Bu lae, (9) 

un aat laraf1ndaki aembolQn ll(lnde aaydacak daf1h1lardan blrldlr. 
(lOa) ve (10b) araa1ndaki clnaten blr dQal tekabQJQ 1ay1lacak da· 
l•htlar1n herblrl l9ln teals edeblllrlz. Birblrine bu tekllde teka· 
bQl eden lkl dat1h1tan blrl (9) un tol taraf1nda, dllerl aat tara
f1nda 1ay1hr. eu balde ellmiade lkl clna dat•ht cllmleai bulunup, 
blr clnatekl dat•htlar10 herblrlne dljler cioaten blr dat1h1 teka
bQJ eder ve bllmukabele. Aralannda bu 1ekllde blr tekabQl teals 
edebllen lkl aonlu cl1mle agar •agrrla eleman1 hala olacaldar1n
dan, (9) deakleml dofru olur. 

(9) deaklemlnln dotrah1tunu kabtll etmek l9ln, lacelenen 
dat•ht aay1lar1n1n nQmerlk deterlerinl bulmaya ibtlya9 blaeet• 
medlk. J.'akat ml1mkl1n olan bl1tt1a dat1h1lan 1. de yapdm11 ol
dutu glbl, alatematlk blr oekllde elden ge9irmek auretlyle 

{8,•l 1,1,5}i = {1,1,5l8,1}7 =4 

oldutunu buluruz. 
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(9) lc;ln yukar1da \"erilen lspahn eaa11, renk adlari ile kap 

adlar1010 aralar1oda de!tiotlrllmesl flkrl olmuotur. Bu flklr iae 

dojtrudan do~ruya (8) umumt eoitlijtlnln lapahna aktar1lab11lr kl, 

bu aoo eoltlijti de bu euretle lepat edllmto sayablllriz. 

Dal1l11 •agi•mm ba•it hallerde huaplanma•i 

8. r, •• ... top aay11ar1 lie a, b, .. . kap Olc;llleri tamamen 

keyfi olarak verlldliti takdlrde dajt1llo Hy1em1n heaab1 c;ok kart· 

oak olup, burada anlablmayacaktn. Bununla beraber S. ve 6. 

daki Orneklere alt parantez aembollerl en umuml 1ekilde olma

y1p, parantezin ic;lndeki dik c;izginin ya Onllnde veya ark&Bmda 

sadece 1 ler bulunmaktad1r. Yant ya bllllln toplar ba1ka ba1ka 

renkledir, yahut blltlln kaplar10 kapaalteei 1 topluktur (yabut la 

bunlar1n her ikiai de vakidlr). Dllallte formQlll dolay1elyle blltlln 

toplar10 farkh renklerde oldujtu ball lncelemek yeter. ~u halde 

{l, 11 ... , 1 I a, b, c, .. . }n 

eay1s1n1 beaaplamak lateyelim. Burada n indekai, evvelce oldujtu 

gibi, n tane top bulurdujtunu ve kaplann toplam kapaaiteelnln n 

oldujtunu gOaterir: 

1+1+ .. ·+t=a+b+c+ .. ·=n 

A1ajt1da dlk cizgioln Onllnde daima 1 ler bulunacajt1ndan, bu 

huauau her zaman kaydetmek zabmetiodtn kendlmizi kurtarmak 

lt;ln {1, 1, ... , 1 I a, b, c, .. . }n yerlne k1aaca {a, b, c, .. },. yazacajt1z. 

Kap•arm aay1a1 tlzerlnde iae hlc;btr am1rlama yapllmayacaktir. 

T11blatlyle 

(11) 

dlr, c;llnkQ burada blltlln toplar tek bir kap ic;ine konuldujtun· 

dan yaln1z bir tane dajt1ho vardir. ~lmdl kapaaiteal n olan tek 
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bir N kab1 yerioe kapaaltelerl siraaiyle n - 1 ve 1 olan lki N, 
ve N' kab1 ahrsak, birioel dalt1h1tao bu kaplara gore bir dajtll1-

oa gecmek icln N kabmdaki toplardao blrinl N', gerl kalan 

n - 1 ioi de N, kabma koymahy1z. N den tek bir top 1· cmek 

icln lee n tane imkAn bulundu1tundan, 

{11- l, 1),. = n 

olur. T1pk1 bunun glbl 1u e1llllltln de dojtrulul'tu gOrillQr: 

a· {a, b, c, ... },.={a - 1, 1, b, c, ... },. 

Burada her iki d111t1h1 1ay111 gene n taoe farkh renkte topa ail· 

Ur. Kapaaitelerl siraaiyle b, c, ... olan B, C, ... kaplar1 her iki 

halde de ayn1 kahr. Sadeee sol tarafta kapaaltesi a olan A kab1 

yerine, ••It tarafta kapuitelerl siraa1 lle a - l ve 1 olan lki A 1 

ve A' kab1 gelmlotlr. A, B, C, ..• kaplar1na alt her dajt1h1tao, A 
dakl a lane toptan herhangi blrlnl A' ye koymak euretiyle, 

Au A', B, C, .. . kaplarana alt bir dajt1h1 elde ed1lece~nden ve A' 
ye konulan top ta a tQrlQ eecilebill!eejtiodeo (geri kalan a - 1 

top hall Ile A, kab1na konur), Au A', B, C ... kaplanoa alt da· 

jt1h1 1ay111 A, B, C .. . kaplar1na alt dajt1h1 eay1s1nin a kalldir. 

(12) denklemi de J1te bu keyfiyeti Uade eder. 

Bundan eonra yenlden A, yerlne kapaaltelerJ a - 2 ve 1 
olan lkl A, ve A• kab1 ahreak, 

(a-1) · {a-1, 1, b, c, ... },. = {a-2, 1, 1, b, c, •. ),. 

elde ederlz. Ayo1 1ekilde devam ederek 

(a-2) • (a-2, l, b, c, ... },. = {a-3, 1, 1, 1, b, c, . .. ),. 

Ile ba1layan ve 

2. (2, t, t, ...• 1, b, c, .. . },. = {t, 1 ..... 1, b, c, ... },. .._,,_ "-'.-

•-2 • 
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ile bilen bir e1itllkler zlnclrl elde ederiz kl, en sonuncu paran· 

tezde a say1s1 tamamen kendislni te9kil eden birimlere ayr1lm11-

t1r. (1~) ve ondan soora geleo bUtQn r1itllkleri taraf tarafa car-
paraak, her ikl tarafta da orlak olarak 

, 

{1J-l, 1, b, c, .. . Jn> {a-2, 1, 1, b, c, ... }n, ... , {2, 1, 1, .. ., 1, b, c}n 

-.arpanlar1 bulunur kl, e1llliitl bozmadan bu carpanlar1 blrblrlyle 

k1saltarak 

a (a-1) (a-2) · • · 2 ·{a, b, c, ... }n = {l, 1, ... , 1, b, c, ... )n --• 
elde ederiz. a (a -1) (a-2) • • · 2 t;arplmLDda carpaolar10 llf&SIDI 

dcjti1tirerek k1saca 

yazarsak, 

/ (13) 

al= 1 · 2 · 8 · • · (a -1) · a (') 

al (a, b, c, ... },. = (~:.:,:0· b, c, ... },. 
a 

elde etmlt oluruz. 

Bir kab10 muhteva11010 ardarda daba kQcQk kaplara ayr1l
mas10a dalr yukanki l1lem A dan aonra B ye de uygulanabillr. 

Buodan dolay1 

b! (1, 1, . .. , 1, b, c, ... },. = (t, .... 1, 1, .. ., 1, c, ... },. .._,_, ~ ~.--

.. 4 b 

olup, (\3) ile birllkte 

al bl· {a, b, c, ... },. = (t, ... , 1, c, ... J,. .__, 
a + b 

ve oihayet ayn1 1ekllde 

(') al sembolQ «falltorlyel a• dlye okun.ur. 
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(1-l) al bl cl··• (a, b, c, .•. },. = (1, 1, ... , 1),. 

olur. En eon parantezdekl 1 lerin eay111 tablatlyle n dir. 

Elter bundan ba1ka (13) te a= n lse, yani A gibl tck blr 

kap mevcutn, 

nl {n},. = (1, 1, ••. , 1),. 

olup, bu auretle (11) den 

(15) n! = {1, 1, ... , 1)11 

elde edllir. Buradan (10 va91ta11yla derhal 

( 
nl 

(16) a,b,c, .•. },.={1,1, ... ,lla,b,c, ... },.= lb! I a c ••• 

bulunur. Bu eon forml1lde parantez aembolQnftn tekrar eald k1-

aalt1lmam11 hallne dOndOk. HOylellkle daf1h1 1ay1111na dalr pa· 

rantez aembolQnQn beaab1D1, evvelce vermlt oldu~umuz mlaaller

dekl lhliyac;lar1mm gOrecek kadar aolatm11 oldnk. 

9. Huaualyle bu mlaallerl tekrar ele alarak a1ajt1kl Ozel 
neticelerl kaydedellm : 

I. (2) ve (lfi) etltllklerlne gore 

P,,={t, 1, . .. , 111, 1, .. ., 1),.={1, t, ... , 1},,=n! 

dlr. eu halde n kltl n yere nl tllrlQ oturtulabllir, yahut: n fark

h elemanan nl tane permQtasyonu vardar. Faktorlyeller, bllindi· 

itl ftzere, n artt1k~ ~k c;abuk artarlar. MeaelA: 

dir. 

11=1 

21=2 

81=6 

"=2' 
51 =120 

61 =720 

71=5010 

81 =.&0820 

91 =862880 

101 = 8628800 
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II. (3) ve (16) ya gore Skat kA~1tlar1n1n mllmklln olan bft

tiln da~1t1h1lar1n10 say1s1 

321 
s = 101 101 101 :ti 

d1r. Bu ~ok biiyilk bir eay1 olup, hesap yap1hrsa 

S = 2753 29H08 504 640 

bulunur. 

ill. (6) ve (16) ya gore ve (8) dllallik Ozelli~ioi gOzOnilne 

alarak umum1 polioom katsay1s1 i~in 

p<n) = - n_I _ 
a,b,c al bl cl (a+ b+ c = n) 

buluour. Ozellikle (6) daki pollnom katsay1lar1nm, bu formillde 

n = 4 k1hnmak euretiyle hesab1 neticeslnde 

(x + g + z) 1 = x• + g' + z 1 

+ 4x.g + !x1 :r: + by1 + 4g'z + 4.u' + 4gz1 

+ 6x'g' + 6x2z2 + 6g'z2 

+ 12x'gz + 12xy1 z + 12xyz9 

el de edilir. 

IV. (7) ve (16) ya gore n eleman1n k. sm1ftao kombine

zoolarin10 say1s1 

c<n) _ nl 
k -Jcl(n -lc)I 

d1r. ~u halde n taoe blrbirinden farkh 1eyden bu kadar tane k 

elemanh grup ae~ilebilir. 
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9. Waring Problemi 

Tabli say1lar dizisinde ilerledlkc;e, 1, 4, 9, 16, 25, ... kare sa

ytlari gtttikc;e seyrekletir, yani bu sonuncu 1aytlar1n tetkil etti
itl dizide lki mO.teakip terim aras10dakl fark glttikc;e artar. Fa

kat bu arahklarda !!yle aay1lar bulunur kl, hie; olmazaa lkl 

karenln toplam1 olarak gUsterllebilain. M~seld: 13 = 9 + 4, 

41 = 25 + 16, ... gibl. Bununla beraber her say1 My le lkl kare
nln toplam1 olarak g!!sterllemez. M, aelA. 6 y1 bUyle gOatermek 

iatesek, toplam1 6 y1 verecek kareler, 6 dan kO.c;O.k ba1ka kare 

olmad1jf1 lc;in, ancak 1 ve 4 olabillr. Halbukl ne 1+1 ne 4 + 4, 

ne de 1 + 4, 6 y1 verir. 6 ya olsa olsa 4 + 1 + t 1ekllnde olmak 
O.zere Uc; karenio toplam1 olarak gOsterebilirlz. Aynt rec;cteye go

re kareket ederek 7 say1s101n o.c; kare toplam1 tekllode bile g!!s

terllemlyecejflnl gOrebilirlz; bu halde ancak d!!rt kare kAfi gellr : 

7 = 4 + 1 + 1 + 1. 8 = 4 + ( lc;ln gene I kl kare yeter ; 9 un ken

disi bir karedir; 10=9+1, 11=9+1+1, 12=9+1+1+1 
=4+4+4, vs. 

Bu Uk tecrUbelerden sonra, yak1nda dOrl karenln de yetmi

yecejfl bir yerin gelecejfl ve bu itln devam1 boyunca gltllkc;e da
ha fazla say1da kareye lhtlyac; bil&1l olacajf1 beklenebillr. Bundan 

dolay1, 17. asr1n De•carle•la birllkte bQ.yttk matemallkc;lal Fermat 

nm her tabii saymm en c;ok dOrt tane kare toplam1 olarak gOs

terilebllecejfinl !spat etmeel fB!}1rtic1 bir olaydir. 

Waring bu \'Ak1an1n kllpler, dOrdllncQ kuvvetler v.s. ic;ln 

de bir benzerinl aramak problemlnl ortaya atm11hr. Bu sebebten, 

bu Mlllmde bahla konusu olacak problem ad1n1 ona borc;ludur. 

Ktlpler 1, 8, 27, 64, ... aay1laridu. En battakl tabil 1ay1lar1 mflm

kfln olduifu kadar az saytda kllplerln toplam1 olarak g!!atermf'k 

lsteraek, 8 den evvelkl eon eay1 olan 7 hallnde - kUp olarsk 

yaln1z 1 leri kullanmak zorunda oldujtumuzdan - atlkAr olarak 7 

kllp'e lhtlyac; bulundujtunu gOrO.rllz: 7=1+1+1+1+1+1+1: 
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15=8+1+1+ 1+ 1+ 1+1+ 1 ic;ln 8 kllpe, 23= 8+ 8 + 1+ 1+1+ 1+1 
+ t + t baliode lee 9 kQpe ibtlya9 vard1r. Sl 'e gelmeden S. kttp 

aay1s1 olan 27 araya glrer ve bQtlln maozara d1 litlr; 81 = 27 + 1 
+ 1+1 + 1 ic;lo eadece 6 kQp llz1md1r, v.s. 

C. G. J. Jacobi heeap unatk!r1 Dabae'yl, hie; olmazaa ma
tematljte lodlrekt olarak yararh olacak bir l1te kullanmak l9io, 
tablt say1lar dizleinln buodan eoorald k1sm1oda da mllmklln ol
dulo kadar az aay1da kQplerle gOsterilebUen eaytlar1 ara9hrma
ya memur etml1U. Bo denemeler netlceainde 28 ten 1oora ancak 
289 un 9 tane kQpe ibtlyac; gOeterdlltl ve bundan aoora Dabse' 
nlo heaaplar10m 1000 olao 12000 aay111na kadar bOyle hlQ blr 

aay1n1n bnlonmad1l1, 15, 22, 50, 114, 167, 175, 186, 212, 231, 238, 
808, 36-l, 420, 428, 454 11n aeklz knpe lhtiyac; gOaterdlgt ve 12 000 
e kadar batka hie; bir 1aym1n aekiz kt1pe hlzum gOatermedlli, 

7, 14, 21, 42, 47, 49, 61, 77, 85, 87, 108 .. ., 5306, 5818, 8042 aay1lar1-
n1n yedl kilpe lhtlya9 gOeterdlll ve daba zeogln olao bu eon di

zlnln de gltlikc;e 1eyrekle1till ortaya c;1km11t1. Bu denemelerin 

aonraki devamlan da bu eeyrekletmeyl teylt etml9tlr. 

Fakat bu tQrlll denemeler ne kadar ilerl gGtQrQlflrae gotO.

rOleO.o, ne h~r aay101n en tok dokuz kllp toplamt olarak gOate
rilebilecejtloi, ne de ba1tan ltlbareo olmaaa bile, bellrll blr 
yerden aoora biitiin 1ay1lar10 en 9ok 8, hattA 7 kllp toplam1 ola
rak gOeterilebilecetlnl hlc;bir zaman lapat edemuler. Ynkanki 
lkl lddiadan birloclainl o zaman c;ok gene; olan Wieferlch lemln
de bir matematikc;I iapat etml1 olup, lkincl lddiay1 daba evvel 
Landau 8 kt1p l9ln ve zor matematik vaestalar kullanarak lapat 

etml9U. 

DOrdQnctl kuvvetler i9in de yukar1kilere benzer eziyetli de
nemeler yaptlm11tir. Ilk d0rdt1nc0. kuv\•etler airulyle 1, 16, 81, 

266, ... d1r. Burada 15 a1lklr olarak 15 tane, St, 16 lane, 47, 
17 taoe, 68, 18 tane, 79 lee 19 tane dOrdlloct1 kuvvete lhtlyao 

gOeterlr; aonra 81 gellr kl, burada tablo tamamen delltlr. Soru, 
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19 tane d6rdUncU kuvvetin her zaman kilfi gelip gelmemesi idi. 

Bu hedefe yavae yavae yakla1Jlm11t1r. Evvelil, Liouville 58 tane 

d6rdtlncQ kuvvetin daima klfi gelecejtlnl !spat etmil) olup, son

ralar1 bu say1 s1raslyle 47, 45, 41, 89, 38 e indirilmil) ve Wieferich 

rekoru 37 ile k1rm1,t1 ; bununla beraber deneme ile bulunan 19 

say1s1 henllz vok uzakta idi. 

Hilbert k1aa blr zamanda yazd1jt1 meehur bir travaymda 
blllQn bu problem gurabuna daba genie bir cepbeden hUcum ettl 

ve evvelce teals edilmi11 rekorlarin hic;birini k1rmamakla beraber 

(esasen bu rekorlardan herhangi blrlne herbangl bir !Jekilde yak

laemak arzusunda da deitildi), bir hamlcde, ) almz 3. ve 4 kuv
yetler lvln deitil, fakat 5. 1 6. ve daba yQksek blltiin kuvvetler 

lc;in de (yukarikl 9 ve 87 gibl) her tabli say1y1 o kadar tane 

kuvvetin toplam1 olarak g6stcrmeye kafi gelebilecek bir aay1nm 

mevcut oldujtunu ispat etti (tabii knvvet yilkseldikc;e ona lcka

blll eden bu son sayinm gittlk~e daba bilyllk aec;ilmeai l!z1m 
gellr). 

lnglllz malematikc;ileri Hardy ve Littlewood ise ayn1 prob
leme Hllbert'lnkilerden c;ok farkh vae1talarla hUcum etmlelerdir. 

Ba vaa1talar1n o zamana kadar g6rlllmemle kudreti hakkmda blr 

fiklr vermek ic;in, neticelerinden hirinln bellrli blr yerden itiba
ren her eaymm 19 lane dlJrdllncU kuvvetln toplamt olarak glJa
terilebllecejtl oldujtanu elJyliyellm. Yuk1mda glJrmll!JUlk kl, daba 

ilk aay1lar araamda 19 lane dlJrdllncll kuvvete lhtiyav glJsteren 

sayilar mevcuttur. Hardy ve Liltlewood' a gore Oyle blr belirll 
N aay111 vertlebllir kl, bu aay1dan daha bllyilk her aay1 en vok 

19 lane dlJrdllnctl knHetln toplam1 olarak gUeterilebilsin (Bunun

la beraber bu N say181 o kadar bllyUktllr kl, Hardy ve Littlewood 

onu besap elmejte girlememlelerdir). Arttk her aay1nm 19 lane 

d6rdUncU kuvvet toplam1 olarak g6aterilebllece~ini ispat elmek 
ve Mylece 4. kuvvetlere ail problemln c;6zQmQnde kare ve kllp

lerde varllan neticeler eeviyeaine gelmek ic;ln geriye kalan eey, 
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N ye kadar blltllo eay1lar1 deneyerek, onlar1n da en i;ok 19 ta· 

ne dOrdilncll kuvvetc muhta-. olduklar1n1 gOetermekten ibarettir. 

Ancak Hardy'nln N sayl8101 teori vae1taelyle adamak1lh kl191lk 

bir say1ya iadiremedik'te, bu deneme heeap yapacak olan berke· 

sin kudreti d1e1ndad1r. 

Vak1alar (netlceler) nzerinde bu kadar durmam1z1n sebebi, 

bu vak1alarm elde edilitlnde kullanLlan bit nevi matematik tec

rl1be vas1tasiyle matematik problemlerinin naa1l 1ekil ald1klar1 

hakk1nda blr fiklr vermekti. ~imdi bu alanda tatbik edilmit olan 

ve Hilbert'in de bOyilk iepatrnda kullanm11 oldujtu metodlar hak· 

kinda bir fiklr vermejte cah1acajt1z. Bunuola blrllkte, Hardy ve 

Littlewood'un kendllerini bu alanda muvaffakiyele gutilrm111 olan 

kudretH matematik vae1talar1ndan bah11etroek bu Mlllm11n im· 

klnlar1m -.ok a1ar. 

Her zamao oldujtu gibi, burada da evvelA daha basit bir 

hale kendimizl ah1t1racajt1z. Her halde vaktiyle ezbere Ojtrenmif 

oldujtonuz fU haklkati hallrlayacake101z: (a+ b) (a - b) =a• - b'. 

Ejter hatlrlamazean1z, parantezleri kaldirmak euretlyle heeap ya· 

parak bu e1itll~lo, a, b sayilar1 hangi dejterlerl al1rlarsa alernlar, 

daima dojtru oldujtunu gorebilireiniz. Matematik'tiler her zamao 

icin dojtre olan Myle hir e1itlijte bir •Ozde1llk» derler. 

Biraz daha kar111k bir Ozdeelik de IJUdur : 

(1) (a•+ b') (c' + d') = (ac + b:W + (a:i - be)'. 

Bu form11li1n do~ulnjto, 

(x + g)' = x' + 2xg + g' 

forml1111nil hatirlamak ve ooa gore sajt taraft heaaplamak aure

tlyle anlao1hr: 

(a'c' + 2acbl + b'd') + (a'd' - 2adbc + b'c') 

= a'c' + a'd~ + b'c' + b'd' + 2abcd- 2abc:l. 
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Burada eo 100 lkl terlm birbirlol gOtUrQr ve dllerlerl 

a' (c' + d') + b' (c' + d') =(a'+ b') (c' + d ') 

tekllode toparlaoabilir kl, bu da (1) lo sol taraf101n ayo1dir. 

Ru Ozde1llkteo olduk~ eotereaan olan 1u netice c;1kar1labl
llr: •Eter lkl aay1n1n her blrl lkl1er kare toplam1 olarak gOtte
rlleblllree, bu lki 1ay1 c;arp1m1 da lkl kare toplam1 olarak g01-

terlleblllr•. MeaelA 13 ve 41 In her lkl1l de bu Ozeltli balz ldl-

• ler: 18 = 9 + 4, 41=25 + 16. Buradan (1) i uygulamak auretiyle 
baklkateo 

5SS = 13·41=(S'+2') (5' + 4') = (S·5+2·4)' + (S·4 - 2·5)' 

= 23'+2' 

bulunarak, 533 ikl kare toplam1 1ekllnde gOaterllmlt olur. Ayn1 

teyl lkl kare toplam1 1eklinde goaterllebllen berhangl ikl 1ay1n1n 
c;arp1m1 lc;ln de yapabillrlz. 

Bu Ilk On ekzeralzi blr lklocl1i takip edecektir. Fatal daha 
Once dOrt lerlmll blr ifadenln kare1ine dair a1al1ki formQIQ ve
rellm : 

+ 2x1x1 + 2x1x, + 2x1x. + 2x1 x,. 

e1mdl eaa1 konuya dOoerek 18. yQzy1hn bl1yllk matematlkc;i1l 

Euler taraf1ndan ketfedilmlt olan 1u Ozdetllli verellm : 

(a,'+ a,'+ a1 ' +a.') (b.' + b,' + b1
1 + b,') 

(2) = (-a,b, + a,b, + a1 b1 + a,b,)' + (a,b, + a,b, + a1b, - a,b1)' 

+ (a,b1 - a,b, + a1b1 + a,b,)' + (a ,b, + a,61 - a1 b, + a,b,)2
• 

Yukar1kl kaldeyi kullanarak parantezlerl ac;mak auretlyle bu oz-
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deoll~n do~rulujtuna fazla gUcl!ik cekmeden kanaat getirilebllir. 
(1) e benzer olarak (2) nin blze ogrettigi oadur: «herbiri dOrder 

karenin toplamt olarak gOsterilebilen iki eay101n carp1m1 da dOrt 
karenin toplam1 olarak' gOsterllebillr.,. Lagrange bu ihtar1 kullan
mak euretiyle, her sayinm d6rt kare toplam1 olarak gOeterilebi
lecejti teoremiDI cok gUzel bir oekilde i.epat etmiotir. Hakikaten 
bu ihtardan evvelA, teoreroln ispah ii;ln her aeal 1agrnrn dOrt 
kare toplam1 olarak gOsterilcb'lecegini ispat etmenln kllfi oldujtu 
anloo1hr. QUnkU her bileoik 1:1ay1 blr tak1m asal eayllar10 carp1-
m1d1r. Fakat (2) nin rolU burada bitmio olmay1p, ispahn geri 
kalan k1em1 icin de temel teokil eder. M11alesef bu Jspat biraz 
uzun ve biraz da fazla ince oldugundan dar bir yere e1gd1rroak 
ve tamamiyle ac1k bir hale sokmak burada mUmkllo de{tildir. 

Bu teoremi aoag1ki sat1rlarda ispah burada yap1lm11Jcas1na, dogru 
kabul edecegiz. 

19. Ynzy1ltn ilk yarmndaki Frans1z matematikc;ilerinden 

J. Liouville, her pozitif laJD say1y1 dOrt karenin toplam1 olarak 
I 

i!ade eden bn teoreme dayanarak, her saytmn 53 tane dOrdllncil 

kuvvetln toplam1 olarak gOsterllebileceginl !spat etmiotlr. Llouvil· 
le de aoatt1da verecejtimlz bir Ozdeolikten hareket etmektedir: 

+Cx1-.t't)'+C-r 1-x,)1+(x,-.l'1)'+(x1-.t' 1)
1+(.t'1-x1)'+(x,-.t",)'• 

Bu Ozdeoiii'ti geri;:eklemek icin sag taraftakl lfadeyi acarken 

(x 1 +.t'2)
1

1 \ x,•+4x,•x,+6x1
2x,'+4x,x,•+x,• 

-
+ ( ). ' I + • 4 I + 6 ~ 2 4 ~ + • x, - x, x, -- x, ·"'• x, x, - x,x, x, 

olduguoa ve benzer ifadelerin llstUate bulunan herhangl iki dOr· 



9. Waring problem! 77 

d!lncil kuvvet toplam1 iQin de elde edilebilecejtine dikkat etme

lidir. Sajt taraftaki b£lti1n parantezlerl ai;ar ve netlcelerl yukar1-
ki gibi toplareak, sag taraf ii;ln 

6(x 1
1 + x,~ + x,• + x.') 

ifadeeini buluruz. Sol turafm lse, blr dOrt terimlinin kareeini al

mak li;in evvelce verdigimlz kaide dolay1eiyle aym ifadeye eeit 
oldugunu gOrmek daba kolayd1r. Liouville bu Oztletligi eOyle 

kullanmaktad1r: n herhangi bir pozitif tam say1 oleun; bunun 

en 9ok 53 tane dOrdUncil kuvvetin toplam1 olarak gosterileblle

ceglnin ispab lsteniyor. Liou ville evvelA bu say1dan 28 = 6· ' +' 
modelioe gore, yani 6 ile bBlUp, bBlen ve kalam bularak, 6 nm 

mUmkttn oldugu kadar bfiyilk bir katm1 91karmakla iee baebyor. 

~u halde, umumi olarak g kalan1 O, 1, 2, 3, 4, 5 eaydarmdan biri

sl olmak f1zere n = 6x + g oleun. ~lmdi Liouvllle Fermat teore

mini x'e uygulamak fizere birincl defa kollan1yor: Her eay1 en 
cok dOrt karenln toplam1 olarak gllsterileblldlginden x de 

x =a' + b2 + c' + d 2 

oeklinde yaz1labilir. Bu takdirde 

n = 6x + g = 6 (a2 + b' + c' + d') 

+ g = 6a' + 6~2 + 6c2 + 6 I'+ g 

olur. Bundao sonra LiouviUe a, b, c, d saydar1n10 herblrine tat

bik etmek ilzere Fermat teoremlnl blr defa daha kullamyor; bu
na gore 

a= a/+ a,~+ a1
1 + o.' 
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ve neticede 

n=6(a,• ta,'+a.'+a,.')'+ ··· 

olor. (3) Ozdetlilli aocak borada sahneye c;1k1yor. (3) e gore sa~ 
taraftaki birioci terhn 12 tane dOrdUoctt kuvvetln toplam1 olarak 

gl5sterilebilir. Ayo1 fey, ooo takip eden llc; terlm ic;io de dojtro· 

dur. Bu suretle saJldakl ilk dl5rt terim 4. 12 = 48 tane dOrd!inc11 

kovvetin toplam1 olarak gOsterilebilir. Sa~daki son terlm ise, 

yaoi g, kendisi kadar, yani en yOk 5 taoe 1 in toplam1 ola· 

rak gOsterilebilir (g, 0, 1, 2, S, 4, 5 say1larindao birl olup, atikAr 

olarak 1• = 1 den daha bllyUk bir dOrd!incll kuvvet ihtiva ede· 

mez). Bo suretle sail taraf, hepsi birdeo 48 + 5 = 53 taoe dOr· 

dllncll kuvvetin toplam1 olarak gOsterilebilir kl, lddiam1z da bu 
idi. 

10. Kendi kendini keaen kapah egriler hakk1nda 

1. Herhangi bir noktas1ndan batlJyarak kendi kendisini bir

c;ok kere kesebilen ve oihayet batlang1c; noktae1na dl5nen bir 

ejtri c;izelim. Bu suretle bir defada c;izilebllen kesikslz bir ejtri 

elde etmit oluruz. Yalo1z, ejtrinio keodi kendlni kesme noktala· 

rmdan ikiter defadan fazla gec;memesini tart kotaca~1z . Bu tipte 

noktalara iki kat nokta denir. (') 

(') lktoel bOIDmDD konu1u lie blr~ok temaa noktalar1oa ragmen. 

aradakl esuh noklalnaur fark1 eebeblyle bu bOIDmlln ondan ml\stakll 

olarak Ogrenllmeel okuyoeoya tavslye olonur. Orada blr egrl oebekesl 

verllmlo olup, o f'bekenln \'t'tltll dola111Jma lmkO.nlar1 1orolmakta !di. 

Barada lse, dolatm• eekll tek blr «ring bath» ohoak Dzere daha bait• 

tesplt edllmlollr. Bondan batka burada gozonano ald1g1m1z ejtr ller lkla· 

cl bOlnmdekl manada sadeee dllrdDnctl mertebedeu ke•ltme noktalar1n1 

balz olop, bu noktalara borada lkl kat noktalar dlyoroz. Nlhayet blr 

Jiil kal aoktadaa dalma bellrll blr 11ekllde eetlllr: u~Jar1 o noktada 

buluaan dllrt dogru par~u1n1n lklter lkteer kare1hkh olanlar1ndan arks 
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liuoa gOre •!l•it•daki milllbazalarda ~ek. 31 ve 82 dekl glbl 

olan ejtrlleri gOzOndne alacaJl1z, fakat ~ek. 33 dekl gibi ejtrllerl 

bir kenara birakacajt1z. Su halde ejtrlyi tam bir defa dola,t1jt1-
m1zda, her lki kat noktadan tam ikl kere gec;erlz. Bu lkl kat 

noktalar numaralarla gosterillrse, ejtrlyl dola,irken onlara raat

lay111 airas1n1 oolarm numaralari Ile ifade edebillriz. Meaell Sek. 

31 ve 82 11u numara airalarina tekabill ederler: 1 2 2 1 ve 

Sek. 31 Sek. 32 Sek. ss 

1 ::! 3 1 2 3. Tabiatiyle ~yle bir numara a1rasmda mevcot olan 

her numara l11aret ettlgi iki kat noktan1n temailcisi olarak tam 

iki defa bulunmahdir. Gan88 bu prhn yeter olmadljt1n1, yani 

lc;iode her numaramn tam iki defa boluodujtu blr onmara s1raa1-

n1n mutlaka yukarda tarif edileo tlpte blr etrinin iki kat nok
talarm1n siralamv1na tekabQl etme1l leap etmedlitlni gosterml!Jtlr. 

MeeelA lki tane lkl kat noktah blr etrlnln bu noktalarm1n s1ra

lan101 lc;ln 1 2 2 1 sembolllnll bulmu,tuk; fakat ikl kat noktala

ri 1 2 1 2 airaamda olan hlc;blr etrinln mevcut olamtyacat1, bu 
baelt balde deneme yolnyla kolayca gOrQIQr. 

Genel olarak 1u teorem caridlr : Bir ilci /cat nolctanrn nama

ra•1, tjrige ait •emboliin bir dtfa t;ift, bir de/a da telc ba•amajin

da ~uhiir eder, bavka bir deyimle, aembolde ayn1 ikl kat noktaya 

ait lkl numara aras1nda dijter iki kat noktalar1n nnmaralar1 ta
rafmdan logll edilen basamaklann say111 ya e1hr veya c;lft blr 

arkaya olmak llzere o ooktadan 111:1 defa 1e~lllr ve lkl ge9l~ yolu blr

blrblrlol ke1er. Zateo «ll:eodl keodlnl keame nokta111• terlml de buau 
!fade eder. 
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say1dir. Bu leoreme gore 1 2 1 2 sembolU mllmklln degildir, 
i;,Unkll her iki l aras1nda 2 taraf1ndao doldurulan ancak bir ba
eamak mevcu ltur . 

2. Yukarida lfade edilen teoremi ispat icln Cll ejtrimizin Q 
gibi herhangi bir lkl knt noktaem1 ele alallm. Q den baelayarak 
cit eitrisi boyunca yilrilrsek, Q ye bir kerc muhakkak dOnmemis 
icap eder. YilrllyUisUmilz!I burada keeersek, biltlln 91 eltrisini de· 
gil onun sadE:ce bir 58 pari;ae1m dola1m11 oluruz, cllnkll Q bir 
dort yo} ajtzldtr VC fimdiye kadar Q den hareketlmizde Ye Q ye 
dOniloUmUzde olmak Uzere bu yollardan aocnk iki1l tlzerinde yil· 

rllmtio bulunuyoruz. E!trinln ~ parcasm1, Q de kapaom11 olan 
bir defada dola11labillr bir e#rl olarak diloilnebillrlz, (BOylece Q 
de bir koeenin medana gelmio olmasmm zaran yoktur. cttokQ 

~ek. 34 

bu MHlmde goz oonoe ald1jt1m1z egriler pek alll k01elerl bais 
olabilirler). Buodan soora gene Q den baolayarak 91 eltrislni d~ 
laomaya devam edcreek, 91 mo geri kalan ct parcaam1 dola1mlf 

oluruz. ct de +.endl ba11na Q de kapanan ve ayn1 noktada bit 
kO!Jeyl haiz bir eltrl teekll cder. Q noktas1oda (dolgun cizilmif) 

58 eltrisi Ile (keslntili ~lzilmie) <it eltrisi keslemezler, fakat sadect 
birleeirler; Q, Cll nm iki kat noktas1 olmakla beraber, ne ~ nill 
oe de <£ nln lki kat noktas1dir. Burada ispall l1tenen eey, Q 
den ba1lay1p, gene Q ye donmek Ozere ~ Qzerlnde dola11ld11t111• 





82 10. Kendi kendlnl keaeo kapah etrller hakk1ada 

11&y1da noktada kesi1tiklerloi gostermemlz lb1mdir. Hu maksatla 

bu e,:trllerden birioi, meeclA (£ yl, m ile (£ DID <;lft olduguou 

gOsterrcrgimiz, h•i1mt nolctalarrnrn •agmni dtgi,tirmt ltn ad1m 

ad1m d• g :1tireHm. F1lhakika bu suretle 0: oin biltiin iki kat nok· 

1 talarrn1 bertarar edcrek, ~ ve 0: nin blrblrlne gore durumunu 

daha iyi gOrebilecegiz. 

~ imdi P, (£ nin bir iki kat noktae1 olsun. (£ egrisi P vast· 

tas1yla, t1pk1 evvelce ~ nun Q vas1tas1yla m ve <£ ejtrllerine ay· 

nh91 gibi, iki kapah '.D ve Cf ejtrllerine ayr1hr; '.D ve Cf, P nok· 

tasrnda biti11irler. (£ nin bQtQnUne bir dolaoma yOnU verlllrse, 

boylelikle '.D vo Cf ye de blrer dola1ma y6nU verllmie olur. (~ek. 

86a). ~imdi P den harekct t:derek 'l> yi yukarda teepit edllen 

··,, 
"!I 

\ 
\ 
\ 

: 

i ' ..... _. ____ ,, 

~ek. 36a ~ek. 36b ~ek. 86c 

y6nde dola1,11p, P ye dOnellm ve buna Cf yi yukar1kinln akei le· 

hkamette dola!jarak gene P ye dOnQ1Q ekleyellm. Cf yl ters y6n• 

de dolu'1fmakla P deki ke11l1meden e1kmm11 olduk. Bu eefer top

tan olarak <£ yl blr defada dola9m11 olmakla beraber, P nokta· 

smdan P de ke11iomeyip sadece blti1en ikl yolla ge<;tlk. Bu ikl 

yolu P de biraz birbirinden aymr ve k61eleri yuvarlakla1tm r· 

sak, <£ yerine, P den gei;meyen, yaoi bir tant ilci /cat nolcta11 ek· 

1ik buluoan dlger bir kapah egri elde ederlz (Sek. 36b). P nok· 

tastnclakl yuvarlakla1t1rma i1lemlcri P ye o kadar yakm yerde 

yaptlmtfj olarak dlltilnUlmektedlr kl bu i1lemlerden 0: nin ne 

kcndl kendisi ne de dijter herhangi bir egri ile olan kesiome 

noktalar1 miHcceelr olmnsmlar. 
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Bu lolemi tekrarlayarak, ct oio ikl kat ooktalano1 blrblrl 
ard111ra ortadao kald1rablllrlz ve nihayet hicblr lkl kat ooktaya 
halz olmayao Oyle blr ct• ejtrial elde ederiz t~ek. 86c) ki, bu • lrl 
hemeo her yerde ct etrlsl Ile i;ak111r, sadece ct olo iki kat nok
talar1 clvarioda bu soouncu ejtrideo ayr1hr. 

4. lid kat noktas1 bulucmayao kapah blr ejtriye gellnce, 
bOyle blr ejtrloio dalma, •elrlnio lei• ad101 verecejtimiz blr bOl
geyl c;evreledijtl aezi1 yoluyla gornlttr. DDzlemlo, ejtrlye ve onuo 
lcloe alt olmayao gerl kalan k1amma etrloln «d111• denlr. ~u 
ltalde bOyle blr ejtrloln lei ve dio1 ejtrlolo keodlai vas1tu1yla 
blrblrloden ayr1hr. 

8. llo ba11oda yapdao 'B ve ct ejtrllerlnlo kealome noktala
r101n c;Ut say1da oldujtuoa dalr iddiay1 !spat li;ln bu husuau kul
laoacajtaz. 8. 1ln sonuoda anlatild1jt1 glbl, ct etrl1inin yerioe 'B 
lie ayn1 keslome nortalanna halz ve Jkl kat noktas1z ct• ejtrl11lnio 
konulmu1 oldutunu farzedelim. 'B etrlsl tamameo ~ · 10 lc;lnde 
olablllr; bu takdlrde ct• ve 'B olo hlc;blr ortak nokta11 yoktur. 
Ayn1 netlce 'B nin ct• 10 tamamen d11mda olma11 haliode de el
de edllir. Su halde gerlye, 'B oln ct• 10 ln1men ic;lode, k11me~ 
de d111nda bulunmas1 ball kahyor : T, CB nln ct• 10 d11mda bu
lunan blr nokta11 olsuo. T den itlbareo 'B Ozerlode yttrl1meye 
ba1Iarsak, ct• 10 ic;lne Ilk glrecejtimlz nokta blr kesiome ookta11 
verlr. 'B kapah oldujtundao, yllrl1meye devam edlnce T nokta11-
na dGnerlz ve 1u halde ct• 10 ic;indeo gene d11ar1 c;1kar1z kl, bu 
da bize ikincl bir ke1i1me noktas1 verlr. Umumt olarak, 'B bir
cok defalar ct• ID ic;loe glrer Ve dlf1D8 l(lkar, fakat 'B, ct• lD dl· 
11ndan gellp, gene d111na c;1ktit1odan, her girlie b.r c;1k11 teka· 
bill eder. Su halde buraya kadar anlat1laolar1n neticeai olarak, 

a:• 10 'B yi ya hie; keamedilini, yahut clft 1ay1da noktada kes
tlJllol gOrilrllz. Evvel kl mUIAhazalara gore ayo1 durum <t ve 'B 
etrlleri ic;ln de carldlr. Bu auretle, 2. nln sooundaki dll1Qnceye 
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gUre, iki kat noktalarrn s1ralanna dair oJan teoreml tamamen 

ispat etmllJ oluyoruz. 

5. Kapah bir "21 e~risl Qzerinde dola!J1ld1jt1nda bu ejtrinin 

her iki kat noktas1na bir d<'fa c;lft, bir defa da tek sirada rast

lan1lmas1 lilz1m geldl~ini Hade eden bu teorem, biraz ba1Jka bir 

vekilde de tcf~ir edilchilir. ~ ejtrisini bir uzay ejtrlsinln biri di

j:terinin Uzeriocieu gec;en iki kolonon izdiloilmlerinln kesi1me 

ooktae1 olarak tefsir edellm. 

~imdi m ( jtrislnin her hangi bir noktas1na uzaydaki e1trl 

tizeriode ve izdU11Umil Cll mn gOz Untlne ald1jt1m1z noktas1 olan 

bir nokta b11jthyallm. l~te uzay eltrisini bilha88a Uyle belirtmek 

istiyoroz kl, Cll eltrisi llzerindeki dola11ma esnas1nda lki kat nok· 

talardao gec;erkeo "ll dakl noktaya uzaydakl ejtrlde baltlanan 

nokta iki kal noktalara lekabttl eden uzay etrlsl kollarmlll bit 

ilt!tllodekiodeo, blr alhndakinden gec;sio. ~1mdi problem, Myle 

bir tayinin mUmkUn olup olmamas1d1r. <,;OnkU, bir kesi11me nok

tas101, (yani ikl kat noktay1) meselil bir kere •Ustten• gec;mlt 

fs("k, aym noktadan iklncl gec;;iete ancak •alttan• gec;;ebiliriz. 
Halbuki t>jtri ilzerlnde dola~1rkeo bir ilstten, blr alttan gec;l11 1ar• 

t1, ilk iki kat ooktadakl g ·c;iein Ustten ml yoksa alttan m1 ola• 

cajtma bir kerre karar verilince, geri kalan bQtQo kesieme nok· 

talarrndaki gec;;h1lerl tamamcn belirtlr. Acaba bir Q kealtme nok· 

tas1nda meselA Qstten baohyarak dijter keslome noktalar1D1 sJra• 

siyle alttan, sonra 1lslten, eonra gene alttan, ilAh ... oeklinde 

ger;tikten sonra Q ye gene Oslten dOnmek glbl blr tenakuz or· 

taya r,;1kabilir mi? Hay1r I Yukarida lepat ettijtlrolz teorem talll 

da Myle bir tenakuzun ortaya c;;1kam1yacajt1n1 !fade etmektedir. 

<;nnkU Q de •Ustten• hareket ederek dljter keslvme noktalarin· 

dan s1rasiyle «alttan)t , eonra •llstten•, llAb ... gec;mek suretiyle 

Q ye dOodlljtilmllzde, Q nlln «altJna• gelmlt olmam1z leabeder. 

Ronun da sebebi, Q den lkl geci11 arae1Dda ikl kat noktalar Qse

rinden t;ift r.ay1da gei;l11 yapmak mecburlyetl olup, bu gec;leleriJI 
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ilkl alttan, ikincisi Qstten, iJAb... oldug-undan sonuncusu gene 
tlettteo olur kl, bunu takip eden Q den ikloci ge<;it te ister is· 

temez «alttan" olmaya mecbur kahr. Bu da tam bizim istedigi. 
mizdir, <;Uoktl Q de •listten bareket edersek, iki kat noktalarm 

yukar1ki yenl tefslrine gore Q den lkincl geQlt iQin geriye an
cak •alttan» gecit kahr. 

A1ag-1dakl ~ek. 37 ve ~ek. 38 de, evvelkl ~dk. 31 ve 82 nln 
egrileri yeni tefsire gore uzay egrilerinin lzdUtllmleri olarak gos
terllmit olup, lki kat noktalar ge<;it 11ekliode Qlzllmittlr. BOylece, 

bu uzay egrileri birer cdQ~» te1kll ederler kl, izdllttlmll tlze
rlnde dola1tld1jtmda Qstten ve alttan geQltlerin birblrl arkas1 st· 

ra geldigl Myle bir dUjtUme, •alterne• dtlitllm denir. 

Sek. 87 ~ek. 88 Sek. 39 

Aahna bak1llraa, ~k. 37 ancak gayr1 has bir dUA"llm gOste· 
rir . Qllnkll ~ek. 87 kl glb) bUklllm11t bir iplik Qekittlrilerek hie 
dUg!imsUz bir daire balioe kooabilir. Buna kar11hk, ~ek. 88 dekl 
glbl bir iplik «yonca yaprag-1 kemendl• deollen ve hlQ koparma· 
dan daire haline getirilemlyen haklkl bir dUgllm tetkll eder. 

Her dUjtQmtln kendlllglnden alterne olmas1n1n leap etmedl
itl, Sek. 89 dan anlatllabilir. Alterne olmayan dQjtl1mlerln de 
mevcut olmas1 keyflyetl, teoremlmlzlo her iki 1eklinde de trivial 

olmad1jtm1 en ai;1k bir 1ekilde gOsterlr. 
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11. Bir say1 ancak bir ttirlii mti 

asal ~arpaolara aynlabllir? 

1. Her tam eay1y1, hic;blri artik ayr1lam1yan, yaol •asal•, 

c;arpaolarma ulaemcaya kadar c;arpanlara ayirablllriz. Meseli\ 60 

say1s1 evveh\ 6 · 10 i;ieklinde aynld1ktao eoora, 6 c;arpan1 2 · 3, 10 

da 2 · 5 eekhnde aynlmaya devam ederler. Netlcede 60 sayl81 

60=2·3·2·5 

eekJiode ayr1lm1e olor kl, bu dOrt c;arpao aeal saytlar oldukla· 

rmdan art1k ayr1lamazlar. 

Gene 60 misAli lc;in bu ifli baoka tilrlU yapabilirdik: 

60 = 4 · 15, soora 4. = 2 · 2 ve 15 = 3 · 5 ten 

60=2·2·3·5 

elde edilebilirdi. Bu ayr1hetaki asal c;arpanlar evvelkilerin ayn1 

olup, tekrarlaoao 2 c;arpao1 da her iki ayr1hi;ita aym miktarda 

tekrarlaom1etir. lki ayr•h§ID birbirinden farkettijti tek busus, 

c;arpanlarm s1rae1d1r. Hu c;arpanlar1 bUyUklilklerlne gore e1ralar· 

eak, her iki haldc de 

60= 2'. 3. 5 

bulmue oluruz. Okul senelerimizdeo bu keyfiyeti tamamen ai;iikAr 

bir eey glbi gOrmege ahem1e1zd1r. Buoa gore biz! aeal c;arpanla• 

ra nyr1hea g6tUreo r,:e!}itli yoll11r bulunabillr; fakat eonunda elde 

edilecek a!ial say1lar ayo1 olmahdtr. QiinkU asal saydar tam ea· 

yalarm c;arp1m bnk1m1ndan nihai yap1 taolan olarak taeavvur 

edildijtioden, bir sayman c;arpun bak1mrndan parr,:alara ayrllma· 

smda en eon olarak, kendielol meydana getlrmii;i olan bu yapl 

taelarioa c;a tmak mecburiyetindeyiz. 

Bu, hakikatte doitrudur. Fakat burada bahis konueu olan 
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vey, bunun gOrUlilU{tll kadar B!Jlkl\r o!up olmad1[t1d1r. Kendimize 

kar11 ai;tk olahm: Meselil li0031 gibi bUyllk blr say10in 59 ·609 

glbl blr asal i,iarpanlara ayrtlt!J1ni bulmaya muvaffak olduktan 

sonra, 30031 'i b!Hcn bavka hicblr asal say1n1n me\'cut olmad1(t1-

na, yani 30031 'In 59' u ihtiva etmeyen bii;bir asal carpanlara ay

r1hv1nm mevcul olmad1{t1na nereden emin olabllirlz '? 

llununla berabcr, problemln bu vekilde vaz'1, okuyucunun 

hiHine biraz karf}t gelmektedir. Bu hiese gUre, aeal i;arpanlar 

dojtrudan do{truya blr say1nin •iclnde bulunmaktadir». Bu MIO· 

mlln gayesi itte bu hissin ne kadar dayanaks1z oldu(tunu okuyu

cunun 1uuruna yertevtirdikten sonra, bir aaginrn a•al farpanlara 

agrzl1,rnrn hakikaten tek olclu/unun bir ispat101 vcrmektedlr. 

2. Kendimlzl bQtlln yan1lhc1 hislerden kurtarmak lc;in, bl

ze yabanc1 gelen ba1ka bir Mlgeye, a, b ikl Adi tam say1 gGs

termek Uzere, a+ b vii teklindekl say1larm letkll etti{ti bGlg ye 

gei;c:cejtiz. Buna gore, meselA 12 + 5 \16 yahut vii- 2 sayllar1 

timdl u[travaca{t1m1z saytlar cinsindendir. Rundan ba!Jk&, l\cll tam 

say1lar da bu bGlge d111nda kalmamaktad1r; bil'Akis, blHlln bu 

eay1lar b = 0 olmak Uzere bOJ~emlze dahlldir. ~u halde goz OnUne 

ald1[t1m1z eay1lar10 tetkil eiugl bOlge, pozitlf ve negatlf i\dl 

tam say1lar bOlgcatnln blr genitlemesinden lbaretUr. 

Yeni bGlgede de Adi tam eay1lar bOlgeainde oldutu kadar 

kolayhkla bareket edebilirlz. ID)yle iki eay1n10 nastl toplan1hp, 

c1karhlacajt1 

(3 + \'6) + (5 + \16) = 8 + 2 \16 

Ornejtlnden hemen anlB!Jibr; fakat t;arp1ma da &!Jat1dakl Ornekler 

yard1m1yla kolayca alltabillrlz: 
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(3 + \16> <8 - \16> = 9 - a = a, 

Ml t- 2)(\16 - 2) = 6 - 4 = 2, 

(3 + \ltt M3 - 2) = s V6- s + 6 - 2 \16 = \16, 

(3- \'6' (V6 + 2) = \16 

(S + W (2 + \"6) = 12 + 5 \16 

(3 - \fij) (\ltl - 2) = - 12 + 5 \16 

Bu birkac; mlsalin, Myle bir yabanc1 Mlgede nasd bareket 

edece!llmizi gOstermeye kAfl geleccjtlnl umar1z. Eter herbangl 

bir Bl'bepten istenirse, bu hesaplar bir orta okul talebeslne de 

kolayca O!lretlleblhr. Burada Mime ltlemlndeo tablatlyle hlo 

bahsetmedik ; bu itlem tam say1larda oldu!lu glbi burada da her 

zaman yQrl1meyeblllr. Burada bizl alAkadar eden 1ey, oarpanla· 
ra ay1rmakt1r. 

EvvelA c;ok basil ve ilk bak11ta ~k QzQcl1 bir keyflyetteo, 

(I) 6=2·8=\16·\16 

dan hareket ederek, 6 01n ah1t111m1z 1ekllde c;arpanlara ayr1b· 

11ndao ba1ka ondan tamamen farkh blr c;arpanlara ayrd11in1n 

da mevcut oldulu hakikati Onilnde durahm. ~lmdl ba1Iang1c;tald 

80031 1ay1s1010 59 · 509 dan baoka tamamen ba1ka c;arpanlan lh· 

tlva eden blr c;arpaolara ayr1lt1in1n meveut olup olmad1t1na dalr 

eormuo oldu~umuz soruyu batirlayahm ; burada Adela Myle blr 

bA Ilse OnUnde bulundutumuz san1labillr. 

Fakat durum burada tablt blr oekllde ayd1nlanu: 2 ve 8 

say1lar1 her nekadar Adi manada Hal laeler de, yanl dlter ldl 

eay1Jar10 ~arp1mlar1 olarak gOaterllemezlerse de, pek llA a+ b Vil 
1ekllndekl ~arpanlara aynlablllrler. Qarp1ma ahomak lc;ln yuka· 

r1da vermlt oldugumuz Orneklere blr gOz atmak bunu gOaterlr. 
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2 =(vii+ 2) (Vfj - 2), 3=(8+ Vij)(8-V6> 

oldujtundao, 6 = 2·8 aay111 ashnda lkl dejtll, fakat dOrt aaal c;a.r
paoa ayr1hr: 

a = <V6 + 2) Ml - 2) (8 + Vii> cs - vii>, 

ve ba9laog1c;ta gOrmlle olduAumuz lkl farkh ayr1h9, bu dOrtlll 

ayr1h9talrl c;arpaolar1n, blr kere 1. Ile 2. ve 8. Ile '·• Obllr defa 
da 1. Ile 4. ve 2. fie s. olmak llzere, ayr1 ayr1 eeklllerde bir 
araya getlrllmeslnden baeka blr1ey dellldlr. Hatta elmdlye ka
dar hie; dQ91lnmeml1 oldutumuz flc;Qnc;ll blr blle1menin de mflm. 
ktln oldujt11 a1lklrd1r. Haklkaten t. c;arpao Ile 8. ya ve 2. Ile 

de '· yll blr araya getlreblllrlz. Bu bale dalr lQzumla heeaplar 
da yukartkl mialllerde yap1lm11 olup, 8. ayrtht olarak 

6 = (12 + 5 v'!J> <- 12 + 5 v'B> 

elde edlllr kl, bu oetlce dotrudan dotruya da prc;ekleaeblllr. 

eu baJde burada durum lzab edilebillr, Ve bll fzah1, 6 DID )'U• 

kartki dOrt c;arpan1ndan hlc;blrlnlo art1k ayrilamad1t1n1 (') gOa· 
termek auretlyle eoouoa kadar gGtllrmek mllmkllodllr. 

8. 1''akat 9lmdl dlter btr bOlgeyl, a+ b R 1ekllodekl 
aay11ar10 bOlgealol, ele alacak ve burada yukarJkloe tekabtll 
eden d11rumu beozer eekilde l:&ah etmek 90yle dunun, bilAkla 
bOyle blr lzab1n mllmkllo olam1yaca1t101 lapat edecellz. a+ b V6 
1ekllodekl aayllar10 bOlgeelne bu kadar kolay ahttlktan aonra, 
lc;lnde bulundutumuz bOlgeyl tekrar deliftlrmek gllc; olm1ya
caktir. Burada negatlf blr eay1n10 kare kOkQnlln ahnma11 blr 
eogel te1kll etmez, c;llnkll derhal gOrlllecrll Giere bu bOlgedekl 
heap ltlemlerl de a+ 6 v'iJ aaydar1n1n bOlgealndekl kadar baslt 
ve bellrll olarak yapllablllr. 

(') Tablat11le aacak ele ald•I•••• bOlcede. Ba bOlr•d• mHall 

V6 = v'~ • va .. kllnde blr •Jr•h• oats dellldlr. 
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Burada yukarlkine tekabUl eden keyfiyet atlkllr olarak 

(2) 

dir. ~imdi 2, 3 ve "'=6 y1 da kendi carpanlanna ay1rmaya cah· 
tahm . Fakat bu deaemenin verece~I netice, bunun miimkUn ol· 

mad1~d1r. 

Bu miilllhazanm rahat yiiriitiilebllmeei icin bir yard1mc1 

kavram tetkil edelim. a+ b R say1em10 «Norm• u diye, bu 

eay10m a - b ./-6 ile carp1m1 anlatthr ve bu norm N (a + b y-6) 
itaretiyle gOeterliir. ~u halde 

N(a+ b v-6) = (a+ b R> (a -bV-6) =a~+ 6b~ 

dir. SOzle !fade edilirae, a+ b V-6 nm normu burada v=-6 yerl· 
ne -v-6 koymak ve elde edllen netlceyi batlang1ctakl ifade ile 
carpmak auretiyle elde edllir. ~o halde norm, ldi bir tam say1 

olup, nattA iistellk pozitiftir. Norma dalr fU yard1mc1 teorem 
caridir: biSlgemlzdeki iki saytnrn i;;arp1mmrn normu, bu eaytlarin 
oormlarmm carp1mma etittir. Hakikaten, biraz ev~el eOylenen 

kaldeye gore 

N [(a+ b v=f!» (C + clv-6)) 

=Lea+ b v-6> Cc+ c1 ,'-sn r<a - b../-6> Cc - c1v-6)l 

d1r; burada ea~daki blrinci ko,eli parantezl dolduran batlang19 

eaylBlnda ./=6 yerine -R koyarak elde edilen eayt, ikincl 
kOteli parantezi doldurmaktad1r. Sa~da hepei birdcn dort i;arpan 

mevcut olup, bunlar10 eadere s1rasm1 de~ittirerek, yukartkl ifa• 

deyi 

ca+ b v-6> <a - b v·-6> cc+ c1v-6> Cc - c1v-6> 

~cklinde yazabillrlz. Bu lee, normun tarifine gore 
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N<a + bV-6) NCc + Jv-6) 

dao ba1ka blrtey deitlldlr. 

Ejter 2 say1e1 Mlgemizlo dlter lkl aay1e1010 1;arp1m1oa ay
rdablleeydi, yaoi 

2 = (a+ b v-6) (c + dy- 6) 

olaayd1, 

N (2) = N (a+ b R> N (c + d v-6) 

olurdu. N(2) lee (2+0·V- 6)(2-0·V- 6) = 2·2=.t ten bq
ka blr1ey olmad1t10dan, 

4 =(a~+ 6 b1
) (c' + 6 d ' ) 

olurdu. 4 Qo bu 1ekilde ikl Adi tam say101n ~rp1m1 olabllmeel 

lee, aocak lkl tanda mOmkQodQr: ya her lkl i;arpan da 2 ye 

e1tltlr, yabut buolardao biri 4, Oteki 1 dir. Burada buolar1n 

hl<;blrl olamaz. QUokU 2 bl1;blr 1ekllde x 2 + 6g' 1eklinde gOete

rllemedljtl glbl, 1 de ancak blr tUrltt, x = 1, g = 0 l~ln, x' + 6g' 

1eklloe kooulablllr; 1u halde 2 ancak o euretle ~rpaolara ay

rilablllr kl, bunlardan blrl 1 + OR = 1 ol1uo. Bu trl\"lal ay

r1h11 lee, naatl Adi tam .. yalardakl meaelA 5 = 5 • 1 ayr1h11na 6 

aaal 1ay111010 blr ayr1h11 gOzQ lie bakm1yornk, has blr ayr1h1 

eaym1yacajt1z. Gozoottoe alm11 oldujtumuz bolgede de, ~arpanla· 
randao blri 1 olan (lklll) ayr1h1lardan ba1ka hl1;blr (lkill) ayr1h1 

kabul etmeyen aayalara aaal dlyecejtlz. 

T1pk1 ayo1 fekllde 8 ve v-6 DID da aaal olduklarana ka· 

naat getlrllir; bu hallerde 4 yerioe 6 ve 9 aaytlann10 x ' + 6g' 

1ekllodekl 1;arpanlara ayrt111lar1 ara1tmhr. 

eu halde, tlmdl (2) taraf10dan verilen durumla, yanl blr 
eay1n10 lkl farkh tarzla aaal i;arpanlara ayr1h11 keyflyetl Ile, 

kar11 kar11ya bulunmaktay1z. ~u halde Adi tam aaytlar bolgealo-
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de verilen blr aaal c;arpanlara ayrd11tan farkh batka bir asal 
c;arpanlara ayr1he1n meveut olam1yacat1m mant1k bak1mmdan 
aeikar kabul etmek mubakkak kl calz detildlr. <;ttnkll eter Myle 
blr mantikt aeikllrhk meveut olsayd1,. ayn1 durumun son gOzO
n Une alm11 oldujtumuz b6lgede de earl olmaa1 leap ederdl. Buna 
rojtmen bahia konusu durumun tam aay1lar bOlgealnde earl ol

maa1, tam aaydarm blr buauslyetl olup, bu aaydarm Ozellklerine 
dayaoarak iapat edilmeai leap eder. 

Eakl Yunan matematikc;llerinin Blrf mantik tarafs1zhjt1 ve 

ac;1khjtma dayanarak ve mubtemelen yukar1da verilen einaten 

hie; bir akal misAI tan1madan, c;arpanlara ayr1h11n bahis konusu 
teklijtinln lspata muhtac; oldujtunu Adeta lnalyaki olarak hlBBet
mle olmalar1 c;ok 11ayan1 dlkkat blr nload1r. Bununla beraber 

bu teorem Okllt'te yukardakl glbi baslt ve modern blr eekllde 
formOle edllmemlotir. lddianrn formllle edllieindekl bu farktan 
baeka ispah da Oklit'teklnden blraz farkh bir 1ekllde yllrllteeejtiz. 

4. 80 aaym hem 8 nn, hem de 5 In blr kahd1r; hundan 
dolay1 ona 3 ve 5 In blr orlak kah denir. Umumt olarak, lid 
aay1mn blr ortak katJ deyinee, bu say1lar1n her iklslnin de ka
tl olan blr say1 anla111hr. Her bang! lkl a, b saylBlnlD Myle blr 
ortak kati dalma mevcuttur; meaelA bunlar1n ab c;arp1m1 My

ledlr. 3 ve 5 ic;ln daha 80 a varmadan evvel 3 · 5 = 15 bir ortak 
kat olup, 15 In lkl kab olan 30 un da Myle bulundujtu ve umu

mt olarak ab nln her kahnm a Ile b nln blr ortak kat1 oldujtu 

a1lklrd1r. ~u balde ikl sayinm sonsuz say1da ortak kata vardir. 

Fakat biltlln ortak katlar1n ab c;arp1m1 Ile onun kallarm
dan ibaret olmaa1 leap etmez. MeselA 10 ve 15 sayllarmm ortak 

katlar1 aadeee 150, 300, 450, . . . dejtildlr; fakat aelkAr olarak 30 

ve ononla birllkte bntnn ao, 60, 90, 120, 150, 180, . .. dlzlal de 
ortak kat olup, 150 nln katlar1 bu aonuoeu dlzloln ancak blr 
k1anuo1 letkil eder. Umumi olarak, lki a, b aay111n1n bntnn or• 
tak katlar1 ic;lnde bir en kllc;Uitll dalma meveottur. QUnkll ab 
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ye kadar olan blltiln say1larm a n b nio ortak kati olup olma
d1klar1oa s1rasiyle bakarsak, buolar10 ii;lode mubakkak surette 
biri ilk olarak ortak kat olur (icab1nda bu ilk ortak kall ab 

i;arp1m1 te11kil eder). 111te bu ilk ortak kata a, b nin en kiifiik 

ortak kat1 diyecestiz. 

ltk hedefimiz !IU teoremdir : iki aag1nrn di/er her orlak kat1, 

o aag1larin en kiifiilc ortalc lcatinrn bir kat1d11'. a= 10, b = 15 sa

eayilar1 li;in bu teorem, 80 un kallarm1n te11kll eltiiti 60, 90, ... 
dlzlsinln 30 un katlar1 Ile blrllkte olarak 10 ve 15 in bQtlln or
tak katlar101 tUkettljtlnl !fade eder. Her hang! bir nttmerlk ml

sttl ii;ln oldujtu glbi, bu mieAl icln de teoremln dojtruluAu he· 
Bapla kola yea geri;eklenebilir. Fakat blze 1Az1m olan eey, teo
remlo amami olarak dojtruluAunu gOrmektlr. 

Teoremin iapat1 11u basil ihtara dayanir: a, b nin ikl ortak 
katin1n fark1, gene a, b nin blr ortak kahd1r. <;llnkll - daha 
bOIUm I de gtsrmQ11 oldujtumuz glbl - a 010 lki kattnm fark1 ge
ne a nm blr kat1, b nln ikl kalln1n fark1 da riene b nln bir ka
bdir; eu halde hem a 010, hem de b nlo katlar1 olan iki say1010 
fark1 ahnd1jt1nda, bu fark ta hem a hem de b nin kah, netlcede 

her iklsloio bir ortak kat1 olacakt1r. 

etmdi .,, a, b nln en klli;11k ortak kati, w de ay01 say1la
r10 herhaogi bir katt olsuo . Yukar1daki lhtara gore W-" de 
a, b nln bir ortak katl olur, bundan ., yi blr defa daba c1kar1r

sak, gene a, b nin bir ortak katm1 elde ederiz; k1saca, sirayla 

w - "• w - 2 .,, w - 8 "• ..• 

say1larm1 teekil ederaek, bunlarm hepel a, b nin ortak katlar1 

olurlar. " btttlln ortak katlarm en kilc11A11 olarak ahnd1Amdan, 
bu dizinln henllz ilk terimi muhakkak kl negatlf delildlr. Belki 
mQteaklp terimlerin baz1lar1 da negatif deitlldlr. Fakat bu duru
mun nihayet bir sonu olmae1 ve dizlde ilk defa negatif bir terl· 
min ortaya c1kmas1 leap eder. Bu terimden sonra da arbk bQtQn 
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terlmler negatif olur. Aahoda borada bahia koousu olan, okulda 
W nlo ., Ile bOlilnmesl denllen veyden batka blrvey delllldlr: ., 

yi w den milmkiln oldu{tu kadar cok kere c1karmz \•e e{ter bO· 
lilm tam yapllam1yoraa geriye pozitif, fakat ., Mleoioden kUcUk 
bir kalao kahr. ~imdi lclnde bulundullumuz balde, bu Mime 
mOmknn olmasa (yaol tam yap1lamasa) idl, kalan, yaol henOz 

pozltif olao W - x" 1ay1lar1010 1oouocu1u, a, b oio " den kU
cnk olao blr ortak kaho1 tctkil ederdi kl, bu da " nin en /ciirii/c 
ortak kat olma11 Ozelijtloe aykmd1r. ~u halde Mime tam olarak 
yap1labllmell, yanl W, ., oln hakikaten bir kab olmahd1r. 

l'i. Ortak kat kavramm10 kar1111nda a, b nln ortalc bolenl 

ka\•ram1 bulunur: t eay1e1 hem a hem de b yl bOlerse, t ye a, b 

nin ortak bOlenl denlr. 

4. teki teoremden huauelyle, daima a, b oln ortak katlartn· 

dan blrl olan ab carp1min10 da " nin kah oldujtu netlceai cikar. 
~lmdl a1ajt1da anlatacaklar1m1z icln lbtm olan vu gard1mc1 teo• 
remi lepat edecejtlz: /lei a, b aag1a1nzn rarp1m1 ile en lciiriilc ortalc 

lcatrnzn bO!iimii, gar.i 

d =ab 

" 
aagrar, Jaima a oe b nin bir ortalc bolenidir. 

\ 
lepat ellmizde haz1rdir. QOnkQ d yl vereo denklemden 

J"' =b 
a 

I 
c1kar ve "• a DID bir kah oldutonda::i, t1/a gOrilodOjtQ gibi blr 
keelr olmay1p, blr tam eay1d1r. ~u halde b, d nln bir tam kab· 
dir, yaol terslne olarak J, b nio bir bOleoldlr. J nln a n1n da 

bir Mleoi oldujtu ayoen !spat edilerek, il nln a ve b nin blr or· 
tak kab oldutu gOrlllQr, kl bu da iddlam1zdao lbaretti. 
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6. Simdl, keudh1indcn asal c;arpanlara ayr1ll1m tekll!ll der
hal c1kacak olan, ou hayati Uoemi haiz teoreml ispat edeblllriz: 

Eger bir p a1al sag1s1 iki x, g sag111nrn :~g ~arp1m1nr bOlerse, o 

asal ~ag1 x vega g den en a,al1 birini mat/aka boler. 

/spat, p ve x say1larmm v en kilcftk ortak katm1n nazan 

itibara ahnmas1 esasma dayan1r. Hakikaten, bir tarafta11 4. teki 

teorem ou neticeyi verir : faraziyeye gore p nlo bir kah olau .-rg 

~arp1m1, aoiki\r olarak x Jn de blr kat1, yani p ve .-r Jn bir ortak 

kah oldu!lundan mubakkak v nin de bir kahdtr, mesela 

(1) xg = h'!J. 

Diler taraftan 5. teki teorem, 

(2) d= px 
'CJ 

sayl8101n tam ve p Ile x in bir ortak bllleni oldu!lu netlceeini 

verir. p nin bir b6leni ise ancak ya 1 veya p olabilir. Su halde 

ya d = p, veya d = 1 dir. 1. $1kta d = p, x In bir bOlenl olup, 
neticede p say1smm .-rg nin birinci c;arpan101 bOlmeeiyle iddla

m1z gerc;ekleomio olur. 2. $1kta, yanl d = 1 hallnde, (2) dola-

y1slyle 1 = p-r, yani "= px olup, (1) e gore .-rg = h (px) olur. 
'CJ 

Hu eoitli!li x ile k1salt1reak, g =hp olur kl, bu da bize bu 11kta 

p nio g yi, yani .-rg nin ikinci c;arpanm1 bOldll!lllnft gOsterir. Su 
halde p her ikl 11kta da carpanlardan birlni bOler. 

Buradan derhal ou netice elde edilir: Ejer bir asal sag1, bir 

~ok sagzlal'ln ~arp1m1n1 bOliigorsa, ~arpanlarm i~inde bir tanesini de 

baler. yilnkU meselA p, xgz yi bOIUyorea, ya x yahut gz yl 4e 

Mler. Eller gz yi bOlUyorsa, ya g yl yahut z yi bOler. Su balde 
biltUn hallerde c;arpanlardan biri p ile MlUnllr. 

7 · Asal carpanlara ayr1h11n tekli!li teoremi derhal buradan 
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c;1kar. E~er bir N eayl9lntn iki tllrltt asal carpanlara ayr1h11 

varea, yani 

N=p • q ·,. • 1 ... = P · Q · R · S ... 

iee, p, N yi bOldil(tllnden sagdaki c;arp1m1 da, neticede onun asal 

Q&rpanJar10dan birlnl de b6ler. Fakat bir asal eay1010 diterlni 

bOlmesi, asal say1010 tarifl dolay1e1yla, ancak bu iki sayin10 

birbirine eoit olroaslyle mftrokllodftr. ~u balde p, Isler istemez 

eatdakl aeal i;arpanlar arae10da bulunacajt1 gibl, soldaki ayrih11n 

her asal c;arpan1 i9in de ayn1 durum mevcnttur. lki ayrtht ara

s10da bi9bir fark bulunmad1t10dan, ayn1 tekilde sajtdakl ayr1h1a 

alt her asal carpan10 soldaki ayr1h1ta da bulundnjtu, yani k1ea

ca her iki ayr1hom tamamen ayn1 asal 9arpanlar1 ihtiva ettljti 

neticeel elde edllir. 

Gerlye sadece, bu aaal sayllar1n her ikl tarafta da aym 

miktarda tekrarlan1p tekrarlanmad1klar1 sorusu kahyor. Meaelll 

p, aol tarafta a kere, sajt tarafta A kere tekrarlaniyorsa, yanl 

meselA blr tarafta N = p" qb ,.e ... , dlter tarafta N = pA qB ,c ... 
ise ve A, a dan farkh olsa, bu iki say1dan blri, meselll. A, Ubll· 

rlloden daha bftyllk olurdu. Bu takdirde N yi p" Ue bOlerek 

N M = ,. = pA-" qB ,.c ••. = 1 • qb ,.c .• , 
p 

elde ederdik. Burada ¥ aay181 da ikl tllrlll asal C(arpanlara ay· 

rtlm10 olurdu. Fakat a91k9a BBjtdaki ayr1hota p asal c;arpan1 bu• 

lunmad1t1 halde, soldaki ayr1hota bulunurdu. Halbuki daha ev• 

vel ikl ayr1ho10 ayn1 aeal i;arpanlar1 ihtlva ettlklerl gOsterllmlt• 

ti. eu halde bu husus M ic;in de dojtru oldutundan, blraz evvel 

elde etmit oldujtumuz neticeyle blr aykmllk (tenakuz) meyda• 

na gelir. eu halde a = A olacat1 glbl, ayn1 tekUde q, r, ... aaal 

eay1lar101n da her iki ayr1hota ayn1 miktarda tekerrftr edecel 

anla11hr. 
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Gayri ihtiyari olarak, blltiln bu muhakeme zincirinln 3. te 

ele ahnan a+ b v-6 say1lar1 lc;in neden earl olmad1g1 sorula
billr. Hakikaten, yukar1kl mubakemelerln btmen hepsl bu hale 

kolayca nakledilebllir. Buraya nakledilemlyen yegaoe muhakeme 

halkas1 4. teki teoremln ispahdtr. Su halde bu teorem blltUn 

loin esas101 teekll eder. 

12a. Dart Renk Problem! 

1. Problemin vaz'1. Cayley (1) 18i9 da Londra Cografya 

Cemlyetlnin bir toplant1amda aeai:t1ki problemdeo bahsctmietlr. 

lllllndlgl nzere, cojtrafya haritalan c;eeitll renklerde bas1hr. En 

lyiei her memleket fc;ln ayr1 bir renk kullanmak olmakla bera

ber, renkli bask1lar10 pahahhg1 dolay1slyle sadece birbirlne kom

eu memleketler li;ln ayr1 reokler kullanmakla yetinllir. Bu ee

kllde, meselil Sek. 40 a dakl gibl blr adan1n harlta111 Qi; reoge 

ihtlyac; gl)sterlr: denlz lc;in Adet oldugu nzere ma vi ve adadakl 

lkl memleket ii;ln lkl boeka renk. Sek. 40b dekl barlta mutlaka 

Jort renge lhtfyac; g6eterlr; cllnkil buradakl ni; memleketln ili;ll
nnn de sahili bulundujtundan kendllerlne denldn rengl ~erilemez, 
dljter laraftan bunlar lklecr ikieer komeu bulunduklanndan nc;n

nQo de rengi baeka baeka olmahdir. Nellcede hep9i blrden dOrt 

renk eder. Sek. 40 c lee denizin boyanmas1ndan vazgei;llse bile -

Sek. 40a Sek. 40b Sek. 40c 

gene d6rt renge lh1lyac;: hAeil olacag101 g6sterir; burada ortada

kl memteket Sek. 40 b dekl denizin vazlfeslol g6rnr. e .:k. 4t ve 

42 dekller glbl blraz daha kar111k barltalar, Ozerinde iearet edll-



98 12&. Dort renk probleml 

dljti gibi a, b, c harfleri Ile gOaterllen Qi; ve a, b, c, ti harflerly
le g.~aterilen dOrt renge boyanablllr. Haritalar1n kar91hkhl1 art

tikca, onlar1 boyamak IQID glttlkQe daba fazla aay1da renge lhti· 
yac hi\sil olaca[t1 dD1Unt1leblllr. 

a 

~ek. •t ~k. 42 

Hakikatte, ne kadar kan11k oloraa olaun boyanmaa1na dOrt 
renglo yetmedijti hlQ blr harlta Ile olmdiye kadar kar11la1llma
m19t1r. Buouola beraber, taaavvur edllebllen her harltanm dOrt 

reokle boyanablleceitl de tlmdlye kadar lapat edllememl9tlr. Bu
rai1a, ylne baalt ye hie blr matemallk bllglalne dayaomadao ao

Ia11labllen blr problem karomnda bulunuyoroz. Bu problem mea· 
lekten matematlki;I olmayao her haogl blr klm1eye blr kac da
klkada lzah edilt·bllmekle beraber, olmdlye kadar hlQ klmee ta
rahndao QOzQlememlotlr. 

Buna kar9 ·hk, her harltay1 boyamak li;ln be1 rengin gettill 

iapat edllml1tir, eu 1arUa kl her haogl kom1u lkl memleket fark· 
h renklerle gOsterilaln. Yaln1z blr ko1ede bltifen lkl memleket 
l1e, (meaell satranc; tabta11ndakl glbt) ayn1 reokle gOaterUeblllr. 

Burada bu teoremio l1pat1 verllecektlr. 

2. Euler teoreml. Bet renk teoremlnln lapattnda kollanllan 
esas \'aa1ta, blr harltadakl k01elerln e, yQzlerln (memleket) / ve 

kenarlarm (s1n1rlann) le aay11101 blrblrlne be[thyan umumt blr 

teorem olup, bu teoremln olmdl me1gul oldutumuz huau1t konu
nun i;ok Otealnde de Oneml vardir. Bu teorem, dalma 
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( 1) 

oldu~u ifade eder. Meeell Sek. 41 de 8 k01e (yanl en a1ajt1 3 
memleketin bltittlll ookta), 6 yilz ve 12 keoar (her keoar blr 
ko1eden mnteaklp k01eye kadar olmak Qzere say1hr) mevcut 
olup, hakikateo 

s+6= 12+2 
dir. 

18. Yilzy1ho bilyUk ml\tematiki;lel Euler taraf10dan ke1fe
dllen, fakat daha oodan bir as1r kadar evvel Dt1acarte• taraf1n
dan billneo bu teoroml lepat etmek lc;fn 1ekHn bir harita olma
y1p, blr tarJa eistemi gnsterdljtlni ve hudutlarin bu tarlalar1 blr· 
birlnden ay1ran seller olduklnr101, d11 bOlgede c;epec;evre au bu· 
lundulunu taeavvur edelim. Simdl eetlerf el.fa ile Oyle y1kaltm 
kl, birbiri arkas1 s1ra blltUn tarlalara eu g lrein (Sek. 43). Bunun 
ic;ln blltUn eetlerln y1kilmae1 hic; te 1art dellldlr; hattA her lkl 
tarafma da eu girmit olan bir sett y1kmaktao kac;1omah, aocak 

bir taraf1oa au girrnlf, dllerine henllz 'irmeml1 olan aetler y1-
kllmahd1r ki bOylellkle her defa1nnda haklkaten yenl blr tarla 

/ s , 
" __ / 

1! 2 : J l 'I 

:.~·· I ' 

I,/' o 

Sek. 48 

daha aulanablleln. Her balll kiirda, d11 Mlireden /- 1 tane tarla· 
y1 aulamak lc;ln (her tarla ic;in blr lane olmak llzere) / - 1 tane 
eetin y1kdmaa1010 klfi gelecejtl avlkArdu. Dijter taraftan, henQz 
aulaomam11 her blr larlay1 eulamak lc;in evvelkllere lliveten bir 

set daha y1kmak 1Az1m geldillnden, f - 1 tane tarlay1 / - 1 den 
daha az aay1da set y1karak eulamak mtlmkiln dejtaldir. Su halde 
y1kdacak eetlerln aay181 tam f dJr. 
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eimdi bu fl'kllde sulama esnas10da kendilerlne hlQ dokunul

mam11 olan setlerln te1kil etti~i sistemi dll1Uoellm. 

1. Ba set siatemf iizerinde giiriimek suretiyle ayaklarimiz hi(: 

1slanma fan herhangi bir ko$t>den diger herhangi bir ko1ege gidebi

liriz. Ba1laog11;ta, yaoi sularm tarlalart sadece c;evreledijti za· 

man bunu muhakkak yapabilirdik. c;ftnkli aksi halde kendilerini 

c;eneleyen suyuo lc;indc adalar balinde iki veya daba fazla sa

y1da birbirindeo tamamen ayr1 tarla sistemi verilmio olurdu ki, 

biitiln problem! bu sistemlerin her biri ic;in ayri ayr1 ele al

mak kilfi gelirdl. !i;Ju halde ba1lang1c;ta itin mllmklin oldu~unu 

farzedebiliriz. Tarlnlarm arka arkaya sulanmas1 en aemda lee AB 

setinin y1k1lmas1 gerl kalan setlerin, birinde bulunan blr nokta

dan dilterinde bulunan bir noktaya ayaklar1 1slatmadan gidebilme 

imkil.0101 ortadan knld1rao, lki ayr1 slsteme blHUnUoU neticeeinl 

verseydi, y1kma ltlemindeo eonra A ile B arasmdan eu gec;mesi, 

eu halde y1k1lHJ1Ddan evvel AB setinin her lki taraf1nda da eu 

bnlunmas1 icabrderdi (f;lek. 44). Fakat yukarda bu tip setlerin 

y1tulmamas1 bilhnssa oart ko1ulmu1tu. 

2. Mere/a P gibi ko1e noktalar1ndan birinclen, seilerin iizerin

de dola1mak ve biitiin ko1eleri gozden ge(:irmek iizere haberciler 

~ek. 44 eek. 45 

gonderildigi takdirde, bOyle iki haberci hi~ bir zaman agni bir Q 
ko1e1inde lcar,1la,amazlar. QUnkli aksi takdlrde, Sek. 45 te g!j

rUldiiltfi g1bi, P noktasmdan Q noktas1na y1k1lmam11 seller iize

rinden ill.i ayri yolla gidilebilirdi ki, bu iki yol araamda kalan , 
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tarlalar hie; y1k1lmam11 1etlerle c;evrllml1 olur ve netlcede 1ulan· 

mam11 kahrlard1 . 

Simdl habercllerin hareket nokta1101 aablt tutaraak, onlar 
bellrll bir ko1eye aocak belirli bir yoldan glderek \'&rablllrler. 
~u halde bir k01eye varmadan hemen Once tamamen belli bir 
doitru parcaa1 Qzerlnden gecmek 1Az1md1r. BOylelikle her k01eye, 
onun blr ucu bulundui'tu, bir doitru parcaa1 tekabQI eder. Su hal
de bltim ooktalarm10 aay111, y1k1lmam11 1etlerln say111 kadardir. 
K01elerden blrl ba1lang1c nokta91 olarak ayr1ld1g10dan, y1k1lma
m11 1etlerln aay1a1 tam e - 1 olur. Su ha Ide, /- 1 tane y1k1lm11 
ve e - 1 tane y1k1lmam11 set buluodugundan, bQllln 1etlerin aa
y1a1 

le= (/ - 1) + (e - 1) 

' 
olnp, (1) e1itlifl, parantezlerio ac;llmaa1 ve uygun terlmlerln 
denklemin bir taraf1ndan ObQr taraf10a nakll 1uretiyle, buodan 
kolayca elde edllir. 

3. Bet renkle boyaman10 mQmkOn olduitunun i1pabna yar
d1mc1 olan dlter bir ad1m da 1unun iapat1dir: Her hangi bir ha· 

ritanrn 5 rMkle boyanabilec,.lini i•pat etmek ifin, hif bir lco1e•inde 

Uf memleketten fasfa.,nrn kom1u olmad1/1 h•r haritanrn be1 renkle 

boganabilec•lini i•pat fltmek kafidir. Hakikaten her bangl blr lrO· 
1e1lnde 8 ten fazla memleketin kom1u bulundufu blr harlta ve
rllditlne gore (Sek. 46a), bona kar11hk Oyle blr harlta c;lzellm kl 
blrinciolo diger buaualarda tam blr kopyaa1 olaun, fakat aadece 
bu k01eye kt1c;Qk blr yenl memlelret yerle1tirilmi1 olauo <Sek. 46b). 
BOylece yeni blr memleket ve herblrlode Qc; memleketln kom1u 
oldutu yeoi ko1eler meydana gelml1 olmakla beraber, kendlalo

de 8 ten fazla memleketio bit11tltl blr ko1e ortadan kaldmlm11 
oluyor. Bu aonucu tlptekl bQtlln k01elerl aira1lyle ayn1 muame
leye tabl totaraak, netlcede oyle blr barlta meydana getirllml1 

olur kl, bu tip hie; bir k01e ihtlva etmez. Slmdl eter bQtQo kO-
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~eJerinde Uc memJeketin bitifJiai her haritaorn 5 reokle boyana
bilecegini gtlsterebilirsek, yukar1da meydana getirilen harita010 

da, meeell ~ek. 46b de harflerle gosterllen fJekilde, 5 renkle bo-

~ek. 46a 

yanabilecejti neticeel c;1kar; buradan da ~ek. 46a 010 da, 11zerindeki 

harflerle gl\sterildlll vekilde, 5 renkle boyanabilecegl, fJll halde 
her haritanin 5 renkle boyanabilecejti iepat edilmi~ olur. 

4. lspat. /, yalo1z lki k6fJeli, /a n" kOeeli, ililh ... memle
ketlerin eay1sm1 goeterdil,tine gore, biitiin memleketlerin f say181 

bn eay1larm toplam1na efJittir (1
). 

(2) 

2 k6fJeli f, memleketin herbirinio iki emm bnlundugundan bu 
memleketlerin top tan emir saylBl 2 / 2 , 3 k6fJell f s memleketin 
her birinin 8 e101n bulundujtundan bunlarin toptan s1n1r say1e1 

3 / 1 , illh ... tir. Smirlarin bn fJekilde elden gecirilif,linde niha
yet blltiln smirlar elimlzden gecmifJ olur. Fakat s101rlarrn her
biri, kendieinin ay1rd1jt1 ikl memleketin llerbirinin s1n1rlar10m 

say1m1 esnasmda olmak tl.zere ikl defa ge~er. ~u balde 

(3) 2 k= 2/,+3fe +4/1 + .. . 
d1r. Aym fJekilde, blitUn memleketleri k6f,leleri bak1mmdan elden 

gecirireek - yukarda caiz olduguna kanaat getlrdfjtlmiz, her k6-

(
1
) Kolayea kanaat getlrllece~I azere, hi!; kGtesh. veya lek kll~ell 

memleketlerden burada vazge~lleblllr. 
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~ek. 40a da: /,= 3, I· =O, f, =O, /. =O, 

~ek. 40b de: /, = O, /1 =-l, / 4 =0, /,=O, 

$ek. 41 de: I, = o, /, = o, /, = 6, f & = o, 

$ek. 42 de: /1 =O,,f, =O, f, =O, /. = 12 

dir. ~u balde biltiln bu Urneklerde ft sayllar1ndan yalo1z bir ta· 

nesi s1firdao farkhd1r; ~ek. 40c de lse durum baokadlr. 

~lmdi baritam1zda en i;ok beo k6Qeli olan bir memleketln 

mutlaka bulundutunu ogrendik. Arhk btHQn imkAnlar1 teokll 

eden lkl, tli;, dtlrt ve bee k6oell memleketlerln bulunmas1 halle· 

rini s1ras1yla gOzden gei;irebilirlz. 

1. Haritada iki ko1eli bi,. memleket mevcuttu,.. B6yle blr 

memleketin tam iki komousu vardir. Bu memleketin s1mrlar10-

dan birinin (~ek. 47 de kesikli i;izilml!J olao1010) ortadan kald1r1l

d1g101 diloilnelim. Bu suretle drRiotirJlmio baritada artik f dejtil, 

aucak f - 1 tane memleket bulunur. Bu son harltay1 5 renkle 

boyayabildi!limizi ve bir s1nmn ortadan kaldmhp, bunun ikl ta

rnf1ndaki memleketlerin birleotlrilme11iyle meydana gelen yenl 

memleketin a reogine, dijter komou memleketln b renglne boyan° 

m10 olduj:tunu kabill edelim. Bu takdirde, ortadan kaldmlm11J 

~ek. 47 

olan sm1r1 tekrar teals ederek eski bnrltaya d6ndttgllmttzde ora-
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daki iki kBl!eli memleketl c renglne boyamaya hii;bir mlni yok

tur, i;Unkn bu memlekelin a ve b renklerini ta,1yan iki komeu

eundan ba~ka bii;blr komeueu bulunmad1~10dan, c, d, e renklerl 
bu memleketl boyamak li;ln serbest kalmaktadirlar. ~u halde, 

etter I - 1 memleket lhth·a eden de~i11tirilmie harita 5 renkle 

boyanabilirse, baelang1i;ta verilmie olan f memleketli harita da 

derhal 5 renkle boyanabilir. 

2. Haritarla ii~ ko,eli bir memleket mevcuttur. Bu memleket 

l ve onun 11<; komeueu L 1, l,. l 1 oleun (~ek. 48). Bu memleke

tin Ui; smmndan blrlni ortadan kald1rahm ve bu euretle meyda· 
na gelen f - 1 memlcketli haritanm 5 renkle boyanabilece~lni 

farzedelim. Bu takdirde, ortadan kaldmlm1e olan smmn yeniden 
tesiei halinde L memlekctini L 1, L 2 , L1 l<;in kullamlandan farkh 

bir renge boyarsak - hatll bOyle !kl renk mevcuttur - ilk harl

tay1 da 5 renklo boyam1e oluruz. 

~ek. -18 

3. Haritada dort ko,eli bir memleket mevcuttur. Yukar1kile

re benzer eckildc, L nin dOrt kom!)u&u li;in en i;ok 4 ayr1 renk 

kulland1ktan sonra gerlye kalan en az bir renkle de L yi boya

yabilecejtimiz dUeUnlllebllir. Buouola beraber burada yeoi bir 

gUi;lllk ortaya i;1kar: ~ek. 49 daki L, gibl bir memleket l ye iki 

agri e101r boyunca bltl!)ebllir. Bu sm1rlardan biri ortadan kald1-

riid1~1 takdirde dl~eri de kaldmlmahdll', i;Unkll aksi halde yeol 
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meydana gelecek memleket kendl kendl1l7le blr 11nm halz 
kl, bu da auur kavrammdan anlachlunJS mbaya DJDIU. lid 
mr1 da ortadan kald1rd1tsmm takdlrde iae, a1nulan tamamen a 
n lk1 11U9&dan tefekktll eden ltallui 111ldlnJ. blr memleket orta 
01kar. Bu tip memleketlerl i8e 1lmdl7e kadar (battl daha E 
teoreminln lapahnda), ao1kea dylemeblzln, konu d111 buakmt 
t~k. Bu tip memlekeUerde9 borada da aakmablllrb. Ctlnktl, 
L ve L. blrlfkte blr halka tefkll etaeler, L nln Ll ve L, Ile te 
kll ettfll dller lkl 110~ bu halka vasltu1yla blrblrinden ay 
hrlar. Nettcede L, ve L1 memleketlerinln btrblrlnden farkh 
malan ve hlc;blr ortak 11nira mallk olmamalan leap eder. 
balde bonlar ayn1 .renp boyuablllr. ilmdl L n1D L1 ve La I 
tetkll ettllf 11nirlar1 ortadan kaldll'8llm. Bu ameUe /- 2, ya 
/-n daba u apla, memleketll .Jr harlta meydana pllr. Bl 
bu harita 5 renge boyanabDll'ae, bqlanpotald de botanablllr 
ollnktl L nln adece 8 komfoeu olup, balllard&n llrl8l apt re 
tqirlar kl, L Join pri kald Go rent aerbut kahr. 

4. Harilatl.a N, 11,.11 ilr ,,..,,JM.I 111'"1Cllltar. Bu halcle,_ 
Gaceld balde rutladlllllllS gtlo!lk daba u cWdt b1r tUilde mey .. 
cuttur : L Din lk1 komf11111D1lD •JIU .memleket owial (teJd. l50a) 
mtlmklln olduln glbl, b6yle lid kom1Dllaa (let. l50b dekl Lt 
L,. glbi) bqtra bir yerde ortak blr 1bam mnout olablllr. Fatal; 
her lid halcle de L aln m818l1 L1 ve La If bl Dyle lid k9m1U11 
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bulunabilir kl, ne birblrinln ayn1 olsun, ne de ortak bir sinm 

~ck. 50a §ek. 50b 

haiz olaunlar. QOnkll, aka! takdlrde bunlar birinci halde (§ek. 60a) 
l nin L, Ile, ikincl halde (~ek. 50b) de L nin L, ve L. lle te1-
kll etti!ll kapah zinciri ikiye ay1rmak mecburlyelinde kahrlard1. 
§u halde L her haln kArda birbiriyle hi<;blr yerde irtibah bulnn
mayan l 1 ve L2 (~ek. 51) gibl iki kom9uyu halzdir. §imdi l nln 

§ck. 51 

Myle iki kom1u ile te1kll ettl#l her iki a1n1r1 ortadan kaldua
hm. Bu auretle /- 2, yani f den daha az say1da, memleket ih
tiva eden bir harita elde etml1 oluruz. Bu harltay1 5 renkle bo
yayablllraek, L + l 1 + L, meaelil blr a rengine, L,, b renglne, 
L., c rengine, L, te d rengine boyanm11 olur kl, hepai 4 renk 
eder. ~lmdi s101rlar1 tekrar teals ederek ba1langu~ durumnna don-
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dUjtUmtlzde, ba1lang1c harlta11n1 5 renkle boyam11 olmak icin L 

yi geri kalan 5. e rengine boyamak kAfidir. 

Her haritada ya bir lkl kOfell, yahut bir Uc k01ell, yahut 
bir dOrt kOteli, yahut bir befJ k011ell memleket bulunma11 IAz1m 
geldijtlnden, yukar1da anlahlanlarla f memleketli bir harltayi 

daha az memleketll bir harilaya lrca etme l!Jl tamarolanm11J bu
lunmakta olup, bu llJ bize IJODU da Ojtretmlf olmaktadir: her ha
ritada Oyle uygun blr veya ikl srn1r ortadan kaldmlablllr ki, 
yen! elde edilen harlta 5 renkle bovanablldijti takdirde, bundan 
e!!kl harltanm da bir 5 renkle boyan11rn1 elde e<lebiliriz. Bu irca 

itlni yeni baritada en cok 5 memleket kahncaya kadar tekrarla
yahm. 5 veya daba az say1da memleket ihliva eden blr harlta 

ise, tabiatiyle 5 renkle boyanabilir. $u halde irca i11inde ondan 
Once gelen blltQn harltalar ve neticede ba1lang1cta verilmif olan 
barita da 5 renkle boyanabilir. 

S. Sonsoz. Bir harltamn, !Jlmdiye kadar farzetti~lmiz gibi, 
dtlz bir kAjt1t Qzerine cizilmi11 olarak dUtUnillmesiyle bir kllre 
tlzerine cizllmlf olarak dUtllntllmesi aras1nda blr fark yoktur. 

lkinci halde en d111taki memleket (veya ekeeriya eOylemif oldu
jtumuz gibi, karalari cevreleyen okyanus) kUreain geri kalan k1s
m1m kaplar. Ancak bu memleket he11aba kat1lmad1jt1 takdirde 
dilzlemden kUreye gecit bir tutar11zhk dojtururdu. Yukar1da yap· 
m11 oldujtumuz muhakemenln kllre Qzerlnde de aynen cari kala

cajt1 bu muhakemenln tabiatmdan anla11hr. QttnkU bu Dfnhake
me esoa11oda dojtru parcalar1 \'eya ac1Iarrn e1itll(tine dair kUre

nin eltri olan yUzllnde deiti1Jtirilmesi leap eden teoremlerden hic
biri kullan1lmam11 olup, sadece ejtrilerin kar11hkh durumlar1na 

dair umumi mUIAbazalar kullanllm1ehr kl, bunlar da kilre Qze
rinde otomatlk olarak earl kalmakta devam ederler. 

Fakat Saturn balkas1 llzerine blr harlta clzmek iste:Jijtimiz 

zaman - tabii burada Saturn halkas1 hakikatte oldujtu gibi cok 
sayrda ufak kitlelerden meydana gelmit olarak dejtil de, tek bir 
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katt clslm olarak lasavvur edllmektedlr -11 ba1kala1tr. Burada 
Uyle blr harlta tasavvur etmek mClmkQndllr kl, 7 memleketten 
te1ekkUI etsln ve bu 7 memleketln herblrl dljter 6 memleketle 
ortak bir stnm halz olann, ve 1u halde boyanabllmesl lc;ln tam 
1 renge ihUyac; bulunsun. Bir model olmadan bu harltay1 gOzo. 
nilnde kolayca canlandirmak mQmkCln olmad1jt1ndan burada sade
ce nctlceyi vermekle yetlniyoruz. Bu baklkat kar11S1nda, 5 ren
gin kAU gelecejtlne dalr yukar1kl lspatimmn burada neden dola
y1 hllkmllnll kaybettljtlnl sormam1z 1Az1md1r. Nas1l oluyor da 
kilreye gec;erken earl kalan mQIAbazalar burada arllk earl olmu. 
yorlar? 

Yukar1kl mll!Ahazalar1n hllkmllntl kaybettijtl her lkl yerl 
kolayca gOstermek mllmkQndQr. Bunlardan blrl Euler teoremlnln 
lspat1nm sonuoda olup, §ek. 45 yard1m1yla P den Q ye glden 
her ikl yolun arasmda kalan tarlalara d1prdan hlc;blr eurette 

suyun glremlyecejti netlcesinln c;1kar1ll110dadir. Dljteri, 8888 le· 
patm dOrl ve be1 kG11ell hallerlode §ek. 49, 50a ve 50b dekl dn
rumda L, ve L, iln hlc;blr surette blrbirlyle lrtlbatl1 olam1yacajt1, 
c;Qnkll aksl takdlrde bunlarm l, veya l, ve l, ten tepkkCll 
eden halkay1 kesmelerl leap edecejtl buau9undad1r. Her lkl yer· 
de de aym 11ey babls kon~sndur: kapah blr ejtrlnln bir taraf1n
dan dlter tarafma bu ejtriyl kesmeden gec;mek mQmkQn dejtlldlr 
(§ek. 52). Dllzlem ve kQre flzerinde dojtru olan bu keyfiyet lae, 

0 
A 

§ek. 52 §ek. 58 

Satflrn balkaa1 veya 
1

matemaUkc;ilerln dedlll glbl halka ytlzeyl 
flzerinde dojtrulujtunu kaybeder. SatQrn halkas1 (§ek. 58) tlzerln· 
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de ve halkanm d11 laraf1oda kapah devre 11eklinde bir irma~m 

aktilt101 tasavvur edelim vc bu ll'ma~10 bir sahilindeki bir A 
noktas10dnn kar~t sahildeki bir B noktas1na mnaj:t1 gccmeden 

gitmek isteyelim. Dilzlem ve kiire hallerinde mUmktin ollnayan 

bu i, burada pek alil mUmkilndUr. Bunuu ii;io A dan iUbaren C 

tlzerinden hnlkan1n icine dogru. yilrilmek ve balkay1 D ye kadar 
ii;erden dolni.;llktan sonra D llzerinden B ye gelmek kllfidir. 

Bu durum, matematikte sezgi ile bareket ederken ne kadar 

ihliyath olmak Jiiz1m geldijtine ve sezginln bizi ne kadar kolayca 

maohki muhakemc zincirinde bir tak1m atlamalara sevkedebl· 

lecei?ine dair tipik blr 6rnektir. ~imdi anhyoruz ki, ~ek. 45 in 

ilham etli~i muhakeme ne kadar aezgiye dayan1rsa dayanam, ae

hnda mautJk bak1mmdan ancak diizlcm ve kllreye has 6zelikler

dcn cikarJ!abilir ve halka yUzeyi i9in hllk!lmeilz olur. 

Dilzlcm ve kUrenin bu bak1mdan yakmdan tahlili He bun

lar Uzerinde yilrUtlllen muhakemenin teferruat1na burada giritimi

yeceA'iz - cUokil bu iv basil deA'Udir - fakat eadece halka yU

zeyi 'iizerinde Euler teoremi yerine 

e+f=k 

evitli~inln geldijtini ve bev renk teoremimizin yukar1ki iepatJn1 

balka yllzeyine naklederek bu yilzey llzerindeki her haritanm 

7 renkle boyanabllece~inin !spat edilebileceltinl bildirellm. Bu 

euretle daha kar1111k gibi gi>rUnen balka yiizeyi llzeriodekl bUtiln 

haritalano boyaomaei icin JAz1m geleo en kilc;Uk reok sayl8l 

probleminin kat'i olarak c,;6zlUmUt olma1:11, fakat daha baelt olan 

dllzlem ve kUre hallerinde problemio ac;1k kalmas1 (5 yerloe 4 

reogin her zamao kAfi gellp gelmedi~i hentiz biliomemektedir) 

IUY8DJ dikkattir. 
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12b. Diizgiln <;okyilt:Hiler 

Euler teoremlnln bambaoka clnsten dilter bir !lnemli uygu

lamasm1 da dUzgiln c;okyilzllllerin varhk problemini araoltrirken 

yapacag'IZ. <:okyilzlll ad1 altmda her taraft dllzlem parc;alar1 Ile 

smirlanm\o bir clelm anhy11cajt1z. ~onzglln• bir c;okyiizlll ise, 

Oklid'in tarillne gUre, kcndlsini emnlayao dllzlem parc;alarmm 

hepsi de blrbirlne etit olao ecdilzglln» QOkgenlerden (Myle bir 

c;okgenin bUtUn keuarlar1 ve bUtlln ac;tlar1 birbirine eoittir) iba-

ret bir c;okyllzliid llr. 

Yukartdakinden daha umumi bir larifi esae olarak ahrsak, 

hem problem daha geni11lemit olur, hem de cevab1 daha tatmin 

edici blr oekil ahr. l:Uzim lc;io burada ecdUzg!in» bir c;okytlzlU, 

kendisini emulayau dilzlem parc;alar1010 hepsinin ayn1 say1da 

k!lfiieyi haiz oldu~u ve kendlsinin her k!loesiode ayn1 say1da dilz

lem parc;as101n bitittl~l bir c;okyUzlU oleun. QokyilzlilyU s101rlan

duan dilzlem parc;ac1klario10, yanl c;okyUzlilnlln yllzlerinin, ac;1 

<Hc;illerl, kenar uzunluklar1 ve alanlari v . s. gibi !llc;lllerinin bu

rada artik hic;bir rolll yoktur, 1Imdi bizim ic;ln !lnemli ohlo ke

nar, k!loe ve yUzlerln say1larid1r. 

~imdi c;okyilzlilmUzUn yllzlerlni teokil eden QOkgenlerin hep 

'1'-k01jeli (meselA hep Ur,;gen veya hep yedigen gibi) oldojtunu, 

Yani r,;okyilzlilyil emirlayao her dUzlem parc;asmm <f tane kOoesi 

bulundujtunu farzedelhn. Bundan baoka r,;okyllzlllniln herblr kO

oeainde s tane dilzlem parc;as1 bitltain. Kenarlar1 dotru parc;alar1 

olan her ~okgen en n1a!i1 3 kOoeli oldujtundan 

(1) 

c;okytlzlUniln her k!loeelnde de en a~ag1 Ile; tane dllzlem parc;as1-

ntn bitlumeel 11\ztm gelditioden 

(2) 
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tllr. \okyuzlQnlln kU1e, yllz ve kenar say1lar1n1 siras1yla e, f 
ve k Ile g1lsterecejtlz. 

~imdi <;Okyllz1Qyl1 lei bo1 ve kendlslnl s1n1rlayan dllzlem 
par1;alar1 elilBtiki bir maddeden yap1lm11 bir cisim olarak dilell
nelim ve sonra bu cismln gergin blr kilre hallne gellnceye kadar 

1i1irilmi1 oldujtunu tasavvur edelim. Ba1Iaog1<;ta dilzlem par<;ala
ri olan yllzler soora kl1re yllzllnl1n par<;alar1, evvelce doitru par· 
<;alar1 olan kenarlar sonra kl1re 11zerlne 1:lzllmi1 eltrl par<;alar1 
olurlar ve Mylellkle, kllreyl dilnyanm blr nllmunesl olarak ta

savYur edersek, bu kttre ilzerinde blr harita meydana gelml1 o
lur. Bu haritadakl memleketlerin say1S1 tam i;okyllzlllnllo f yttz 
say1ema sm1rlarin say1s1 tam <;okyllzUlnlln k keoar say1ema, kO· 

1elerln say1s1 tam cokyllzlllnfln e k01e say1S1na eeittir. Bo harl
tadakl / tane memleketin hepsi de nyn1 rp ku1c ve kenar saym· 

n1 halzdir; 1u halde evvelce kullan1lm11 olan /,, /,, . .. sayilarm
dan yaln1z blr tanesi s1hrdan farkh olur ve netlcede bu" say• 

ylizlerln / say1sma e1it olur. Haritanin her kU1esinde de e tane 
memleket biti1lr. ~ek. 40b, 41, 42 bu tip Ozel harltalara Ornek
ler teekll ederler. Onlarda s1ras1yla 

'" = 3, 6 = 3; 'P = 4, f = 3; rp = 5, I! = 3 
tllr. 

Yukar1ki 1l1lrme ielemlnden kazanc1m1z a1•it1ki Euler Teore
mi oldu: 

(3) 

teoremi aarlece bir haritanrn ko1e, memleket '1e 11n1rlar1 i~in clo/ru 

olmakla kalmaz., agnr z.amanda bir fokgiiz.lihaiin ko1e, giiz. "' 

kenarlar1 i~in de clo/radur. 

HattA tarihl bak1mdan, teoremln as1l bu lkloei 1ekll Euler' In 

buldujtu 1ekildlr. Bundan dolay1 teoreme umumiyetle •{:okyllzlO· 
lere dair Euler teoreml• ad1 \"erlllr. (3) formlllllndeo konumuza 

ait hayati Onemde neticeler i;1karacajt1z. 
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7. Yukar1ki anlamda dQzgl1n olan blr cok yl1zlt1nl1n her yl1-
zQ 'P kOte ve '1 kenar1 haizdir; cokyQzl11 bu auretle f lane yll:I, 
I 'P tane kenar lhtlva eder; fakat buradakl her kenar lki defa aa
y1lm11hr, cUnkQ her kenar ilci tane yQzQ blrblrinden aymr. 
Rundan dolay1 

(4) frp=2lc dir. 

Ayn1 oekllde her kOtede II yQz ve 6 kenar bitltlr. Su halde 
hepsl b'rdeo e t kenar vard1r; fakat her kenak1n ild lane uc; 
nolrtas1 bulundufundan, burada da her keaar 111:1 defa aay1lm11-
t1r. Su balde 

(5) e11=21c d1r. 

Slmdi (8) ten evvelA 

e+f-k=2 

elde edllerek, her ikl taraf 2 , lle carp1hraa : 

2.1+2/11-2k11=4• 

bulunur. Hurada (4) dolay111yle 2 le yerlne / 'f, ve (4) ve (5) e 

gOre / 'f =et oldufundao, et yerine de gene / '1 koyahm. Netl
cede 

yahut 

(6) 

elde edlllr. f ve 4 11 pozltlf aay1lar olduklar1ndan, ayn1 teY pa

rantez lc;lndekJ Jfade IQID de dofrudor : 

(7a) 

(1) ve (2), 'I' ve e IQID blrer alt 11n1r verlyordu; 1tmdi (7a) dan 
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ayn1 feyler i<;in fist s101rlar elde etme(te c;ah11ahm. EvvelA (7a) 

yerine 

(7b) 

da yazabiliriz, ki bu sonuucu ifade bir evvelkinln sadece I11areti 

degi~tirilmek suretlyle elde edilmi11tlr. (7b) nin sol tarafllll 

(8) ( <p - 2 ) (s - 2 ) = </' e - 2 <p - 2 t + 4 

ile kar111la11tirll'sak, aradaki fark10 sadece 4 ilave edilmi11 olma

Bllldan ibaret bulundu(tunu gOrilrilz. Su balde (7b) nin her iki 

taraf1oa 4 illl.ve ederek bulunao 

rpt-2.,,-2e+4<4 

e~itsizlijtinin sol tarah (8) in ayo1 olur ve oeticede 

(9) ( rp - 2) (t - 2) < 4 

el de edilir. 

Burada soldaki «1· - 2) ve (s - 2) c;arpaolar1, (1) ve (2) do

lay1siyle en az 1 e e11lt olmak zorundad1rlar. Su halde ('I' - 2) 

ve ( s ~ 2) c;arpanlar1010 ta bi olduklar1 tahdidl artik biliyoruz: 

bunlar, c;arp1mlar1 4 ten kl1<;11k olmae1 laz1m gelen pozltif tam 

sayliardir. 

i;iimdi bu <>zelli(ti haiz biltiln c;arp1mlar1 derhal eay1p dOke

billriz. Bu c;arp1mlar aoikAr olarak 

(10) 1 . 1, 1 . 2, 2 . 1, 1 . 3, 3 . 1 

den ibaret olup, be11 tanedir. lki pozilif tam say1010 gerl kalao 

bi.itllo c;arp1mlar1 en a11s(t1 4 e e11ittir. Simdi ilci pozitif tam aag1· 

nm 4: ten lciii;iilc •adece be1 tane i;arprmmzn mevcut olma•1 lcegfige• 

tinden, •adece be1 tane diizgiin i;okgiizliiniin me<1cut olabileceli 

neticesini i;rlcarabiliriz. 
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8. (10) da eayrhp dOktUmllt olao ~rp1mlarda blrlncl ~P•· 
81 (rp - 2), lklocl1loi (e - 2) olarak alahm. BOylece " ve s uo 
keodilerl lc;io apftkl bet defer c;iftl elde edlllr : 

'I' t 

8 3 
8 4 
4 3 
s 5 

5 8 

'I' ve 11 uo mloalar101 habrlaraak, 11rf Boler teoremlodeo elde 
edllmlt olao bo cetveldeo 1u oetlceyl c;1karablllriz: eter dllsgllo 
ook yflzlOler mevcutsa, buolar10 yQzlerl aocak llc;gen, dlSrtgen 

veya be11eolerden te1ekkQl edeblllr ve kOtelerlnde de ancat Ile;, 
dlSrt veya eo c;ok bet taoe yQz bltlteblllr. ~lmdl (6) dan bundan 
Oteye olarak 

elde edlllr kl, buoun yerlne, (8) dolay111yla, daha elverltll olan 

(11) 
I= 4 - (q; - 2> \« - 2) 

formQJQnll yazablllrlz. (4) ten (11) arac1ht1 lie 

02) Jc-'"- 2•'f -2-4- (<,. - 2) (•-2) t 

ve (5) ve (12) ye gore 

(18) 2k 4<p 
•=1= 4-(9'- 2) \•-2) 

elde ederlz. 
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(11), (12) ve (18) formtlJlerl ,,, • Ila yubr1kl bet cleler tu~ 
tine /, i, • l~n qaltkl eedvelde verllea tamamea beUrll deler· 
lerl tekablll ettlrlr : 

,, • I ' • 
8 8 ' 8 ' DOrtytlsltl 

I ' 8 12 8 SetlsJtsltl 

' I 8 12 8 Albflsltl 

8 I tO 80 tt Ylraalfbltl 

I 8 ta 80 20 ODlklJlaltl 

$• Wtl• acioi N, ,.... ..... foi .w4 ~ •l•Hulr. 
Balllara BfJlta (Plata) aa .....,_ cdelmJMt cleidr ft herblrl, 
cedvelde 1ortllcltp flbl. ,ybledaln .. , .. U. adlucbrlhr ... 

t . Ba eedvel bqb btr PJDI diktat OleUil de Jaalslllr t 

tier " ' • lie dellt tobf edlllne, JlnalJbl• cmlld,a.ltl19, ... 
kflyblll altlJtlsltlye, cllrtfblt 1118 blldl ........ M dlDtlftlr• 

aa eaaada k •btt kabr, labt • ve I aialuulda dellftrler. 
Fabt ba byftyet daha &neekl fonalllerdea het11B1blllrOI. BY. 
veil, ha1atl lhlemi Ula (1), (2) ve (0) formtlllerl f' "8 • • IOte 
llmetrlll: olap, 'I ve • ualanacla dellftlHldlll ~' lfe ,_.. 
JU Jaer " ' • tlftl pae bOJle btr tlfte clOalfb.. Budu ~ 
(12) formtllt, i Diil ,, ve • du llaetrlk btr ~ elde edUdlllnl, 
(11) ve (18) te '1 ve • aa ualatmda dell~ • ft / abi 
aralannda clellflllell ~ dolud ... • ....-. 

BoJle btr •••-.bet ...,..trlk oJuU .. ....... .... 
aormet Iola blr ~·•tln ... Jlldn" btr lo aotta11 
blr oHJClaltlallD kate aoktul elarak ...,.-. ~ ookJ 
Dia her baql lti koJftfO fldadtkt lk1 ,... ~ ....... W. 
rer dotna puvui De b1rJ1tt1r-* .. fldlr. Ba taMbde, .-i1m11a 
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her yllzU llzeriode yeni cokyllzlllottn tam blr k!!te noktae1 bu
lunur. Her eeki kenarla tam bir tane yeni kenar bir tapraz te1kil 
eder ve her eski k!l§e tam blr tane yenl ytlz Ile c;evlilir. i,u halde 
her iki c;okyttzll1de k say1lar1 birblrlnin ayo1, fakat e ve f 1a
y1Iar1 araJar1nda deJtitmiftlr. 

10. Bununla beraber, daha blr hususun lyice bellrtllmeal 
lAzund1r: buraya kadarkl mOJA.hazalar1m1z eadece, en ~olc bet la
ne dllzgnn cokyllzlttnlln me,·cut olabilecejtlnl g!!etermektedlr, 

Cflnkll ancak cedvelimizde bulunao t, /, Jc say1lar1, yOzJerl eolt 
Bay1da k11,eyl haiz ve ko,eJerlnde de e1lt say1da yOzlerln bitlotl
tl cokytlzllllerln k6oe, yUz ve kenar saydar1 olablllrler. 

eu halde cedvelde zikredllenlerdeo batka hie blr dOzgQn 
c;okyUzlll mevcut olamaz. Fakat cedveldekl bu c;okyUzlUlerln 
hakfkatte mevcut olduklar1, yani fillen Inoa edebileceklerinl olm

diye kadar lepat etmlo de~lllz. Haklkaten, oimdlye kadar nazar1 
ltlbara almam10 oldu~umuz baz1 sebeplerden dllzgOn cokyllzlO

lerln ba1ka baz1 oartlara daha tA.bi olduklar1 ve buadan dolaya 
cedvelde aayahp d!!kUlen tlplerdeo bazilar1n10 gerc;ekle1emiyece
tl taeavvur olunablllr. K1saca, timdlye kadar dOzgllo cok yQz. 
l!Uer lcln sadece zere/c 1artlar1 m1lnaka1a etml1 bulunuyoruz. Y.
ter oartlar1 henQz ele alamad1k. 

1 
Daba dot?rueu, tlmdlye kadarkl m11Jilbazalar1m1z c;okytlz

tllerden ziyade, daha umumt oJan, kUre Qzerlndekl «dllzgttn• 
barJtalara dair ldi. Bu baritalarm dllzlem parc;alara lie emarh 

c;okyQzlOlerln iltirilmeal auretlyle elde edlldiklerl hnanau lee, ken· 
dllerloe bakar bakmaz hemen habra gelmez. Yukardakl cedvelde 
ZllrredUen be1 tane i;okyttzlll tlplne tekablll eden haritalarr fee 

lhndJ flllen c;izebiliriz. ~ek. 40b, O ve 42 dekl haritalar zaten 

:iraatyle dUzgUn dOrtyllzlO, alt1yQzlll ve oniklyilzlll gOatermekte-
lrler. Gerlye kalan dOzgiln aekizyOzlQ ve ylrmlyOzlQ tfplerl 

~k. 54 ve 55 te gOsterllmiftlr. . 
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~u halde 9okyllzltllerln llbl tutulduklann1 tuavvur etuli
mlz deformaayoolara bir kenara b1rak1r .. k, dt1zglln 9okyllzlt1ler 

l9ln yukarada elde edilen prllar ayna zamanda yeter 1arllardar. 

Buraya kadar lapat etmedlltmlz blr hueo1 geriye kabyor: 

Yukar1kl dt1zglln ~kyt1zltllerln daha dar olan Oklld man•· 
11nda da dt1zgtln olaeak 1ekllde, yanl hepsl blrblrine etlt olan 

dllzglln dt1zlem oot1en teldlndeki yt1zlerden, lnta edilebilecet-

~k. 55 

lerl. BOyle bir l1pat l9ln bambatka tllrlll bilailele ihtlyao vardar. 
Qllnkt1 yokaraki mllllhualar1m1z .. dece deforma1yonlar netlce-



JS. Pllagor 11y1lar1 ve Fermat problemlne blr balue 119 

Blade delllfmeyen Uzelikleri kapsamakta olup, eoitlik bunlara da
hil defildir. Ancak, lcinde dojtru parcalari ve act eoitllklerinln 
hayati blr rol oynad1f1, Metrilc Gt'ometri biz! burada hedefimlze 
gotnrebllir. Yukar1da say1p dokmno oldufumuz beo dDzgQn cok
yUzlUniln metrfk geometri manae1nda da dQzglln oldukfarm1n 
fspah burada anlahlmayacaktJr. Bu ispatlar daha Kldsik Eski 
Qaflarda verilmif oJup, Efliltun (Platoo) uo talebesi Tbclitet'e 
atfedilmektedirler. Onlar1 Oklld'in •Elemanlar• 1010 sonunda, 
XIII. kitapta bulmak mOmkQndilr. 

13. Pitagor Say1lar1 ve Fermat 
Problemlne blr bakit 

1. Meohur Pitagor teoremine gore, blr dlk ftcgenlo hipote

nflsU kenar olmak nzere clzilen karenln alan1, dik flc:genln dl
jter lki kenar1 Uzerindeki karelerin alanlan toplamma eolttlr. 
Buna karo1t olarak, eger nc dojtru parc;as1 aras1nda, birlnln Qze
rlne <;izilen karenln alan1 dijter lkisl Qzerlndekl karelerin alanla

ri toplam1na etlt olacak surette blr mftnasebet varsa, bu dofru 
P•rc;alar1ndan teokil edllecek flcgen dalma blr dlk ftc;gendlr. Dof
ru Parc:alar1 yerine onlarm a, b, c uznnluklar1n1 ithal edersek, 
Onlar1n Qzerlerfne c;iziJen karelerln alanlar1 a' , b', c• olur ve bu 
takdirde a' + b' = c' mnnaecbetf a, b, c nln bir dik nc:genln ke

narlar1 oldufunu lfade eder. 

Daha ev\·el (BoJQm 4), etkenar blr dlk llc:genin kenar1 Ile 
hlpotenflsUnUn ortak olc;flsUz 0Jduklar101 gormnotnk. Bunun ne

tlcesl olarak, 2a' = c' denkleml hie; bir zaman a ve c ye gore 

tam saytlarla cOzQJemez. Fakat acaba eokeaar olmayan d1kdort
genJer arae1nda kenarlar1 ortak Olc;QIQ olanlar mevcut mudur? 

Yahut baoka deylmle, 

(1) a' + b2 = c' 
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denklemioi cozen Uc; tam aay1 var m1d1r ·? Baalt ve bemen her
kee taraf1ndao bilinen 

32 + 4' = 5' ya but 9 + 16 = 25 

Orne itl goeteriyor kl, bu eorunun cevab1 mQepettlr. Acaba bu 

tttrU1 daha ba1ka eay1lar da, yaoi (1) lo ba1ka tam eay1h c;O
zQmlerl de mevcut mudur? Elter mevcutea bu eay1lar nelerdir '? 

Bo bOIQmde bu sorular1 tamamen cevaplandiraca1t1z. 

2. (1) In tam 1ay1ll bir a, b, e c;OzQmUnQ blllrsek, boolar1 
ayo1 blr 1ay1 ile c;arparak, (1) in kolayca yeol bir ctoz11mUoU bo
loruz. MeaelA yukanda baheedllen 3, 4, 5 c;OzQmQnden derhal 

6, 8, 10 yeni c;OzUmll elde edlllr, hakikaten 

6' + 8' =10' 

dlr; umuml olarak n berhaogl bir tam eay1 oldutuna gore, 3n, 

4n, 5n de bir -;Oz1lmdQr. Ayo1 9ekilde, bilioen blr a, b, c -;ozn
mQoden hemen dljter bir an, bn, en c;OzUmQ elde edillr, cUoktl 

a'+ b' = e' den a' n' + b' n' = e' n2, ya but (an)'+ (bn)' =(en)' 

c;1kar. Bu euretle elde cdllen yen! c;OzUmler Adeta a1ikAr olduk
larindan pek fazla blr allkaya IAy1k dejtlldirler. Biz a11l, daha 

bBBltlerlndeo tek bir say1 Ile c;arpmak euretlyle elde edilmeei 
mUmkQo olmayan •esae c;OzQmler• He alAkadar olacaitJz. Bona 
gore blr eeas c;OzQm, a, b, c nlo trivial olmayan hie; bir ortak 
c;arpao1 bulunmamaa1 lie karakterlze edillr. Buna blr Ornek s, 
•, 5 tlr. 

a, b, e oin blr esae c;OzQm olabllmeai lc;ln, a, b, c nin her
bangi lki1lnln bile trivial olmayan hie bir ortak c;arpan1 bulun

mamahd1r. Yaoi, c;ok kullantlan ba1ka blr deylmle a, b, c •lki-
1er ikl1er aralar mda aaal• olmabdir. Zlra, meaelll a ve b nln trl

val olmayan bir t ortak Mlenl mevcut olaa ldl, t Din her Mlenl 
Myle blr ortak bOlen olurdu. t bir P aeal say1a1 Ue MlQnmek 
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mecburiyetlnde oldu~undan (t, bazen p ye etlt de olablllr), a ve 
b nln p ortak aaal bOlenlnJ balz oldutunu farzedebllirlz. lju hal
a = p ·a., b=p·b1 olurdu ve a'+b'=c' den p' (a1'+ 61')=c' 
elde edlllrdl. Bu denklem lae p' nln c' yl 1>9lmeal leap etutlnl 
gOsterlr. Buradan p nin c yl de bOldQAQ netlceal c;tkardt, c;QnkQ 

c' dekl lid etlt c ~arpani p Ile bOIQnemedltl takdlrde, blr ~rp1-
m1n blr aaal aay1 lie bOltlnebilmeslne dalr olan e1a1 teoreme go. 
re c' de p Ile bOJQnemezdl. Btltlln bunlara gore p, aadece a ve 6 
nln blr ortak bOleol detll, a, b, c nln de blr ortak bOlenl olor
du. T1pk1 buna benzer tekllde, a ve c nln yabut b ve c nln blr 

ortak asal bolenlnln her tlc; aay1nm da blr ortak bOlenl oldutu 

anlatilir. 
I 

3. Su balde arbk (1) lo, yaln1z a, b, c nln lklter lk19er 
aralarinda aaal bulundutu c;Ozllmlerlnl ayll'acat11. Osellikle bu 

sayllar10 hlc;blr zaman lkl tanesl ~ift olamaz. Su halde bunlar1n 
en c;ok blr taneal c;lfttir. Dlter taraftan, bu aaytlar1n Qc;Q blrden 
de tek olamaz. <;ankll bir a = 2 l + 1 tek aay1a101n kareal olan 

a• = 4 l' + 4 l + 1 = 4 (I' + I) + 1 de tekilr ; a ve 6 tell: laeler, 
a' ve 6' de tek olup, netlcede a'+ 6' c;Ht olur kl, bu da c nln 

tek olmas1 hallnde mllmklln detlldir. 

BOyleUlde geriye, a, b, c aay11ar1ndan ikiainin telc, birlntn 

~ift olmas1 kabyor. Bundan Oteye, c nin Je telc olmut llaun 
geldltl de !spat edllebilJr. Zlra c c;lft olaa, yanl 2 Ile bOIQneblJae, 
c', 4 ile bOlttnebUlr. c nln c;ift olmaa1 ballnde lse, gerl kalan 

lkl aayt tek olacaklar1ndan, mesell 

a=2l+t,6=2m+t, 

ve bOylellkle 

a 1+ b'={4.l'+ 4l + t >+( 4m '+-'m+ 1)=4 (l'+l+m '+m)+2 

olur. Bu takdlrde a' + 6', her ne kadar c;lft olaa da, ' lie 2 ka
lanint b1rakbjt1ndan, 4 Ue bOlllnebllen c' ye e9lt olamaz. 
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~u halde, e1a1 90z11mler l9in arta kalan yeglne imkAn, c 
nln tek ve a lie b den blrlnln tek, Oteklnln 9ift olma11dir. Bu 
eon lkl aay1dan, lcabederae adlar1n1 aralar1nda deltlttlrmek au
retlyle, tek olan101 a, 9ift olan101 b lie goaterecejtlz. Buna gore 

yukar1kl Orneltlmlzde a= S, b = 4, c =I> olur. 

4. (1) denklemlnl ou oekllde de ele alablllrlz: 

(2) b' = c' - a'= (c + a) (c - a) 

Burada (c + a) ve (c - a), lkl tek aay1n1n toplam ve fark1 olarak, 
9lft olup, 2 ortak c;arpa01n1 halzdlr. Bunlar1n batka hl9bir or-

e+ a c-a 
tak c;arpam olamaz, yahut daha dotruau ~ ve 

2
- arala-

r1nda aaal olmak zorundad1r. Zira her lklal blrden t Ile bOIQne

bilee ldl, yani meaelA 

c+a_t•f c-a 
2 - ' 2 =t·g 

olaa ldl, bunlar1 taraf tarafa toplay1p 91kararak 

c = t (/ + g), a= t (f-g) 

elde edlllrdl kl, bu da t nin a ve c yl MldOlllnQ ifade ederdl. 
Halbukl farazlyeye gore c ve a aralar1nda aeald1r. b, c +a, c - a 

~lft olduklar1ndan, (2) etltlljtl tam aaydarla 90yie de yaz1labillr : 

(8) ( b )'= o+a .~. 
2 ~ 2 

Bu eoltllk va11ta11yle ( { - )' kareainl aralar1nda aaal olan ct a 
c-a 

ve - 2- c;arpanlarana ayirm11 olduk. Buradan, blltlln mlllAha-

c +a c-a 
zalar1m1z1n eaa11 olacak olan, - 2- ve ~ nln kendllerl-

nln de blrer kare oldaklara neticeainl 91karablllrlz. Haklkaten 
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b/2 nln aeal carpanlara aynh11 p, q, r, . . . farkh aaal aay1lnr ol
mak Uzere 

lee, 

( : )' = pta q'fS ,1y ••• 

Olur. c + a c - a 
2 

ve 
2 

nln lkisl blr arada, 9&rp1mlar1 olan 

( : ) • nln bUtUn Hal carpanlanna lhtlva ederler. Dlter taraftan 

meselA p gibi blr aaal carpan ya yaln1z c ~a veya yaln1z c -; a 

c+a c-a 
de buluoabillr, cnnkn -

2
- ve -

2
- aralar1nda au.I ldl. Ne-

( 
b )' c +a c-a tlcede 
2 

nin aeal carpanlar~ -
2
- lie -2 · ye Oyle da-

t1hrlar kJ, her pta, q'fS, r'Y, . .• asal 1ay1 kavvetl bQUln olarak 
c+a c-a c+a c-a 

ya 
2 

, yahnt -
2
- ye glrsin. Bu 1uretle - 2- ve 

2 
nln, kendi asal 9&rpanlarmm herblrlnl clft kuvvette ibtlva ettlk
lerf, yaol neticede kendilerlnln de hirer kare oldaklar1 te1plt 

edilml1 oldu. 

(4a) 

(4b) 

5. ~u halde 

c+a , 
-2-=a, 

\:-a -- -.,' 2 - ' 

vu'edilebiliriz. Barada u' ve "' aralannda asal olduklar1ndan, a 

ve " de ayn1 Ozelljtl halzdlr. (4b) den 

(5) b = 2 UCI, 

ve (4a) denklemlerlnden de taraf tarafa toplama ve 91karma 1u

retlyle 
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(6) c = u2 + '11
2

1 a= u' - '11
2 

elde edilir. c ve a tek olmak zorunda bulunduklar1ndan, u2 ve 
'11

2 eayilar1ndan ve neticede a ve 'II eayllar1ndan biri tek, dlj;teri 
c;ilt olmahdtr. (Qflokil ber lkisi de ayn1 cinsten olsayd1, u2 ve '112 

nlo hem toplam1, her de fark1 c;ift olurdu. Bu fee c ve a arala

rinda asal olduklariodan m1lmkfln dej;tlldir.) Bundan eonra, blri 
c;ift, otekj tek olan ikl say1ya k1saca «farkh clnsten» diyecej;tiz. 

BOylece, (1) i gerc;ekleyen ve aralarmda aeal olan a, b, c 

say1lar1mn, aralar1nda asal ve farklr cinaten iki a, 'II say1s1 yar
d1m1 ile (6) ve (6) form111Jerinde verllen 1ekilde gOsterllebilece

j;tini Otrenmi1 olduk. Eski a= 8, b = 4, c = 5 Ornej;tlmizde a1lkllr 
olarak 

u' = 5 + 8 = 41 '112 = 5 - 3 = 1 
2 2 

olup, haklkaten 

b=4=2 · 2 · 1=2u'll 
dir. 

6. Buraya kadar bir a, b, c esas c;OzllmflnQ bllinlyor farz 
ettik ve bu c;Ozflme tekabQl eden a, 'II sayllar1n1 tayln ettik. 

~lmdi kar11t olarak a> 'II 1arbna uyan, farkh clnsten, her ara
Jar1nda asal a, 'II say1 c;lftlnden (5) ve (6) formQlleri vaa1t881yla 

(1) in bir esas C(Ozll.mQ elde edflebllecetlnl gOsterirsek, bfltfln 
esas c;Ozllmleri sistematik olarak ellmize gec;lrmle olurnz. Haklka
ten, her iki taraf1 heeaplamak suretiyle derhal gOrQlecetl Qzere, 

(a' - '11
2

)
2 + (2 a '11)

2 = (u' + '11') 2 

dir. ~u balde (5) ve (6) ile verllen btttQn a, b, c sayJ!ari hakl

katen (1) denklemlni gerc;eklerler. a ve 'II farkh clnsten oldukla
r1, yani her ikisi de tek veya her iklsi de c;lft olmadtklari lc;ln, 
(6) ya gOre a ve c tek olnrlar ve neticede a, b, c, 2 ortak bole-
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nini halz olamazlar. o, b, c, 1 den b!lyllk bir tek aay1y1 da or
tak bOJen olarak kabul edemez, zlra bu takdil'de p gibi bir tek 

asal eay1y1 (1) da ortak Mien olarak kabul ederdi ki, 

c=pc1 , o=pa1 

vaz'edilerek (4a) dan 

2 a'= c +a= p (c1 +a,~ 

2 "' = c - a= p (c1 - a,), 

yanl 2 a' ve 2 "' nln de p Ile bOIQneblleceAI oeticeei elde edUir

dl. Bu da, p, 2 den farkh olduAundan, a~ ve "' oin p ortak bO
Jenlni haiz ·olmae101 leap ettlrlrdl kl, bu 1100 keyflyet a ve " nin 

aralar1nda aaal olmae1 lie uyutamaz. 

(5) ve (6) dan elde edllen baz1 Pltagor aayllar1n1 Ornek ola

rak verellm : 

u=2, "= 1: a= a, b= '· c= 5 

a=3, "=2: a= 5, b=12, c=18 

a='• "= 1: a= 15, b= 8, c=li 

a=~. ti=S: a= 7, b=24, c=25 

u=5, o=2: a=21, b=20, c=29 

a=5, a=': a= 9, b=40, c=U 

Burada b oin yaln1z c;lft olmakla kalmay1p, hattl 4 Qn blr 

kah olduAo gOze c;arp1yor. Bunuo her zaman bOyle olma111 llz1m 
geldiAlnl b=2aa formulQ batka blr 1eye bacet kalmadan gOeterlr; 

(') 2 deu farkh ber 1111 1111 atlklt olaralr tektlr. 
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<;ilnkil zaten a (11 farkh cinsten iki say1n1n <;arp1m1 olarak <;ift 

olmak mecburiyetindedir. 

7. Simdi (1) denklemine Mylece tamamen hAkim olduktan 

sonra, (1) in blr silrll genelle11tirilmeei akhm1za gelir. MeselA 

(7a) x3 + g 1 =z1
, 

yahut 

(7b) 

yahut, daha umumi olarak, her hangi bir n > 2 i<;in 

(7c) 

nin tam eay1h <;llz!lmleri sorulabilir. 

Pierre de Fermat (1601-1665) DID 11imdiye kadar hllA is

pat edilemeyen, fakat cerh te edilemiyen me11hur bir iddiaema 

gore, bi<; bir n>2 1leell i<;in (7c) denkleminin pozitif tam eay1h 

bir x, g, z <;Ozilmll yoktur. Bazi (meselA 3 ile 100 aras10daki bll
tlln eay1lar buraya dahildir) n ler i<;in Fermat' n10 iddias1 Kam

mer (1810-1893) ve balefleri tarahndan ispat edilmi11tir. Hatt! 

Euler (1707 - 1783) bile (7a) ve (7b) nln pozitif tam eaytl1 <;O· 

zflmleri halz olmad1t1n1n ispat101 biliyordu. 

Pitagor eay1lar1na dair biraz Once lllrenmio oldutumuz bil· 

gilerle (7b) nin tam saytlarla <;Ozi1lemiyecetlnin ispati bizim i<;in 

kolay olacaktir. Hatt! burada (7b) yerine x, g, w hakkmda da

ha az eart kooan 

(8) x4+g'=w' 

denkleminin tam saytlarla <;Ozi1lemlyecetlni !spat edecetiz. Her 

dl!rdllnc11 kuvvet bir kare oldutundan, fakat her karenin mutla

ka bir dl!rdllncll kuvvet olmas1 leap etmedllinden, l8) in i;Ozille

memesi (7b) nin i;l!zlllmemesinden daha fazla oey ifade eder. 
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8. (8) denklemi 

(9) (x ' )' + (g' )' = w ' 

~eklinde yaz1hrsa, bunun a=·'"' • b = g ' ve c = w olmak Qzere 
(1) in bir l5zel halioi teekil ettigi gOriililr. Borada da astl Onemi 
haiz olan x, g, w cOz!lmleri «eaaa <;Oz!lmler» olduklarrndan, yu-

kar1daki gibi eRer (9) un bOyle cOzflmlerl varsa, GI nln tek ve 
x ? ile g 2 den birinin cift, digerlnin tek olmas1 Jiztm geld!~ neti
cesini c1kar1r1z. Gene x ' = a tek ve g ' = b clft olsu~. (9) un bir 

<;Ozflmil verildigi takdirde, bu cOz!lm (5) ve (6) formilllerJyle gOs
terilebilmelidir, yeoi farkh clnsten ve aralarmda aaal Oyle iki a, 

(.I say1s1 mevcut olmahdtr ki 

(10a) x' = a' - (.1
2, (10b) g ' = 2 av, (10c) GI= a' + (.It 

olsuo. Bunlardan (10a) 

(11) x'+ (.l~= a~ 

1ekllnde de yazllabllir kl, bu da aralarrnda aaal x, "• a aay1lar1 
arasrnda yeni bir Pitagor denklemidlr. Burada a, Onceki c nin 
rolDn!l oynamakta oldagundan, 3. e gore tek olmahdtr; x tek ol

daAundan, " icin aocak clft olmas1 imkAn1 kahr ki, buna gore 
"• Onceki b nin rolQoil oynar. x, "• a saydar1, (11) Pitagor denk
leminin esas cOzilmfl olarak, (5) ve (6) vaa1tas1yla en 1ekllde 

gOsterilebilir : 

Burada a., t1, farkll cinsten ve aralar1nda asal iki uygun say1y1 

gOsterir. ~lmdl (!Ob) yi hahrlayahm. a tek, " clft bolundugun
dan ve a Ile t1 aralarmda asal olduklartndan, a ve 2ti de ara
lar1nda aeald1r, cllnkQ 2, a yu Mlmektedlr. BOylece g' , (10b) ye 

gore, aralannda asal olan a ve 2(.1 carpanlanna ayrdm11 olmak
tadir. Fakat 4 teki mtUAhazaya gore bir karenln bOyle arala,.,n-
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da a•al ikl c;arpaoa ayralmas1, aocak bu c;arpaolarin keodilerloln 
de hirer kare olmaalyle mO.mktlndQr. Su balde lc;iode bulundulu

muz halde 

(13) 

olup, burada 2v olo c;lft oldu~u da (2t,)2 = •t,' ye e1it k1ho· 
mak suretiyle hemen lfade edllmfttlr. Bu deAerlerl (12) oin aoo 
ikl deoklemlode yerloe koyanak, 

(14) 

elde ederlz. Slmdl burada u., "• aralar1nda asald1r ve c;arp1mlar1 
t 1 z ye e1ittlr. So halde bunlar10 kendlleri de hirer tare olmah

d1r: 

(1~) 

Buolar (H) tekl lklncl deoklemde yerloe koonraa 

(16) 

elde edllir. 

9. Slmdl bu (16) denklemlnin, hareket noktam1z olan (8) 

denklemiyle ayo1 tekll halz oldutunu gOrQyoruz. Su halde: (8) 
lo blr x, g, w esaa 9GzQmll mevcot oldujto takdlrde, gene (8) fn 

Oyle blr batka xu g., w, eu1 c;Ozllmtl mevcut olur kl, x., 911 "'• 

aay1lar1 x, g, w den belirll blr uatlle gore elde edlllrler. Her ha
lU kArda ilk c;01tlmQn w al lklncl c;OzQmO.n ru 1 ioden daha bU
yQktQr, c;tlnkQ (lOc) ye ve (18) Qn Uk deoklemlne gore 

a= a'+ ci' = 1111
1 + o2 > w,' 

olup, buradan muhakkak 1urette "' > w, oldnlu elde edilir. 

Simdl bu baklkatlerden hareket ederek kolayhkla blr tena

kuza vanlabllir. c;anktl, tJpln 8. de x, g, "' den venl • g "' 
J .. ., " 1 

c;Ozilmtlntl elde ettlRlml1 u1Qlle x" '" w, den de batka blr 
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:r,, !h1 w, c;l}zilmlinii elde edebiliriz. Bnrada w> w, l}zelitinin 

benzeri olarak w,> w 1 e1itsizlitti caridir. Ayn1 metoJnn bir defa 

daha uygulanmas1 ile w, > w, l}zeli~ini haiz bir x., g,, w, cl}zli

m 11 daha elde ederiz. Bu i1Ieme devam edersek, 

(17) w> W1 >Wt> W1 > W4 ••• 

lleklinde azalan bir .say1 dizisi elde ederiz. Fakat bu sayllann 

bepsi pozitif tam sayilar oldutundan, w den daha k11c;l1k olan 

ancak 11onlu say1da bu tip say1 bulunabilir. ~u halde (17) dlzisi 

soolu olup, meselil Wk gibi bir sonuncu terim ihtiva eder. Fakat 

bu Wk bir ;rkt Yki wk c;Ozlimilne ait olurdu kl, bu c;l}zQmden 8. e 

gl}re wk >wk+, ellitsizH~ini gerc;ekleyen yeni bir xk+., Yk+,, 

Wk-t-, c;Ozlimil elde edilebilirdi. Ba suretle bahsettitimiz tena

kuza varm11 oluyoruz. BOylece (8) in hie bir esas c;Hzilmli haiz 

olam1yacag1 tespit edilmi1 oluyor, c;llnkii Myle bir c;l}zUmiln 

mevcudiyeti bizi bir teoakuza sevketmi1 oldu. Netlcede (8) in 

hicbir tam say1h cHzilmQ mevcut olamaz. QUnkil Myle bir cO

zlimden derhal bir esas c;Ozilm elde edUebilir. 

Bu ispatln esas fikrine, F e,.mat Ile birlikte, •deeceote infi

nie» {sonsuz ini1) ad1 verilegelmi1tir. Bu fiklr, belirll bir us\llle 

(burada 8. deki i1lemio tekrar1) terimleri gittikc;e k11c;l1Jen po

zitif tam eay1lardan te1ekkill eden bir •on•a: Jizi elde edilmesloin, 

her pozitif tam n say1srndan daha kllc;Uk aocak sonlu say1da po

zitif tam sayi mevcnt olabildljti (c;11nk0 bu saydar later istemez 

n -1, n - 2, .. , 3, 2, 1 sayllar1 ic;inde, yani en cok n -1 tane 

olabilir) keyfiyetiyle teoakuz te1kil etmesinden ibarettir. 

!1in ashna bak1hrsa, daha v2 oin irrasyooel olu1unun ispa

tinda Myle bir •descente infinie" ye rastlam11tik. 
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14. Verllen blr nokla alatemlnl ~evreleyen en 

kii\:iik daire (Yuva dalreal) 

1. Dtlzlemde P., P,, .. • , Pn gibi n lane nokta verilmit 

olsun. Bu noktalarin topuna •nokta alsteml» (') ad101 verece!liz. 

Simdi bir nokta slsteminin P; ve P1c gibl nokta i;iflleri ara11nda

ki milmklln olan bUtiln ikili uzakhklar1 dUtllnellm. Sonlu say1da 

olirn (1 ) bu uzakhklar arasmda mullaka bir en bUyUk uzakhk 

buluoacaktir. t,te bu en bllyilk uzakht1, verilen n noktadan te-

1iekkUI eden ookta slsteminin «geni1ill1ll• ad1 lie bellrtecelliz. 

Atikllr olarak, geni11lilli d olan n noktah bir aistemin etra

f1oa cl yarii;aph Oyle bir daire c;izeblllriz ki, bu n noktanm hep

sioi blrrlen ihtiva etsin (Sek. 56). Bunun ic;ln n noktanm her

hangl biri, meeelA P .. merkez olmak nzere cl yar1c;aph bir daire 

c;izmek klf1dlr. n noktamn geri kalan herblrl P1 den en c;ok d 

uzaklt~inda oldutuodan, bu dalre kendl P1 merkezinden baoka 

P,, P,, · · ·, P,. noktalarmm da hepalnl ya ic;lnde yahut kena
rtnda ihtlva eder. 

Fakat n noktamn hepainl blrden lhtlva eden daha da kil

c;f1k yaric;aph blr daireyl kolayca c;izeblllriz. Bunun ic;in bir

birinden en bilyllk, yanl cl, uzakht1n1 halz olan nokta c;iftinl sec;e

lim. (cl uzakh{t101 haiz blrden fazla nokta c;lftl varsa, bunlardan 

berbangl blrlni sec;elim). Bu c;lfte - kendlalne P, P, dlyelim -

alt her lki noktanm etrabnda cl yar1c;aph hirer daire c;lzellm. 

Atlkllr olarak, bu dalrelerin berbirl Otekl noktadan gec;er. ·Simdl 

l') Ourada •nokta cDmleal• lablrlnl kuten kullanmiyoruz. c;onka 

blr oookta rDmleal• aonsuz say1da nokta da lbtlva edeblllr. Halbukl 

buradakl • aokla alaloml» ad1 ancak 1onlu .. y1da nokta lbtlva eden 
cQmlt1lt>r l~ln kullan1lacakhr. 

( 7) Kolayra kanaal getlrllece~I Giere " lane noktadan n (n - l) 
2 

tane i;l!t te,kll edlleblllr. 
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biliyoruz ki r. noktamn hepsi bir taraftan P, merk ·zll, di~er ta

raftan P, merkezli daireler taraf1ndao ihtlva edilir. Su balde bil

tun bu noktalar her iki daireye ortak olao yilzey parcas1na, ye

ni Sek. 56 da taranm1!S olan daire yaylari ikfkij!Selisioe, ait olur
lar. 

Sek. 56 

K09eleri S, ve S, olao bu daire yaylan lkikOtellsi ise S, S, 
t;aph bir daireoin iQiOe girer. Bu SODUDCU daireoin r yartQ&· 

p1, P, MS, dik ttcgenine Pitagor teoreminl tatblk ederek bulu

nur: 

olup, neticede ,. = : \. 8 olur. Bir H nokta sistemlnin bOtl1n 

noktalar1n1 ir;inde veya cevresi ttzerlnde ibtiva eden blr daireye 

bu nokta sistemloin bir • i:evreleyen daireai• diyeceltlz. Su halde 

ilk verilen ,. = d yar1caph Q6\'releyen daire yerine, sonradan 

r = {- \13 = 0,866 .•. d yar1caph bir 1tevreleyen daire bulmu9 ol

dnk. 

2. ~imdi, acaba bu ! v'd saym yerlne daha kttc;Uk bir aa

y1 da ayn1 rolU oynayamaz m1? dlye bir soru ortaya c;1k1yor. 

Bu soruyu H. ur. E. jung'un a1a~1daki teoremi cevaplandmr: 
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Genioliiti d Olan her nokta alatemi yar1~p1 en cok : v:i=0,577 ... d 

olan bir ce\'releyen daireyi halzdlr. Bazi Ozel nokta alstem

lerlnde bu r;evreleyen dairenin yar1cap1 daha da kllcllltQlebUir. (') 
Bununla birlikte baz1 Oyle nokta alstemleri de vardir kl, bunlan 
r;evreleyen daha kUr;Uk yam;aph blr dalre bulmak mllmklln de

jtildir. Bu MIUmlln hedefi, Jung teoremlnln iepat1d1r. 

Kenar uzunluitu d olan blr e1kenar 11cgenin kOoe noktalar1-

nin teokil ettijti nokta aietemi lr;ln, yar1r;ap1 : v'J Jung dejterini 

haiz bir r;evreleyen dalre kolayhkla verllebilir. Bu dalre, eoke

nar llr;genin d111na clzilmio dalreden lbarettlr. Qllnkll r + }( = h 

vaz'ediline (~ek. 57 ye balnn1z), ABD dlkOcgenlnde d' = h' + ~2

, 

~k. 57 

8 d' 
(1) h'=-, 

' 
netlcede 

d 
(2) h= - va olur. 2 

( '~ Blrblrlnden. ti usallht1nda olaa 1111 nokta ancall yarioapt en 

aeat• T olan. blr dalreye aitabllec•tladen. ve eenlelltl ti olan blr 

nollta alelemlnde dalma ti asakht1nda blr nollta i;Ull balandatun.dan., 

berhanel blr ceneleyen. dalrenln yar1i;ap1 blt;blr saman. : a.la altana 

dOtemea. 
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Bundan haoka, DCM Q9genJnde x' + d' = r' olup, buradan 
4 

, 
d' ~ 

(h-r) 1 + - = r', h2 -2hr + r2 + -
4 

= r', 4, 

ve (1) dolay1s1yla 

d' = 2hr, 

olup, buradan da (2) ye gore 

bulunur ki, bu da iddia edilen deterdeo ibarettir. 

Dilter taraftan, bir e1kenar n91enln d111oa 9izUmi1 dalrenln 
bu Qcgenln kOtelerlnl 9evreleyen en kt19Qk dalre oldutu a1lklr· 
dir. Bununla beraber, llerde difer netleelerle blrllkte kendilllfa. 
den ortaya 91kaeak olan bu hu1u1u burada daha yalnndaa ele 
almayaca~1z. 

S. ~lmdi Jung teoremlni geni1lltl J olaa her hangl bir 
nokta sistemi loin umumt olarak i1pat etmek Qzere, o nokta 
slatemiol ~vreleyea dalreler ic;lade mQmkna oldutu kadar k09Qk 

bir dalre aramaya girifecetlz. Bu makaatla, c;evreleyea blr dalreyl 

gltllkc;e kt19Qltmeite yard1m edecek bir 1ira ltlem yapacat1z: 

I. Qevresl t1zerinde, verllml1 H nokta 1l1temlae alt hloblr 
nokta ihtiva etmeyen blr K, c;evreleyen dalreel yerine daha kQ. 

c;Qk blr K, c;evreleyen dalreal bulmak dalma mnmkllndllr. U.kl· 
katen, bunun ic;ln K, in M merkezl etraf1nda ve alatemla M ye 
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en uzak noktas1Ddan gec;en bir K, dalreai c;izmek yeter. Bu dai

re tamamen K1 in ic;inde kal;r, c;llnkll K,, H mn biltUn nokta

lar1n1 le; nokta olarak kabul ettiginden, H nm K2 Qzerinde bu

lunan noktas1 da K, In ic;lndedir, netlcede K, nin yar11;ap1 K 1 

inklnden kllc;ilktQr. Bundan batka K, &f)lklr olarak H 010 bir 

c;evreleyen dairesid Ir. 

11. <;evresi llzerlnde H nokta sistcmlnln sadece bir noktas1 

bulunan bir Ka c;evreleyen daireal de kllc;llllttlebilir (~ek. 58). 

~ek. 58 

Pu H DID K, llzerlndeki noktaa1 olduauna gore K1 lle ayn1 te· 

aeu baiz olan ve H DID bir noktas1ndan daba gec;en biltttn dai

relerl c;izelim. Bu dalrelerln hep3i K, Qn ic;inde bulunurlar. lc;le

rinde en bilyO~il olan K, (kl K, ten farkhd1r, c;linkil H DID K1 

Qzerinde sadece P., K, Qzerinde lee P, den batka bir noktas1 

daha bulunmaktad1r) dl~erlerini ve netlcede H y1 c;evrelemekte 

olup, c;evresi tlzerlnde H mn n lane noktaa1Ddan en atalt1 iki'slnl 

lhtl\•a etmektedlr. K., ayn1 zamanda K, ten de kOc;ttktnr. 

III. Bir c;evreleyen dalre Qzerinde bulunan H nm noktala

r1, bu dalrenin c;evreslnl H n1n noktalano1 ihliva etmeyen blr 

taktm yaylara aymrlar. Boyle yaylara kisaca «noktadan arl• 
yaylar dlyecejtiz. Bununla beraber noktadan Ari bir yaym uc;lan 

H 010 noktalart olablllrler. 
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~imdi bu dili kullanarak a1aR1d11ki lddiay1 ileri sOrllyoruz: 
Yar1m daireden daha bilyilk bir noktadan Ari yay ihtiva eaen 

bir K, cevreleyen dairesi yerine daha kllt;Uk blr K, ccvreleyen 

dalresi bulunabilir. ( •) 

Hakikaten, K, Uzerindeki H ya ail P, ve P, noktalar1, ya

r1m daireden daba blly!lk bir b noktadan Ari yaymm uclar1 ol

sun. <Sek. 59 a bakm1z). Simdi P, P, i;aph K• dalreslni clzelim. 

Sek. 59 

E~er K*, H nm bUtUn noklalar1n1 lhtiva ediyorsa, istenilen K£ 
ten daha kUcfik cevreleyen dairc kendisi olur, cUnkU (b bir ya· 

rim daire olmad1(t1ndan) P, P, kirlti K, In cap• olamaz, IU hal

de K,, K• dan daha bllyllk olur. E~er K•, H 01n brltUn noktala

nnt ihtiva etmiyorsa, H nm K* m d111nda kalan noklalari b \"e 

K• arasmdaki hihll 1ekilli (tarunm11) Mlgede bulunmahd1rlar: 

burada b nin kendl11i, farazlyeye g(!re - P., P, uclar1 haric -

H ya ail hicbir nokta ihliva etmez. Simdi, H nm taranm1~ hi

lillde bulunan bUtUn noktalarrnm s1rayla berblri ile P, ve P, 
den gecmek Uzere birer dalre cizelim. Bu dairelerin K~ icinde 

kalan k1s1mlar1 taranm•t hilill ii;inde, 11u halde K• d111nda bulu

nurlar. Bundan ba1ka, bu dalrelerin K• ii;inde kalan kmmlari 

K, d1110da kahrlar. Simdi Ki. bu dalrelerln arasmda taranm111 

(') I ve n tiklari III t1kk1n1n blrer l!iel hall olarak dtt1Unttlebl

llr, c;Dnkll bn Ilk ballerde hallll blr tam dalre noktadan llrldlr. 
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hilAl ic;indeki k1am1 P1 P, kiri1inden en i;ok uzakla1an1 oleun. 
Bu dalre H 010 blltlln noktalar1n1 ihtiva eder, c;Unkl1 H mo ta
ranm111 hilAldekl blltUn noktalar1 ile, H DID gerl kalaD noktala
r101 ic;ine alan K, ve K* 10 ortak k1sm1n1 ihtlva etmektedir. 
BuDdan ba1ka K~, K 1 ten kllc;llktllr, c;ilDkil K8 , K, He K• arasm
dan gei;mekte olup, bOylellkle K, 010 merkezl PJ P, kiri1ine K, 
lnkinden daha yak1Ddir. 

Su halde I, II, m 1,1emJerine gore, arttk kQi;QltQlemeyen 
blr c;evreleyen dalre, bir yanm daireden daha bllyllk ,olan hic;· 

bir noktadan Ari yay ihtiva edemez. Oyle iae, bOyle bir dai~e 

ya H nm iki noktas1n1 blr i;ap10 ikl ucu olarak kabul eder, ya

hut aralar1ndakl Doktadan Ari yaylalar1n birer yarun dalreden 
daha kili;Qk bulundutu Qc; veya daha fazla H ya ait noktadan 

geyer. A1at1da blrlncl clDaten bir daireye •¢evreleyen c•P daireai•, 
ikinci ciDaten blr dalreye iae •c;evreleyen llc; nokta daireei• de
Decektir. I, II, Ill ad1mlar1 bu cinalerden blriDe ait bir i;evreleyen 

daireolD me\·cudlyetlnl lapat ettiti glbl, bOyle bir daireyi io1a 
etmek lc;in blr uaQI de verlr. 

4. Slmdl, nokta 1lsteminln herbangi ikl noktasmt birle1tl· 
reo do{tru paryaa101 c;ap olarak kablll eden bQtUD dairelerle, ais
temin herhangl Qc; noktaamdan gei;en bQtQn daireleri c;izilmt1 
farzedellm. ( ') Sonlu aay1da olan bu dalrelerln bepalnln de c;ev
releyen dalre olma11 tablatiyle leap etmez. Fakat ne olursa ol· 
aun, biraz Once tarlf edllml1 bulunan c;evreleyen yap ve Ile; nok· 

ta datreleri bunlar ara11Dda bulunur. Buradan, bu Ozel tipte c;ev· 
releyen dalrelerln ancak 1onlu say1da meveut olablldlklerini an
lar1z. S•mdi bunlar1 aec;elim ve aralar1Dda y1pacajt1m1z aoDlu 88• 

y1da mukayeae aonunda ic;lerlnde en kiiriiliinii aiahm. Bunun ad•· 

na le dlyelim. Bu talcdirde k, miimkiin alan biitiin r;evrelegen dai· 

relerin en kiir;iiJiiJiir, c;Qnkll kendisi blltQn c;evreleyen yap ve Qc; 

(') Bualar hep blrllll:te n(n-l)+n<n - 1) (n-2) 
1. 2 1. 2• 3 - dalre eder. 
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aokta dairelertala muka,...i .oauada elde edUmft olap, I, II 
ve Ill e gGre oap ve1a tlo aotta ~ olmaJU bltaa oevrele
yen dalrelerdea daha kuvvetle ttlfQkttlr. Buadaa bqb, i Id 
olard beltrlldlr. CClakl le Ue a11u btlytlkltlkte 1k1ao1 b1r i' oev· 
rele1ea dairesl mevcut olufdi (~. 80), H llateml ._ I, .._ 

~.60 

de I', ye ve aetJcede I ve I' atla ortak bmn1H alt oJmdu. Ba 
ortak m1m - blr dalre J&Jlan ltlkGfellal olap, daha klolt 
blr 1• ~vrele1ea dalnlflala JoJDe llNrdJ, ba • I: am • ltttlk 
1anoaph ~vrele1en daJre olmaa OUlftlae a:rbn olmda. H -*· 
ta 1l1temlala tamamea bellrll olu ba - ttlqtlk oevrelef• dal
re.lae o dltemla •:ran da11'98l• dealr. 

I yuva dalreal JUDD dahedea daha btlJtlk lalfblr DOktada 
lri J•J lhtlva edema, oGattl abl takdllde m • .,.. ....... -
ktl9Qk oevrele1en dalre ol•···· 

" 5. ~lmdl bu A: :rave daJremla JUJoepwa T VI tl PCIM-

1ecettnl gGaterecefla. Ba mabatla I am oe'ft'MI tlserlade Mr
blrlnden mClmkCla oldata bdar asakta balmaaa !ti utta uap
bm. Ba• blytlk aakblt I dJ:rellm, Id tablatlJ.Je a, • t* 
notta llatemlnla tl ........... •t olab81r. 

E...l~ le llaerindeld blr 09pua ltl ....- H ,. alt 1lllw 
nokta mevcat olmu1 ballet ele a)alm. Ba haJde lc Diil Ir taPl 
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d J 
6 !f d olup, r ~ 2" olur. ~u halde her halll kllrda r ~'if \ 8 olur. 

lkinci olarak yukanki halin cari olmad1~1n1 fnrzedclim. Bu 

takdirde k nm noktadan ilri yaylar1 arasmda en bOyOk olan1n1 

(yabul Myle birkai; tane eeit biiyiiklilkte olan1 varsa onlardan 

birini) ee<;elim. nu yay10 ui; noktalar1 P,, P, olsun, J,;i bunlar 

H ya aittir. Bu b yay1 mubakkak surette yarun daireden kU<;Uk

tf1r, i;ilnkil noktadan !lri bir yay, ev\•clce tespit edildi#i gibi, bir 

yarun daireden bilyilk olamaz, Me tarartan bu yay blr yarim 

daireye colt te olamaz, aksi takdirde onun P1 \'C P, uc; noktala

r1 blr <;ap1n uclari olurdu ki, bu hali de, evvelce elden gei;lrmie 

oldujtumnz icin, lcinde bulundul'tumuz bnlde bahie konueu d1om

da b1rakabiliriz. ~imdi b ynym1n kiri,ini i;izelim ,ve bu kiri1;1in 

u<; noktalarindaki dikmeleri 1;1kahm. Bu dikmeler dnireyi dltter 

iki Q1 \'e Q, noktalarinda keserler ve bu euretle k dairesi Uze

rinde Q1 den Q1 ye kadar Oyle bir b' yay1 aymrlar ki, bu yay 

b nin kar11smda olup, ona ei:ittir (~ek. 61). Q, \'C Q, noktalar1 

~ek. 61 

H ya alt de(tildir, <;llnkil Q1t P, ile ve Q1 de p 1 lie hirer i;apm 

ikl ucunu teokil ederler ki, bijyle nokta ~iftlerinin 1Jimdi gOz

OnUnde bulundurdu{tumuz halde mevcut olmad1~1ni farzetmletlk. 

~lmdl b' yay1na gelelim. Bu yay noktadan ari olamaz, ~Unkil 

aksi takdirde u1;lar1 II ya ait olmad1{t1ndan, daha hllyUk bir 
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noktadan Ari yay10 icinde bulnnurdu. Rn ise mllmklln deflldlr, 
c;QnkQ noktadan Ari hlc;bir yay b den daha bQyftk olamaz. 

Xetlcede b' yay1 Q, ve Q, aras1nda H ya alt en aealtt blr 
P, noktas1 lhlh-a e:ler. P., P,, P, noktalan ac;1lar1010 her Qc;Q de 

dar olan bir tlc;gen meydana getirir: P, ve P, deki ac;Jlar ayn1 

noktalarda in~a edilmit olan dik ac;dardan daha kQc;Uk oldnkla

r10dan, P, teki ac;1 da yanm daireden daba kQc;Qk b yayana alt 

c;evre ac;1BJ oldu!tunllan dolaya dard1r. (Daha kllc;Qk yaya daha 

kUc;Uk cevre O.QISI teka blll eder Ve T hale. teoremine g!!re blr Y•· 

rim dalreye tekabQI eden c;e\•re ac;181 blr dik ac;1d1r). 

le 010 P,, P,, P, vas1tasiyle b!!Hlndll!lll nc; yay lc;inde en 

•tat1 bir tanesi daire i;evresinin 1lc;te blrinden bOynk veya ona 

eeit olmak, fakat P, P, P, Uc;geninln dar ac;1h olmas1 dolaymyle bir 

yar1m dalreden kilc;llk kalmak zorundad1r. ~u halde Myle bir 

yaym P, Pi kiriti. en a,a41 dairenin nc;te birine tekabtU eden 

kiri,e, yaoi le Din ii;ioe c;izilmlf e,kenar ll<;genio • kenar1na eelt 

olmahdir. P; P
1 

uzakht1 en c;ok nokta sistemlnin d genitlifine 

e,lt oldu~undao, bOyJellkle •.::. d mllnasebetini bulmuf olduk. 

Kenar uzunJutu • olan bir etkenar 1lc;genln d111na c;lzilmlt 

dairenin yar1i;ap1 (2. ye g!!re) r = ; \ ~ tQr. Buradan • tf d do-

Jay181yle le 1un yar1i;ap1 i~ln r L : 't1i bulunur kl, l1pat1n1 lste

dlitimiz ,ey de id!. 

6. ~Jmdi, gen~Htl d olan blr nokta slstemi yuvas1n1n ya

J nc;ap1na all 
3 

't'B nst s1n1r101n umumlyetle daha kllc;llk yapda-

m1yacat1na kolayca kanaat getlrebillrh:. Zira kenarlar1 d olan 
d ,,. 

blr e1kenar nc;genin d11ma c;izilen daire, ki g vH yar1cap1n1 ha-

izdlr, llc;genin k!!oelerioden te1ekklll eden nokta aiatemlnJn blz

za t yuva dairei>idir. \Qnkn 4. e g!!re, yuva daJresl c;evreleyen 

c;ap \"e Qi; ookta daireleri arastnda bulunur. Baradaki llc; tane 
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c;ap dalreei eekenar iic;genin sadece ikieer kC!eelerini ihtiva ettik
lerinden (~ek. 62) geriye yegAne iic; nokta daireei kahr, yani 

~ek. 62 

ttc;genln diema c;lzilen daire en k11c;iik c;evreleyen daire ic;in ba
bis konusu olabilecek yegAne dairedir. Her ne kadar bir eekenar 

~ek. 63 

nc;genln etraltna c;izllen dairenln bu iic;genln k!leelerlnln teekll 

etti~i nokta eistemine ait yuva daireei oldu~u sezgi baktmindan 
c;ok akla yakm gOriinQyorsa da, bu keyfiyet yine de tamamen 

eelkllr de~ildlr. Zira blr ac;m genii olan bir nc;genin dteina c;izi-
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len daire bu ilc;genln k01e noktalannan te1kil ettlgi alateme alt 
yuva daireai degildir; daba zlyade, bu son dalre Qc;genln en 
bllyllk kenar1n1 c;ap olarak kabul eden dairedir (~ek. 63). 

15. lrraayonel Sayilann Raayonel 
Yaldatik Dej'erleri 

Yar1c;ap1 1 olan blr dalrenln alamn1 Ol~en n 1ay111nan yak

Ia11k olarak 
2
7
2 

ye, gene y'J. nin yakla11k olarak ~ e etit olo1u 

daha Eeki Qaglarda bile bir rol oynam11br. Bu gibi ifadelerin 
ac;1k matematik manas1 nedir? Aeltnda c;ok sahib ve dakik kim

eeler olan matematikc;llerin IOgatma dahil olmamae1 !Azim gelen 
«yakla11k», «takribi» kelimelerinln bakiki matematlk mana11 
nedir ? 

1 . Herhangi bir w eay1e1 verildigine gore, bu eay101n ia
tenildlgl kadar yak101nda blr tak1m Adi kesirler, veya matema
tikc;ilerin dedigl gibi blr taktm raayonel aayilar bulonabilir. Me

aelA n eaylBl ic;in, bu eayuun n = 3, 14159 . . • ondahk ac;ll1m1 bl

lindigl takdirde, kolayca elde edUebilen 

81 814 3141 
3,1=10; 3,14=100; 8,141=1000 

keairleri bu aay1ya gittikc;e daha cok yaklapn degerlerdir. 1. ke-
1 82 

air a1lkilr olarak :r den 
10 

dan daha az farkeder (c;llnkQ 3,2 =iii 

keeir n yi gec;er), 2. ai 1~ den daha az farkeder, illb... Ayn1 

ljekilde ondahk ac;1hm1 bUlnen her aayiya (ldl) keairler va11ta
elyle latenildil'ti kadar yaklaellabUlr. 

1 
Yukar1da yapmlf oldutumuz 1ekllde, blr say1ya 10 un kuv-

vetlerine gore yaklaimak, v11cot yap1miza bath olan 10 say1sma 
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belki h1zumeuz blr lietiiolilk vermek olur. Matematlk bak1min

dan bir teeadUften ibaret olan 10 eay1e1 yerine di(ter herhangl 

bir n eaym alarak ou ifadeyi elde ederlz : 

Teorem 1. w herhangi bir sag1, 11 Je herhangi bir tam sag1 

olsan. Bu takJirJe n pa9Jal1 ogle bir m/n sag1s1 mevcuttar ki, w 

Jen 1/n Jaha a% farketsin, gani 

olsan. 

m 1 
OLw --<

n n 

Meeeli\ w = \/'1., n = 5 iee, w, 1 Ile 2 araa1ndad1r, ou halde 

(1) 
6 7 8 9 

1
• 5' 6' 5' 5' 2 

araa1ndakl herbirl 1/6 uzunlu(tunda beo arahktan birinin iC(indedir. 

Daha yak1ndan heeap yapmadan blllyoruz kl, bu eaytlar1n l<;ln

de \/2 den kUQUk olanlardan kendlalne en yak1n1 y;j den 1/6 ten 

daha az lark eden 6 paydah bir kealrdlr. Tamamen ayn1 oekllde, 

umumi olarak herhangi bir w eay1a1 verlldl(tl takdlrde, g, w yl 

ge<;meyen en bilyUk tam eay1 olmak Uzere, 

(2) 

eay1lar1 dUoQntllebilir ve bunlar araa1nda w yi geQmeyenlerln en 

bilyD(til ahnabilir ki, o da w den 1/n den daba az farkeder. Ya
ni bu eay1 g + (l/n) iee, 

(3) 

bnlunarak iddlam1z herhangi blr w lc;in lepat edllmie olur. 

Simdi, \12 nln (1) deki arahklardan bangielnin lc;ine dilotd-
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j!Unll bilfiil hcsnphyacajt1z. llesap kolayhj!1 bak1m1ndan paydalar1 
1>oct11rar odcrck, V'!. nin 5 katin1n, yani 5 !/'.!. = ,;r;., 2 = v50 nln, 
(I) dcki say1larm 5 katlar1ndan te,ekkQI eden 

(la} 5, 6, i, 8, 9, 10 

dlzisinin hangi arahjt1na ait oldujtunu, yanl V5U den kQ~Qk 

tam say1lar10 en bilyiljtUniln bangisi oldu#unu ara1hracajt1z. 

49 < 5~ < 6t ten dolay1, i < VfiU < 8 olup, are nan aayt 7 olarak 
buluour. Xetlcede 

(4) I- i t 
0~\'!.-5<fi olur. 

Bunun gibi yukariki umumi teoremin ispah da, w yerlne nw yl 

almak ve nw yi ge~meyeo en bilyQk tam say1y1 ara1t1rmak 
suretiyle ~ok daha kolay yaptlabillr: bu tam eayt m lee, 

m L nw <m+t, yaoi O:!:;:nw- m < l olur kl, buou da n Ile 

bOJcrek 

m 1 
O~w--<

n n 

buluruz. lepalt istenen 1ey de bu Jdi. 

2. Buna gl!re, :i oin veya \ 1:!. nlo «yakm1nda• kealrlerln 

(rasyonel 1ay1lar10) me\'Clll olmast Onemli blr fCY defildlr. ~o 
halde :i nin yakla,1k olarak 22/7 ye, veya \q nln yakla11k ola
rak f'i/i e eoit olmasm10 hakiki manas1 oeredcdlr? Bu mAna, 
5/i In \ ~ ye yukar1kl teoremde garantl edlldigloden «~ok daha 

yaktn• olmas1ndad1r. (:ilnkil daba dogru olarak 

olup, V".!. nln i/5 ten farkt muhakkak ki 17/12 nin 7/5 ten olan 

fark1ndao daha kll~llktllr, yani 
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- 7 17 7 1 1/9-;::-<-----
~ 0 12 5 -60 

t1r. Halbuki (4), 1/2- (7/5) farkm1n sadeee 1/5 ten kUQilk oldu
~unu ifade ediyordu. n ii;in Archimedes (Aroimet) tarafmdan 
ifade edilen i;lfte e~itsizlik te buna tekabiil etmekte olup, 

10 1 s+-<n<B+-71 7 

oeklindedir. Buradan 

olur. Halbuki yukar1kl teorem bu fark iQin aneak 1/7 s1omn1 

veriyordu. 

Fakat bu «i;ok daha yakm» kelimesi de matematikQilerin 
lilgatlnda yoktur. Bu miiphem ifadeyi a1a~1ki teoremle ai;1kh~a 

kavu1turaea~1z: 

Teorem 2: w rasgonel olmagan bir sagi, N de herhangi bir 

pozitif tam aag1 olaan. Bu takdirde pagdast en {:ok N olan oe w 

den 1 /n N den daha az farkeclen bir m/n keari meflcuttur. ~ll hal

cle w clen 1/n' den claha az Jarkeden aonauz aag1cla m/n kesri mefl• 

cczttar. 

Oneeki misUler iQin bu teorem v2 - .:!.. in ~ - ..!._ ten ve 5 5 -25 
22 1 1 
7 - :i nin 7' = 49 dan daha klli;1lk oldu~u netieeslnl verir. Bu 

lkl halde her ne kadar haklkt farklar yenl teoremln verdi~i s1-

n1rlardan QOk daha k11Qilk iseler de, gene de bu teorem ilk tri
vial teoremln esasll blr ke11klnle1tirilmesini teekil eder. 

lspat lQID sadeee N w ve onu geQmeyen en bUyilk tam sa
y1y1 de~il, fakat Blras1yla 
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w, 2w, 3w, .•. , Nw 

say1lar1m ele alarak, bu say1larin herbiri icin onu gecmeyen en 

bllyllk tam eay1y1 dUtUnellm. Bu eonnncu eayllari e1ras1yla 

ile g!leterireek, 

O<w-g1 <1,0< 2w-g,< 1, .. .,0< Nw-gN< 1 

olur. 

lepah en tyisi bir mlsillle aol1yablliriz: w = \/2, N = 13 

oleun. Bu takdirde 

\/2 = l ,'114 ... = 1+0,414 ... 

2 v~ = 2,828 ... = 2 + 0,828 ... 

3 \/2 = 4,242 ... = 4 + 0,242 ... 

4 v2= s,656 ... = 5 + o,656 ... 

5 \/2 = 7 ,071 ... = 7 + 0,071 ... 

a v2 = 8,485 ... = 8 + o.~ss .. . 
7 \ g = 9,899 ... = 9 + 0,899 .. . 

8 \ :! = 12,313 ... = 12 + 0,313 .. . 

9 \/2 = 12, 727 ... = u + 0, 727 .. . 

10\/2=14,142 ... =14 + 0,142 .. . 

11 \/2 = 15,556 ... =15 + 0,556 .. . 

12 v'l. = 16,aoo ... = 16 + o,690 ... 

13 \/2 = 18,384 ... = 18 + 0,384 .. . 

olur. \/2 nln bir katJ Ile ODO ge-:meyen en bilyilk tam say1 ara· 

smdaki 13 tane farktun en kU~UIJUnUn 5. fark oldu~u gorUlll-
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yor : 5 v'2- 7 = 0, 071 . .. Bu farklarin en bftylltll ise 12. aldir: 
12 v'2 = 16 + 0,690, yahut 12 v'2 = 17 - 0,080, yanl 

17-12 v'2 = 0,080 

Umumt olarak, bazen c;;oA'ahp, bazen azalan bu 13 fark1 bll
y11kl11klerine gore airalaraak, 0 lie 1 araatnda, bu arahjt1 H 
laaml arahta bl':llen 13 lane say1 elde ederlz. Tabit bu k1amt 

1 
arahklarm hepai ayn1 uzunlukta, yani tam 

14 
nzunlujtunda de-

itildir. Fakat bunlardan en aeait• birl mutlaka 1~ ten kllc;;llk ol

mahd1r. Zin, onlarin bepei de ~ 
1
1
4 

olaayd1, ondOrdll bir arada 

14 
en apjt1 

14 
= 1 uzunlutunda olurdu ; burada uzunlug"un tam 1 ol-

maa1 ancak k1amt arahklardan herbirlnin = 1~ olmas1 halinde 

1 
mllmkllndllr, aadece bir k11mt arahjtm bile H ten bliyllk olmas1, 

toplam10 1 I gec;;meal nttlceslni dojturur. Fakat k1aml arahklartn 

heps! de lam :" e eeil olamaz, Qllnkll bu takdirde v'2 nln kendlai de, 

18 aavtdan blri olarak, kendlol gec;;meyen en bllyOk tam say1dan 

1
1
4 an blr kall kadar farkeder, yaoi v'2= 1+ 1~ olurdu kl, bu 

da V2 nin raeyonel bir aay1 olma11 demektir. Halbukl biz °' yl 
lrraayooel olarak ald1k, ve Ozelllkle v'2 nln de irraayonel oldu-
jtunu BOlllm 4 ten blllyoruz. en balde buradan ktemi arahklar· 

dao hi" olmaua bir taneainln muhakkak 1/14. ten kllQllk oldujtu 
neticeei Qlkar. Bu araltjt1n v'2 nln hangl katlarindan dotdujtu ilk 
bak11ta keatlreleme1. Meeell a v'5i- fo = ,.4 bu arallt1n sol ucu, 

b \12- 16 = ,., de ayn1 arahtan aajt ucu oleun. Bu euretle 

0 < ,., _ '• = (bv'!l-16)-(a "2-1.,) < 114 

olur ki, netlcede 

0 < (b - a) v'2 - (g, - 1.) < l.. 
14 
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elde edilir, a, b sayilar1 O, 1, ... , 13 say1lar1ndan ikisi oldukla

rmdan, b - a da, iearetten earfmazar, ba say1lardan birlne eeit· 
tir. Yani - 13 :!ff b - a :!ff 13 olup, bu euretle (b - a) v'2, veya bu 
negatif oldugu takdirde (a - b) v2 ' v2 nln buodan sonra n v2 
ile gOeterecejtimiz oyle bir kati olmue olur ki, kendieinden kil
<;!ik veya bttyUk tam aay1lar iliinde kendisine en yakm tam sa
y1dan 1/14 ten daba az farketain . Bu tam say1ya m dersek, 

1 ,,- 1 --<nv2-m<-14 14 

olur kl, burada n L. 13 tUr. BOylece, bunu n lie Mlerek 

1 , ,- m 1 ---< v2--<--
l4 n n 14: n 

elde ederiz. 
Umumi olarak, v'2 yerine w, 13 yerioe N, 14 yerloe N + 1 

ahrsak tJpk1 ayru 1ekilde uygun bir n :!ff N i9in 

(5) 
1 m 1 ----<w--<----

(N + 1) n n (N + 1) n 

eeitsizliklerioi geri;ekleyen bfr m/n keerinin mevcut oloiujtanu le. 
pat edebillrlz. Bu suretle Teorem 2 nin birinci k1em101n lepab 
tamamlaom11 oldu. 

n :!ff N oldujtu i9in (5) ten, 

(6) 
1 m 1 --<w--<--:-n' n n• 

i;ifte eeltsizlijtinin daba kuvvetle cari olaca1R1 neticesi i;1kar. 
~u halde w den 1/n' den daha az fark eden m/n kesirleri 

bulmue olduk. (6) formUlQnde arbk her ne kadar N saym bu
lunmamakta iee de bu aay1 m/n keeirlerlni bulmak i9in kullanll

m11tir (hakikateo n paydas1 n 15:: N 1art1na uymakta ldl). 
Yukartkl ol1merlk mi11Ude N, 5, 6, 7, ... , 11 sayilarmdan 

herhangi birl oldujtu muddeti;e n, 5 dejterinl haizdi, yani 

( 
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. i- 1 0< 6v2 - 7<- • 
5 

7 1 
O< · '•>--<y., 5 5• 

idi. N, 12 dejterine vartr varmaz, n = 12 olur : 

1 
0 < 17 - 12 .J;} < - , 

y.- 12 
17 r.; 1 "'h 0 < 12 - ~ ~ < iii , ilA •• • 

~imdi Teorem 2 nin 2. kiam101n iddiaa1, her irraayonel w 

aay1a1na kar91hk (6) da ifade edilen Ozelijtl haiz hattl aonauz 

aay1da m/n kearlnin bulunabileeejtidir. Bunu iapat etmek iQln, 
(6) y1 gerQekleyen her m/n kesrioe kar91hk, ayn1 Ozelliti hal:r., 
fakat w ye daha yak1n dilter bir m' /n' kearloln buluoabileceltlni 

gostermek klfldir. w - ~' s1f1ra e11t olam1yac1lt1ndan (c;flnkd 
n 

w irraayoneldlr, yanl her kesirdeo farkhdir), bu fark 0 dao be-

llrll bir mlktar kadar ayrliacaktir. ~u halde yeter dereeede bQ-

yflk paydah Oyle blr 1/N ' kesri meveuttur kl, 11f1ra w - ~ den 
n 

daha yak10 olaun, yaol w - ~ pozltif veya oegatlf olduituna 
n 

gore 

(7) veya 

bulunaun. Yukar1da lspat edilenlere gOre, (1lmdlye kadarkl N 
aay111 yerloe gelmi1 olan) bu N' say1a1oa kar91hk Oyle bir m'/n' 
keari bulabillrlz kl, (5) e gore n' := N' ve 

(8) 
1 m' l 

(N' + 1) n' < w - 7 < (N' + 1) n' 

9artlarin1 gerc;eklealo ve netleede daha kuvvetle 

1 m' 1 --<w--<-n'1 n' n'1 

olaun. Ourada m'/11' hlQ 9flphe1lz m/11 den farkhdir, c;flnkfl (8) e 
gore muhakkak 
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1 m' 1 
- N' + 1 < w - -;;; < N' + 1 

dir, yanl w - :: nlin s1f1rdan fark1, N'~ 
1 

den daha aadu, hal

buki (7) ye gore w - (m/n) nin s1ftrdan fark1 1/N' den daha ~o/c

tur. ~u halde m'/n', w ye m/n den daha yak1nd1r; bu suretle 

m/n ile m'/n' blrbirinden farkhd1r. 

3. ~u halde (6) Ozeli~lnl haiz m/n keslrlerl "arasmda hit;:bir 

•onunca lceair bulunmaz; daha ziyade, bOyle her kesre karo1hk 

baoka bir kesir daba, yanl neticede eonsuz miktarda kesir bulu· 

oabllir k1, bu da Teorem 2 nio 2. k1em1n10 iddia&rndan lbarettl. 

Trivial olan Teorem 1 de paydalar her deJteri alablldljtl halde, 

Teorem 2 deki (6) Ozelijtioi ancak baz1 paydalar haiz olabllmek· 

tedir. Bu paydalara «iyi paydalar• diyecejtiz. \12 ballnde rastla

d1jt1m1z iyi paydalar 2, 5, 12 olup, hesaba devam edlldijti tak

dlrde bu halin dijter iyl paydalari olarak stras1yla 29, 70, 169, .. . 

say1larrn1 buluruz. 

:i ballnde 7 iyi bir paydadir, haltA Teorem 2 nln garanti 
22 

ettijtinden de cok daha lyl bir payda. Q11nktl 7- :i yalntz 

1 1 1 71 = 
49 

dan kllcllk olmakla kalmaz, hattlt 497 den de kQi;Qk-

tUr. Burada ou problem ortaya c1k1yor : acaba her w 1&y111na 

karo1hk Tcorem 2 dekinden de daha iyi, meeelA 

1 m 1 --<w--<-nu n n~ 

glbl eoiteizllkleri gercekleyen, paydalar mevcut mndur 'l 

~imdi gOeterecejtiz kl, 2. Teoremin bu tQrlll bir keeklnleo

tirilmesl her fll say1s1 ii;ln mllmklln olamaz. Daha ac1k olarak, 

Ozellikle w = \' :! li;in ou iddlay1 !spat edecejtlz: m/n lctari naarl 

ae~i/irae ae~ilain, lcendiainin \ 12 den farlcwrn matlalc dejtri daima 

1/3 n' den b1igiilctiir. 

I 
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Et1'1Jef6 ~ > 't/2 olsun. Bu takdirde ~ < 1,55 alabllirlz. 
n n 

QUnktl 't/2 < 1,45 oldujtundan, 1,55 ten btlyllk veya ona eelt her 

m/n kesri v'2 den 1/10 dan daba cok farkeder, 1/3 n2 ise daba 
n = 2 den itlbaren 1/10 dan ktlcOk olup, iddlam1z m/n ::=:::: 1,55 lcln 
mub.akkak do~ru olur. Fakat eimdl m/n l v'2 Ue 1,55 arasmda 
alusak, g uyguo bir pozitif tam say1 olmak tlzere, 

- -2- --( 
m )' _ m' - 2 n' _ J( 

n n' n• 

olur. Buradao da her balttkArda 

- -2::=:::-( 
m )' 1 
n n' 

elde edlllr. Bu sonunca m1lna1ebetten a' - b' =(a+ b)(a - b) 
formQlllne gore 

ve buradan da 

m .r 1 1 --v2::=:::-;----
11 n .!!!.. + v" 

11 M 

elde edlllr. ~imdl .!!!.. < 1,55 lse, !!!.. + v2>1,55+1,45 = s \'0 
11 11 

neticede 
1 1 ---->-

~+v2 8 
n 

baluoarak, en soounda iddiay1 gerc;ekleyen 

eeitsizll~I elde edllir. 
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$imdi ikinci hal olarak 0 < ~ < y2 olsun. Bu takdlrde 
n 

2- - :::..-:::..-( 
m )' II 1 
n - n•- n 1 

den hareket etmek auretlyle 9u netlcelerl c1karabillrlz : 

.r m 1 1 1 1 t 
v 2 --;;- =::-;;-;---- > ~ 2 •'2 > 3n1 • 

~+v:a v 
n 

Bu suretle iddiamaz her iki balde de ispat edilml1 oldu. 

16. Mafsalh mekanlzmalar vasitas1yla doirusal 
bareket tevlidi 

1. James Watt' in bubar maklnas10da, 9emas1 eek. 64 te ve
rllen, Watt paralelogram1 ad1nda blr yard1mc1 mekanlzma mev-

8 

:I 
o, 
:s:: 
a 
0 .. • =: 

cuttu. Bu Alet C, D, E, F mafaallaranda blrblrlne bal'tlanm11 olan 

blr tak1m cubuklardan ibarettlr. <;ubuklar A ve B noktalar t et
rafa nda dOnebilecek 1ekllde tesplt edilmi1tlr. BQtl1n maf118.llar te· 
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kil dOzlemioe dik ekseoleri halzdlr. (') F ooktae101 piston kolu 

ka\•rar. Aletio makaad1, plstonun slliodir h;lode gev1eme veya 

11k11maa10a maol olmak lclo gerekll olan, piston kolunuo F ucuna 

doJra•al bir harelut fJermelctir. ltln matematlk tetkiki sonuoda, 

F noktas1n1n Watt paralelogram1010 mafsalh mekaoizmas1 vae1ta

a1yla tam olarak blr dojtru Qzerlnde hareket etmedijti kolayca 

anla11hr. Fakat, bu barekete bellrll blr dar Mlge li;;inde yakla-

11k olarak doltrusal gOzl1yle bak1labilir, 1u halde bu mekanlzma 

tekolk bak1m1odao plstonun dojtrusal hareketlni bir dereceye ka

dar geri;;ekle,tlrmlf say1hr. 

Bu mekaolzmaya ad1n1 vermlt olao CDEF paralelkeoar1 as

lloda onuo en Ooemll k1sm1 dejtlldlr; bu paralelkenar aadece, ha

reketlo r1ojtruya yak10 olmak bak1m1odan tie yarar parcae1n1 b11-

yl1tmeye yarar. Atetin en Ooemll k1sm1, daba zlyade, ADCB cu

buk 1lstemldlr. DC cubujtunuo M orta ooktas1 i;ok fazla olmayao 

uzakhklar lclo a11a1t1 yukar1 dojtrusal olan blr hareket yapar. 

AD= DE= CF= BC ve DC=EF 

oldojtu takdlrde (.4£ cubu1tu D de bnk11lemez I) A, M, F ookta

lar1 ADM ve AEF U~rnlerloln benzerllklerl dolay181yla dalma 

blr dojtru ilzerlnde bulunurlar. Ayo1 sebepten AF de AM nln lki 

kat uzuolojtunda oldujtuodan, F, M olnkloe •beozer• fakat Ol

c11leri oounklnlo lkl kati olao blr hareket yapar - t1pk1 buouo 

glbl, DEFG paralelkenar1010 Olclllerini 

AD:AE = DM:EF=l:k 

olazak 1ekilde aecmek suretlyle M nln hareketlol le defa bl1yQ

teblllrdik. Burada da AD= BC olup, bunuo netlcetiode CD oio 

<1> Mafealh mekanlzmalar1n1n t•maa1nda, mevkll Hbll dOnme nok

talara dolu, harek•t edeblllr mafaallar ·~· bot kl~llk dalrelerla roate

rllmlttlr. Kealk tlztiller akllda d8ttlnlllen y1rd1me1 \lbrller olup, bl\lblr 

\)ubuta delllet atmnler. 
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M orta noktae1na yakla~nk olarak dotrueal olan blr hareket ve
rllml1 olurdu (~ek. 65). 

0 A 

~ek. 65 

~u halde Watt paralelogram1 \'&11ta11yla dojtruaal bareket 
elde edllip edilmedlglnin mnnaka1aa1nda babla konu1u olan feY, 

M noktae1n1n yapt•I• harcketin ara1tmlmaa1ndan ibarettlr. Bu 
hareketln tamamen dojtrusal olam1yacat1 c;ubuk alatemlnin bazt 
aim durumlar1 tetklk edllerek gOrDleblllr. Bununla beraber bu 
kar111k bareketl buradaki makeatlar1m1z ic;ln Onem1l1 olmaa1 ae

bebiyle daha fazla lncelemiyecellz. 

2. Dojtrueal hareket tevlidl problem! maklna mflhendialill 

tarlhtnde bOyQk blr ehemmiyetl balz olmu1 ve bu yflzden birc;ok 
klmaeler bn problemle ujtra1m11lard1r. Bogan ic;ln Watt'10 c;O
zQmQ arbk Onemll dellldlr. Meae!A blr lokomotlfin d11ardan gO
rQnen kol tertibat1na bakarak anla~11JacllJl'1 gibl, bugDn dojtrn
aal hareketin ba1ka blr tarzda - ikl paralel ray ara11nda hare

ket etttrilen bir •kroahed• (1
) vaa1ta11yla - tevlidl terclh edll· 

mektedlr. Eekl makina mllbendielerlnln kroabedl reddederek onun 

yerlne mafsalh mekanlzmalar vaa1tae1yla dojtruaal bareket tevll· 
dlnl diltllnmelerlne aebep, herbalde eQrtllnme hakk1nda o :r.amankl 

yanh1 dil11lnceler olsa gerektlr. 

Dogruaal hareket problem! lie aadece pratikle me1gul klm

aeler ujtra1makla kalmam11, bu problem a1rfl matematlkc;ilerl de 

( ' ) Croa1head: Pl1toD ve krank kollar1n1n mafaah. 
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kendlne Qekmiotir. Tabiatiyle bu sonuncular problem! bUtlln ke

sinUjti Ile vaz'etmlolerdir: Oyle blr mafsalh mekanizma bulun

mak lstcnlyor kl, bu mekanizmadaki mafaallardan biri teori b11· 

k1mrndan tam mana11tgle bir dojtru ilzerinde hareket etsln. Her

kesten QOk, bllyUk Hus matematlkcisi T•che~g•cheff (1821 -1894) 

Watt paralelogram1 ve onun islilh edilmlt oekilleri Qzerinde ca

h1m1e, fokat taro manas1yla dojtrueal bir hareket tevlid eden blr 

mekanlzma bulamam11ttr. Boea giden blrQok QOZQm denemele

rinden eonra, geQen yQzy1hn ortalar1nda matematlkQiler aras10da 

bu problemin tam (yani yaklattk olmayan) bir cOzQmfinQn mflm· 

kiln oldujtundan bile fUphe edllmeye ba1Janm11ttr. 

Buna raltmen 18tS4 y1hnda Frane1z generall Peaucellier dojt

ruaal hareket tevlld ettliti.gibl baeka daba bircok ltlerde goren blr 

Alet lcadetti. Bu lletin adina •lnvereeur» (envereOr) , denllmlotir. 

Bundan eonra, kcolfler tarlblnde e1k e1k vukubuldu{tu gibl, prob

lemln daha bir eUrQ Qlh:Umll bulunmuetur. HattA aonralari doltru 

cizgi, maf&alh mekanlzmalar tarafmdan tevlid edllebilen genie 

bir ejtrleel barekellcr a101f1 IQlnde bir Ozel hill olarak kalm11t1r. 

3. Evvelil Peaucelller'nin mafaalh mckanlzmae1n1 gOzJen 

gec;irellm. Bu mekanlzmaya enverenr denllmesinin eebebi, 00110 

bir •Inversion» (aki11) traneformasyoouna vile1ta olmaa1d1r. Bir 

akie transformaeyonn, blraz sonra daha da &Qtklanacak olan, 

dilzlemln kendi Uzerlne Ozel blr tuvirldir. Burada tasvirden mak

sat, dUzlemin her noktas1na realm noktas1 (yahut eadece realm) 

ad1 verllen dilter blr noktay1 lekabUl ettlrmekten ibarettlr. BaZJ 

basil tasvlr Oroeklerl eunlard1r : 1. Bir doitruya gOre yans1ma 

(bu tasvir 6. ve 7. BOHlmlerde blrQok kereler tekrar edilmiotlr); 

Oteleme, ki bu tasvlr vas1tas1yla her noklaya kendialni belirli blr 

yOnde bellrli blr uzunluk kadar kayd1rmak suretlyle elde edllen 

nokta tekablll ettlrillr; 3. Dllzlemdekl bir ookta etrafmda \"C verl-

len blr a1;1 kadar dOome; 4. OUzlemio, blr noktaa1ndan (genioleme ~ 

merkezl) hareket etmek suretiyle geni,lernesi, kl bu taevlrde her 
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noktaya kendisini genloleme merkez.ine birleotiren 111n Uzerlnde 

ve, l geniolemeyi karakterize eden bir aabit olmak tizere, merkez:e 

olan uz:akhjt1 o noktao1n uzakhjt101n 1: l oranmda olan nokta 

tekabQl ettirillr. Bir taavlrde reeim noktaa1n m, kendieinln reemi 

bulundujtu noktadan mutlaka farkh olmast lcabetmez. Bunuola 

beraber, oteleme taaviriode her noktao10 ream! keodislnden fark

hd1r. Don me ve genlolemede ise merkez noktalar1nm resimlerl 

gene kendileridir. Yana1mada ise kendlslne gore yane1mamn ya

p1ld1jt1 dojtrunun her noktaa1n1n resmi gene kendisidir. 

Yukar1ki Ornekler taavir kavram101 a<;1klamaya yeter. Slmdl 

akls'e gelelim. Bir akls tranaformasyonu aoajtt tarzda blr tasvir 

olarak karakterize edilebllir : Akls merkezl denilen 0 merkezll 

blr daire verilmio olsun (Sek. 66). 0 dan farkh herhangl blr P 

Sek. 66 

noktas101n P' resmlnl bulmak i<;in OP 11101 <;izllerek dalreyl ke· 

sinceye kadar uzat1hr. OP nm dairl'yi k<>stl~I nokta Q olaun. 

Bu takdirde P' noktas1 OP 11101 flzerinde bulunmak ve 

OP: OQ = OQ : OP' 

orantasma uymak oartlar1 ile bellrlenlr. Verilen dalrenln yari 

<;apma a ve OP= ,, OP'= r' dersek yukar1kl m11naaebet 

r•r' =a: 

1ekliode de yazilabllir. Akis'in bu tariflnden, akis dairClinln 



156 16. Mafaalh Mekanlzmalarda Do~rusal bareket 

iolnde bulunan her noktanm resmlnin bu dalrenin d101nda, ayn1 

dalrenin dJomda bulunan her noktamo resmlnin bu dalrenin 
ioinde oldugu, dalre tl.zerinde bulunan her noktanm resminln lee 
gene kendisinden ibaret bulundu~u derba! gOrlllnr. Bu soouncu 
Ozellkten dolay1 akise •daire llzerlnde yans101a• ad1 da verllir. 
Akis, resmin resminin daima Ilk baolang1otaki nokta olmast 

Onemll Ozeligini de Adi yans1ma lie paylao1r. 

4. Bir akis vas1tas1yla noktalarm teker teker tasviri hak
ktnda akis'in tarifl Ile ashnda heroey sOylenmit oldu. Ejtrilerin 

tasvirl ele allnrnca yeni sorular ortaya 01kar. Bu problemlerln 
etrafh bir tetklklne burada glrloemeyiz. Bu tetklk sonunda elde 

edilen en Onemll sonuo, akis'ln do~ru ve dalreleri dogru vega 

dalrelere oevirdiltldir. Afajt1da bu neticenin yaln1z on k1sm1na lh
tiyao duyacag1z : Aki• merkezinclen ge{:en bir clairenin reami bir 

clojruclur. Simdl bu sonuncu teoremi !spat ediyoruz: 

SP.k. 67 

k, 0 akis merkezindeo geoen ve OA = cl oaph bir dalre ol
sun ; K, a yar1oapl1 akis dairesl olsun (Sek. 67). A noktasmm A' 
resml OA ospm1n nzahlnut k1sm1 tl.zerinde ve o dan cl l' =a' 

oarhna uyan 0 .4' =cl' uzakht1nda bulunan noktadir. Simdl OA' 

ye A' noktas1nda 01kllan dik dojtrunun k daireslnin reaml oldugu 
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ispat edilecektir. Bunun icin 0 dan <jlkan herhangi bir dogrunun 
daireyi kestigi nokta P ve yukar1da tarif edilen do~ruyu :kestlgi 
nokta P' oldujtuna gore, OP·OP' =a' oldugu ispat edilmelidir. 
Hakikaten AP yard1mc1 dojtrusunu <jizersek, 0 da ortak bir a<11y1 
haiz olan OAP ve OP' A' dik tlcgenleri birblrine benzer 1l<jgenler 

olnrlar. Bunun neticesinde 

OP:OA= OA':OP' 

oranhst, yahut OP= r, OP'= r' dersek, 

rr' =dd' 

e,itligi earl olur. Halbuki dd' = a9 oldu~undan, rr' = a2 bulunur 
ki, bu da bir nokta ile onun bir akis transformasyonundaki res

mi araemda bulunmae1 !Azim gelen mllnasebetin ta kendisidir. 

~ek. 68 

Bundan eonra anlatacaklar1m1z i<jlD bemen burada eleman

ter geometrinin tan10m1' blr teoreminl hahrlatahm (~ek. 68): 

Bir noktadan blr daireyi kesmek iizere bir tak1m dogrular <1izer

sek, bu do~rular10 o nokta ile dalreyi kestliti noktalar aras1nda 

kalan parcalarmm carp1m1 biltlln Myle dogrnlar i<1in ayn1d1r. 

~u halde AP
1 
= •o AP/ = 1i', AP,= •u AP,'= •1' oldujtu tak

dirde bu teoremin ifadeai s,•/ = s,1,' den ibarettir. Bu mttoase
betio ispatJ, A noktasmda ortak bir a<11y1 haJz olan ve Pi' ve 
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P,' noktalar1ndaki ac.;1lar1 1 aym P,P, yaym1 g6ren kenar ac;llar1 

olmalar1 dolay1a1 ile, etlt bulunan AP1P1' vo AP1 P,' flc;geolerinio 

benzer olutnndao derhal elde edllir. 

5. Bu 6n ihtarlardan sonra art1k Peaueelller envers6rdne 

d6nelim (Sek. 69). Bu envers6r kenar uzuoluitu c olan bir PQP' R 
mafsalli e11kenar dOrtgeni ile bu dOrtgenio kartihkh Q ve R kO

telerinde maioe mafsalh olarak tutturulmull birbirine evit b uzun· 

lujtuoda iki c;ubuktan ibarettir. Bu cubuklar sablt bir 0 ooktasm

da birbirlne bajtlanIDJll olup, bu ookta etraf1oda serbestc;e done· 

bilmektedirler. Daiwa b > c dir. Su halde bahis konuau meka· 

oizma 6 taoe OQ, OR, PQ, PR, P'Q, P'R c;ubujtundan ibarettir. 

--
Sek. 69 

Aletiu almetrik oluvu dolay181yle 0, P, P' ooktalar1 daima, 

Aletin slmetri ekseoioi tetkil eden, blr dojtru Qzerinde buluour. 

Simdi Q etrafmda, P ve P' den gec;en, c yar1c;aph daireyi c;ize

lim. OQ c;ubujtu ile onuo uzattlmtt ku1m1 bu daireyi s1ras1yla S 
ve T noktalar1oda keasioler. Bu takdlrde OPP' ve OST bu dal

reolo keodilerlne yukar1da bahsedilmlt olan elemanter geometri 

teoremioio tatbik edllebileeejti iki keaeoi olurlar. Teoremto tat

blki burada 

OP·OP' = OS·OT = (b-c) (b + c)=b2 -c' 

oeticeslni verir. Su halde OP·OP' c;arp1m1 aabittir. a' = b' - c' 
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vaz'edildigl takdirde, a, hipotenttsil b ve diger dik .kenar1 c 

olan bir dik tti;genln bir dik kenar1D1 teokil eder. Bu takdlrde 

OP· OP'= a' eoitligi, P' noktas1n1n P noktas1ndan 0 merkezli 

ve a yar1i;aplt daireye gore yap1lan bir akis (envereiyon) trans

formasyonu ile elde edildigioi gosterir. 

Bu suretle «enversOr» ad1n10 nereden geldigl anlao1lm11 olu-
yor. 

~U halde bu alet, dilzlemio p Ve P' noktalart tarafmdan 

erieilebilen k1smrnda bir akis traneformas.yonu gercekleetirlr. 

~imdi bu aleti bir dogru hareket tevlid etmek icin kullanmak 

ietereek, P yi 0 dan gecen bir daire ilzerinde harekete mecbur 

etmek kAfidir. Qttnkll bu takdirde P' noktaai yukarzla o/rendik

lerimize gore bir dojru11al hareket gapar. P ye bUyle blr daireeel 

hareket verilmesi ise, mafealh bir mekanizmada trivial olarak 

geri;ekle,tirilebilir. Buoun icin eadece, P noktaemda yeni bir ZP 

<;ubu!tu ilAve etmek kllfidir, Oyle ki bu i;ubuk P de Aletln geri 

kalan k1emma mafeallaom10 ve eabit tutulan Z ooktas1 etrafmda 

da eerbest<;e dOnebillr olsun. 

P oin 1lzerinde dola1acag1 daireoin 0 dan gecebilmeei~lcio, 

ZP uzunlui;tunu sabit OZ uzunluguoa eoit almahd1r. PZ yi ye

dincl c;ubuk olarak ilnve etmek ve bu c;ub..il}u Z de teeplt etmek 

suretiyle, P ye ancak (kendisi veya lcabmda uzablm101) 0 dan 

gec;en bir daire yay1 cizmek eerbeetiei b1rak11Ir ki, bu eenada P' 
blr do~ru lizerinde hareket eder (Bu do~ru 11stelik OZ ye diktir. 

~ek. 69 a bakm1z). 

6. Sonradan daha ba11ka enversOrler de icadedilmJ9tlr, ki 

tabiatiyla bunlar da t1pk1 Peaucellier'ninki gibi do~rusal hareket 

tevlidi problemini cOzmeye yararlar. Hart enversOrll (~ek. 70). 

Peaucellier enversOrttodeki 6 cubuk yerine eadece 4 cubuktan 

te11ekkUl eder. Hart envers0ri1 bir «antiparalelkenar» dir, yani 

karet11kh kenarlari birbirine e1lt bir mafsall1 dlkdOrtgen olup, 

bir paralelkenar1n kOeegenJerinden biri ttzerinde katlanmas1 ile 
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elde edilebilir ('). ~imdi herbir cubuk Uzerlnde bir tane olmak 

ttzere O, P, P', R noktalarrn1 itaretleyelhn, 6yle ki antiparalel

kenarrn bir durumunda onun AC ve BD •kOeegenler» ine paralel 

bir dojtru Qzerinde bulunsunlar n. 

~ek. 70 

Bu takdirde, ba noktalar antiparalelkenarm her daramancla 
ko1egenlue paralel bir dojra iizerinde kalrrlar . 

QOnkQ OP ve DB nin paralel olueundan 

( 1) 

elde edilir. Bu nun glbi 

(2) 

(3) 

(4) 

AO:OD=AP:PB 

AO: OD= CP': P'D 

AP:PB =CR:RB 

CR: RB = CP': P' D 

dir. Bu oranlarrn ic;ine yaln1z uzunluklar girdijtinden, bunlar 

mafealh dikdOrtgenin herhangi blr harcketi aonunda ayn1 kahrlar. 

(') Bir paralelkenar kendl dGzleml l~lnde blr bareketle blr antt

paralelkeoar tekllne aokulablllr . Paralelkenardan antlparalelkenara ie

tltle aradakl 11oar durumu ABC ve ADC o~eenlerloln blrblrl lie eakt· 
IJ&ll blrer dotru hallne eeldlklerl durumdur. 

( ' ) Aollparalelkenann AC ve BD k01e1enlerl dalma blrblrloe pa· 

raleldlr, eonkG ACB ve ACD slmetrlk 0~1enlerl •tit olduklarindan AC 

19 alt JOkaekllklerl de blrblrtne efltllr. 
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Bu takdirde (1) den gene OP II DB elde edllir. (2l ye gore 

OP' II AC olup, bu da AC II BD dolay181 lie OP' 11 DB verlr. OP 
ve OP' •)'DI DB dotru10Da paralel olduklar1ndan, Detlcede 0, P 
ve P' DOktalarJDID agnr bir dotru, yaDI 0 dan DB ye otzileD pa
ralel, Qzerinde buluDmalar1 icabeder. Bona ben:&er blr mubakeme 
lie R, P', p DID de R den DB ye olzileD paralel dotru llzerlDde 
bulunduklar1 i1pat edlllr. So balde aonunda 0, P, P', R nokta
lartDID dalma DB ye paralel blr dotru Qzerlnde bulunduklar1 
neticealnl elde etml1 olduk. 

Bundan ba1ka, gene Ile; dotrunun paralellltl sebeblyle 

OP :DB =AO:AD 

OP':AC=DO:DA 

dir. Bu oranhlar yerlne 

OP·AD=AO·DB 

OP'·DA=DO·AC 

de yu1labllir. Bu denklemlerl taraf tarafa ~rp1p AD' ile bO

lerek 

(IS) 
AO·DO 

OP·OP' = AD' ·AC·DB 

bularuz. Salt taraftakl AO, DO, AD uzuulnklan aablt olnp, Alet 

taraf1ndan bellrlenlr. Bona kar11hk AC ve DB k01egen uzunluk

lar1 ao1kc;a anliparalelkenar1n durumuna balhd1r. Buna ra/men 
AC·DB ~arprmr •obit kalu. Q11nk11, tlzerlnde DA ya blr BE pa

ralell ve AC ye BF dlkl olzUml1 olan, 1ekllden derbal 

(6) AC·BD =(AF+ FC) (AF - FC) =AF' - FC' 

elde edlllr. AFB ve FCB dik Q~nlerlne Pita1or teoreminln tat

hlkl ise 
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AF'+ FB' = AB' 

FC' + FB' =CB' 

verir ki, bnnlar1 taraf tarafa 91kararak 

AP - FC' =AB' - CB' 

elde edilir. Bunu da (6) da yerlne koyarak 

(7) AC·BD=AB'-CB' 

buluruz. Bu e1ltlljtin salt taraf1 bakikaten aabittir. $1mdi (7) ve 

(5) ten 

(8) OP·OP' = A°;.f: CAB' - CB') 

1:ikar ki, bunun Hit taraf1nda •obit, yani yalmz Aletin Olc;t1lerine 

hajth bir lfar1e bulunmaktad1r. $1mdl 0 noktaa1 aabit tutularak 
antiparalt>lkenara ken<!I dflzleml lc;indc keyfl bir hareket verilirse, 
(8) mt1nasebetl zaten 0 lie ayn1 dojtru Qzerlnde olan P ve P' 
noktalar1010 blrbirlne blr akis transformasyonu Ile bajth olduk
lar1n1 gOsterlr. Burada akis daireslnln yanc;ap1n1n kareal (8) in 

salt tarahndakl blraz kar111k, fakat elemanter geometrl ustllle

rlyle Iota edllebllen, lfade Ile verlllr. • 

BOylece, Hart enversOrQnt1n bir akla transformaayoou yap

t11t1 ispat edllmlt oldu. Nlbayet, P noktas1na Alete eklenen bir 

betinci c;ubuk ns1taa1yla 0 dan gec;en bir dalre yay1 c;lzdirirsek, 

P' bir dojtru par1;a11 c;lzer. 

7 . Bugl1o, blr dojtruaal hareket tevlit etmek lc;lo Uk Once 
blr akisteo gec;meye luzum b1rakmayan mafsalh mekanlzmalar 

da mevcuttnr. Bunlartn en lncellkll bir taneal KemJN'nln c;lft
romboldi'dlr ($ek. il). Rombolt dlye lr:enarlar1 iklter ikl1er e1it 
olan bir dOrtgen kastedilmekte olup, e1lt kenarlar kartthkh ol

may1p, blrbirlne bltitiktlr. Bir romboitte daima blrblrlne e1it lki 
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ac1 mevcut olup, bunlar birbirine e1it olmayao kenarlar taraf1n
dan tetkil edilir. ~imdi ABCD ve BCEF, e1it olmayao keoarlar1-
nm oranlar1 birblrlnln ayn1 bnlunan ve bUyU#Uniln kUcUk ke
narlar1, k!icU#!lnUn bUyUk kenarlarina e1it olan ikl mafsalh 

~ek. 71 

rombolt oleunlar. Bu mafsalh romboitler konveka dnrumlar10da ah· 

nacaklard1r. Bunlarm blrbirioe etit keoarlar1 CD, CB, CE olsun. 
Kttcuk romboidin F k01esi bUyUk romboldlo bir kenari Uzerlnde 
bulundu#undan, B deki ac1 her iki romboltte ortakbr. Su balde 
D, E ve B dekl ac1lar birbirioe e1ittir. Kenar oranlar1 ayn1 ve 

hirer acdar1 e1it iki konveks dOrtgen ise birbirloe benz:e1'dir. Su 
halde her iki romboitten meydana gelen mafsalh mekaoizmanm 
herhangi blr hareketi eeoas10da ABCD vo BCEF romboltleri 

daima blrbirine benz:e,. kahrlar. 

Romboidin iki kar111hkh kenan kesioloceye kadar uzahhrea, 
bunlar keal1me noktaa1ada bir ac1 teokil ederler. Yukar1kl ben
zer romboitlere alt EXF ve CYB ac1lari birbirine eolttlr. C 

lloktastndan AB ye CZ paraleli cizilirse, yOndeo acllar olarak 

-t" DCZ= }:. CYB ve ters actlar olarak -: ZCE= 4:. EXF dlr. 

~etlcede oekilde itaretlenmit 4 ac1 birbirine e1lttir. Su halde 
CZ, farazlyeye gore lkizkenar olan CDE Ocgeninin ac1 ortay1n1 
te1kll eder ki, bu da ikizkenar ili;genin DE tabanma dik olmak 
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zorundad1r. Qizime gore CZ ll AB oldutundan DE dotrusu, dalma 

AB ye dlktir. 

e1mdl D yl sabit tutar ve AB yl kendisine paralel kalacak 

tekilde bareket ettirirsek, D den AB ye iodirilen dik te sablt 
kahr. Fakat bn dik tlzerinde E noklas1 bulundutundan, yuka

r1ki harekel esnasmda E ic;ln ancak bu dlk tlzerinde dof,.u•al bi,. 

haf'elcet yapmak imkanl kahr. e1mdl AB ye bu it ic;in 1Az1m Olan 
pa.ralel hareketi vermek ilzere, Alete B noktasmda AB=AD= BG 
olacak 1ekUde bir BG ililve c;ubugu mafsalhyahm. G nokta11 da 

D gibi ve DG =AB, yanl ABGD blr e1kenar dOrtgen olacak ee
kilde tesplt edilsio . Bir etkenar dllrtgende lki kar11hkh kenar 
dalma blrbirlne paralel oldugundan, AB mekanizmanm her duru

munda DG sabit dofrusuna paralel kahr ve bOylelikle dofrusal 

hareket tevlidi nihayet saflanm1t olur. 

8. Kempe'nin c;iftromboid'inden dofrusal bareket tevlldl 

bususunda ikinci ve c;ok g!lzel blr 1ekilde daha ietifade edilebilir. 

Buoun lc;ln ikl tane birbirlne eelt ABCDEF ve A' B'CD' E' F' 
c;lftromboldl alahm. Bu iklelol blrblrloe Oyle bafhyahm kl, C 
ooktae1 miltterek oleun ve gerek DCE', g'lrek D'CE tek birer 

~ubuk te1kll eteln (~ek. 72). Yukar1da lapat edlleolere gore 

eek. 72 

-:· D'CE' nQo CZ' ac;1ortay1 A'B' ye paraleldlr. < DCE ve 
-: D'CE' tere ac;1lar olarak teekll edlldlklerlnden, her lkl CZ ve 

CZ' ac;1 ortaylar1 tek bir dotru te1kil ederler. AB ve A' B' bu 
dofruya paraleldir. Neticede AB ve A' B', mafealh mekanizma• 
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nm her dorumunda blrblrlne paraleldlr. Bnndan batka A'B' dal

ma AB nin uzatilJDJf par~a1 Oserlndedlr. AB ve A'B' non pa
ralelli#lnl lapat etmi1 balundutumuzdan, bunun 1910 C noktaa1-
n1n AB ve A' B' den ayn1 uzakhkta oldutuou 11pat etmek yetel'. 
Bunun lc;ln de, ABCD ve A'B'CD' romboldlerlnln mekanizman1fl 

her durumunda blrblrlne (1imetrlk olarak) e1lt oldutanu l1pat 
edecetlz. Hakikaten, Aletin her lid yarlBlndaki .q:: DCE ve -1.:: D'CE' 

tepe a91lar1 olarak blrblrlne e11ttlr. 7. ye gore lee, bu ac;1-

lar blr romboldln ikl kar11llkh kenar101n te1kll ettl#i a91n1n 
ikl kabdir. Romboldln kenarlar1 da nbit olarak verllml1 oldu

#undan, romboit bo auretle tamamen belll olur. Bu hu1n1 •ta· 
t1kl yard1mc1 c;izimden anl111hr : ABCD romboldinln ic;ine BCDH 

etkenar dOrtgeninl c;izelim (~ek. 78). A, H, C noktalan 1imetrl 

Sek. 78 

dolay1a1yle blr do1tru Qzerlnde bulunurlar ( ') HB II DC oldutun· 

dan, ct: ABH iki kar11hkh kenar ara11ndakl ac;1 olup, ~ DCE nln 
yar181 olarak bellrlidir (~k. 72). AB verllmit, BH da gene verll

mit olan BC ye e11t oldutundan ABH t1CIJ8DI tamamen bellldlr. 
Bu takdlrde D, B nln AH ya gore almetrllf ve C de, BCDH 

e1kenu dOrtgeninln dOrdQncll k0191l olup, bu dGrtgenln Go 
B, H, D kD1eal evvelden belll ldl. 

Su halde, Sek. 72 dekl lletln her ik:l yu111, lddla edlldill 
glbl, blrblrlne e11t olnp, netlcede C nln AB den nsakhlt, ken-

(') Bu 1elrll P11acelller eanrellrtlDG• telrll lie latlklr eder. 
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dislnln A'B' den olan uzakh{t1na e1lttlr. eu halde A, B, A', B' 
noktalari dalma bir do{tru dzerlnde sa{ta aola hareket edeblllr. 
Bu auretle mafsalh bir mekanizma vaa1tas1yla yeni bir do{truaal 

bareket tevllt etmit olduk. 

Hatt! bu mafsalli mekanlzman1n yukarda konu1ulan meka· 

nlzmalara nazaran ba1ka bizmetlerl de vardir. Onceki mekanlz
malar sadece blrer noktaya doltruaal hareket verirler. En 10-

nuncu mekanizma ise, bl1tiln blr A' B' do{tru parvas1n1 kendl 

tlzerlnde do{trusal olarak hareket ettlrlr. A' B' do{tru parcas1na 
herhangl blr 1ekil hattl bl1tiln dilzlem kah (rijld) olarak ba{tla
nabllece{tloden, bu halde 1ekllo b11tlln noktalar1 birbirlne para· 

lei ve e1lt do{tru parvalar1 vizerler. 

17a. Milkemmel Saydar 

' Oklid, Elemanlar'1n10 arltmeti~e baaredilml1 olan Qc; kltab1-

01n aonuncu1n bulunan IX. kltab1n1n aonuoda Once, kitab1m1z1n 
1. B01ilml1ode aolatm11 oldu{tumuz, asal aay1larin sooauz miktar
da oldu{tunuo i1patio1 verdlkten sonra •mllkemmel eay1lar• ko
nuaunu ele almaktad1r. •Mdkemmel say1lar• terlml Platon'da da, 

bilbaaea «Otlvlet• adh eserindekl dilltlln 1ayl8l denilen aay1ya ait 
ve bugl1n blzlm lcio gllc; anla11hr evgenlk heaaplan ihtiva eden 

eararenglz pas1j1oda olmak ilzere, blrc;ok kereler gevmektedir. 

BugQokil Matematik verveveal lclnde dl1tllnllldQ{ttl takdlrde, 
bu teorl ve ona daha eonrakl matematlktilerln ilAve edebildiklerl 

teo,.emler, anayollar1n d111nda mQtevazl bir hayat ellren blr me· 

rak konuaundan baoka blr1ey dejtlldlr. Buna ra{tmen bu konuyu 
burada ele almam1z1n sebebl, ooun rnetod bak1mmdan ufak blr 
k1v1lc1m lhtlva etmesidlr kl, bu k1v1lc1m hemen bundan aonrakl 

Mlilmde gOrlllece{tl glbl, Euler taraf1ndan canlandmlm11 ve o 
zamandanberi bugllnkt1 matematikte parlayan en bilyQk alev· 

Jerden blrl - Aeal Say1lar1n Dat1hm1 babel - hallne gelmlttlr. 
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Oklide gllre, kendisinio biltilo Mlenlerinio toplamma e11il olan 
bir say1ya miikemmeldir deoir. Meselil 6 bir milkemmel say1d1r, 

<;:ilokii kolayca denenebilecejti gibi 6 nin b!it!in blllenleri 1, 2, 3 
Olup, aeikil.r olarak 1+2 + 3 = 6 d1r. Say1lari s1rayla denemeye 
devam edersek, ikinci miikemmel say1 olarak 28= 1+ 2+4+ 7+ 14 

e rastlar1z. Bundan sonra kolay kolay bir milkemmel say1 bula
may1z. ~imdi bedefimiz biitiin miikemmel eayilari deneme sure
tiyle de('til, fakat sistematik olarak bulmaktir. 

l. Asal bir say1n10 bii;bir zaman milkemmel olam1yaca1?1 
&§ikArdtr. Qiinkii bir p asal say1s1n1n biltlln blllenleri 1 ve p 

olup, mO.kemmel sayllarm tarifinde saymm kendisi bolen olarak 
sayllmad11?10dan b!ltiin b(llenlerin toplam1 sadece 1 olarak daima 

p den kf1cttk kallr. 

2. Qok basit olao bu ilk neticeyi tespit ettikten sonra, 

!limdi ihtiyatla ilerliyecegiz. Kendisi asal olmayan, fak:at bir asal 
say1n1n karesi olan 9 say1sm10 blllenleri aeikAr olarak 1 ve 3 te , 

ibarettir (1 den 8 e kadarki say1larm 9 u bolf1p bolmediitine bak
mak yeter). 1 + 3=4 toplam1 9 dan daha az oldu!luodan, 9 bir 

milkemmel say1 olamaz. 

Buoa uygun iekilde, p 1 gibi herhangi bir asal say1 karesioin 
de 1 ve p Mlenlerioi haiz oldujtu aeikilrd1r. Fakat bu ikisi ile pt 

nin btitlln b!Henlerinin tliketildi!ll, biitiin p ler ic:n 9 haliodeki 

deneme metodu ile teyit edilemez, buoun icio bir ispata ihtiyac 
vard1r. Oklid buou tamamen farketmi11 ve bunun icin lfizumlu 
olan yard1mc1 teoremleri haz1rlam1et1r. Biz de bunu, 1 l. Bol11mde 

gormi111 oldujtumuz asal carpanlara ayr1Irem tekligi teoremini kul
lanarak, ashoda tipk1 Oklid'deki gibi, fakat biraz baeka tilrlf1 

formiile edilmie bir ispatm1 verecegiz. Hakikaten p1 nln p den 

ba,ka bir carpanl bulunsayd1, kendisi aoikilr olan P1 = p· p eek
lindeki asal carpanlara ayr1Iiotan baeka tttrlll, yani dijter baz1 

asal carpanlara ihtiva eden, bir asal carpaolara ayr1ho1 haiz 

olurdn. 
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3. Daha umumi olarak, daha yllksek bir asal say1 kuvvetl 
de mllkemmel olamaz. QUnkil yukar1klne benzer 1ekilde pa nin 

blltiln bOlenleri, p nln daha kllc;ilk kuvvetleri olan 

(1) l, p, p2, • •• , pa- 1 

den ibaret olup, bunlarin toplam1, Oklid'in s1rf bu veslleyle 
c;1kartt1i;t1, geometrik serinin toplam formQIQne gore 

(la) '+ + a I pa -1 1+P+P ·· • p - = p-1 

olarak bolonur. Bnradaki p -1 paydas1 en kllc;ilk dejter olarak 

p = 2 ic;in 1 deterlnf ahr ve daha bllyllk her p lc;io 1 den bllyl1k 
dei;ter ahr. ~u halde pa -1 in p -1 de biri p" - l'e e1it veya 

ondan kilc;Qk olup, hic;bir zaman pa -1 'i gec;emez. ~u halde p" 

mo blltlln bOleolerinio toplam1 en c;ok pa - 1 olup, muhakkak 
surette p" dan kttc;ilktnr. ~u halde pa mQkemmel blr say1 olamaz. 

4. Bu On teernbeden sonra, 72 = 2' ·3' yahnt daha umumt 
olarak psq 2 gibi ikl farkh asal c;arpandan te1ekkl1l eden blr sa
ymm milkemmel olup olmad1jt101 anlamak art1k zor dejtildir. Ev
velA a,ajt1daki say1lar1n hepsinin p1q 2 yi bOldiljtQ hemen gOrQlilr: 

(2) 

1, 

q, 

q', 

p, 

qp, 

q'p, 

p', 

Bunlar, x, 0 dan 3 e ve /I, 0 dan 2 ye kadarki biltiln tam 

dejterleri almak 11zere, pqqlS §eklindekl saytlarda11 ibarettir. 
Bu say1lardan p"q' oin biitiin bOlenlerlni tilkettliti hueueu, gene 

asal c;arpanlara ayrli1110 teklljtl teoreminden hemen elde edilir. 
Bu suretle verilen N = p'q' say1s1n1n bQtiln bOlenleri hakk1nda 

bllgi e linmi' olduk. Bu bOlenlerln toplam1n1 bulmak lc;in, (2) 
cedvl'linin 2. satmnda 1. s11.llrdakilerln q' katt, 3. aatmnda ise q2 

kat1 buluoduguna dlkkat edelim. 1. sat1rdaki bOlenlerin toplam1 
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lee 1 + p + p ' + p' geometrlk serlsldlr. ~u halde bu toplamt ev
velA 1 kere, sonra q kere, daha sonra q' kere almahd1r; yanl 
heps! blrdeo ahn1nca bOlenlerln toplam1 

T = (1 + q + q') (1 + p + p ' + p1
) 

olur ve bona benzar ,ekllde blr N = p•q'• 1ay1a101n bOlenler top. 

lam1 ii;ln 

T = (1 + q + ... + q'') (1 + P + p' + ... + p•) 

(2a) - q•+• - 1 p6+• - 1 
- q-1 • p - 1 

bulunur. Yaln1z burada, Oneeki hallerln akalne, verilen N aay1s1 

da Mlenler arasmda say1lm1,tir kl, bunu gOz Ontlode tutmahyu. 

6. Arhk bundan sonra, toplam formOltlnO N aay1a1n10 lkl
den fazla asal i;arpao lhtlva etmesl haline te9mil etmek kolay
d1r: N = p 0 q6,c ... leln (2) cedvellnden batka, bu cedvelln ,. kat1, 

r' kat1, ••• , ,.c kahn1, ,u halde heps! blrden (1 +,. + · · · + ,.•) 
kabn1 ve dlfer her asal i;arpan li;ln buna tekabtU eden blr tat 
almak auretlyle (Burada N 1ay181 da bOlenler araatnda aayll

m11tir): 

T = (1 + P+ ··· + p 0 )(1 +q+·· ·+ q6){1 +r+···+r•)· ·· 
(Sa) _ p• + 1 _ 1 • q"+ 1 _ 1 • ,.c+ 1 _ 1 •• • 

- p - 1 q-1 r-1 

elde edillr. 

6. BOtOn bunlar eaaa ltlbarlyle Oklld'de mevcattur, Fakat 

Ok lid bu heeab1 aadece N = p· 2", yani blrl q = 2 olan, dljterl de 
aadeee 1. kuvvette (a = 1) jflren, llrl ... 1 earpanh blr aay1 ha

llnde yapm19br. Bu ozel hal i~ln yukartkl umumt (2a) formmtt 

26+1 -1 p'- 1 
T- ·--- 2-1 p-1 

verlr. ~u halde bu N aay11101n, N nln de li;lnde aeydd1jt1 Mien-



- ---- ·-~ - - . ~-- -.---

170 17a. Mt1kemmel Say1lar 

lerinin T toplam1 N + N yani 2 N ye e1it olduitu zaman mtl.kem
mel olur: 

T = (2"+ I - 1) (p + 1) = 2 N, 

yabut N nin ifadesi yerine konurea 

olur. Buradan derbal 

ya hut 

yahut nibayet 

(4) 

26+ l (p + 1) - (p + 1) = 2"+ l p, 

p=2"+'-1 

ctikar. ~u balde p, ~berbangi bir asal say1 olmay1p ta, 2"+ 1 -1 

1eklinde lee N eay1s1 mttkemmel olur. Bununla beraber, b ye 

herhangi blr dejter verlllrse 26+ 1 
- 1 in her zaman bir asal say1 

olmae1 mutlaka icabetmez. Bununla beraber, Oklid lie birlikte 
apjt1dakl neticeyi tespit edebiliriz : 

N=(2n+ 1 -1)-2n •ag1u, 2n+•-1 a•al olduju zaman claima 
mukemmel bir •ag1d1r. 

7. Sirayla n = 1, 2, S, •.. vaz'ederek bu formUlden hangi 
mUkemmel sayllarm elde edilebilecejtine bakahm : 

n=1, N=(2'-l)-2 = 3 · 2= 6 
2, (2'- 1)·2'= 7· 4=28 

3, (2• -1)-2' = 15· 8 (15 asal olmad11t1ndan i1e 

yaramaz) 
4, (2~-1)·2· = 31·16=496 

5, (26 -1)-1" = 63·32 (63 aeal olmad1jt10dan i9e 

6, (21 - 1)-2°= 127 ·64 = 8128 
yaramaz) 

............ .... ······. ····· .. ··· ··· 
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Oklidio neticeainlo yenf bir problem dofurdufu gOrfllllyor: 
Hangi n /er i~in 2n+• - 1 a•a/Jir ? Bu problemin <;Ozllmf1ne dofru 
derhal bir ad1m ahlabilir: Ber haltlkArda n + 1 bir aaal aay1 ol
mak zorundad1r. <;llnkll n + 1 bir biletik say1 olaa, meaelA 
n + 1 = a•(I olsa, 2n+ • -1=2°"-1 = (28 )" - 1 olup, 

x"-1 = [x"- 1 + x"- 1 + ••• + x+ 1) [x- t] 

1ekliodeki geometrik seriye dair formtllde x = 2a vaz'edilirse 

(2°)" - J = f2")" - I+ '• • + (2") + 1) ((28
) - J) 

olur, yani 2u - 1 iki c;arpana ayrdd1~1ndan aaal olamaz. ~u 

halde 2n+ 1 - 1, olsa olsa n + 1 asal oldufu takdirde aaal olabilir. 
Yukanki cedvelln devamrnda 11, 7 yi tAklp eden ilk aaal eay1 

olup, n nin bu k1B1mda mllkemmel aay1 vermesi muhtemel ilk 
delteri n = 10 olur. Fakat bununla 2" - 1 in bakikaten blr aeal 

say1 oldufu ve bOylece (2" -1)· 2' 0 
010 mQkemmel oldofuna dair 

hicbfr iddiada bulunulmu1 olmaz. Bakikateo de biraz uzunca bir 

deoeme neticeslnde 2" - 1 = 2047 = 23·89 buluour. Ondan aonra 

gelen aayllardao bangllerlnin mllkemmel olup, hangllerinio ol
mad1f1, battA bu aayllarrn sonauz mlktarda bulunup bulunma

d1f1, bugilnkll llmln bile henQz cOzQm yolonu bolamad1f1 ~&Qlk 

problemlerdir. ~ 

8. Oklid'te bulunan teorem bu kadardir. Eakl c;at matema

tikcilerlnln bu koouda daba baz1 1eyler bildikleri muhtelif 1ahit
lerden anla1Jlmaktadir. Evvelll. }amblicha. daha yak1n bllgi 
vermekslzln, Oklld tarafrndan verilenlerden batka hlQ blr Qlft 

mllkemmel say1 bulunmad1fmdan bahaetmektedlr. Eakl cat ma
tematikcllerinin bunu ispat etml1 olup olmad1klar1n1, iapat et

mitlerae naa1l ettfklerini bilmiyoruz. Fakat Ealer'in buna dair 
vermlt oldu~u lapat tamamen, Oz haliode Oklid'te bulunan (Sa) 
formQIQne dayanmakta olup, iddlanrn fapah bu formlllden k1aa 

bir hesapla elde edllmektedlr . Bu iapat1, aonra anlatacaklart• 

mmn eaaa flkrl lcin hicbir Onemi olmamakla beraber, burada k1-

1aca verellm. 
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Hakikaten, N herhangi bir c;lft say1 olsun. Bu takdirde 2 

muhakkak surette N nin asal c;arpaolar1 arasinda bulunur. 2 nin 

N yi btslen en bQyQk kuvveti 2" olsun. Geri kalan Hal i;arpan

larm c;arp1m1 u glbl bir tek say1 gOaterlr ve N = 2"·u olor. Bo 

N ic;in (8a) ya gore T Mlenler toplamm1 te1kil ederaek, T nin 

Ilk i;arpan1 

2"+ 1 1 ___ -_ = 211 + 1 -1 
2-1 

olur. Geri kalan c;arpanlar, N nin T Mleoler toplam1 yerine u 

nun U bOlenler toplam1n1 te1kll etmek iatedi~imlz takdirde elde 

olunacak c;arpanlar1n ayni olur. Yanl 

(5) 

olur. N Din mnkemmel olabllmeel lc;ln, ic;inde N nln kendiai

nlo de Mien olarak besaba kallld1it1 1 bu ifade 2 N ye e1lt olma

hdtr: 
(2"+ 1 -l) U=2N=2·2" ·u=2"+ 1·u. 

Parantezl kaldmraak 

ya but, 
211 +1 (U- u} = U=(U- u)+ u, 

yabut nlbayet 

(6) (2"+ 1 - 1) (U- u) = u 

bniuruz. U, a da dahU olmak there, a nun bO.tQn Mlenlerinin 

toplam1dir: 1u balde U - a, u. nun kendlai harlc; bO.lO.D MleDle

rlDln toplam1oa e11ttlr. ~imdl (6) formQIQ, N mttkemmel blr 1ay1 

oldugu takdlrde U - a nun u yu Mlmeal, yani u nun blr bOleol 

olma11 lcabetliglnl lfade eder. Fakat U- u hem u nun Mlenl, 

hem de onuD biitiin bOleolerlnln toplam1 olduitu takdlrde, U - u, 

a DUD biricilc Mlenl olor. Halbukl 1, a DUD her zaman blr bOle-
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nldir. §u halde U- a, 1 Ile ayn1 olmah ve a da bir a1al u.71 
olmahdir. Boylece (6) formOJQ basitleterek a= 211+ 1 -1 pkllne 
girer ki, bo takdirde N= 2" (211 +1 -1) olur. ~u halde Oklld ta
raf1ndan verilen mQkemmel 1aydar, bQtlln ~lft u.y1lar aru1nda 
yegAne mQkemmel olanlardir. 

9. Burada konumuzla alAkah lklnci bir probleme oat17onn 
kl bugQnkQ illm tarahndan benQz altedilemiftlr : Acaba telc mii

lcemmel •agJar meocat madar? Hoyle hiQblr mQkemmel 1ay1 bl· 
llnmemektedlr ve bOyle blr say1n1n meveut olma11 da pet az 

mubtemeldlr, fakat~ durumun haklkaten bOyle olduto 11mdlye 
kadar hill klmae tarafindan !spat edllememl1tir. 

10. Eski oal matematikQilerlnln, bu konuda Oklld'te anla
tilanlardan daba fazla bllgllerl bolundolu Platon'un •Kanonlar• 

adb e1erlnln 5. kitab1ndakl Qok dikkat edllmemi1 bir pa1ajdan 
sezllebilir. Orada Plalon, yenl kurulacak bir devlette topraks1z

lar ve toprak eahlplerinln 1ay111nm (Syle 1~llmetinl tavtlye edl· 
yor kl, bu aay1 mQmkQn oldutu kadar liOk bOlenl haiz ol1un. 
Ml1Al olarak ta 60 - 1 bOleni bulundutunu 16yledlli 6040 1ay1-
1m1 veriyor. Platon'a gore kanun koJUeu, bunlar1 phrln bllyQk
JQk durumuna gore uygun blr 1ekllde yerle1tlrebllecet kadar 
aritmetikten aolamahd1r. Evvell herhangl blr aay1n1n, Ozel· 
llkle 15040'm, bOlenler 1ay111n1n nutl buluaacat1na bakabm. Bu

nnn IQln, yukar1da blr say1n1n bOlenlerlaln toplam1n1 bnlmak 
IQiD yapm11 oldutumus muhakemenln aynana lhtlyaQ vardir. Me-

1ell p'q' nin bQUln .bOlenlerl (2) cedvell ·va11ta117la verlldltlDe 
gore, o cedvelden bOlenlerln toplam1n1 okudutumus kadar ko

layhkla bOlenlerin aayt11n1 da, yani 4·8-1=12-1'1 de oku

yablllrlz (BOleoleri aayarken N nln kendlal he•b• kattlmam11-
t1r). Bona benzer 1ekllde N = patf nln bGlenlerinln 1&7111 

Z=(a+ 1) (6+ 1)-1, 

ve nlbayet umumt olarak N = paq6r0 
••• nln bGlenlerlDln 1&7111 
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Z =(a+ 1) (b + 1) (c + 1) • • • - 1 

olarak bulunor. eu halde 

N= 5040 = 2'·8'·5·7 Icin Gzelllkle 

Z = (4 + 1) (2 + 1) (1 + 1) (t + 1)- 1 =I>-3·2·2 -1=60-1 

bulunur. Platon"da 59 uy1a1n1n onon · llun1nda ah1dmam11 de

recede dolambach olarak 60 - 1 tekllnde ifade edllmlt olma11 
ve kanon koyocunnn bu it hakk1nda bllgi aahibl olmaa1 11.zim 
geldltlnln llerl al1rt1lmeal, blzi blzzat Platon'un bu It hakk1nda 
blJgl aahibi oldu~ tahmlnine gGtl1rl1yor. 

11. Bir aay1nm bGlenlerinln toplam1 lie bGlenlerlnln aayJIJ 

probleinlerinln blrblrl lie llgial, her lklainin de daba umumt blr 
konunun, blr N aay1a1n1n bGlenlerlnln •· kuvvellerlnln toplanun1 

bolmak problemlnln Gzel haller! oldutuna .dikkat etmek aurellyle 

daba ac1k anla11br. (MeselA N = 6 IQID Mlenlerln •· kuvvetleri 

toplam1 1• + ~ + s• tlr). Hakikaten • = 1 fcln bu toplam T bG
lenler toplam1ndan batk• blrteY olmad1t1 gfbl, • = O t~ln bu top
lama giren her terlm l'e e1it oldotundan, toplam1n dejterl Nnln 
bGlenler aay111na qlt olur. • = 2 tcfn bl1t11n bGlenlerln karelerl
nln toplam1n1 elde ederlz, ilAb •••• Her • lctn (Sa) ya benzer blr 

formlll tetkll edlleblllr. Bunun l~fn yap1lacak muhakeme yuka
r1klnln tamamen ayn1d1r. Ayn1 1eyl • = -1 l~ln de dl1t11nmeye 

hlcblr engel yoktur. Meaell N=6 lctn bGlenlerln (-1). kuvvet
lerinln, yanl makQalar1n1n toplam1 

.!_ + ..!. + _!_ 
1 2 8 

olur. BGlenlerln makQ1lar1 toplam1 l~ln de (Sa) DID •t•ltikl ben· 
zerlnin earl olacajt1 derhal gGrlU11r : 
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(7) 
R = ( 1 + .!. + .. · + 1..) ( t + _!_ + · · · + l.) 

p ~ q ~ 

(1 +l.+ ... + ..!..)· ·· . ,. ,.c 

Bu toplam formQIJerinin bepai, (2) tlpindekl cedvelin bir ;jqy1n10 
bfttQnJ bOlenleri hakk1nda verdil l umumt baln1tan lbaret olan 
tek bir eaas fikre dayan1r kl, bu esaa fikre eski 981 matematlt

c;Uerl sablp olmue ve onun, Platon'un lmaa1ndan anla11Iabllecetl \ 
gibl, bQtQn gQzellik ve Oneminl farketmle olmabd1rlar. 

17b. AHi Sayalar Dlzlalnin, Sonawr:lufuna dalr 

Euler'ln lapata 

MQkemmel 1aydar baha1n1 tekrar ele ahp devam ettlrml1 
olan Eale,., ayo1 eaaa dOeOnceyl aaal aay1lar dlzlsinin aonaaz ol

duganun Oklldinkinden baeka tQrJQ bir lapallna da uygulam11-

ltr. Oklldlo, kendl kltabmda mOkemmel aay1lar baha1ndall he
men Onde bulunan lspatln1 l. BOJQmde vermi1tik. 

Once lkl baait lbtara lbtlyai,; vard1r. 

1. AB, 2 m uzunlutunda bir dotru parQBtl olaun. 

A M M 1 M, B 
- 1--------- -·:-----f-L....-'--I-

Bu dotru parc;as1 Qzerlnde A dan kalkarak AB nin M orta nok· 

taa1na kadar, aonra oradan MB nln M1 orta noktaa1na kadar, 

gene oradan M,B nln M, orta noktu1na kadar, illh... glderaek, 
kend laine ne kadar yakla11raak yaklqahm, daima B nln On11nde 

kalmz. Kat' ettltlmlz dolfu parQBlar1 11raa1yla 1 m, 1/2 m, 1/4 m, 

llAb ... olup, hepal birden 2 m. den daha as eder : 

1 1 1 1+2+ 2'+ •• • + 2n < 2. 
Bu dotru parc;alar1 1/2 oran1nda delll de herhangl bir x < 1 
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oranmda kil9iilaelerdi, buna benzer bir nelice elde edillrdi. Haki

katen geometrik serioin 

1- xn+1 1 xn+1 
l+x+x' +···+xn= l-x =-- -1-x 1-x 

toplam formilUl, daha kesin olarak x < 1 icin sa~daki iklnci 

kesrio pozitif oldujtuDU Ve birinci kesirden 1t1karihoca ODU kl1· 

91llttl1jtl1ntl ifade eder. Yani ba@ka deyimle 

1 +x+x'+ ··· +.rn<-1-1-.r 
olar. Ozellikle, p herhangl blr asal eayi ise l/p matlaka 1 den 

kl19llklllr. i;>u balde e@ileizllk, x yerine 1/p konuldujtunda dojtru 

kalarak @U, neticeyi verir : 

p herbangi bir asal eay1, n berhangi bir tam eay1 iee daima 

(1) 
1 1 1 1 1+-+-+··· +-<--=-p-p p~ p" 1 -1 

1-- p 
p 

dir. 

2. 
1 1 1 

Am= 1 +-+-+ ... +-
2 3 2"' 

vaz'edereek, a@iklr olarak 

A,= 1 + ~ + ! + ! > 1 + ~ + ( ! + ! ) = 1 + ~ , 

- ..!...+..!...+..!.+..!. _!_ 1 1 (1 1 
A,-l+ 2 8 4 5 + 6 +1+a>A,+ a+8+ 

+.!.+..!...) > 1 +_!, 
8 8 2 

A1=l+ ~ +f+ ···+1
1

6>A,+(.!..+···+..!...)>1+.!. 
16 16 2 
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ve ayn1 9ekilde umumi olarak, 

(2 ) A + 1 1 1 m m=l -+-+ ·00 +->1+-2 8 ~m 41 

177 

dlr. m artt1kca Am de artar. Meaell m/2 = 999 ve netlcede 
A,,. > 1000 olmas1 i<;ln m = 1998 almak yeter. Ayo1 9ekllde A,,. 

nln blr mllyoou, ilAh ••• ge<;mesl l<;lo m ye verllmeal llz1m gelen 
deterler kolayca buluour (1). 

8. p herbaogl blr asal aay1 oldutuoa gore (1) I p ye ka
darki bQlQn aaal aay11:U l<;ln yazahm : 

1 1 1 2 t+-+-+ ··· +-< -2 2t ~II 2 - 1 

1 1 1 8 1+-+-+ ···+-<--8 81 IJll 8- 1 

1 1 1 p 1+- +-+ ···+-<--p p ' ,,,. p-1 

ve baton bu toplamlar1n RP <;arp1m1n1 tetkU edellm. Bu <;arp1m 

••I taraflar1n MP 1iarp1m1ndan kO<;dk kalacaktu : 

R < M = _! · .!!_ • _! · ..'.!_ • • • _ P_ . 
p p 1 2 4 6 p - 1 

RP 1iarp1mm1n te9killne lae blr Oncekl derste ah1m11t1k. Bilton 
parantezleri a<;araak, bu toplam 

( ') Bandaa bafli:a baracbn, ae li:adar llerlealrH llerleula dalma 

I ala blr li:an•etlae raatlaaacat 1adaa, 11. I ala blr tam li:avntl olma1& 

bile 1 + 1/1 + l t8 + •.. + 1/11 Uad111lala , terlmlarlala 11tt11i:oe li:t1ot1lme-
1lae ratmea, 11 arthkea blllll• 11aarlari a .. 01j1 , yanl malemattli:ollerla 

10y ledtlrl11rl rlbl • 1 + 111 + 118 + ... 1onaa1 nrlalala arahali: olaeat1• 
aetlceal 01ka r . Kendi ba, 1aa 1at11re1aa olaa ba daramla, 1ali:1a1alrhlr ve 

1oa1a1 to plam flli:lrlerlala bnrada lhnma olmay1p, baalar barada.lrl ba· 

• It maha.lremelerl 1adeee .lrari,hrar. 
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1 1 1 
211 • ;sP .•• p 14 

1eklinde bir tak1m terimlerden te1ekkUl eder ki, burada ~. P, ... ,I' 
den her birl ayra ayra n ye kadar dejterler alabllir i baoka kellme

lerle RP, N = 2"·3"·5"· ··p" say1s1n10 bUtUo bOleolerlolo maklls

larmm toplam1oa eoit olup. bu say1lar ba1tan itibaren bir yere 

kadar biitiln say1lar dejtil, fakat asal c;arpanlan 2, 8, 5, ... , p 

ii;:inde bulunan ve bnodan baoka bunlardan hic;blrini n. den daba 

yilksek kuvvette ihtlva etmeyen say1lard1r. Meselil 

( 1 + ~ + ~.) ( 1 + ! + ~.) 
, 1 1 1 1 1 1 1 1 =1 • 2 + 3 + 4 + 6 + 3 + 12+18+ 36 

olup, bu ifade 36 = 21
• 3' nin bUttln bOlenlerinin makll1hm top

lam1na eoittir. 

4. ~imdl esas iilpata glrlyoruz. m herhaogi bir pozltif tam 

say1 oldujtu takdlrde, A,,. ifadesi ba1tan 2"' ye kadar olan bllUin 

pozltif tam eayllar1n makuslar1 toplamindan ibaret olur. ~imdi 

(8) 1, 2, 3, 4, ···,2"' 

11aydarina i;:arpan olarak giren blltiln asal say1lar1 dUoUnellm; 

bunlann en bllyOltll q olsun. Bu takdirde (3) say1lar1 aadece 

2, 3, 5, . . . , q aaal i;:arpanlar1ndan teoekkUl eder ve bunlarm hic;

bir i (3l eay1lar1oa m. kuvvelten daba bilyllk bir kuvvette glr

mez. Qllokll bu asal say1larm en kllc;iljtil olan 2 aay111 (B) teki· 

terln herbangl blrloe m. den daha bnyllk kuvvette glrmio ol

sayd1, o say1n1n kendisi de 2"' den bl1yf1k olacajttndan (3) teki 

dizloin oteslne g ec;erdi. S, 5, ... aeal say1lar1n10 m. kuvvetl 2m 

den bilyilk oh.lultundan, 2 lc;in sOylenenler bunlar li;ln daha kuv
vetle dojtru olur. Su halde (3) aag1larrnrn hepai de 2"'•3m.5m •. ·q"' 

aaymnrn ifinde bulunar. 
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18a. Makalmum problemlerlnln dayand1g1 prenalpler 

$1mdlye kadar, 3., 15. ve 6. BOlQmlerde oldufu gibi, birc;ok 
kereler mak11imum promlemleriyle ufrattik, ve bu arada bau 

bOyQk matematikc;ilerin, daha bQyQk loleri arasinda yaratmaya 
\'ak1t bulduklari bazt kQc;Qk matematik aan'at eserlerin' okuyu
cuya sunmak finatin1 bul 1uk. Bu bOIQmde, evvelkilerden mtlata

kil olarak, bu konunun pren1lpleri hakk1nda bazt 1eyler 10yle
yeceflz kl, bunlar evvelki bOHlmlerde anlat1lanlar1n estetik yOnQ 

yanrnda baoka bir esash taraf1n1 da aonradan ortaya c;1karm11 

olacakhr. 

$1mdl evvelce ele ahnm11 olaolardan farkh ve eaa1 hosu1-

lar• lylce belirtmek i9in bilhaHa baslt aec;llmit btr makaimum 

problem! Ile ufra1acat1z. Mesell kartondan keailmit glbi dQ9Q
neblleetlimlz bir ii~gen giisrgi flerilmi1 oleun. ( Kenarlar iiserin· 

Je/ci nolctalu1 Ja ihtifla eden) bu ii~gen giingi iinrinde birbirlnden 

miimlciin olda/u lcadar asalc ilci P, Q nolcta11 aranrgor <eek. 74). 
Netice derbal tabmln edilebilir: O~genln en uzun kenar1n10 u9 
noktalar1. Fakat bu iddla na11l lspat edllir ? 

eek. 74 

Bu eloa lspatlar i9in kolayhkla netlceye gotnren, fakat ev
velkl bOIQmlerde kullanmam11 oldufumuz, baait ve umomt bir 

rec;ete vard1r. One gore 10yle dQ9QoQIQr : P, Q noktalar1ndan 
blri, meaell P, tlc;genin bir i~ nokta11 lse, bu P, Q noktalar1010 
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maksimum uzakhfl baiz olmad1g1 muhakkakhr. QOnkQ PQ nQn 

P den Oteye uzatll111 1lzerinde Q ye olan uzakhg1 P nlnklnden 
daba fazla olan, fakat gene de Q~gen loinde kalan P ooktalar1 
mevcuttur. Boyle olmay1p ta P, Q non her iklsl de tlogeoln ke
narlar1 Qzerlode bulunur, fakat bunlardan blri, meselA P, tlo· 
genln kOtelerinden blrini tetkll etmezae, bu takdlrde de P ye 
kom1u Oyle blr P 1 noktaa1 bulunablllr kl, gene kenar Qzerlnde 

bulunsun ve Q ye uzakh~1 P nlnkinden daha btlytlk olaun. 
Bu haaus, PQ, P nin Qzerinde bulandug11 kenara li ter dlk 

(Sek. 75a), lster etlk lSek. 75b) durumda olsun, elemanter bir 

c c 

(Sek. 75a) (~ek. 75b) 

mttlllhaza ile derhal gOrftleblllr. Su balde blr makalmum, ancak 
P ve Q n1ln her lkislnin de tlogenln kOteleriode bulunduklan 
takdlrde vukubulabilir, akai balde blr makaimum durumunun 

mevcut olam1yacat1 muhakkaktar; 1u halde PQ, 1lcgenln blr ke
nar1 oimak zorunda olup, bu kenar da tabiat1yle en btlyQk keoar 
olmahdir. 

Ayn1 prenaip, bu netlceyi derbal n·k!Steli halioe nakletme
ye imkAn verir : Bir n·ko1eli gii.ugi ii.urinde birbirinJen 1n asak 

nolcta ~ifti, ba n-k61elinin lco1elerinin iki1er ilci1er azalcl1klann1n 1n 

bagii.lii.nii. veren ilt:i lco1edir. Burada n-kOtellnin konveka olmas1 
hie; te tart detlldlr. MeaelA loeri glrmlt blr ko1eyl haiz olao 

eek. 76 daki dOrtgende birblrinden en uzak noktalar, bu dOrt

Renln lki alvri ueudur. 

Ayn1 prenslp, Oncekl b011lmlerde gOrmQf oldutumuz mabl· 



- --- - - ~- -- --==--- ------
- - ·~- -

182 18a. ll!aks lmum problemlerlnln dayandi{i1 prenslpler 

mum problemlerinde de c;ok daha baeit bir ,ekilde hareket et
mek imknn101 verirdi. Meseli\ blr dairenln i9ine c;izilmi' l19genler 

<eek. 77) aras1nda e,kenar olaninin en bUyllk alam baiz oldu-

~ek. 76 eek._ 77 

gunu lepat etmek i9in, eadece e,kenar olmayan, yani AC, BC 
ile goeterecrltimiz iki farkh kenar1 halz bOyle herhangi blr Q<;· 

gen alarak, onun AB taban1 Qzerlnde daire lc;ine c;izilmi' bir ABD 
ikizkenar Qc;geoi inp ederiz. Bu Qc;genin giik.ekliJi ilk Dc;ge· 
nlnklndeo daha bllyiik oldugundan alani da daha bQyQktl1r. ~o 

halde eekenar olmayan hic;blr tlc;gen makelmum alam hai1 ola· 
maz, demek kl makeimum alan1 haiz ilc;gen eekenar olmahdir. 
Yllkeekllk ayaklar1 llc;geni hallnde de 1,1 ayn1 ,ekilde ktea kese

billrdlk. 

0 halde neden o problemlerde dijter c;Ozllmlere o kadar emek 
ve hllner barcad1k ? Neden bu bOltlmdekl problem hakkmda da yo· 
kar1da verllen c;Ozllm Ile yetlnmlyecegiz ? <;llnkll bu c;ozllm, ma· 

tematikc;ilerin iki yilz sene boyonca gOzden kac;1rm19 olduklar1 

ve ancak 19. yllzytlm ikincl yar1emda bir W eier•trau'm keekiB 
gorn,11 eayeelnde aydmllita c;1km19 olan kaba bir mant1k hatae1 
ibtlva etmektedir. 

Hu hata, metodumuzu a,ajt1daki baslt 9ekle (~ek . 78) tatblk 

edloce ac;1kc;a gUrlllebllir. Bu 9ekildekl yllzey parc;aemm eon· 
euza kadar uzanmaemdan, onun tlzerinde uzakh~1 makelmudl 

olan bic;blr nokta c;lftinin mevcut olam1yaeajt1 daha 1,1n ba9lan• 
g1c10da a,ikArdir. Mesell P noktae1 ealta doltru ne kadar uzak· 



18a. Makalmum problemlerlnlo da1a11d1l1 preuelpler 188 

la11rsa, MP uzakhl• da o kadar bOyQr. ~lmdl metodumuzu bu 
hale tatbik cdereek, Onceki cQmlede eOylenene ratmeu onun 

mUkemmel itledlflnl gornraz. P, Q noktalar101n yazeyln lc;inde 
veya kenar1nda bulunduklar1 balde, .hatlA P, Q 1eklln 4 kOteeinln 
herhangi ikiel lie c;alntblt takdlrde bile a1ikAr olarak derhal p 

:c::~------;;-
,eek. 78 

ye kom1u Oyle P1 noktalar1 bulunabillr kl, Q ye olan usakhkla
r1 P nlnklnden daba fazla olsun. Bunun ancak blr 11tl1na11 var

dtr kl, o da PQ nQn AB lie c;ak11mas1 halldlr. ~u halde burada 

da A, B den ba1ka her nokta c;lftloe karv1hk, daha bQyQk uzak
l1Jl1 halz bir kom1u c;ift bulmay1 1aflayan bfr uelll mevcuttur. 

Demek kl A, B den ba1ka hlc;blr nokta ~lftl mak1lmum ozalrllla 
veremez. ~lmdl l>ncekl iepatlara benzerllli tam olarak uygular-
1ak, AB nin verilen yQzey parc;ae101n noktalar1 aras1ndakl mak

almum uzakhk olmaa1 lcabeder. 

GOrQIQyor kl mubakeme 1ekll evvelkllerln tamamen ayn1d1r. 
Fakat bu mubakeme burada eac;ma blr netlce verlyor. Oyleyae, 

bu muhakemenln Oncekl hallerde lkna edtci kudretl halz oldnlu· 

nu nereden blllyoroz? 

Buradakl hatay1 orlaya c;1karmak kolaydir: Bu bOIQmQn ba· 

11ndakl problemde Q~genln en bttyak kenar101n lkl ucundan ba1ka 

hlc;blr nokta c;lftlnln makalmum uzakhl't1 veremlyecetl haklkaten 

gayet dol'tru olarak lapat edllml1tlr. Fakat bu lkl nokta araamdakl 
uzakhl•n Qc;gen yQzeylne alt herhangl lki nokta aras1ndakl uzakhk· 

tan daha bQyQk oldufuno nereden blllyoruz? Eller makllmum 

problemlmlzln haklkaten blr c;OzQmQ mevcat oldufunu Onceden bll-
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eeydik, yukardaki <;Ozilmiln bu maksimum cOztlm oldujtuna mant1k 

bak1m1ndan htlkmedebilirdik, c;Uoku makslmum icin baoka bir lm

kao kalm1yor. Fakat maksimum problemlnin hakikaten blr c;Ozllmll 

mevcut oldujtuoun iepati yukarida balanmamaktacl1r. lite bundan 

dolay1d1r ki. ~ek. 78 teki saivma netice ortaya c;1km11t1r. <;llnkU 

bu eon balde geri kalan btltnn muhakemelerin yolunda .olmae1na 

rajtmen , hi<;bir makeimum cozllm mevcut olmamae1 elde edilen 

neticenio caiz olmas1na imkan vermez. 

Bu suretle Ooceki bO!ilmlerde verilen g6rtlnDote yilklll ispat· 

larin sadtce estetik degil fakat ayn1 zamanda manhk bak1mmdan 

da maoas1 anlae1lm11 oluyor. Geriye bu bOliimde verilen prob

lem in (i;iek. 74) cOzllmftnll tamamlamak ic;in ll1z1m gelen ve 

Sek. i8 de iolemeyen i1pat k1sm1n1 vermek kahyor. 

En·elA cok basil bir ibtarda bulnnacajt11: g \'eh gibi iki pa

ralel '1ojtru (~ek. 79) verildljtine gore, bunlarm PQ ortak dikmesinln 

g h 
P~----jQ 

V' 

Sek. i9 i;iek. 80 

uzuolujtu, baolardan blrioin Uzeriodekl bir ooktay1 dljterioin ilze· 

riodeki bir nokta He birle1tlreo bic;bir UV dojtru parcaaimo uzuolu· 

jtuodao daba bDyUk olamaz. g nin solundaki bir U' noktae1 Ile 

h 010 sa(t1ndaki bir V' noktae101 birleotlreo U' V' dojtru parc;aei· 

nm uzuolujtu ise PQ n\ln uzunlujtuodao daba da bllyllktllr. 

Teoremimizi llc;gen Ozel ball icin ayr1ca ele almaya lilzum 
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olmayip, maksimum uzakhk teoremial dofrudan dofruya blr n

kO,eli ic;in fazla gl1c;1Uk c;ekmedea ispat edebiliriz. 

P, Q bu n ko1elinla lc;lnde veya k01e1lnde bulunan her
hangi ikl nokta olaun. Bu noktalarda, onlari blrle1tlren PQ dof· 
ruauna 6 ve Ii dlkmelerinl c;ikahm. Bu dikmeler bQtlln tekllden 
bir paralel 1erlt aymrlar. Fakat 6 11zerlnde n-kOpllye alt olarak 
hie; olmazsa P noktaa1 bulundutundan, g nin Oteslnde veya en 
kOtl1 halde g Ozerlnde n·kOpllnin, meeelA A glbi, blr kOfeal bu
lunmahdir. Ayn1 1ekilde Ii nm Oteainde veya en kottt halde Ja 

nm Uzerlnde gene n·k01ellnin B glbl blr k01esl meveut olur. Bu 

takdirde AB uzakhli her haltlklrda PQ den daba kllc;llk olamaz. 
eu halde n°k01ellnin lldter iklpr kOpleri ara11ndakl uzakbfin en 

bllylll11 de daha kuvvetle PQ den k11c;11k olamaz. eu balde ikl1er 
ild1er k01eler ara11ndaki uzakhldarin en bl1yllll1 aran11an mak· 
aimumdur. 

Bundan 10nraki MIQmde 1imdlye kadar tema1 ettlklerlmlzden 

c;ok daba zor olan blr mak1lmom problemi ile ufra1aeat11. Orada 

verllen blr c;evre uzunlu!lunu halz (do!lru par~lar1 veya efrllerle · 
c;evrlli) 1ekiJler aru1nda en b11yllk alana Nhlp olan aorulaeak 

ve biz, daireden bqka hlc;blr 1eklln maksimum alan1 veremlye· 
ee!llnl iapat edeeetlz. Fakat dairenln, ayn1 ~evreyi hal1 dlfer 
bQtQn 1eklllerlo hepainden daha biigal blr alani hall oldufunun 

l1patin1 orada vermlyeeetlz. Dalrenln blr e!lrl 1ekll olmaa1 lt
leri o kadar zorla1tmr kl, yukanda bah1ettlltiml1 mlltevazl bl
rlnel lspat bile bQyllk blr meharet later. Ono a1a1Jda vermeden 

evvel, burada kendlmlzl sadece ona haaretmek 1uretlyle yapaca
tabdldln neden ilerl g9Idl1llnl, ve o lapat1n neden problemln tam 

c;OztlmQ olam1yaeafm1 ac;1klamak iatedlk. 
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18b. Verllen bir ~evreyl hnlz makslmum alanh tekll 

(Steiner'ln Di>rt mafsal metodu) 

Sa bun kGpilkleri neden kilre 1eklindedlr? Qilnkll onlar ken

dllerinl c;evreleyen daha kuvvetll ortamlar taraf1ndan tazylk 
edlldlttinden, kobeziyon eebeblyle mllmklln oldu~u kadar kahn 
blr yllzey tabakas1 tetkil etmeye yGnellrler. KOpQk ic;lndekl ba
van1n daha fazla e1k11tirilmae1 burada mevzuub:ihie olmad1(t1n

dan, bu eenada balonun bacmi sablt kahr. ~u halde sabun kG
pllklerlnin kilre 1eklini almae1, onlarm verilen bir bacm1 halz 
clelmler lc;inde en k~c;tlk yUzeyliainl bulmak problemlnl c;Ozmeyi 

ba1arabllmelerlndendir. 

Her aabun kGpiljtQniln, her eu damlasmm yapmaya mukte

dir bulundu~ oeyi burada c;ok daba mO.tevazi blr 1ekilde -
uzayda dejlll de dOzlemde - ba1armaya, yani fU problemi c;Gz
meye c;ahtaca{t1z: Verilmit blr alan1 balz blltQn kapah e{triler 

ic;lnde c;evresl en klic;Ok olanmt bulmak. 

1. Bu bGlllme baohk teokll eden •verllen bir c;evreyl halz 

teklller ic;iode alam en bilyl1k olamn1 bulmak• problem!, yukartda 
lfade edllmlt olan •alam verilml11eklller ic;iode ~evre.i en kllc;l1k 
olanm1 bulmab probleminden ancak g6riln01 bak1mmdan farkh

d1r. Zlra farzedelim ki, c;e\•reel k uzunlultunda olan St daireel de
jtll de, c;evre uzunlujtu f olan dllter blr 5 eekli ,•erilmio blr c;evre 
uzunlujlunu baiz 1ekiller araa1nda en bOyllk alan1 haiz olaun 

($ek. 81), yanl ~>St, fakat / = le bulunsun. Bu takdlrde ~ 

1ekllnl, lc;lnde eec;ejtlmiz blr 0 noktae101 c;ene Uzerlndekl nokta
lara blrle1tlren OA, OB, OC ,. . . dojlru parc;alarm1 ayn1 oranda 

k1saltmak euretlyle, blraz kllc;Ultellm. Bu kt\c;11ltme mlkyas1n1 
Oyle eec;ellm kl, c;evreei /' olan kUc;Oltillmu1 ~, oekllnln alan1 St 
m nklnln ayn1 oleun. Bu esnada 1eklia iweneel de kilc;Olm01 
oldujlundan , /' < k olur, yanl 5', keodlelyle ayn1 alan1 halz dal· 
renln c;evreelnden de daha kllc;ilk bir c;evreyl baiz olur. $u halde 
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bu aoo durumuo mQmkQo olam1yacat1 hlpat edlltne, bu bOltl
mQo ba11ndaki problemln cOzl1mQoQo de dalre oldutu 11patlao
m11 olur. Buoun gibl aksl yOode de muhakeme ytlrtltebllirdlk. 
~ - -- ~-:--::._......,, __ 
eu baide bu ikl iddla manbk bak1m1odan 1,blrblrlne tamamen 
denktlr. 

~k. 81 

2. Biraz Once, blr ytlzey paroa1101n oevre ve alan1na dair 
tu teoremi ao1kca sOylemekalzln kulland1k : 

I. Bir giiseg par~a11nr bir 0 nolda•1 merk.:s olnaak isere 
1 : r oranrnda hir bennrlilc traruforma•go1ta lie /ciifiiltiir .. lc, IHqZ.,.. 
gr~talci qiiseg parfa•r lie 1'iifiiltiilmii1 gU.eg parffUUllfl fftlrelerilll11 

birbirine oranr 1 : r, alalliarrn11Jd de 1 : r' olar. 

e1mdi oevre ve alan hakk1nda Uerde kullanacat1m1& diter 
teoremlerl de bir araya toplayahm. Bunlarrn ispatJna burada 
hio dokunmayaealJz. caoktl akal takdlrde bu kavramlann na1tl 
tarif edildltfnl ele almak ll11m gellr kl, burada bunu yapmak 

nlyetlode dellJlz. Bu mtlnakata yaplld1t1 takdlrde - ti bu 19-
0!1 ve .Utematik blr tahllll lcabettlrlr - burada Romeo rakam

lar1 Ile fpretlenmlt ltadelerin dofru olup olmad1t101n ara1ttnlma11 

Jlzungellr. Her ne olursa olaun, biz bundan 1onra yalntz bu Ro
meo rakamb haktkatlerl ku1Jauacet1mmlan, aoik blr dlll'Ulll Gntlo

de bulunmaktay11. 

II. E/er bir guseg parfa•r bir Jile,.inin parfar iee, birinci11i1t 
alanr ilci11cininlci11de11 lciiriilctiir (~k. 82). 
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~k. 88 ten bemen gOr1Hebilece~i gibi, c;evre li;in bona ben
zeyen teorem do~ru de~ildir : li;tekl y\lzey pari;aa1nm k1vr1mlar1 
yeter derecede i;ok olurea, c;evreel d11takinden daha bilyllk olur. 

Fakat, kendimlzl eadece kontJeh yOzey parcalar1na hasrederaek 
teorem do~ru olur. 

~ek. 82 eek. 83 

EJer bir giizeg par~a•ma ait herhangi iki noktag1 birle,tiren 

doJra par~a•1 tamamen o giizeg par~a•ina ait i•e, ona kontJek8 de

nir. eek:84 konveke olmayan bir yllzey pari;ae1n1 goetermektedir: 

P, Q onun li;lnde iki nokta olmakla beraber, onlan blrlettiren 
do~ru parc;ael tamamen OD& alt de/i/dir. eimdl konveke y11zey 
pari;aJar1 lc;ln fU teoremler vardir : 

///. Bir kontJek• giizeg par~a•1 di/er bir kontJek. giizeg par

~a•m1 ~wreligor•a, birincinin 'e"re.i ikinci•ininkinden azandur 

<eek. 82). 

JV. KontJek• olmagan her giizeg par~a•1, alani biigiitiiliip ~etJ
re•i kii~iiltiilmek •aretigle bir kontJek• giizeg par~a•r haline gutJar
lakla,tmlabilir (~ek. 85). 

~k. 85 
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Burada mO.nakap etmeden i1ln ba11na koydufumnz bu dOrt 
hakikat sezgi bak1m1ndao tamameo a1lkArd1r; olsa olsa III ten 

biraz ftlphelenilebilir. Fakat sezgi bak1m1ndan a1ikAr olut ne
dir kl ? 

8. ~imdi bu MlUmlln hedefi olao, Stttiner'm dQ1Qnee 11lsi

lesine giriyoruz. E\•veJA, ~eoreai oerilmi' kapali e/riler i~inc/1 alanr 

makaimum olanm hu haliilcarcla konoelca olmaar ldzrm gelcli/ini 

tespit ederek l1e ba1layaca~z. Bu \"Ak1a IV ve I den derhal oku

nabllir; zira IV e gore yO.zey parc;a1101 kooveks hale getlriraek, 

c;evresi kilc;Ulttr Ye alan1 bO.yQr; aoora bu etriyi eski c;evresioi 

tekrar bulaeak surette blr beozerllk transformasyonn vaS1ta11yla 

btlylltQrsek, alao1 / 'e gore gene bQyQmOt olur. Yaoi, kooveks 

olmayan her ynzey parc;as1na kar11hk, oounla ayn1 c;evreyi fakat 

ondao daha bOyDk bir alam haiz olao bir konveks yQzey par
c;as1 in1a edebilirlz. ~u halde kooveks olmayao bir ytlzey par

C(&SJ, C(evresi verilmlt olan yllzey parc;alar1 Jc;lnde hic;bir zaman 

maksimum alan1 halz olamaz. 

•· ~u halde bundao aonra sadeee konveks etrllerle utrq
mak yeter. EvvelA 1unu g01tereeetfz : Verilmi1 bir ~t!flr• asanla

lana haiz bir lconfleka 1ekle lcar11lrk, agnr ~t!flrt! a11.anla/ancla o• 

alanr en a,agr_ ona .,u ogle bir ilcinci konoelc• 1elcil balabilir/11. lei' 

bu ,elcil bir aimelri 1/ca1nini hai11. olaan. 

~ek. 86 

P, c;evreyi teikll eden elri llzeriode bir nokta olsuo (~k. 86). 

~imdi onuo ilzeriode Oyle bir Q ookta11 arayahm kJ, P den lti-
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baren IHc;Ulen bUtOn ~eneyi iki e1it k11ma Mlsfln. PQ kiritl 
verilen yUzey pari;aem1 iki k1sma ayuu ; bunlardan alan1 daba 
bUyt1k olanm1 ele alahm ve onun PQ dojtrusuna gore simetrijtini 

tetkil edelim. Bu takdirde, simetrijtl tie blrlikte ahnan bu 
parc;a alaDJ daha bUyUk, fakat c;evresi ayn1 olan bir tekll tetkil 
eder. ~u halde ba1lang1c;taki 1ekll yerine c;e,·resi ayn1 fakat alan1 
daha bt1yUk yeni blr 1ekil koyabllecejtimlzden, ilk 1ekll maksi

mum olamaz. Yukar1kl iddla Ilk 1eklin her ikl parc;as1n1n e1it 

alanh olmae1 halinde de dojtrudur: Bu halde simetri ltlemi ayn1 
alan ve ayn1 c;evreyl baiz yenl blr 1ekll verlr ki, bu oeklin bat· 

lang1c;taklne ilstQnllllO PQ glbl bir slmetrl eksenlne sablp ol

mas1d1r. 

fi1lmdl blraz daba fazla bllgl temin edebiliriz : Hatlangic;takl 

1ekil blr daire tee, PQ onnn herbangi bir c;ap1 olacak ve yenl 

1ekil de ayn1 daireden lbaret olacaktir. Fakat bunun aksl de dol
rudur: Yenl ~kil ancak, esk:l1lnln simetrijtlnl ald1jt1m1z yar111 

blr yar1m dalre oldujtu zaman blr dalre olabillr. Bununla bera
ber 1eklln bu yar1smm blr yar1m daire olmas1, fakat dljter yar1-
s1n1n Myle olmamas1 mQ.mkQndUr (~k. 87). Bu balde yukar1kl 

• ~k. 87 

tddlanm aksl dojtru olmazd1, yanl eskl 1ekll bir dalre olmadan 
da yenl 1ek:U dalre olurdu. Fakat bu balde Myle blr halin or

taya iv1kmasmdan 1ak1nabillr ve aksl lfadenln dotrulujtunu kur

tarablllrl1. Zlra bu halde alanlari etlt lkl yar1 iekilden hanglsl
nin aimetrljtlni alacajt1m11 hu1u1u bizlm aerbest leQimlmize k:almit

tir; biz de kalde olarak 1unu vaz'ederiz : Etlt ikl yari tekilden 
yar1m dalre olmaganin slmetrljtl ahnacakhr. 
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blr dik ai;1 alhnda gOrUlecetlnden Thales leoreml yahul (lsle
nirse) i;evre ai;l81 teoremine (S. 35 eek. 24) gore i;evre ejtrlal i;ap1 
AB olan bir daire olurdu kl, biz bunun lam aksini farzetmltlik. 

Slmdl ABC lli;geninln yaoma dlk kenarlar1 A,C, =AC ve 

B,C, =BC olan bir A,B1C1 dlk lli;genl ~lzellm ve buoun A 1B1 e 
gore A,B,Ca' simetrillnl alarak bu tekilde meydana gelen 
A,C,B,C.' dik dortgenlerinln kenarlar1 llzerioe Sek. 88 dekl 
mukablllerloin fizerlerlnde oturan taraomit pari;alar1 ekllyellm 

(Sek. 89). BQllln bu l1lemler 10yle de aolatilablllrdi : Sek. 88 
dekl ACBC' dlk dlirtgeulnln kenarlar1 kOte noklalar1nda mente-

1elenml1 dOrl i;ubuk glbl ve dOrl laranmit pari;a da onlara kall 
olarak batlanm11 d010nOldUIO lakdlrde, mafsallar Oyle oynalll
mahdir kl C ve C' de dlk ai;1lar meydana gelsin. Steiner' in clort 

maftal metoda ad1 da boradan gelmektedir. 

Bu 1uretle meydana gellrilen teklln c;evresi esklslnin ayn1 

kalm11llr, c;11nk11 a y01 dart yaydan. teeekktU etmi9tlr. Alantn dOrt 
taranm11 parc;aya dfi1en k11m1 da ayn1 kalm11tir. eu halde blllQn 
It lkl dOrlgenln yabut ta almelrl dolay1811le bu dOrtgenlerln lklter 
kal• bulunduklar1 ABC ve A,B,C, Ui;genlerinin mokayesealne 
kalm11llr. Bir lli;genln alan1 tan1nm11 blr leoreme gore taban1 Ile 

yllksekllll c;arp1m1n10 yar1111na e1ittlr. Buna gore A 18 1C, tli;ge-,, 
nlnln alan1 1/2 A,C,·B,C, dlr. ACB nln B den AC ye indlr1len 
yllkaeklill, C dekl ac;1 dik olmad1t1ndan dolayt mutlaka BC den 

ktlc;llktQr. Su balde ACB lli;genlnln alan1 1/2 AC·BC den kllc;Ok
ltlr. A,C,=AC, B,C,=BC oldujtundan ACB nln alan1 A 1C18, 
ninklnden mutlaka daha ktlc;tlk olup, neticede yeni 1eklln alan1 
e1ki1inden muhakkak daba bOyQk olur. 

BOylece her 9ey gOsterllmit oluyor i daire olmayan her 
9ekle kartdik onunla ayn1 i;evreyl haiz, fakat ala01 onunkinden 

daba bllyOk olan dller bir 1ekll in1a edebillriz. Su balde verll· 
mlt c;evreyi balz 1ekiller lc;lnde daireden ba1ka hlc;birl mak1l• 
mum alan1 baiz olamaz. 
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Problemio tamarmnm neye bu surotle cOzOlmllt olam1ya 

cajt1, dairenin ayn1 cevreyi haiz biltnn ookiller ii;iode hakikaten 

maksimum alan1 baiz bulundu(tunun neye yukarda tam olarak 

lspat edllmlt sayrlam1yacaj!1 hakkmda Onceki b!Uilmde etrnfh 

ac1klamada bulunm111;1tuk. Bu problemio tam mlloas1yle i;OzllmO, 

her ne kadar esas fikirleri bak1011odoo burada yap1labilirse de, 

bunuo icin ancak matematikle sistemli bir eurettc uara1m11 bir 

kimsenin bakk1yla aulayabilcce~i bir matematik teknil'.tlnc lhti

YBQ vard1r. Hu lekni~i OJ'.tretmck lse bu kitahm gayesl d1 jtlldlr. 

19. Peryodik Ondahk Keslrler 

1. Adi keslrlerl ondahk kesirlere i;evirirken, aea~1ki mlsAl
lerle ac1klanan, birblrinden tamamen farkh bir lakun hallerle 

kar11lae1Jd1f!'1 herkesce bilinmektedlr : 

R 
40 =0,075 

" II 9 =o,uu .. ., ·~ = 0, 14285iH286i .• ., 

1 
IIT 6=0,1666 .. ., 

7 
80 

= o •. 2RSs ...• 

mlsAlleri bunlarm en baaltlerl olup, ondallk keelrlerlo 

paydalar1 10 'un kov\'etlerl olan Adi keslrJer olarak tariflne do

nersek bunlar 

1 2 - = _, 
5 10 

H 75 
40 = 1000 

eekllnde de yaztlabilir. Hu denklcmlerde bir fevkalAdelik yoktur. 

Onlar eadece, verilen kr~irlcrln pay ,.e paydalar1 uygun hirer 

say1 Ile carp1lmak sureliyle, bu paydalar1n 10 'un bir kuvveli ftk

ltne eokuldujtunu gosterlr. Bu husus, paydalar1 10 'on yeter 
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dereccde bUyUk bir kuvvetinl bl.Hen bUtUn ke9irler icin de earl 

olur. Bu tUrlU paydalar ic;in basit blr krlterium, onlar10 2 ve 5 ten 

ba~ka hicblr asal <;arpan ihtiva elmemcleridir. Hakikaten 2a.5p 

e klindc bir !'>ay1, y, x ve ft dan b!lylljtlloU gOsterdiiti takdirde, 

l!JY y1 bi)lcr. Su halde paydas1 2a.5p olan bir ke1:1ir, pay ve pav

das1 uygun bir say• ile carptlmak sureliyle, daima paydas1 lOY 

olan bir ontlahk kesir haline sokulabilir. 

2. Ejter bir kesrin payda1u 2 ve 5 lie Mlnnemiyen di~er bir 

k c;nrpan1 lhtiva cdiyorsa, onun pay ve paydasintn uygun bir 

say1 ilc r;arp1lma1u suretiyle bir ondahk kesir haline sokulmns1-

nrn mUmkUn olmad11t1 noikilrdtr. ~~UnkU 

1 a a 
2a·6li·k = 1ut1= :,ib.f>b 

fnrzcdi lir11e, 

olur, )'&ni k (1 den farklt oldu~uudao) faraziyeye aykm olarak 

2 veya 5 ile Mlilnmek mecburiyetiode olur. Zira asal r;:upanlarn 

ayriho•n teklijt1 dolayuu ile a·k ve neticede k ya 2 \'e 5 ten 

b•1eka ual <;arpanlar giremez. 

([ ve Ill te bu tUrlil misaller verilmletir. Burada 4/9, 1/7, 1/6 

ve i /ll.O kc11irlerinin bir «sonsuz ondahk kesre• cevrilebildi~inden 

babscdillr. Halbnki bu ashnda hit.;bir ondahk ke&ir de~ildlr. QUn· 

kll bu kcsrio paydas1 nedir ? Bir •sonsuz ondahk kesirde• hicbir 

basamnk sonuncn basamak olmad1~1ndan, 10 'un hicbir kuv\•eti 

Myle b:r kcarin paydas1 olmak icin kAfi gelmez, ve yukarida 

umumi olarak dil~iinroilo buluodu~umuz gibi paydas1 mesela 3 
ile bBIUoebilcn bir kesir de hicbir zaman pay ve paydasl!ll uy

g11n hir eay1 ilo carpmak suretiylc bir ondahk kesir haline 110-

kulamaz. 

Su haldc buradaki •eonsuz ondallk kesir• terimi teomll edll

ml' vtl gayr1has manada aola~1lmahd 1r. Blzi burada bu yen! ma· 

tematik \'&rhgJO eekli k1sm1 aJdkadar clmckte Olup, O da 8008UZ 
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ondahk kesrin m!Hemadiyen yeni basamaklar1n1 veren ve hicbir 

zaman sonu geJmeyen itlemdeo ibarettlr. Bu ' "kilde elde edil~n 

eonsuz ondahk kesirler pergoiiktir, yani onu te11kil eden rakam

larda belirli blr yerden itibaren aynt bir rakam grubu ietleoas1z 

olarak tekerrUr e.ier. Elimizde 10 taoe rakam buluodutundan, 

eoneuz bir ondaltk keslrde bu rakamlann blrl veya digerl tabia

hyla bir cok kere zuhllr edecektir, fakat bu tabiatiyle her son

suz ondahk kesrin peryodik olmasm1 lcabettirmez. Hoyle blr per

yoctik olmayan soneuz ondahk kesir mlsllli 

0,101 001 0001 00001. .• , 

keari tara!mdan verilir ki, bunun te1kil kald.esi sadece 0 ve l 

leti ihtiva etmesl ve n. 1 den sopra tam n tane s1fmo gelmeeidir. 

3. Paydalar1 2 ve 5 ten ba1ka dil'ter a sal carpanlar1 da ih

tiva eden kesirler icin II ve lfI te mlsaller verilmi1Jti. Bu tllrlil 

kesirlerin sonsuz ondahk kesre a~1hmlar1mn peryodik oldugunu 

gOsterecejtiz. Billndigt Uzere, bir Adi keere tekabill eden ondallk 

keeri devamh blr btslme i11Ieml lie elde ederlz : 

1: 7 = 0,14~857 . . .. 
10 
7 

30 
28 

20 
14 

60 
56 

40 
35 

oO 
49 

. 1 
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1 kalan1 zubur cder etmez, baolangu;taki 1 den hareket eden 

hc:;ap i~lemleri yenideo ba~lor, ou halde 1, 3, 2, 6, 4, 5 kalan

lar1 He I, 4, 2, 8, 5, 7 bOIUmlerl s1ralar1n1 muhafaza ederek 

tekerrllr cderler, ou balde ortaya i;1kan soosuz ondahk kesir 

142857 pr.ryo.lunu halz olur. Bundan sonra da blri;ok defalar yu· 

karda aulattlan tarida bOlme problemlerlyle ujtra1acaR1m1zdan, 

onlar il;ln k1sa bir yaru1 tar:i:1 ithAI edecejtlz. Mesehl 

1:7=0.~ ... 
I 11~•11 

yazacuR1z, kl burada bOIUmlln her basamaR1nm alhnda ona alt 

kalan bulunacak \'e sonsuz ondahk kesrin peryodu, tlzerine c;eki

Jen bir c;izgi lie bclirtilecektir. 

Di#er blr misll de tudur : 

a:= 41 = o, o 7 a i 1 
I 1n II 1 29 I 

Burada 3 kalani zubQr edince b~IQmQn rakamlar1 tekrarlanmaya 

baolar, i;UnkU bGIUm batlaog1i;taki 3 ten batlam11tir. Boliimdekl 

rakamlar, buraJaki 7 de olduRu glbl, daha evvel tekrarlanabillr, 

fakal bnlilm Ioleminin tekrar1 ve peryodun tamamlanabllmeal 

ir;io e1:1a!l krltcryum, kalanlarm lekrarlanmas1d1r. 

1''akat bBIUme devam edlldlkc;e, evvelden gec;mlt bulunan 

kalanlardan birlnln tekrar zubQr edece{ti muhakkaktir. (Kesrln 

pav1 da \Jura-la kalanlar arasmda aay1hr). Haklkaten kalanlar 

icin cllmlztle oncak scnlu BBy1da lmkAn vardir: a/b nin ondahk 

kesre ai;1lll)1Ddo, yaol a nm b lie bOlllnUtilnde kalanlar ancak 

1, 2. 3, ... , b- 1 say1lan aras10da olabillrler. ~u balde mt1mk11n 

olan kalanlarin say1s1 a/b kesrlnln b paydas1ndan 1 ekslktlr. Bu 

csn~da 0 kalan1 hlc;blr zaman zOhur etmez, cnnktl O kalan1n1n 

zuhOru bOIOmOn bir yerde tam olarak yap1labllme1I ve neticede 

oodahk kcerln sonlu olmas1 demektlr. Bu ha! lie, yukar1da gOr· 
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mile oldugunuz gibi, ancak sadece 2 ve 5 asal ~arpa11Jann1 ibti

va eder bir payda ic;in milmk!lndilr. Su halde o/b niu nc,;1hm1 blr 

peryodik ondal1k kesir verruek mecburiyetiude olup, bu kesrin 

peryodu en QOk b-1 tane basamak ihtiva eder. \'erileo mlQll.Ucr

de gnrflldil~fl ttzere 1 /7 ic;ln peryodun bu en b!ly!lk uzunluituua 

erieilmie, fakat 3/41 ic;lo erieilememietlr. MUmk!ln olan en bOyilk 

uzunlukta dlfer bir peryot Urnejtl 

...!.. = 0, 0 6 8 ts :l CJ 5 :l 9 4 1 1 7 b 4 7 ... 
17 I I 0 t i:i I 1 -l 11 0 :, 111 1 '..! 8 I l:J I I ~ l :l I 

olup, burada peryot uzunlojtu b- 1=17 -116 d1r. 

4. ~imdi paydalari 10 ile aralarmda asal olan, yani 2 ,.e 5 

aeal c;arpaolar101 hie; ibtiva etmeyeo kei;irleri dUeUnelirn. Bnular

da alb oin ondnhk ac;1hm1nm mlimklln olan en bUylik peryol 

uzunlufunu daba yakmdao tayin edebiliriz. 

a/b kesrl tablahyla k1•altilm11, yani a lie b aralanoda as:il 

olarak ahnacakhr. Bu takdlrde bnlme esnas1nda zulHir edecek 

kalanlar da b lie aralar1nda asal olurlar. Hakikaten r, b ile ara

larmda asal blr kalan olsun. Heeabm bundno sonraki ad1m1, 10 r 

yl b ile bOimekteo lbarettir. Bo bOlmedeki Mlllm q olsun, yani 

b, 10 r nln ic;lnde en ~ok q defa bulunsun, ve geriyc r 1 kalan1 

artsrn: 
10r=qb + r 1 , 

ya hut 

(l) r 1 =10 r - qb . 

Bu takdlrde r, b ile aralarinda asaldtr. <;unkii b nin hic;bir ai;al 

c;arpant ne 10 u ne de r yl, neticede 10 r yi bBlmedi~inden 

10 r - q b yi de Mlemez. ~u halde, b He aralnrmdn nenl bir r 

kalan1n1 ayn1 Ozeli~i haiz bir r 1 kalant takip cder. Bn!llang1~ta 

b ile aralarmda asal blr a ckala01ndan» hareket cdildittiodcn, on

dan sonraki batttn kalaolar da b ile aralartnda nsal olurlnr. Ru-
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rad8o 1u oetlccyl ~tk8r8biliriz: a/b nin pergot u%unlulu tn ~ale, 
b ill' aralarrntla atal lcalanlarrn tag111 Jcadar olabilir. 

Verilen blr b sny1s1 ile 9ralar10da &881 k8l8Dl8r1n say1s1, 

krndi baetn8 d8 enteresan blr aay1d1r. Bu eay1y1, Say1lar Teo

rlsinde ,,, (b) ile g1Sstermek Adet olmnetur. Meselft '/I (2) = 1, 

,, (3) = 2, '1' (4) = 2, .,, (5) = •· ,,, (6) = 2, 'I' (7) = 6, "(8) = 4 tnr. 
Ozellikle bir p aa81 saym kcrdialnden kQ~Qk bntnn say1larl8 

ar8lanod8 aeal oldujtundao, her p 8881 say1s1 icin 

(2) 'I' (p) =p - 1 

dir. Huli\sa olarak: b, 10 ile 9ralar10d8 8&81 oldujtu takdlrde, a/b 

nln peryodu en i;ok tp (b) tane b8s&m8k lhtlv8 erler. 

s. b nln 2 \•e 5 ten farkli blr tek 8&81 ~arpan1 bile bulun· 

118 a/b nin on<lahk kesre ac1hm1nm peryodlk olmas1 IAztm geldi

ltinl iepat f'tmietik . Hakikateo, mQmkUn olao eonlu Hytda kalan

dan hilf olmazsa blrl blr kf>re tekerrQr etmek mecburlyetlode ldi. 

Btsylece her ne kadar bir peryodun mevcut olmast lcabettijtini 

tsjtreomie oluyoraak ta, peryodun nerede (yanl kai;1nc1 basamak

ta) baelayae•lt• bakkrnda henQz blr bllglmlz yoktur. Yukar1d8ki 

II orneklerlode peryot hemen vlrgQlrlen sonra, Ill tckllerde lee 

,·irgillden itibaren birkac baeamak atlad1ktan aonra ba1hyordu. 

II deki paydalara bak8rs8k, onlarm hem a hem de 10 Ile arala

r1nda as81 olrluklar101 g1Srl1rQz. ~lmdl b, 10 Ile aralarmda asal 

ol1u~u t8kdlrrle, a/b k1aalt1lm1e kesrlnln oodahk ai;1hm1nd8 per

yoiun daima hemen vlrgOJden aonra baelayac1A4t1n1 lap!lt edeee

jtiz. Bunnn lcln Ilk tekerrQr erteeek olan kalantn en baetaki ka

J8n, yani pay1n kendlei, oldultnuu gOstermemlz IAztmdir. Hakl· 

k8ten rm , "" gibl lki kalan blrblrlnln aym oldujtu, yanl rm=,.,, 

bulundultu t8kdlrde, ondan 1S.1ee gelen ,.m- u ,.,. _ , kalanlart da 

(rjter her ikialnden de Once gelcn kalanlar meYcutea) blrhlrlnin 

a}·n1 olmak zorundadirlar. (,.'QnkQ rm ve ,.,. 8tr881yla 10 ,.,,. _ 1 ve 

10 rn-• in b lie bOIQnmeelndrn meydana gelmitllr : 



19. Peryodlk Ondahk Keslrll'r 199 

Buolari tarar tarara c1kar11ak, rm= rn dolay1s1yla 

10 (rm - 1 - rn - 1) = (qm-1 - 9n-1) b 

elde edilir. Bona .gore 10 ("m - 1 - rn- 1), b ile MHinebilir. b, 10 

ile aralar1nda asal oldugundan, buradan rm-1 - rn-1 'in b ile 

btHUoebildl~i ortaya c1kor. Su halde rm I - rn-1 fark1 

0, t b, ± 2 b, ± 3 b, ... 

dizlsinde zulu1r etmelidir. Fnkat rm- 1 ve rn-11 kalnn olarak po

zitif ve b den kilc;Uk bulnnduklar10dao, onlano farkmm mutlak 

degeri b den kttc!lk olur. ~u hal~e aocak 

ya hut 

"m-J =rn- 1 

olabilir. Su halde peryot milmkilo oldugn kadar erken, yani he
meo virgUlden soora baolar. 

6. Peryot uzunluguou l ile gllsterirsek, a/b oio ondahk 

kflsre ai;ihfmda l tane bl>Ime ad1mmdan sonra gene a kalRntn1 

elde ederiz. Her Mime ad1m1oda bil lO.nenin sonuna bir O ckle li

gimizdcn, neticc itibariyle l. ad1mda a y1 dejtil de, a· !Oi.. y1 bile 

b!Herek a kalan101 elde etmi~ olduk. Su halde a·lO'·-a, bile 
Mllloebilir. Si mdi 

a·IO i. -a=a(lOl.-1) 

oldugundan ve a, b lle aralar1nda nsnl buluodujtundno lQ). - 1 'in 

b ile b61Uoebilmesl icabeder. Hatti\ l, lQ). - 1 in b He bCllilnebll

digi en kiit;iik !lstur. 7.ira peryot, a kalaom ilk tekrrriirilndo 

tamnmlao1r; eu halde l, a· lOi.. DID b ile btHUrniinde a kalanm1 
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birakllit• en kUi;Uk ils olup, yukar1kl lddlao1n ispab buradan 

c•kar. 

~11 ha Ide a1rtl}1 k I teoremi elde etmlt old uk : 

I. a/b nin pergodunun J. usunlulu, tol.- 1 in b ile boliint• 

bil l•ji tn kiit;Uk l sagmizr. 

Hu tPoremin iciode ayr1ca bellrtllmeye lil.y1k ikl ifade de 

buluDmaktad1r. Bunlarin birincisi tudur : Bu teoremde 10 Ue ara· 

larrnda asal olarak verilmit her b ye kar11hk 10). - 1, b ile M· 

lnDebllrcek 1ekilde bir l UBSl1nttn mevcut oldu!tu ifade edllml,tlr. 

Boyle bir l DID atlkAr olmayan mevcudlyetl, burada l om per

yottakl basamaklarin 1ay111 olu1unun netlcealdlr. Peryodun mev

cudl7ctl lee daha Ooce 3. te !spat edllml,u. Yukar1kl ifadelerden 

il.:incisi de 1udur: Hurada l, sade<'e b ye tAbl olarak elde edllml1-

tlr, a ya tAbl delildlr. Ayn1 b paydaa101 haiz :oian k1saltllm11 

alb kealrlerl ayDt l peryot uzunlujtunu halzdlrler. l mob ye tAbl 

olu~uou .1. = .1. (b) yazmak auretiyle bellrtece~lz. 

7. ~lmdl a/b niD CE'!1itli a 'lar le in ondahk ai;1hmlar101 gOz 
Onttne alahm : 

1:7=0,14281)7 .. . 
I It 0"' G I 

ac1hmm1 zatcn evvelce gOrmtlttttk. ~imdl onuDla mukayese et
mek Qzere 2: i yl heeaphyahm : 

2:7=0.~ .•.. 
t ••511t 

2/7 ye ait olan 285714 peryodu 1/7 ye alt olan 142857 den aadece 

bir dalrevi permntaeyoola elde edlllr. Huouo bOyle olaca1t1, 2/7 

ac1hm1nm ba1lacl1jt1 2 kalaDm1n 1/7 nln ac;1hmmda da zuhQr et

lljtl ve birblrlnin ayD1 olan kalanlardan aonra geleo bOIOmlerln 

de hep blrbirloln ayo1 olacajt1 dOtllnUl11rae, derhal aDlai1hr. 

3, t, o, 6 kalaolar1 da 1/7 nln ac;1hm1nda zuhtlr ederler; burada 
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hakikaten 7 ye alt kalaolarm 6 e1 da zuht)r etmelldlr, vilnkU 1/7 

ac1ltmm1n peryodu 6 basamaklldu. Peryotlakl rakamlar1 dalrevi 

sirada dU~ilnfiraek, yaoi son rakamdao sonra ilk ba11takiol geti

rir ve Mylece devam edersek, bundao baoka peryodun her ra

kam1oa, ooun kendlsioden b!.Hme i11lemi lie meydaoa geldijti ka

lant tekab!ll ettirlrsek, oOyle blr cedvel elJe ederlz : 

Kalaolar I 1326t.5 

HOllitnler 142857 

Bu cedveldcn meselA 6/i oin 8 ile baflayao bir peryodu haiz ol

duflun u ve neticede bu peryodun 85714-2 olmas1 ve fU halde 

6/7 = o,857142 ... olmasl lilz1m geldl~ioi derhal okuyabilirlz. 

Ara11tirmammn ba1110da tesplt etmi11 oldu~umuz gibl, yaln1z 

bolllmler peryodik olmakla kalmaz, kalanlar da peryodik olarak 

tekerrfir ederler. Bu sebepten bun·lao sonra eadece peryotlar ye

rine, bOliim pergotlarr ve kalan peryot[a,.indan bahgedecetliz. 

8. a/b nio peryot uzunlujtunun, yukanda dO~!lndfiklerimize 

gore oas1l olea gecemiyece#i 'I' (b) nzunlu{tuna her zaman eri11mesi 

icabetmez. MisAllerlmizin gosterdl#i gibi l/7 ve 1/17 hallerinde 

milmkfin olao en b:lyllk peryot uzunlnttuoa eri11ilmekle beraber, 

H/41 i<;in durum bOyle deltildir. Peryodun hakikl nzuolujtunu 

bulmak, gllQ bir problem olup, bu uzunluk ashnda ancak baz1 

hallerde do~rudan do~ruya hePaplanabilir. Bunuuln birlikte, ). (b) 

hakiki pergot uzunluJu hakk1oda ). (b) L. 'I' (b) den daha fazln bilgi 

veren bir iddiada bulonabiliriz. 

Dll~Uncelerimlzi, l (21) <qi (21) oldu~unu gUrece~imiz, yeni 

1/21 Orne~i Uzeriode geti,tlreliru. :it ile aralar1nda asal olan ka

Janlarin say1a1 

'I' (21)-== 12 

olup, bu c~itlik o kalanlar1 eaymak suretiyle kolayca iapatlana· 

bllir. Halbukl 1/21 in on1ahk a~1hm1 icln 



202 18. Peryodlk Oo.dahk Kesirler 

l : 21 = 0, 0 4 7 6 1 9 ... ' 
I 10 tn I S 4 l'I I 

bulunur ki, bu da peryot uzunlu~u ic;ln .4 (21) = 6 verlr. ~u halde 

bOlQm itlemi eeoasrnda 21 ile aralanoda asal olao 12 taoe ka

landan hepei degil, eadece 6 e1 zubur eder kl, buolar1 kendile

rine tekabill eden bMUmlerle birlikte gene bir cedvelde toplaya

eajt1z: 

(A) 
Kalan Jar 

BOlilmler 

Bu cedvelden meselA 

I 1 10 16 13 4 19 

04 7 619 

10 --- = 0,476190 ... , 
:.! 1 

4 --
21 =0,190.i76 .... 

oldujtu okunur. Buna kar11hk 2 kala01 burada buluomamaktadir. 

Buodan dolay1 2/21 in yeol bir 1ey verecegi beklenmelidir. Ha

kikaten: 

2: 21 = O, 0 9 !) 2 3 8 ... , 
t :tO 11 :, !J 17 f 

olup, bu da 1u cedvell verir : 

(B) 
Kalaolar 12 20 11 5 8 17. 

B!Uilmler 0 9 5 2 3 8 

Burada yaln1z 2 kalan1 yeni olmakla kalmay1p, biltiln kalanlar 

yenldir. Esaeen burada eski kalanlardan hic;birinin bulunam1ya

cajt1 ba1tao gOrlllebilirdi. Qilnkil her kalan bOlilm i1lemir.io ken

dieindeo eooraki k1sm101 tamamen belirttigtndeo, (A) ced\'elio

deki bir kalan10 zuhuru o cedveldeki alh baeamakh blltttn kalan 

peryofoouu da zuhuruou icabettirirdi. ~u halde (B) deki kalan

lar peryodu (A) ya ait lek blr kalan bile ihtiva etse, (A) daki 

b:ltiln kalaolari ihtiva ederdi ki, zateo 6 kalan ihtlva ettigindeo 



19. Peryodlk Ondahk Keslrle r 203 

geriye (A) da bulunmayan hicbir kalan lcin yer kalmazd1. Bu lse 

mUmkiln olamez, ciinktt 2 kalani (A) du bulunmayaolar arasrn

dao secilmieti. l;Jimdl (A) ve (B) ced\'ellerl blr arada, 21 paydah 

ve 1 den kil~Qk biitUn k1saltllm1e keslrlerio mfimkUn olan bUtiln 

paylerm1 te~kil eden, 'I' (2l) = 12 tune kalan1 ihtiva ederler. 

9. 21 paydas1 ii;in teekil etmi~ oldu~umuz (A) ve (B) ced

vellerinin in~as1oda ~imdi belirtece~miz bir umumt dii~iince yat

maktudir. 

E~er 1/b nin ac1l1m1 J. {b) = <p (b) en bUylik peryot uzuolu

~unu haiz ise b icin, i. de 1/7 icin verildi~i gibi, eadece bir tek 

peryot cedveli mevcuttur. 

Buna kare1hk b = 21 haliode oldu~11 gibi J. (b) < 'I' (b) ise, 

1/b nin ac1hmmda sadece ). (b) tane kalan bulunabilir ki, bun

larla bir (A) cedveli dtlzenleyebiliriz. Fakat bu cedvel, b lie ara

larinda asal alao bUtilo 'I' (b) tone kalan1 de~il, ancak ondan 

daha az olan J. (b) tane kalan ihtiva eder. ~imdi r, (A) da bulun

maynn bir kalan olsun. Bu takdirde r/b yi ondahk kesre ai;arak, 

6. dan bildi~imiz iizere, peryotlar1 gene ). (b) tane rakam ihtiva 

eden bir ondalik kesir elde ederiz. Huradaki kalanlar ve bUIUm

leri yeni bir (B) ceclvelloe koyahm. Bu c:edvel, {A) da bulunma

yan ,. kafaoin1 ibti"rn ettiitinden kalanlario10 hicbiri (A) da bu

luomay1p, bepsi yeni olur. <;unkU (A) n10 herhengi bir kalao1-

mn (B) de bulunueu, (A) nm biltiln kalanlarm1 da birlikte sU· 

rllkleyecr~inden (B) de r ye yer b1rakm1yacokt1. 

{A) ve (B) cedvellcri birlikte b He nralar1nda asal 2· }. (b) 

tane farkli kalan ibtiva ederler. Ya bunlur mfimklln olan biHUo 

kalaolard1r, kl bu takJirde 2 J. (b) ='I (b) olnr, yahut deha ba11ka 

kalanlar da vardtr. •• ne (A)da ne de (B)de bulonmayan b!Syle bir 

kalan ise, s/b yi ondahk kesre a~arak blr (C) peryot cedveli ter

tip ederiz, kl bu da bize ne (A)da ne de {B)de bulunmayan 

J. {b) taoe yeni kulan vcrir. ~imdi h epsi birlikte 3·l (b) taoe bir

birlnden forkh ve b ilc aralar1nda asal kalan elde etmi~ olduk. 
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E(ter 3 J. (b) = '" (b) ise, miimkiin olan biitiin kalanlar tiiketumlv 

olur. Akel ha Ide yukar1ki l1Iemi iist iiste tekrarhyarak, rr (b) 

taoe kalao1n bepsi tUkeninceye kadar kalan ced velleri tertiple

meye devam ederiz. Burada Onemli olan husus, blr cedvel teoki· 

line eebep olan her kalamn derhal daha (J. - 1) tane yeni kalan 

vermeeidir. 

Bu cedvel teokili lolemlerinin bitimlode, b IJe aralarmda 

aaal <p (b) tane eaymm birblriyle hicbir ortak kalan1 bulunmayan 

k tane cedvele yerle1tirilmi1 oldu~unu farzedellm. Bu takdirde 

(3) cp (b) = k·l (b) 

olup, vu teoremi i1:1pat etmio olduk: 

). (b) pergot uzunluju <p (b) nin bir bOlenidir ( 1). 

Bir p asal eay1e1 Icin, yukartda iearet edilml11 oldu~u glbl, 

?' (p) = p -1 dir. Ozelllkle, blr p aeal saylSI ii;in a/p keerlnin 

1 (p) peryot uzunlutunun p - 1 'in bir bOleoi oldu(tu neticesini 

elde ededz ki, zaten buna dalr l (3) = 1, l (7) = tS, l (17) = 16, 

J. (41) = 5 mielllerio I evvelkl hesaplar1m1z arae1nda g0rm11otiik. 

Kalanlarm muhteur peryotlara da~1h11n1 bir de 39 paydas1 
misllinde ytlrtttelim : 

(A) 1 : 39 = 0, 0 2 5 6 4 1 ... 
I tn 2t 26 Ir. -& 1 

olup, buna ait kalan ve Mliimler cedveli kolayca dilzenlenebilir. 

Hurada yalmz 1n soru bahra gellr: Acaba burada 39 Ile arala· 

rtnda asal oleo biitftn kalanlar gei;ml1 midlr ? AtlkAr olarak 2 

kalan1 burada gei;medi~inden onu bundan sonraki peryodlar ced
vellni teokilde kullanacag1z. 

(B) 2 : 39 = 0, 0 5 1 2 8 2 
'2 ?O i 11 3'! ~ t 

(') cp (b) nln kendlalnln letkll ettlgl rayraha. bOlen burada barl~ 
tutalmam11t1r. 
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Burada 6 tane yeni kalan bulmue olduk. 39 la aralar1nda a~I 

olan ve {A) ile {H) de heniiz bolunm1yan en kiii;llk kalan 7 dir. 

7 den hareket ederek yeoi bir kalan ve Mliimler ced\·ell elde 

ederiz : 

(C) 7: 39 = 0, 1 7 9 4 8 7 ... 
7 BI J • l!f ... 1~ i 

39 He aralarmda aeal olan \"e (A), {B) \'e {C) deki 18 kalan ara

stoda bulunmayan en kiic;ilk kalan 14 olup, ondan hareket ederek 

(0) 14:39=0,3 5 8 9 7 4 , .. 
l .l 'li.t 1,jCi ;11 2:1 17 I I 

t:lde ederiz. ~imdi 39 la aralarinda asal 24 tane farkh kalao bul

muv olduk ki, bunlar 39 la aralartoda aeal olan bUtiln kalanlar

dan ibarettir. QilnkU 1 den 39 'a kadar olan saydar lc;lnde yal

ntz 3 veya 13 ile MlUnebilenlenler 39 ile ortak bir b!lleni haiz

dir. Burada 3 lie bOllinebilen eayllar, 1 den 39 'a kadar olan bu

tun sayllartn tam Ui;te biri kadar, yani 13 taoedir. Huolara bir 

de 13 ile b!Httnebilen 13 \"e 26 say1lar101 ilave etmelidir (buna 

kar11hk 39 eay1s1 daha Once 3 Ito kah olarak hesaba kat1lm19hr). 

~u halde 1 den 39 'a kadar olan say1lar ic;iode hepsi birden 15 

taoesi 39 la {trivial olmayan) bir ortak bBleni haizdir. Buna gBre 

geriye 39 - 15 = 24 tane 39 la aralarmda asal kalan kahyor. 

Yani rr (39) = 24- olup, J. (39) = 6 oldujtu yukandaki a~1hmlarla 

gerc;eklenmi§ oluyor. Burada q. (39) = 4·l. (39) oldu~undan, 4 tane 

kalanlar ve btlHlmler peryodu vard1r. 

10. Peryot uzunlu~u hakk1ndaki bilgilerimizden eimdi Ooemli 

bir netice c;1karacajt1z. Bunun ic;ln vu basit yard1mc1 teoreme ih· 

tiyac vardir : 

x ve k pozitif tam eayllar ise, xk - 1, x -1 ile Mlttnebilir. 

1 + x + T' + · · · +xi<-• geometrik eerieinl h11tirlar,;ak ie

pat derhal aeikftr olur, c;llnkil bu serinln toplam101 bulmak ii;in 
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onu sadece (x -1) ile i;arpar1z ki, bu ~arp1mda bin;ok terimler 

birbiriai gOtllrdti!lfinden 

olur. 

$Imdi x = 1Ql.{b) vaz'edersek, 101.(b) - 1 ' Io !Ok· i.(b) - l 'i 

bOldil!lU neticesi v•kar. Ozellikle buracaki k YI (3) denklemlndeki 

k olarak aeversek. 

10H(b) - 1 = lO'P(b) - 1 

olur Ye Mylece 104(1>) - 1. lOll'(b) - 1 'in bir Mleni olur. 6. daki 

teoreme gore ise b, 10'-(b) - 1 'in hir boleni oloiugundan, neticede 
10ll'(b) -1 'in de Mleni olur . Bu hakikati eoyle bir teorem eek

linde ifade edelim : 

Eger b, 10 i/e aralarin 1aki as al bir sagz ise, lO'P(b) - 1, b ile 

boliinebilir. 

Bu teoremde arltk peryodik ondahk kesirlerden hivbir eser 
kalmam111br, vilnkll 'I' (b) oadahk kesirlerden tamamen milstakil 
bir manay1 haizdir. (2) eeitligi yukar1kinin Ozel rhali olarak eu 
teoremi verir : 

p, 10 a bolmegen bir a1al sagr ise, lOP-a - t, p ile bOliine

bilir. 

Bu teoremleria ikiainde de 10 say1s1 Onemaiz bir rol oynar. 

Bu say1, kulland1it1m1z say1 sisteminln tabam olmae1 dolay1s1 ile 
teaadiifen iein Ivine girmietir. Yokaa, keyfi bir fl tabanh say1 
aiatemi ve ona tekab!U eden g-adik keairleri ele almak, ve mu

bakemelerimizde bundan bauka hivbir dejti,iklik yapmamak su
retiyle eu neticelere de varabilirdik : 

JI. b, g ile aralarzncla asal bir soyr ise, sll'(b) -1, b ile bOW

nebilir, oe bunun ozel hali olarak 

III. p asal sagm g yi bolmezse, gP- i - 1, p ile bOliinebilir. 



It. Pef7CMltli: Oaclahk Keelrlw 

Burada, e11mlzdeld ondalak keelrler OHi JroauandaD OOk 
daba Glefe i.n ve kllalk •11lar teor181Dla-. teoiemJerbadeD 
blrlnl tetkll eden blr teorem elde etml1 ohluk. m teoremlae, 

onu ketfetmJt olan Fertatll',a lufetle •Kltllk Fermat Teona!it 
dealr. Bunda •ktloGk• •dahndaa mabat, oau 18. BGlllmde bah

Htmlf oldatumm •• buatlne kadar blll hpat edllemlJ81l •bl· 
:rtlk• Fermat Teoremladen a11rt etmektlr. 

Yobnkl teoremlerl daba IJ'I ao11rJamak lofa blrbo mllll 
verellm: 

111=7: 

6 = 6, 9' (6) = 2: 

6 = 9, 9' (9) = 6 : 

2•-· - 1 = 15 = 8·5, 
a-· - 1 = eo = 18·fi, 
, ,_. -1=2fi5 = 51•5, 

21
-• - 1 =68 =9·7, 

11- • -1=728 = tOl ·7, 

fi'-1 -1=1fi82' = 2282•7, 

101
-

1 
- 1 = 1189999 = 1'2867. 7' 

fi' -1=2' = ,.6, 
7'-1='8=8·6, 

26 - 1 = 6S =7·9, 

, . - l = •096 = 455·9, 
5• - 1=15624 = 17il8·9, 

6 = 10, 9' (10) = ' : 
8'-1=80 =8·10, 
7' - 1 = 2400 = 2'0· 10, 
9'-1 =6fi80=668·10. 
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11. Esas kooudan bu kadarhk bir uzaklaemadan sonra gene 

ondahk keslrlere d6nelim. b paydae1 10 lie aralar1nda asal olan 

k1salt1lm1F,1 blr a/b kesrinin, peryodu hemen vlrgUlden sonra bae

layan blr peryodik oodahk kesre a9lld 1(t1n1 evvelce g6rmiletUk. 

~lmdi kare1l olarak herhangi bir ondahk keeir veriJm~ oldu{tuna 
gore, onun hangi kesirden meydana geldi~ini O~renmek isti~·o

ruz. Verilen peryodik ondahk kesrin peryot uzunlu~ .t ve per

yodu da P olsun. Burada P, peryodu teekil eden .t tane raka

mm a~1hmdaki s1rapa olmak Uzere yoz1lmas1ndnn elde edilen ). 

rakamh ondohk say1d1r, meselA 1/7 = 0,142857 ... de P = 142857 

(yilz kirk lkl bin sekiz yllz elli yedi) dtr. $imdi, J. tane basamakh 

P peryodunu halz olan a/b kesrl kola yea elde edllebilir. QUnkU a 

n1n b ile bUHlnUellnde ). tane basamaktan aonra a kalan1 tekrar 

zuh\lr edece~inden, a·101.. - a, b ile b61Unebllmeli, hatta b6lllm, 

a 010 zuhficu lie beniiz tamamlanm1e olan peryoda eeit olmahd1r. 

$u halde 
a (lOA. - 1) = b· P, 

ya hut 

(~) 

Sai"tdakl keslr ekeerlya k11alt1lmam1e durumda olup, k1salt1ltnca 

a/b eekltne glror. 2 ve 6, 101.. mo bUlenleri olduklar1ndan bunlar 

10'- - 1 'i ve neticede bu sonuncunun blr Mien! olan b yl Ml· 

meiler. Bo~ lece, her •salt peryodlk• yanl peryodu hemen !vlrgill

den sonra baolayan sonsuz ondahk kesrin paydast 10 ile a.rala

r10da asal olan bir o/b kesrinden dojtdu~unu gosterm~ olduk. Bu
nun kar111t101 ise zaten evvelce biliyorduk. 

12. Buraya kadar yaln1z salt peryodlk kesirleri goz Oollne 

ald1k. Fakat 1. deki Ill Hrneklerinde vlrgUI lie peryot baetang101 

arasmda di~er blr talum rakamlarm bulundu~u mislller de g6r

milotUk. Bu tllrlil ondahk kesirlere " kar111k peryodik• denir. Sonlu 

oodaltk kesirler' paydalar1 sadece 2 \'0 5 carpanlar1n1 ihtlva 
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eden Adi keslrlere, aalt pa,gorlilc •on1os oadahk kemlrler paydalar1 
oe 2, oe de 5 lhtiva eden Adi ke1lrlere tekabtll ettllderlndea, 
lcarr1rlc pe,go<lilc soo1os ondahlr keelrler l9ln ancak G9ClncCl lmllla 
kahyor: Yanl bunlar, 1u .. 1t1lm1t paydalar1 10 Ue ortak blr ~n 
ve blr de 2 ve 5 ten farkb b81k• blr veya blr talr1m Hal c;ar
panlar lbtlva eden Adi ke1lrlerden dotarlar. Burada bu Clol1ncCl 
halden bu kadarhk b8b1etmekle yetlnecetls. Zaten bu hal bu
rada etrafh blr lneelemeye detecek kadar yeni blr fey lht1va 
etmemektedlr. 

18. Yukar1ki temel koaulardaa 10nra, peryodlk ondahk ke

•lrlerln pery0Uar1n1n Ooemll olmaktan 90k1 ejtlendlrlcl blr Ose
llflae (faret edellm. 1/7 nln peryodu olan 142857, 8 lane rakam

dan lbaretilr. Bu peryodu lkl etlt puc;aya aymp, bonlar1 topla
J&llm: 

142 + 867 = 999 

1/17 DID peryodu 18 ratamdan lbarettir. 068828529U1766'7 olan 

bu perJodo da yukarllti 1lbl llrl etlt par~ya aJmhktan IOllra 
bu par~lan toplayahm : 

OIS882852 + 94117M 7 = 99999999. 

og olan 1/11 111 peryodu loin lse 

o+9=9 

elde ederlz. Simdi paydas1 bir as11l aay1 olao ve peryodo olft sa

y1da rakam lhtiva eden her a/p ke1rlnde peryodon llrl yar1•1n1n 

toplam1n1n ayn1 Ozellll halz oldutuau l1pat edecetts. 
Bona gore l peryot uzunlutuau olft fars dellm : l = 2 l. 

Peryot ta P olaua. P nln lid yan11na da •1rayla A ve 8 diy8-

llm. Barada P, l baaamakh blr ondahk 1ay1, A ve 8 de 1 ba•
malrh blrer ondal1k .. fl olaralr olrunacalrlarchr. Bo takdlrde, ra
kamlar1n ondahk ba .. mak deterlerlnl 10s OnQade totaralr 
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olur. a/p kesrinin, kendi a<(1bm1ndaki P peryodundan naa1l he· 

saplanacag1n1 biliyoruz : (!) denklemlne gore 

(5) 
a P 
;-=w=i 

A·101 + B 
10>.-1 • 

Farazlyemize gore l = 2·1 oldujtundan, 

(6) 10>. - 1=1021 - 1 = (101 
- 1) (101 +1) 

olur. (5) ten p nin 10>. - 1 'i Mimes! icabettigi neticeei 1,;1kar kl, 

bu 6. daki teorem vas1rae1yla da dogrudan dojtruya gosterilebi

lirdi . Simdi p, 10'· - 1 = (101 
- 1) (101 +1) i Mldiljtilnden, bir 

asal eay1 olarak (101 - 1) ve (101 +1) carpanlar10dan en aoa~1 
blrioi bOlmek zorunda olur. Fakat p, mohakkak kl (101 -1) i 

' bOlemez, <tllnkil I, .l dan kilc;ilkt!lr. Peryot uzonlultn olan 1 iee, 

Teorem I 'e g!lre 10>. -1 'in p ile MIUoebildilt( en kllc;ilk ilst!lr. 

$u halde p, 101 +1 'i bOlmelidir. (5) ve (6) dan 

a A·101+B - = "7'"=--...,.....,...:-,,......,--
p (101 - 1) (101 +1) 

elde edeliz kl, bu da her iki taraf1n 101 +1 ile yarp1lmas1yla 

a (101+1) A·101 +·B 
p 101 - 1 

oeklioe girer, Burada sol taraf bir tam say1d1r, <tftnkil evvelce 

tespit etmif oldugumuz gibi p, 101+1 'i Mler. Neticede 

A·101 + 8 
101 -1 

de blr tam eay1 olur. Burada 
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olup, A tam oldujtondan 

(7) 
10'-1 
A +B= la 
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da blr tam say1d1r. ~lmdl lddla ediyoruz kl, la= t dir. Qt1nkt1 
A, l taoe rakamdan mQrekkep olup, ea ynklek dejterini bu ra

kamlarm bepal de mQmkQn olan en yt1ksek dejtere, yaoi 9 '• 

etlt oldajtu zamao ahr. l tane 9 dan te1ekk1ll eden say1 lee 

tOl--1 'e e11ttlr. ~u balde A=: 101 -1 dlr. Ayn1 1ekilde l ra

kaml B say1s1 i~ln de 8 ~ 101 - 1 dir. ~u balde 

A+ B == 2·(101 -1) 

dlr. Fakat burada eeltllk iearetl m1lmklln olmad1jt1ndan, daha 

dol'tru olarak 

(8) A + B < 2·(\01-1) 

dlr. Q11nkQ A+ B = 2 (l01 - 1) olaayd1 A t1e B nln her iklsinln 

de en bllyQk de{terlerinl almas1, yani 

A =101-1, B= 101-1 

olmae1 icabederdi. Bu takdirde gerek A, gerek 8, l tane 9 dan 

ibaret olurdu: Bu ise mAoas1zdir, ~ilnkll bu takdlrde 9 'un ken

dlsi peryot olurdu ki, bu da pcryodun bir rakamh olmas1 demek 

olup, peryodun ~ift say1da rakam ihtiva etmeslne dair battaki 

farazlyemize aykmd1r. ~u halde (8) eeitsizlijti dojtrudur. (7) den 

ise, la bir tam (pozltlf) sayt olmak Qzere 

(9) A+ B = la (101 -1) 

elde edllir. Buradakl h, (8) e gGre 2 den kll~Qk olmak zorunda· 

d1r. ~u halde geriye ancak 

Ii = 1 
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iruk!n1 kahyor. Bu takdirde (9) dan 

' 
A+B=l01

- l 

elde ederiz ki, bu da A+ 8 nlo tamamen 9 'lardan ibaret l ra· 
kamh bir say1 oldugunu gOsterir. Zaten lapat etmek latedlllmlz 

eey de bundan lbaretti. 

20a. Dalrenln karakteriatik blr mlltl 

Yagmur yataraa, ortallk 11lamr; ortahk 11lak1a mutlaka 
yajtmur yajtm11 olmas1 icabetmez. Bu mlall, c;ocuklara bir teo
rem Ile onun ka111ll ara11ndakl fark1 aolatmak lc;in kullan1lagel· 
mittir. Bu fark bu mlaAlde ne kadar ac;1k gOrQnQrae gOrilnaQn, 
gQolQk hayatta da 0 kadar mQphem kalmaktad1r. euurlar1oa hi· 

tap edllir edilmez meeeleyl gOn glbi •tlklr gOreo klmaelerln, hattl 
baz1 keskin zeklh hukukc;ularm bile gQnlQk hayatta blr cdmle Ile 

ooun kar11bo1gayr11uuri olarak blrblrlne kar11brd1klar1 gOrQlmtif· 
tnr. Hatti nutuk c;eken baz1 polltlkacdann bu kan11khktan uataca 
latlfade ederek, alyaal ha11mlarin10 sOyledlkleri blr cllmleyi akalne 
c;~virip onlarla alay ettiklerl; fakat dinleylcllerden hie; blrlnln ltln 
fark1na varamad1klari olmu1tur. Biz matemati~ller Ojtretlm tec
rnbelerlmizden 10 kealn kanaate varm111zdir : Matematlk tahal· 

line ba1layao bir ~renci 1l1temli olarak Oyle yetl1tlrllmelidir kl, 
,uur alt1nda bile bu kar11tirmay1 yapma11n. 

Fakat ara1tmc1 Matematlk it;in, blr teoremden onun akalne 
bilerek gec;mek en verimll prensiplerden biridir. Bu pren1lbln, 
verllen teoremlerden yenl teoremlere ve yenl kavramlara blzl 
nasd sevkettljtinl, birblrlnden mQatakll olarak ta okunabllecek 

olan, Onllmllzdekl lid Mlllmde anlatacaf1z. 

tie bir matemallk teorem V'e onun kar11boa ~Ir baalt blr 
mlaalle ba1hyahm. (;eue ac;111 teoremlol <eek. 90) heotlz be· 
piolz hat1rbyacak1101z : ayn1 kirlti gOren bQtlln Qevre ac;11ar1 
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birbirine eeittir (1). Fakat burada llnemli olan, bu teoremin kar

e1tin1n da do~ru olmu1dir: Sabit bir AB dogru pari;ae101 aynt 

bir &QI (') alt1nda gllren noktalarm geometrlk yeri bir dalredir. 

Okullardaki !l~retimde, btltiln dalre bahsmtn en hayali nokta~mm 

c 

~ek. 90 

buras1 oldugu IAyik1 ile belirtilmeml~tir. Zlra bu teoremin kendi 

kar11ti lie birlikte dogru olmas1, <;ene ac;1111 Ozeli~iaio daire i<;in 
karakterlstik olmas1, yaoi dairenin ooun vas1tas1yla tarif edile

bilmesi, yani onon dairenin klbik tarifi - sabil bir noktadan 

e~it uzakhkta olan noktalimn geometrik yeri - yerine kon ula

bilroeei demektlr. Hakikatte daire bahs101n biltiln giizel teorcm

leri ancak cevre a<;181 teoremi ispatlandiktan sonra ve klllsik ta

rif yerioe ona dayan1larak ispat edilir. c;evre a<;111 teoremi 

bu maoadn biitUn daire bahs1n10 mafllal noktas1, dalrenin asll 

tarifidir. 

Bu On temrinden sonra, dairenin di~er bir tlzeliitine dOne

cek ve onun da karakteristik bir llzelik oldu~unu gl\sterecejtiz. 

Evvela ufak bir ihlar verellm. Okulda ac1 deniliuce, iki dojrunnn 

birblrine gllre ejtirnini anlamaya al11~m1s1zd1r ki, bu da tablat1yla 

orada sebepsiz dejtildir. Fakat burada iki e#rinin birbirine 

gllre ejtimini nazari itibara almam1za hicbir engel yoktur; lete-

(•) Jo:jter D, AB all klrl•l Ozerlnde lse, AD 1~101nin D den llteye 

uzahlmtt par~1111010 DB Ile t•okll ettl~l •t• ahnmahd1r (Akal takdlrde, 

•kom,u a~•" dan bahaetmek lcabeder). 
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nildigi takdirde egriler arae1odaki bu ac;1y1, e~rilerin kealttigi S 
noktaaanda bu egrilere c;l:dleo tegetler arae1ndaki ac;1 olarak ta

rif ederek, dogru keoarh ac;1lar kavram1oa irca edebillrlz (~ek . 91). 

~ek. 91 

AtikAr olarak, daire fU Ozelijti haizdlr : Bir dal

renio herhaogi iki nokta1101 birlettireo kirit, daireyi 

iki etit (tablat1yla ejtri) ac;1 altmda keser. ~imdi bu 

teoremio kart1tio1 tetkil edecegiz. Buouo li,;lo fU so

ruyu kendimlze aoraltm: Herhangi iki nolcta•1nz bir-

leftiren her kiri1i tarafrndan ~lit ilci ay1 altrnda ke•ilen 

bir ejri daima bir daire midir, gok•a bu ozelili haiz ba1ka ejriler 

de oar midir? (~ek. 92) eimdi bu Ozelljtin de dalre ic;ln karakte

ristik olduguou gOsterecejllz. 

Buoun ic;in, herhangl lkl ooktaem1 birlettlreo her klriti ta

raf10dan eoit lkl ac;1 albnda kesilen herhangl blr kapah ejtri dQ

tlloelim (~ek. 93). A, B, C bu ejtrlnlo herhaogl Qc; noktaa1 ol-

~ek. 92 ~ek. 93 

sun; buolar1 blrleetiren tlc; klrleten baeka, ejtrlnin bu noktalar

daki Ile; tejtetinl de c;izellm. Bu takdlrde, meydaoa gelen ac;1lar 

araa10da, farzedllen Ozellk dolay111 Ile, ~ek. 93 te ifade edilen 
etit11kler earl olur. 

Dljter taraftan A etraftodaki Qc; ac;1010 toplam1 lkl dik 8 "1 

oldogu gibi, ayo1 eey, B ve C noktalar1nda da dogrudur, yani 
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a+ll +i'=2R 

2+b+r=2R 

ll:+fi+c=2R 
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dir (Burada R barfl, •dlk ac1» ic;lu kullan1lm11~hr). Bunlar1 taraf 

tarafa toplamak suretiyle 

(a+ b + c) + 2 (x + /1+r)=6 R 

elde ederiz. e1mdi blr lliygenin ai;ilar1 toplammm 2 R ye eelt ol

duitu teoremlni ABC 11cgenine uygulayahm: 

a+b+c=2R 

olur. Bunu bir evvelkl eeitlikte yerlne koyarsak, 

elde eder ve bunu 

2 (x +fl+ r) = 4 R, 

a.+fi+r=2R 

a+P+r=2R 

lle kar1lla1tmrsak, a= a. buluruz. Tamamen ayn1 1ekilde b = /1, 
c = r bulunur. 

Bu haz1rlay1c1 mllH\hazalardan c = r neticeeini akhm1zda 

tutahm ve 1imdi as1l iepah yapahm. D, eitrinin herhangl bir ba1-

ka noktae1 olsa, ABC ttcgeni ic;in yaphklar1m1Z1 ABD ttc;geoi ii;in 
de ayoen yapabiliriz. ABD ttcgeninde ve oodan doitacak olan 
~ek. 93 lln benzeriode A, B noktalar1 ve neticede o noktalardakl 

te~etler ile bunlarin arae1ndaki r BClBI evvelkilerin ayn1 kalm11-
ltr. eu halde D deki d acm da ayn1 r ya e11t oldujtundan, d = c 

olacakbr. ~u halde AB kiri1i D ve C ooktalarmdan ayn1 ac1 al

tinda gOr1lltlr. eu halde, c;evre ac111 teoremlnio, yukarda bah1et
ml1 oldu~amaz, kar11t1oa gore D noktse1 A, B, C noktalar101n 
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belirttigi daire ilzerinde bulundugu gibi, ayn1 fekilde egrinin 
baeka herhangi bir noktas1 da aym daire Ozerinde bulunur. Sn 
halde bu egri bir dairedir. 

Yukar1ki Ozeliltin aksloe, Ontlmtlzdeki bOlllmde dairenin Oyle 
bir Ozeligioi g6recejtiz ki, bu Ozelik sadece daireye degil, fakat 
daha baeka bir sftrll ejtrlye de aittir. Bu yeni halde, bir teoremin 
kar,1bn1 alma prensibl bizi yeni bir kavrama, yeni Ozelikle 
birbirlne bagh egrilerio teekil ettigi eayan1 dikkat blr egrl sm1-
f1na sevkedecektir. 

20b. Sabit gent11likli egriler 

1. Daire, b!ltl1n noktalar1 verllen bir noktadan (merkez) ay
ni uzakllkta bulunan blr egri olarak taJ'if edlllr. Dairenin bu 
Ozeli~inden en yakm pratik istifade araba tekerleginde g6rii
Ulr: Tekerlegin eeit uzunluktakl ispitlerl vas1tas1yla arabanm 

diogili, tekerlek nekadar d6nerse d6nsiln, ufkt zemin tlzerlnde 
sabit yilkeeklikte tutulur ve Mylelikle araban1n ufki hareketi 
saglanm111 olur. Ag1r yilkleri ufkl olarak hareket ettirmek ic;ln 
bazan dlngile bath tekerlek yerine, iptidai bir tarz olan (mesela 
sand1k eekllndekl) yilkl1n albna sokulmu, silindir fekliode kil

tilkler kullan1hr <Sek. 94). Daire kesttli bu silindirlerin tlzerinde 
yilk, zeminden aabit yllkseklikte kalarak yuvarlanir. 

I 
Q () () () 0 

Sek. 94 

Her nekadar bir tekerlegln, diogil yeri merkez olmak Qze

re, bir daire ,ekllnde olmas1 llz1m geldigi aeikar ise de - c;ilnktl 
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ba11ka her tekerlek biclmi arabanm ilerlerken yukari ve aeal't1 

c1k1p iomesinl icabettirir - cok pyan1 dlkkattlr kl, yukar da bah

sedilen kiltfiklerin vazlfelerinl Jstedljtimlz eekilde gOrmeleri icln 

mntlaka daire keeitli slliodir biciminde olmalar1na lllzum yoktur. 

<;unkU bu halde kesitln merkezi hli;bir rol oynamamakta, daha zi
yade burada Onemli olan Ozelilti bu keeitin lki paralel tejtetl ara

smdaki mesafenln - daire halinde oldut'tn gibi - daima ayn1 

kalmas1 teekil etruektedlr. Daire blltUn dogrultularda ayn1 genie

liktedir, matematlkcilerln rleylmi Ile daire bir csabit genielikli 

ejtri• dir. Bu Ozelijtin dalreyi tamamen karakterize ettijti dD1!1-

0Uleblllr - hpk1 bundao Onceki bOJUmde bah11edllen Ozelljtin 
galnr: daireye ait olmas1 gibl. l<'akat bir e!lrpriz olarak, durum 

burada farklld1r. Yanl, evvelden be.klenmlyen bir eey olarak, 

daireden farkh olan bUy!lk blr er:iit genir:1likli eitri sm1f1 mevcut

tur kl, bu ejtrilerden baz1ler1n1 ll'ajt1da u[trenecejtiz. 

. 2. Herhangi bir C kapah e~risinin verllmi$ bir dojtrulludaki 
genltlljtlni, bu el'trlnin bUtUn noktalarinin o dogrultuyu baiz bir 

do/!ru Ozerindekl izdUeOmlerini almak suretiyle buluruz {~ek. 95). 

~ek. 95 

Bu izdU11Umler dojtru Uzerlnde bir AB doitru parcae1 doldmurlar 

ki, bu dottru parcas1om uzunlujtu o dogrultudaki cgenlelilti• verir. 

A ve B noktalarmdaki iki en d11 lzdUetlren dojtrular. C 

e~rlsl lie en az bir orta~ noktay1 haiz olmak, fakat egriyi 
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kendllerlnin tamamen bir taraf1nda birakmak Ozeliltini haizdlr. 
Bu Ozeliktrkl bir do~uya, eitrinln de•tek doJra•a denlr. 

Kapah bir e~rl her doltroltuda lam lkl deetek doitrueunu 

balzdir. Bu iddian1n dojtrulultu ya ~k. 95 ' e bakarak her hangl 
blr doltrultu l~ln anla~tlablllr, yahut verilen doitrultuyu baiz ve 
C eltrieini aralar1nda btrakao lkl do~u alarak bunlar1n herblrlni 
tam egrlye bitlolnceye kadar (kendieine paralel kalmak 1arbyla) C 
eltrleloe dogru 1Qrmek suretiyle anla11lablllr (~ek. 96). 

$ek. 96 

Destek dojtrueu kavram1, ~et kavram1n1n ayn1 deltildlr. 

MeeelA ~ek. 97a da t doltrueu eltrlye T nokta11oda tetettlr, fakat 
ODUD bir deetek dojtrUIU del'tildlr. eek. 97b dekl • dotrUIU lee bir 
deetek doitrueudur fakat ejtrlye tel}et deglldlr. 

~ek. 97a eek. 97b 
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Sabit bir b genitlikll bir ejtrlnin her paralel destek dojtru 
c;iftioin ac;1khjt1 b ye e1ittl. Boyle bir el'trlye iki tane paralel 
destek do~ru c;ifti c;izillrse <Sek. 98), buolartn tetkil ettijti para
lelkenar bir etkenar dOrtgeo olmak zorundad1r. Ejter bu iki dojtru 
c;ifli birblrine dlk ise, eokenar dOrtgen de dik, yani bir kare 
olur. Bu karenin kenar1 ejtrinio b g~oiolil}ine e1itlir. So halde 

Sek. 98 

sabit genitlikli bir ejtrioio d11ma c;izilen btltUn kareler birbit'ine 
etiltir. Bu husus, bir levhadan keeilen sonlu genitlikte bir 1e

kille kare 1eklinde bir i;ierc;eveden ibaret bir model vas1tae1yla 

mii,ahhae bir hale sokulabilir. \erc;evc:nio kenar uzoolugu eitri

nin genitligioe e~it oldujtu takdirde, c;erc;eve her doltrnltuda eit

riye tamamen uyar, yani c;erc;eve arada liic; botluk kalmadan 

egri etraflnda dOndiirillebilir. Yabnt kar~1t olarak: Sabit genlt
likli her ejtri uygan bir karenin ic;inde hie; arahk birakmadan 

serbeetc;e dOndllrillebilir ve bir karenin ic;inde bu 1ekllde ser bestc;e 
dOndUriilebilen her egri atikAr olarak aabit genitliklidir. 

3. Daireden farkh olan en baelt sabit genitlikli eitri, kenar
lari dalre yaylar1, kOteleri de kare1larmdaki kenarlarm merkezle· 

ri olan bir e1kenar daire yaylar1 iicgenidl r (~ek. 99). Bnradaki 
her tlc; dair e yay1 ayo1 yar1 c;apt hniz olup, bu yar1 c;ap10 uzuo

lt1itll ayni zamanda eitrloin b eablt genitll~lne e1ittlr. Zira blrbi-
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rine paralel iki destek doilrusundan ya birisi bir kOoeden gec;er 
ve dijleri karo1ki daire yay10a tejtct olur, yahut her iklsi de kll

eelerden gec;er fakat bu halde lkisl de daire yaylartoa tejlet olur. 

Her iki halde de birbirine paralel destek dogruJan aras1ndaki uzak
hk, tegete degme noktasmda dlk olan yar1c;apa e11ittlr. 

$ek. 99 

Bu daire yaylar1 l11;geuinln eablt geni11likli egrl olarak evve
ll teknlkte farkma var11m111t1r. Hakikaten, kioematlkQi Reuleaux 

hareket mekaoizmalar101 tasnif ederken bu egrinin bir kare iQin

de arahk btrakmadan dllndUrUlebildigini tespit etmi11tir. Bu Oze
llgin eoit geni111ikli blltlln egriler ic;ln karakteristlk oldujlunu ise 

ynkarda gOrmt11ttlk. 

4. Renleaux l(Okgenioio ~izlmlne esae te11kll eden dtlol1nee, 
yani eoit yartc;aph daire yaylar1n1 her k6oenin kar11181na bir yay 
geleeek oekllde stralama iol blrc;ok tarzda yi1rllt11lebllir. Meaell 
dtlzlemln bir noktas1n1 B k61esl olarak tespit edellm ve B mer
kezi etrahnda b yaru;aplt blr dalre yay1 c;izelim. Bu yay ilzerin
de A ve C glbi iki yeni k6oe noktae1 alahm. Buraya kadarki Qi
zime gore BC= b oldujtnodan, merkezi b ve yar1c;ap1 C olan 
daire yay1 da B noktasindan gecer. ~imdi bu yeni yay Uzerinde 

yeni bir kOoe olarak bir D noktas1 alahm. D merkezll ve b ya
r1c;aph daire yay1 c den gec;er. $1mdi oekli kapatmak lc;in, bu 
soouncu yay llzerindeki E noktaem1 keyfi degll de, aym zaman

da B den gec;en A merkezll ve b yar1c;aph yay1n da llzerinde bu

lunacak oekilde sec;elim, yani E her iki yay1n keeiome noktas1 
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oleun. BOylelikle e1lt genitllkll bir ADBEC dalre yaylar1 be1geol 
meydana gelmlt oldu (~ek. 100a). Yukar1ki i;lzlmdekl ad1mlar1 
daha i;ok tekrarlamak auretlyle daha liok say1da k01e ihtiva eden 
aabit genitllkli daire yaylar1 i;okgenleri iota edebiliriz; meeelA 
(Sek. tOOb) bu tllrlll blr yedigen gOetermektedir. Yukar1ki <;izlm 

E 

Sek. 100a Sek. 1oob 

kaldeelnde her k01enin kar11s1oa bu k01eyi merkez olarak kabQl 
eden b yar1c;aph bir dalre yay1 tekabUl ettirildi~inden, bu <;i· 
zimle sablt b genitllkll dalre yaylar1 <;okgeoleri elde edildi~i ac;1k
br. 1terdekl blr tatbikat icin blr daire yaylart cokgeoiodeki her 

kOeeyi yartQBplar vas1tas1yla kar111larinda bulunan daire yaylar1 

Uzeriodeki k01elerle birle1tirelim. Bu suretle daire yaylan c;ok

geni i<;inde eekenar bir y1ld1zlt (dllz) l,)Okgen meydana gelir. Bu 

c;okgeoin her k09esindeo l,ilkan kenarlari arai;indaki a91, o k01e

nin kar91smdaki daire yayina tekabUl eden merkez ac181dtr. 

Bu kaldeye gore ~izilmie olan daire yaylar1 c;okgeolerlnln 

keoar say1lar1 daima ttktir. Hakikateo blr k01eyle onuo kar11-

s1ndaki kenar1 l1aretledikten aoora, i1aretleoml1 k01eden bareket 
ederek dalre yaylar1 cokgeni Uzerlnde dola1ahm. EvvelA bir ke
nar, aonra bir ko1e, sonra gene blr kenar, eonra gene blr kove, 

llAh ... Uzerlnden gecilerek nib a yet i1aretlenml1 yay1n Ontlndekl 
ko1eye gellnir. Su halde bu yol Uzerlnde tam kenar eay111 kadar 

ko1eye raetlanir. Bu aay1ya n diyelim. 11aretlenmi1 ko1eden loa
retlenmio kenara blr de aksi yOnden gidllebllir. Bu esnada da 
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tam n tanc kenar ve n tane kOoe tlzerlnden gec;ilir, c;Qnkn bi
rlnci yoldaki her kOoenin kar1111nda lklncl yola alt bir kenar ve 

birincl yoldakl her kenar1n kar11B1nda ikiocl yola alt blr kOte 
bulnour. Buolara bir de itaretJenmlt k01e ile oouo kar1111odaki 

ioaretlenmi!J kcnar1 UAve edersek, bepsi birden (2n + 1) kO!JC ve 

(2n + 1) kenar eder. 

5. ~imdiye kadar verilmit olan daire yaylara c;okgenlerinln 
hepsl de k61jeler ihtiva etmektedlr. 1-'akat bu c;okgenlerden hi~bir 

ko1eai balunmayan sabit genitlikll egriler de elde edilebiJlr. Bu mak
eatla yukar1ki bic;lmde olan bir ejtrlye kar1d1k ona d uzakhjtmda 
d11tan paralel olan ejtrlyi c;lzellm (~ek. 101a, b, c). Bu c;izim, 

eek. 101a ~ck. 101b eek. 101c 

Ilk ejtrlnln ic;lne c;lzllmlt olan •kO!Jegen c;okgen" In yard1m1 Ile 
kolayca yapllabllir. llunun lc;in 1adece, Ilk ejtrideki her yay1n 
merkeziri eablt tutarak yara c;ap1n1 d kr.(jar arlhrmak yeter. Bu 

esnada ilk £jtrlnin herbangl bir kOtesi 11f1r yar1~,aph bir daire 
yay1 1ay1hr, ou halde iklncl ejtride ooun yerine J yaric;aph bir 
daire gellr. Bu 1uretle meydaoa gelen eitriler, ild fukh yar1-
c;apta daire yaylar1udan te1ekklll eder kl, buradakl her iti t11rlQ 
dalre yaylar1 tek 1ay1dadlJ'. Dalma blr c;e1it yay lie onun kar11-

11nda bnlnoan farkh c;e1lttekl yay ayn1 merkezi halzdir (ilk etrl
nlo blr k01eei). 

Nlhayet, lkiden daha fazla say1da larkh yar1c;ap almak, fa· 

kat ,1mdlye kadar c;izml!J oldujtumuz ljekillerdekl ln!J• pren1iblnl 
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yani ayn1 merkezli iki daire yay1n1n, ~merkez acllar1 ters 
ac;llar olacak tarzda karo1 karo1ya bulunmas1 preneibi - buraya 
aktarmak euretiyle eabit genitlikll daba umumt daire yay1 c;ok

genleri elde edebiliriz (~ek. 102). 

~ek. 102 

Yukar1kl inoa metodumuz bize sonsuz eay1da eabit geniolikli 
ejtri verir . Buounla beraber, bu e~rilerln hepsinin ortak Ozelijti 

yaln1z dalre yaylar1ndan teeekkiil etmie olmalartdir. Yanht an

lamalarm Onttne gec;mek ic;in hemen itaret edellm kl, en kllc;Uk 

bir par~ae1 bile daire yay1 olmayan sabit geoiellkli e~riler de mev
cuttur. 

6. Etil genielikli e~rilere dair vermie oldutumuz bu misAl

lerden soora, bu e~riler hakkmda bazt umumi teoremler ortaya 
koyaca~1z. Yukar1kl mieallerin hr psi de kon f!ek., yani keodilerlni 

keseo her do~ru ile aucak iki ortak noktae1 olan, etrilerdir . 11i 
baeitleotirmek lc;in burada yalo1z konc•eks olan sabit genitlikli 

e~rileri gOzOnlloe alaca~1z (') ve buodan sonra ac1kc;a eOylenilme
di~ hallerde bile hep konveks ejtriler dttallolllecektlr. 

(') lapal edlleblllr kl, aabll 11entellkte her etrl matlaka konveke 

olmak mecbur lyetlndedlr. Fakal bunun burada lspah blzl c;ok ur.a{la 

illlQrQr. 
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Daba doitru olmak lc;lu '" kesln tarifleri verellm : Bir kon· 
veks ejtrl, blr konveks Mlgenln s1nmd1r. Bir konveks Mlge, ikl 
noktas1 Ue blrlikte o noktalar1n belirttljti dojtru parc;as1 Qzerindekl 

biltiln noktalar1 da lhtlva etmck Ozelilti ile karakterize edilir. Kon· 
veks Mlge misAlleri tnnlard1r: Kare, daire yilzeyl, ticgen, elips ve 
buraya kadar verilen sabit genltlikli ejtrilerln lc;lndekl Mlgeler. 

Konveks bOlgenin bir destek doitrusu, o Mlgenin s1nm ile ortak 
olarak ya bir tek nokta, yabut blltQn bir dojtru parc;asm1 halz
dlr. Bununla blrlikte sabit geni1llkli ejtrller lc;lo tu teorem ca
rldlr : 

I. Sabit geni1likli bir elri, /.,r Jeatek dojru.u ile tek bir or· 

tak nolctagr hai%Jir. 

Bunu !spat iQln, vu basit ibtari yapaca~1z: 

II. Sabit b geni1likli bir ejrinin iki nokta•1 ara.indaki azalcl11c 

en ~ok b ge e1ittir. 

Haklkaten, P ve Q ej:trl ilzerinde iki nokta oldujtuna gore 

(~k. 103), PQ doitru parc;as1 eitrinlo PQ dotrultuauoa dlk her i~l 

0.. 

Sek. 103 Sek. 10-1 

destek dotrusu aras1nda kalmahd1r. Su balde bu deatek dojtrular1 

ara11ndakl uzakhk en az PQ ye e1lt olmahd1r. Dljter taraftan bu 

dojtrular arasmdakl uzakhk b ye e1it oldutundan, PQ uzunlutu 
b yl gec;emez, kl lspat edllecek vey de bu ldi. 
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~imdl Teorem I deki iddian1n aksine, blr • deetek dojtrueu 
11zerlnde ejtrinln P 1 ve P, gibi iki noktas1nin bulundujtunu farz· 
edellm (~ek. 104). Bu takdirde ejtrinin di#er tarafmdaki • ye pa

ralel olan •' deetek dojtruaunu c;izelim. •' Uzerlnde ejtrlnin Q 
gibi bir nokta11 bulunaun. • ve •' dojtrular1 blrblrlnden gene b 

uzakhjt10dad1r. 

P1QP, ttc;geninln ikl dik ac;m bulunam1yacajt10dan, P,Q ve 
P,Q dojtru parc;alannm her lklal de • ye dik olamaz. Netfcede 
onlardan blri b den daha uzun olur kl, bu da Teorem II ye ay
kmd1r. ~u balde bir deatek dojtruau 11zerlnde ejtrlye alt iki nokta 
bulundujtu faraziyeai blr tenakoz vermi9 olup, Mylece Teorem I 

iepatianm19 olur. 
lki paralel destek dojtrusu Uzerlnde ahnan blrer noktay1 

birle9tiren dojtru parc;a11n1n ancak bu dojtru parc;as1 destek dol

ruiarrna dik oldujtu zaman b uzunlujtunu halz oldujtu, aksi tak· 
dirde b den daha uzun oldojtu keyfiyetini bir defa daha kullana
rak derhal 9u teoreml elde ederiz : 

Ill. Sabit geni1likte bir elri'nin iki paralel de•tek dogruaunun 

eJrige deJdikleri noktalari birle,tiren dotru par,a•r, bu deitek dol· 
rularrna diktir. 

7. ~imdi sabit b geoi~likll bir ejtrioin herbaogl blr noktas1 

merkez olmak Uzere b yam;aph bir daire c;izersek, bu dalre Teo
rem ll ye gGre blltlln ejtriyl c;evreler. ~lmdl ejtrinln, dalrenin 

tamamen ic;inde olam1yacajt101, yanl en a1at1 blr nokta11n1n daire 
c;evresl Uzerinde bulunacajt1n1 goeterecejtiz. 

P, b ea bit genlellkli bir C ejtrlal Uzerlnde herhangl blr nokta 
olsun. P merkez olmak Uzere Oyle blr dalre c;tzellm kt, bu daire 

C yl c;evrelesin, fakat kendl c;evreel Qzerlnde C nln en a1a1t1 blr 
Q noktae1 bulunsun (~k. 105). Bu suretle belirtllen dalreye K, 
dlyelim. K 1 In r yar1c;ap1 en c;ok b ye eelt olablllr, c;11nkl1 P 

merkezli ve b yar1c;aph dairenln C yi zaten c;evreledljtlni biliyo
ruz. ~u balde K, dalreeini elde etmek lc;io, olaa olsa K dairealnl 

merkezi eablt kalmak Qzere bQzmek klfl gelecektlr. 
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K, dairealnln Q noktumdakl t teteU yalam dalreala detll, 
ayn1 zamaada C e~l.alala de blr deatek dotr11111dur. Qtlnktl bu 

dotru C ala Q nokta11ndan leQmekte ve K, in c;evreledllf C 

~ek. 105 

elrlal bu dotrunun tamamea blr tanfaacla buluamaktadir. C ala 
Obtlr taraf1adakl t ye panlel olaa • de1tek dotruuua I den 

olan uzaklita (etrlnin ublt genltllllnln b olmu1 dolay111yla) b ye 
etlt olup, Teorem Ill e gore • Din P, detme noktu1 Q noktaa1n
daa t ye ~dnlan dlkme tlzerinde bulunmaktad1r. qer r = b JM, 

Pu P lle oalntu; eter r < b IN, P noktu1 Q Ue P1 arumda 
bulunur. Halbuki bu ~oauacu hal mtlmktln detildlr. Qtlnktl bu 
takdtrde Q, P, P, noktalar1 hem C ye alt olacak, hem de blr 
dolru tlzerlnde bulunacakttr. Bir koHeb etrt 118, blr dolru ta
rahndan ancak ikl noktada kellleblllr. Bir dotru IN koaveb blr 

elri ile ancak bu dotru etrlnln deatek dotl'Wlu oldutu takdtrde 
lklden faala ortak aokta11 hala olablllr. Fakat Teorem I 'e 10re 

aablt genltllkll bll' elflaln blr d•tek etrfal ile blr tek ortak 
aokta11 vardtr. ,eu halde P., P Ue CJ&kJflDAh, yaol r = b olma
bdtr. 

Bunda P, C Din keyft blr aoktu1 ldl. BGylece o noktacla 

C nln • deatek dotru1unu iota etmit ol•ufumuadan, fU teoreml 
ifade edebillrlz : 
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IV. Sabit geni1likli bir elrinin her nokta•znda en a10/1 bir 

de•tek do/ra•u flard1r. 

Sabit genitlikli bir eltri Oyle ooktalar1 da haiz olabilir kl, 
bunlarda blrdeo fazla destek ejtrlai bulunauo. Boyle ooktalara 
ko1e diyeeejtlz. Vermif oldujtumuz mleAllerde kOteli etril11r blrook 
defa geomi1t1. Bir k01eye ait iki deatek dotru1unao teokil ettiiti 
aomm ic;lnde kalan bl1tllo dojtrular da a1fklr olarak de1tek dot
rular1 olduklarmdao, kooveks blr ejtrl bir kOtede blltl1n blr deetek 
dojtrular1 demetini balzdir (l,?ek. 106). Bu destek dojtrular1 lefode 
fkl kenar dojtrusu mevcut olup, bunlar demetl s1n1rlarlar. 

~ek. 106 

P, C nin keyfi bir noktae1 lse, Teorem IV 'e gore o noktada 

en a9ag1 bir tane s destek dol}rusu i;izebiliriz. • ye P noktasm

daki dikmeyi c;1kahm. Bu dikme C yi e~rinin kar11 ta'l'af1ndaki 
bir Q noktasmda keeer, ve PQ nlln uzunlutu b ye e1lttlr. Q 

merkezli ve b yaric;aph daire C yl ~evreler ve • yl tel}et olarak 
kabill eder. Bu durumu a1al}1ki teoremde tesplt edellm: 

V. b •abit geni1likli bir e/rinin her P nokta•rndan, Jairegi 

~eflrelegen fJe P de e/rinin o nokta•zndaki tek ("'ga birJen fasla 

i•e, i•tenilen bir tane) de1tek do/ra•una te/et olan b gar1~apl1 bir 

daire ge~er. 

8. A9ajt1kl teorem de eabit geni1likli btr etrl He bir dalre 
aras1n<Ja bir llgl kurar: 
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VI. Sabit b geni1likli bir ejri ile ii~ (f!ega claha ~ok •ag1cla) 

orta/r nokta•i bulunan bir dairenin gar1i;ap1 en ~ok b ge e1ittir. 

Boyle bir daireniD b yaracap1na da ulaoablleceAini Reuleaux' • 

DUD daire yaylar1 llc;geni gOsterir: Bunu gOnnek ic;ln bu llcgeDiD 

Uc kenarindao birlDi bir tam daireye tamamlamak klfl gellr. E1it 

genielikli ejtri ile hattl BODsuz say1da ortak Doklay1 baiz olan bu 

daire b yar1cap1D1 balzdlr. 

1 spat. k daireai aabit b geniollkli C ejtrlslyle P, Q ve R 

ortak ooktalarm1 balz olauD. PQR llcgeniDdeki llct actidan en 

a1at1 bir tanesi dijter ikisiDden k!lc;flk dejtildir - bu ac;1 ya dl

jter ikisinden de b!lyi1k yahut dijterlerlnden birine e1it ve Ob11· 
rf1Ddeo bUyuk, yabut ta dljter iklsioe eoit olabllir. Bu, P nokta

sJDdakl ac1 olsuD ve kcDdisiDe i:i: diyelim. b e1it genlolitini balz 

egriDin P Doklas1ndan gei;eD destek dotruaunu (veya destek 

dojtrular1Ddan biriDi) c;izellm ve bu destek dotrusuna P nokta

smda dejten b yam;aph dalreyl ct•zelim, kl bu daire C yi tama

meD cevreler. ~u halde Q ve R DOktalar1 K dalreslnin lc;iDde 

veya llzerinde bulunurlar. Eter Q ve R nin her ikiai de K llze

riDde bulunorlarea, K ve k DID c;ak11maa1 lAz1mdar, c;llDkll P, Q, R 

' glbi Uc taDe DoktadaD ancak tek blr daire gecebilir. Bu 01kta ar
t1k iepat edilecek bir 1ey kalmam11hr. 

Akel halde PQ ve PR yl K Ile Q' ve R' kealm noklalanna 
kadar ozatal1m (~ek. 107). Bu takdlrde Q' R' Dlln QR den dab& 
ozon oldujtunu ispat edecetiz. 

Evvell Q ile Q' cak11bt1 takdirde (~ek. 108a), R', R den 

farkhdir, ct!lnkfl Q ve R nin lkielnin de K tlzerlnde bulunma11 

bali yukarda ele ahnm1ot1 ('). Buradaki < QRR' = d, PQR Ile;· 

geniniD bir d10 ac;l8ld1r. Bir elemanter geometrl teoremine gore 

iae, bir d10 ac1 ona bit11ik olmayan ikl le; ac;1n1n berblrinden bll· 

(t) !Jt'll:. 108a ve fJek. 108b, !Jek. 107 DID bllbaaaa bellrtllmlf par
~alar1 olarak dtltllAo.tmelldlr. 
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yiikt!lr. Buna g!Sre, ic;inde bulundu~umuz halde J > :t d1r. Ban

dan batka, /I, QRR' U~geninde bir dit ac1 oldu~undan {J >/I' 
dUr. Halbuki PQR Uc;geninde '.t ~ p secilmigti . Su halde toplu 

Sek. 101 

olarak c5 > :t ~ft> /1 'd!lr. Bu etitsizlikler zincirinden 6 >ft' ne
ticesinf c;1karmz. Su halde QRR' Uc;geninde QR' kenarm10 ker

fl8lndaki ac1 QR nlo kartisindekinden daha biiyiik olup, bura
dan, gene elemaoter geometrinio tan1nm1t bir teoremine gOre, 
QR'> QR elde edilir. 

Eger yaln1z R, R' den farkh olmakle kalmay1p, Q de Q' 

den farkh ise (Sek. 108b), evveJA {J + r = {J' + r' oldu~uoa dik-

R' 

Q.•Q.' 

Sek. l08a Sek. 1osb 
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kat edellm. \'ilnkil PQR ve PQ' R' llc;genlerindeki ac;Jlarin top

lamlar1 dolayia1yla bu e1itligln her !kl taraf1 da 180° - ): ya 
e1ittir. Bundan dolayi ayn1 zamanda 1~' > P ve y' > r olamaz. Me
seld (1eklimizde oidultu gibi) bu e,ttsizliklerden ilki doltru olma
s10, yani 1'J' ~ 11 olsun. Bu takdirde QQ' R' R dOrtgenindeki iki 

Meegenden ft' ac;JB1n1 btllroeyenini, yani Q' R yi, c;izelim. (y' ~ Y 

halinde lee QR' niln c;izilmeai llz1m gelir). Bundan aonra l;!ek. 108a 
dakine tamamen benzer tarzda ev\•elA Q' R >QR oldujtu !spat 
edilir. <; Q' RR', r ile gOaterilsin. B~ PQ' R ttc;geninln d11 ac;l81 

oldujtundan • > :x dir. Bundan ba1ka ): ~ P, fl ~ P' id!. eu halde 
hepai birllkte ' > /1' verir. Boylece Q' R' R llc;genindeki Q' R' ke
nar1n1n kar111mdaki ac;1, Q' R nin knr11s10daki ac;1dan daba bt1-

yuk olur kl, bu da bize Q'R' > Q'R verir. Evvelce Q'R >QR 
oldn/tunu da lspat et~ bulundujtumuzdan, neticede Q' R' >QR 
el de edillr. 

l;!ek. 109 

~u halde l;!ek . 107 deki bu e1ltsizllk blltttn 11klarda earl 
olur. l;!imdi bu 1ekle dOnellm. lnceleme konuan oian k dairesl 
QR klri1i ttzerinde « cevre ac11101 baizdir. K daireai ise Q' R' 

kiri!jl Uzerinde ayn1 « cevre ac1s101 haizdlr. !;!u halde K ve k 

dalrelerlnde siras1yla Q' R' ve QR klrl1leri ayn1 2): merkez ac1· 
larina tekabill ederler. Bu merkez ac;llar101 ilat ilste getlrlrsek, 

l;ek. 109 elde edlllr. Buradan derhal, bu klri1lerln oran1010 alt 

oldnklar1 dairclerln yar1c;aplari oran10a e1lt oldujtn gOrttinr. 

Q' R' >QR ohlujtundan, buna gore K n10 b yar1c;opm10 k nmkln• 
den daba bilyilk olmae1 icabeder kl, lspati ialenen 1ey de bu Jdl. 
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9. Dalreden farkh en bult •bit genlfllkll elrl olan Reul•us 
ooqenl kGf8}erl halzdlr. Atat1kl teorem, ReuleaH ooksenlnln 
kllfelerl vudu1yla btltllo •bit 1enlf llkll elrller arumda bnk· 
Wise ecllleblldflbal lfade eder : 

VII. StMt .. rtl,llill 61r efrl11l11 laerlumll Mr ,,.,_,,.,,di a91 

120° tle11 tlalaa 111,M olanaas. 12<r Ill: 61r ~,,. Ital• td _,,,, ... 
""1lill efrl R-"-z'..,. tlflln ..,,,._ .... ol•p, h ..,,_ Wd 
61gle If t•• W,egi halatllr, 

lap a t • Bir kllfedek1 q•JI o kafedea seoea deatek elrflerl 
demetlnm en cbttakl Ud do&ruo UUJD4& blaa qi lie OlQerls • 
... blr Q kGtealadekl •• lee, 0 iClfedekl dedek clolnlarl 
demethlln aQlkbl1 180° - f au <&et· 110). Q noktumda ba dee-

eat. 110 

tek dotrulana1a herblrlne omlan dlkmeler de ~ P1QP, Ue ve
rllea ~JDl 180°- I ac;lkhllnda blr dofra demetl tefkll ederler. 
Bu dlkmelerden herblrlnln Q den 9'rlyl k•tlll dtter noktaya 
bctar uaunlutu (Teorem We ION) 6 dlr. 

ea balde etrl tberlnde Q kGfe8haln kartwna JVIO-PI 6 ve 
merkea qw 180°- f olan blr P1P1 daln 1•11 l•bet eder. 811 
Jaya alt P1P1 klrltlnlll asunlutu da II 'ye anre 61enltlJllal p-
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c;emez. Bu suretle e1It kenarlarm1n uzunlutu b olan QP1P, ikiz
kenar tlc;geninin taban uzunlu~u en cok e1it kenarlar1n uzunlulu 
kadardir. Neticede bu ti-;genin Q tepeslndekl ae1 en eok 60° dlr. 

Halbukl bu P,QP, ac;1s1 180> - {} !di. ~u halde 180° - {},,,::;. 60°, 
yani {} ~ 120° olur. Burada {} herhangl bir Q k01esindeki ac;1 ol

dutundan, teoremin birlncl k1sm1 lapatlanm11 olur. 

S1mdl {) = 120° lee, P,QP, ac;111 da 60° dlr ve QP.P, ikiz
kenar tic;geni bu takdirde e1kenar olur (~ek. 111). Bu takdirde 

~ek. 111 

P1P, uzunlutu da tam e~rlnln b g~nl1ll~ine e11t olur. Su halde 
P1P, ye dlk olan her lki •• ve a, deatek do~rusu P, ve P, nln 
kendilerlnden gec;melidir. Buradan P, ve P, nln de etrlnln kO· 

1elerl olmaa1 lb1mgeldllt netlcesl c;1kar. i;ttnktl eVfnln P 1 ve P, 
noktalar1 aras1nda kalan parc;aam1n bi.r dalre yay1 oldutu yu

karda teaplt edllml1t1. P, nokta11nda yaln1z 1 1 dolrusu destek 
dolrusu olmakla kalmaz, fakat ayn1 zamanda daire yay1nm P, 
noktaamdakl t, te~etl de ayn1 noktada blr destek dotrusudur. 
Slmdl bu 1 1 ve t1 dotrular1 aralar1nda, kolayca gOrtllecetl f1zere, 

120° lik bir ic; ac;1 te1kll ederler. ~u halde bunlar P, dekl deatek 
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dogrulari demetinin en d11J dogrular1 olmak zorundadir, Qiinkll hic

bir Meedeki &QI 120° den daha kiii;Uk olamazd1. ~u halde P1 (ve 

aym eekilde P,) k(}§esindeki ac1 tam 120° liktir. Fakat bu tak

dirde P 1 ve P 2 , Q ntln ()zeliklerini haiz olurlar. ~u halde bnnla

r1n kar§llarinda da b yar1capmdu ve 60° lik merkez ac1h daire 

yaylar1 bulunur. BBylelikle Reuleaux daire yaylar1 i;okgeni elde 

edilerek ispatm ikinci k1sm1 da tamamlanm111 oldu. 

10. Bu Mllimttn baernda bir tnk1m sabit geni!Jlikli eitri mi

eAlleri inea ettik. Buna kar111hk, Teorem I den VII ye kadar tes

pit etmi11 oldugumuz tlzelikler, mevcudiyetleri bakkmda hicbir 

Qey s()ylemeksizin, blltttn sabit geni!Jlikli ejtriler ii;in do~rudur. 

~lmdi Oyle bir umumt inlJa metodu verece~iz ki, sabit geni!Jlikli 
her ejtri onun vas1tas1yla io!Ja edilebilsin. Bu suretle mttmkiln 

olan b11tt1n sabit geoielikli eftrileri g()zBniine alm11J olacajt1z. 
Teorem V bu ejtrilerin bilhassa Bnemli bir ()zeliitini verir. Bu 

Bzellk vas1tas1yla sabit geni11likli ejtriler, kare1hkh iki nokta ara

smdaki iki yar1smdan birioin yaln1z Teorero V teki eartlara uy

gun, fakat bunun d1e1oda keyfl olarak verllmesiyle karakterize 

edilebilir. Daha aclk olarak aeag1ki teoremi Ueri sttrebiliriz: 

VIII. Kiri1 uzunlugu b olan, tamamz iki ucunda kiriie 91k1lan 

dikmeler arasmda kalan, herhangi bir noktasmdan ge9en ve kendisi

nin o noktadaki destek dogrusuna teget olan. ve bu dojrunun kendi· 

si ile birlikte agnz iarafmda bulunan b garz(:aplz dairenin tamamen 

9evreledigi bir I' konveks egri yagz ( 1
) sabit b geni1likli bir ejri

ge tamamlanabilir. 

11. I' nm sabit genielikli bir e~riye tamamlanabilmesioin 

mttmkiln oldugunu ispat ii;in, dikkatimizi aranao egrinin s1ntrm1 

te!Jkil edecejti bir sabit geni§likli bOlge iizerine i;evirmek eure

tiyle biraz dolambach bir yol tutmak uygundur. 

Evvela bir (lo ihtar: Bir cok btllgeler verildijti zaman bun-

( ') Yan I klrltl Ile blrlikte konveks blr blllge ~evreleyen blr yay. 
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larin hep1lnde ortak olan ~lge parQ&BIDa o ~lgelerln ortalc /cgmr 

denlr. Mesell lkl dalrenln ortak k11m1 blr dalre yaylan llrl kG-

1ell1ldlr (~k. 112). 

$ek. 112 

Herliartgl 6ir sagrila 6ir talcim lconeeb 60lgelerln orlalc lcumi 

tla lster istemu lconvelcstlr. 

Bonon lc;ln ortak k11m10 herhaugl lid noktu1n1 blrl91tlrea 
dotru parc;aa1n1n da tamamen bu ortak ln11DA ait oldotunu l1pat 
etmek .lh1mdir. Bu lae qlklrd1r. <;(Qnkll P ve Q noktalar1n1n 

her lkllinln de ortat lnama alt olmaaa demek, bunlar1n verllea 

~l1elerln herblrine alt olmaa1 demektlr. Bu ~l1eter konveka 
olduklarmdao, P ve Q lie blrllkte blltlln PQ dojtru parc;a11n1 da 
lhtlva ederler. ~u halde PQ dojtro par9911 blltlln bo ~lgelere, 
netlcede 0Dlar1n ortak k1am1na da alttlr. 

Yukar1kl muhakeme lc;ln konveka ~lgeler cllmlealndekl ~1-

plerln aonlu veya aoaam aay1da olma11 ara11nda hlc;blr fark 
yoktur. 

12. ~lmdl I' etrl parc;a11 Teorem VIII de lltenllen Gzellklerl 
halz olaun (~Ir. 118). Bu takdlrde AB klrltlnln uaonlutu 6 dlr 

ve bu klrlt I' Ue blrllkte blr G, konvelrl bGtgeel 11nirlar. AB ye 

A ve B de dlk olan • ve t dolrulan G, In deetek dotrular1d1r. 
6 yan99ph Ve I' DID blr DOkla11nda ODUD blr deetek dojtruaana 
tetet Olan her dalre I' J'I tamameD oevreler. 

~lmdl G, 'e AB klrltl, B merkezll AS dalre yaya ve A mer· 
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kezli BS daire yay1 tarafmdan cevrelenen ABS Ui;gen bicimli 

Mlgesini ekleyelim. Bu sonuncn Mlgeye G, diyelim. G1 ''e G, 
konveks Mlgeleri birlikte bir G konveks b!llgesi teokil ederler; 
bu bOlge bir taraftan I' dijter taraftan AS ve BS daire yaylar1 
ile sm1rhdu. 

s 

T 

~ek. 113 

t 

~imdi b yar1<;aph ,.e merkezleri I' t1zerinde bulunan bUtUn 

daireleri gOz Onilne alahm. G bOlgesi ile sonsuz say1daki b!ltQn 

bu dnireler D gibi bir konvcks ortak k1sm1 haizdir (Bu ortak k1-

s1m ~ekilde tarl\nm1ot1r). ~imdi D nin, I' y1 bir smtr parcas1 

olarak knbO.l eden ''C b l!abit genielikli bir Mlge olduitunu iddia 
ediyoruz. 

Eger I' hakikatcn D ye sit olursa, ancak onun smmmn bir 

parcast olnbilir, <;UokU I' zaten G nin srnmnda idi. Dljter taraf

tan I', merkezi I' lllO bcrhangi bir noklas1 Olan b yam;aph her 
dairenin tamamen i~lodedir. Yani I' 010 herbangi iki noktas1 
blrbirinden en i;ok b uzakhjtmda bulunahilir. Q!lnkil r, faraziye

ye g!lre, A ve B merkezll ve b yaru;aph dairelerin ve netlcede 

SAT BS dairo yaylar1 lkl kO~elisinin lc;indedir. I', AB nin bir ta· 
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raf1nda bulundu~ndan, tamamen G, nln AB ye gore almetrijtl 
olan G,' bOlgeal ic;inde bulunur. G,' lc;lnde lse, atlklr olarak, 

mllmktln olan en bllyllk ozakhk b dir. ~U halde Ozellikle I' DID 

da herbangl lkl noktas1 araemdakl uzakhk b yl gec;emez. D kon

veks oldujtundan, r ile birlikte r DID her klrlti de D nln lc;ln· 
dedir. ~o halde G., D nln bir parc;as1d1r. 

D nin ic;lnde b den daha bllydk blr uzakhk meveut olamaz. 
D, G nln, yani k1smen G0 k1smen de G, nln ic;inde bulundu· 
jtundan, burada babls konusu olan uukhklar, ya G1 in lki nok· 
tas1, veya D nln G, dekl lki noktas1, yahut ta D nin blrl G1 de 
bulunan P1, dljteri G, de bulnnaD P, glbl ikl nokta11 ara11Ddakl 
uzakhklardu. Birinei haldeki uzakhklar yukar1da M)ylenenlere 

gore b yi gec;emiyeeeklerl gibl, ayn1 1eyin lklnci hal lc;in de dot
rulutu ac;1kt1.r. Oc;nnen haldekl P,, P, noktalar1 aras1ndakl ozekJ1k 
ta b yl gec;emez. Qilnkd P,P, yl blrlettlrdikten aonra bu dojtru 
par~allnl r y1 bir p nokta11nda kesineeye kadar uzallrsak, bu de; 

Dokta dojtru tlzerinde PP1P, s1r11B1nda dlzilmltllr. P merkezli b 

yanc;aph daire D yl, 10 halde bu de; noktay1 da ihtiva eder, netl
eede P 1 ve P, noktalar1 b uzunlujtunda blr yar1c;ap ttzerlnde bo

lunurlar, 10 halde blrbirlnden uzakbklar1 en c;ok b ye e1lt olor. 

Buna gore, D bOlgeslnln hlc;bir dojtrultudakl genitllitl b yl 
gec;emez. $lmdl onun her dotrnltuda tam b genitllltlnde oldotu· 
no iddla edlyoruz. AB dojtroltusundakl genltllk zaten b olarak 
ahnm11t1. $imdl dijter bir keyft dojtroltuyu gO&OnQne alahm ve 
D nln bu dojtrultuya dik olan • 1 ve ., destek dojtrular1n1 c;lzellm. 

Bunlardan blri, • 11 I' lle blr Q ortak nokta11n1 halzdir. Q nok
ta11nda •• e b uzunlujtunda bir dlkme c;1kahm ; bu dlkmenin uc; 
noktas1na M dlyelim. Bu takdirde M, Dye aittlr. Bunu lapat ic;in M 
DID hem G Din ic;lnde, hem de I' nm Doktalar1 m erkez olmak n1ere c;l· 
zllen b yanc;aph bdlQn dairelerln lc;inde oldujtono gostermek llztm· 

d1r. Bunun ic;ln de, M nln I' 010 her nokta11ndan en c;ok b uzakht•n· 

da oldufonu gOslermelidlr. Bu sononcu hu1u1 •• e Q Doktas1nda 
dejten M merkezli ve b yar1c;aph dairenin, I' nzerlnde yapllm11 
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olan f81'aziyeye gijre, I' y1 tamamen c;ievreledi~nden, yani I' mn 
her noktas1nm M den en c;iok b uzakhjtinda olmasmdan ctikar. 

Bundan baeka ijzelllkle A ve B de M den en c;iok b uzakhgmda 
bnlunduklarmdan, M noktas1 SAT BS daire yaylar1 iki kij1:1elisi 
ii;lnde, battA bunun I' nm kare1 tarafmdaki yar1smda, yani G, 
de bulunur. ~u halde M, daha knvvetle G de bulunur. BOyleee 
M nin, D nin ortak k1sm1 olarak tarlf edildi£ti bUtQn Mlgelere 
alt oldutu !spat edilmilJ oldu. ~u halde M, D nin lctindedir. 

QM, • 1 ve •t ye dik bulundutnndan ve Q ve M noktalar1 D 

ye alt oldujtnndan, •• ve ., destek dojtrulartmn blrbirinden uzak
hjt1 en a1a1t1 QM= b dir. Fakat bu uzakltk bandan biigiik te ola-

·. maz, i;nnkQ aksi takdlrde •,, a, nzerlndeld deitme noktalart ara
smdaki uzakhk b yi gei;erdl ki, yukarda gOsterildifi glbl, D de 
Myle blr durum zubQr edemez. 

Bu suretle Teorem Vlll 'i ispat etmit olduk. Bundan baeka 
I' ejtri yay1n1n baeka bir aabit genlelikli ejtriye tamamlanam1-
yaeajt1, yani C egrisinin I' ile tamamen bellrlendijti de kolayea 
gijrUllir. 

13. Son olarak, sabit genielikli ejtrilerin eayam dikkat bir 

Ozelijtini ispats1z olarak verelim : Ayn1 b sabit geniellkli blltiln 

eltrller aym oevre uzunlugunu baizdir, eu halde ijzellikle bu oev
re uzunlujtu b c;aph dairenin c;evre uzunluguna eeittir. 4. ve 5. 

de c;lzilmie olan daire yaylar1 ookgenleri ic;in bu husus, ayn1 

merkez ac;lBlna tekablll eden dalre yaylar1n10 benzer olueu yar

d1m1yla, kolayea ispat edilebilir. Fakat sabit geniflikli umumi 
ejtriler ic;in ispat, altem1e oldutumuz mQIAhazalar c;evresinl c;ok 
aear; C{ttnkti bu ispat, aneak zor bir le olan ejtri uzunlujtu kav

ram1nm kesin t&l'ifini verdikten sonra mttmkun olur. 
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21. Elemanter Geometrl ~lzimlerlnde pergelden 

vazge~ilemlyecegi 

1. Daha 6klld 'te kar11Ja1hjt1m 1z elemanler geometri c;lzim

leri cedvel ve pergelle yap1lmaktad1r. HattA elemanter geomet
rlyl blitQo geometrl lc;iode, kendlaloe koou teokll eden geomet
rlk oekillerin cedvel ve pergelle c;lzilebllmeelnin mUmkQn olmas1 
ile amulandumak Adet olmu1tnr. Bu iki Alet ise tamamen belirli 
blr rol oyoamamaktad1rlar: Blrcok problemleri arzuya gore bu 

lletlerin blrlne veya Otekine havale edebillriz. HattA, Ma•chero11i

nin ve onunkilerden c;ok daha eekl olmakla beraber ancak yak1n 
zamanda yeniden bulunau Danimarkah matematlklil Mohr'un 

araebrmalarma gore, cedvel ve pergelle yap1labilen bQtilo c;lzim 

problemlerl sadece pergelle de yap1labilir (1). Aksl latlkamette en 
Iler! gideo Jacob St•iner, tabit bir daire lcendi merlcesi ile birlilcte 

,i%ilmi1 olaralc verlhlljti takdlrde btitQn elemanter geometrl ci

zimlerinln aadece cedvelle yap1lablleeetiol gOetermlotir. Bu aabit 
daireden de vazgec;menln m0mkl1n olmad1t1 kolayhkla gOrQlebillr 

kl, bu buaus a1at1da diter 1eylerle birlilrte lapat edilmlt olacakbr. 
Daha ac;1k olarak, mer/cu/ bilinmegen sablt blr dafrtnlu verllmit 
olmaa1n10 b:ltf1n c;Izimleri yalnu ced\•elle yap1lablllr hale getir
meye yetmediitinl "Olllereeejtlz. Hatti, merkezleri blllnmeyen lce

•limegen ilci dairenin de verllmit olmaa1 yetmez. Buna kar11hk 
merkezlerl billnmeyeo lca.i1en lkl dalrenln. merkezi verllmif 
Steiner dairesiyle ayn1 hlzmeti gOrdUtUoU biliyoruz. Ayoa teY 

merkezleri blllnmeyen ilc; kealomeyeo daire lc;ln de dotrudur. 

2. Steiner'e gore, bir daire kendi merkezi ile blrllkte c;lzll· 
mlt olarak verlldiiti takdirde blHQn elemanter geometri c;lzlmleri 
yaln1z eed..-elle yap1labileceAlnden, burada It yaln1z eedvel yar-

( ') Bo tDrlD araohrmalarda blr dotru (lrendl1l ~lallemlyecetl tel•) 
kendlelne alt lkl nokta lie gOaterlll r . 
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d1m1yla ne kendisl verilmie fakat merk~zi verilmemie tek bir 

dairenin merkezini bulmaya, ne de kendileri verilmie Iakat mer
kezleri verilmemie kesiemeyen iki dairenin merkezlerini bulmaya 
lmki\n olmad11t101 lspata kahyor. ~u halde, iki tane imkans1zl1k 

i•pat1 yapmahy1z. Bu iepatlart, evvelil dairenin merkezioi veya 
dairelerin merkezlerini yalniz cedvelle Qizilebilir farzetmek ve 
sonra bunu bir tenakuza gM!lrmek snretiyle yur!itecegiz. Bu in
direkt ispat, muhtevn bak1m10dan taevir prensibine dayanacakbr. 

EvvelA euna dikkat edelim: lki dairenin merkezlerlnin yal
n1z cedvel vae1tas1yla bulunam1yacajt1 iddlasi, tek daireye dair 
olandan daha ileri giden bir iddla olup, tablattyla bu ikinci ld
diay1 ibtiva eder. Bununla beraber, daha basit olan merkezl bl
linmeyen tek dalreye dair iddianm ispat1n1, geometri bak1-
m1ndan daha basit olueundan ve dlle11ncelerimizin esaelar1n1 be
lirtmeye yettiginden dolay1, otekinin 6n!lne alaca(tiz. 

S. §imdi, Qizili olarak"verilml11 bir dairenin merkezioi ber
bangl blr uetllle yaln1z cedvel kullanmak suretiyle Qizdigimizi 

farzedelim. ~u halde, daireyi yahut birbirlerini kesen bir tak1m 

doltrular Qizilmie ve bunlarm bir tak1m kesim noktalar1 dojtru

larla birle~tirilmietir. Bu esnada daire ilzerinde bulunmayan bir 

nokta, ilzerinde bulundugu dogrular vas1tas1 Ue tespit edilebile

ceginden, bu ieler sonunda dairenin merkezi iki dojtrunun ke

sieme noktae1 olarak orlaya Qlkacakhr. ~u halde bu suretle elde 

edilen 1ekU, bir daire ile iQlerinden ikisi bu dairenin arad1g1m1z 
merkezinde kesi1en bir tak1m dogrulard1m murekkeptir. 

~imdi bu f$eklin Ozel blr ta.rvirini gOzden geQirecegiz. Bu, ev
velil daireyi gene bir daireye, her doitruyu bir doi.truya ve her 

keeieme noktaem1 da gene bir kesleme noktasma dOnl11tilren blr 
tasvirdir. Tabiatiyla bu t!lrHi pek QOk taevlr vard1r: MeeelA. bir 

1eklin kendine benzer olarak her bllytlt!llile veya kllQillU11Uell 

b<Syle bir tuvirdir. Fakat bu beozerlik tasvirleri burada hiQ te 
ltimize yaramaz. Daha ziyade 6yle bir tasvir verecegiz ki, dai-
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remizi gene blr daireye ve her dojtruyu gene bir dojtruya c;evlr
eln, fakat ,eklln bic;imlnl Oyle bozeuo kl, dairenlo merkezloi 

mubakkak euretle taevir dalreeinln merkezlnden ba,ka blr nok· 
taya cevlrsin. 

BOyle bir tasvir vereblldi[timiz takdlrde, ispat1m1z bltml1 

olur. Qllnk!l bakikaten tasvirdeki ,ekll orijlnal 1ekllden ne ka
dar farkh olurea olson, mllmk!lo olduiio fanedllen clzim bak1-
m10dan ikl 1ekll aras1nda htcbir fark yoktur. Orijioal 1ekil llze
rlnde yaptlan meselA bir doiiruoon clzllmeel, blr kesl,me nokta· 
a101n bulunmaa1 yahut !kl keel,me noktas101n blr doiiru Ile blr· 

le1tlrilmeel glbl her iljleme kar11hk, taavlr esnas1nda dalre, doit
ru ve keal1me noktas1 olmak Ozeliklerl d~itl1medijtinden, taevir
dekl oekilde de ayn1 iolem yap1labilir ve tasvirdekl l1lemlerin 
11ra11 orijinaldekilerin ayn1 olur. Fakat farazlyeye gore, orljlnal 
dalrenln merkezl tasvlrdekl dairenio merkezlne dOn!lomedljtlnden 
taavirdekl c;lzim blze taavlr daireslnlo merkezini veremez : Ori· 

jinal oekilde dalrenln merkezlnde kesioen !kl dojtroya taavlrde Oyle 
lkl dojtro tekablll eder kl, bunlarm kesl1me noktalar1 taavlrdekl 

dairenin merkezinden farkhd1r. Su hatde tasvtrdekl oekilde de, 
dairenln merkezlnl verdijtlol farzettijtlmlz ctzlm ad1m ad1m taklp 
edilmekie beraber, tasvlrdekl dairenin merkezl elde edllemedl. Bo 
durum 1;lzlm metodunun gayeeiyle tenakuz teokll eder. So halde 
bOyle blr c;lzlm metodo mevcut olamaz, yanl Onceden verilmlf 
fakat merkezl blllnmeyen blr dalrenln merkezlni yalnaz cedvelle 
Inoa etmek m!lmk!ln dejtlldir. 

/lei daire hall i1;ln sonredan vereceitlmlz lspat ta buna ta· 
mamen benzer tarzda cereyan edecektir. 

4. Slmdl lo, yukarda anlahlao tarzda bir taavlr vermejte 
kahyor . Biz Myle blr taevlrl eadece uzayda yapdan blr merited 

izd!l1Qrme Ile elde edecejtlz. E oekil dllzlemlnln d11jmda blr 0 nok· 
ta11 ahnd1jt1n1 ve bu noktadan dQzlemln her P nokta11na gidell 

11mlan c;lzdljtimlzi dll!jtlnellm (Sek. 114). OP 111n1 E' taevlr yahot 



21. Geometrl Qlzlmlerlnde Pergelden vazgei;llemlyeceal 241 

izdi19ilm dilzlcmini, P nin tasviri yahut izdUtilmil olan, P' nok

tasmda keser. P noktas1 if,iln oldujtu gibi, E deki biltiin 1ekil de 
nokta nokta E' dilzlemine tasvir edilir. Tasvirdeki ' tekll, mese!A 
O noktas1na konmu!J nokta 17eklindekl bir 111k kayna1?1 kar111s1n-

0 

£' 

eek. lH 

da E deki teklin £' tlzerine dilten gOlgesi olarak tasavvur edi
lebilir. Hu esnada atiklr olarak her g dojtrusu gene g' gibt bir 
doitrnya dOniltlir. Hakikaten, 0 yu g 1lzerindeki noktalara blr

lettiren 1~1nlar hep 0 ve g nin belirttil?i dllzlem lf,ilnde bulunur

lar ki, bu dtizlem de £' yil g' doitrusunda keser. 

Fakat bir dairenin izdUtlimft genelllkle blr daire olmaz . 0 

yu k daire \ieHeBine birlettiren l~lnlar, genellikJe ejtik Olan bir 

daireeel koni tetkil edcrler. (Bir koninin 0 tepesini ta ban daire

sinin M merkezinc birlettiren doltru daire dilzlemine dik oldujtu 

takdirde, koniye •dik• denir. Geri kalan btitiln dairesel konilere 

•elliki. denir). ~imdi E' izdUtilm dUzlemi konlyi blr konik ttze
rinde keser ki, bu da bilindijti gibl gene! olarak bir daireden 

farkhd1r. Fakat blzlm maksad1m1z lf,iln vazgecllmez 1art, dalrenin 

gene bir daireye tasvir edilmeeldlr. Bu lee, ikl Ozel balde haki

katen sajtlanabilir. 

Bu hallerden birincisl trivial olup, bu hal E 1ekil dllzleml 
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ile E' tasvir dflzlemioio blrbirlne paralel olmas1 balidir. Bu tak· 

dlrde izdflollrme lie elde edllen tasvir aoikAr olarak bir benzer
lik dlSoOoOmfl olop, bu benzerlik E', E ye daha uzak veya daba 

yakm buluoduguna glSre bir bllylltme veya bir ktl<;flltmedir. Bu 

hal, oeklimizio bi<;lmini deltiotirmedi~iodeo ve bllhassa dairenin 
merkezinl gene tasvirdeki dairenin merkezine d6ntlotllrdllltllnden 
- kl bu bizlm tam maul olmak istediltimiz oeydi - loimize ya
ramaz. 

lklnei hal hakkmda, evvell burada lspats1z zikredeeeltimiz 
ve muhakeme zioelrini kesintiye ujtratmamak i<;in lspat101 ancak 
bu b!Uflmfln sonunda vereeeltlmiz bir teorem bize bllgl verir 
(l,;lek. 115). Eglk konioin taban daireslni ihtiva eden dtl.zleme dik 

Q 

£ 

Sek. 115 

olan ve bu dairenln merkezi He kooinio 0 tepesloden ge<;eo dttz. 
lem, eglk konlnlo bir eimetrl dQzlemldir. Bu d11zlemde koololo 

en k1sa OK,, ve en uzuo OK, do1taraylar1 bulunur. Bu slmetrl 
dQzleml burada oekil dllzleml olarak ahoaeakbr. Koolnln taban 
dalreel oekllde sadeee keodl K,K, ~apt lle temeil edileeektlr; 

bu dalrenio dtlzlemi oekil dttzlemloe diktir. Daire dO.zlemine 
paralel her dQzlem konlyl tabiatlyle gene blr daire boyuoea ke-
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eecektir. OK1 ve OK2 s1n1r do~uraylariDl K1' ve K,' noktalar1n
da < OK.' K,' = 4: OK2K 1 ve Deticede (bir iicgeDin bilt!in ac1Ja

r10m toplam1 2 dik ac1ya etit oldujtundaD) <. OK/ Ki'= OK1K, 
de olacak eekilde kesen bir dttzlem icin, koniyi bir ter• kesit Uze
riode keeiyor denir. Bu takdirde, ispahn1 eonraya b1rakt1jt1m1z 

yard1mc1 teorem fOyle ifade edilebilir : 

Daire tabanli bir etik koninin herhangi bir tera ke•iti de bir 

dairedir. 

Bir daire keeitine paralel biltUn keeitler de daire oldukla
rmdaD, bu teoreme gore daire tabanh bir e~ik koni ttzerinde iki 
paralel dalre kesiti ailesl mevcuttur kl, l>unlar birblrinden hicbir 
bak1mdaD farkh de~lldirler . 

~lmdl E dekl K1K~ daireeiniD E' deki K, 'K,' daireei ttzerioe 
0 noktae1Ddan yap1lan izdUtUmtt, lepatim1zda blze 1Az1m olan iz
dtttiimdttr. HakikateD, derhal gOrecejtlmiz ttzere, K,K, nin M 

merkezi K,' K,' Din M' merkezi ttzeriDe dii1mez. EvvelA K 10K, 

ve K.'OK,' iicgenlerinin 0 Doktaemda ayn1 ac;1ortaym1 halz 
oldu~unu kaydedelim. Bu ac1ortay, bu iic;genlerin herbirinde 

K,K, veya Ki' K; kare1 kenar101 yaDmdakl kenarlarm ora

nmda bOldii~tl.Dden ve bu kenarlar da faraziyeye gore (yani 

egik kooide) birbirine etit olmad1klar1ndan, ne K 1K, nin M or

taemdan, De de K.'K,' Din M' ortaemdan gecer. BuDdon baeka 
M ve M' merkezleri ac1 ortay1n baeka baeka taraflarmda bulu

nurlar. Bu eoD husueu gormek icin, OK1' K,' UcgeDioin OU' ye 

gl:Sre eimetri~ini alahm. Bu iic;geuin eimetri~i OK,K, ye benzer 
oldu~undan, K,'K,' in eimetri neticeeinde ald1~1 durum K1K, ye 

paralel olur. Fakat eimdi (ac1ortay K 1K, ve K,' K,' i aym oranda 

bl:SldU~Uuden) bu keoarlarm M ve M' orta noktalar1 ac1ortaym 
ayn1 tarafinda bulunmalid1r. ~u halde bunlarm simetriden evvel 

ac;1ortaym batka batka taraflarmda bulunmue olmalan icabeder. 
§u halde baelaDg1c;taki durumda buularin 0 daD itibaren bir iz
diitiirme ile blrblrine c;evrilmeei imkADs1zdu. 
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5. Bu suretle, sadece blr cedvel vas1tas1yla blr dairenin 

bilinmeyen merkezini bulman1n mQmkQn olmad1t1nm ispal1, daire 
tabanh rlik konlklerin tera kesltlerl hakk1ndakl yard1mc1 teore

mln lspatina dalr k1sm1 mnstesna olmak Qzere, bltlrllml1 bulun
maktad1r. lepatm muhtelif k181mlar1nm birblrlerlyle bajtlantis1n1 
Sek. 116 Qzerlnde bir kere daba gllrebilirlz: E dQzlemlndeki K 1K, 
dairesl Ile bir tak1m dotrulardan lbaret blr 1eklln 0 noktasmdan 
itibaren £' dQzlemi llzerlndeki lzd01llmll abnd1l1 takdirde, dot

rular dotrulara, K,K, dairesl de K 1' K,' dairesine dGnGtOr. Fakat 
bu esnada K,K, nin M merkezi Ka' K;' nin M' merkezine dG
nll1mez. ea balde blzi E de hedefe gotnren bir in1a metodu (1a
yet mevcut 011&), £' de bedefe gotQremez. eu balde Myle bir 
Inf& metodunun mevcndiyeti lmkln11zdir. 

6. /lei dairenin verilml1 olma11 balinde kullanacat1m1z tas
virin aranma11 daha zordnr. Bu takdlrde 0 lzdGtOrme merkezin

den r;1kan lki ejtlk koni elde ederiz kl, bu konllerln her lkisinio 
de £' izdn1nm dttzlemi taraf1ndan hirer ters keslt boyunca ke
allmelerioi 1ajtlamam1z llz1md1r. 

Burada ikl 11k ayiracajtlz : Biriocl 11kta E iiurinJelci ilcl 

JaireJen b1r1 otelcinin irinde bala11•an. Sekll dllzleml bu 1t1 daire
nin M ve N merkezlerlnden ger;en ve E ye dlk dblem olsun. 
Bu dQzlemln dalreler ttzerlnde kestffl r;aplar da K 1K, ve L 1L, 
Olean <Sek. 116). e1mdl ejter 0 noktas101 OK,K, ve Ol1l1 t1c;· 
genlerlnde 0 dan c;1kan ar;1ortaylar1 c;ak11acak 1ekllde aec;mek 
mt1mkQn oluna, lkl etlk kooidekl ten kesiUerin birblrlne para· 
lel oldujtunu ve netlcede ayn1 £' dt1zlemi taraf1ndan meydana 
getirilebllecetlnl lddla edeblllrlz. Bu maksad1 aatlamak lc;in 

OWW' ac;1 ortay1 £' dllzleminl E yl ke•liiti ac;1ya eflt, fakat aksi 
yllnde bir ac;1 alt1nda keamelldlr. Bu takdlrde Sek. 116 da ayn1 

1ekllde l1aretlenmi1 ac;llar (farazlyeye gore ~ L,OW = ~ L 10W 
ve ~ K 10W= <):: K,OW oldutundan) birbirlerlne e1lt olarak, 
hakikaten E ve £' birblrlerinln teral olan Ud ke1lt meydana ge

tirirler. 0 noktas1ndan yap1lan bir izdt110rmede le; lc;e bulunan 
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K
1
K

2 
ve L,l

2 
daireleri gene i<; ii;e bnlunan K,' K; ve l/ Lt' dai

relerine d6nilo11rler. 

$ek. 116 

Bundan soora dairelerio merkezlerioi sadece cedvel kullan

mak suretiyle bulmaya imkan veren bir in~a metodunun mevcut 

olduitu farzedilerek, ttpk1 yukarda oldu(tu gibi, bunun bir tena

kuza yol ai;t1tt1 ispat edilir. Hakikaten, E de sadece dogru i;izim

lerinden ibaret bir i;izim E' iizerinde gene ayn1 tarzda bir cizi· 

me dtlniifiir. Fakat M ve N noktalarmdan hi<;biri tasvirdeki dai

relerin merkezlerine dtluliomedi~inden, bt)yle bir <;izim metodu 
mevcut olamaz. 

$u halde io 0 noktas1om, OK,K2 ve OL,L, tt~genleriode 0 
dan c1kan ac1ortaylari 9ak1oacak surette secilmesine kahyor. 
Fakat ( K,OW= -t:K20W ve .. L,OW=-t'.L,OW den taraf 
tarafa toplamak suretiyle elde edilece~i tizere) · r K 10L2 = ~ K,OL 1 

olmas1 icabetti~ini dlioilnttrsek, ooyle hareket edebiliriz: 
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~ K,OL, = ~ K,OL, = <\ y1 keyft olarak alahm ve gerek 

K,l., gerek K,L, Qzerinde buolari kiri1 olarak kabtll eden ,) 
c;evre ac;1h daire yaylarrnt c;izellm (1). Kirltleri blrblrloi ayird1-

~1ndan dolay1 keai1mek zo,.unda olan bu ikl dalre yay1 arad1{t1-
m1z 0 ooktasinda kesioirler (Sek. 117). Bu takdirde evvela 
4: K,Ol, = ~ K,Ol, olup, buradao ayn1 zamanda 4: K 10l, 
= · K,Ol, oldulu c;1kar. Su halde ~ L.OL, ac;1srn10 ac;1ortay1 
~ K,OK, ac;111n1 da ikl e1lt parc;aya Mier kl, bizim lsted.ijtlml1 

de bu idl. 

Sek. 111 

7. Slmdl geriye iklncl 11k olarak, ke11d1fe,.i ve,.ilmi1, fa/cat 

me1'ke:r.le1'1 ve1'ilmemi1 olan lkl dairenin bi1'bi1'inl11 tamamen d111nda 

olmala,.1 hall kahyor. Bu 11kta tablat1yla blrblrloln tamamen d1-

11oda olao ikl lzdQ1tlrme konlal elde edecejtimizdeo, 0 nun hie;· 
bir durumunda OK,K, \"e Ol,l, Oc;genlerioio ac;1 ortaylar1 c;ak1-
1amazlar. 

Bu 11kta konilerden blrloln tera konlsioi (yani koniyi do-
1turan yar1 dojtrularrn 0 dao itlbareo uzatllmae1 lie elde edilen 

(') Ba dalrelerlA merlle&lerl C1 ve C, lie, K,C,L, ve L1CtKt mer· 

Iles •(1lar1 da blrblrlerlne ••It olmahdir. Baradan f$ek. 117 ala la .. •• 

l~Ln • .. t1lll tallmat elde edlllr: 

-): C1K1Lt -.i;:_ CrL1K2 = 90 - c) 
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tamamlay1c1 yari dogrularrn te§kil ettigi koni) yard1ma 9ag1rmak 

li\z1md1r (~ek. 118). £' dilzlemioio, OL1 l 2 nio tere koniei olan 
OL1' L,' konieioi L/ L,' de ve OK1K 2 yi de K 1' K,' de E dtlzlemine 

tekablil eden tere keeitler olarak kesebilmesi ic;in, evveli\ 4-.. L,OL, 
nin 0 V a910rtay1nm E dilzlemioi kestilti a910rn, OV nin geriye 

Ki 
E 

~ek. 118 

dojtru uzablmas1yla elde edilen, L/OL,' nin OV' a91 ortay101n 

E' dfizlemini kestigi a91ya C§it olmae1, ikinci olarak -}:. K 10K2 nin 

OU a910rtay1ntn E ve E' dilzlemlerini e§it ac1lar alhnda keemeei 

li\z1md1r. Dlizlemlerin dogrulara gore durumlan §ekilden okuna

bilir. VOV' niin durumundnn UVV' il<;geninin e§kenar oldugu 

91kar. OU nun E ve E' ile te§kil ettigi a9tlar10 e§itliitinden de 
UO nun UVV' ikizkenar il<;geninio U dan <;1kan a91ortay1 ol

dugu gOrillOr. Bir ikizkenar ii<;gende tepeden 91kan a91ortaylar 
ay01 zamanda yllkaeklik olduklar10dan, yani tabana (burada VV') 
dik bulunduklar1ndao, VOU ve V'OU a~tlan dlk a9tlard1r. Bu 
takdirde ~ek. 118 dekl a91 adlariyla: 
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vu balde 

(1) 

<}::. K,Ol1 = 90° + a. - /I 

:::{>- K,Ol, = 90° - x +/I, 

olur. ~u halde 0 noktae1 Oyle bir yerde b11lunmahd1r kl, 0 dakl 

ac;Ilar (1) etltli~lnl ger~kleelo . Bu oldujtu takdlrde 4:: K,OK, 
ve ~ L 10 L, nlo ac;1ortaylar1 hakikaten blrblrlne dik olurlar, c;t1nkO: 

I 

2 : UOV=2 ~ UOK,+2 -r K 10L1 +2 < L,OV 

= (<}::. K,OU + 4: UOK, +.;: K,Ol1 ) 

+ (~ K,Ol, + ~ l,OV +-;: VOL,) 

ve netieede 
4:: uo v = 90" dlr. 

Ba gerc;ekleoti~I takdlrde £' dllzlemiol teklldekl glbl al
mak mt1mkt1ndOr, kl bu euretle £' her lkl konlyl de E ye teka
bt1l eden tera ke1itlere gore keeer. E dUzlemlnln 0 nokta11ndan 

E' t1zerlae lzd01Jllmt1 burada da lepatta lhtiyac; duyulan taevirl 
\'erir. Bu taevlrden, Ooeekl glbi, K,K, ve L ,l , dalrelerlnlD 
merkezlerlol bulmak lc;ln yalo1z dojtru c;lzimlerlnden lbaret blr 
lop metodunun meveut olam1yaeajt1 netlceslnl c;1karir1z. 

Yukar1da anlatdan durumda blr 0 noktaa1 bulmak lc;in, 

4:: K,OL1 = 'P ve 1: K,Ol, ='I' ac;darmdan bir tane1lnl keyft 
olarak eec;eblllrlz; fakat bunlar1n toplam1 180° olmahd1r. Bundan 

aonra K,l1 klrl1lni '' c;evre ac;1a1 a lt1nda gOren dalre yay1 Ue 
K,l, klrlolnl •P c;evre ac;m albnda goren dalre yay101 c;izeriz. 

Faraziyeye gore K,L, ve K,l, le; lc;e glrmlt bulunduklar1ndan, 
bu iki dalre yay1 birblrlol keamek 1orundadirlar ; bunlar1n 0 
keslvme nokta11 a rad1jt1m11 noktad1r. 
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Bu aurelle, blrblrioi keameyen iki dairenin, merkezleri de 

verilmeden, yaln1z c;evrelerioin ~ erilme"inin bfitfin elemanter geo

metri c;izimlerioi yalo1z cedvclle yapllabilir hale getirmeye yet

mediltlnin iapall tamamlanmit oluyor. 

Ek 

Dai>'e tabanl1 ~gik koni/e,.in ter11 kesitlerine dair teoremin is

pat1. 4. te daire tabanh ejtik konilerin ters keeitlerine dair bir 
teorem ifade etmlt ve bu teoremi devamh surette kullaom11) ol
makla blrlikte, iepaho1 eonraya b1rakm1,tik. $imdi bu iepab ve
recejtlz. 

Bunun lcln etlk koolyl tekilde gene arakesiti ile gnstere
llm ($ek. 119 a bak101z). $ekil dUzlemi koninin 0 tepeelnden 

M' 

~ek. 119 

gec;sin ve tabau dUzlemine dik olarak taban dairesini K 1K, cap1 

Uzerinde kessin. Bu takdirde tekil dUzlemi, ej:tik koninin bir si
metri dUzlemidir. Blzlm hedefimiz di!ter bir simetri diizlemi bul

maktir. 

OK,K, Ucgcnlnin d1t10a c;lzilmit dalresini inl)a edelim. Bun-
dan batka bu Ucgeodc K,OK, oin ac10rtay101 c;.izdikten eonra 
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bu ac;1ortay1 daireyi bir M noktasJDda kesinceye kadar uzata

ltm. K,OM ve K,OM blrbirioe eelt olmak zorunda bulun

duklartndan, eeit <;evre ac;1lartn10 kare1B1nda eeit yaylar1n bulun· 

mas1 dolayl81 ile, K,M ve K:M dalre ysylar1 da birbirine eeit 

olrnahdtr. ~u halde U~genin d1111na c;lzilen dalrenin C merkezin· 

den K,K, kirleine indirilen, ve neticede bu kirl11l ikl e11it parc;aya 

ay1ran, dikme de bu daireyi M noktastnda keaer. ~imdi bu dai

reyi M'CM eksenl etrafmda dOndUrtlrsek bir kilre meydana ge

lir. Bu kiire Ozerinde koninin K,K, taban dairesl ile birJikte 0 

tepesi de bulunnr; eu halde kilre, koninln d101oa c;izilmiotir. Bu 

suretle M noktas1 K 1K, taban dairesinin her noktaundan ayn1 

uzakhkta bulunur. 

OM do~rusu e~ik konide !Szel bir rol oynar ki, bu rol ona 

ltoninin ekseni adrnm verilmeeine eebep olmuotur. Hakikaten, bu 

eksenden gec;lrilen herhangi bir dUzlem konlyl tepeal 0 olan \"e 

H,tve H, adm1 verece~imiz di~er k!Soelerl taban dalreel ilzerinde bu

lunan bir Uc;gen eeklinde keser. Ayn1 dUzlem, kUreyi de OH,H, ke

elt iic;geninin d1ema c;izilmie dalreei boyunca keeer. Bu d1ea c;izilmlo 

dalre Uzerinde M noktae1 da bulunmakta olup, neticede ~ek. 119 a 

tamamen benzer blr eekil elde ederiz (~ek. 120). OM ekeeni 

OH1H, il<;geninin de ac;1ortay1 olmahdir, c;linkU M noktae1n1D 

~ek. 120 
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koninin taban dairesine gore daruma eebebiyle H,M ve H,M ki
rif}leri aym uzunlukta olup, bu kirif}ler ef}it bilytlklilkte ~ H,OM 

ve ( H,O.llJ c;evre ac;llarin10 meydana gelmesine sebep olurlar. 
ea halde 8f}&itlki k1smi neticeyi kaydedebiliriz: 

EJik koninin ekseninde11 J(er;en her dii:elem konigi ogle bir iii;

gen boyunca keser ki, eksen bu ii~enin bir aportag1 olsun. 

eimdi kouiyi eksenine dik bir A diizlemi ile keselim. Bu 
dUzlem tabiatiyla, koni ekscnini ihtiva eden f}ekil dilzlemine de 
diktir. eek. 119 da A dQzleminiu f}ekil diizlemi ile arakeelti AA 
ile gOsterilmlf}tlr. A dllzleminde, bu dllzlemin eltik koniyle ara 
kesiti olarak bir kesit f}ekll meydana gelir. ~ek. 121 de, A dilz-

Y 

I" 

Sek. 121 

Jemi f}ekil dilzlemi olarak ahnmak euretiyle, bu kesit pkll gOa

terilmektedir. Bona gore koninin ekseni bu yenl 1ekll dllzlemine 

diktir. Eski tekil diizlemi, yenieini ZZ dojtrusu boyunca keser. 

Ekeenden gecen berhangi blr B dilzlemi A dilzleminl BB boyun

ca kesein ve koninin BB llzerindeki noklalan T 10 T, olsun. 

T,OT, tlcgeninde UO ekseni ayn1 zamnnda T 1T, ye dlk oldu!Jun

dan ve yukarda itaret edilen k1smi neliceye gore T .OT, ac;1em1( 1) 

( ') Ba ·~· t•kllde tablahyla aillsterllmemlotlr, ~t1Dkll 0 noklas1 

~ekll dDzlemtade balunmay1p, ba dDzleme U dan t1k1ld1t1 laaavvor edl· 

Jen dlkme llzerlade baloamakladir. 
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iki eljit parc;aya boldii~ndeo, T 1U = T,U olmahdll". ~u halde 

U noktae1 A diizlemindeki koni keeitinin bir eimetri merke

zldir. ( ' ) 

~imdi keeit egrisi ZZ ye gUre T, ve T 2 nin snas1yla eimet

rikleri olan T 1 • ve T , • noktalarm1 da ihtiva etmelidir ; c;tlnktl 

yeni !jekil dilzlemini ZZ boyunca kesen eeki !jekil dilzlemi ejtik 

koninin slmetri d!lzlemi bulundugundan, ZZ ~ek. 121 in simetri 

ekseni olmahd1r. 

~imdi, u da zz ye dik olan y y dogrusunun da oeklin bir eimet

ri eksenl oldugu kolayhkla gorilltlr. Q11nkU 4 tane Tu T,•, T,, T,• 
noktae1 merkezl U olan bir dik dortgen teekil ederler. (T 1 U = T,U 
eebebiyle bunlar1n simetriklerinde de T1 • U= T, •u dur; buodan 

baoka 4" T, UT,• ve 4: T ,UT•• ters ac;1lar1 da birbirine eoit ol

dugundan, T 1*T1U ve T,*T,U iic;genleri birbirine e'1it olup, b0y

lece T1T1• = T,T,* olur.Bundanbaeka T,T,• ve T,T,*ZZye 
dik olarak birbirine paralel bulunduklarmdan, T ,T 2• T ,T, • blr 

paralelkenard1r. Bu paralelkenarm T, T 2 ve T 1 •r, • ko11egenleri 

birbirine e11it oldu!lundan, kendisi blr dikdllrtgen olur.) Boyle 

bir millilbaza sadece bizim llzel oeklimiz ic;in cari olmakla kal

maz, fakat daha umumi olarak eu teoreml ortaya atabiliriz: Bir 

simetri ekseni ile onun uzerinde bulunan bir simetri merkezinl 

haiz bir 11ekil, ikioci bir simetrl ekeenini de haiz olup, bu sl

metri ekseni simetri merkezinden gec;en ve blrinci simetri ekse

nine dik olan dojtrudan ibarettir. 

Bunun egik koni ic;in mAnas1, koninin ekseninden ge~en ve 

~ek. 119 ve 121 deki oekil diizlemioe dik olan dUzlemfn, koninin 

ikinci bir eimetri dilzlemini teokil ettlgidir. QUnkt!. bu d11zlem, 

!;jek. 119 da oekil diizlemine U noktas1nda dik olarak c;1k1ld1it1n1 

dilotlomemlz lilz1m gelen, YY dogrusunu ihtiva etmektedir . 

(' ) Bu lleslt oekllo.ln daha yak10.dan blr lo.celeme oellcealo.de blr 

ellps olduau meydaoa 91kar. Fakat bu hueua blzl alllkadar etmez. 
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Konioin bu iklnci eimetrl dUzlemine gl.lre eimetri~ini ahr

eak, eimetrik koni ilk kooi ile c;ak1e1r. Bu ifade yukanda ince

lenen eimetri 1.lzeliltinio baeka bir tlirlii ifadesidir. Bu simetri 

esoasmda kooi ilzerinde bulunan K 1K2 dniresi kendi simetrl~i 

olan K,' K,' i.lzerine dl.lni.leiir ki, bu da tabii gene bir daire ol

mak ve koni ilzerinde bulunmak zorundad1r (~ek. 122). Bu so-

() 

~ek. 122 

nuncu daire, koninin K,K, daire kesitine tekabtll eden ters ke

eittir. Kt' K,' dairesioin i.lzerinde bulundujtu d11zlemln durumu, 

yukar1da ters kesitin tarifinde verllen durumun ayn1d1r. Bundan 

ba~ka K 1K 1 daireei kendi simetri~i ile ~ak1eamaz, ~QnkQ bu hal 

ancak daire dilzlemi koninin eksenine dik oldnlfu zaman vaki 

olabilir. Bu takdirde ise konimiz, faraziyemize aykm olarak bir 

dik koni olurdu. 

Bu suretle, e~ik konilerin ters kesitlerine dair evvelce kul

lanm 11} bulundugumuz teoremi ispat etmie olduk. 
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22. 30 aay1s1n1n bir ozeligi 

Ne 10, ne de 21 bir asal say1 degildir. Fakat 10 = 2·5 ve 

21=3·7 nin (1 den bUyUk) hi<;blr ortak bOlenl yoktur. Bundan 

dolay1, b6yle say1lara •aralarinda asal say1lar• denir. 6 ve 10 sa

ytlar1 aralarmda asal degllrtlr, c;Unku 2 ortak Mleoini haizdir. 

10 sayl81 1 den 9 a kadarki saytlar iclnde 1unlarla aralar1n

da asald1r: 3, 7, 9; bunlardan 9 SB.JIBI bir asal say1 deA'ildir, 

fakat buna ratmen 10 ile aralaranda asald1r. l'l iQin durum ba1-

kadtr : Burada 1 den 11 e kadarki saytlar lc;inde sadeee 5, 7, 11 

say1lar1 12 ile aralar1nda asaldtr ki, bunlarin kendileri de hep 

asal say1lard1r. Kolayca denenecegi tlzere a1at1ki sayllarda da 12 

halinde ogrenmit oldujtumuz durum caridir : 

3, t, 6, 8, 12, 18, 24, 30. 

Acaba 30 sagm, ke11dinden kii~iik "e kMdisigle aralannda 

asal olan sag1larrn hepafoin aaal sag1lar olmas1 ozeliJini haiz en son 

sag1 m1J1r ? A1ag1da bunun bOyle oldugn !spat edileeektir. 

Evvell ~ok basit bir ihtarla ite ba1hyahm. 4 ten itlbaren 

yukar1kl Ozelijti haiz her N saym 2 Ile Mlnnebllmelldir; l)QnkQ 

bu say1 tek olsayd1, 4 onunla aralarmda asal ve ondan kttQUk 

bir say1 olaeakti kl, 4 11n kendisi asal dtlildlr. Aym 1ekflde 9 

dan ltlbaren bOyle her N saym 8 ile de bOIUnebilmclldir. BOyle 

bir saya zaten 2 ile de bOIUnebileeeginden nellcede 2·3 ile de 

bOlftnebllir. Aym tarzda muhakemeye devam ederek, 1u eedvell 
elde ederlz : 

N 

N 

N 

N 

N 

4 ten itibaren 2= 2 lie b0111nebllmelidir. 

9 dan 

25 ten 

" 

" 

2 ·3= 6 ,. 

2·3·5= 6 " 

49 dan " 2·3·5·7 = 210 ,. 

121 den ,. 2·3·5·7 · 11=2319 ,. 

,. 

,. 
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Su balde 4 Ile 9 arasmda yalo1z 4-, 6, 8 eay1lar1, 9 ile 25 ara
emda yalntz 12, 18, 24 eay1lar1, 25 ile 49 araemda yalotz 30 ea

y1a1 (30 ile Mlilnebilen bir aonraki say1 60 olup, 49 em1rrn1 aljlar) 
babis konusu olabilir. 49 ile 12 l araamda ise hi<1bir say1 babis 
konusu olamaz, ctlnkil 210, 121 den bilyilk oldutu gibi, 30 da 

zaten 49 dan kilcilktil. Eter 13' nin 2·3·5·7·11 den, 172 nin 
2·3·5·7·11·13 ten kli<1l1k ve umumt olarak, 

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, ... 

den ibaret asal saydar dizisi 1. M111mdeki gibi 

Pu P t • p., Pu p~, PG1 P1100• 

Ile glSaterllmek tlzere, n = 4 ten itibaren 

(1) P!+1 < P1'Pt'P1' • 'Pn 

oldutunu bilaek, aynt muhakemeyl aonauz kere tekrarhyabillrlz. 

1. BISlttmde verllen Oklld'in ispat1, ashnda, 

Pn+1 < P1'P2"''Pn 

oldutunu bize Otretir. Burada bizim muhta<i oldutumuz 1ey 

iae 

Pn+• < VP1"Pt ··-·p,. 

eljlitsizli~i olup, Oklid'in ispatmm bize verdi~inden daha fazla bir 

1eydir. Ote yandao, (1) 'i ispat ettilimiz zaman bu Mlflmtln ba

fmda ortaya atm1e oldu~umuz problem de (/Bzfilmfllil olur. ~u 

halde bundan sonra yalo1z (1) in ispatt ile u~raljlaca~1z ki, bu 

eljlitsizlik belki kendi baema da ilgi 4<ekmeye lay1ktir. 

Ashnda (1) den i;ok daba fazlas1 do~rudur : p = 11 den son

ra gelen Ilk asal say1 yaln1z v'2·3·5·7·11 = V2310 =48,06 .. · nm 

altinda olmakla kalrnaz, bu eay1 hakikatte cok daha kilcOk olup 
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18 e e1lttir, ve s.; fakat asal say1lar10 fevkallde lntlzams1z da· 
it1he1 kar11s1nda onlara dalr umuml ifadelerde bulunmak son de

rece zor olup, Rue Matematikc;lsi T 1chebg1chef c;ok fl#u matema
tlk va11talar kullanarak p,. den sonra gelen ilk p,.+ • aaal say1s1 

le; lo Pn+ I< 2 Pn eeitslzlijtinl is pat etml1tlr. Bu, tablatlyle burada 
muhtaQ oldujtomuzdao yanl (1) in Uade ettlitindeo QOk daha llerl 
gideo blr neticedlr. f'akat burada babis konusu olan aoru, bun
dao c;ok daba bafif olan (1) lfadealnin basil ve elemaoter vb1ta
larla lspat edilip edilemlyecejtldlr. 

MQosler O'nlverslteslndeo Bon1e adh blr talebe 1907 seoe

sinde c;ok keskln gOrD1IO blr muhakeme Ile bu soruya mttspet 
cevap vermeye muvaffak olmuetur. Bu muhakeme, yaln1z 
T1chebg1chef'in kullanm11 oldujtn Anallz ve aoosui itlemler'e 

dair vas1talardan sak1omakla kalmaz, fakat ayo1 zamanda, ma· 
temailite dalr 1. Ulttrude farzedllenden daha fazla blr On bllglye 

de lhtlyac; gOstermez. 

1. lspatln esaa flkrl dojtrudan dotruya, 1. BOIQmde vermlt 
oldujtomuz, Oklld'in ispatma baitlaoir. Bununla beraber, burada 

ilk n tane a•l aay1dao 

K= P1Pt "" "Pn + 1 veya M= P1Pt" ··p,.-1 

ifadelerl te1kll edllecek yerde, p., • • ·, p,. 1aytlann1n yaln1z blr 
k11m1, mesell buolarm i taneal ahnarak •tal•ki p1 tane lfade 
te1kll edllll' : 

M. =P1P1' .. P1- 1· l-t, 

M, = P1P1' • ·p1-1•2 -1, 

M, =p.p, .. ·P1- 1·8- t, 

M. = P•Pt '' 'Pl-•'' - 1, 
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Bunlardan tam Oklid muhakemesi lirnegine g<>re 1u netice

ler elde edilir : 

a) Bu ifadelerin hi~biri Pu p,, • • ·, p;- 1 sagilarzndan biri ile 

bOliinemez. 

b) Bunlarzn en ~ok bir tanesi Pi ile boliinebilir. <;(ilnkU bunlar

dan berhangi ikisi, meselil Pt··· Pi-t x - 1 ve p 1 • • • Pi- t g - 1 'in 

her iklei de Pi ile b<>lilnebilirse, onlnrtn fark1 olan Pt··· Pi- t (x-y) 

de ve, Pi ilk i -1 tane carpan1 b<>lemiyeceginden, x - y de p1 ile 

bUlilnebllmelidir. Fakat x, g 1, 2, 3, 4, · · ·, p; say1lar10dan her
bangi iklei oldu~undan, buolario farkm1n mutlak de~eri en cok, 

blrinio 1, dljterioin Pl olmas1 haliode, p1 -1 e e1ittir, yaoi daima 

Pl den kllol1~tllr. So halde Pi bu farkt Mlemez, cilnkU blr say1 
hic;blr zamaa keadiaindea daha kllQlljt11n11 bOlemez. 

c) Agni 1elcilde gdar1lci if aJelerin en ~ale bir tane.i Pi+ t fie, 

gene en ~ole bir taneai Pl+t ile, ildh ... , en ~ale bir tanrai Pn ile 60-

liinebilir. 

~imdi ilk hayatt muhakeme gellyor: p;, Pi+ t' • • •, p,. saytla· 
rmm miktart M., ... , Mp1 ifadelerinln mlktar1ndan daha kttottk 

lee, diger kelimelerle 

(2) n-i + 1 <Pi -lee, M ifadeleri arasmda en e1ag1 Oyle bir tanesl vardar kl, 

Pi• Pi+a' •.• •Pn eay1larm1n hic;birlsi ile b<>lilnemez, i;iioktl bu lfade

lerin herbiri bu eaytlarm en fVOk blr tanesi ile Mliinebiliyordu. 

Bundan baika a) dolay181 ile p,•·"•Pi t say1larmdao hicblrl de 

bu lfadeyi b<>lemiyeceklerinden, ilk n tane asal say1dan hlcbiri 

onu bUlemez. Bu ifadeye Mh diyelim. ~imdi bu Mh - burada mu

hakeme ttpk1 Oklid ispat1ndaki Urne~e gtire cereyan eder - ya 

blr aeal sny1dar, ki bu takdirde Pn den bilyiik bir aeal eayi te~
kil eder, yahut bir tak1m asal c;arpaolara ayr1hr ki, bunlar ara

e1nda Pu • • ·, Pn bulunamaz, 1u halde bu c;arpanlann hepsi Pn den 

bUyUk olur. Her halQklrda Pn den sonra gelen ve Mh y1 bOlen 
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veya Mh ya eeit olan, eu halde muhakkak surette Mh y1 gec;meyen 
bir asal say1 mcvcuttur. M ifadelcrinin en sonuncusu olau Mp; bun

lartn bepsinden daha bilyiik oldujtundao, bu asal say1 da Mp; yi 

de gec;emez. Burada, g6z0nilne ald1jt1m1z bu asal say1n1n hemen Pn 

den sonra gel en asal say1, yani pn+., olaca{t1m iddia etmiyoruz. 

Fakat bu b6yle olmasa bile, o aeal say1 Pn+, den daha da bllyilk 

olur ki, neticedc Pn+• daha kuvvetle Mp; yl gec;emez: 

Pn+ 1 L. Pi • • • Pi - 1 < P1 • • · Pi• 

Buna g6re araellrmammn ncticesi ljimdilik vudur : (2) Cari oldugu 

takdirde 

(3) 

dir. 

Pn+a <Pi··· Pi 

2. Bnraya kadarki dU11llocelerin vermiv oldultu bu netice 

avikD.r olarak, Oklid iepahn1n vermi11 oldnltu 

Pn+i<p, · ··pn 

neliceeinin keekinle11tirilmi11 bir eeklidir. <;llnkll (3) teki i, n den 

daha kiic;ilk olup, bu formilldeki sa~ taraf Oklid iepatin1n ver

dilti sajt taraftnn daha kiic;ilktUr. Fakat bUtUn meeele, bu ka

zanc1m1z10 ne kadar bilyilk oldujtudur. <;unkU (2) earh i yi is

tedijtimiz kadar kUc;Uk almam1za imkAo vermez, bil'akls ; o ka

dar bilyilk olmalid1r ki, Pl• .. ., Pn eaytlar1010 miktar1, yani 

n - i + 1, onlar1n ilki olan Pi den daha kUc;ilk olsun. Hakikaten 

ince bir eart I Bu 11arho te!!ir genielijti bakktnda basil bir misAl 
Uzerinde fikir edinelim. 

n=5 olsuo, yani bahie konusu ilk 5 tane 2, 3, 5, 7, 11 

asal say1s1 bulunsun. Pi= 3 olarak, yani i = 2, sec;sek, Pi• ••• , Pn 

grubu 3, 5, 7, 11 den ibaret ve bunlarrn say1s1 n - i + 1=5 - 2 

+ 1 = 4 olur ki bu da yukar1ki dOrt asal i;ay1nm en kllc;ll{tll 

olan Pi= 3 ten daba kllc;Uk dejtildir. ~imdi i yi 1 birim daha 
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bUyUtelim, yani B olarak eecelim. Bu takdirde Pi= 5 olur ve 

6, 7, 11 saytlar1 ~imdi 3 tane olup, 3 bunlarm en kUcU~U olan 

5 ten hakikaten daha kllQilktilr. i daha da bliyUk eecildijtl tak

dirde (2) !jBr hnm daha kuvvetle ger<;ekle!jeCeiti a<;1ktJr. 

~imdi iepat etmek ietediitimlz iddia !jUdur: i yi (2) 1artma 

uygun dejerlerin miimkiin olan en kiipijii olarak se~tijimiz tak

dirde 

(4) Pi • • • Pi < Pt+ 1 • • • Pn 

olur. 

n = 5 iQin bu lddla dojtrudur. QllnkO. dojtrudan dojtruya 
heeap yapmak snretiyle 2 · 8 ·5< 7·11 oldutn gOrlUllr. Bu lddla-
010 daha Oteye de dojtru kald1jt101 gOrmek tcin, / ala lddladakl 
deterloln n arttlkc;:a nastl dellftljtlnl daha yaklndan lnceJemek 
llz1md1r. 

n = 5 t en n = 6 ya gecersek, yanl ilk 6 asal 1ay1 olan 
2, 3, 5, 7, 11, 13 il gozonUne ahrsak, borada da p 1 = 5 olacat1 
aeikllrd1r. QUnkil Oncekl halde n - i + 1 =3 sayis1 5 ten hattA 
2 birim daha kil<t11ktllr. ~imdl 18 eaym gruptaki ea y1lara kattl

dt~mdan, gruptaki say1 miktar1 4 olu r kl, bu da hAll p1 =IS 

ten kl1Qilk kahr. Ancak n = 7 ha line gectijtimiz zaman gruba 17 

de katilarak gruptaki eay1 miktar1 6 e c1kar ki, bu da arllk 

Pi = 5 ten daba kilttiik dejtildir. ~u balde bur ada i yi bir bl rim 

daha bilyilk, yani Pi= 7 olarak almak laz1mdir. Bu son durumda 

grup 6 taneye kadar asal say1, yani 7, 11, 13, 17, 19, 23 eay1lar101 

ihtiva edebilir. ~u halde p;=7 secimi, miiteak1p 3 ad1m, yani 

n = 7, 8, 9 iQin kil.fi gelir ; bundan eonra Pi= 11 olmahd1r, ve 

bu kere 7 den bemen eonra gelen eay1 ondan 2 de~il, 4 birim 

daha b ilyilk olduitundan, bu seQlm daha. 3 de~il, hatta 5 m\ltea

k1p ad1m i9ln kUi gelir. Umumi durum hakkinda en iyi fikri, 

p
1 

lerin kalln rakamlarla gOsterildi~i, &!f&~1ki cedvelden edine

billrlz : 
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n= 5 : 2, 8, S, 7, 11 

n= 6 : 2, 8, s, 7, 11, 18 

n = 7 : 2, 8, 5, 7, 11, 13, 17 

n= 8 : 2, 8, 5, 7, 11, 18, 17, 19 

n= 9: 2, 8, 5, 7, 11, 18, 17, 19, 23 

n = 10 : 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29 

n = 11 : 2, 8, 6, 7, 11, 18, 17, 19, 23, 29, 81 

n = 12 : 2, 8, ~. 7, 11, 18, 17. 19, 23, 27, 81, 87 

n = 13 : 2, 8, 5, 7, 11, 18, 17, 19, 23, 29, 81, 87, 41 
n = 14 : 2, 8, 5, 7, 11, 18, 17, 19, 23, 29, 81, 87, 41, 48 

n = 15 : 2, 8, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 81, 87, 41, 48, 47 
............ ............ .... ................ .... .... .... .. .. 

n artt1k~a en uygun i nln naall ~ilecelfne dalr umumt blr 
gOr0.19 sablp olduktan sonra, It (4) lddla11010 da bu eaoada d<>t

rulutunu muhafaza edip etmedlllnl ara1brmaya kahyor. Bu id· 
dlamn benl1z n = 6 i~in de earl oldujtu a1lkArd1r. QO.okQ 

(5) 

lee, ayn1 zamanda 

(6) 

olur; n = 5 ten n = 6 ya ge~erken i nin dejterl delltmedlllnden 
(6), (5) ten dolay1 a9ikArd1r. 

n = 6 dan n = 7 ye ge~rken durum ba9kad1r. Burada 7 

~rpan1 e9it1lzlljtlo eal taraf10dan aol tarahna ge~er, fakat bona 
kar11hk ta 1111 taraf1oa blr 17 ~rpan1 glrer. Burada Olrenmek 

lateyecelf mlz 1ey, 

(7) 

e9ltalzlillnln dolru olup olmad1t1d1r. Bo e11t1lzllll, beaap yapma
dan, (6) dan dotrudan dolfuya elde edemeylz. CO.nkQ her ne ka

dar (6) etltalzlljtloln aoluno 7 ve aat101 17 lie ~rpbl1m1zda bu 
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eeitsizlik dogru kahrsa da, bu yolla elde edece~imiz netice 

2·3·5·7 < 7·11·13·17 

261 

olup, bunun salt taraftnda arzu edilmeyen bir 7 carpan1 bulun

maktadir. 

Eger (6) yerine (5) i hareket noktast olarak al1rsak, (7) yi 

ondan hie hesap yapmadan pek ala cikarabiliriz. \ ·iinkii (5) in 
solunu 7·7 ve sag1n1 13·17 ile carparsak, 

2·3·5·7·7<7·11·13·17 

elde ederiz ki, bu son eelteizliiti de 7 ile k1salt1rsak (7) e1:1itsizli
itlni elde ederiz. 

Her ne kadar yu.kankl muhakeme n = 6 dan n = 7 ye ge
oie Ozel hallne alt lee de, lspat 8Jraa1nda her tllrlO. eayieal he
eaptan sakmm11:1 oldujtumaz loin, bnndan sonraki geoifler loin de 
ayn1 muhakemenin earl olacajt1 ac1kttr. Bunun dayand1t1 buaoa, 
n artbkca i nin hiobir zaman iki kere tlst tlste arlmamae1, daha 
ziyade her defas1nda araya bir "dlnlenme arahitt• nm girmeeldir. 
Hatta bu dinlenme arahitt Onttmtlzdekl maksat icto olan ibtlya
cimizdan da daha geni1:1tir; cnnkll bu arahk cedvello de bellrttftl 
gibi gercekte daima ikiden fazla, yaoi en a1att1 no (ve ekserlya 
daha cok) ad1m iht•va eder. ~u l:\alde (7) umumt olarak dojtrudur. 

3. (i) tin her ikl tarafJOI p 1• .. Pi ile carparsak 

ya hut 

(8) 

elde ederiz. Bunu (3) te teksif edilmiQ ohm 1. in neticesi ile bir

le1tlrirsek, (1) iddias101 ispat etmit oluruz. 

4. Buna, Bon•e'nin daha yakmdan inceledigi eu iddiay1 ek· 

Ieyelim: 
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(9) Pn+1 < 8VP1" · "Pn • 

(8) den daha keskin olan bu iddia da tipk1 ayDJ 11ekilde ispat 

edilebilir. Bu iepat sadece, 2. nin sonundaki mubakemenin da

yand1g1 «dinlenme arahg1» mo orada 1Az1m olan iki ad1m yerine en 

aeag1 3 ad1m ibtiva ettigi v!k1asm1 kullanarak (8) dekl kare 

kijk yerine kilp kijk getirilebilmesinden meydana gelir. Aylll 

zamanda, bu iein hem en daha ileri gMilriilemiyecejti de aytkbr. 

Okuyucu, blltfln bu muhakeme dizisinin 1. BMilmde bulu

nanlardan ba11ka hivbir ijn bilgiye ihtiyac gijstermedigini, yani 

burada ahe1lagelrnie okul matemati{tinden sadece en kilcttk bir 

parcadan ba11ka hii;~ir eey kullan1lmad1jt1n1 teslim edecektir. Bu 

muhakeme dizisi yaln1z salt akla hitap etmietir. Bu y!lzden de bu 

bijlttm matematigin sadece, hedefine varmak ivin terkip ettigi ve 

iist ttste y1{td1g1 muhtelif dallarma ait bilgilerin ceeitliligi bak1-

m1ndan dejtil, fakat aym zamanda Myle ce11itli bilgilerden vaz

gectigi ve buradaki asal say1 kavram1 gibi tek bir kavramdan 

hareket ederek Adeta biv yoktan hakiki fikirler yaratt1g1 yer

lerde de ne kadar ince dttellnceye ihtiyac gBsteren ve ne kadar 

zor bir eey olabildi{tini o derece ac1k belirtmektedir. Bu sonuncu 

Mliim muhakemelerinin gl\i;lflg!l bak1m1ndan di!terlerinin seviye

sini ne kadar aearsa aesm, biitiin kitabm as1l sebep ve amacm1 

da o kadar kuvvetle ve o derece saf olarak aksettirmektedir. 
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1. Hakkanda 

Buradakl teoremln Oklld'tekl metni 1udur: o' new10, «e,{}µo' 

.11l•io11' •lOl .!Ill.rs°' fOll neoufJw-r~ :rl11fJo11' :J(lCIJfOJJ' «elf/A(lW 1 J&Df : 

Vertlen berhau11 blr ••I 1&y1 cllmlealode (•) buluuandan daha 
~ok mlktarda alal •J'l vardlr. (Oklld, IX. Kltap, Teorem 20) 

Am -~ ............ ,,.,,dlew dalr lddJaDJD upab Kro
llff,.,., Vorleeuapa tlber z.JtleatlMorle I, ~'I 1801, s. ea da 
abnmlfbr. 

'Me181l I, IS, 9, 18, .•• ,,,. + t, •.. ff7a I, 7, 11. ~ ~ 

glbl her lklei de 4 ortak farkln1 hal1 bnur bni.......,. Cf~ 
suz mlktarda a1al uyi ihtlva ettlklerl J1lbnld .... sfz•riJlilJ 
usQllerle g!Jsterlleblllr. Gene' ortak far•h b1r dist elaa I, 8, 
10, ... , 4n + 2, ... dlzlsl I•• hep ~lft Hyilardan iefelrktll etmute 
olup, 2 den ba1ka hl~blr ual .. JI lhtlva etmea. Genel olank, 
Ilk terlml lie ortak fark1 aralar1nda asal olan her dldde eontnn 
sayida asal terim bulnnur. Bu teorem 1887 de Dlrlclilet taral10· 

dan YUksek Malematik vas1talar101 kullaumak euretlyle sorlatn 

lie methur bir travayda ispat edilmlttir. (Abb. d. pre11111. Ak. d. 

Wiss. 1837, S. 45- 71 = Dirichlet'• Werke I, S. 807-342). 

Spengle,. bakk1nda ileri snrnlen mUtalaAy1 daha etrafh ola· 

rak •Die Antike• Bd. 1, S. 1i5- 203, 1925 te O. Toeplit%'ln •Ma· 

tbemallk und Antike• (yani «Matemat\k ve Eski c;a~lar•) adh 

makaleeinde bulmak mllmkllndllr. 

(•) Barada ao11h1 btr etale kHltdlll1or. 

' 
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Bu Mllimiin konueu bakkmda daba fazla bilgi iQin H. W. E. 
Jang. Sayllar teorisine Giri!,I (Tiirk Matematik Derne~i Yaymlari 
Say1 12) ye bakm1z. [Qevirenin Notu) 

2. Haklunda 

Konumazun bir tramvay ieletmeeinin ray eebekesi olarak 
tefsiri, e~ri eebekeeinin muhakkak bir dilzlem 1izerinde bulun
mae1 lllz1m geldi~ini hatira getiriree de, bu mutlaka eart deltildir. 
Bu Mliimde elde edilen blltlln neticeler uzayda alman bir eitri 
eebeel iQin de otomatik olarak doitru kahr. Bu husasta, konumuz
la di!,! gllrUnii!,I bak1m1ndao bir benzerlik arzeden Bllltim 10 un 
koousu tamamen farkh bir durum arzederJ 

3. Hakkmda 

2. ye dair. Bu mi11Ahaza derbal elipse nakledilebillr. Bu 
halde dilzgiin ilr;genin yerioi, her klleeeinde elipse Qizilen tegetin 
kar!,11ki kenarma paralel bulunduitu bir ilr;gen ahr. 

3. e dair. 6n ibtar1, onu bize eifahen bildiren, E. Steinitz'e 

bort;luyuz. 

Bu b!Hiimiln konusu bakkmda daha fazla bilgi i<;in N. E. 
Kazarmoff. Geometrik Eeitsizlikler, (Tiirk Matematik Derneltl 
Yaymlan Say1 13) e bakm1z. [Qevirenin Notu] 

4. Hakktnda 

Anaxagoras'm ifadesi i<;in Diela: Die Fragmente der Vor
eokratiker J, Nr. 46 B 3, 2 Aufl. S. 3141e-19'a Platon'unki i9in 
Kaounlar VII, 819 d5-820cu'a bakm1z. 

Birinci ispat zamamm1za kadar gelmig olan Eski Yunan mate
matik eserlerinin hit;birinde bulunmamaktadir. Halbukl o, tabiah 
icab1 pek illll bir Eski Yunan matematik eeerinde bulunabilirdi ve 

belki de, bagiln kaybolmug olao, bllyle bir eserde mevcuttu.1kinci 
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ispat ac;1k olarak 6/dJJ, Elemanlar X, 27 Ek Teorem (Heiberg 
basla11Cllt8, S.'°8) 'de buluomaktadir; fakat Arittotele. (Arieto)'lo 
Aoalytica prlora 41 •n ve 50 a,, de yaplljt1 blr Ima, bu iepatln 
Oldld'ten c;ok daha eeki oldujtunu gOstermektedir. 

Platon'on Thelltet adh diyalogunun bs11Iang1c10daki mate
matljte dalr pasajm, Eski Yunanhlarm o,/11 nln irrasyonellijtlnln 
lspall lc;ln evvelA 1. tip iepall dendikleri ve ancak sonra (Thelltet) 
2. lapat tiploi ke1fettiklerl 1ekllnde tefair edillp edllemlyecejtl
nln manaka .. 11 lfl burada c;ok uzatu. 

Bu bGltlman konueu hakk1nda daha fazla bllgt ic;in loan 
NIOM. BuyOMI Ye lnuyoael Sa11Jar (Ttlrk Matematlk Derntll 
Ya~ .... .,. ....... [Oninala Mota] 

dianm ayn1 zamanda hem dGzlem, hem de ~tleilillr. 
lfade edlldlll S. flS, Nr. 1 (= Crelle 18, 1887, 8. 88) • 
1841 y1hoa alt 8, S. 288 'e baklma. 

Fej6r'ln lspatt hentlz bullmam11 olop, maellUbt bal De Uk 

defa burada ac;1klanmaktad1r. 

Baolangic; tlc;genlnin Jar afilr olma11 atlklr olarak sarurldlr, 
Qnkn ancak b!!yle blr tic;genln ynkeeklllderl tamamen a~ID 

~c;inde bulunurlar. Bir ac;1s1 genlt olan blr 1lc;gende ytlbetllk 
ayaklar1 ilc;genl ilk ilc;genin has mlnada •lc;lne c;lzllmlp olamaz 
(Bir dlk Qc;gend~ ise yl1ksekllk ayaklart tii;geni blr dolru parc;a11 

ballne dejenere olur). 

Soltwars'in verdljtl ispatla, ba1lang1~ lli;genlnio dar ac;ill ol
ma11, ytlbekllk ayaklar1 Qc;genioln ilk ba1tan ilk llc;genin ic;lne 

c;lzllmlt farzetmek ve buou elmetrik 1eklllerde kullaomakla he· 
eaba katilm11t1r. Fej6r'in l1pat1nda lee, aocak netlcede yilkeek-



--- -------=-- -- =--- - -------·- -

266 Kltaptakl b!llOmli.re dalr notlar 

lik ayaklar1 UQgenioe gelmekteyiz. Burada ba"lang1Q ttcgenlnin 

dar ac1h olmas1 hususu, U' AU' nr;1smm iki dik ac1dan daha k!l

Q!lk olmas1 ve bu sebepten U' U' nun AC ve AB ile V, W ke

siome noktalarmm bu kenarl:l.r Uzeriode (yani kenarlarm uzahl

m10 k1s1mlar1 Uzerinde dejtil} bulunduklarrn1 sa~lamakta kulla-

01lm1ot1r. Bundan baoka gene dar &Qthhk Ozeli(ti yilzilnden, E 

yUkseklik aya(t1 BC kenarmtn uzahho1 Uzerinde dC'~il de, Im 

kenarm kendisi ttzerinde bulunur. 

l<'ejer'in ispat1nm hususi bir Ust!ln!Ujt!l de, bu ispahn Gayr1 

Oklldl Geometride de cari kalmas1d1r. Halbuki Schwarz'1n ispat1 

Gayn Oklidi Geometride uygulanamez, i;Unktt bu ispat bir UQ

gende acllar toplamin1n 2 dik ac1ya e11lt oldui.tu teoremini ve Oklld 

milnae1nda paralellik kavram101 kullanmnktad1r. Ozellikle Fej~r 

iapatt k!lresel Ucgenler icin de carldir. Elter bir dar ac1h kllresel 

llcgenin ayu1 zamanda dar keoarlt oldu(tu da dii~ilnillilrse, bu

rada Fejer'in ispahn1n ad1m adtm earl kald1lt1 kolayca anla"1hr. 

Bu Ml11mler hakkmda daha fazla bllgi IQID N . E . Kazarinolf 

Geometrik E~itsizlikler (Tilrk .Matematik Derne~i Yay10lar1 Say1 

13) e bakm1z. [\evirenin Notu] 

8. Hakk1nda 

Komblnatuvar Analizrle daha dn umumi olarak tarif edil

mio bir da(t1hm s:iy1s1 Viggo Brun taraf1ndan ortaya atllm1otar 

(Kendiai buna •da~d1m fonksiyonu» demektedir) . Bu hususta 

Netto Lehrbuch der Kombinatorik. 2. Aufl. herausgegeben von 

V. Brun und Th. Skolem, Kap. H, Leipzig 1927 ye bak101z. Da

itihm fonksiyonunun metinde kulland1jt1m1z Ozel halide V. Brun 

tarafrndsn •Sur Jes ~Jements de 1'11nslyse combinatoire• (L'Ensclg

nement Math6matique Bd. 29 (1930) S. 231-23i) adll makaleslnde 

ayr1ca ele allnm1~t1r. 
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9. Hakkmda 

1. Bachet, Diophant klllliyat10m keodisi tarafmdan ne1redi

len edisyonunda, bu klllliyat10 bir yerinde her saymm d!>rt kare 

toplam1 olarak g!>sterilebilece~i iddiastnin kapah olarak ileri sil

rUldQ~tinll belirtmittir. Fermat, mektuplarmdan birinde bu id

diaya dair bir !spat taslajtt vermit ve nihayet Euler ve Lagrange 

(Oeuvres T. 3, S. 189-201, 1869) bu iddiay1 metinde i1aret edi

len IJCkilde !spat etmielerdir. 

2. Waring: Meditationes algebraieae, 3. Aufl., S. 349, 

Cambridge 1782 adll eeerinde bir eay1y1 g6stermek icln daima 9 
kilpiln, 19 dOrdtlncil kuvvetin ilAb... kAfi gelece~i faraziyeeini 
lleri ellrmiltttl. C. G. j . Jacobi bakk1nda verilen bilgller C. G. J . 
Jacobi. Werke Bd 6, S. 822; Wieferich hakk1ndakller Math. Ann. 
Bd. 66, S. 95-101 ve' 106-108, 1909; Hilbert hakk1ndakiler 
Math. Ann. Bd. 67, S. 281-800, 1909; Hardg veLittlewoorl hak
kmdakller Math. Zeitschr. Bd. 28, 1925, S. 1-87 de bulunablUr. 

8. ]. Lioaflille burada verllen lspatl sadece tlfaht olarak 
College de France'ta anlatm19tir. Bu !spat Ilk defa Lebesgue ta
rafmdan Exerclces d' Analyse Numerique S. 118-115, 1859 da 
ne9redilmi9tir. (Bu hususta P. Bachmann. Niedere Zahlentheo

rie II, 1910, S. 329'a bak101z). 

10. Hakkmda 

1. e dair. Gauss' Werke Bd. 8, S. 272, 282-286 ya bak101z. 

Bu teoremin bir ispati Julius "· Sz. Nagy: Mathern . Zeitschr. 

Bd. 26, S. 579- 592, bilhassa S. 580 - 581 de bulunm~ktad1r. 
Fakat oradakl teorem metnimizdekinden biraz farkh !fade ve 

ispat edilmietir. 
l ~ · in 

4. e dair. lid kat noktas1 bulunmayan bir kapa 1 e.,rID • 
· b' b. · den ayirmas1 biri ic dl~eri d19 olmak ilzere, iki b6lgey1 ir mn 

a~iklr blr vAk1a de~ildir. Bu teorem her turlii yilzey, mesela 
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gemi halkae1, llzeriode de dojtru dr tildir. eu halde teorem dllz
lemdeki e~riler icin ifade edilmeli \"e bu ifade ispat edilmelldir. 

Bu ispat evvelA C. ]o,.dan, ondan eonra da ba1ka bircoklan ta
raf10dan verilmi1t1r. Bu teoreme, onunla ilk me11gul olamn ad1 

verllerek, Jordan e~ri teoremi denmi1tir. Jordan etri teoremi ge
ml halkae1 1lzerinde doltru olmad1jt1ndan (~ek . 128 e bakm1z), 
Myle bir yllzey ioin bllttln muhakeme enya di11er. Hakikaten, 
gemi halkae1 llzerinde eek. 124 te gOsterilditi gibi 1212 eemboli1nll 
haiz iki lane iki kat noktall bir etri bulmak mllmkilndllr. 

eek. 123 eek. 124 

5. e dair. Alterne di\~iimler lcin bilhassa Tait: Transactions 
of the Edinburgh Philosophical Society, Vol. 28, S. 145, 1879'a 
balon1z. 

eek. 39c de gGsterllen dOtllm bir deformasyon vns1tas1yla 
ipl koparmadan bir yonca yaprat1 dtttl1ml1, yani bir alterne d11-
#llm 1ekline sokulabilir. Fakat her dntttm deformasyonla bir 
alterne dl1tllm baline getirilemez. Yakm zamanda C. Bankwitz 

hlcbir izd1l11i1mll alterne olmayan bir dlltllm misall vermi1tir 
(Math. Ann. Bd. 103 (1930), S. 161). 

2. ve 10. BGHlmdekilere benzer problemler, ]. Ptte,..en: Die 
Theorie der regulllren Grapben, Acta Mathematica Bd 15. S. 

193-220, 1891 de ara1tJrtlm11br. 
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11. Hakkmda 

Bu koouda daha fazla bilgi li;in H. W . E. Jang. Saydar 

Teorisine Girie (Tilrk Matematik Derne~i Yay10lan Say1 12) ye 
bak1n1z. [Qevlrenin Notu] 

12a. Hakkmda 

Bu konucla claha fazla bilgi icin E. W. Dgnkin ve W. A. 
U•pe11•kg. Qokrenk ProbJemleri (Tllrk Matematik Derne~i Yayin
lar1 Say1 2) ye bakm1z. [Qevirenio Notu] 

12b. Haklunda 

10. a dair. Geometrlk eekillerln (koparmadan yapllan) de
formaeyonlar eenaemda deltiemeyeo Ozelikleri Analg•i• Sita• veya 
T opoloji denilen baeh baema blr matematik dieiplini teekll eder
ler. Burada dllzglln c;ok yflzllller hakk1ndaki mtllAhazalar1m1z 
8lrf topolojiye alt clnetendir. 

DllzgOn c;okyQzlQlerin ei1lrllerek blr knre 1ekllne getlrilmeei 
taeavvuru Ozel bir topolojlk farazlyeye dayanir. Bnradakl c;ok
yiizl!ller yerlue, meaelil. topolojlk baktmdan halka yllzeyl (12a, 5. e 
bak101z) ile iotibak eden cokyttzlttler ahndt~l takdirde c;ok ba1ka 
neticeler elde edillr. Bu eenada 7. den 10. a kadarkl mttlAbaza
larun1zm topolojik manae1 daha da a~1k olarak meydana c;1kar. 
Hakikaten, bir balka yuzeyi ilzeriode •on•a: Hgrda topolojik 
manada «dilzgllo» barita mevcuttur, fakat bunlarm hic;blri met

rik geometri manaemda •dilzgiin» blr c;okyilzlfl ile gerc;ekle1tiri

lemez. 

Halka yilzcyl lc;in Euler'in Qokyil7.llller teoremi (12a, 5. e 

bak10iz). 

e-k + J = O 
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1eklini ahr. Tabiat1yle bu halde de dotru kalan (4) ve (5) denk

lemleri yard1m1 ile (6) yerine burada 

f (2 'f + z s - " •> = o, 

ve f + 0 oldultundan 

2" + 2. - '1. = o, 

yahut 

('1 - 2) (• - 2) = 4 

elde ederiz. Su halde (9) e1itaizliitl yerine burada bir e1itlile gel
mitllr. 4 l1n iki1er ~rpana aynl11lar1, (rp - 2) (• - 2) ic;in 1u lm
klnlar1 verir : 

~u balde '1 ve s ic;ln 1u cedvel elde edllir : 

"' I 8 I " 16 -.-f67_s_ 

Bu delterler (9•) 1 ve neticede (7•) 1 gerc;eklerler. Bu takdlrde 
f · 0 = 0 ber zaman dojtru oldu1tundan, (6•) her f uy111 tarafm
dan gerc;eklenlr. Bundan dolay1 ic;inde bulundujtumuz halde '1 ve 

• un delterlnden f ve netlcede e ve le heaaplanamaz. 

Gerc;ekten de rp, • 'un Qc; deter c;lfllnden berbirine /, e ve 
le 010 sonauz mlktarda delerl. tekabill eder. 

MeaelA <p = 4, • = 4 c;lftlnl 1ec;ellm ve a, b keyn olmak 

1lzere a· b (a> 1, b > 1) lane kareyi bir dik dOrtgen halinde ••· 
ralayaltm. Bu dlk dOrtgenin blr 1llindir tekllnde aartld1klan 1onra 

blr balka 1ekllne kJV1nld1t1n1 (Sek. 125 -127) d0.110.nelim. Bu 
takdirde, halka yQzeylnln haklkaten dQqQn bir barlta Ile d0-

1enmi11 olduAa gOrQIQr; bu harllan1n her k01eeinde • = 4 mem-
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leket birle,ir ve her memleketin 'I' = 4 srnm vard1r. Burada 

/ = a· b olup, kolayca buluoabilecetl Uzere, e =a· b, le= 2 ab 

dir. Bu, her a> 1, b > 1 ic;in earl oldutundan /, e, le n1n de
jterleri eonsuz say1dadir. ~u halde halka yflzeyi tipiode topolojik 
manada sonsuz dilzgUn c;okyilzlil vard1r. 

111111111111 
~ek. 125 

(((((((((((() 

~ek. 126 ~ek. 127 

(Halka yt1zeyl ilzerlnde <p = 6, e = 3 deter c;lftlne tekabQl 
eden dQzgQn harltalar hakkmda umumi blr bak11 edlnmek blraz 

daha zordur. Bunlar aras1nda BOlUm 12a, 5. te halka yQzeylnln 
boyanmas1 problem I dolay1B1yla bahsedllmi1 olan I= 7, e = 14, 
le = 21 hall de bulunur.) 

Bu c;okylizlfllerden hic;birl metrilc geometri manaa1nda duz
giin olarak gerc;eklE'tillrllemez. QUnkQ <p = 4, s = 4 hallnde dOrt 

ko1eli yilzler kare olmak mecbnrlyetlndedir. Halbukl blr nokta et
rafrndaki dOrt kare blr dQzlem parc;aarn1 tam olarak lraplad1tmdan, 

bir c;okylizlQ k01e1i le1kil edemez. ~u halde Mylece ne kadar i;ok 
kare eklersek ekleyellm, hlc;bir aurette blr c;okyQzlll elde edllmeylp, 
bunlarla ancak blr dQzlem d01enml1 olur. (q> = 6, t = 8 fc;ln de 
durum tamamen ayn1d1r, c;!lnkil blr nokta etrafmdakl Uc; dQzgttn 
alt1gen gene bir dQzlem parc;aa1 kaplar. 'I = 8, a= 6 hall de ay

md1r: bir nokta etraf1ndaki alb e1kenar llc;gen blr dQzlem par
c;ae1 kaplad1trndao, bir c;oky11zlQ k01e1l te,kll edeinez.) 
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~u halde Ozet o1arak 1unlar1 sOyleyebillrlz: E~eld topolojik 
bak1mdan dflzglln olan eadece be1 c:e1it c:okgiizliiniin mevcudiyeti, 

kttre tlpindeki ~okyttzltllerio blr Ozelll~ldir; balka yilzeyl tlpinde 
lse topolojl bak1m10dan dtlzgl1n olan •on•az sagula c:okgiizlii c:e1idi 

vardir. 

llcinci olarak: Topolojlk dQzgUnlQjtQn mutlaka metrik geomet

rl dQzgllnlO~Q olarak gerc;ekle1tlrllebllmesi her zaman mOmkQn de

ttlldir. Meselll halka 1ek1indeki c;okyUzlUler icln bu mQmklln de
ltlldir. Buna ratmeo ktlre tiplodeki topolojik manada dilzglln bet 
c;e1it c;okyDzlttniln metrik geometri bak1m1ndan dilzg'\n c;okyQzJQ. 

lerle gercekle1tlrilebllmesi, ancak bunlarm metrlk geometrl me
todlar1yla tetkiki lcabeden, dller baz1 Ozeliklerl sayeainde mtlm· 

kiln olmu1tnr. 

13. Haklnnda 

Bu Mlllm hakk1nda daha fazla bllgi lcln A. 0. Gelfond. 

Diofant Denklemlerl (Tilrk Matematik Derne~I Yay1nlar1 Say1 8) 

e balnn1z. [Qevirenin Notu] 

14. Hakk1nda 

ctlber die kleinate Kugel, die elne rAumllche Figur elnsch

llesst• (Crellea Journal Bd. 123 (1901). S. 2U - 257) adh maka
lealnde H. W. E. Jang, n boyutlu uzayda buoa tekablll eden 
problem! ele alm11 ve genltll~i d olan n-boyutlu bir nokta sls
temine alt blr yuva ktlreslnln her zaman mtlmkQn olan en kt1c;t1k 

yar1cap1 IQin 

r = J V 2 (n ':r 1) 

de~erinl bulmu1tnr. Melnlmlsdekl deter n = 2 lc;ln bundan elde 

edlllr. 
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16. Hakkmda 

Literatlir: Gabriel Koenigs : Lecons de Cinematique, Paris 

1897, S. 273-285. Burada, do~rusal hare ket tevllt eden dijter 
bircok mekanizmalar da bulunur, fakat bualar metiade verdik
lerimizden daba az basittir. 

18a. Hakk1nda 

Bu konuda daba fazla bilgi icio N. E. Kazarinof f: Geomet
rik E~itsizlik:ler (Tiirk Matematik: Ddrnelti Yaymlar1 Say1 13) e 
bak101z. [Qevireoin Notu]. 

18b. Hakkt nda 

Steiner, ].: Werke Bd. If, S. 193-195. Bu ispata b!Hlimiln 
eonunda ioaret edilen istikamette yap1lan bir ilAve icin C. Ca
ratheodorg uod £. Stady: Math. Ano. Bd. 68, S. 133-149 a ba

lnmz. Biltilo ispata dair baoka bir metod icin Edler : GOttioger 
Naehricbteo 1882, S. 73 'e bakm1z. 

Simplikios'un, Aristoteles'in De eoelo adh eserine yazm10 ol
dugu tefsirdeki (Berl. Ak. Aueg. VII, S. 412,1) bir ifadeye g6re, 

ayn1 cevreyi baiz dlizlem oekiller ii;inde dairenin en bilyilk ala
na, ve ayo1 yuzeyi baiz eieimler tclnde de kilrenin en bilyllk 
bacma eahlp oldugu Aristoteles'ten evvel bile bilinmekte olup, bu 
bueue Archimedes ve Zonodoros taraf1ndan ispat edilmi~tir. 

Bu konuda fazla bilgi icio 18a. bakkmdaki notun eonunda 

zlkredilen kitaba bak1mz. 

19. Hakk1nda 

Bu Mlilm bakkmda bilhaeea A . Leman: Vom periodieeben 

Dezimalbruch zur Zahlentheorie (B. G. Teubners Mathematieeh
phyeikalische Bibliotbek Nr. 19) adh kitapi;1jta bakm1z. Gau,., 



274 Kllaptakl bOIGmlere dalr notlar 

Disquialtiones aritbmeticae adh eaerlnde (Art. 312-818) peryodlk 

oodahk kealrleri ele almakla beraber, orada Say1lar Teorialne 
dalr, kitab1n1n Oncekl bOIUmlerlnde aolatt1t1 1 birc;ok On bilgi far
zetmPktedir. Disquialtiooea arlthmeticae, Almancaya da tereQme 

edilmitUr : C . F. Gaus.: Unterauehuogeo Uber die hOhere Arlth
metik, deulecb berau&gl'gebeo von H. Maser (Berlin: Juliu1 
Springer 1889). 

4 . e dalr. 9' (n) say111 n 'ye balth olup, Say1lar-Teorieiode 
kendlelne Euler fooksiyoou ad1 verilmletlr. AtikAr olarak, "(n) 

paydas1 n olan l den kU .. Qk ve k1salt1lm11 Adi ke1irlerin aaym 
olarak ta tarif edilebllir. 

8. e dalr. p, q, r, ... , n yi bOleo birbirinden farkh bQtQn 
aaal eay1lar1 gOsterdiline gore, umuml olarak 

p-1 q-1 r-1 
'I' (n) = n • --• --·--· • • p q ,. 

dlr. Bu formQllln iepab her Elemanter Say1lar Teoriai kltab1nda 
bulunur; meselA: Dirichltt-Dedekind: Vorleaungen Uber Zahlen
tbeorle, Braunaebweig 189t, § 11, yahut E. landau: Vorleaun

gen 11ber Zahlentheorie, Hd I, Kap. 4, Leipzig 1927 'ye bak1n11. 

Bu konu hakk1nda daha fal.la bllgi ii;ln H. W. E. Jang. Sa
y1lar Teorieine Glrlt (Tflrk Matematik Dernejll Yay1nlar1 Say1 12) 
ye bak101z. [<;evireoln Notu]. 

20b. Haklanda 

6. ya dalr . Sabit genitllkll bir ettrlnln konveka oldulJunu 
farzetmek aahnda lOzumsuzdur. <;llnkQ sabit genitlikll her Jor
dan etrlelnln konveka olma11 leabettltl !spat edilebilir. Fakat bu 

l1pat, bilhassa bir Jordan etri1lnin (S. 160) topolojlk karakteri-
1a1yon uodakl gUc;IUklerden dolay1, bu kitaptakl vas1talardan c;ok 
daha fazlaa1na lhtlyac; g01terir. 
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7. ye dair. Sablt genl1likll blr rtrlye dalr Teorem IV te 

!fade edllen Ozelik, bilttto konveke e~rller ic;lo de earl olup, bu 

aoouocular ic;lo dofrudao dotruya lspat edllebillr. Buouola be

raber, eo lyl 1ekllde aoalitlk dllle yl1r0t11leo bu lspatta limit 

opera&yoolar1 kullao1lmakta olup, bu opera1yoolar, metlode ver

difimlz l&pattakl blr dalrenlo merkezl ayo1 kalarak etrlye te
tet oluocaya kadar bOzttlmesl glbl basil blr 19<>metrlk tef1ire 
imkAo vermezler. 

8Qtl1o MlQme dalr: Sablt genl11lkli etrller teorialolo ele

manter vl81talarla ele ahnabllen k11m1n1 burada h~en tamamen 

verml1 bulunoyoroz. Bu koounun daha zor problemlerl hakJnada 

oldukc;a dat101k blr JiteratQr mevcuttur. Diferanalyel ve Integral 

heaab1 bUeoler bllbasaa W. Blaaclalc11 oln •Krei1 und Kutel• 

(Leipzlp 1910) adh eserine ba1vurmal1d1rlar. 

21. Haldanda 

1. e dalr. Lo,.en•o Maac/ae,.oni' (1750- 1800), •La 1eometrla 

del compauo• (Pergel geometrlal) (Pavla 1797) adb eaerlolo Oa
sOzQode, kendlslolo yaln1z pergelle yapilan c;lslmlerle megOJ 

olma11oa aebep olarak bllhaaaa pratlk gayelerl gHatermektedlr. 

TQrlQ sebeplerden dolay1 pergelle yaptlan c;izlmler, cedvelle Y•· 

p1laolardao c;ok dab• 11hhatlldlr kl, Maacherool bu vlk1adao ••· 
tronomlar taraf1ndan Aletlerlodekl takelmaU1 dalreJerin 11hhatll 

olarak e1lt parc;alara bOll10Q1llnde faydalanlld11Jndao haberdarch. 
Buodao sonra yaln1z pergelle yapdan ~lslmlerle etrafb blr te
kllde ufr&f&D MHcherool, cedvel ve .,.rgelle yap11abllea btltcla 
geometrik c;lzlmlerio yalo1z porgelle de yapllablleoeflal lretfettl. 

- Ma1cheronl Jrltab101n bq1na Napolyoa lc;tn, oao Kasey ltal
yan1n Jrurta11c111 olaralr metbeden blr lthaf beytl Jroymu1to. Na

polyon da ltalyadan dOat11tlnde Fran11z Alrademlal men1uplarl De 
yapm11 oldulo blr gHrQ1me eanaa1ada ~10. Arablr 1797) onlartD 

dllrkatlal onun hf'nQz Fraoaada blllnmeyen •La 1eometrla del OOID• 
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paBSO• eserl flzerioe cekmloti. Bu eserln fraos•zca tercOmesinde 

(Geometrle du Compae, 2. ed. Paris 1928) bu koouema ellyle an
laltlmaktad1r: 

• Lagrange ve Laplace toplanhya dabildiler. Bonaparte bu 

meehur matematlkcller, bllhaHa Laplace, Ile yapm11 oldutu blr 
kar11hkh konuemada onlara, pergel geometrlel adh yepyeoi ve 
benilz Fransada mecbiil bulunan eserl, baz1 problemlerin bu orl
jlnal eserde bulunan c;6z!lmlerini anlatmak suretiyle tan1tt1. 
Kendieinln Brienne asked okulunda matematlk ll~retmeni bu
luomue olan Laplace, Bonaparte'•, dikkatle dlnlendikten sonra, ona 
etraflar1ndaki bUtUn Alimlerln huzurunda: «Slzden her 9eyl bek· 

lerdik general, fakat matematik dersl asla I• dedl. 

Ma•cheroni 1797 den ltlbaren Parlstekl Uluslararas1 Metre 
Komisyoounun Uyesl buluomuotur. 

Danlmarkah matematikcl Georg Mohr'un (16~0 ta Kopenbag' 

da dojtmue olup, OIOm y1h belli dellldlr) yaln1z, ancak yakin 
zamanda tekrar bulunmuo olan, «Euclldes Daolcos• (Amsterdam 
1672) adh eseriol blllyoruz. Blrincl k1enn bu blllflmde bahsedilen 

probleme dair olan bu kltap son zamaoda Danlmarka Kralh~t 

lllmler Cemiyetl tarafmdan yeniden baetmlm11 olup, Julia• P6l 

taraf1ndan yapllm11 bir Almanca tercilmesi de keodislne ekleo
mletir (K ct> benbavn 1928). 

Dotuotao blr levlcrell olan Jacob Steiner (1796 -1868) daha 
zlyade, llnceleri Wilhelm ,.e Alexander "· Humboldt kardetlerln 
blmayelerloe mazbar oldujtu ve 188~ ten ltlbaren Onlversite pro
fee15rU ve liimler Akademlal Qyesl olarak bulundutu Berllnde ca· 
h1m11hr. Steiner yokarda bahsedileo problem!, Ostwald• Klaseiker 
der e:s:akten Wlseenacbaften eerialnde Nr. 60 olarak yenlden ba1-

tmlm11 olan «Die geometrlschen Konatructlonen, auagefl1hrt 
mittelet der geraden Linie und einee feeten Krelaee, ala Lebrge
genatand auf hllberen Unlerrlcbts-Anatalten und zur praktlschen 

Benutzung• (Berlin 1828) adh risaleslodc ele almaktadir. 
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Bir dairenio merkezini yalmz cedvelle bulmak problemi ve 

bunun c;Ozttm metodu Daoid Hilbert'e aittir. Hilbert'in fikri ilk 

olarak talebesi Detltf Cauer'in iiu travaymda tatbik mevkiine 

konmuiitur : «Ober die Koostruktion des Mittelpunktes eines 

Kreises mit dem Lineal allein•, Math. Aon. Bd. 73, S. 90 - 9!, 

1912 ve Bd 74, S. 462- 46!, 1913. 

6. ve 7. ye dair. Burada sadece birbirini ketmegen ikl dal

reye dair olan iki 111kk1 ele ald1k. Birbirini kesen iki daire ha

liode de istenilen 6zelikte bir merkezi izdiitilm tasviri araod1jt1 

takdirde, mttspet bir netice elde edemeyiz. Qttnktt b6yle bir tas

virin mevcudiyeti gene dairelerin merkezlerioln yalmz cedvelle 

iota edilemiyeceitini ispat edecektir, balbuki 1. in eonunda bah

sedildijti gibi, birbirini kesen iki daire balinde bu c;lzim gercek

ten yap1labilir. EvvelA ~ek. 128, bir <lairede iki paralel kirieten 

~ek. 128 

hareket ederek o dalrenin bir c;ap101n nas1l balunabllece~inl gOs

terir: DD' dojtrusu eimetri eebebiyle dairenln merkezinden ge

c;er. Bundan eonra ayn1 11ekilde ikinel bir cift paralel kiri11ten 

ikinci bir cap bularak, Oncekiyle kesittirdi~imiz takdirde dalre· 

nin merkezini elde ederiz. ~u halde artik gerlye, yalntz cedvelle 

iki paralel kirl!fin nae1l c;izllebilece~i problem! kahyor. !cinde 

bulundojtumnz balde bunu sal}layan -;ok baeit bir c;iizlm metodu 

~ek. 129 da g6sterilmi11tir, lki daireden birlnde keyfi blr AA' 
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klrltl 9lzellm. Soora A dao bareket ederek ASB ve BS'C dojtrula
r101 ve A' den bareket ederek A'S' 8' ve 8' S'C' dojtrulano1 9lze
llm. Bu auretle buluoan C ve C' ooktalar1 AA' ye paralel blr CC' 

klrltlolo 09 ooktalar1d1r. Bu paralellik, bazen ten a9llar, bazan da 

Sek. 129 

ay01 yay kar11s1odakl cevre acilar1 olarak, herblrl blr sooraklne 
etlt buluoan 1ekllde 1 den 6 ya kadar numaralanm11 acllar1 tA
kip ederek derhal anla11hr. eu balde 1 ve 6 ae1lan da blrblrlne 

e1ittlr. Bunlar AC keaeoloe alt le ters a91lar olduklarmdao, AA' 
ve CC' nQn paraleutjtlnl temln ederler. · 

Birblrinl keameyen Qi; dalrenin merkezlerlnl bulmak l9ln 

yaln1z cedvelle yap1iacak blr elzlm metoduou burada vermlyece
thl:. Bu metod daha kar111k olup, anla11labllmeel l9ln blr tak1m 
gQ9 geomelrlk teorllerln blllomeslne lbtlya9 vardir. Bir elzlm 
metoduna yukar1da zlkredllmlt buluoan Caue,.'ln makalealnde ba

k1labllir. 

Ek'e dalr. Okul kltaplar1oda verllen daha k1sa, fakat daba 

zlyade he1apla yapllan blr lapah (MeeelA: Behrend.en - Gotting: -

Lehrbuch der Mathematik, Oberatufe B I, S. 115-116, Leipzig 
1926) burada bllha11a ae9medlk, 9QokQ o lapat ftln e1aa101 te1k1l 

eden dalre tabanh ejtlk konldeki almetrilerl yeter derecede bellrt

memektedlr. 
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Bu konu hakk10da daba fazla bilgi i<;in ou kitaplara bak1-
lllZ: 

A . S. Smogorzhevski. Yalntz Cedvelle yapdan geometrik 
<;izimler (Turk Matematlk Dernejtl Yay1nlar1 Say1 14) ve 
A. N. Kostovslci. Yaln1z Pergel kullanarak yapdan geometrik <;i· 
zimler. (TQrk Matematik Dernefi Yay10lan Say1 7). [Qevirenin 
Notu]. 

22. Haklnnda 

Bonie 'nin travay1 Archiv d. Math. u. Phys. (8) Bd. 12, 

S. 292-295, 1907 de bulunmaktad1r. Ayn1 meemua (S) Bd 15, 

S. 186-193, 1908 de R. Remalc'10 makalesine de bakimz. Hakikatte, 

bugQn asal sayilarm da1tll1m1 hakk10da Pn+ 1 < 2 Pn 'nin !fade et
tlitinden <;ok daba fazla bllglye sahiblz. Fakat bu bilgl, meaelA 
100 ile 121, yabut 121 ile 1H gibi, blrbirinl takip eden ikl kare 

aras10da daima en aoaitJ bir asal say1 bulundulJunu iapata hAIA 
kAfl delJUdir. ' 
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