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BU YAYINLAR HAKKINDA

Matematiffin kendi degeri yaninda, fizik, kimya ve dolayi-
siyle mithendislik ve askerlik gibi pratik sahalara ve bilhassa son
zamanlarda biyoloji, ekonomi ve hattd sosyal bilimlere yardimi
hizla arttifindan, bu bilim her millet igin hayati bir Snem ka-
zanmighir,

Ote yandan, matematik de bu bilimlerin problemlerini ¢tize-
bilmek igin gerek metod gerekse fikir bakimindan geligmek zo-
rundadir.

Bundan dolay: bircok memleketlerde bu sahaya daha fazla
sayida yeni istidatlar: gekmek ve bunlari erkenden kegfetmek,
en nihayet bunlarin egitimi i¢in her tiirlli fedakarhga katlanmak

: en Unemli bir milli egitim siyaseti olmugtur.

Yeni istidatlam erkenden kegfetmek igin diigfinfilen tedbir-
lerin baginda, matematik kiiltiiriinii genig kitlelere yaymak gelir.

Ikinei Diloya Harbinden sonra bir gok memleketlerde, geng- 1
lerin tecessiislerini tahrik etmek ve bunlarin matematik bilim-
lerine kara: ilgilerini arttirmak jgin yeni bir tip matematik lite-
ratiiri meydana gelmigtir. Bu gegit literatiirde aranilan 8zelik-
ler kisaca gunlar olmahdir: a) Problem vaz’i suni olmamali,
b) Bunlari anlamak igin fazla onbilgiye ihtiyac bulunmamali,
¢) Okuyuecuyu aktif igbirlifine ve bir geyler kegfetmege sevket-
meli. .

Igte Tirk Matematik Dernefi bu cereyam1 memleketimize de
getirmek maksadiyle bu yayinlara baglamig bulunmaktadir, Bu -
yaynlar, resmi miifredata bagh ders veya yardime:r kitaplar ol-
may1p, konular: yukariki prensiplere uygun olarak segilmig eser-
lerdir. Bunlarin anlagilmas: igin lise matematiginin bir kism
ile okuyucunun sagduyusu ve iyi niyeti kafidir.

Tamamen hizmet olan bu legebbiistimilziin mali kaynag,
Milli Egitim Bakanlipimizin ve Ford Foundation'un bagiglaridir,

Tiirk Matematik Dernegi
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hatir icin matematikten, matematigin kendi bagina haiz oldugn
i¢ deferlerden niimuneler verilecektir.

Matematikei olmayanlar Oniinds matematikten bahsetmek
gimdiye kadar birgok defalar tecriibe edilmig bir geydir. Fakat
bu konugmalarda hatipler, ekseriya matematigin diinyanin geri-
kalan kismi igin faydalarimi dn plina koyarak, matematifin
herhangi bir teknik veya bagka bir tatbikat i¢in temin ettigi
avantaji anlatarak ve bu avantaji kolay misallerle izah ederek
dinleyicileri tarafindan anlagilabilmelerini saglamaya gayret et-
miglerdir. Yahut ta matematik oyunlar ve eglenceler hakkinda
cok eglenceli geyler ihtiva eden, fakat buna rafmen asil mate-
matifin ancak bir karikatiirlinit tegkil eden kitaplar yazilmigtir.
Yabut nihayet, matematigin temellerinin umuomi felsefi defferleri
milnakaga edilmigtir; ba sahifelerin sicfi, mutlak matematikle :
alikadar olan bir okuyucusu, dikkatini biiyilk bir merakla ma-
tematifin bilgi tcorisi ve dilnya giriigl bakimindan degerlendi-
rilmesine ¢evirecektir. Fakat biz burada da, aslinda matemati-
gin bir dig degerini, onun defferinin kendi digindaki 8lgiilerle -
aragtinligim1 gérmekteyiz.

Bu kitapta, anlatacagimiz fikirlerin matematiffin kendi igin-
deki tesirinden, yani onlarin differ matematik btlgelerindeki ig
tatbikatindan bile bahsedemiyeceffiz. Bu suretle matematik yapi-
sinin tabiatinda bolunan ¢ok Onemli bir unsurdan —bu yapi-
nin muhtelif kisimlarini birbirine bafflayan her istikametteki
bilyiik ve gagirtic1 baglardan — vazgegmek zorunda kalacafhz.
Fakat buradaki vazgecigimiz istiyerek olmamigtir. Ciinkii bu gibi
bafflantilarin agifa ¢ikarilmas: en muhtegem matematik kegifle-
rin dogmasina sebeb olmugtur; bunlarm anlatmak ise genig ve ta
bagtan baglayan hazirhklara, hattd bundan da fazla olarak oku-
yucu tarafindan da esash bir matematik antrenmanina ihtiyag
gbsterir ki, bu da bizim buradaki gayemiz olamaz.

Bir climle ile: Anlatacaklarimizin afirlik merkezi, differ bi-
lim dallarimin digarida bulunanlara bildirdikleri gibi, wvdkralar
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fizerinde olmayacak, fakat mafematik hadiselerinin tipleri, mate-
matikte problem ortaya atma metodu ve ortaya atilmig problemleri
¢ézme mefodu fizerinde bulupacaktir. §iphesiz, biigik malematik
hadigelerinin, derlitoplu teorilerin kavranilmas: nzun bir Sfrenme
devresi gegirmeye, devaml bir derinlegmeye ihtiyac gdsterir. Bu,
miizikte de bdyledir. Ilk defa bir konsere giden bir kimsenin
meseldl Bach’in «filg san’ati» 1 anlamasina, bir senfoninin ya-
pisin1 kavramasmma imkiin yoktur. Fakat bityilk miizik eserleri-
nin yansira i¢lerinde hakiki ihtigamdan bir nebze bulunan, deha
eseri olduffu herkesge anlagilan kli¢lik sarkilar da vardir. Biz
burada matematifin genig hazinesinden buyle «kiigilk garkilar»,
yani herbiri kendi bagina avlagilabilen ve kendi Jiginde deger-
olarak anlatmak igin bir ssattan fazla zamana ihtiyag olmadif
gibi, dinleyici bunlardan birini dinlerken bir evvelkinin muhte.

~ vasmo da unutabilin,

S m °hﬂ caglarinda iken matematikten Gfrenmelk
tinde tutuldugu geyleri de unutabilir; bu kitabyn hig-

tyle dursun,
N ktir,

i cgenlerin egitlifine dair teoremlerle cebirdeki parantezle-
. carpilmas: kaideleri okuyucuya tedricen hatirlatilacak ol
bunlardan bagka bir 8n bilgiye ihtiyag yoktur e

ble
::‘:m :utd::""“" © konuya dair verilen ilk basit misalleri dik-
gegirmeli ye muhakeme silgilesini bagka geyler
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okurken yaptifindan bir kat daha aktif olarak tikip etmelidir.
Okuyucu bunu yaptif takdirde, bu kitaptaki her konunun esas
fikrini kavramakta gliglik ¢ekmiyecek ; bu takdirde bir takim
biiylik matematik¢ilerin, bazan meggil bulunduklari biiyiik teo-
rilerinin sinirlarindan digar1 ¢ikarak herhangi bir basit vikiadan
yaratmig olduklari, kendi bagina bir biitiin teskil eden kiigiik bir
san’at eserini, ufak bir halis matematik niimunesini zevk olarak
temaga edebilecektir.

Bu kitabin ikinei baskisi birincisine nazaran ancak ufak
bazi degigiklikler arzetmektedir. Birinei baskinin «Daire tabanh
dik koninin kesitleri» adl1 8. Bliimii yerine burada Kombinasyon-
lar Analizine dair, belki de daha az yaygin olan, bir konu gel-
migtir ; 6. Boliime de miiellifinin nazik miisaadesi ile heniiz neg-
redilmemig olan ve boliimiin muhteva ve metodu ile ilgili, sayani1
dikkat derecede basit bir ispat ilive edilmigiir.

Bazi miinekkitler, bu kitapta bazi1 matematik branglarina —
bazilarina giire cebir, digerlerine gore geometri — lizumu kadar
yer verilmedigini ileri slirmfiglerdir. Bu itiraz1 nazar: itibara al-
mak, kitabimizin birinci baskisinin ©on sbziinde belirtmig oldu-
gumuz gayesine aykir diigerdi. Kitabimizin hicbir yerinde muh-
tevanin kendisi bizim i¢in Snemli olmamistir. Bir konuyu kitaba
alip almamak hususunda karar verirken bizim igin $nemli olan
gey, o konunun kitaba almig oldufumuz 22 konuda yapmaya
gayret ettifimiz derecede basit ve n bilgiye ihtiyag gb&sterme-
den anlatilip anlatilamiyacagidir. Matematik hakkinda boylelikle

vermek istedigimiz tablo bakimindan, konularin hangi matematik
disiplininden alinmig olmasinin bizee bir nemi yoktur.

Kitabimizin gerek matematik meraklilari, gerekse ekseri
miinekkitler tarafindan gérmiis oldugu iyi kabilliin, gayemizin
umumiyetle onu diigiinmiig oldupumuz gekilde anlagildigim1 gds-
terdigi kanaatindayiz.

Breslau ve Bonn, Ocak 1933
' H. RADEMACHER

O, ToerriTZ
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1. Asal sayilar dizisi hakkinda

6, 2 kere 3 e egittir. 7 ise, bu gekilde iki saymin garpimi
haline konulamaz. Bundan dolayi, 7 bir asal sagrdir. §u halde,
kendisinden kiiglik iki garpamin ¢arpimi gekline sokulamayan
bir pozitif tam sayiya asal sayr denir. 5 ve 3 te birer asal sayi-
dir; fakat 4 asal degildir, ¢linkl 4 =22 dir. 2 say1s1 da asal
olma &zelifgine maliktir. 1 sayis1 halinde ise asalhktan bahset-
menin bir manis: kalmaz. Bu sbylenenlere gire, biiylikliik sirasiy-
la ilk asal sayilar

.
| 2, 8, b, 7,11, 18, 17, 19, 28, 29, B1, 87, ...

den ibarettir. Bu dizi ilk bakigta oldukea intizamsiz gUriiniir;
| dizideki sayilar teskile yarayan basit bir kanun hemen goze
carpmaz,

Her say1, tamamen asal sayilara ulasincaya kadar c¢arpan-
lara ayrilabilir, 6 =2 - 3 halinde neticeye ilk adimda varilmigtir;
80=05-6 da ise, 6=2-3 oldugundan, asal carpanlara ayrilg
30=2-3-5 olup, li¢ tane asal garpan meveuttur;

24=3:8=3:2:-4=8:2-2-2

ayrihginda dort tane asal g¢arpan bulunup, bunlar arasinda 2
birgok defa ge¢gmektedir. Fakat, bu gibi tekrarlamalara miisaade
etmek gartiyle her saymmin tamamen asal ¢arpanlara ayrilabile-
ceffl besbellidir. Su halde aeal sayilar, biitiin pozitif tam sayilar
dizisinin bu manada yap: taglarini tegkil ederler.

Oklid’in «Elemanlar» i (') 9. kitabinda asal sayilar dizi-

0 Okld'in kendl zamanindaki temel matematik bilgilerinl bir
araya getiren 13 eiltllk meghur eserl (M. 0. 800 civar). Bu eserin bil-
hassa geometriye dalr kisimtarn XIX. ytsyihn sonuna kadar btton don-

yada elemanter geomelri Ofretiminin esasimi teskil etmigtir. (Qevirenin
notu).




4 1. Asal sayilar dizisl hakkinda

ginin sonlu olup olmadif problemi birdenbire denecek bir tarzda
ortaya atilmakta ve problemin cevab1 da bu dizinin sonsuz ol-
dugu, yani her asal sayidan sonra diger bir asal say: bulunabi-
lecegi, ispat edilmek suretiyle hemen verilmektedir.

Oklid’in ispat1 son derece incelikli olup, agagiki basit fikre
dayanmaktadir :

Hesaba baglayan herkesin 8grendigi gibi,
8,8, 9, 12,15, 18, 21, 24, ...

dan ibaret olan 3 iin katlarinin tegkil ettigi dizi 3 ile boliinebi-
len biitlin sayilar: ihtiva eder; bunlardan bagka higbir say1 3 ile
béliinemez, hususiyle 3 i{in herhangi bir katindan hemen sonra
gelen, meseld 19=6-3+1, 22=17 -3 4 1 gibi, hi¢hir say1 3 ile
btllinemez. Ayn: gekilde 5 sayisi da 5 in herhangi bir katindan
hemen sonra gelen, meseld 21 =4 -5+ 1 gibi, higbir say1y1 bo-
lemez. Ayni diigiince 7, 11, ilah... igin de dogrudur.

Bundan sonra Oklid gu sayilar: tegkil etmektedir :
2:834+1=17
2:8-541=31
23 b T41=211
2:8:5-7+-11+41=2311
2:8:5-7-11-13+ 1=30081
ilah..., yani ilk asal sayilardan birkagini birbiriyle ¢arptiktan
sonra o carpimlar: takip eden sayilar1 gozoniine almaktadir. Bi-
raz evvel ispattan hemen &nce s8ylemig oldugumuz diiglince, bize
bu sayilarin kendilerinin tegkilinde kullanilmig bulunan asal sa-
yilardan higbirisi ile btliinemiyecegini dgretir. Meseld yukarida

son yazilmig olan sayr 3 ile bdliinemez, ¢ilnkii 3 #in bir katin-
dan 1 fazladir; ayn1 gekilde 5 ile de boliinemez, ¢iinkii 5 in bir




1. Asal sayilar dizisi hakkinda 5

katindan 1 fazladir, ildh... $u halde 2, 3. 5, 7, 11, 13 sayilari-
nin hiebiri bu sayiy1 bilemez. Su halde 30031 sayisi, daha dn-
ceki 7, 81, 211, 2311 sayilarimin aksine, bir asal say1 olmasa
bile, asal ¢arpanlar: arasmda 2, 8, 5, 7, 11, 18 sayilarinin bu-
lunamiyacagl muhakkaktir, yani bu saymin en kiigitk asal ¢ar-
pani mutlaka 13 ten bilyiiktiir. Hakikaten, biraz deneme yapa-
rak 30031 =759 - 509 oldugu bulunur ki, buradaki 59 ve 509 asal
carpanlar1 13 iin {istiindedir.

Herhangi bir asal sayiya da ayn1 diiglinceler nygulanabilir:

. p byle bir say:1 oldufuna gbre, 2 den p ye kadar olan asal sa-
yilarla

2:8:5:7-11-+p4+1=N

sayisin1 tegkil edersek, burada kullanilan 2, 3, 5, ..., p asal sa-
yuarindan higbiri AN yi btlemez. $u halde ya N nin kendisi
asaldir — ki bu takdirde p den daha biiylik bir asal say! bulun-
mug olur — yahut N bir takim asal ¢arpanlara ayrilir ki, bunlar
2, 8, b, ..., p asal sayilarindan mutlaka farkli olup, neticede
hepsi de p den biiyiik olur. Su halde, her asal sayidan sonra di-

* ger bir asal sayinin meveut olmasi icap eder. Bu ise ispati iste-

nilen geyden bagka birgey degildir.

Oklid’in bu teorem ve ispatinin hangi yoniine daha ziyade
hayran kalmakta insan gagiriyor: Eski Yunan matematikeileri-
nin, kendilerinden evvel gelen higbir milletin yapmadig: ve ken-
dilerinden sonra gelen biitiin milletlerin dogrudan dofiruya ken-
dilerinden aldifn gibi, sirf ilim hatir1 igin ve kendi iglerinden
gelen bir zorlama ile biyle bir problemi ortaya atmig olmalarina
mi1, yoksa acemi bir kimsenin farkina bile varmiyacag, yahut
lizumsnz veya trivial bulacag ve ancak asal sayilar dizisinin
tegkiline dair boguna basit bir kanun arayan bir kimsenin karsi-
lagtifr giigliikler neticesinde aklina gelebilen bilhassa bu proble-
mi ortaya atmig olmalarina mi, yoksa nihayet bdyle bir kanunun

v
|

—
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6 1. Asal sayilar dizisi hakkinda
. &

yoklugunu biraz evvel 8frenmig oldufumuz ince ispatla telafi
etmelerine mi?

Hakikatte, Oklid’in ispati asla p den hemen sonra gelen asal
say1y! vermez. Bu ispatin verdiffi asal say1 umumiyetle p den ol-
dukca sonra gelir: meseld 11 den sonra gelen bir asal say: igin
ispat 13 i degil 23111 verir; 13 den sonra gelen bir asal say1 igin
de B9 u verir, ilah... Hakikatle p ile ispatin verdigi daha bilyiik
say1 arasinda bir siirll daha kiigitk asal sayilar bulunur, fakat bu
husus burada ispat edilmiyecektir. Iste bu da Yunanh Matema-
tikginin, kendini burada alilh bir gekilde tahdit etmek suretiyle
yolunu asal sayilar dizisinin karigik tuzaklar1 {izerinden rahat-
¢ gecirmesini safflayan, ince anlnylgn;u gisterir.

Asal sayilar dizisinin bu bigimeizligi hakkimda daha miigah-
has bir misal vermek iizere, bu dizide gok biiyiik bogluklar bu-
lunabilecegini, meseld nygun secilecek 1000 tane miiteakip sayi-
dan higbirinin asal olmamasinin miimkiin oldufunu gisterecegiz.
Bunun igin Oklid’inkine gok yakin bir digiinceden hareket ede-
cefiz.

Yukarida 28 -5-1=381 sayisinin 2, 8, 5 asal sayilarin-
dan hig¢ birisi ile bolilnmedifiine igaret etmistik. $imdi her ikisi
de 3 ile bolilnebilen iki sayimin toplaminin da 3 ile bbliinebile-
ceftl, aym gekilde 5 veya 7 veya herhangi bir say: ile biliinebi-
len iki sayimin toplaminin da yine aym say: ile biliinebilecegi
geklindeki basit bir diiglinceden hareket ederek,

2:.3-5+2=382, 2:3-548=388, 2.-3:5+4=384,
2+8:.54+5=235, 2-35-+-6=36

sayilarindan higbirinin asal olamiyaca@ neticesini gikarinz: ¢lin-
kil burada 30 a ilive edilen sayilar ya 2, ya 8, yahut ta 5 ile
bolitnebildiklerinden ve 80 da ayni sayilarla bblitnebildifinden,
toplam sayilar da 2, 8, 5 ten biri ile boliinebilir. Bu muhakeme
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3 {in katlar, yani 3, 6, 9, ... dizisi ve ondan gsonra da bunlar
takip eden sayilar, yani 4, 7, 10, dizisi gtz Online alinmig-
t1. §imdi bu iki diziden arta kalap, yani 8 ile bliintivee 2 kala-
nin1 birakan

2, B, By 11, 14, 17, 20, 28, <

sayilarinin tegkil ett'§i diziyi dilglinelim. Bu dizide de de sonsuz
sayida asal sayr bulundugunu, yani

2, 8,11, 17,28, ...

geklindeki asal sayilar dizisinin sonlu olmadigini gosterecediz.

Bu ispat igin basit bir hazirhk gereklidir: 1, 4, 7, 10, 13, ...
dizindeki herhangi bir sayiyr biribiriyle carparsak, yine ayn:
diziye ait bir say1 elde ederiz. Hakikaten, bu diziye mensup bii-
tiin sayilar 3 ile bolilndiiklerinde 1 kalanimi birakirlar, 8x+41
seklindedirler; boyle iki sayiy1, meseld Bx + 1 ile 85+ 11, bir-
birleriyle carparsak, X

(Bx+1) By+1)=0ry+8y+3x+1=38 Bxyg+y+x+1,

yani gene 8 {in uygun bir katina 1ilave etmek suretiyle elde
edilebilen bir say1 buluruz.

Isaret ettigimiz bu basit dilgiince dolayisiyle, 2, 5, 8, 11, ...
sayilarindan herbangl birinin asal ¢arpanlari arasinda en agaffl
bir tanesi, 14=2- 7 deki 2 yahut 35=05 : 7 deki 5 gibi, mutlaka
yine bu sonuncu diziye ait olmalhdir. Zira bu carpanlarin highi-
ri 3 tn katlarimin tegkil ettigi diziye ait olamaz (¢linkil bu dizi-
de agikdr olaak 3 ten bagka hicbir asal say:1 yoktur). Eger bu
carpanlarin hepsi de 4, 7, 10, 13, ... dizisine ait olsalardi, yu-
kariki yardimer diiglinceye gore onlarin ¢arpimi da bu sonuncu
diziye ait olurdu. Su halde 2, 5, 8, ... dizisine ait herhangi bir
sayinin en agaffl bir asal ¢arpami yine aymi diziye ait olmak
mecburiyetindedir.
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Son ciimlede ifade edilen yardimer teoremle teghiz edildik-
ten sonra, Oklid'in ispatinda ufak bir degtigiklik yapmak sure-
tiyle yukarida ortaya atilmig olan iddiay: derhal ispat edebiliriz.
Bahis konusu degisiklik

2:8:-5:7; "+ pt+1=N
yerine
2:8:5:7-11::p—1=M

ifadesini ele almaktir ki, buna da sebep bu sonuncu ifadenin 8
fin bir katindan 1 eksik, neticede 2, 5, 8, 11, ... dizisine ait ol-
masidir. M nin, tipkt N de oldugtu gibi, kendi yapisina giren
2, 8, 5, 7, 11, ..., p asal sayilariin higbiri ile bbliinemiyecegi
agikdrdir. §u halde M ister kendisi asal olsun, ister birgok asal
carpanlara ayrilsin, asal blenlerinin hepsi de p den bilylik olur.
Bundan #inece anlatilan yardime: teoreme gire ise, bu asal car-
panlar arasinda en asaffi bir tanesi mutlaka 2, 5, 8, 11, ... dizi-
sine aittir. §u halde bu dizide herhangl bir p asal sayisinin iis-
tiinde bulunan, yani ne kadar ileriye gidilirse gidilsin, onun da
Gtesinde olan asal sayilar mutlaka mevcuttur.

1, 4, 7, 10, 13, ... dizisinin sonsuz sayida asal say1 ihtiva
edip etmedigi problemi yukarida anlatilanlarla asla bir neticeye
baglanmig degildir. Ciinkil biitiin asal sayilardan sonsuz miktar-
da olan bir kisminin 1, 4, 8, ... dizisine, fakat sonlu sayida bir
kisminin da 1, 4, 7, ... dizisine ait olduffu pek ala dilgliniilebi-
lir; bunlara bir de 8 ti katarsak biittin asal sayilar elde edilir ki
bunlar yine sonsuz miktarda olur ve Oklid teoremi ihlal edilmig
olmaz. Ashinda 1, 4, 7, 10, 13, ... diziei de sonsuz miktarda asal
say1 ihtiva eder, fakat bunun ispat: cok daha farkli vasitalara
ihtiyag gbsteric ki, bu hususta ileriki bir bsltimde ufak bir fikir
vermeye ¢alisacapiz. Buradaki maksadimiz sadece, modern mate-
matigin eski Yunan matematiffine arizi olarak deffil, fakat hayati
bahislerde de gerek problemler gerek metodlar bakimindan bagh



10 2. Egrl gebekelerin dolagilmas:

ve onun devami oldufunu gbstermekti. Bu noktay: gundan dolay:
da bilhassa belirtmek icap eder ki, son asirda Spengler gibi bir
filozof, eski Yunan Matematiffi ile bugiinkii matematifin birbirin-
den tamamen farkl iki ayr: matematik olduffn iddias1 ile ortah-
g1 velveleye vermigti. Her ne olursa olsun, ¢ok kompleks olan
- byle bir konuyu o derece gematik! bir formill i¢ine sokmaga g¢a-
ligmak suretiyle konunun hakkini vermek miimkiin degildir.

2, Egri Sebekelerinin Dolasilmas:

Bir tramvay girketi kendi ray sebekesi {izerinde islettigi
tramvay hatlarmi yeni bagtan tertiplemek istemektedir. Oyle ki,
yeni tertipteki hatlar gu gartlara uysun: herhangi iki miiteakip
durak arasinda ancak bir hat iglesin; tek bir bilet ile istedigi
kadar aktarma yapmak hakkini haiz olacak olan bir yolcunun
bir duraktan herhangi bir bagka duraga icabinda bir veya daha
fazla aktarma yapmak suretiyle gidebilmesi miimkiin olsun: $im-

di problem gudur: Biitiin ray gebekesi iizerinde bu sartlarin istis-
nasiz gergeklegebilmesi igin girketin en asaft kag tane hat tesis et-
mesi lazimdwr ?

Ray sebekesi (Jekil 1) deki gibi olan bir kiigiik gehirde
problemin ¢dziimil ¢ok basittir: ya 4 dan B ye ve C den D ye
olmak fizere iki hat, yahut 4 dan K ya ve K dan B ye kadarki
parcalar birlegtirilmek suretiyle bir hat ve bundan bagka B den
K ya ve oradan C ye dogru differ bir hat, veya nihayet 4 dan

D
8

K
[

Sek. 1

baghiyarak K fizerinden C ye ve B den yine K fizerinden D ye
kadar olmak iizere iki hat. Boylelikle biitlin imkinlarn tiiketil-
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mig oldugu agikir olup, yukarmki hallerin herbirinde iki hatta
ihtiyag hasil olmugtur. Yukariki 4 hat par¢asini birbiriyle nasil
terkip edersek edelim, tek hir hat problemi g¢bzmeye yetmez. Bu
diiglinceler esnasinda (meseli bazen tamir sirasinda yapildif gi-
bi) K dan gelea bir hatti R de sona erdirdikten sonra R den B
ye kadar yeni bir hat baglatmak gibi pratik olmayan bir gekil
nazar: itibara alinmamigtir. Bu son halde tabiatiyle 2 den fazla
hatta ihtiyag hasil olacaktir, hattd ayni geyi bir¢cok yerlerde tat-
bik ederek hat sayisini istediimiz kadar arttirabilirdil, Fakat ’
igin tabiatina uygun olan problem, miimkiin olan en kiigiik sayida
hatla igin i¢inden gikmaktir.

Sekil 2 de gisterilen bigimde heniiz nisbeten basit bir ray
sebekesi igleten bir girketin kargilagacan problem daha zordur,
Bu girket evveld gebekenin dig gevresi boyunca A dan itibaren
sirasiyla B, C, D, E den gegen ve sonra yine A ya donen bir
ring hatti kurabilir, sonra bu gevrenin bir kenarndan differ ke-
narma A dan itibaren F, G, H {zerinden D ye dogiru ikinei bir
hat tesis edilebilir ve nihayet bunlara agikdr olarak £G, BF,CH

)]
A B E

a

Sek, 2 Sek. 3

dan ibaret fi¢ hat ilive etmesi icap eder ki hepsi birden 5 hat

eder. Bu hatlardan bir tanesinden, birinei ve ikinei hatlan tek

bir hat hat haline getirmek, yani 4 dan itibaren B, C, D. E

tizerinden yine A ya dbndiikten sonra F, G, H iizerinden D ye i
gitmek suretiyle vazgecilebilir. Acaba hat sayisint daha da asajiga,

meseld 3 e, indirmek miimkin midir ?
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Baska bir trnek olarak Sekil 3 i diiglinelim. Burada meseld
A dan itibaren B, C, D, E {lzerinden yine A ya donmek lizere
dig cevreyi dolagtiktan sonra tekrar A dan kalkip F den gegerek
B ye gidilebilir. Bundan sonra geriye FC, FD, FE den ibaret
iig hat kalir. Fakat bunlar1 da, meseld ikinel hattr C den itiba-
ren F fizerinden D ye kadar kurmak ve eonra FE ray parcasi
iizerinde bir gidig gelig hatt: tesis etmek suretiyle, ikisi F den
gegen, ve sadece bir tanesi F de nihayet bulan fi¢ tane hat igi-
mizi gbrmefie kafi gelir. Fakaf acaba iki hat kéfi gelemez mi?.

Yukarnida gozbniine alinan ve nisbeten basit olan son iki
troekte bile, §ekil 1 de olduggn gibi miimkiln olan biitéin halleri
gtzden gegirerek bunlar hakkinda tam bir gbritg sahibi olmak
fevkaldde sabra ihtiyag gosterir; ¢iinkit mimkiin hallerin sayis:
pek fazladir. Tabiatiyle boyle bir gbzden gegirme, efler fiilen
miimkiin olsaydi, daha az sayida hattin kafi gelip gelmiyecegini
bu hallerde de kestirip atmay: temin edecekti.

Biiyfik gehirlerdeki tramvay girketlerinin tatbikatlarina pek
te uygun olmayan bu problemin dig giriinfigii arkasinda ¢ok ba-
sit te olsa bir matematik problem belirmektedir. Zira $ekil 1
troefiinde biitlin imkanlarin teker teker gbzden gegirilmesi iste-
nilen neticeyi (yani iki hat) vermigse de bu hakiki bir matema-
tik muhakeme sayilamaz; effer Sekil 2 de de neticeye varincaya
kadar yorulmadan biitin imkinlari gdzden gegirip 4 den daha
az sayida hattin kdafi gelmedigini bulmug olsa idik, bu da bir
matematik muhakeme sayilamazdi — tipk: yedi rakkamh iki sa-
yiy1 birbiriyle gabirla garpip hatdsiz olarak neticeye varmanin
bir matematik muhakemesi sayilamiyaca@ gibi. Hakiki mate-
matik — pek hafif sekilde de olsa — ancak bu problemin miim-
kiin olan blitiin hallerinin teker teker gtizden gegirilmesi sure-

‘tiyle ve yalmiz §ekil 2 icin degil, fakat istenildigi kadar karigik

gebekelerde de neticeyi bir hamlede verecek bir fikrin ortaya
atilmas: ile baslar.
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Burada igimizi gorecek fikir ¢ok basittir. Teker teker hat-
larin welarinin nerede bulunmalar: gerektigini diigiinelim, Evveld
bu uglar ray pargalarioin son bulduklari noktalarda, meseld §e-
kil 1 de A, B, C, D noktalarinda, bulunmahdir, Sekil 1de hdyle 4
tane ug bulundufundan ve her hattin en ¢ok iki uen (ring hatt:
olmadik¢a daima iki ug vardir) bulundufundan, bu 4 ug¢ arasin-

da en agaf iki hattin kurulmasinin icap ettigi agikirdir., Yuka--

rida bir deneme silsilesi ile bulmug olduffumuz neticeyi burada
yekpare bir miildhaza ile bulmug olduk.

Fakat $ekil 2 de higbir serbest ug yoktur. Buna kargihk,
burada, A gibi 3 ray par¢asiin hir araya geldigi noktalar mev-
cuttur. Eger hakikaten bir ray pargasindan birden fazla hat
ge¢memesi gart: kogulursa, btiyle bir noktada en agafi bir fane
hat ucu bulunmalidir. Kolayca sayilabilecegi tizere, Sekil 2 de
bu tiirlii 8 tane nokta bulundugundan en agag 8 tane de ug
meveut olmahdir, Buradaki uglarin sayisi olan 8 de bir gift say:
olup, 4 tane hattin ug sayisina egittir. $u halde SFekil 2 de en
agafl 4 hat tesis edilmelidir, 3 hattin yetmesi miimkiin degildir.
Sekil 3 te de durum bupa benzer: burada Sekil 2 deki cinsten
5 noktaya iliveten, bir de F de b ray pargasinin birlegtiffl bir
«b. mertebeden kesigme noktasi» meveuttur. Evvelece Sekil 3
e dair vermig oldugfumuz ¢bzilmde oldufiu gibi bunlardan durdil-
nil ikiger ikiger birer hat halinde birlestirirsek, geriye bir ray
pargast kalir ki bunun da bir u¢ tegkil etmesi icap eder. Aym
diigiince mertebe sayis: fek olan her kesigme noktas: igin de dojf-
radur. Bbylece elde edilmesi icabeden ug sayis: 6 oluyor ki, bu
da bir ¢ift sayr olup, en agafi 3 tane hat tarafindan meydana
getirilebilir; iki tane hattin kifi gelmesine imkan yoktur. Aym
tarzda, ne kadar karigik olursa olsun, herhangi bir egri gebeke-
8 igin lAzim gelen en kiigik hat sayisini derhal hesaplaya-
bilecegtimiz agikdirdir; bunun igin sadece biittin kesisme noktala-
rin1 gizden gegirerek bunlar arasinda ka¢ tanesinin tek merte-

——.



14 2. Bgri sebekelerin dolagilmas

beden olduguna bakmak kafidir; aramilan en kiigiik hat sayisi bu
gonuncu sayinin yarisindan ibarettir.

Problemi buraya kadar gdzdiikten sonra, ¢dziimii su suretle
tamamlamak istiyorvz: evveld yukariki hesaplamanin her zaman
milmkiin oldufunu godsterecek, bunun i¢in de herhangi bir gebe-
kedeki tek mertebeden kesigme noktalarmin ¢ift sayida oldugu-

nu ispat edecefiz. Sonra da bu saymin yarisimin — yani yuka-

riki en kiiglik hat sayisinin — hakikaten kifi geldigini ispat
edecefiz. (Bu son say: hakkinda yukarida dgrenmig oldufumuz
gey sadece daha az sayida hattin kifi gelmediginden ibarettir).
Sekil 2ve3 te uygun birer hat sistemi bulmak suretiyle cok basit
olarak dogrudan dogruya gercekledigimiz bu son hususun istenil-
digi kadar karigik herhangi bir gebeke halinde dogrulugunu te-
min edecek olan umumi ispat:1 birinei hususunkine nazaran daha
glictiir. :

Ne kadar karigik olursa olsun, her gebekede higbir ray par-
¢as: tizerinde iki hat igletmemek iizere bir haf sistemi kurmak
daima miimkiindiir. Bunun i¢in, kesigsme noktalarim ikiger ikiger
birlegtiren her ray pargasm ({izerindeki iki u¢ arasinda bir gidis-
doniig hatt1 kurmak kafidir. Bu da gebekedeki ray pargas: ka-
dar hatta ihtiyag gﬁlsterir Fakat bu suretle Iizomundan ¢ok faz-
hat tesis edilmig olacag: da asikdrdir. Bizi aldkadar eden, isimizi
gorecek en kiipiik hat sayisidir. Agikdr olarak, tasavvur edilebi-
len biitlin hat sistemleri i¢inde yleleri meveuttur ki, bunlardaki
hat sayisini daha da aga$ indirmek miimkiin olmasin; bunlar
optimal (en elverigli) sistemleri teskil ederler — tipk: bir siiftaki
gocuklarin yaslar iginde (bu gocuklarin yaglarini teker teker goz-
den gecirip, en kiigitk yagin hangisi oldugunu tespit etmefe liizum
kalmadan) bir en kii¢iik yagin mevent olmasi icap etfiginin prensip
olarak derhal kabul edilebilecegi gibi. Bundan bagka, Sekil 1 deki
R tamir mevkii gibi lizumsuz uglar ihtiva eden bir hat sisteminin
optimal olarnl'yacagl agikdrdir. Bu kusurdan salim olan bir sistem
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bile, meseld Sekil 3 teki F' noktasinda CF ve DF ray pargalarmin
tek bir hat halinde birlegtirilecegi yerde beceriksizlik neticesi F de
son bulan iki hat olarak birakilmas: halinde oldufu gibi, opti-
mal olmayabilir. Bu son tip ug ¢iftlerini birlegtirip tek bir hat
meydana getirmek suretiyle hat sayisini azaltabiliriz: $u halde
hat say1sinin artik azaltilamiyaeag: bir sistem olan bir optimal
sistemde bu tip ug ¢iftleri 6nceden birlegtirilmig olmali ve neti-
cede boyle bir sistemde tek mertebeden bir kesisme noktasinda
bir tek u¢ kalmig olmal, ¢ift mertebeden bir kesigme noktasinda
ise higbir u¢ bulunmamalidir.

Geriye sadece, optimal bir hat sisteminde kendi {iizerinde
geriye donen, yani higbir ug ihtiva etmeyen, ring hatlarinin mev- .
cut olup olamiyacagini miinakaga etmek kalir. Boyle bir ring
hattina §ekil 2 yi incelerken bu gebekeyi digardan cevreleyen
bir hat olarak baglangigta rastlamig, fakat orada bu hatti, 4
noktasinda gebekenin ortasindan gegcen D H G F A hattina ek-
lemek suretiyle ortadan kaldirmig ve boylelikle hat sayismi 5 '
ten 4 e indirmigtik. Bu metod, ring hatti iizerinde tek mertebe- I
den bir kesigme noktasinin bulundufu biitiin hallerde tatbik edi- -
lebilir. $u halde, optimal bir ¢dziim halinde bu son tipte bir
ring hatti meveut olamaz, Efer bir ring hatti tizerinde ¢ift mer-

Sek. 4

tebeden kesigme noktalar: mevcutsa, yukarikine benzer bir gekil- |
de hareket edilebilir, Mesela A (8 seklinde gizilmig) bir ring hat-
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t1 fizerinde btyle bir kesigme noktasi olsun (§ekil 4); A dan qi-
kan diger dallarin (sekilde kesik gizgilerle gdsterilmigtir) ilerde-
ki darumlar: ¢izilmemig olup tamamen keyfi olabilirler. Evvelce

diigiiniilmils oldufu gibi, optimal bir hat sistemi halinde A4
noktasi kendisinde son bulan dallar fizerindeki hatlarin bir
u¢ noktasi olamaz; meseld B den gelerek 4 ya varan hat bu
dallarin  biri, meseld AF {izerinde A dan dteye devam eder.
Bu takdirde B den A ya gelen tramvayr A da durdgrduktan
sonra E ye dofirn yoluna devam etmeden Once evveld ringi do-
laghirip sonra E ye dofru devam ettirmek suretiyle ringi ilk
hattin igine sokabiliriz ki, neticede hatlarin sayisini yine azalt-
mig oluruz. $u halde optimal bir hat sistemi higbir ring hatt
ihtiva edemez. (Bunun tek istisnas: i¢in miiteakip parsgrafa ba-
kiniz).

Netice itibariyle, optimal bir hat sisteminde hatlarin uglar
ancak, ve her birinde birer tane olmak ftizere, tek mertebeli ke-
sigme noktalarinda zuhir eder ve biitiin kesigme noktalarinin
¢ift mertebeden olmalary haricinde higbir ring hatt: meveut ola-
maz. Bu sonuncu halde ise, ancak bir tane ring hatti mevent
olup, onunla da blitiin gebekeyi dolagmak miimkiin olur. Su hal-
de tek mertebeden kesigme noktalarinm sayis1 optimal haldeki
hat uglarinin sayisina egittir. Buradan, evveld tek mertebeli ke-
sigsme noktalarinin sayisimin daima bir ¢ift say1 olduju, sonra
da hat sayis1 sadece tek mertebeli kesigme noktalar1 sayisinin
yarisina egit olacak gekilde bir hat sistemi kurmamn mimkiin
oldugu neticeleri elde edilir. Eger hicbir tek mertebeli kesigme
noktas: yoksa, yani biitiin kesigme noktalan ¢ift mertebeli ise,
higbir ug¢ ihtiva etmiyen tek bir ring hatti igimizi gbrmege kafi
gelir.
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Agagiki Sekil 5 te gosterilenler gibi ve hepsinin de gevresi
4 cm. olan muhtelif dikddrtgenleri birbirleriyle mukayese ede-
lim. Algak ve (n;e&ela 2 cm. kadar) genig olanlarin alam kiigiik
olacaktir, hattd bunlarin boylar: kii¢iildiik¢e alanlamn da kiigiile-

| DO

Sek. 5

cektir; aym1 milldhaza dar ve yiliksek olanlar igin de varittir.
Bunlarin arasinda eni boyuna daha uygun [olanlar daha bilyiik
bir alan1 haizdir.§Buna gbre, gevresi tam 4 em olan dik dortgen-
ler iginde hangisinin en bilyiik alani haiz oldugu sorulabilir.

Bu problem tipik bir maksimum problemi olup, bu tiirlii
problemlerin en basiti ve belkide en eskisidir. Zaten bundan do-
lay1 da bu bgliimde bahsedecegimiz problemlere girigmeden evvel,
boyle bir problemin esasin1 izah etmege en ziyade elveriglidir. Ta-
biatiyle okullarda karsilagmig oldugunuz maksimum problemleri
konusundan hatirinizda birgok sgeyler kalmistir, fakat bunlar
bizim bu bolimdeki hedefimize varmayi kolaylagtirmak gyle
dursun, ona dogrudan dogruya bir engel teskil ederler. Yukarida
bahsetmis oldufumuz ilk hazirlayic1 problemi c¢Bzerken bu ha-
tiralar1 bir kenara birakmaya ahigacaginizi fimit ederiz.

Oklid’in VI. kitabindaki Teorem 27 de yukariki problem,
prensibinden ziyade anlatihg tarzimi degigtirdiffimiz,1 agagiki
gekilde coziilmektedir: verilen U gevresini haiz herhangi bir
A 8 C D dikdbrtgeni ile, kenar uzunlugu } U olan, yani ayn:
¢evreyi haiz, bir kare gizelim. Bu karenin problemin ¢ziim‘
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oldugunu, yani alaninin dikddrtgeninkinden daha biiyiik oldugu-
nu iddia ediyoruz. Asgagiki gekilde goriildiigii {izere kare ile dik-
dortgen iist liste getirilirse, ikisinin ortak kismi taranmig olan
& dik dortgeninden ibaret olur. Karenin kendisi bu son dikdtrt-
gen ile A yiizeyinin toplamindan, baglangictaki dikddrtgen ise ta-
ranmig dikddrtgen ile B ylizeyinin toplamindan tesekkiil eder.
$imdi AB +- BC verilen dikdortgenin yar: ¢cevresi oldugundan, kare-
nin yari ¢evresi olan GB - BE ye esittir. Su halde AG+GB-+4BC=
GB -+ BC - CE olup buradan AG = CE cikar: yani U dikdért-
geninin yliksekligi B nin genigliine egittir. U dikddrtgeninin di-
diger boyutu ise karenin kenarina egittir. Halbuki B nin diger
boyutu karenin kenarinin bir pargasina egit, yani bu kenardan
daha kii¢iiktiir, Birer boyutlar1 ayni olan iki dikdodrtgende

b;%:/// c

ise, diger boyutu daha bliyiik olam1 Otekinden biiyliktiir (Se-
kil 7). Su halde U, B den bilyitk olup, neticede A+ G, B4 G
den bilyiiktiir; yani kare, verilen dikddrtgenden daha biiyiiktiir.
Ancak bu dikddrtgenin bir kare olarak verilmis olmasi halinde

a B

Sek. 7

© nin yiiksekligi kare keparimin bir par¢asimna degil, fakat tama-
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mina egit olurdu; bu takdirde sonradan inga edilen kare verilen
dikdértgenden daha bilyilk olmayip, onunla cakigirdi. Su halde
kare, aynt gevreyi haiz baska her dikdértgenden hakikaten daha
biigiiktiir.

x, y dik dortgenin kenarlarinin cm cinsinden nzunluklarini
gosterdifi takdirde, elde edilen netice dikddrtgenin alammi em’
olarak gosteren xy sayisinin, gevresi x+yg+x+yg=2(x+yg)
olan karenin alanindan daha kiigiik oldugunu ifade eder; karenin
kenar1 gevrenin dortte biri oldugundan, alapi (x+y) nin ka-
resini almakla elde edilecek sayiya egittir. $u halde elde edilen
neticeyi Eski Yunanlilara has geometrik ifade tarzindan modern
matematiffin formiil diline ¢evirirsek, su ifade elde edilir:

Herhangi iki x, y pozitif sagyisi igin daima

x4+ z\*
(1) xy = (T) s
yahut
@ Vag < 252

dir, yani birbirinden farkly iki sayinin geometrik ortalamast bunlarin
aritmetik ortalamasindan daima daha kiigitktiir ve ancak ba sa-
yilarin birbirine egit olmast halinde iki ortalama birbirine egittir.

2. Artik gimdi bir maksimum probleminin mahiyeti ve onu
hakikaten ¢bzmenin ne demek oldugu anlagilmig olmalidir: boyle
bir problemi ¢szmek demek, bir ¢dziim ileri siirerek bunun ba-
his konusu olan bzelikte (yukarda alan biiyiiklagi) kendisi ile
mukayeseye girebilecek biitiin dier gekilleri gectifini gbster-
mek demektir. Simdi bu bslimtin esas konusu olan agafiki prob-
leme donelim: Verilen bir daire igine cizilmis biitiin iicgenler arasinda
alan: en biyiik olanin: bulmak. Efiatun (Platon)un Menon adli
diyalogundaki bir pasaj bu problemin daha Eflitun zamaninda,
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yani Oklid’in meghur kitap serisinden bir asir evvel, ¢dzillmilg
olmasa bile hi¢ olmazsa miinakasa edilmis olmasina ihtimal ver-
dirmektedir. Bununla beraber ne Oklid’de ne de bugiink{l bir ki-
tapta, iislip bakimindan Eski Yunanlilarca bilinebilmesi pek ald
milmkiin olan, agagiki ¢dzlim bulunmamaktadir.

Verilen dairenin igine ¢izilmig herhangi bir ABC fi¢geninin
yanisira, aym veya egit bir daire icine c¢izilebilecek ve biiyiik-
liigii tamamen belli olmakla beraber, daire iginde istenildifi gibi
dondiiriilebilecek 4, B, C, egkenar figgenini gbzdniine alalim. Bu
sonuncu {iggenin daire icine ¢izilebilen bagka herhangi bir iig-

Sek. 8

geninkinden daha biiyiik bir alani haiz oldufunu, yani bu egke-
nar figgenin maksimum problemimizin ¢bziimll oldufunu iddia
ediyoruz.

Ispat igin gu vakiadan hareket edecefiiz: Dairemizin gevresi
egkenar iiggen tarafindan {i¢ egit parcaya aynlir, fakat diger
figgen tarafindan toplami yine dairenin cevresini veren herhangi
fic parcaya ayrilir. Her ne olursa olsum, bu sonuncu halde fig
yay par¢asindan biri tam daire cevresinin figte birinden kiigiik
bagka biri ise ayn1 ¢evrenin {igte birinden biiyliktiir. Ciinkll bu
il yaydan hicbiri gevrenin figte birinden kiigiik olmasaydi, figii-
niin toplam: biitiin ¢evreyi gecerdi, meger ki bu yaylarin her-
biri ¢evrenin tam (g¢te birine esit olsun. Bu imkin ise, ele ah-
nan sonuncu figgen egkenar olmadifindan meveut degildir; aym
gekilde ii¢ yaydan bir tanesinin de cevrenin lgte birinden bii-
yiik oldufu ispat edilir. Geri kalan {icinci yayin c¢evrenin iigte
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birinden kiigiik, ona egit veya ondan bilyiik oldugn hakkinda
umumi birgey sSylenemez; biz de zaten bilmemize lizum olma-
yan bu hususu agik birakacafiz.

Keyfi ficgenimizin kogeleri 8yle isimlendirilmig olsun ki,

AB yay1 ¢evrenin figte birinden kiigiik, BC yay: da yine gevre- |
nin tigte birinden biiyiik olsun. Bundan sonra AB yaymm C den}

Bitibaren CB yay: fizerine nakledelim; bu esnada B noktasininj

iy &
8 Ly
A | b ;
Sek. 9 Sek. 10

fizerine geldifi noktaya B” diyelim. Bu suretle CAB" fi¢geni,
ABC fi¢geninin dairenin AC ye dik olan capma gbre simetrifin-
den ibaret olur. Bundan bagka A dan itibaren B ye dogru gev-
renin tam ficte birini nakledelim ve bu suretle vardifimiz nok-
taya B” diyelim. Her hali kirda B’ noktast B den daha Stede
olacaktir, ¢iinkii 4B yayin gevrenin iigte birinden kiigiik farzet-
migtik. Diger taraftan B’, B” noktasindan dnce, yani B ile B”
arasinda, bulunacaktir; ¢iinkii B’, C" niln de &tesinde olsaydi,
AB’ yay1 AB" yayindan daha biiyilk olurdu. A4B”, kendi simet-
rigi olan CB ye esit olup, bu sonuncu yay faraziyeye gore daire
cevresinin figte birinden bfiyiik idi. $u halde AB" de cevrenin
ligte birinden biiytiktir. Neticede AB” yay: da daire gevresinin
tigte birinden bilyilk olurdu. Bu ise imkanszdir, ¢iinkit 4B’ ya-
y1 daire gevresinin tam ficte birine egit olarak alinmigti. B’ niin
B ile B" arasmmda bulundugunu bbylece ispat ettikten sonra,
ACB’ figgeninin yiiksekliginin aymi tabani haiz ACB (icgenin
ylkseklifinden daha biiyiik oldugu agikdrdir, Uggenlere dair bel-
li bir teoreme gére (liggenin alani tabam ile yiikseklifi ¢arpimi-
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nin yarisina esittir) ABC’ tiggeninin alani ACB ninkinden bii-
yiiktiir. Su halde ACB’ ile, yine verilen daire i¢ine ¢izilmig, fa-
kat alami evvelce verilen iicgenden daha biiyiik ve bir kenari (4B’)
ayni daire i¢ine cizilmis egkenar {iggenin kenarina egit yeni bir
ilggen bulmug olduk. §imdi ACB” belki de egkenar bir iicgen ol-
mugtur. Bu hal ancak verilen {icgenin belirttigi AC yay: daire
cevresinin tam iigte birine egit oldugu takdirde vaki olur. Bu
halde ispal tamamlanmig demektir, ¢linkti elde edilmig olan es-
kenar liggen verilmig olan tiggenden daha biiyiiktiir. Aksi halde
bundan sonra biitiin geklin taban1 olarak eski AC yerine A5’
yi alalim (buna uygun olarak sekli 6yle cevirelim ki, 4B gek-
lin altina gelsin (Sekil 10)). Simdi evvelce AC tabanli ABC diic-
genine uygulamig oldugumuz iglemi AB’C f{i¢geni icin tekrar
edersek, B” den itibaren C ye dogru yine tam g¢evrenin tigte bi-
rine egit bir yay nakletmemiz icap eder ki, bu suretle elde edi-
len C” noktas1 A ve B’ ile birlikte dairenin ig¢ine cizilmig ve
Sekil 8 deki A4, B, C, ficgenine tamamen egit olan bir tiggen tes-
kil eder. Biylece evvelki hale olan benzerlik dolayisiyle bu es-
kenar ficgenin 4B’C ninkinden ve neticede bagta verilen {icge-
ninkinden daha biiyiik bir alana sahip oldugu anlagilir — tabia-
tiyle biitlin bunlar verilen {icgenin egkenar olmayan herhangi
bir {iggen olmas1 faraziyesi altinda diigiintilmektedir. Su halde
egkenar iicgen daire igine ¢izilmig biitiin diger iicgenlerden daha
bilyiik bir alan1 haizdir.

8. Yukariki biitiin muhakeme byle tertiplenmigtir ki, fize-
rinde biiyiik degigiklikler yapilmadan agnt bir dairenin icine ¢i-
zilmis biitiin n- kégeliler iginde diizgiin olaninin en biigitk alant ha-
iz oldufunun ispatina uygulanabilir.

Bu ispat i¢in, araya sadece basit bir &n ihtar sokmak gere-
kir : Bir daire igine gizilmig herhangi bir n-kiigeli verildifine go-
re (Sekil 11) ayni daire igine 8yle bir bagka n-kogeli cizebiliriz
ki, bu ikincisinin kenarlar1 keyfi olarak segilebilecek herhangi
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bir sirada birincisinin kenarlarina egit olsunlar. Bunun igin daire
yiizeyini, merkezini verilen n-kigelinin kbgelerine birlegtiren ya-
rigaplar vasitasiyle n tane sektdre ayirmak ve sonra bu sektdr-
leri, meseld mukavvadan yapilmig gibi dilgliniilebilen, daire yil-
zeyinden keserek istenilen sirada tekrar bir araya getirip yine

B

Sek. 11

biltiin daireyi tegkil etmenin miimkiin oldugunu dilglinmek kafi-
dir. Bu suretle istenilen n-kigeli elde edilmig olur. Asikdr olarak
bu n-ktgelinin alami baglangigtakinin aynidir.

Bu &n ihtara dayanarak, tink: figgende oldufiu gibi, dfizgiin
olmayan bir n-kogelinin daire gevresi iizerinde ayirdifi yaylar-
dan hig olmazsa bir tanesinin gevrenin n de birinden kilgiik ve
bir tanesinin de yine gevrenin n de birinden biiyflik oldugunu
ispatla ige baghyabiliriz. Bununla tabiatiyle bu iki yaymm yan
ya bulundugu iddia edilmemektedir. Clinkil {iggende ii¢ kenardan
herbiri digerleri ile yanyana bulunmakla beraber, figten fazla
kenar ihtiva eden bir n-kgelide mutlaka bu durum yoktur. Eger
yukardaki iki yay tesadiifen yanyana bulunmuyorsa, On ihtara
gbre ayn:i daire igine, aym: alani haiz 8yle bir bagka n-kbgeli
¢izebiliriz ki, onda bu iki yay yanyana gelmig olsun. Simdi bun-
lardan kiicigii 4B, biiyligi de BC olsun. Bundan sonra A dan
itibaren B ye dogru daire cevresinin tam n de birine egit bir
AB’ yay: nakleder ve B” nlin B ile B nin B" simetrigi arasinda
bulunduffunu ispat ederiz. $u halde verilen n-kdgelide B kogesi
yerine B” kigesini koyarsak ve biitiin difer kogeleri oldujfu gibi
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birakirsak, ilk n-kigelinin alamim biiyiitmily ve ayn1 zamanda
bir kenarimi1 diizgiin n-kbgelinin kenarina egit yapmig oluruz.
Geri kalan n—1 kenar icin de daima on ihtar1 kullanarak aym
gekilde hareket edersek, sonunda verilmig olan r-kdgelinin diiz-

8. £ '

Sek. 12

giin n-kdgeliden daha kii¢iik oldugunu goriirtiz (bu iglemlerin so-
nunda hakikaten diizgiin n-kogeliye varinz, giinkil her defasinda
kenarlardan biri diizgiin n-kogelinin kenarina egit yapilmaktadir).

Tamamen buna benzer gekilde, verilen bir dairenin digina
¢izilmig olan biltiin n-kogeliler iginde en kiigilk alan1 haiz olanin
da aym daire digina ¢izilmig diizglin n-kogeli oldugu gisterilebilir.

4. Ortak Sl¢iisiiz dogru pargalar: ve
Irrasiyonel sayilar

Geometrinin mengei hig giiphesiz uzunluk, yiizey ve hacim-
lerin dlglilmesi problemleridir. Bir dofru parcasimi kendisi iginde
tam defa bulunan diger bir dofru parcas: ile dlgmek gok kolay-
dir (Sekil 13). Eger ikinci parga birincinin iginde tam defa bu-
lunmaz ve kiigilk pargay: biiylifi tizerine birgok defa naklettik-
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ten sonra bir kisim artarsa (Sekil 14),' evvelda bu artan kismin
ikinei par¢anin yarisi, veya ligte biri, veya ficte ikisi, v. s. gibi

ok AN

i s

——— e
Sek. 13 Sek. 14

bir kesri olup olmadifina bakilir. Eger bu hal vaki ise, dlcen
dogru parcasinin Slg¢lilen iginde tam defa bulunmamas: bir dere-
ce telafi edilebilir: lgen parca yerine kendisinin belirli bir kesri
bu igi goriir ve diger taraftan bu sonuncu parca Slgen parcanin
iginde tam defa bulundufundan, hig olmazsa &yle bir {iglincii
dogru pargasi bulmug oluruz ki, hem &l¢iilen hem de 6lgcen dogru
pargalarinin i¢inde tam defa bulunsun. Bu iiglincil dogru parcas:
ilk ikisinin bir «ortak olgtisti» nil tegkil eder.

ik geometrik miilahazalar hi¢ giiphesiz bu tiirlit <ortak ol-
cliler» e dairdi, Meseld bir kenar1 3 cm ve diger kenari 4 cm.
olan bir :dikdtirtgen cizilse, bu dikddrtgenin kdsegeni lizerindeki
karenin l¢lisit Pitagor teoremine gre 2° 4 4*=9-4 16 =25 cm’
olup, kbgegenin uzunlugu 5 cm olur (Sekil 15). Su halde dikdort-
genin kiigiik kenar: ile kigegeninin bir ortak 8l¢iisii 1 em lik bir
dogru parcasi olup, ilk iki dogru parcasmm birbirine oram1 3:5
dir.

Sek. 16 Sek. 16
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Bu dikdtrtgenden bir kareye gecerek, onun kenan ile kige-
geninin bir ortak dlciisiinfi aragtirmak muhakkak akla pek ya-
ki gelmis olsa gerektir. S$ekil 16 da goriildiigil gibi, kenarin
bir parcasini k8gegen {izerine nakletmek suretiyle yapilan ilk
tecriibeler bir netice vermeyince, aymi igi gittikce daha kfgiik
parcalaria denemek zorunda kalinir ve sonunda gu soru ile kar-
gilagilir : acaba kenarin kifi derecede kiigiik bir pargas: ile neti-
ceye varmak mfimkiin miidiir, yoksa bu pargay: ne kadar kiigil-
tiirsek kficiiltelim, higbir ortak Sl¢li bulunamaz mi1? Yani kenar
ile kigegen orfak élgitli mildiir, yoksa orfak &lgiisiiz (sonuncu fih-
timalin ad1) miidtir? Boylelikle, bir dofru parcasimin ilinihaye
parcalanip pargalanamiyacagi, yani bir dofru pargasimin hakikat-
te, cok fazla fakat sonlu sayida ¢ok kilglik b6liinmez pargalardan
tegekkiil edip etmedigi, baska bir deyimle bir fgeometrik dogru
pargasinin <atomik bir yapi» y1 haiz olup olmadifi probleminin
igine girmig oluyoruz. Biliyoruz ki, Platon'dan [Snce gelen Eski
Yunanlh dlimler nesli, bilhassa Demokritos maddenin atomik ya-
puda oldugunn ileri siirmiigtii. Bununla beraber bu, gebmetrik
dogru pargasinin da atomik yapida olugunu icap ettirmez, pekald
ilanihaye bollinebilen, bugiinkii dille «siirekli» olan, dyle bir
dogru parcas: diiglinebiliriz ki, bunun fizerinde madde atomlar ha-
linde dizilmig olsun. Yine aym zamanlarda (M. O. 450 civari)
Atinada yagsamig filozof Anaxagoras’tan kalma bazi sdzler ara-
sinda, dogru pargasimin ilinihaye boliinebileceffi lfadesi de bu-
lunmaktadir. Bugiin kaybolmug olan bir ders kitap veya notun-
dan bdyle bir kirintimin bize kadar gelebilmig olmasi, tabiatiyle

| onun tesadiifi bir ifadeden ziyade, zamanmnda orijinalligi ile
l meghur ve tizerinde ok tartigilmig bir tez oldufuna deldlet eder.
Bylece imsanhifin bu biiyiik problemle — tesbit edebildifimiz
kadar — ilk defa ufragmig oldugu bir zamana inmig oluyoruz.

Yukarida anlattiklarimiza bakarak, bundan ¢ok dana ileriye
giden, bir karenin kenar: ile kisegeninin ortak 6lgiilii' olamiyacagt
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keyfiyeti kegfedilince diiglincelerin ne derece altiist oldufu ta-
savvur edilebilir. Meveut yazili vesikalar bu son kesfi Pitagorcu-
lara atfetmektedirler. Gilney Italyada tegekkiil etmis bir gizli
cemiyet olan Pitagorcular hakkinda esash olarak pek az gey bil-
mekteyiz. Efsaneye gtre yukarki kegfi insanha ifga eden Pita-
goreu bu sucunun cezasini bindigi gemi batirilarak bogulmak
suretiyle demis. Buna karsihk, Platon’un «Kanunlar» adh kita-
binda bu kesfi ilk defa olgunluk ¢ainda Ofrenmig olan Platon’un

bundan nekadar heyecanlanmig olduffunu anlatan satirlar tama-
men mevsuktur,

Agafiida bu kegfe dair iki ispat verecegiz. Bununla beraber,
baglibagina enteresan olan bunlardan hangisinin daha eski oldu-
gu problemi ile ugragmiyacaghz. lkinci ispat sadece Oklid tara-
findan degil, fakat daha evvel Aristoteles (Aristo) tarafindan da
nakledilmigtir; birinci ispat ise her halilkirda tamamen Eski
Yunan espirisine uygun olarak diizenlenmig ve Oklid’in X. kita-

binmn diigiince g¢evresine girmekte olup, belki de ikinciden daha
eskidir.

Birinei ispatin dniine elemanter bir geometrik miilihaza ge-
tirecefiz. Bu miildhazanmn, kenar ve kdgegeni birbiri ilzerine fist-

-
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Sek. 17
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iiste birgok defalar naklederek bir ortak 0l¢il bulmak fizere giri-
gilmig neticesiz tecriibelerden dofdugu kendisine bakar bakmaz
anlagilacaktir. Sekil 17 de giriildiigi gibi, kenar1 kdgegen iizeri-
ne B den itibaren nakledersek, D ye kadar olmak {izere ancak
bir defa ktgegen igine girer. Simdi D de, karenin AC kenarim
B’ de kesmek {izere, BD ye bir dik ¢ikalim ve B’ yil B ile bir-
legtirelim. Bu takdirde
BA=BD,

BB’ = BB’
ve ikisi de dik a¢: olduffundan

T —
BAB’ = BDB’

dir. Bundan dolayi, (¢genlerin egitlifine dair olan teoremlerden
birine gore BAB’ ve BDB’ iiggenleri birbirine egittir. Neticede
AB’ ve DB’ de, esit tiggenlerin kargihikl kenarlar: olarak, bir-

e
birine egittir. Bundan bagka B’CB, karenin kenar: ile kigegeni

2
arasindaki a¢1 olarak, bir dik aginin yarsina egittir, CDB’" de ¢i-
zim dolayisiyle dik olduffundan CDB’ iiggeninin iiglincii agis1 igin
bir yar1 dik agiya egit olmaktan bagka care kalmaz. $u halde bu
sonuncu iiggen bir ikizkenar dik ii¢gen olup, neticede DB’ = DC
dir. §imdiye kadar ispat edilenler toplu olarak

(1) AB’=B'D=DC
dir.

Simdi C de de kogegene bir dik cikilir ve bunun fizerinde
BB’ ye egit bir parca alinarak bu parcamin A" ucu B’ ile birleg-
tirilirse, A" B’ DC baglangigtakinden [daha kiigiik bir kare olur.
Bu karenin CB’ kigegeni zaten evvelce ¢izilmis bulunmaktadir.
Bu kareye ilk kare iizerinde yapmig oldofumuz biltlin iglemleri
uygulayalim ; yani kenarim D’ ye kadar olmak fizere kigegeni




R ————————— e

4. Ortak Slcustiz dofire pargalar: 29

iizerine nakledelim, D’ de kdgegenine bir dik ¢ikalim ve bu diki
kenarinm1 B” de kesinceye kadar uzatalim. Bu takdirde, tipk: ilk
karedeki gibi

(2) A B"=B"D"=D'C

olur. Bu iglemin ildnihaye tekrarlanabilecegi agsikdrdir. Bu iglem-
lerin hicbir zaman sonu gelmez ve her defasinda bir evvelkinden
daha kii¢iik bir parga artar:

(3 CD>CD'>CD">CD" > -+

Burada her artan parga, ardarda inga edilen karelerin kigegenle-
ri ile kenarlar1 arasindaki farktan ibarettir:

(4) CD=CB—AB, CD'=CB’'— A’'B’, CD"=CB"—A"B’, ...

Birinei ispattan Once bahsetmek istedifimiz elemanter mii-
lihaza bu idi. Ispatin kendisi ise indirekt bir ispattir. Ele aldi-
gimiz karenin kenar: ile kdgegeninin ortak 8l¢iilii bulundugunu,
vani karenin kenarimin kosegende de tam defa bulunan E gibi
bir pargas1 (alt kati) meveut oldufunu farzedelim. Bundan sonra
E nin tam kat: olan herhangi iki dogru pargasinin aralarmdaki
farkin da yine E nin bir tam kat: oldugunu diigitnelim (Sekil 18).

— ey

]

Sek. 18

Su halde CB ve 4B, E nin tam katlar ise, (4) e gire CD de, ve
onunla birlikte ayn1 karenin difer bir kenar: olan 4’8" de £ nin
bir tam katr olur; bu sonuncu karenin kbdgegeni olan CB'=
CA—B"A= AB —CD - son egitlik (1) den elde edilir - de, £ nin
iki tam katimin fark olmak dolaysiyle £ nin bir tam katidir.
Su halde £, kenari 4’8’ olan karenin de kenar: ile kdgegeninin
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bir ortak blgtisiidiir. Ayni dilglinceleri kenar1 A8 olan kare ye-
rine A’B olan kareye uygularsak, £ nin kenar1 4A"B" olan kare-
nin de kenar: ile kdgegeninin bir ortak olglisli olduffunu gbrii-
riiz, ilah...

Artik indirekt ispat: sonuglandirabilir, yani arzu ettifimiz
tenakuza (aykinhga) gotiirebiliriz. Zira, (8) te bulunan biitiin
dofiru parcalar: artik hep £ nin katlaridir (tabii verilen karenin
kenar: ile kbgegeni ortak &lgiilii farzedildigi takdirde). DiZer ta-
raftan (3) e gbre £ nin bu katlar: ilinihaye kii¢lilmekle beraber,
higbir zaman sifir olamazlar. Bu ise £ gibi sabit bir dogru par-
¢asinin katlari i¢in milmkiin degildir; meseld baglangigtaki CD
parcas: £ nin 1000 kat1 olsa idi, CD’, E nin daha kiiglik bir ka-
t1 oldugundan en ¢ok 9989 kat: olurdn, ildh... Neticede bu dizinin
en geg 1000 terimi £ nin £ den kiigiik bir kati, yani 0 kah
olurdu ki bu da (3) dizisinin higbir teriminin 0 olamiyacafina
dair yukarida elde etmig oldugumuz neticeye aykiri olurdu. $u
halde bir karenin kenar: ile kogegenini ortak Olgiilll kabul eder-
sek, boyle bir tenakuza variriz.

lkinci ispat gok daha basit olup, bunun ihtiyag gdsterdigi
ufak aritmetik hazirhk, ilk geometrik ispatin Oniine ekledigimiz
uzun elemanter geometrik hazirliktan gok daha kisadir.

Bu aritmetik hazirhk tek ve ¢ift sayilar hakkindadir. Bi-
lindigi gibi, diger bir saymnin iki kat: olan her sayiya «¢ift», bir
¢cift sayiy1 takip eden, yani 2x-}1 geklinde olan, her sayiya
da «tek» say: denir. Bir tek saymin karesi yine tektir; ciinki

Ce+1Y =4x"+4x+1=2(22"+2x)+1

de bir ¢ift sayiy: takip eder. Buradan derhal agafiki yardimer
teorem elde olunur :

1. Yardime: Teorem. Eger bir gift sayinin karesi gift ise,
kendisi de cifttir. Clinkil tek olsaydi, yukarida ispat ettiffimize gb-
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re karesinin de tek olmas1 ldzim gelirdi. Agagiki yardimer teo-
rem de ayni derecede basittir:

2. Yardime:r teorem, Bir ¢ift sayimn karesi daima 4 ile bs-
linebilir, gani bir tam sayinin 4 katwdir. Ciinkil 2x-2x =4x* olup,
., bu da 4g geklindedir.

Esae ispat burada da indirekt olarak yapilacaktir. Farzede-
lim ki, karenin kenar: ile kigegeni E gibi bir ortak 8lgiiyll haiz
olsun ve kenar E nin tam s kati, kigegen de d kati olsun. Ko-

gegenin kareyi boldtigii iki egit ikizkenar dik ilggenden birine
Pitagor teoremini uygularsak,

(5) d’=3"4 s, yani d'= 2"
elde ederiz.

Bundan bagka gunu da dligiinebiliriz: d ve s tam sayilan
birbirine nisbetle kisaltilmig olarak alinabilir. Zira bunlarin, me-
seld 10 ve 16 nin 2 ile sirasiyle 5 ve 8 geklinde kisaltilmasi gi-
bi, herhangi bir say:ile kisaltilabilmeleri E ortak dl¢lisiinil ldzu-
mundan kiigitk segmig oldugumuzu ve £ yerine onun bir katin
almanin caiz oldugunu gosterir. $u halde bu kisaltmay: daha

ige baglamadan evvel yapilmig sayabiliriz ki, biz de Gyle yapa-
cafhz. E

Bundan sonra, (5) ten evveld d* nin bir ¢ift sayr oldugn
neticesi qikar ki, buradan da birinei yardime: teoreme gbre d
nin de ¢ift olmas: icap ettigi elde edilir. Bu ise, s nin tek olma-
sim jcap ettirir. Ciinkii d ve s nin ikisi de cift olsaydi, bunlar
2 ile kisaltabilirdik; halbuki bu, bunlari bagtan kisaltilmig ola-

rak aldifimiza dair agik¢a yapmig olduffumuz faraziyeye ayki-
rdir,

Fakat diper taraftan 2. yardim¢r teoreme gore, d ¢ift olun- i
ca d’ 4 ile bolinebileceginden, yani meseld d* =4g olacafindan, d
2s' = 4g yahut s*=2g elde edilir. Su halde s de karesi cift olan
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bir say1 olur ve 1. yardimer teoremin tekrar tatbiki ile s nin
¢ift oldufu neticesi gikarilir. Bu ise, d nin zaten ¢ift olduguna
ve onun neticesi olarak s nin tek olmas lizim geldifine dair
yukarida buldufumuz neticeye aykiridir. Bu suretle indirekt is-
patin bagindaki faraziye bizi bir tenakuza gitiirmiig oldu.

Her iki ispatin da ortak 8zil, azalan bir tam say: dizisinin
muhakkak bir yerde son bulacag fikridir. Birinei ispatta bu
prensip agik olarak ortaya ¢ikmigti, Ikinei ispatta ise aynm1 pren-
sip sayilarin kisaltilmasindan bahsedilen yerde kapah olarak
kullamilmigtir. Ciinkil, miimkiin oldugu miiddet¢e yapilacak fis-
tiiste kisaltmalar bahis konusu sayilar:1 devamli olarak kiigiite-
cegfinden, bu prensibe gre nihayet tyle bir yere gelinecektir ki
artik kisaltma miimkiin olmasin. lkinei ispatta acik olarak sby-
lememekle beraber, s ve d ¢iftini bu (yaniartik kisaltilamiyacak)
halde aldik ki, zaten okul aritmetiginde de kisaltmanin iliniha-
ye yapilamiyacagi hi¢ bir minakagaya girigmeden her zaman
kabill edilen bir geydir. Buglinkti matematik dili ile (5) formiilit

(4) -

gekline sokulur ve ispatin neticesi gdyle ifade edilir:

Karesi 2 ye esit olan hig bir x = (d/s) kesri (rasyonel sa-
yi81) meveut degildir, yahut daha bagka tiirlid: V2 ye egit olan
higbir x rasyonel sayis1 meveut degildir, yahut y2 bir irrasyo-
nel sayidir,

5. H. A. Schwarz'a gire yiikseklik ayaklan
ticgeninin bir minimum &zeligi

Bu kere gene bir maksimum — daha dogrusu bir minimum —
problemi ile u@ragacagiz. Bu miinasebetle miigahhas oldugin
kadar ince iglenmig bir matematik diigiince Ornefini de tanimg
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olacaksimiz, Bu dilgiince, yarim asir kadar 8nce Berlin'de pro-
festrliik etmig olan ve dehasi yiiksek ve biiyilk travaylarmda
oldugu kadar, bayle bir matematik minyatiiriinde de gbze garpan
Hermann Amandus Schwarz'a a‘ttir. A

1. Probleme alismak maksadiyle, evveld ¢ok basit ve opti-
gin bildigimiz inikds (yansima) kanunu ile alikal bagka bir prob-
lemi ele alacafiz. Bilindigi gibi bu kapun, 4 dan gikan ve g ay-
nasinda aksederek B ye gelen (Sekil 19’a bakiniz) bir 1ginmn g

/) g

5

Sek. 19

deki aksi sirasinda gelis ve yansima agilarimin birbirine esit
oldufunu ifade eder. Bizim iddiamiz, 1:1§in sectifi bu yolun 4
dan hareket edip g ye ufiramak gartiyle B ye giden en kisa yol
oldugudur — tipk:1 A4 iskelesinden B, iskelesine giden ve arada g
sahiline ugramas: 1azim gelen bir geminin takip edecegl yol gibi.
Burada akla sahip olmayan 1g1fin, neden akilli kaptanin bilhassa
akhn kullanarak segecegi yolun aynini segtifini aragtiracak de-
giliz; sadece esit gelis ve yansima agilart altinda kat’edilen A B D
yolunun baska herhangi bir A C B yolaunian daha kisa olduga ma-
tematik hakikatini tesbit etmekle yetinecefiz.

Bunun ispat:, matematik bakimindan sirf bir «matematik hi-
lesi» gibi gbriinen, fakat problemin optikteki tefsirinin aklimiza
getirdigi bir igleme dayanir: 4 noktas: ile AC ve AB dogrulari-
n1 g aynasindan aksettirelim. Sek. 19 un, lizerinde bu iglem ya-
puldiktan sonraki hali Sek. 20 de gosterilmigtir, 4°, 4 nin g ye
gore simetrigi olduguna gire, 4’C, AC nin ve A’D de AD nin
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simetrigi olurlar. $u halde 4'C =AC, A'D=AD olur. Bun-
dan dolayr EDA ve EDA" iicgenleri esit olup. <9-EDA=

Sek. 20

<= EDA" diir. Faraziyeye gore < EDA=< CDB oldugundan,
- CDB, -~ EDA" kargilikh tepe acilar1 olurlar, yani A’D, DB
nin uzatilmigindan ibarettir.

Diger taraftan, ADB kirik cizgisinin uzunlugu A’DB nin-
kine ve ACB nin uzunlugu da A’CB ninkine egittir. Yukarida
ise, A’DB nin A’ yit B ye birlegtiren tek bir dogru pargasindan
ibaret oldugunu gérmiigtiik. Su halde A"DB, A’CB den daha k-
gadir —iki noktay:r birlegtiren dogru parcasimin bu iki nokta
arasindaki en kisa uzakhk oldufunun ispatina burada girigmeye-
cefiz — ve neticede ADB de ACB den daha kisadir ki, ispati is-
tenilen gey de bu idi.

2. Bu boliimde asil gu problemle ufrasacafiz: wverilmis bir
ABC dar agili (') iicgeninin icine gevresi miimkiin oldugu kadar kii-
itk bir UVW iicgeni gizilmek istenigor (Sek. 21).

Iddia ediyoruz ki, problemin ¢éziimii «yiikseklik ayaklar: iic-
geni» dir, yani ABC iicgeninin ii¢ yiiksekliginin kenarlar iizerinde-
ki agaklarinin teskil ettigi EFG iicgeni (Sek. 22) ABC nin igine
gizilmis baska herhangi bir UVW iiggenininkinden daha kiicitk bir

cevregi haizdir.

(') Yani a¢ilarinin iigli de dar olan
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Evveld, bu yiikseklik ayaklar1 {i¢ggenine dair bir yardimen
teorem ispat edecegiz. Bu yardimci teoreme gbre, (optikteki
yansima kanununda oldufu gibi) 92 AFG = <2 CFE olup, F nok-
tasina dair bu keyfiyet aynen E ve G noktalarinda da dofru-
dur. Bu yardime: teoremin ispati i¢gin ortaokul geometri dersle-

8

(Sek. 21) (Sek. 22)

rinde gbrmilg oldufumuz bazi bilgileri hatirlamaya ihtiyag var-
dir: Bir yarim daire igine ¢izilmig aginin dik a¢t alduguna dair
Tales teoremi (Sek. 23) cevre agis1 teoremi (Sek. 24), yiiksek-
likler teoremi (yani bir figgenin flg yiiksekliggi bir noktada ke-
sigir, H ile gbsterecefimiz bu noktaya yiiksekliklerin kegigme
noktasi denir). Bu hatiralarla donatildiktan sonra, Sek. 25 ten
¢apt AH olan dairenin G ve F den ve capt CH olan dairenin
de E ve F den gectigini ve bundan ba'aka = AFG nin AG yayn

S & A

Sek. 23 Sek. 24 Sek. 25

igine ¢izilmig cevre agis1 olmak dolayisiyle <= AHG ye egit ol-
dugunu ve gene aym gekilde << GFE nin << CHE ye egit bulun-
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dugunu elde ederiz. Diger taraftan, <= AHG ve <= CHE kargihkh
tepe acgilari olarak birbirine egittir. Su halde < AFG = <. CEF
olup, iddiamiz ispat edilmis olur.

3. Bu hazirhklardan sonra H. A. Schwarz'in ispatina ya-
nagabiliriz. §imdi ABC {iggeninin BC kenarina gore simetrifini
alalim, sonra simetri neticesi elde edilen A’BC fi¢gerinin de CA’
kenarina gire C’4B’ simetrigini alalim ve nihayet bu son fig-
genin de A" B” kenarina gore A’C’B” simetrigini alalim. Bundan
sonra A'B’C’ liggenine de yukariki gekilde B'C’,C’4", A"B", y
gore fi¢ simetri uygulayarak A"B"C” tiggenini elde edelim.

cr

m
m&‘@

Sek. 26

Evveld — gizle gortildigl gibi — 4"BC" ficgeninin ABC
bag'angi¢ durumundan sadece bir Oteleme ile elde edilebilecegi-
ni gosterelim. Bunu ispat i¢in, dnee verilen iiggenin ilk iki si-
metri sonundaki durumunu diigiinelim. Her defasinda bahis ko-
nusu figgeni kendi diizleminden ¢ikarip bir kenar: etrafinda don-
diirdiikten sonra tekrar kendi ddzlemi {izerine kapatmaktan iba-
ret olan iki simetri tatbik etmek yerine, baglangi¢ fi¢genini C
noktas: etrafinda saat ibresi yoOnfinde 2y kadar ddndiirmek ye-
ter. Aym gekilde, ilk ti¢genin 3. durumundan 5. durumuna geg-
mek i¢in B’ noktast etrafinda ve saat ibresinin aym yonde 28
Ik bir dsnme, ve nihayet 7. ve sonuncn duruma gegmek igin
A’ etrafinda aym yonde 22 Lk bir donme kifidir. $u halde
toptan olarak, ilk ficgen 2y 2f-2x kadar dbndiiriilmiig olu-




’
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yor ki — ii¢ggenin agilart toplam: 2 dik agi oldufundan bu da sa-
at Ibresinin ybniinde 4 dik a¢1 yani tam bir devir eder. $u
halde ilk ficgen en sonra ilk durumuna gelmig oluyor, ancak
dfizleminin bagka bir yerinde ve Stelenmis olarak. $u halde BC,
B"C" ge paraleldir.

Simdi yukariki- simetrilerde yiikseklik ayaklari tiggeni ile
UVW nin almig oldugu durumlar: takip edersek — bu takibi ko-
laylagtirmak igin gekilde taramalar kullamlmigtir —, evveld yu-
kariki yardime: teoremden EG nin 2. duromunun FE nin uzatil
masindan jbaret oldugunu ve aym gekilde differ durumlarda da |
ayaklar figgeninin bir kenarinin bir evvelki durumdaki aym fi¢-
genin bir kenarmnin uzatilmigin tegkil ettigi neticesini elde ede-
riz. §u halde, gekilde kalin ¢izilmis £E* doffrn parcas: iki tane-

8l FG ye, ikisi GE ye ve geri kalan ikisi de £F ye esit olan 6
dofru parcas: ihtiva eder: gu halde EE” piikseklik agaklar: iigge-
ninin gevresinin iki katina egittir.

ABC lggeni igine ¢izilmig herhangi bir UVW ii¢geninin
birbirl pesi sira aldify durumlar1 da yukarikine benzer gekilde
takip edersek, U dan U" ye giden kesintili fakat kalin gizilmig 1
UV'W'U'V'W'U" kurik ¢izgisinin de UVW iicgeninin cevresinin '
iki katina esit ollugunu gériiriiz.

§imdi EE"UU" dortgenindeki UE ve U'E" kargihkli kenar-
lar: (ispat edilmig oldujfu gibi) birbirine paralel ve (ABC figge /
ninin ayni durumlarda birbirine tekabiil eden pargalar olarak) \
birbirine egittir. Su halde elemanter geometrinin taninmig bir
teoremine giire bu dortgen bir paralel kenar olup, neticede di- ]
ger iki kargibkli kenar da birbirine egittir, yani UU" = EE" i
diir. Bundan dolayr UU” de yiikseklik ayaklar: {iggenin cevre- i
sinin iki katina egittir. JU” dofru parcasinin aym uglan haiz
ve UVW nin gevresinin iki kat: vzunlugundaki kirk gizgiden
daha kisa oldugu ise, dogrudan dogruya agikdrdir. Su halde ylik- 1
seklik ayaklari ficgeninin gevresi UVW ficgenininkinden daha
kiiglik olup, istenilen bu suretle ispat edilmig bulunur,
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Yukariki ispat, matematik ispatin balis bir Ornefidir. Bu
ispatta faraziye ve iddiaya dyle yeni bir gekil verilmigtir ki te-
oremin #zil bir bakigta gorilliip anlasilabilir hale gelmigtir.

6. L. Fejér'e gére Aym Minimum Ozeligi

1. Bir Onceki btliimde agilarinin {i¢ii de dar olan bir figge-
nin igine ¢izilen biitiin figgenler arasinda yiikseklik ayaklar fig-
geninin en kiiglik ¢evreyl haiz oldufunu ispat etmigtik. Burada
ayni teoremin ikinei bir ispatin1 vermek istememizin sebebi, bu
tiirlii teoremlerde kullanilan ispat yollarinin, o teoremlerin ma-
tematik muhtevasindan ¢ok daha dnemli olmasidir. H. A, Sch-
warz’a gbre yaptifimiz Snceki ispatta, evveld iki noktay: bir-
lestiren dogru parcasinin o iki nokta arasindaki en kisa yolu
tegkil ettii temel keyfiyetini, sonra da gekillerin tasvirinde si-
metri dbniiglimlerini kuollandik. Bu iki prensip asaffida verece-
gimiz ikinei ispata da esas teskil edecektir. lgin asil entresan
tarafi da, bunlarmn iki ispatta ayr1 ayri gekilde kullamihglarmm
birbirleriyle kargilagtirmaktir.

2. Verilen dar acili bir ABC {liggeninin igine U ktgesi BC,
V kigesi CA ve W kiigesi de AB iizerinde olmak {izere herhan-
gi bir UVW iiggeni ¢izilmig olsun.

Simdi U noktasinin AC ve AB dogrularmma gidre U’ ve U”
simetriklerini alalim. Bu takdirde, simetriden dolay: UV=U"V
ve UW=U"W olur. Su halde, UV, VW WU dogru pargalarin-
pan tegekkiil eden figgenin ¢evresinia uzunlufu U'VWU" kink
¢izgisinin uzunlufguna egittir,

Simdi UJ noktas: sabit tutulup, V' ve W noklalarinin yerle-
ri degistirilirse, sadece U noktasi ve ABC ilggeni vasitasiyle beli-
ren U” vel/” noktalar: sabit kalir. Bu takdirde U'VWU" kink
gizgisi, daima sabit U ve U” noktalarmm birbirine birlegtirmekte
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ve UVW iiggeninin cevresine egit kalmakta devam eder. U’ ve
U" noktalarmi birlegtiren bir kirik ¢izgi ise, yukarida bahsetti-

Sek. 27

gimiz prensibe gére ancak tek bir dogru pargasindan ibaret ol-
dugu takdirde en kiiglik nzunlugu haiz olur. Su halde U’U” dog-
ru pargasi, U kogesi sabit birakilan biitiin ice ¢izilmig ficgenle=
rin en kii¢iik ¢evre uzunlugunu gosterir. U’U” ye tekabiil eden
ve bir kigesi U da bulunan ice ¢izilmig figgenlerin en kisa gev-
relisi olan tiggeni UMN ile gisterelim.

3. ABC icine gizilmig tiggenlerden UJ gibi bir kogesi sabit
olanlar iginde en kisa cevrelisini bu suretle bulmug oldufumuz-
dan, ABC i¢ine ¢izilmig biitiin {iggenlerin en kisa cevrelisini
bulmak igin U nun muhtelif mevkilerine tekablil eden en kisa
cevreli figgenleri birbiriyle mukayese ederek bunlarm da iglerin-
de en kisa gevreli olanini bulmak kafidir.

Su halde gimdi bahis konusu olan gey, U noktasim U'U”"
doffru parcast miimkiin oldugu kadar kiiglik olacak gekilde yer-
legtirmektir. Bu maksatla, AU’ U" fi¢cgeninin AU’ = AU" olmak
lizere ikizkenar oldufuna igaret edelim. Ciinkii bu kenarlarin
her biri ayn1 A dogru parcasinin simetrigi oldugundan, AU=
AU"= AU’ diir.

Her ne kadar AU'U" ficgeninin ikiz kenarlarmmin uzunluk-
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lari, bunlarin AU ya egit olmalar dolayisiyle, {/ nun BC iize-
rindeki mevkiine tibi iseler de, U" AU’ agistmin biigiikligi U nun
mevkiine tabi olmagp, ABC ficgeninin verilmesiyle tamamen bel-
li olur. Zira simetri dolayisiyle gekildeki agilar arasinda agag-
daki egitlikler caridir:

K UAB= 3 U'AB, - UAC=< U'AC.

$u halde evveld

< U'AU=2< UAB,
ve sonra

< U'AU=2 < UAC,
ve neticede

LU AU+ < U'AU=2-C UAB+ 2 = UAC,

yahut

X U'AU* =2 BAC

olup, U'AU" agis1 hakkindakl iddiamiz ispat edilmig olur.

4. §imdi miimkiin olduffu kadar kiigiik yapmak istediffimiz
U'U" dogru parcasi, AU’U" ikizkenar {iggenin tabamidir. Bu
ficg nin tepe agisi U nun mevkiine tibi olmadifindan, biitiin
AU’ U" ftiggenlerinin tepe acilam birbirine egittir. Bu ficgenler
iginde en kisa tabani haiz olami, ayn: zamanda en kisa ikiz ke-
nar1 haiz olandir. AU” ve AU" ikiz kenarlan ise AU ile aym
unzunluktadir. §u halde effer {/ nun mevkiini AU milmkiin oldu-
gu kadar kiigiik olacak gekilde segersek, en kisa UJ'U” dogru
parcasinl elde ederiz.

AU dofiru pargas1 ise, A noktas1 ile BC dofrusunun bir
noktasini birlegtirir. Bir noktadan bir dofiruya olan en kisa yol
bilindiffi gibi o noktadan o dofiruya ¢izilen dik olugundan, AU
nun BC ye dik olmasi bagka bir deyimle, AU nun ABC iiggeni-
nin A dan ¢ikan yiikseklii olmas: icap eder.
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5. Artik gimdi ABC igine g¢izilen en kilgik cevreyi haiz
EFG ficgenini inga edebiliriz. Evveld E, A dan BC ye diigiilen
dikmenin ayagndir. £ ve £%, E nin AC ve AB ye gire simet-
rikleri olduguna giire, E'E", ABC igine ¢izilen bir figgenin en
kiigtik ¢evre uzunlugadur. E‘E” dogrusunun AC ve AB kenarla-
11 ile F ve G kesigme noktalar: aranilan en kisa cevreli figgenin
digter kvgeleridir. ABC igine g¢izilmig EFG den farkli her UVW
iggeninin £FG ninkinden daha biiyiik bir cevreyi haiz oldugu,
yukarik1 muhakemeyi bir daha gbzoniine getirerek goriiliir. Clinkil

Sek. 28

ya UVW ticgeninin [/ kbse noktasi £ den farkhidir ve bun tak-
dirde ona tekabiil eden U’U” dogru parcasi E'E” den daha uzun

olup, UVW nin cevresi de £FG ninkinden uzun olur, yahut U

noktas: E ile gakigir ve bu takdirde de V ve W kogelerinden en

agaff1 biri F ve G den farkh olup, neticede E'VWE" kimk ¢izgi-

si E'FGE" diiz gizgisinden daha uzun olarak, UVW iiggeninin

cevresi gene £FG ninkinden uzun olur.

6. $u halde, verilen bir figgenin igine miimkiin oldugu ka--
dar kfiglik bir figgen ¢izmek problemi tek bir ¢dziim@l haizdir.
Qbziimiin bu teklifinden difer bazi neticeler gikarmak igin fay-
dalanacafhiz. Cdziim {iggeninin bir kigesi olan £ noktasm: 4 dan
indirilen yiiksekliffin aya@ olarak bulunmugtur. Fakat bundan
sonra ¢bziim figgeninin diger F ve G kigeleri B ve C den qkan
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yviksekliklerin yardimini kullanmadan, daha ziyade £ den hare-
ket ederek yapilan bazi simetriler yardimi ile bulonmugtur.

$imdi gtyle diiglinebiliriz : ABC fi¢geni iizerinde 4 notasi-
na dair ynkarida yapmig oldugumuz iglemleri 5 noktas1 igin de
tekrar edebiliriz, yani U noktasinin AB ve AC ye gbre simetrik-
lerini almak yerine, V noktasimin BA ve BC ye -gbre simetrik-
lerini alabilir ve buna uygun gekilde devam edebiliriz. Bu tak-
dirde en kisa ¢evreli liggen olarak, F kigesi B den ¢ikan yilk-
sekliffin aya@ olan bir tiggen bulunur. Fakat biraz evvel tespit
etmig olduffumuz gibi, ancak bir tane en kisa gevreli liggen mev-
cut olduffundan, B den hareket ederek yapilan gizim de A4 dan
hareket ederek yapilan ¢izim sonunda elde edilen figgeni wverir.
Ayni gey C noktas: iginde dogru oldufundan, EFG en kisa gev-
reli iiggeninde yalniz £ defil, F ve G noktalan da kargilarinda-
ki kigelerden ¢ikan yiiksekliklerin ayaklaridir. Boylelikle 5. bo-
liimde ifade etmig oldugumuz, ylikseklik ayaklar1 figgeninin ve-

rilen dar agili bir figgen igine gizilebilen en kilglik gevreli figgen
oldugu keyfiyetini bir daha ispat etmig olduk.

7. Fakat ispatimiz daha bagka neticelerin de elde edilmesi-

' ne milsaittir, Nasil yukarida ¢dzitmiin tekligini kullanarak £ igin

cari olan dzelifin F" ve G igin carl olduffunu gistermigsek, aksi-
ne, F ve G nin ¢izimleri neticesi haiz olduklar1 bir Ozeligin de
ayn: zamanda £ i¢in de cari olacagini ispat edebiliriz. Hakika-
ten simetri dolayisiyle - EFC=-<CE’FC dir. Diger taraftan
“E'FC ve <= GFA kargilikhi tepe acilar: da birbirine esit olduk-
larindan, < EFC =< GFA olur, yahut sdyle: En kiiglik cevreli
figgenin F den gikan kenarlar1 verilen figgenin AC kenari ile
esit agilar yapar. Aym gey G noktasinda da caridir. §imdi F yi
A dan baglay_nn bir ¢izim peticesinde defil de, dogrudan dofru-
ya B den qikan yiiksekligin ayag olarak bulup, sonra £ yi si-
metri gizimi neticesinde elde edebilecegimizden, £ noktasindaki
<~ GEB ve <= FEC ag¢ilarinin da birbirine egit oldngunu goriirtiz.
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EFG ftiggeninin en kisa gevreli figgen olma &zeliffini bir an
unutsak bile, 6. dolayisiyle bu ficgeni yiikseklik ayaklarn figge-
oi olarak tamamen belirtebiliriz. Bu tefsiri yukanki milibaza
ile birlegtirerek, su teoreme ulasiriz: Ug agist da dar olan bir
ABC iiggeninin igine ¢izilen yiiksekllk ayaklar: figgeninin le-
narlar ilk figgenin kenarlar: ile ikiger ikiger egit acilar yapar,
giyle ki, ABC nin ayni bir kenarinda tegekkiil eden iki ag1
birbirine egittir.

Bu teoremde minimum Szeliginin artik hig bir izi kalmamig
olup, teoremin aligmig oldufumuz elemanter geometri teoremle-
rinden gekil itibariyle bir fark:i kalmamigtir. Bu yfizden eleman-
ter geometri metodlar: ile de ispati mtimkiin olmaldir, ki bu da
5. boliimde yapilmigtir. Hakikaten yikseklik ayaklar fiegéninin
minimum &zelliinin Schwarz tarzindaki ispatinda yukariki ele-
manter geometrik bilgiye ihtiyag duymug ve onu daire bahsine
ait elemanter geometri teoremleri yardimiyle ispat etmigtik. Fe-
jér'in verdigi ispatin Schwarz'inkine nazaran bir avantaji, iki
nokta arasimndaki en kisa yol prensipi ile simetrilerden bagka bir
gey kullanmadan hedefe varmasidir. Bundan baska, Schwarz’in
ispatinda alt1 tane simetri bulunurken, kendisinde sadece iki si-
metri kullanilmas1 da Féjer ispatinin differ bir {istiin tarafidir.

Yikseklik ayaklar1 figgeni teoraminin yanina ona benzeyen
agafhki teoremi koyabiliriz:

U¢ agisi da dar olan her ABC ficgeninde o figgenin fi¢ ko-
gesine olan uzakliklar: toplamini minimum kilan bir ve ancak
bir P noktasi meveuttur. Bu P noktasimi il kdseye birlegtiren
dofrular, aralarinda 120° lik acilar teskil ederler.

Hermann Amandus Schwarz'in ellinel doktara jubilesi (1914)
dolayisiyle ¢ikarilan kitapta L. Schruttka bu son teoremin, bil-
hassa istiyerek, 5. boliimdeki Schwarz ispatt modeline gtire yap-
tig1 bir ispatini vermigtir. Bir milddet evvel Biickner adin-
da Konigsberg'li bir Universite Ofrencisi aym teoremin gayam
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dikkat derecede kisa bir ispatim: vermig olup, bu ispatin
Schrottka'ninkine gtre durumu, yiikseklik ayaklarn figgenine
dair teoremdeki Fejer'in ispatinin H. A. Schwarz’in ispatina go-
re olan durumunun aymwdir. (Sek. 20 a, b). Biickner'in ispat:
ancak bir kag¢ satir tutacaktir.

Sek. 20 a ve b

Simdi P, ABC fi¢geninin i¢inde herhangl bir nokta olsun.
ACP fiiggeni A noktas1 etrafinda 60° ddndiiriiliirse AC’P’ mev-
kiine gelir. Dbnmenin ydnfi dyle segilmelidir ki, AC {i¢genden
uzaklagsin, yani AC dogrusu AB ile AC’ arasmda kalsin. Bu
takdirde C’P’=CP, PP’ = AP olur (giinkii APP’ figgeni sadece
ikizkenar olmayip, A daki aginin 60° olmas:1 dolayisiyle aym: za-
manda egkenardir). Su halde BPP'C’ kirik ¢izgisinin uzunlugu,
P nin A,B,C kégelerine olan uzakliklarimin toplamint gésterir. C’
noktasi P noktasinin mevkiine tabi defildir. Su halde P, fliggen
iginde hangi mevkii alirsa alsin, elde edilecek kink e¢izgiler sa-
bit B ve C’ noktalarini birlegtirirler. Biltiin bu kink cizgiler
iginde ise, en kisasi BC” dogru parcasinin kendisidir. $u halde,
minimum gartin1 ger¢eklegtiren P, noktas1 BC’ dofru pargasinda
bulunur ve AP,C’ agisinin 60° olmasi dolayisiyle BC’ {izerinde
tamamen belirli olur. Su halde, bitisik AP,8 acis; da 120° ol-
mak mecburiyetindedir. Yukarki ¢izim minimum’u veren bir tek
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P, noktasinin meveut olabilecegini gisteriyor. $u halde 4 y1 di-
fier kogelerle birlegtirmek suretiyle yapilan gizimler de aymi P,
noktasin1 verir ve << BP,C ve <= CP,A aglarinin da her biri
120° olar.

7. Ciimleler Teorisi hakkinda Ban bilgiler

Bu kisimda Matematiffin temelleri ile siki temas halinde
olan bir konudan bahsetmemizin sebebi, bu temellerin felsefi
ehemmiyetinden ziyade, eclimleler teorisinin biiyfik kurucusu
Georg Cantor tarfindan yaratilmig olan kavram ve muhakeme-
lerin hig bir 8n bilgiye ihtiya¢ gtstermeden anlagilabilir tabiat
ve bu muhakemelerin halis matematik karakteridir. Ciinkil ha-
lis (hakiki) matematik, bir takim hesap ustaliklarin istiiste yi-
garak degil, fakat miimkiin olduffu kadar az yardime: bilgi ve
sirf fikirler kullanarak trivial olmayan neticeler elde etmek
san’atidir,

Biitiin tam sayilar m1, yoksa ¢ift tam sayilar m1 daha c¢ok-
tur ? Bir dogrn parcasi fizerindeki noktalar mi, yoksa bir kare
yiizeyl fizerindeki noktalar daha ¢oktur ? G. Cantor'un hareket
noktasi bu ve buna benzer sorulardir. Tablatiyle, bu sorularin
yukariki gekilde sarih bir manas1 yoktur ve Cantor’un atmig ol-
dogu ilk Snemli adim da bunlara ilk defa olarak agik bir mana
vermig olmaktir, Bunu yaparken sonlu sayida egyay) sayma tar-
zim Sronek almig ve gramerde kardinal ve ordinal say: kavramlar
ile ifade edilen fark:i nazarm dikkate almigtir.

Bir dans salonuna girdigimizi ve orada bulunanlar iginde
kadinlarin m1 yoksa erkeklerin mi daha gok sayida oldufunu ;
kendi kendimize sordugumuzu tasavvur edin. Bu, nasil tespit |
edilebilir ? Meseld, bir usill dansi ydneten gahsin biitiin kadinla- |
1 bir duvarin, biitiin erkekleri de Steki duvarin Sniinde dizerek
ayri ayri saymasi ve ¢ikan iki rakkami birbiriyle mukayese et-
mesidir, Bagka bir usill cok daha kolaydir: ybdnetici dansi bag-
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latir ; her erkek bir kadim angaje eder ve geriye erkekler mi
yoksa kadinlar mi1 kaldifina gbre hangilerinin daha fazla oldugu
kendiliginden anlagilir, .

Iste bu ciftlegtirme Cantor tarafindan hareket noktast ola-
rak alinmighir. Meseld biitiin tam sayilarin ¢ift sayilardan daha
fazla olup olmadi@ini anlamak istedigi takdirde, bu iki takim say1
arasinda tam bir ciftlestirme yaplabilip yapilamadifina bak-
maktadir. Hakikaten, her tam sayinm, hi¢ biri agikta kalma-
mak iizere, bir ¢ift say1 angaje etmesi miimkiindiir. Meseld gu
gekilde bir giftlegtirme yapilabilir:

1, 484 8 Bl
2, 4, 6,8, 10; 12, .iis

vyle ki yukariki siradaki ner tam sayi tam kendi altindaki ¢ift
say: ile bir ¢ift tegkil etsin. Bu esnada her iki say: sirasinda da
hig bir say! agikta kalmaz. Burada gayam: dikkat olan, alttaki
sirada bulunanlarin fisttekilerden farkl geyler degil, fakat fist-
tekilerin ancak bir kism1 olmasina ragmen bu iki sirada bulu-
nan geyler arasindaki ¢iftlegmenin hi¢ bir gey artmadan tam ola-
rak yapiabilmesidir.

Burada herkesin aklina bir itiraz gelebilir ve bu 8rnekle
(dans salonu Ornegfinde oldugn gibi) sonlu climleler arasindaki
bityiik farka igaret edilebilir. Evvelce bahsetmig oldugumuz dans
salonunda hangi erkeffin hangi kadin1 angaje etmesinin dnemi
yoktur; birgok tiirli miimkiin olan bu segimler nasil yapilirsa
vapilsin, salona yeni gahislar girmedigi veya salondan baz ga-
hislar digar1 gikmadifi miiddetge agikta kalanlarin sayisi hig de-
¢igmez. Fakat tam ve ¢ift sayilar halinde durum bagkadir. Bu
son hal igin yukarida hig¢ bir agik vermeyen bir giftlegtirme kai-
desi verilmigti; fakat bunun yanisira dyle bir ¢iftlegtirme kai-
desi daha verilebilir ki, tam sayilardan bir kism: arta kalsin.
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Bunun igin, akla en yakin gelen, su giftlegtirmeyi gézbniine al-
mak yeter: 2 yi 2 ile, 4 i 4 ile, 6 y1 6 ile, ilah... ¢iftlestirelim.
Bu takdirde tam sayilar ciimlesi igindeki ¢ift sayilardan herbi-
rine gift gayilar ciimlesinin bir sayis1 tekabiil eder, fakat tam
sayilar ctimlesi iginde tek sayilar agikta kahir. Cantor’un ithal
ettifi kavramin esasi, diigliniilebilen biitiin ¢iftlestirmelerden
vazgecerek, agik vermeyen tek bir ¢iftlesmenin bulunabilmesini
istemesidir. Bu takdirde Cantor, gbzoniine alinan ciimlelere «egit
(agni) kuvvette ciimleler» demektedir.

Cantor’un tespit etmig oldugu ilk hakikat, biitin rasyonel,
yani tam wveya kesirli, sayilar ciimlesinin tam sayilar ciimlesi ile aym
kuvvette oldugudur.

Bunu ispat eden ¢iftlegtirme, biittin kesirleri kendi biiyiik-
litkklerine gore degil, fakat pa, ve payda toplamlarinmn bilyiik-
liklerine gre siralamaya dayanir. Evvela pay ve payda toplam
2 olan — tabii kisaltilmg — biitiin kesirleri aliriz: burada yalniz
1 =11 bahis konusu olabilir ; sonra pay ve payda toplam: 3 olan-
lart, yani } ile { =2 yi alirz; }, %, ¢ § kisalmamig halde olan
§ yi aradan qikardiktan sonra aliriz; soora &, &, %, ¢ iahnz,
ilah... ve bu kesirleri yukariki sirada olmak iizere tabii sayilar
dizisinin altina yazariz:

128 4B 8 T 859 1011 42 .0
182 8 b 8 bk 8 e

Burada alt alta bulunan sayilari ciftlegtirmek suretiyle hig
agik vermeyen bir giftlegtirme elde ederiz. Ciinkii, her rasyonel
say1 belirli bir pay ve payda toplamimi haiz oldugundan, ikin-
¢i satirin muhakkak bir yerinde zuhiir eder.

Bu gagirticr hakikat: Cantor, rasyonel sayilar ciimlesinin
«sayilabilirs olduffunu siiyleyerek te ifade etmektedir; hakikaten
yukariki ¢iftlegtirme bir sonsuz saymadan bagka bir gey degil-
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dir. Su halde, bir climle tabii sayilar ciimlesi ile agik vermeden
¢iftlegtirildigi, yani o ctimlesi ile aynt kuvvette oldugu takdir-
de, o ciimleye «sayilabilir» demektedir. Bundan sonra, kesirler
elimlesine nazaran ¢ok daha genig olan baz1 ciimlelerin de sayi-
labilir oldugunu gistermektedir. Tiirlii yliksek matematik bilgi-
sine ihtiyag gtsteren, fakat yukariki Srnekle anlatmak istedifi-
miz .geyin bagka Urneklerinden bagka bir gey olmayan bu mii-
lihazalar1 athyoruz.

Bundan sonra Cantor, tabii sayilar ciimlesinden daha bil-
yiik kuvvette climlelerin meveut oldugunu ispat ederek, teori-
sine asil yagama hakk:i veren keyfiyete geliyor. Bunlar arasin-
da bir dofru pargasinin biitiin noktalarinin tegkil ettifi ciimlenin
tabii saplar ciimlesinden daha biigitk kuvvette oldujunu ispat edi-
yor. Bu ispat indirekt olarak yapilmakta ve Cantor, meseld 1 m
uzunlugunda bir dofru parcas: iizerindeki noktalar ile tam sa-
yilar arasinda eksiksiz bir tekabiill kurulabildigi farziyesinden
bir tenakuz elde etmektedir. $u halde, dofru pargas: fizerindeki
noktalar1 her hangi bir gekilde sayabilecefiimizi farzedelim. Bu

takdirde onlari, tabiatiyle kendi tabii sirasinda olmamakla bera- |
ber, bagka bir sirada evveld 1. sonra 2., ilih... olmak fizere ya-

zabiliriz. Bunu en iyi olarak 1 metrelik dofru pargamizin nok-

talarim (taksimatlandiriimig olarak alacafimiz) metremiz (izerin-

de ki em, mm, v. s. halindeki taksimat rakkamlar: ile niimerik
olarak ifade etmek suretiyle ynput?‘iliriz, meseldt dogru parcasi-
nin orta noktas: 0,5 ile ve diger noktalarin berbirini, tam dog-
ruluk istendiffi takdirde sonsuz rakkam ihtiva eden birer ondahk
kesirle gisterebiliriz. (meseld dogru parcasimin ilk tgte birinin
bitim noktasina 0,33333... kesri tekabiil eder). Su halde — indirekt
ispatin faraziyesine gbre bir dizi halinde .siralanabilen noktalar
yerine, onlar1 temsil eden sonsuz ondalik kesirleri ele alabilir ve
onlari dizi halinde siralanmig farzedebiliriz. 1. sirada bbyle bir
sonsuz ondalik kesir, ikinci sirada gene aym gekilde bir ondalik

[ SEr——
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kesir, ilih... bulunacaktir. Su halde bu sonsuz kesirler dizisinin ‘
goriiniigii — teknik aebeblerden dolay! ufki olacagi yerde gakuli
yazilan — agag1 trnefe benzer: ;

1. 0,254 20..: !
2 00,58 TR R
3. 0,5b05409..
400, 10000 Fag
5. 10,2020 8....

$imdi bu dizide bulunmayan bir nokta, yani 0,.,.." geklinde bir

ondalk kesir, meveut oldufunu gbsterecegiz. Bu ondahk kesir

soyle tegkil edilebilir : bu kesrin virgiilden soara 1. rakkam ola- !
. rak dizideki 1. kesrin 1. rakkamindan farkl bir rakkam segeriz.

Burada 9 fane rakkamdan her hangi birini segmeye hakkimiz |

vardir, meseld belirli bir gey sdylemek igin: eger 1. kesrin 1. !

rakkami 1 den  farkh ise, aradigimiz kesrin 1. rakkami olarak '

1 i segeriz. Egfer o rakkam 1 Ise; aradiimiz kesrin 1. rakkami

olarak 2 rakkamini segeriz. Simdilik gu kadart muhakkaktir ki,

aradifimiz kesrin diger rakkamlarini nasil segersek secelim, bu |

kesir dizinin 1, kesrinden farkli olur; clinkil iki ondalik kesir daha {

1. rakkamlarinda farkederlerse, biittin diger rakkamlari ayni bi-

le olsa higbir zaman dogru pargas: iizerinde aym noktay: belir-

temezler. $imdi aranilan kesrin 2. rakkamini da dizinin 2. kes-

rinin 2. rakkami 1 den farkli oldugu takdirde 1, aksi halde 2

olarak segelim. $u halde her halii kArda bu rakkam 2. kesrin 2,

rakkamindan farkh olur ve bu takdirde tegkil etmekte oldugu-

muz kesir, dizinin yalniz 1, keerinden degil, 2. kesrinden de

farkhi olur. Bu gekilde devam ederiz. Meseld yukariki Srnejge go-

re tegkil edilecek kesir 0,12111.... geklinde baghyacaktir., Tarif
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ettigimiz islemi ilinihaye devam ettirebilecegfimizden, bbylelik-
le dizideki biitiin kesirlerden farkli oldufuna emin bulundugu-
muz bir kesir elde etmig olacagiz. Su halde bu dizi 0,... geklin-
deki biitiin ondalik kesirleri ihtiva edemez. Bu ise, indirekt is-
patimizin faraziyesine aykiridir. Su halde, bir dogru parcas: iize-
rindeki noktalarin tegkil ettikleri climle sayilabilir bir ciimle |
olamaz. '

Yukariki ispata kargi kolayca yapilabilecek ve Cantor’un
ispata bambagka bir gekil vermesine sebep olan, fakat hakikatta
kolayca bertaraf edilebilecek bir itirazdan bahsetmeden ge¢me-
yelim. Bu itiraz, rakkamlar: bir yerden itibaren tamamen 9 lar-
dan ibaret olan, meseld 0, 26 9 99 9 ... gibi kesirlerden do-
gar. Misildeki kesir hakikatte 0, 27 000 0 ...., yahnt ki-
sa yazihigi ile 0,27 den bagka bir gey degildir. Su halde burada
iki farkh ondalik kesrin ayni bir noktay: belirtmesi gibi néhos
bir durum vardir. Bunun nidhog oluguna sebep, ispatimizda on-
dalik kesirleri dogru parcalarimizin noktalarini tamamen karak-
terize etmek igin kullanmig olmamiz idi ki, bu ise ancak her
noktaya bir ve bir tek ondahik kesir tekabiil ettigi takdirde
milmkindiir. Hakikatte bu giiglik kolayea bertaraf edilebilir.
Bunun i¢in bir yerden itibaren rakamlar: hep 9 olan kesirlerin
kullanilmasini bagtan yasak ederiz. Bu takdirde yukariki ispat
igin artik sadece, tegkil edilen kesrin bir yerden itibaren biitiin
rakkamlarinin 9 olmasi halinde bir endige mevzuubahis olabilir.
Fakat ispatta zaten buna karg: tedbir alinmigtir, ¢iinkil tegkil
edilen kesrin biitiin rakamlart 1 ve 2 lerden ibaret olup, 9 raka-
mi hi¢ gegmez.

Bu teoremden enteresan bir netice ¢ikarabiliriz: Rasyonel
sayilar climlesi 0 ile 1 arasindaki biitiin sayilar ciimlesinden da-
ha kiigiik kuvvette oldugundan, 0 ile 1 arasinda mutlaka rasyo-
nel olmayan sayilar mevcuttur. $u halde irrasyonel ssyxlaim
meveudiyeti burada, BSliim 4 tekinin aksine olarak, tamamiy-
le umumi bir miildhaza ile ortaya konulmugtur.
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Cantor'un bundan sonraki neticesi de bir siirpriz tegkil et-
mal;:l:adir: Bir kare yiizeyi iizerindeki noktalarin ciimlesi, aynt ka-
renin bir kenar: iizerindeki noktalarin ciimlesinden daha biigitk
kuvvette degildir. Burada gagilacak husus, boyut kayramimn dde-
ta tamamen inkir edilmesidir ; bir boyutlu dofru parcas: iki bo-
yutlu kare ile aynm: kuvvette oldugu gibi, benzer bir yolla g
boyutlu kiiplin de daha pliylik kuvvette olmadif: gdsterilebilir,

Ispat, Sneeki teoremde oldugu gibi, hesapla yapilir. Cantor,
dogru pargasinin noktalarini gene, bir yerden itibaren rakkam-
lar1 tamamen 9 lardan ibaret olanlardan farkli olan, sonsuz on-
dalik kesirlerle karakterize etmektedir. Karenin noktalarini ise,
bu tirlil ondalik kesir ciftleri, yani bir yandan noktanin ka-
renin sol kenarmdan olan ufki uzakhifin gbsteren x, Ote yan-
dan karenin alt kenarindan olan sakuli uzakhfini gbsteren g
ondalik kesrinden miirekkep ¢iftler, ile karakterize etmektedir.
Kenarin noktalar: ile karenin noktalar: arasindaki giftlegtirme

.
x .

Q@
S—
v
Sek. 30

(bire bir tekabill) simdi gyle kurulur: kare yiizeyinin herhangi
bir P noktasindan hareket edilerek, onu karakterize eden

x=0,a;a,a5..., y=10,b,byb;...,

ondahk kesirleri bulunur ve bu ikisinden, her ikisinin rakkam-
larint jgige sokmak suretiyle

s=0, ay 5[ ﬂ,b.d‘, b. anay
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{1 ondalik kesri tegkil edildikten soura kenar fizerinde z sayis1 ile
karakterize edilen Q noktas: belirtilir. Meseld boylece karenin
merkezine, x =0,500... veya =0.500... dan i¢ ice sokmak sure-
tivle elde edilen z==0,550000.,. ondahk kesrinin kenar {izerinde
karakterize ettiffi nokta tekabiil eder. Bu yolla karenin her nok-
tasina kenarin bir noktas: tekabill etmig olur. Bu kadari ashnda
milthim bir ig olmayip, biz bunun daha kolayini bile karenin her
P noktasina P den alt kenara indirilen dikmenin ayagim teka.

| biil ettirmek suretiyle yapabilirdik. Bu takdirde karenin her F
noktasina alt kenarin bir noktas: tekabiil etmis olurdu. Fakat

bn son tekabiilde karenin alt kenar: fizerindeki bir nokte kare

yiizeyindeki tek bir nokta ile defil, bu noktay: ayak olarak ka-

bul eden dikme f{izerindeki sonsuz nokta ile ciftlegmig olurdu; r

bu tiirlil tekabill ise, ciimlelerin Cantor’a gbre mukayesesinde

caiz defildir — tipk: danstu bir erkefin aym1 zamanda bir gok
kadinla birden dans etmesinin tasavvur edilemiyecefl gibi. lIgte
yukarida anlatilmig olan daha incelikli tekabill bu mahzuru haiz

'|_ degildir. Ciinkil, eger kendini karakterize eden sayilar:

i 2 H =00, 0y a5 ey 3 =000y BB A

il

i olan bir P’ noktas: da karenin {ist kenarinin ayni, su halde ay-

n1 z say1sini haiz, bir Q noktas: ile ciftlegmig olsa idi,
g=0,"a" b as b oy Byl e i

olmas: ldzim gelirdi. Fakat iki ondalik kesrin aym degeri haiz

olabilmesi i¢in (bir yerden itibaren sonu hep 9 ile biten kesir-
ler aradan gikanldifindan dolayi) gerek ve yeter gart, bu iki
kesrin rakkamlarinin srasiyle birbirinin aym olmasidir. Bu
yﬁzcien {

L $. o PEE
u,'-—-c,, b;’-—-hs ay” = ay, b’ = by eee

olmahdir. Bu ise x* nilnx in ayni, y* niln de g nin aymi oldu-
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¢asinin birbirinden tamamen farklh iki noktasina karenin aym
noktas: tekabill etmig olur,

Asgikir olmasa bile, gok basit bir hile ile bu kusuru diizelt-
mek miimkiindfir. Ispat yukarida verilen gekli ile giiphesiz — is-
ter istemez — yanlighir; fakat asafiki diizeltme ile dogru hale ge-
tirilebilir. Hakikaten, bir sayida 9 larin zuhir etmesi halinde
bu 9 lar1 kendilerini takip eden 9 dan farkh iki rakkamla bir
«molekiil» geklinde birlegtirelim, mesela 0, (1) (2) (92) (92) (92) ...,
yahut bagka bir &rnek olarak 0, (7) (3) (94) (990) (9897) ... gibi.
Sonra bir z deferini x ve y deferlerine ayirirken bu molekiilleri
ayrilmaz birer biltiin olarak diigiinelim. Meseli sonuncu drnek
bir z defferl olarak zuhir ettigi takdirde, ona tekabiil eden
x, y degerleri

x=0, (7) (94) (9997)...,  y=0,(3) (990)...

olsun. Bu takdirde z ile x, y arasindaki ¢iftlegtirme evvelce ve-
rilmig olandan farkl: bir kaideye gire yapilmis olur ve, bir yer-
den itibaren rakkamlar: hep 9 olan kesirlerin kullanihginin ya-
sak edilmesi gartinin muhafazas ile, yukariki itiraza artik ma-
hal kalmadifi kolayea gtr@iliir.

Diiglincelerinin gidiginin bu noktasinda Cantor ¢ok gayam
dikkat bir problemle kargilagmistir ki, o da sudur: acaba tabii
gayilar ciimlesi ile bir dofiru pargas: {izerindeki noktalarin clim-
lesi arasinda birinei cfimleden daha biiylik, fakat ikinciden daha
kilglik kuvvette bir climle var midir ? Yoksa biyle bir ara ctim-
le meveut degil midir ? Kontinaum problemi adi altinda taninan
ve Cantor’u sert ve dik bir duvar gibi durduran bu problem bu
gilin dahi henfiz ¢dzlilememigtir. Denilebilir ki, vaz'1 igin bu ka-
dar az On bilgiye ihtiyag gisteren — burada okul bilgisi bile
farzedilmemig olup, sadece tam say1 ve dogfru parcast kavramla-
rinin bilinmesi yeter — fakat biitiin ¢bzme gayretlerine bunun
kadar devamli meydan okumusg olan bagka bir matematik prob-
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lemi gelip gegmemigtir. Matematikte, bir takim karigik kavram
sistemlerini kullanmak suretiye usta matematikgilerin bile zor-
lukla ¢bzebilecekleri, hattd belki biitlin ugragmalarina rafmen
¢Ozemiyecekleri diizinelerce problem ortaya atmak tabiatiyle bii-
yiik marifet degildir. Fakat basit kayramlardan hareket ederek
trival olmadsg1 gibi, ¢bziimii de pek kolay olmayan bir problem
ortaya atmak! Iste matematik problemlerinin vaz’t alaninda ha-
kiki hiiner ve tamamen kendi kendisinden hareket ederek geli-
gen bu ilmin hakiki harikas: budur. Su halde bu noktadan, ya-
‘ni problem vaz’y bakimindan, degerlendirilirse kontinuum prob-
lemi parlak bir muvaffakiyet sayilmahdir,

Bu problemin tetkikinin, ciimleler teorisinin ve neticede
biitiin matematigin temellerine temas etmeden ve cfimle kavra-
min1 derin bir tahlile tabi tutmadan yapilamiyacaf1 ¢ok gegme-
den anlagilmigtir. Boyle bir tahlile girigmek mecburiyeti agagiki
paradoksun ortaya ¢ikmasi ile daha elle tutulur bir hale gelmig-
tir ki, biz de bu bahsi bu paradoks ile kapayaca@iz.

Buraya kadar devamh surette ciimlelerden bahsettik ki, bu
climleler bir takim «elemanlars dan miltegekkil idi. Meseld bir
dogru parcasinin {izerindeki noktalarin tegkil ettifi ciimlenin
elemanlar: teker teker bu noktalar, ayn: sekilde, tam sayilar
climlesinin elemanlar: teker teker tam sayilar idi. Bir ciimlenin
elemanlarinin ciimlede oynadigi rol, bir birligin (kliibiin) iyele-
rinin bu birlikte oynadig roliin aynidir. Bazen kendileri de bi-
rer birlik olan hiitkmi gahiglar da bulunabilir, meseld Alman Ma-
tematikeiler Federasyonu, Alman Matematik Cemiyeti, Matema-
tik Ogretimini llerletme Cemiyeti, v. . gibi muhtelif matema-
til cemiyetlerini Giye olarak ihtiva eden bir birlikten bagka bir-
gey degildir. Aym gekilde bir ciimlenin elemanlar: arasinda Syle-
leri bulunabilir ki, onlar da kendi baglarina birer ciimle olsun-
lar ; meseld biitiin sayilabilir efimlelerin tegkil ettigl climlenin
biitiin elemanlar1 da birer cimledir. Nasil Alman Matematik Ce-
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miyetinin mtiaferit bir fiyesinin Alman Matematikciler Federas-
yonunda kendi bagina oy hakk: yoksa, biitlin rasyonel sayilar
climlesinin bir eleman olan } sayisi da biitlin sayilabilir climle-
lerin tegkil ettiffi climlenin bir eleman degildir. Buna mukabil,
yukarida ispat etmig oldugu gibi, biitlin rasyonel sayilarin teg-
kil ettigi ciimle sonuneun bilylik climlenin bir elemanidir.

Kavramlarla yapllhn bu On temrinden sonra, garip olmak-
la beraber, bir climlenin kendi kendisini eleman olarak jhtiva
edip edemiyeceffi sornsunu sorabiliriz. Simdiye kadar diiglinmilg
oldufumuz mitad cfimleler i¢in tabiatiyle 8yle bir durum mev-
cut olamaz. Fakat bununla beraber, bbyle fevkalide ciimlelerin:
meveut olmasi icap ettifine kanaat getirmek kolaydir. Zira ta-
savvur edilen biltiin ctimlelerin tegkil ettiffi climle muhakkak kil
bu garta uyar, ¢linkil kendisi de bir climledir. §u halde bdyle
fevkualide climleler meveuttur. Simdilik kendilerini eleman ola-
rak ihtiva eden cilimlelere fevkaldde ciimleler, diferlerine de adi
ctimleler diyelim.

Simdi bir adim daha ileri giderek, biitiin &di climlelerin teg
kil ettigi climleyl ele alalim. Bu ciimlenin adi 98 olsun. $u so
ruyu soralim: M nin kendisi 4di bir climle midir, yoksa fevka-
lade bir climle midir ? Bu ciimle ister istemez ya fevkalide ve-
ya &di olmak mecburiyetindedir. Efer fevkaldde ise, kendisini
eleman olarak ihtiva eder, yani &di olur — ¢iinkdl 9 nin eleman-
lar1 Adi ctimleler idi — ki, bu da fevkalidde olugn ile tenakuz tes
kil eder. Buna kargihk, 98 nin adi oldufunu kabul etsek, kendi
kendisini eleman olarak ihtiva etmez, gu halde adi olamaz, yani
mecburen fevkalade olur ki, gene bu da sonuncu faraziyemize
aykindir. B nin karakterine dair her iki imkin da bizi tenaku-§
za gotiirdiiginden mutlak bir paradoks kargisinda bulunmakta-
yiz.

Bu paradoks sadece climleler teorisine has degildir. Bu no
tay1 daha iyi belirtmek i¢in ayn1 paradoksun, iginde ciimlelere
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dair hig bir gey bulunmayan ve daha ziyade gaka tarzindaki gu
geklini verelim: Bir alayda erlerden biri alay berberligi ile gi-
revlendirilmig olup, gdrevi, daha a¢ik olarak, kendi kendine trag
olmayan erleri trag etmektir. Bu er kendisine kargt nasil hare-
ket etmelidir ? Eger kendisini trag ederse, kendi kendine trag
olan bir er durumuna girmig olur, gu halde kendisini trag etme-
mesi gerekir. Fakat kendisini trag etmezse, kendi kendisine trag
olmayan bir er durumuna girer ki, boyle bir er ise kendisi ta-
rafindan trag edilmek mecburiyetlindedir, Bu duruma gore, ken-
disine yerilen gtrevi noktas: noktasina yerine getirmek i¢in bu /|
erin ne yapmas: lazimdir?

Bu, sirf mantiga ait bir paradoks olup, ciimleler teorisi bi-
zi kendisine kaginilmaz bir gekilde sevketmigtir; fakat ciimleler
teorisine tabiati icab olarak bagh degildir. Bu suretle eski ve
sikict mantik enteresan bir hale girmig oldu., Hakikaten, man-
tikgr ve matematikgiler, yillardan beri devam eden yorucu bir
migterek caligma ile mantifr eski Aristo mantigr geklinden kur-
tarmakla megguldiirler ve bu galigmalar neticesinde varilacak
yeni geklin pasil goriinecegi hentiz belli defildir.

8. Baz: Kombinasyon Problemleri

1. §imdi meggil olacagimiz pioblamlerin mahiyetini en iyi-
si bir drnekle belli edelim. Meseld 4 kirmizi, 1 siyah ve 2 be-
yaz top verilmnig olsun. Bu toplar: renklerinin bag harfleri ile

K, K, K, K, S, B, B,

geklinde ifade edecegiz. Yalniz renkleri bakimindan birbirinden

fark eden, fakat ayni bilytiklikte ve aym cinsten olan bu 7 kil- - |
renin, birlikte hepsini igine alabilecek kapasitede olan A ve B
gibi iki kaba taksim edilmesi istenmis olsun. Meseld 4 nin ka-
pasitesi 3 top, B ninki 4 top olsun. Simdi problem gudur: ¥Yu-. 3
kariki 7 renkli top A ve B kaplarina kag tirli dagtiabilir? i
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Gﬁzd'ntina aldifimiz bu basit halde sadece iki kap mevcut
bulundugundan, bunlardan bir tanesinin, meseld 4 nin mutevi-
yatin1 bildirmek toplarin dagihgini belirtmefie yeter. Clinkil geri
kalan 4 top B nin muhteviyatini tegkil eder. $imdi biitldin im-
kinlar: sistematik olarak gizden gecirelim. Evveld A yi1 sadece
kirmiz1 toplarla doldurmak, geri kalan 4 topu da B ye koymak
milmkiindiir : b

1. A daki toplar: KKK, B dekiler KSBB. A y1 doldurmak,
igin 4 knrmiz1 toptan hangilerini kullanmig olursak olalim neti-
ce farketmez, ¢iink{l bizim i¢in toplar arasindaki yegine fark
onlarin renkleri olup, ayni renkteki toplar birbirinden ayirt edi-
lemez.

Bundan sonra, 4 nimn sadece iki kirmiz1 top ihtiva etmesi
halini ele alalim, Bu takdirde A4 daki liglineli top ya siyah veya
beyazdir :

2. Ada: KK 5, Bde: KKBB
3. Ada: KKB,' Bde: KKSB

Daha sonra da, A sadece bir kirmizi top ihtiva etsin. Bu
takdirde 4 daki diger iki top, derhal gbriilecegi {izere, SB veya
BB dir. $u halde:

4. Ada: KSB, B de: KKKB
b. Ada: KBB, B de: KKKS

Nihayet A da hig bir kirmizi top bulunmasin. Bu takdirde
kirmizt olmayan her ti¢ SB B topu A nin doldurulmasinda kul-
lanilir : ”

6. Ada: SBB, B de: KKKK
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Su halde 4 kirmizi, 1 sigah ve 2 beyaz topun, sirasiyle 38
ve 4 top kapasiteli iki kaba 6 muhtelif gekilde dagitilabilecegini
gérmilg oluyoruz. Bu keyfiyeti bu boliimde kisaca giyle ifade
edecefiz: 4, 1, 2 topun (') 3, 4 kapasiteli iki kaba' dagihg sa-
yis1 altidir, yahut sembolle

(4,1,2]8,4),=86

Biiyilk parantezin iginde dik gizgiden evvel gegitli renkteki top-
larin sayilari, dik gizgiden sonra da kaplarin kapasiteleri bulu-
nur. Tabiatiyle dik gizgiden Snceki sayilarin toplamt, ondan son-
rakilerin toplamina egit olmalidir, ¢linkil toplarin hepsi biltiin
kaplari tamamen doldurulmahdir. Dagitilacak toplarin toptan
sayisim gosteren bu sayiy1 (Srneffimizde 7) agikhik icin parante-
zin alt saf kigesine indeks olarak yazacafiz.

2. Simdi 3 renk ve 2 kap yerine, umumi olarak f tane ge-
gitli renkte n tane top ve toplam kapasitesi n olan g tane kap
alalim. Bu takdirde

(1) Z={rys,..|a,b,.ln

sembolil » tanesi kirmizi, s tanesi siyah ildh... olan n tane to-
pun kapasiteleri a, b, ilih... olan kaplara kag tarll dafitilabi-
leceffini gﬁsterecekl:lr. Su halde problem, n, 7, 8 ...} @, by ... sayl-
lan verildigine gre Z sayisimi hesaplamaktir. Asagida bu prob-
lemin ¢8zimiind en umumi halde degil, fakat tiirld Orneklerle
ve nemli zel hallerde verecefiiz. '

Dagitilmas: istenen egyanmin renkli toplar olmas: tabiatiyle
gart degildir. Meseld yukarida bile, 4 kirmizi, 1 siyah ve 2 be-
yaz topu gdstermek icin K K K K S B B sembolinii kullandik ve

]

(') Toplarin renklerini bildirmefe lizum yoktur. Mesell sari, ye-
g1l ve mavl toplarla da aymi dagihig sayisinin elde edilecegl aglkardir.
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7 topu A ve B gibi iki kaba dagitmak yerine, semboldeki 7
harfi iki A ve B kiimesine dagittik.

8. Yukariki parantezli semboliin dafilis sayieinin hesabin-
daki manas: ve kullanihg, Iglerinde renkli toplarin hi¢ bahis ko-
nusu olmadifi bir sira rnekten daha agik anlagilacaktir. Bunun-
la beraber, her Orne@#i renkli toplarin dagihsi semas: geklinde
tefsir etmege calisacagiz. '

Meseld, n tane sahsin n tane yere kap tiirlii oturtulabilecegi
sorulmug olsun, Burada renkli toplarin kaplara dafiligi problemi
ile bir, baj kurabilmek igin » sahsin birbirinden tamamen farkh
olduklarin: diigfinmek Jizimdir. Su halde bunlarin herbirine (dde-
ti «ad» olarak) bir renk tekabill ettirebilir ve buna giire, renk-
leri tamamen farkli » topun n tane yere kacg tiirlii yerlestirile-
bilecefini aragtirabiliriz. Her «yerr e evvelki ifade tarzimizda
kapasitesi tek topluk bir kap tekabiil eder. Su halde yukanda
ithal ettiffimiz yazig tarzina gore ,

(2) 7 2 ) V5 i S [ T SRR

(dngd;q sayisl aranmaktadir. Burada toplam n sayismma ‘tekabiil

etmek fzere dik ¢izginin 6niinde ve arkasinda » tane 1 bulun-
maktadir, ¢link{l her renkten tek bir top meveut olup, her kabin
kapasitesi de 1 topluktur.

Kaplar: (yani «yerleri») numaralanmig olarak dng&nnrsek',
problemimiz n tane farklh renkteki topu (a tane gahs:)) bu nu-

-maralara gore siralamaya ddkiillie. Bu tiirlii her siralanmaya bir

permiitasyon denir ki, buna gtre (2) formiiliindeki P, nin birbi-
rinden farkll » tane elemanin permiitasyon sayisint gosterdigini
stiyleyebiliriz. P, nin millmerik defferinin » ye nasil bagh oldugu,
bagka deyimle £, nin defterinin n cinginden naeil hesaplanabi-
lecegi, problemini dafiibg sayis1 semboliine dair verecegimiz di-
frer Oroecklerin miinakagasindan sonra ele alacafiz.
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rin sirasini istedifiimiz gibi degistirebiliriz) siralarsak, her gar-
pim, a,b,ec,

(4) a-+b-e=n, a=0,56=0, c=0

sartlarina uyan tam sayilar olmak fizere, +® "2 geklini alir.
Simdi (x+ g + z)" kuvvetini ¢arpma suretiyle hesapladifimiz za-
man, belirli bir »* g" z° carpimini kag¢ kere elde edecegimizi ken-
dimize soralim. n tane parantezin herbirinden bir ¢arpan gelece-
gine gdre, bu parantezlerin herbirine bir «kap» tekabiil ettirelim
ve carpandaki her harfi iginden geldigi paranteze tekabiil eden
«kap» 1n i¢ine «atalim», Bu suretle sorumuz guna dokfiliir: o ta-
ne «x» (kirmizi top), b tane «y» (siyah top) ve ¢ tane «z» (be-
yaz top) elemani, herbiri tam bir tane eleman alabilen n tane
kaba kag tiirli dagitilabilir ? Su halde aranan sayr — ki biz bu
sayiy1 Pﬁ':g., ile gosterecegiz — bir daghilig sayis1 olup, paran-
tez sembolil ile gbyle ifade edilebilir:

(5, Pi’.‘g&':{a? b!cl 19 ls wany Illl'

Su halde hesaplanmig kuvvette bulunan Pi’l'g.e tane egit x"g%z¢
terimi bir araya getirilebilir. Bunun neticesinde x“g®z° terimi
P(ﬂ:l;,ﬂ katsayigini alir. Bu katsayy, (x4 p-+ 2) «polinom» unun
n. kuvvetinin hesab1 mneticesinde ortaya ¢iktifindan, kendisine
polinom katsayis: denir.

Isi daha iyi anlamak icin bir tzel hali, meseld n =4 halini,
daha yakindan inceleyelim :

x+y+2)°

iin hesaplanigi sonunda, (4) te n=4 vaz'ettiffimizde elde edilen
gartlara uyan blitlin x%, »* z° terimleri zuhir edecektir.. Biylece,
miimkiin olan biitiin terimler, umumi gbriigii kolaylagtiracak ge-
kilde diizenlenmig olan, asaffiki tabloda verilenlerden ibarettir:
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Parantez isaretinin diiallik ézeligi

7. Dagilig suysma ait parantez sembolii, bu sayimin he-
saplanmasinda ige yarayacak olan énemli bir Ozeligi baizdir:

Genel olarak
(8) {r, 8, o | @y b, ...},l_= (R SRS [ A

dir, yani parantezin igindeki dik ¢izginin Oniinde ve arkasindaki
sayilar birbirleriyle defigtirilebilir. Yukariki parantezlerin ma-
nalarini akhimiza getirirsek, (8) de iki kombinasyon probleminin
karg: kargiya getirilmig bulundugunu, yani r kirmizi, s siyah,
ilih ... topun kapasiteleri a, b,. ilah ... olan kaplara dagihg
saystile @ kirmizi, b siyah, ilih ... topun kapasiteleri a, b, ilah
olan kaplara dafilig sayisinin birbirine egit oldufunun iddia
edildigini gbrilirliz. Burada daima r+s+..=a+b+...=n
olarak alinmighir.

Su halde buradaki iki kombinasyon problemi birbirine »dii-
al> durumdadir. Parantez sembollerinin esas anlamina bdylece
geri dbnfildligl takdirde, (8) miinasebeti hemen hemen frivial'
hale gelir. Bu egitlifi basit bir niimerik misalde ispat etmek
yeter, giinlili boyle bir misalde bile ispatin esas fikri agik¢a or-
taya ¢ikmaktadir. $u halde mesela

(9) {314 | 1, 11 ﬁ}:={1s 1,5 I 31‘}?

oldugunu gosterelim. Evveld denklemin sol tarafini gdzbnfine
alalim, su halde K, K, K, §, S, S, S ile gosterecefimiz 3 kirmiz1
ve 4 siyah topu kapasiteleri sirasiyle 1,1,5 olan tg A, B,C ka-
bmma dafitmak isteyelim. Bu tiirlii dagibglardan biri meseld

K| |S| |KKSSS|
Bos T A

dir. Bu dagihg, her topun altina onun iginde bulundugu kab
yazmak suretiyle, yani
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KSKKSSS
(10a) |

ABccccc

gemas: ile de belirtilebilir. Bu suretle 7 tane harf ¢ifti elde et-
mig olduk ; yukarki siradaki K ve S harfleri toplarin renkleri-
nin, agapiki siradaki A4, B, C harfleri kaplarin adlandir. $imdi
biitdn ¢iftlerdeki ortaklarin rollerini birbiriyle degigtirelim ve
A, B, C ye renk ve K, S ye de kap adlar: gbzit ile bakalim. Bu

defa da kap adlarini renklerin altina yazar ve yine kaplara gore
siralarsak

AcCccBcCcCC
KKKSSSS

(10b)

gemasin: elde ederiz. (10b) de bulunan g¢iftler (10a) dakilerin ay-
mdir. Sadece alt iist olmuglardir. (10b) yi 1 tane A renkli, 1 ta-
ne B renkli ve 5 tane C renkli topun sirasiyle 8 ve 4 top kapa-
siteli X ve S kaplarina bir dagilig: olarak tefsir ederiz. Bu ise, (9)
un saj tarafindaki semboliin iginde sayilacak dagihiglardan biridir.
(10a) ve (10b) arasindaki cinsten bir diial tekabiilii sayilacak da-
#ibglarin herbiri igin tesis edebiliriz. Birbirine bu gekilde teka-
bl eden iki dagiligtan biri (9) un sol tarafinda, digeri say tara-
finda sayilir. §u halde elimizde iki cins dagihg climlesi bulunup,
bir cinsteki dagiliglarin herbirine differ cinsten bir dagilig leka-
bil eder ve bilmukabele. Aralarinda bu gekilde bir tekabill tesis

edebilen iki sonlu climle agn: sagrda elemam: haiz olacaklarin-
dan, (9) denklemi dogru olur.

(9) denkleminin dogrulugunu kabill etmek igin, incelenen
dagilig sayilarinin nitmerik degerlerini bulmaya ihtiyag hisset-
medik. Fakat miimkiin olan biittin dafiliglar1 1. de yapilmig ol-
dugu gibi, sistematik bir gekilde elden gegirmek suretiyle

{Bs‘l1s1!5}!={l|_1|5|3!1}i‘=4 i

oldufunu buluruz.
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(9) igin yukarda verilen ispatin esasi, renk adlar ile kap
adlarimin aralarinda degigtirilmesi fikri olmugtur. Bu fikir ise
dofgrudan dogruya (8) umumi egitliginin ispatina aktarilabilir ki,
bu son egitligi de bu suretle ispat edilmig sayabiliriz.

Dagilis sayisinin basit hallerde hesaplanmas:

8. r,s,... top sayilar ile a,b,... kap Olgiileri tamamen
keyfi olarak verildigi takdirde dagilig sayisinin hesab1 ¢ok kar-
gik olup, burada anlatilmayacaktir. Bununla beraber 3. ve 6.
daki drneklere ait parantez sembolleri en umumi gekilde olma-
yip, parantezin igindeki dik ¢izginin ya Oniinde veya arkasinda
sadece 1 ler bulunmaktadir. Yani ya biitiin toplar bagka bagka
renktedir, yahut biitlin kaplarin kapasitesi 1 topluktur (yahut ta
bunlarin her ikisi de vakidir). Diialite formiildl dolayisiyle biitiin
toplarin farkli renklerde oldufa hali incelemek yeter. $u halde

i Li o Laslonyasile

sayisinl hesaplamak isteyelim. Burada n indeksi, evvelce oldugu
gibi, n tane top bulurdufunu ve kaplarin toplam kapasitesinin n
oldugunu gosterir:

141+ +1=a+b+c+ - =n

Agagida dik c¢izginin Yniinde daima 1 ler bulunacagindan, bu
hususu her zaman kaydetmek zahmetinden kendimizi kurtarmak

igin {1,1,...,1]a,b,¢,...]n yerine kisaca {a,b,c, ...}, yazacafiz.

Kap'arin says1 iizerinde ise higbir simirlama yapilmayacaktir.

Tabiatiyle
(11) {n)ia=y

dir, ¢ilokdl burada biltiin toplar tek bir kap igine konuldugun-
dan yalniz bir tane dagilig vardir. $imdi kapasitesi n olan tek
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bir N kabi yerine kapasiteleri sirasiyle n—1 ve 1 olan iki N,
ve N’ kabi alirsak, birinci dagiligtan bu kaplara gire bir dagih-
ga gegmek icin N kabindaki toplardam birini N’, geri kalan
n—1 ini de N, kabina koymahyiz. N den tek bir top s ¢mek
igin ise n tane imkin bulundugundan,

fn—1,1},=n
olur, Tipkr bunun gibi gu egitligin de dogrulugu goriiliic:
afa, b0 i ={a—1;1,8¢40u)a

Burada her iki deffilig sayis gene n tame farkli renkte topa ait-
tir. Kapasiteleri sirasiyle b,c,... olan B, C,... kaplari her iki
halde de ayn1 kalir. Sadece sol tarafta kapasitesi a olan A kah
yerine, sag tarafta kapasiteleri siras1 ile a— 1 ve 1 olan iki 4,
ve A’ kab1 gelmigtir. A4, B, C, ... kaplarina ait her dagihgtan, A
daki o tane toptan herhangi birini A’ ye koymak suretiyle,
A, A, B, C, ... kaplarina ait bir daghhg elde edileceginden ve A’
ye konulan top ta a tirlll segilebilecegginden (geri kalan a—1
top hali ile 4, kabina konur), A4,, 4", B,C... kaplarina ait da-
fihg sayis1 A4, B,C... kaplarmna ait dagibg sayisinin a katidir.
(12) denklemi de igte bu keyfiyeti ifade eder.

Bundan sonra yeniden A, yerine kapasiteleri a —2 ve 1
olan iki 4, ve A" kabi alirsak,

(a—1)+{a—1,1, 5, ¢, ...}a={a—2, 1, 1, b, ¢, .. }a
elde ederiz, Aym gekilde devam ederek

(a—2) - {a—2, 1, b, c,‘...},.= {a—3,1,1,1, 5, ¢, ...}a
ile baglayan ve

20 [ I PO 1, 6,64 0s = Ui ey Ay oy valy
— —_———

a—2 &
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ile biten bir egitlikler zineiri elde ederiz ki, en sonuncu paran-
tezde ¢ sayisi tamamen kendisini tegkil eden birimlere ayrilmig-
tir, (12) ve ondan sonra gelen biltiin egitlikleri taraf tarafa gar-
parsak, her iki tarafta da ortak olarak ‘ _‘

(a—1,1; by 2, '--}m {¢—2r ) {2 L A S SRR {2r b U TR T T

carpanlart bulunur ki, egitlifi bozmadan bu ¢arpanlar1 birbiriyle
kisaltarak

ala—1)(@—2) +++ 2 {a, b, ¢y ...}p=1{1,1, s00y 1, b, ¢, ...}

elde ederiz, af(a-1)(a—2)-++2 ¢arpiminda ¢arpanlatin sirasini
degigtirerek kisaca

al=1:2-8:+-(a—1-a ()
yazarsak,

elde etmig olurnz.

Bir kabin muhtevasinin ardarda daha kiigiik kaplara ayril-
masina dair yukanki iglem A dan sonra B ye de uygulanabilir.
Bundan dolay1

b! ‘1! 1, revy 1' b, C, -u},‘={1| weny 1' ‘I seay i’ Cy ---}n

a a b
olup, (18) ile birlikte

al Bl {a)8,/ey s Ju = {15524 15 0y svein
at+b

ve nihayet aym gekilde

(') 4l semboln «faktoriyel a» diye okunur.
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70 8, Baz kombinasyon prohlemlerl

II. (3) ve (18) ya gire Skat kdgitlarinin milmkiin olan bii-
tiin dagitihiglarinin sayisi

Jachenaly
S = Toriort0ra
dir. Bu ¢ok bilyilik bir say1 olup, hesap yapilirsa

5= 2753 204408 504 640
bulunur,

HI. (5) ve (16) ya gdre ve (8) diiallik dzellifini gdziniioe
alarak umumi polinom katsayis: igin

) n! =
Palbe = aToral a3 ik b =

bulunur. Ozellikle (6) daki polinom katsayilarmm, bu formiilde
n=4 kilinmak suretiyle hesabi neticesinde

xtgtz)=x+g'+2
+dx,y + 4x°z + dxp’ + 49"z + 4x2’ 1 dp2°
+ 67" + 62727 + 62"

+ 12x"z + 12x5%z + 12xy2°
elde edilir.

IV. (7) ve (18) ya gre n elemamn k. siniftan kombine-
zonlarinin sayisi

(m —__n__
C‘" T k! (n—k)!

dir. $u halde n tane birbirinden farkli geyden bu kadar tane k
elemanh grup segilebilir. ' '




9, Warlng problemi mn

9. Waring Problemi

Tabii sayilar dizisinde ilerledikge, 1, 4, 9, 16, 25, ... kare sa-
yilar: gittikge seyreklegir, yani bu sonuncu sayilarin tegkil etti-
gi dizide iki milteakip terim arasindaki fark gittikge artar. Fa-
kat bu arahklarda Syle sayilar bulunur ki, hig olmazsa iki
karenin toplam: olarak gosterilebilsin. Meseld: 13=9+14,
41 =25+ 16, ... gibi. Bununla beraber her say: boyle iki kare-
nin toplami olarak gosterilemez. Mcseld 6 y1 boyle gbstermek
istesek, toplami 6 y1 verecek kareler, 6 dan kilglik bagka kare
olmadig: igin, ancak 1 ve 4 olabilir. Halbuki ne 1+1 ne 414,
ne de 14,6 y1 verir. 6 yi olsa olsa 4-1-+1 geklinde olmak
Gizere Ui karenin toplam: olarak gbsterebiliriz. Ayni regeteye gi-
re kareket ederek 7 sayisinin ti¢ kare toplami geklinde bile gs-
terilemiyecegiini gbrebiliriz; bu halde ancak dort kare kifi gelir:
7=4+1+1+1.8=4-44 icin gene iki kare yeter; 9 un ken-
disi bir karedir; 10=9+41, 11=9+1+1, 12=0+1+1+1
=414-4, vs.

Bu ilk tecriibelerden sonra, yakinda dort karenin de yetmi-
yecegi bir yerin gelecefii ve bu igin devami boyunca gittikce da-
ha fazla sayida kareye ihtiyag hasil olacag beklenebilir. Bundan
dolay1, 17. asrin Descartes’la birlikte biiyiik matematikgisi Fermat
nin  her tabii sayinin en gok dort tane kare toplami olarak gos-
terilebilecegini ispat etmesi gagirtia bir olaydir,

~ Waring bu vikianin kiipler, dordincti kuvvetler v.s. igin
de bir benzerini aramak problemini ortaya atmigtir. Bu sebebten,
bu bdliimde bahis konusu olacak problem adini ona borgludur.
Kiipler 1,8, 27, 64, ... sayilanidir. Eo bagtaki tabii sayilar1 miim-
kiin oldufu kadar az sayida kiiplerin toplam:i olarak gostermek
istersek, 8 den evvelki son say: olam 7 halinde — kilp olarak
yalmiz 1 leri kullanmak zorunda olduffumuzdan — agikir olarak 7
kiip’e ihtiyag bulundugunu gorlirfiz: 7=1+14+1+1414141:
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15=8+1+1+4+1+14+1+4141 igin 8 kilpe, 23=848+1-4+1+14141
<4141 halinde ise 9 kilpe ihtiyag vardir. 81’e gelmeden 8. kiip
sayisi olan 27 araya girer ve biitfin manzara degigir; 81 =271
+ 14141 i¢in sadece b kilp ldzimdir, v.s.

C. G. J. Jacobi hesap sanatkir1 Dahse’yi, hi¢ olmazsa ma-
tematige indirekt olarak yararli olacak bir igte kullanmak igin,
tabii sayilar dizisinin bundan sonraki kisminda da miimkiin ol-
dugu kadar az sayida kilplerle gisterilebilen sayilar1 aragtirma-
ya memur etmigti. Bu denemeler neticesinde 23 ten sonra ancak
239 un 9 tane kiipe ihtiyac gosterdigi ve bundan sonra Dahse’
nin hesaplarinin sonu olan 12000 sayisina kadar bbyle hig bir
sayinmn  bulunmadiy, 15, 22, 50, 114, 167, 175, 186, 212, 231, 238,
808, 364, 420, 428, 454 {in sekiz kiipe ihtiyag gisterdigi ve 12000
e kadar bagka hi¢ bir saymin sekiz kilpe liizum gbstermedifi,
7, 14, 21, 42, 47, 49, 61, 77, 85, 87, 108 ..., 5308, 5818, 8042 sayilari-
mn yedi kiipe ihtiya¢ gtsterdigi ve daha zengin olan bu son di-
zinin de gittikge seyreklegtigi ortaya qkmigti. Bu denemelerin
sonraki devamlar: da bu seyreklesmeyi teyit etmigtir.

Fakat bu tiirli denemeler ne kadar ileri gotlirtiliirse gotii-
riilsfin, ne her sayinin en cok dokuz kiip toplamr olarak giste-
rilebilecegfini, ne de bagtan itibaren olmasa bile, belirli bir
yerden sonra biitiin sayilarin en ¢ok 8, hattd 7 kitp toplam: ola-
rak gosterilebilecefini higbir zaman ispat edemezler. Yukariki
iki iddiadan birincisini o zaman ¢ok geng olan Wieferich ismin-
de bir matematik¢i ispat etmig olup, ikinci iddiay:r daha evvel
Landau 8 kiip i¢gin ve zor matematik vasitalar kullanarak ispat
etmigti.

Dordiinell kuvvetler igin de yukarikilere benzer eziyetli de-
nemeler yapilmigtir. Ilk dordiinett kuvvetler sirasiyle 1,16, 81,
266, ... dir. Burada 15 agikdr olarak 15 tane, 31, 16 tane, 47,
17 tane, 63, 18 tane, 79 ise 19 tane dordilnell kuvvete ihtiyag
gosterir ; sonra 81 gelir ki, burada tablo tamamen degigir. Soru,
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19 tane ddrdlinetl kuvvetin her zaman kifi gelip gelmemesi, idi.
Bu hedefe yavag yavag yaklagilmighir. Evveld, Liouville 58 tane
dordiineft kuvvetin daima kafi gelecegini ispat etmig olup, son-
ralar1 bu say: errasiyle 47, 45, 41, 389, 88 e indirilmig ve Wieferich
rekoru 87 ile kirmigti; bununla beraber deneme ile bulunan 19
sayis: henilz ¢ok uzakta idi.

Hilbert kisa bir zamanda yazdifs meghur bir travayinda
biitlin bu problem gurubuna daha genig bir cepheden hiicum etti
ve evvelce tesis edilmig rekorlarin higbirini kirmamakla beraber
(esasen bu rekorlardan herhangi birine herhangi bir gekilde yak-
lagmak arzusunda da degildi), bir hamlede, yalmiz 3. ve 4 kav-
vetler igin degil, fakat 5., 6. ve daha yiiksek biitiin kuvvetler
igin de (yukariki 9 ve 87 gibi) her tabii sayiyr o kadar tane
kuvvetin toplami olarak ghstermeye kifi gelebilecek bir sayinin
meveut olduffunu ispat etti (tabii kuvvet yfikseldikce ona teka-

bill eden bu son saymm gittikge daba bilyilk secilmesi lizim
gelir). : '

Ingiliz matematikeileri Hardy ve Littlewood ise aym prob-
leme Hilbert'inkilerden ok farkl vasitalarla hiicum etmiglerdir.
Bu vasitalarin o zamana kadar goriilmemis kudreti hakkmda bir
fikir vermek igin, neticelerinden birinin belirli bir yerden itiba-
ren her sayimn 19 tane ddrdiinell kuyvetin toplam: olarak gbs-
terilebilecegi oldugunu soyliyelim. Yukarida gdrmiigtik ki, daha
ilk sayilar arasinda 19 tane dordiineli kuyvete ihtiyac gUsteren
sayilar meveuttur. Hardy ve Littlewood’a gbre Oyle bir belirli
N sayisi verilebilir ki, bu sayidan daha biiyfik her sayi en gok
19 tane dordiinedt kuvvetin toplam olarak gisterilebilsin (Bunun-
la beraber bu N sayis1 o kadar biiyilktiir ki, Hardy ve Littlewood
onu hesap etmege girigmemiglerdir). Artik her saymin 19 tane
dorditncll kuvvet toplam: olarak gosterilebilecefini ispat etmek
ve biylece 4, kuvvetlere ait problemin ¢bziimiinde kare ve kiip-
lerde varilan neticeler seviyesine gelmek igin geriye kalan gey,

m
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N ye kadar biitiin sayilar1 deneyerek, onlarin da en ¢ok 19 ta-
ne dordiineti kuvvete muhtag olduklarini gstermekten ibarettir.
Ancak Hardy’'nin N sayieim teori vasitasiyle adamakillh kiigiik
bir sayiya indiremedik¢e, bu deneme hesap yapacak olan herke-
sin kudreti digindadir,

Vékialar (neticeler) fizerinde bu kadar durmamizin sebebi,
bu vakialarin elde edilisinde kullanilan bir nevi matematik tee-
riibe vasitasiyle matematik problemlerinin nasil gekil aldiklar:
hakkinda bir fikir vermekti. Simdi bu alanda tatbik edilmig olan
ve Hilbert’in de blyiik ispatinda kullanmig olduffu metodlar hak-
kinda bir fikir vermeffe ¢alisacagiz. Bununla birlikte, Hardy ve
Littlewood'un kendilerini bu alanda muvaffakiyete gitiirmiig olan
kudretli matematik vasitalarindan bahsetmek bu bdliimiin im-
kanlarim ¢ok agar.

Her zaman oldugu gibi, burada da evveld daha basit bir
hale kendimizi aligtiracaiz. Her halde vaktiyle ezbere dfrenmis
oldugnnuz gu hakikat: hatirlayacaksiniz: (a + b) (a — b) = a® — b°.
Eger hatirlamazsaniz, parantezleri kaldirmak suretiyle hesap ya-
parak bu egitlifin, a, b sayilar: hangi degerleri alirlarsa alsinlar,
daima doffru olduffunu gtrebilirsiniz. Matematik¢iler her zaman
igin dogire olan biyle hir egitlige bir «bzdeglik» derler.

Biraz daha karigik bir dzdeslik de gudur:
(1) (a* + b%) (c* + d*) = (ac + bd)* + (ad — bo)*.
Bu formiiliin dogrulugu,
(x+y)=x"+2y+ 9

1
formiiltinti hatirlamak ve ona gdre say tarafi hesaplamak sure-

tiyle anlagilir:
(a’c? - 2achd + b°d®) + (a’d* — 2adbe -+ b’c?)
=a'c’ + a’d® + b’c* + b'd® + 2abcd — 2abcd.







!

76 ¢, Waring problemli 1
degligin dofruluguna fazla gli¢lik ¢ekmeden kanaat getlrilebillr.1
(1) e benzer olarak (2) nin bize dffrettifi gudur: <herbiri ddrder
karenin toplami olarak gbsterilebilen iki sayimin carpimi da dort
karenin toplam olarak' gosterilebilir.» Lagrange bu ihtar: kullan-
mak suretiyle, her sayinmn dirt kare toplam:i olarak gdsterilebi-
lecefli teoremini ¢ok gilzel bir gekilde ispat etmigtir. Hakikaten
bu ihtardan evveld, teoremin ispati icin her asal sayinin dbrt
kare toplam: olarak gtsterileb’leceffini ispat etmenin kifi oldugu
anlaglir, Ciinkil her bilegik say: bir takim asal sayilarin carpi-
midir. Fakat (2) nin rolii burada bitmis olmayip, ispatin geri
kalan kismy igin de temel tegkil eder. Mualesef bu ispat biraz
vzun ve biraz da fazla ince olduffundan dar bir yere sifdirmak
ve tamamiyle agk bir hale sokmak burada miimkiin degildir.
Bu teoremi agafki satirlarda ispat: burada yapilmigcasina, dofiru
kabul edecefiz. -

19. Yiizyilin ilk yarisindaki Fransiz matematikgilerinden
J. Liouville, her pozitif tam sayiyl dort karenin toplamn olarak
ifade eden bu teoreme dayanarak, her sayinmn 53 tane dordiinecil
kuvvetin toplami olarak gsterilebilecegtini ispat etmigtir. Liouvil-
le de agajfida verecegimiz bir Ozdeslikten hareket etmektedir:
\

6(x." +xy' 4 2,0 4 27"
(8) =(xyt®) ey ta) oyt xg) (o) + (gt ) (v 20!
FHoey—x) ' Hlri—xa) +xy—x) '+ =)'+ (s —x) ' +(ry—x.)
Bu tzdeglifti gergeklemek igin sag taraftaki ifadeyi acarken

(-"l"'-ﬁ]‘f_g ! +I4xi'xi+exl=xi’+‘xlx\l'+x!‘
+x; = 24)* )N ) 4 2t —dx My, Bty — dxgayt o x|
=2+ 2¢5' + 122, %]

oldufuna ve benzer ifadelerin {istfiste bulunan herhangi iki dﬁr-l
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ve neticede
n=286(a"+a}+a' +a) +---
+6(d,*+d,+d"+d°)+y

olur. (3) dzdeglifi ancak burada sahneye gikiyor. (8) e gire sag
taraftaki birinci terim 12 tane dordiinci kuvvetin toplami olarak
gosterilebilir. Aym gey, onu takip eden fi¢ terim i¢in de dogru-
dur. Bu suretle sajfdaki ilk dort terim 4.12=48 tane ddrdiincil
kuvvetin toplam: olarak gosterilebilir. Sagdaki son terim ise,
vani y, kendisi kadar, yani en gok 5 tane 1 in toplam: ola-
rak gosterilebilir (g, 0,1,2,8,4,5 sayilarindan biri olup, agikir
olarak 1*=1 den daha biiyiik bir dérdiineti kuvvet ihtiva ede-
mez). Bu suretle sa taraf, hepsi birden 485 =53 tane dtr-
diinell kuvvetin toplam: olarak gbsterilebilir ki, iddiamiz da bu
idi.

10. Kendi kendini kesen kapali egriler hakkinda

1. Herhangi bir noktasindan baghyarak kendi kendisini bir-
¢ok kere kesebilen ve nihayet baglangic noktasmna donen bir
efiri ¢izelim. Bu suretle bir defada cizilebilen kesiksiz bir egri
elde etmig oluruz. Yalniz, efrinin kendi kendini kesme noktala-
rindan ikiger defadan fazla gegmemesini gart kogacagiz. Bu tipte
noktalara iki kat nokta denir. (')

() Ikinci bslumin konusu ile bircok temas noktalarina ragmen,
aradaki esash noktainazar fark: sebebiyle bu bolimiin ondan mtistakil
olarak Ogrenilmesi okuyucuya tavsiye olunur. Orada bir egri sebekesi
verilmig olup, o gebekenin cegitli dolagilma imkanlar: sorulmakta idl.
Burada ise, dolagma gekll tek bir ering hatti» olmak Gzere daha bagta
tespit edilmistir, Bundan bagka burada gtztntine aldifimiz egriler ikin-
el btlimdeki manada sadece dtrdinet mertebeden kesigme noktalarini
haiz olup, bu noktalara burada iki kat noktalar diyoruz. Nihayet bir
iki kat noktadan dalma belirll bir sekilde gegilir: uglarn o noktads
bulunan dort do@ru pargasimin lkiger ikiger karsilikh olanlarindan arks
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Buna gire agapidaki miildhazalarda Sek. 31 ve 32 deki gibi
olan egrileri gbzdniine alacafiz, fakat Sek. 33 deki gibi egrileri
bir kenara birakacagiz. Su halde egriyi tam bir defa dolagtifi-
mizda, her iki kat noktadan tam iki kere geceriz. Bu iki kat
noktalar numaralarla gosterilirse, egriyi dolagirken onlara rast-
layig sirasin1 onlarin numaralan ile ifade edebiliriz. Meseld Sek.
31 ve 82 gu numara siralarina tekabiil ederler: 12 2 1 ve

e N

Sek. 81 Sek. 82 Sek. 33

1231 23, Tabiatiyle bdyle bir numara sirasinda meveut olan
her numara igaret ettigi iki kat noktanin temsilcisi olarak tam
iki defa buluomahdir. Gauss bu gartin yeter olmadifini, yani
iginde her numaranin tam iki defa bulundugn bir numara sirasi-
min mutlaka yukarda tarif edilen tipte bir egrinin iki kat nok-
talarinin siralanigina tekabiil etmesi icap etmedigini géstermigtir.
Mesela iki tane iki kat noktali bir egrinin bu noktalarimin sira-
lamigr igin 1 2 2 1 gemboliinii bulmugtuk ; fakat iki kat noktala-
T 1212 sirasinda olan highir efrinin meveut olamiyacag:, bu
basit halde deneme yoluyla kolayca goriiliir.

Genel olarak gu teorem caridir: Bir iki kat nokfanin numa-
rast, efrige ait semboliin bir defa ¢ift, bir defa da tek basamagin-
da zahir eder, bagka bir deyimle, sembolde aym iki kat noktaya
ait iki numara arasinda diger iki kat noktalarin numaralan ta-
rafindan iggdl edilen basamaklarin sayis1 ya sifir veya cift bir

arkaya olmak Gzere o noktadan iki defa gegilir ve Iki gegis yolu bir-

birbirinl keser. Zaten «kendl kendinl kesme noktasi» terimi de bunu
ifade eder,

ha |
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sayiudir. Bu teoreme gbre 1 2 1 2 sembolii milmkiln degildir, =
¢linkil her iki 1| arasinda 2 tarafindan doldurulan ancak bir ba-
samak meveuttur.

2. Yukarida ifade edilen teoremi ispat igin U egrimizin Q
gibi herhangi bir iki kat noktasini ele alalim. Q den baglayars
A egrisi boyunca yilriirsek, Q ye bir kere muhakkak ddnmem
icap eder. Yiirfiyfiglimiizii burada kesersek, biitin U egrisini de-
il onun sadece bir B parcasim dolasmig oluruz, c¢iinkii Q bir
dért yol agzidir ve gimdiye kadar Q den hareketimizde ve Q ye
doniigtimiizde olmak f{izere bu yollardan ancak ikisi {izerinde yil-
rilmilg bulunuyoruz. Efrinin B par¢asini, Q de kapanmig olan
bir defada dolagilabilir bir egri olarak diligilnebiliriz, (Biylece
de bir kisenin medana gelmis olmasinin zarart yoktur. giinkil

Sels. 34

bu boliimde gtz Onfine aldifimiz efriler pek ald kigeleri haiz
olabilirler). Bundan sonra gene Q den baglayarak U efirisini do-
lagmaya devam edersek, U nin geri kalan € pargasimi dolagmig§
oluruz. € de kendi bagina Q de kapanan ve aymi noktada bir
kdgeyl haiz bir egri tegkil eder. Q noktasinda (dolgun eizilmig)
B egrisi ile (kesintili ¢izilmig) A egrisi kesigmezler, fakat sa
birlegirler; Q, U min iki kat noktas: olmakla beraber, ne B nin
ne de © nin iki kat noktasidwr. Burada ispati istenen gey, @
den baglayip, gene Q ye donmek dzere B ftizerinde dolagildigin-
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sayida noktada kesigtiklerini gostermemiz ldzimdir. Bu maksatla
bu egrilerden birini, meseld € yi, B ile € nin ¢ift oldugunu
gbsterecefimiz, kesigme nokfalarinin sagisim degistirmeden adim
adim ds gigtirelim, Filhakika bu suretle € nin biitiin iki kat nok-
talarin1 bertaraf ederek, B ve € nin birbirine gire durumunu
daha iyi gbrebilecefiz. h

Simdi P, € nin bir iki kat noktas: olsun. € efrisi P vasi=
tasiyla, tipki evvelce U nun Q vasitasiyla B ve € efrilerine ay-
riligi gibi, iki kapalh © ve € egrilerine ayrilir; ® ve €, P nok-
tasinda bitigirler. € nin bfitlintine bir dolagma ydnil verilirse,
boylelikle ® ve € ye de birer dolagma yonil verilmig olur. (Sek.
86a). Simdi P den hareket ederek ® yi yukarda tespit edilen

.‘3 a‘dr

.,

N\

LS
a

s*‘_----'-'q

N
Sek. 86a Sek. 86b Sek. 36¢c

yonde dolagip, P ye donelim ve buna € 'yl yukarikinin aksi is-
tikamette dolagarak gene P ye donligil ekleyelim. € yi ters ytn-
de dolugmakla P deki kesigmeden sikinmig olduk. Bu sefer top-
tan olarak € yi bir defada dolagmig olmakla beraber, P nokta-
sindan P de kesigmeyip sadece bitigen iki yolla geqtik. Bu iki
yolu P de biraz birbirinden ayirir ve ktgeleri yuvarlaklagtirir-
sak, @ yerine, P den ge¢meyen, yani bir fane iki kat noktas: ek-
sik bulunan differ bir kapal egri elde ederiz (§ek. 36b). P nok-
tasindaki yuvarlaklagtirma iglemleri P ye o kadar yakin yerde
yapilmig olarak diigiinillmektedir ki bu iglemlerden € nin ne
kendi kendisi ne de diger herhangi bir egri ile olan kesigme
noktalarn milteessir olmasinlar.
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Bu iglemi tekrarlayarak, € nin iki kat noktalarini birbiri
ardisira ortadan kaldirabiliriz ve nihayet higbir iki kat noktay:
haiz olmayan Syle bir €* efrisi elde ederiz (Sek. 36¢) ki, bu egri
hemen her yerde € efrisi ile gakigir, sadece @ nin iki kat nok-
talar1 eivarinda bu senuncu efriden ayrilir,

4. ki kat noktas: bulunmayan kapali bir egriye gelince,
bdyle bir egrinin daima, «egrinin i¢i» adim verecegimiz bir bol
geyi gevreledigi sezig yoluyla goriiliir. Dlizlemin, egriye ve onun
igine ait olmayan geri kalan kismina egrinin «digi» denir. $u

halde byle bir egrinin ici ve digi egirinin kendisi vasitasiyla
birbirinden ayrilir.

3. Un baginda yapilan B ve € egrilerinin kesisme noktala.
rinin ¢ift sayida olduguna dair iddiay: ispat i¢in bu hususu kul-
lanacafiz. 8. tin sonunda anlatildg gibi, € egrisinin yerine B
ile ayn: kesigme nortalarin: haiz ve iki kat noktasz G€* egrisinin
konulmug oldugunu farzedelim. B egrisi tamamen G’ m i¢inde
olabilir; bu takdirde G€* ve B nin higbir ortak noktasi yoktur,
Aym netice B nin G* 1n tamamen diginda olmasi halinde de el-
de edilir. $u halde geriye, ® nin €* in kismen iginde, kismep
de diginda bulunmas: hali kaliyor: 7, B nin €* 1n diginda bu-
lunan bir noktas olsun. 7' den itibaren B fzerinde yiiriimeye \
baglarsak, €* 1n igine ilk gireceflimiz nokta bir kesigme noktas:
verir. B kapali oldugundan, yiirimeye devam edince T noktasi-
na déneriz ve gu halde G* m icinden gene digar: ¢ikariz ki, bu
da bize ikinci bir kesigme noktasi verir. Umumf olarak, B bir-
¢ok defalar G* 1p icine girer ve digina qikar, fakat B, €* i di-
sindan gelip, gene digina giktigindan, her girige bir ¢ikig teka-
bill eder, Su halde buraya kadar anlatilanlarin npeticesi olarak,
C* 1 B yi ya hig kesmedigini, yahut ¢ift sayida noktada kes-
tigini gdrliriiz. Evvel ki milihazalara gbre aym durum G ve B
egrileri i¢in de caridir. Bu suretle, 2. nin sonundaki diiglinceye
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gbre, iki kat nolktalarin siralarina dair olan teoremi tamamen
ispat etmig oluyoruz.

5. Kapahl bir U efrisi fizerinde dolasildifinda bu egrinin
her iki kat noktasina bir defa ¢ift, bir defa da tek sirada rast-
lanilmas: lizim geldigini ifade eden bu teorem, biraz bagka bir
gekilde de tefsir edilebilir. U efrisini bir uzay efirisinin biri di-
ferinin f{izerinden gegen iki kolunun izdilglimlerinin kesigme
noktas: olarak tefgir edelim,

Simdi A cgrisinin her hangi bir noktasina uzaydaki egri
fizerinde ve izdliglim{i A nin géz Oniine aldiffimiz noktas: olan
bir nokta baghyalim. Igte uzay egrisini bilhassa Syle belirtmek
istiyoruz ki, U efrisi fizerindeki dolagma esnasinda iki kat nok-
talardan gecerken U daki noktaya uzaydaki efgride baglanan
nokta iki kat noktalara tekabiil eden uzay efrisi kollarinin bir
iistiindekinden, bir altindakinden geg¢sin. Simdi problem, boyle
bir tayinin miimkiin olup olmamasidir. Ciinkil, bir kesigme nok-
tasini, (yani iki kat noktayl) meseld bir kere «iistten» gegmig.
isek, ayni noktadan fkinci gegigte ancak «alttan» gegebiliriz.
Halbuki egri {izerinde dolagirken bir {istten, bir alttan gecgis sar-
ti, ilk iki kat noktadaki gecigin tistten mi yoksa alttan m1 ola-
caffina bir kerre karar verilince, geri kalan bfitlin kesigme nok-
talarindaki gegigleri tamamen belirtir. Acaba bir Q kesigme nok:
tasinda meseld tistten baghyarak diger kesigme noktalarimi sira-
siyle alttan, sonra tistten, sonra gene alttan, ildh ... geklinde
gectikten sonra Q ye gene listten dénmek gibi bir tenakuz or-
taya qikabilir mi? Hayir! Yukarida ispat ettigimiz teorem tam
da btiyle bir tenakuzun ortaya gkamiyacafini ifade etmektedir.
Clinkil Q de «(stten» hareket ederek diger kesigme noktalarin-
dan sirasiyle «alttan», sonra «iisttens, ilah .., gegmek suretiyle
Q ye dondiigiimtizde, Q niin «altina» gelmig olmamiz icabeder.
Bunun da sebebi, Q den iki ge¢ig arasinda iki kat noktalar fize-
rinden ¢ift sayida gegls yapmak mecburiyeti olup, bu gegigle
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11. Bir say: ancak bir tiirlii mii
asal carpanlara aynlabilir?

1. Her tam sayiy:, hicbiri artik ayrilamiyan, yani «asal»,
garpanlarina ulagincaya kadar ¢arpanlara ayirabiliriz. Meseld
sayisi evveld 6 - 10 geklinde ayrildiktan sonra, 6 ¢arpan1 2 - 3, 10
da 2 -5 geklinde ayrilmaya devam ederler. Neticede 60 sayisi

60=2-3-2-5

geklinde ayrilmig olur ki, bu ddrt carpan asal sayilar oldukla-
rindan artik ayrmlamazlar,

Gene 60 misdli igin bu igi bagka tiirli yapabilirdik:
60 =415, sonra 4 =22 ve 16=8+5 ten

60=2-2:8+5

elde edilebilirdi. Bu ayrihigtaki asal ¢arpanlar evvelkilerin ayn
olup, tekrarlanan 2 garpam da her iki ayrihigta aymi miktarda
tekrarlanmigtir. ki ayriligin birbirinden farkettigi tek husus,
garpanlarin sirasidir. Bu ‘garpanlam biiyiikliikklerine gore siralar-
sak, her iki halde de

60=2*-3.5

bulmug oluruz. Okul senelerimizden bu keyfiyeti tamamen agikdr
bir gey gibi gérmege nhgmsd'u-. Buna giire bizi asal ¢arpanla-
ra ayrihiga gotiiren gegitli yollur bulunabilir; fakat sonunda elde
edilecek asal sayilar ayni olmalidir. Ciinkil asal sayilar tam sa-
yiularm garpim bakimindan nihai yap: taglari olarak tasavvu
edildifinden, bir saymin ¢arpin bakimindan pargalara ayrilma-
sinda en son olarak, kendisini meydana getirmig olan bu yapi
taglarina gatmak mecburiyetindeyiz.

Bu, hakikatte doffrudur., Fakat burada bahis konusu olan

i
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(3+VB3—VE)=9—6=3,
V6 +2(V6—2)=6—4=2,

B+V8 (V6—2)=3VB—6+6—2VE=VG,
B—Vo (V6 +2)=VE

(B4 V6 (2+VB)=12+5V8
B—VB(VE—2)=—12+5V8

Bu birka¢ misalin, bdyle bir yabanc: btlgede nasil hareket
edecefimizi gUstermeye kafi geleceffini umamnz. Efer herhangi
bir sebepten istenirse, bu hesaplar bir orta okul talebesine de
kolayea &gretilebilir. Burada bolme igleminden tabiatiyle hig
bahsetmedik ; bu iglem tam sayilarda olduffu gibi burada da her

zaman yiirimeyebilir. Burada bizi alikadar eden gey, g¢arpanla-
ra ayirmaktir,

Evveld ¢ok basit ve ilk bakista ¢ok fiziicll bir keyfiyetten,

(1) 6=2-B=!VE-VE

dan hareket ederek, 6 nin alighgimiz gekilde ¢arpanlara ayrili-
gindan bagka ondan tamamen farkli bir carpanlara ayriiginin
da meveut oldugu hakikati dniinde duralim. Simdi ba;laﬁglctakl.’!
30031 sayisimin 59 - 509 dan bagka tamamen bagka carpanlar: ih-
tiva eden bir ¢arpanlara ayriligimin mevcut olup olmadiffina dair
sormug oldufumuz soruyu hatirlayalim; burada @deta btyle bir
hiilise Uniinde bulundugumuz sanilabilir.

Fakat durum burada tabii bir gekilde aydinlanir: 2 ve 8
sayilar her nekadar 4di manada asal iseler de, yani diger adi
sayilarin carpimlar: olarak gbsterilemezlerse de, pek 41a a + bya
geklindeki garpanlara ayrilabilirler., Carpima alismak igin yuka-
rida vermig olduffumuz Grneklere bir gbz atmak bunu gdsterir,
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[

Burada yukankine tekabill eden keyfiyet asikir olarak
@ 6=2:83=—y—6-V—6

dir. §imdi 2, 3 ve V—6 y1 da kendi carpanlarina ayirmaya cal-
salim. Fakat bu denemenin verece#l netice, bunun miimkiin ol-
madigidir,

Bu miilihazanm rahat yiriitiilebilmesi i¢in bir yardimer
kavram teskil edelim. a-+b5\y—6 sayisinin «Norm» u diye, bu
sayinin a -—-M/—_ﬁ ile carpimi anlasilir ve bu norm N(a- b V—86)
igaretiyle gosterilir. §u halde

N(a+ b6V—8)=(a+ byV—8)(a— by —8)=a"+ 6 b*

dir. Sozle ifade edilirse, a <+ by —6 nmin normu burada \—6 yeri-
ne —/—6 koymak ve elde edilen neticeyi baglangigtaki ifade ile
carpmak suretiyle elde edilir. So halde norm, adi bir tam sayl
olup, nattd iistelik pozitiftir. Norma dair gu yardime: teorem
caridir : bélgemizdeki iki sayinin garpiminin normu, bu sayilarin
normlarinin ¢arpimina egittir. Hakikaten, biraz evvel sdylenen
kaldeye gire

Nl(a+bY=86) e+ dy—6)]
=[(a+bV—6) (c + dV—6)] [(a — bY—86) (c — d V—6)]

dir; burada sapdaki birinei kdgeli parantezi dolduran baglangs
sayisinda \V—6 yerine —\/—6 koyarak elde edilen sayi, ikincl
kogeli parantezi doldurmaktadir. Sa@da hepsi birden dort garpan
mevcut olup, bunlarin sadece sirasini degigtirerek, yukanki ifa-
deyi

(a+ by —8) (a— bY—6)(c+dV—86) (c —dV—8)

geklinde yazabiliriz. Bu ise, normun tarifine gbre
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de verilen bir asal ¢arpanlara ayriligtan farkh bagka bir asal
carpanlara ayriligin mevent olamiyacafini mantik bakimindan
agikiir kabul etmek muhakkak ki caiz defildir, Ciinkil efer biyle
bir mantiki agikdrhk meveut olsaydi,. ayn1 durumun son gizb-
nilne almig olduffumuz bilgede de cari olmasi icap ederdi. Buna
rafgmen bahis konusu durumun tam sayilar bbigesinde cari ol-
mas1, tam sayilarin bir hususiyeti olup, bu sayilarin dzeliklerine
dayanarak ispat edilmesi icap eder. ]

Eski Yunan matematikgilerinin sirf mantik tarafsizhiffi ve
agiklifina dayanarak ve mubtemelen yukarida verilen cinsten
hi¢ bir aksi misd]l tanimadan, carpanlara ayrihgin bahis konusu
tekliginin ispata muhtag oldugunu Aadeta insiyaki olarak hisset-
mig olmalar1 ¢ok sayani dikkat bir vakiadir. Bununla bomber:
bu teorem Oklit’te yukardaki gibi basit ve modern bir gekilde
formiile edilmemigtir. lddianin formiile ediligindeki bu farktan
bagka ispati da Oklit’tekinden biraz farkh bir gekilde yiiriiteceiz.

4. B0 sayis1 hem 3 {in, hem de 5 in bir katidir; bundan
dolay: ona 3 ve b in bir ortak kati denir. Umumi olarak, iki
saymin bir ortak kati1 deyince, bu sayilarin her ikisinin de ka-
ti olan bir say:1 anlagilir. Her hangi iki a, b sayisinin biyle bir
ortak kat: daima mevcuttur; meseld bunlarin eb carpimi boy-
ledir. 8 ve 5 i¢in daha 80 a varmadan evvel 3+ 5= 15 bir ortak
kat olup, 15 in iki kat: olan 30 un da béyle bulundugu ve umu-
mi olarak ab nin her katinin a ile b nin bir ortak kat: oldugu
agikdrdir. Su halde iki sayinin sonsuz sayida ortak kat: vardir.

Fakat biitiin ortak katlarin ab ¢arpim ile onun katlarin-
dan ibaret olmasi icap etmez. Meseld 10 ve 16 sayilarinin ortak
katlar1 sadece 150, 300, 450, ... defildir; fakat agikir olarak 30
ve onunla birlikte bittin 30, 60, 90, 120, 150, 180, ... dizisi de
ortak kat olup, 150 nin katlar1 bu sonupcu dizinin ancak bir
kisminm: tegkil eder. Umumi olarak, iki a, b sayisinin biitiin or-
tak katlar i¢inde bir en kiigligii daima meveuttur, Cinkl ab
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ye kadar olan biitiin sayilarin a ve b nin ortak kat: olup olma-
diklarina sirasiyle bakarsak, bunlarin iginde muhakkak surette
biri ilk olarak ortak kat olur (icabinda bu ilk ortak kati ab
carpimi tegkil eder). lgte bu ilk ortak kata a, b nin en kiipiik
ortak katy diyecegiz.

llk hedefimiz gu teoremdir: iki saginin difer her ortak kati,
o sayilarin en kiigiik ortak kaitnin bir katidir. a =10, b=15 sa-
sayilar i¢in bu teorem, 30 un katlarinin tegkil ettigi 60, 90, ...
dizisinin 80 un katlar: ile birlikte olarak 10 ve 15 in biltlin or-
tak katlarimi tilkettigini ifade eder. Her hangi bir nlimerik mi-
8l igin oldugu gibi, bu misdl i¢in de teoremin dogrulugn he-
sapla kolayea gergeklenebilir. Fakat bize Jazim olan gey, teo-
remin amami olarak dofrulofunu gdrmektir.

Teoremin ispafi gu basit ihtara dayanir: a, b nin iki ortak
katinin fark:, gene a, b nin bir ortak katidir, Ciinkil — daha
bolim 1 de gdrmilg oldugumuz gibl — a nin iki katinin fark: ge-
ne a nin bir kati, b nin iki katinin fark: da gene b nin bir ka-
tidir; gu halde hem a nin, hem de & nin katlar olan iki saymn
farki alindifinda, bu fark ta hem a hem de b nin kati, neticede
her ikisinin bir ortak kat: olacaktir.

$imdi v, a, b nin en kiigiik ortak kati, W de ayn: sayila-
rin herhangi bir kati olsun. Yukaridaki ihtara gtre W—wo de
a, b nin bir ortak kati olur, bundan v yi bir defa daha ¢ikarir-
sak, gene a, b nin bir ortak katim elde ederiz; kisaca, sirayla

W—o, W—2v, W—38u,...

sayilarini tegkil edersek, bunlarin hepel a, b nin ortak katlari
olurlar. o biitiin ortak katlarin en kilgligli olarak alindigindan,
bu dizinin heniiz ilk terimi muhakkak ki negatif degildir. Belki
miteakip terimlerin bazilar: da negatif degildir. Fakat bu duru-
mun nihayet bir sonu olmas: ve dizide ilk defa negatif bir teci-
min ortaya gikmasi icap eder. Bu terimden sonra da artik biitiin
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terimler negatif olur. Aslinda burada bahis konusu olan, okulda
W nin v ile bliinmesi denilen geyden bagka birgey degildir: v
yi W den miimkiin oldugu kadar ¢ok kere ¢ikaririz ve effer bo-
lim tam yapilamiyorsa geriye pozitif, fakat o boleninden kiigiik
bir kalan kalir. Simdi iginde bulundufumuz halde, bu bdlme
mimkin olmasa (yani tam yapilamasa) idi, kalan, yani heniiz
pozitif olan W — x¢ eayilarinin sonuncusu, a, b nin v den kii-
¢lik olan bir ortak katini tegkil ederdi ki, bu da v nin en kiigiik
ortak kat olmas: dzeligine aykirdir. Su halde bolme tam olarak
yapﬂabllmyll, yani W, o nin hakikaten bir kat: olmalidir.
|

5. Ortak kat kavraminin kargisinda a, b nin ortak béleni
kavrami bulunur: ¢ sayisi hem a hem de b yi bolerse, ¢ ye a, &
nin ortak bleni denir.

4, teki teoremden hususiyle, daima a, b nin ortak katlarin-
dan biri olan eb ¢arpiminin da ¢ nin kat1 oldugu neticesi ¢ikar,
Simdi agafida anlatacaklarimiz igin Jdzim olan gu yardimer teo-
remi ispat edeceiz: lki a, b sayisinin ¢arprmu ile en kiigiik ortak
katinin béliimii, yani .
ab

d=

sayist, daima a ve b nin bir ortak bélenidir.

\
Ispat elimizde hazirdir. Ciinkil d yi veren denklemden

¢ikar ve v, a nin bir kat1 oldugundan, uft: goriindiigd gibi bir
kesir olmayip, bir tam sayidir. $u halde b, d nin bir tam kati«
dir, yani tersine olarak d, b nin bir bélenidir. d nin a nin da
bir bdleni oldugu aynen ispat edilerek, d nin a ve b nin bir or-
tak kat:1 oldugu gorilliir, ki bu da iddiamizdan ibaretti.
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gikar, Efer bir N sayisimin iki tiirli asal ¢arpanlara ayriligt
varsa, yani

N=pigrris..=P-Q R-S...

ise, p, N yi bdldiiglinden sagdaki ¢arpimi da, neticede onun asal
carpanlarindan birini de biiler. Fakat bir asal saymim diferini
bdlmesi, asal gaymin tarifi dolaywsiyla, ancak bu iki sayinin
birbirine egit olmasiyle mlimkiinddr., Su halde p, ister istemez
saffdaki asal carpanlar arasinda bulunacag gibi, soldaki ayrihigin
her asal garpam igin de ayni durum meventtur. lki ayrihg ara-
sinda higbir fark bulnnmadigindan, aym gekilde sagdaki ayriliga
ait her asal ¢arpanin soldaki ayriligta da bulundugu, yani kisa-
ca her iki ayrihgin tamamen aym asal garpanlari ihtiva ettifi
neticesi elde edilir.

Geriye sadece, bu asal sayilarin her iki tarafta da aynt
miktarda tekrarlamip tekrarlanmadiklar sorusu kaliyor. Meseld
p, sol tarafta a kere, saf tarafta A kere tekrarlaniyorsa, yani
meseld bir tarafta N=p"¢"° ..., diger tarafta N=pA¢B,C...
ise ve A, a dan farkh olsa, bu iki sayidan biri, meseld A4, 6bii-
rilnden daha blyiik olurdu. Bu takdirde N yi p® ile bolerek

Mm Lo s e e by
elde ederdik. Burada M sayis1 da iki tiirlii asal carpanlara ay:
rilmig olurdu. Fakat agik¢a safidaki ayrihigta p asal carpanmi b
lunmadir halde, soldaki ayriligta bulunurdo. Halbuki daha e
vel iki ayrihgin ayni asal carpanlari ihtiva ettikleri gsterilmig:
ti. Su halde bu husus M igin de dogru oldufundan, biraz evvel
elde etmig olduffumuz neticeyle bir aykinlik (tenakuz) meyda-
na gelir. Su halde a = A olacag gibi, aym sgekilde ¢, », ... &
sayilarinin da her iki ayrihgta aymi miktarda tekerrir edecef
anlagihr,
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digi gibi a, b, ¢ harfleri ile gbsterilen ii¢ ve a, b, ¢, d harfleriy-
le gosterilen dort renge boyanabilir, Haritalarin kargihkhifnn art-
tikga, onlar1 boyamak igin gittikge daha fazla sayida renge ihti-

yag hisil olaca@ diigiiniilebilir. ¥

Sek. 41 Sek. 42

Hakikatte, ne kadar karigik olursa olsun boyanmasina dort
rengin yetmedigi hig bir harita ile gimdiye kadar kargilagilma-
migtic. Bununla beraber, tasavvur edilebilen her haritapin dbrt
renkle boyanabilecefli de gimdiye kadar ispat edilememigtir. Bu-
rada, yine basit ye hig bir matematik bilgisine dayanmadan an-
lagilabilen bir problem kargisinda bulunuyoruz. Bu problem mes-
lekten matematikgi olmayan her hangi bir kimseye bir kag da-
kikada izah edilebilmekle beraber, gimdiye kadar hi¢ kimse ta-
rafindan c¢bziilememigtir, '

Buna karg:hk, her haritay:r boyamak igin besg rengin yettigi
ispat edilmigtir, gu gartla ki her hangi komgu iki memleket fark-
Ii renklerle gsterilsin. Yalmiz bir késede bitigen iki memleket
ise, (meseld satrang tahtasindaki gibi) ayni renkle gtsterilebilir.
Burada bu teoremin ispat:1 verilecektir.

2. Euler teoremi. Beg renk teoreminin ispatinda kullamilan
esas vasita, bir haritadaki kigelerin e, yiizlerin (memleket) f ve
kenarlarin (sinirlarin) k sayisini birbirine baghyan umumi bir
teorem olup, bu teoremin gimdi meggul oldufumuz hususi konu-
nun ¢ok Gtesinde de tnemi vardir. Bu teorem, daima
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Simdi bu gekilde sulama esnasinda kendilerine hig dokunul-
mam1g olan setlerin tegkil ettifi sistemi dilglinelim.

I. Bu set sistemi iizerinde yiiriimek suretiyle ayaklarimiz hig
islanmadan herhangi bir késeden diger herhangi bir kiseye gidebi-
liriz. Baglangigta, yani sularm tarlalar sadece gevreledi#i za-
man bunun muhakkak yapabilirdik, ¢linkii aksi halde kendilerini
¢evreleyen suyun iginde adalar balinde iki veya daha fazla sa-
yida birbirinden tamamen ayr tarla sistemi verilmig olurda ki,
biltlin problemi bu sistemlerin her biri igin ayr1 ayr1 ele al-
mak kafi gelirdi, Su halde baglangicta igin milmkiin oldugunu
farzedebiliriz. Tarlalarin arka arkaya sulanmag sinaginda ise AB
setinin yikilmas: geri kalan setlerin, birinde bulunan bir nokta-
dan digerinde bulunan bir noktaya ayaklariislatmadan gidebilme
imkiinin1 ortadan kaldiran, iki ayr: sisteme boliinfiglt neticesini
verseydi, yrikma igleminden sonra A ile B arasindan su gecmesi,
gu halde yikihigindan evvel AB setinin her iki tarafinda da su
bulunmas: icabederdi ($ek. 44). Fakat yukarda bu tip setlerin
yikilmamas: bilhassa sart kogulmustu.

2. Mesela P gibi kige noktalarindan birinden, setlerin iizerin-
de dolagmak wve biitin kégeleri gézden gegirmek iizere haberciler

- ———_——

Sek. 44 _ Sek. 45

gonderildigi takdirde, béyle iki haberci hig bir zaman aym bir Q
kégesinde karsilagamazlar. Clukii aksi takdirde, Sek. 45 te gb-
ritldiigii gibi, P noktasmndan Q noktasma yikilmamig setler fize-
rinden iki ayn yolla gidilebilirdi ki, bu iki yol arasinda kalan
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tarlalar hig yikilmamig setlerle gevrilmig olur ve neticede sulan-
mamig kalirlard:.

Simdi habereilerin hareket noktasini sabit tuntarsak, onlar
belirli bir kogeye ancak belirli bir yoldan giderek varabilirler.
Su halde bir kigeye varmadan hemen Unce tamamen belli bir
dogru pargas: iizerinden ge¢mek lizimdir, Béylelikle her kigeye,
onun bir ucu bulundugu, bir dogru parcas: tekabiil eder. Su hal-
de bitim noktalarinin sayisi, yikilmamig setlerin sayisi kadardir,
Ktgelerden biri baglangic noktasi olarak ayrildifindan, yikilma-
mig setlerin sayisi tam e — 1 olur. Su halde, f—1 tane yikilmig
ve e —1 tane yikilmamig set bulunduffundan, bfiflin setlerin sa-
Yis1 [

k=(f—1+(—1)

olup, (1) egitligi, parantezlerin acilmas: ve uygun terimlerin
denklemin bir tarafindan Ubiir tarafina nakli anretlyle, bundan
kolayca elde edilir,

3. Beg renkle boyamanm milmkiin oldugunun ispatina yar-
dimer olan diger bir adim da gunun ispatidir: Her hangi bir ha-
ritamin 5 renkle boyanabilecegini ispat etmek igin, hig bir kégesinde
iic memleketten fazlasinin komgu olmadijr her haritamin bes renkle
boganabilecegini ispat etmek kafidir. Hakikaten her hangi bir ko-
gesinde 3 ten fazla memleketin komsu bulundugu bir harita ve-
rildigine gore (Sek. 46a), buna kargilik Syle bir harita gizelim ki
birineinin diger hususlarda tam bir kopyas: olsun, fakat sadece
bu kdgeye kiigiik bir yeni memleket yerlegtirilmig olsun (Sek. 46b).
Bylece yeni bir memleket ve herbirinde {i¢ memleketin komgu
oldugu yeni kigeler meydana gelmig olmakla beraber, kendisin-
de 3 ten fazla memleketin bitigtigi bir koge ortadan kaldirilmig
oluyor. Bu sonucu tipteki bittlin kogelerl sirasiyle ayn1 muame-
leye tabi tutarsak, neticede Gyle bir barita meydana getirilmis
olur ki, bu tip hig bir kige ihtiva etmez. Simdi effer biitiin ko-
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gelerinde fig memleketin bitigifi her haritanin 5 renkle boyana-
bilecegini gtsterebilirsek, yukarida meydana getirilen haritanin
da, meseld Sek. 46b de harflerle gisterilen gekilde, 5 renkle bo-

AV A S
S~ ‘ng'

yanabileceffi neticesi ¢gikar; buradan da $ek. 46a nin da, lizerindeki
harflerle gisterildigi sekilde, b renkle boyanabilecegi, su halde
her haritanin 5 renkle boyanabilecegi ispat edilmig olur.

4, Ispat. f, yalmz iki kogeli, f, ¢ kogeli, ilah ... memle-
ketlerin sayisin1 gosterdifine gbre, biitiin memleketlerin f sayist
bu sayilarin toplamina egittir ().

(2) fzf!‘{‘fa“l”f{"}"

2 kogeli f, memleketin herbirinin iki sinir1 bulundufundan bu‘l
memleketlerin toptan simir sayim 2 f,, 3 kogeli f, memleketin
her birinin 8 siair1 bulundufundan bunlarin toptan sinir sayisi
3 fs, ildh ... tir. Simirlarin bu gekilde elden gegiriliginde niha-
yet biitiin sinirlar elimizden gegmig olur. Fakat simirlarin her-
biri, kendisinin ayirdigi iki memleketin herbirinin sinirlarmin
sayim1 esnasinda olmak ftizere iki defa geger. §u halde

@) 2k=2fi+8fi+4fit

dir. Ayn gekilde, biitiin memleketleri __kogeleri bakimmdan elden
gegirirsek — yukarda caiz oldufuna kanaat getirdigimiz, her ko~

0 Kolayea kanaat getirileceffi fizere, hig kuseﬂ: veya tek kiigell
memleketlerden burada vazgegllebilir.
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Sek. 40a da: fr=38, f=0, fi=0, fi=0,
Sek. 40b de: [:=0, fi=4, (=0, f;=0,
Sek. 41 de: fr=0, ::.=0, fi=8, fi=0,
Sek. 42 de: fr=0, fy=0, fi=0, f;=12

dir, $u halde biitiin bu Urneklerde f; sayilarindan yalniz bir ta-
nesi sifirdan farkhdir; $ek. 40c de ise durum bagkadir.

Simdi haritamizda en ¢ok beg kilgeli olan bir memleketin
mutlaka bulundogunu Ogrendik. Arbik bittiin imkdolar: tegkil
eden iki, {ig, dort ve bes kigeli memleketlerin bulunmasi halle-
rini sirasiyla gbzden gegirebiliriz.

1. Haritada iki kégeli bir memleket mevcuttur. Bbyle bir
memleketin tam iki komgusu vardir. Bu memleketin simirlarin-

dan birinin ($ek. 47 de kesikli gizilmig olaninin) ortadan kaldiril-

difim diiglinelim. Bu suretle defigtirilmig haritada artik f defil,
ancak f—1 tane memleket bulunur. Bu son haritayr 5 renkle
boyayabildiffimizi ve bir sininin ortadan kaldirilip, bunun iki ta-
rafindaki memleketlerin b{rlegtlrllmufyie meydana gelen yeni
memleketin a rengine, difer komgu memleketin 4 rengine boyan-
mig oldufunu kabill edelim. Bu takdirde, ortadan kaldirilmig

Sek. 47

olan sinir1 tekrar tesis ederek eski haritaya ddndiifimiizde ora-
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daki iki ktgeli memleketi ¢ rengine boyamaya hicbir mini yok-
" tur, glinki bu memleketin a ve b renklerini tagiyan iki komgu-
sundan bagka bigbir komgusu bulunmadifindan, c, d, e renkleri
bu memleketi boyamak igin serbest kalmaktadirlar. Su halde,
effer f—1 memleket ihtiva eden degtigtirilmig harita 5 renkle
boyanabilirse, baglangigta verilmiy olan f memleketli harita da
derhal 5 renkle boyanabilir.

9. Haritada ii¢ kégeli bir memleket mevcattur. Bu memleket
L ve onun fig komgusu L,, L,, L, olsun {Se‘k. 48). Bu memleke-
tin tig sinirindan birini ortadan kaldiralim ve bu suretle meyda-
na gelen f— 1 memleketli haritanin 5 renkle boyanabilecefini
farzedelim. Bu takdirde, ortadan kaldirilmig olan sinirin yeniden
tesisi halinde  memleketini L,, L,, Ly i¢in kullanilandan farkh
bir renge boyarsak — hattd btyle iki renk meveuttur — ilk hari-
tay: da b renkle boyamig oluruz.

Sek. 48

8. Haritada dért kogeli bir memleket mevcattar. Yuokarikile-
re benzer gekilde, L nin dort komgusu i¢in en gok 4 ayr1 renk
kullandiktan sonra geriye kalan en az bir renkle de L yi boya-
yabilecegfimiz diigiiniilebilir, Bununla beraber burada yeni bir
gligliik ortaya gikar: Sek. 49 daki L, gibi bir memleket L ye iki
agrr sioir boyunea bitigebilir. Bu simrlardan biri ortadan kaldi-
rildifn takdirde digeri de kaldirnlmaldir, glinkil aksi halde yeni
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meydana gelecek memleket kendi kendisiyle bir sinir1 haiz ol
ki, bu da sinir kavramindan anladifimiz minaya uymaz. lki s
nir1 da ortadan kaldirdifhmiz takdirde ise, sinirlar: tamamen ay-
r1 iki parcadan tegekkiil eden halka geklinde bir memleket ortaya
cikar. Bu tip memleketleri ise simdiye kadar (hatti daha Euler
teoreminin ispatinda), agikea sbylemeksizin, konu dis: bu'akmlg-;_
tik. Bu tip memleketlerdén burada da sakinabiliriz. Cinkii, effer
L ve L, birlikte bir halka teskil etseler, L nin L, ve L, ile teg-
kil ettigi diger iki siniry bu halka vasitasiyla birbirinden ayri-
hrlar. Neticede L, ve L, memleketlerinin birbirinden farkl ol-
malar1 ve higbir ortak sinira malik olmamalar: icap eder. §u
halde bunlar ayni renge boyanabilir. Simdi L nin L, ve L, i
tegkil ettigi sinirlart ortadan kaldiralim. Bu suretle f— 2, yani
f ten daha az sayida, memleketli b& harita meydana gelir. Eger
bu harita 5 renge boyanabilirse, baglangigtaki de boyanabilir;
¢iinki L nin sadece 3 komgusu olup, bunlardan ikisi aym: rengi
tagirlar ki, L igin geri kalan fi¢ renk serbest kalir.

K

Sek. 49

4. Haritada beg kégeli bir memleket mevcuttur. Bu halde,
tnceki halde rastladiffimiz giiglilk daha da ciddi bir gekilde mev-
cuttur: L nin iki komgusunun ayni memleket olmas: (Sek. 50a)
milmkiin oldufiu gibi, bdyle iki komgunun (Sek. 50b deki L, ve
L, gibi) bagka bir yerde ortak bir simir1 mevent olabilir. Fakat
her iki halde de L nin meseld L, ve L, gibi Oyle iki komgusu
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diigtimiizde, baglangi¢ haritasini 5 renkle boyamig olmak i¢in L
yi geri kalan 5. e rengine boyamak kafidir.

Her haritada ya bir iki kogeli, yahut bir {i¢ kogeli, yahut
bir dort kdgeli, yahut bir beg kdgell memleket bulunmaer lizim
geldifinden, yukarida anlatilanlarla f memleketli bir baritay:
daha az memleketli bir haritaya irca etme igi tamamlanmig bu-
lunmakta olup, bu is bize gunu da d@retmig olmaktadir: her ha-
ritada dyle nygun bir veya iki sinir ortadan kaldirlabilir ki,
yeni elde edilen harita 5 renkle bovanabildii takdirde, bundan
eski haritapin da bir 5 renkle boyanmigini elde edebiliriz. Bu irca
igini yeni haritada en ¢ok 5 memleket kalincaya kadar tekrarla-
yalim. 5 veya daha az sayida memleket ihtiva eden bir harita
ise, tabiatiyle 5 renkle boyanabilir. $u halde irca iginde ondan
tnce gelen biitliin haritalar ve neticede baglangigta verilmig olan
harita da 5 renkle boyanabilir.

5. Sonsbz. Bir haritanin, gimdiye kadar farzettiffimiz gibi,
dilz bir kagit {izerine cizilmig olarak diigliniilmesiyle bir kiire
fizerine ¢izilmig olarak dilgiin{ilmesi arasinda bir fark yoktur.
Ikinei halde en digtaki memleket (veya ekseriya sOylemisg oldu-
gomuz gibl, karalari gevreleyen okyanus) kiirenin geri kalan kis-
min1 kaplar. Ancak bu memleket hesaba katilmadiffy takdirde
dilzlemden kiireye gecig bir tutarsizhk doffururdu. Yukanda yap-
mig oldufumuz muhakemenin kiire {izerinde de aynen cari kala-
caft bu muhakemenin tabiatindan anlagihir. Clinkii bu pruhake-
me esnasinda dogru pargalar veya aqilarin egitlifine dair kiire-
nin efri olan yiiziinde degigtirilmesi icap eden teoremlerden hig-
biri kullaniimamig olup, sadece egrilerin karsihkl: durumlarina
dair omomi milahazalar kallanilmigtir ki, bunlar da kiire fize-
rinde otomatik olarak cari kalmakta devam ederler.

Fakat Satlirn halkas:i tizerine bir harita ¢izmek istedifimiz .
zaman — tabii burada Satiirn halkas: hakikatte oldugu gibi ¢ok
sayida ufak kitlelerden meydana gelmig olarak degil de, tek bir
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kati cisim olarak tasavvur edilmektedir — ig bagkalagir. Burada
Oyle bir harita tasavvur etmek mtimkinddr ki, 7 memleketten
tegekkill etsin ve bu 7 memleketin herbiri diger 6 memleketle
ortak bir sinir1 haiz olsun, ve su halde boyanabilmesi i¢in tam
7 renge ihtiyag bulunsun. Bir model olmadan bu haritayr gbzd-
niinde kolayca canlandirmak miimkiin olmadifindan burada sade-
ce neticeyi vermekle yetiniyoruz. Bu hakikat kargisinda, 5 ren-
gin kili gelecegine dair yukariki ispatimizin burada neden dola-
¥1 hiikmiinti kaybettifini sormamiz lizimdir. Nasil oluyor da
kilreye gegerken cari kalan millihazalar burada artik cari olmu-
yorlar ?

Yukarki millihazalarmm hiitkmiindl kaybettigi her iki yeri
kolayca gostermek milmkiindiir. Bunlardan biri Euler teoreminin
ispatinin sonunda olup, §ek. 45 yardimiyla P den Q ye giden
her iki yolun arasinda kalan tarlalara digardan higbir surette
suyun giremiyeceffi neticesinin ¢ikarihigindadir. Digeri, esas ia-
patm dbrt ve bes kbseli hallerinde $Sek. 48, 50a ve 50b deki du-
rumda L, ve L, iin highir surette birbiriyle irtibath olamiyacag,
¢linkil aksi takdirde bunlarin L, veya L, ve L, ten tegekkiil
eden halkay: kesmeleri icap edecefi hususundadir. Her iki yer-
de de aym: gey bahis konusudur: kapali bir egrinin bir tarafin-
dan differ tarafina bu efriyi kesmeden gegmek miimkiin degildir
(Sek. 52). Diizlem ve kiire fizerinde dogru olan bu keyfiyet ise,

Sek. 52 Sek. 58

Satiirn halkas: veya matematikgilerin dedigi gibi halka ytizeyi
lizerinde dogrulugunu kaybeder. Satiirn halkas1 (Sek. 53) fzerin-

-
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-:':_' y de ve halkanin dig tarafinda kapal devre seklinde bir irmagmn
aktifin1 tasavvur edelim ve bu irmaffin bir sahilindeki bir 4
noktasindan kargi sahildeki bir B noktasina i1rma@ ge¢meden
i gitmek isteyelim. Dilzlem ve kiire hallerinde miimkiin oftnayan
bu ig burada pek ald miimkilndiir. Bunun igin A4 dan itibaren C
tizerinden halkann igine dogru yiiriimek ve halkay:r D ye kadar
igerden dolagtiktan sonra D fizerinden B ye gelmek kafidir.

Bu durum, matematikte sezgi ile hareket ederken ne kadar
ihtiyath olmak lizim geldiffine ve sezginin bizi ne kadar kolayca
mantiki muhakeme zincirinde bir takim atlamalara sevkedebi-

IRl lecegtine dair tipik bir Oronektir. Simdi anhiyoruz ki, Sek. 45 in
ilham ettifi muhakeme ne kadar sezgiye dayanirsa dayansin, as-
hnda mantik bakimimdan ancak dilzlem ve kiireye has tzelikler-

':: { ' den cikarilabilir ve halka yiizeyi i¢gin hilkiimsliz olur.

ﬁt".'."'f" Diizlem ve kilrenin bu bakimdan yakmdan tahlili ile bunm-
1 lar fizerinde yiirtitlilen muhakemenin teferruatina burada girigmi-
LML yecegiz — ¢linkl bu ig basit degildic — fakat sadece halka yii-
i zeyi iizerinde Euler teoremi yerine

i : et f=k

I j_|; . egitliginin geldigini ve beg renk teoremimizin yukariki ispatini
A s halka yfizeyine naklederek bu yilzey fizerindeki her haritanmn

|r| “T ' 7 renkle boyanabileceginin ispat edilebilecegtini bildirelim, Bu
| '”: il guretle daha karigik gibi goriinen halka yiizeyi tizerindeki biitiin
|Ilm‘|| haritalarin boyanmas: ig¢in lizim gelen en kilglik renk sayis:
”||1I[I|II| probleminin kat’i olarak ¢bziilmilg olmasi, fakal daha bagit olan

A i o diizlem ve kiire hallerinde problemin agk kalmas: (5 yerine 4

rengin her zaman kifi gelip gelmedigi hentiz bilinmemektedir)
gpayan: dikkattir.
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tir. CQokyiizliniin koge, yilz ve kenar sayilarini sirasiyla e, f
ve k ile giusterecefiz.

Simdi ¢okyiizllyti i¢i bog ve kendisini sinirlayan diizlem
parcalari eldstiki bir maddeden yapilmig bir cisim olarak diigil-
nelim ve sonra bu cismin gergin bir kiire haline gelinceye kadar
gigirilmig oldufunu tasavvur edelim. Baglangigta diizlem parcala-
r olan yiizler sonra kiire yliziinlin parcalari, evvelece doffru par-
calar1 olan kenarlar sonra kiire {izerine ¢izilmig egri pargalar
olurlar ve boylelikle, kfireyi diinyanin bir nlimunesi olarak ta-
savvur edersek, bu kiire fizerinde bir harita meydana gelmig o~
lur. Bu haritadaki memleketlerin sayis1 tam gokyiizlilniin f yliz
sayiema siirlarin sayis: tam gokyfizliiniin k& kenar sayisina, k-
gelerin sayisi tam gokyiizliiniin e kiige sayisina egittir. Bu hari-
tadaki f tane memleketin hepsi de ayni ¢ kige ve kenar sayisi-
n1 haizdir; gu halde evvelee kullanilmig olan f,, f;, ... sayilarin-
dan yalmz bir tanesi sifirdan farkhi olur ve neticede bu say:
yiizlerin f sayisina egit olur, Haritanin her kigesinde de ¢ tane
memleket bitigir. $ek. 40b, 41, 42 bu tip Yzel haritalara drnek-
ler teskil ederler. Onlarda sirasiyla

¢p=3,e=8; p=4, e=8; ¢=0, e=3
tiir.

Yukariki gigirme igleminden kazancimiz agafhki Euler Teore-
mi oldu: :

(3) et+f=k+2

teoremi sadece bir haritamin kige, memleket ve simirlart igin dogru
olmakla kalmaz, ayn: zamanda bir ¢okyiizliiniin kiésge, piiz wve
kenarlart igin de dogrudur.

Hattd tarihi bakimdan, teoremin agil bu ikinei gekli Enler’in
buldugn gekildir. Bundan dolay: teoreme umumiyetle «Cokyiizlii-
lere dair Euler teoremi» adi verilir. (3) formiiliinden konumuza
ait hayati dnemde neticeler gikaracagiz.
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ayn geyler icin {ist sinirlar elde etmege ¢aligalim. Evveld (7a)
yerine

(7b) ge—29—2e<0

da yazabiliriz, ki bu sonuncu ifade bir evvelkinin sadece igareti
degistirilmek suretiyle elde edilmigtir, (7b) nin sol tarafim

(8) (g—2)(e—2)=gs—2¢—28+4

ile kargilastirirsak, aradaki farkin sadece 4 ildve edilmig olma-
sindan ibaret bulundugunu goriiriz. Ju halde (7b) nin her iki
tarafina 4 ilive ederek bulunan

pe—2g—2et4<a
egitsizliginin sol taraf: (8) in aym olur ve neticede

(9) (p—2)(e—2)<4
elde edilir.

Burada soldaki (¢ —2) ve (¢— 2) carpanlari, (1) ve (2) do-
layisiyle en az 1 e egit olmak zorundadirlar. Su halde (¢ —2)
ve (&— 2) carpanlarinin tébi olduklar1 tahdidi artik biliyoruz:
bunlar, carpimlar: 4 ten kiiglik olmas: lizim gelen pozitif tam
sayilardir.

Simdi bu 6zelligi haiz biitin ¢arpimlar: derhal sayip doke-
biliriz. Bu ¢arpimlar agikir olarak

(10) e ) At Rty 1 o8, B

den ibaret olup, beg tanedir. lki pozitif tam saymmn geri kalan -
biitlin carpimlar: en agagi 4 e esittir. Simdi iki pozitif tam say-
nin 4 ten kiiciik sadece bes tane carptminin mevcut olmast keyfiye-
tinden, sadece beg tane diizgiin gokyiizliiniin mevcut olabilecegi
neticesini ¢ikarabiliriz.







116 12h. Duzgtn gokytzldler

(11), (12) ve (13) formiilleri ¢, # un yukariki beg deger gif-
tine f, k, e igin agafiki cedvelde verilen tamamen belirli deger-
leri tekabill ettirir:

? | = y o B2 e

6 4 | Dortylzla
12 6 | Sekizytizldl
12 Altiylizld
30 12 | Yirmiyfizltl
80 20 | Onikiytizli

S & e o &
e o w B w
-

Ms“m*

Su halde ancak beg tane diizgiin gok yiizlid cegidi miimkiindiir.
Bunlara Eflatun (Platon) un dilzgiln cisimleri denir ve herbiri,
cedvelde gorlildiigil gibi, ylizlerinin sayisi ile adlandirilir,

9. Bu cedvel bagka bir gayam dikkat Ozelii de haizdir:

" efer ¢,  ile degis tokug edilirse, yirmiyfizld onikiylzltye, se-

kizyiizld altiyfizliye, dortyiizli ise kendi kendisine déniiglir.
Bu esnada k sabit kalir, fakat e ve f aralarinda degigirler.
Fakat bu keyfiyet daha Snceki formiillerden beklenebilirdi. Ev-
veld, hayati dnemi haiz (1), (2) ve (9) formiilleri ¢ ve £ a gire
simetrik olup, ¢ ve ¢ aralarinda degigtirildigi takdirde, ige yara-
yan her ¢, ¢ ¢ifti gene boyle bir gifte doniigfir. Bundan bagka
(12) formldl, k& nin ¢ ve ¢ dan simetrik bir gekilde elde edildigini,
(11) ve (18) te ¢ ve ¢ un aralarinda degigtirilmesinin e ve f nin
aralarinda defigmesi neticesini dogurdufunu gisterir.

Boyle bir miinasebet geometrik olarak ta agikdrdir. Bunu
gbrmek i¢in bir ¢okyiizlliniin her yilzlinde bir ig noktay: yeni
bir ¢okylizlinln kdge noktas: olarak segerek, eski gokylzlti-
niin her hangi iki komgu yiizlindeki iki yeni kige noktasimi bi-
rer dofru pargas: ile birlegtirmek kifidir. Bu takdirde, eskisinin
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her yiizii nzerinde yeni cokylizliintin tam bir kige noktasi bu-
lunur, Her eski kenarla tam bir tane yeni kenar bir apraz tegkil
eder ve her eski kige tam bir tane yeni yiizile gevrilir. Su halde
her iki gokytizliide k sayilar birbirinin ayni, fakat e ve f sa-
yilar: aralarinda degigmisgtir.

10. Bununla beraber, daha bir hususun iyice belirtilmesi
lazimdr- buraya kadarki millihazalarimz sadece, en cok beg ta-
he dilzglin  gokylizliintin meveut olabilecetini gbstermektedir,
¢lnkil ancak cedvelimizde bulunan e, f, k sayilari, yilzleri egit
fayida kogeyi haiz ve kbgelerinde de egit sayida yiizlerin bitigti-
& gokytizlnlerin ktse, yilz ve kenar sayilari olabilirler.

$u halde cedvelde zikredilenlerden bagka hi¢ bir ditzglin
¢okylizlti meveut olamaz. Fakat cedveldeki bu gokyizlilerin
hakikatte meveut olduklar, yani fiilen inga edebileceklerini gim-
diye kadar ispat etmiy degiliz. Hakikaten, gimdiye kadar nazar
itibarg almamig oldugumuz bazi sebeplerden dilzglin gokyilzlil-
lerin bagka bazi gartlara daha tabi olduklari ve bundan dolay:
“edvelde sayilip dokfilen tiplerden bazilarimin gerceklegemiyece-
Bl tasavvur olunabilir. Kisaca, gimdiye kadar diizgin gok yiiz-
Yler icin sadece gerek gartlar) miinakaga etmig bulunuyoruz. Ye-
fer gartlar hentiz ele alamadik.

Daha dogrusu, gimdiye kadarki millahazalarimiz gokytiz-
lilerden ziyade, daha umumi olan, kiire Gzerindeki «diizgiin»
haritalarg dair idi. Bu haritalarin diizlem parcalar ile sinrh
“okylizltlerin gigirilmesi suretiyle elde edildikleri hususu ise, ken-
Ailerine bakar bakmaz hemen hatira gelmez. Yukardaki cedvelde
*Ikredilen bes tane ¢okylizlt tipine tekabill eden haritalar: ise
$imdi fiilen gizebiliriz. Sek. 40b, 41 ve 42 deki baritalar zaten
firasiyle diizglin dértynzld, altiyiizlil ve onikiylizlil gtstermekte-
Uirler. Gerige kalan dizgtin sekizylzll ve yirmiylzld tipleri

* 54 ve 55 te gosterilmigtir. _
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Su halde g¢okyiizliilerin tabi tutulduklarmm tasavvur ettifi-
miz deformasyonlar1 bir kenara birakirsak, dilzgiin gokylzliller
icin yukarida elde edilen gartlar ayni zamanda yeter gartlardir.

B el i

Sek. 54

Buraya kadar ispat etmedifimiz bir husus geriye kaliyor:

Yukariki diizgilin ¢dkyfizliilerin daha dar olan Oklid mana-
sinda da diizgfin olacak sgekilde, yani hepsi birbirine esit olan
diizgiin dfizlem ¢okgen seklindeki yiizlerden, insa edilebilecek-

Sek. 55

leri. Bdyle bir ispat igin bambagka tirld bilgilere ihtiyaq vardir.
Ctnkfl yukariki miilahazalarimiz sadece deformasyonlar netice-

e e
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sinde deffismeyen dzelikleri kapsamakta olup, esitlik bunlara da-

hil degildir. Ancak, iginde dogru parcalari ve agi egitliklerinin
hayati bir rol oynadigi, Metrik Geometri bizi burada hedefimize
gotirebilir. Yukarida sayip dokmily oldufumuz beg diizgiin gok-
ylzllintin metrik geometri manasinda da dizgiin olduklarinin
Ispat: burada anlatilmayacaktir. Bu ispatlar daha Klasik Eski
Caglarda verilmig olup, Eflatun (Platon) un talebesi Theiitet’e
atfedilmektedirler. Onlar1 Oklid’in «Elemanlar» nin sonunda,
XII1, kitapta bulmak mimkiind{ir.
!

13. Pitagor Sayilan ve Fermat
Problemine bir bakig

1. Meghur Pitagor teoremine gire, bir dik fi¢genin hipote-
niisl kenar olmak lizere ¢izilen karenin alami, dik ficgenin di-
fer iki kenar: @izerindeki karelerin alanlari toplamina egittir,

Buna kargit olarak, eger iig dogru parcas: arasinda, birinin fize-
ring gizilen karenin alani differ ikisi tizerindeki karelerin alanla-

™ toplamina egit olacak surette bir mitnasebet varsa, bu dogru

Parcalarindan tegkil edilecek ilggan daima bir dik Og¢gendir. Doff~
Tw parcalar: yerine onlarin a, b, ¢ uznonluklarini ithal edersek,

onlarin fizerlerine cizilen karelerin alanlari a’, 4%, ¢' olur ve bu
takdirde a’ 4 b* = ¢* miinasebeti a, b, ¢ nin bir dik figgenin ke-
narlar1 oldugunu ifade eder.

- Daha evvel (Bslim 4), egkenar bir dik {i¢genin kenar: ile
hipotentisilniin ortak slelistiz olduklarim gormilgtiik. Bunun ne-
ticesi olarak, 24*=c" denklemi hi¢ bir zaman a ve ¢ ye gire
tam sayilarla ctztilemez. Fakat acaba egkenar olmayan dikdort-
Benler arasinda kenarlar: ortak dlgiilit olanlar mevcut mudur?
Yahut bagka deyimle,

(1) atFb'=c¢"
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denklemini ¢8zen fi¢ tam say1 var midir ? Basit ve hemen her-
kes tarafindan bilinen

3*+4°=5" yahut 9+ 16=25

drnc gl gosteriyor ki, bu eorunun cevabr miispettir. Acaba bu
tiirlit daha bagka sayilar da, yani (1) in bagka tam sayili ¢u-
zlimleri de meveut mudur? Eger meveutsa bu sayilar nelerdir ?
Bu boltimde bu sorular: tamamen cevaplandiracadiz.

2. (1) in tam sayili bir a, b, ¢ ¢dziimiin@l bilirsek, bunlar
ayni bir say: ile carparak, (1) in kolayea yeni bir ¢oztimiinil bu-
luruz. Meseld yukarida bahsedilen 3, 4, 5 ¢bzilmiinden derhal
6, 8, 10 yeni ¢8ziimll elde edilir, hakikaten

6* - 8* = 10°

dir; umumi olarak n herhangi bir tam say1 olduuna gire, 3n,
4n, 5n de bir ¢dzlimdilir. Ayn: gekilde, bilinen bir a, b, ¢ gbzil-
miinden hemen difer bir an, bn, cn c¢bziimil elde edilir, ¢iinkil
a'+b'=c’ den a’n’+b"n"=c"n’, yahut (an)'+ (bn)* = (cn)"
¢ikar. Bu suretle elde edilen yeni ¢dziimler Adeta agikir olduk-
larmdan pek fazla bir aldkaya ldyik deftildirler. Biz asi, daha
basitlerinden tek bir say: ile carpmak suretiyle elde edilmesi
milmkiln olmayan «esas ¢dzlimler» ile alikadar olacagiz. Buna
gbre bir esas ¢0zilm, a, b, ¢ nin trivial olmayan hi¢ bir ortak
carpan! bulunmamas: ile karakterize edilir. Buna bir Srnek 3,
4, b tir,

a, b, ¢ nin bir esas ¢bzlim olabilmesi i¢in, a, b, ¢ nin her-
hangi ikisinin bile trivial olmayan hig bir ortak garpani bulun-
mamahdir. Yani, ¢cok kullanilan bagka bir deyimle q, b, ¢ «iki-
ger ikiger aralarinda asal» olmalidir. Zira, meseld a ve b nin tri-
val olmayan bir ¢ ortak bbleni mevecut olsa idi, ¢ nin her béleni
boyle bir ortak blen olurdu. f bir p asal sayisi ile bslinmek
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mecburiyetinde olduffundan (¢, bazen p ye egit de olabilir), a ve
b nin p ortak asal btlenini haiz oldugunu farzedebiliriz. Su hal-
a=p-a, b=p-b, olurdu ve a*+b'=c" den p'(a,* 4 b,") ="
elde edilirdi. Bu denklem ise p* min ¢ yi bylmesi icap ettifini
gisterir. Buradan p nin ¢ yi de boldiigil neticesi ¢ikardi, ¢ilnkil
¢’ deki iki egit ¢ garpam p ile blinemedigi takdirde, bir ¢arpi-
min bir asal say: ile bdlinebilmesine dair olan esas teoreme go-
re ¢' de p ile btliinemezdi. Biitin bunlara glire p, sadece a ve b
nin bir ortak bileni degil, «, b, ¢ nin de bir ortak bdleni olur-
du. Tipki buna benzer sekilde, a ve ¢ nin yahut b ve ¢ nin bir
ortak asal boleninin her {ig saymnm da bir ortak boleni oldugu

anlagilir.

3. Su halde artik (1) in, yalmz a, b, ¢ nin ikiger ikiger
aralarinda asal bulundugu ¢Bziimlerini ayiracagiz. Ozellikle bu
sayilarin higbir zaman iki tanesi ¢ift olamaz. §u halde bunhnn_
en ¢ok bir tanesi gifttir. Diger taraftan, bu sayilarin figil birden
de tek olamaz. Cilnkil bir a=21-+1 tek saymsinin karesi olan
=40 4+4l+1=4(P+1)+1 de tektir; a ve b tek iseler,
a® ve b* de tek olup, neticede a’--b" ¢ift olur ki, bu da ¢ nin
tek olmas: halinde miimkiin degildir. e '|

Boylelikle geriye, a, b, ¢ sayilarmndan ikisinin tek, birinin ‘ |
gift olmas: kahyor. Bundan Oteye, ¢ min de tek olmasi lizim
geldigi de ispat edilebilir, Zira ¢ ¢ift olsa, yani 2 ile bdlinebilse,
¢, 4 ile boliinebilir. ¢ nin gift olmas: halinde ise, geri kalan

iki say1 tek olacaklarindan, meseld i

_Eme -

Blalac Sl L Vgl v

a=21l4+1,8=2m+1, 1 |
ve boylelikle ‘ | .
@b =4I 4141) - (dm - 4m )= (O +1+m*+m)+-2

olur. Bu takdirde o’ b, her ne kadar ¢ift o)lt da, 4 ile 2 ka- 3 | 3
lanint biraktigindan, 4 ile bolinebilen ¢’ ye esit olamaz. . 5]
¥
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Su halde, esas ¢Uziimler igin arta kalan yegiine imkin, ¢
nin tek ve a ile 6 den birinin tek, 6tekinin gift olmasidir. Bu
son iki sayidan, icabederse adlarim aralarinda defigtirmek su-
retiyle, tek olamimi a, ¢ift olanini b ile giistereceffiz. Buna gire
yukarki drneffimizde a =8,b=4,¢=1>5 olur.

4. (1) denklemini gu gekilde de ele alabiliriz:
(2) bP=c'—a'=(c+a)(c—a)

Burada (c+ a) ve (¢ — a), iki tek sayinin toplam ve fark: olarak,
¢ift olup, 2 ortak garpanini haizdir. Bunlarin bagka hicbir or-

tak ¢arpani olamaz, yahut daha dogrusu ° —:“ ve F—;—“ arala-

rinda asal olmak zorundadir. Zira her ikisi birden ¢ ile boliine-
bilse idi, yani meseld

i o f S MERT 1
e ey

a_ teyg
olsa idi, bunlar: taraf tarafa toplayip ¢ikararak
c=t(f+g) a=t(f—g)

elde edilirdi ki, bu da ¢ nin a ve ¢ yi boldiigiind ifade ederdi.
Halbuki faraziyeye gore ¢ ve a aralarinda asaldir, b, ¢ +q,¢c —a
cift olduklarindan, (2) egitlifi tam sayilarla giyle de yazlabilir:

(4)-=ke 25,

L
Bu egitlik vasitasiyle (—g—) karesini aralarinda asal olan c-'i-a
P

3 X carpanlarina ayirmig olduk. Buradan, biitiin miilaha-

zalarimizin esasl olacak olan, cj,:‘ ve c;a nin kendileri-

ve

nin de birer kare olduklari neticesini g¢ikarabiliriz, Hakikaten
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(6) c=u"+9° a=un’— 9o’

elde edilir. ¢ ve a tek olmak zorunda bulunduklarindan, o® ve
»* sayilarindan ve neticede u ve v sayilarindan biri tek, digeri
¢ift olmaldir. (Cilnkil her ikisi de ayn1 cinsten olsaydi, u® ve o°
nin hem toplami, her de fark: ¢ift olurdu. Bu ise ¢ ve a arala-
rinda asal olduklarindan miimkiin degildir.) Bundan sonra, biri
¢ift, dteki tek olan iki sayiya kisaca «farkli cinsten» diyecegiz.

Boylece, (1) i gercekleyen ve aralarmmda asal olan a, b, ¢
sayilarinin, aralarinda asal ve farkl: cinsten iki uw, v sayis1 yar-
dimi ile (5) ve () formiillerinde verilen gekilde gisterilebilece-
gini ogrenmig olduk. Eski a =8, b=4, ¢=>5 Urnegimizde agikir
olarak

$ 08

W=7 =4, o=

olup, hakikaten .

b=4=2-2-1=2uav
dir.

6. Buraya kadar bir a, b, ¢ esas ¢Szlimiinii biliniyor farz
ettik ve bu cbzlime tekabiil eden u, » sayilarini tayin ettik,
§imdi kargit olarak z > v gartina uyan, farkh cinsten, her ara-
larinda asal u, v say1 giftinden (5) ve (6) formiilleri vasitasiyla
(1) in bir esas ¢Oziimii elde edilebilecegini gosterirsek, biitiin
esas ¢bzlimleri sistematik olarak elimize gegirmig oluruz. Hakika-
ten, her iki tarafi hesaplamak suretiyle derhal goriilecegi tizere,

(@® — ") + (2 o)’ = (a* + v¥)*

dir. $u halde (5) ve (8) ile verilen biltiin q, b, ¢ sayilar1 haki-
katen (1) denklemini gerceklerler. u ve v farkh clnsten oldukla-
r1, yani her ikisi de tek veya her ikisi de ¢ift olmadiklar igin,
(6) ya gdre a ve c tek olurlar ve neticede q, b, ¢, 2 ortak bole-
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¢linkil zaten uwv, farkh cinsten iki sayinin ¢arpimi olarak gift
olmak mecburiyetindedir.

7. Simdi (1) denklemine bdylece tamamen hakim olduktan
sonra, (1) in bir siirii genellegtirilmesi aklimiza gelir. Mesela

(7&) ¥+ yl — zs,
yahut |
(7b) x4 gt =2,

yahut, daha umumi olarak, her hangi bir n > 2 igin
(7e) x" gt =2"

nin tam sayili ¢dziimleri sorulabilir.

Pierre de Fermat (1601 — 1665) nin gimdiye kadar hala is-
pat edilemeyen, fakat cerh te edilemiyen meghur bir iddiasina
gbre, hig bir n>2 fissil i¢gin (7¢) denkleminin pozitif tam sayil
bir x, y, z ¢bziimii yoktur. Bazi (meseld 3 ile 100 arasindaki bii-
tiin sayilar buraya dahildir) » ler i¢in Fermat’nin iddiasi Kum-
mer (1810 — 1893) ve halefleri tarafindan ispat edilmigtir. Hatta
Euler (1707 — 1783) bile (7a) ve (7b) nin pozitif tam sayih ¢o-
ziimleri haiz olmadiginin ispatini biliyordu.

Pitagor sayilarina dair biraz Snce 8frenmig oldugumuz bil-
gilerle (7b) nin tam sayilarla ¢bziilemiyecefinin ispat: bizim igin
kolay olacaktir. Hattd burada (7b) yerine x,y, w hakkinda da-
ha az gart kosan

® mite i :

denkleminin tam sayilarla ¢bziillemiyecefini ispat edecegiz. Her
dordiincii kuvvet bir kare oldugundan, fakat her karenin mutla-
ka bir dordiincit kuvvet olmasi icap etmediginden, (8) in ctziile-
memesi (7b) nin ¢bziilmemesinden daha fazla gey ifade eder.
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8. (8) denklemi
(9) (xt)! + (y! =t

geklinde yazilirsa, bunun a=+*,b=p' ve ¢ =w olmak ilzere
(1) in bir tzel halini tegkil ettigi goriiliir, Burada da asil Snemi
haiz olan x, g, w ¢dzlimleri «esas ¢dziimler» olduklarindan, yu-
karidaki gibi effer (9) un bdyle ¢dziimleri varsa, w nin tek ve
x ile g* den birinin ¢ift, differinin tek olmasi Jazim geldifi neti-
cesini ¢ikaririz. Gene x*=a tek ve y® = b ¢ift olam‘l. (9) un bir
¢ozlimil verildigi takdirde, bu ¢dzilm (5) ve (6) formiilleriyle gts-
terilebilmelidir, yeni farkh cinsten ve aralarinda asal dyle iki a,
v sayis1 meveut olmaldir ki

(10a) *=g*—0o% (10b) g*’=2gmv, (10c) w =0+ o®
olsun. Bunlardan (10a)
(11) 4+ o*=a"

geklinde de yazlabilir ki, bu da aralarinda asal x, v, u sayilar
arasinda yeni bir Pitagor denklemidir. Burada u, Snceki ¢ nin
rolintl oynamakta oldugundan, 3. e gore tek olmaldir; x tek ol-
dugundan, v igin ancak ¢ift olmas: imkdn1 kalir ki, buna gore
v, boneeki b nin roliinii oynar. x, v, a sayilari, (11) Pitagor denk-
leminin esas gbziimll olarak, (5) ve (6) vasmtasiyla gu gekilde

gosterilebilir : b

(12) r=ua'—o'v=2ua7v, a=ua,"+o,*

Burada u,, v, farkl: cinsten ve aralarinda asal iki uygun sayiy1
gosterir. Simdi (10b) yi hatirlayalim. z tek, o ¢ift bulundugun-
dan ve u ile v aralarinda asal olduklarindan, u ve 20 de ara-
larinda asaldir, giinkd 2, « yu bdlmektedir. Boylece 5% (10b) ye

gore, aralarinda asal olan a ve 2¢ olrplnlam ayrilmig olmak-
| tadir. Fakat 4 teki miilAhazaya gbre bir karenin bdyle aralarin-
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da asal iki ¢arpana ayrilmasi, ancak bu carpanlarin kendilerinin
de birer kare olmasiyle miimkiindiir. $u halde i¢inde bulundugu-
muz halde

(18) a=w,’, 20=41,’

olup, burada 2v nin ¢ift oldufn da (2¢)° =4¢,° ye egit kilin-
mak suretiyle hemen ifade edilmigtir. Bu degerleri (12) nin son
iki denkleminde yerine koyarsak,

(14) . t,'=ua, v, w=ua,+ v’

elde ederiz. $imdi burada u,, v, aralarinda asaldir ve ¢arpimlar:
t, ye egittir. Su halde bunlarin kendileri de birer kare olmal-
dir:

(15) =1 v,=y"s
Bunlar (14) teki ikinei denklemde yerine konursa

(16) 'tyt=w’
elde edilir.

9. Simdi bu (16) denkleminin, hareket noktamiz olan (8)
denklemiyle ayni gekli haiz oldugunu gériiyoruz. Su halde: (8)
in bir x, y, w esas gbzilmil meveut oldugu takdirde, gene (8) in
gyle bir bagka x,, y,, w, esas ¢bzlimil meveut olur ki, X3y Y1y @,
sayilari x, y, w den belirli bir usile gbre elde edilirler. Her ha-
lii kirda ilk ¢dziimilin w si ikinei ¢Uzlimiin w, inden daha bii-
yiikttir, ¢linki (10¢) ye ve (18) @in ilk denklemine gre

w=o"to'=w'to'>u!

olup, buradan muhakkak surette w > w, oldugu elda edilir.

$imdi bu hakikatlerden hareket ederek kolaylikla bir tena-
kuza vanlabilir. Clinkil, tipk: 8. de x, y, w den yeni x, p;, w,
cbziimiintl elde ettifimiz uslle x,, g, w, den de bagka bir

e
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¥s) Yy wy ¢Uzlimiinil elde edebiliriz. Burada w> w, Ozelifinin
benzeri olarak w,> w, egitsizligi caridir. Ayn1 metodun bir defa
daha nygulanmasi ile w, > w, bzeligini haiz bir x,, gy, w, cbzii-
mil daha elde ederiz. Bu isleme devam edersek,

(17) w> wy >w,>w,>w4 wan

geklinde azalan bir say) dizisi elde ederiz. Fakat bu sayilarin
hepsi pozitif tam sayilar oldugundan, w den daha kiigilk olan
ancak sonlu sayida bu tip say: bulunabilir, $u halde (17) dizisi
sonlu olup, meseld wy gibi bir sonuncu terim ihtiva eder. Fakat
bu wg bir xi, yr, wr ¢Ozlimiine ait olurdu ki, bu ¢izlimden 8. e
gire wp > wg+, egitsizlifini gercekleyen yeni bir xk4y, gr+.,
wi+, ¢bzlimil elde edilebilirdi. Bu suretle bahsettifimiz tena-
kuza varmig oluyoruz. Bbylece (8) in hig bir esas ¢bziimil haiz
olamiyacajfn tespit edilmig oluyor, ¢iinkéi bdyle bir ¢bzlimiin
meveudiyeti bizi bir tenakuza sevketmig oldu, Neticede (8) in
higbir tam sayih ¢bziimli meveut olamaz. Cilinki bdyle bir ¢o-
ziimden derhal bir esas ¢bziim elde edilebilir.

Bu ispatin esas fikrine, Fermat ile birlikte, «descente infi-
nie» (sonsuz inig) ad1 verilegelmigtir. Bu fikir, belirli bir usille
(burada 8. deki iglemin tekrari) terimleri gittikge kiigiilen po-
zitif tam sayilardan tegekkill eden bir sonsaz dizi elde edilmesinin,
her- pozitif tam » sayisindan daha kdgiilk ancak sonlu sayida po-
zitif tam say! meveat olabildigi (¢c@inka bu sayilar ister istemez
n—1,n—2,.., 8, 2, 1 sayilar i¢inde, yani en ¢cok n—1 tane
olabilir) keyfiyetiyle tenakuz tegkil etmesinden ibarettir.

Isin aslina bakilirsa, daha V2 nin h_-ra'syonel'olu'nnu ispa-
tinda boyle bir «descente infinie» ye rastlamgtik.
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i
& ,
;. :'.;;'“I ' . 14, Verilen bir nokta sistemini ¢evreleyen en
o kiigiik daire (Yuva dairesi)
o 1. Diizlemde P,, P,,..., P, gibi n tane nokta verilmig
; :- olsun. Bu noktalarin topuna «nokta sistemi» (') adim1 verecegiz.
% f,"' Simdi bir nokta sisteminin P; ve Py gibi nokta giftleri arasinda-
T ki miimkiin olan biltiin ikili uzakhklar diigiinelim. Sonlu sayida
= Al olan (*) bu uzakhklar arasinda mutlaka bir en biiylik uzaklik
; ﬁlﬁf | bulunacaktir. lste bu en biiyiik nzaklhif, verilen n noktadan te-
::ﬂ h||‘|; gekkal eden nokta slstem'lnin. «genigligi» adi ile belirtecefiz.
. Agikir olarak, geniglii d olan n noktalh bir sistemin etra-
il fina d yarigapli dyle bir daire gizebiliriz ki, bu n noktanmn hep-
£ G sini birden ihtiva etsin (Sek. 56). Bunun i¢in n noktanin her-
e hangi biri, meseld P,, merkez olmak {izere d yarigaph bir daire
1, i gizmek kafidir. n noktanin geri kalan herbiri P, den en ok d
R uzakhiginda oldugandan, bu daire kendi P, merkezinden bagka
i L3l P,, P,, +++, P, noktalarmmn da bepsini ya icinde yahut kena-
[ ]ii' rinda ihtiva eder.
e _..‘;"g.j Fakat n noktanin hepsini birden ihtiva eden daha da ki-
L 'm _" cilk yarigaphh bir daireyi kolayca cizebiliriz. Bunun igin bir-
f ‘ ';" birinden en bilylik, yani d, uzakliini haiz olan nokta ¢iftini sege-
f_.‘ g "' lim. (4 uzakh@in1 haiz birden fazla nokta ¢ifti varsa, bunlardan
g ; herhangi birini segelim). Bu cifte — kendisine P, P, diyelim —
Bt I; ait her iki noktammn etrafinda d yaricapli birer daire ¢izelim.

Agikar olarak, bu dairelerin herbiri dteki noktadan geer. Simdi

RIEF-I
e

(') Burada «nokta ctimlesi» tabirini kasten kullanmiyoruz. Cankn
bir «nokta clmlesi» sonsuz sayida nokta da ihtiva edebilir, Halbuki
buradaki «nokta sistemi» adi ancak sonlu sayida nokta ihtiva eden
ctimleler igin kutlanilacaktir, ’

(*) Kolayea kanaat getirllecegl Ozere n tane noktadan " (" —1)
tane g¢ift tegkil edllebilir. 2
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biliyoruz ki » noktanin hepsi bir taraftan P, merk-zli, diger ta-
raftan P, merkezli daireler tarafindan ihtiva edilir. §u halde bii-

- tiin bu noktalar her iki daireye ortak olan yiizey pargasina, ye-
ni Sek. 56 da taranmig olan daire yaylan ikikdgelisine, ait olur-
lar.

Sek. 56 -

Kogeleri S, ve S, olan bu daire yaylan ikikogelisi ise S, §,
¢aplt bir dairenin i¢ine girer. Bu sonuncu dairenin r yariga-
p1, P, MS, dik ficgenine Pitagor teoremini tatbik ederek bulu-

nur:
2
eme=(§) =4

dopi, Hatisets ,=-;'-v3 olur. Bir H nokta sisteminin biittn

noktalarini i¢inde veya gevresi fizerinde ihtiva eden bir daireye
bu nokta sisteminin bir «gevreleyen dairesi» diyece@liz. $u halde
ilk verﬂen ?=d y.r]c.p].l Qavuleyen d‘m yel'lne, somd.n

r= ..;L V3=0,866 ... d yarigapli bir ¢evreleyen daire bulmug ol-
duk.

2. §imdi, acaba bu %VE sayis: yerine daha kilgtk bir sa-

v1 da ayn: rold oynayamaz m? diye bir soru ortaya cikiyor.
Bu soruyu H. W. E. Jang'un agagidaki teoremi cevaplandirir:
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Genigligi  olan her nokis sistemi yarigap: en'ook ai V3=0,577... d

olan bir ¢evreleyen daireyi haizdir. Bazi &zel nokta sistem-
lerinde bu gevreleyen dairenin yarigap: daha da kiigliltiilebilir. (')
Bununla birlikte bazi dyle nokta sistemleri de vardir ki, bunlar:
gevreleyen daha kiiglik yaricaph bir daire bulmak miimkiin de-
gildir. Bu bliim{in hedefi, Jung teoreminin ispatidir.

‘Kenar uzunluffu d olan bir egkenar ficgenin kdge noktalari-
nin tegkil ettigi nokta sistemi igin, yaricapt — V3 Jung degerini

haiz bir gevreleyen daire kolaylikla verilebilir. Bu daire, egke-
nar figgenin digina ¢izilmig daireden ibarettir. Ciinkll r+x=nh

vaz'edilirse (Sek. 57 ye bakinuz), ABD dikliggeninde d’ = A* + § »

(1) hiss 09 . neticede
d
(@) h=> olur.

\
L -
(; Birbirinden d uzakhiginda olan Ikl nokta ancak yarigap en
agag 5 olan bir dalreye sigabllecefinden ve genigligl 4 olan bir

nokta sisteminde dafma d uzakhifinda bir nokta gitti bulundagundan,
herhangl blr gevreleyen datrenia yarigap: highir zaman & ata aitina
dligemez.
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Bundan hagka, DCM ticgeninde x'+¥::=r’ olup, buradan

2
h=ry'+ S =, B—2brtrt+ S=p,
b
2
h* %=2b

ve (1) dolayisiyla

d* = 2hr, re=_

OIup, buradan da (2) ye gbre
d' d
P ——v_ — _ﬂ vg

bulunur ki, bu da iddia edilen defferden ibarettir.

Diger taraftan, bir egkenar {i¢genin digina gizilmig dn.lrenln
bu Gi¢genin kogelerini cevreleyen en kilglik daire oldugu agikdr-

dir. Bununla beraber, ilerde diger neticelerle birlikte kendiligin-

den ortaya qikacak olan bu hususu burada daha yakindan ele
almayaca@z.

3. Simdi Jung teoremini genigligi d olan her hangi bir
nokta sistemi i¢in umumi olarak ispat etmek fizere, o nokta
sistemini gevreleyen daireler iginde miimkiin oldugu kadar kiigtik
bir daire aramaya girigecefiz. Bu maksatla, cevreleyen bir daireyi
gittikee kiigliltmege yardun edecek bir sira iglem yapacagiz:

I. Qevresi fizerinde, verilmis A nokta sistemine ait higbir
nokta ihtiva etmeyen bir K, cevreleyen dairesi yerine daha kil-
¢lik bir K, ¢evreleyen dairesi bulmak daima mimkiindiir. Haki-
katen, bunun igin K, in M merkezi etrafinda ve sistemin M ye

RIS PR D S S

i
ey

pir=
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en vzak noktasindan gegen bir K, dairesi ¢izmek yeter. Bu dai-
re tamamen K, in iginde kaﬁr, clinkii K,, A nin biitin nokta-
larimi i¢ pokta olarak kabul ettifinden, // min K, fizerinde bu-
lunan noktas: da K, in igindedir, neticede K, nin yarigapi K,
inkinden kiiciiktiir. Bundan bagka K, agikidr olarak / nin bir
gevreleyen dairesidir.

II. Cevresi fizerinde A nokta sisteminin sadece bir noktas:
bulunan bir K, cevreleyen dairesi de kiigiiltiilebilir (Sek. 58).

Sek. 58

P,, H mmn K, tizerindeki noktas:1 olduguna gire K, ile aym te-
geti haiz olan ve A nin bir noktasindan daha gegen biitiin dai-
releri cizelim. Bu dairelerin hepsi K, iin iginde bulunurlar. I¢le-
rinde en biyiigl olan K, (ki K ten farklidir, ¢iinkit A nin K,
tizerinde sadece P,, K, lizerinde ise P, den bagka bir noktas:
daha bulunmaktadir) digerlerini ve neticede H y1 cevrelemekte
olup, gevresi fizerinde // min n tane noktasindan en agafli iki’sini
ihtiva etmektedir. K, aym zamanda K, ten de kigiiktiir.

11l. Bir gevreleyen daire fizerinde bulunan A min noktala-
1, bu dairenin ¢evresini A nin noktalarimi ihtiva etmeyen bir
takim yaylara aymrirlar. Boyle yaylara kisaca «<noktadan dri»
yaylar diyecegiz. Bununla beraber noktadan ari bir yayin uclari
H nin noktalart olabilirler,
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$imdi bu dili kullanarak agafidaki iddiay: ileri slirliyoruz:
Yarim daireden daha bilyiik bir noktadan ari yay ihtiva eden
bir K, ¢evreleyen dairesi yerine daha kiigiik bir K, cevreleyen
dairesi bulunabilir. (')

Hakikaten, K, iizerindeki // ya ait P, ve P, noktalari, ya-
rim daireden daha biiyiik bir 5 noktadan ari yayimin uclari ol-
sun. (Sek. 59 a bakiniz), $imdi {’. P, ¢caph K* dairesini gizelim.

q

Sek. 59

«

Eger K*, H nin biitiin noktalarini ihtiva ediyorsa, istenilen K.
ten daha kileiik gevreleyen daire kendisi olur, ¢iinkil (b bir ya-
rim daire olmadifindan) P, P, kirigi K; in gapr olamaz, gu hal-
de K., K* dan daha biiyiik olur. Egfer K*, A nin biitiin noktala-
rim ihtiva etmiyorsa, H nmm K* 1n diginda kalan noktalar1 b ve
K* arasindaki hilal gekilli (taranmig) bblgede bulunmahdirlar;
burada b nin kendisi, faraziyeye gore — Py, P, uglari hari¢ —
H ya ait higbir nokta ihtiva etmez. §$imdi, / nin taranmi hi-
lilde bulunan biitiin noktalarimin sirayla herbiri ile P, ve P,
den gecmek iizere birer daire gizelim. Bu dairelerin K, iginde
kalan kisimlar: taranmig hildl iginde, gu halde K* diginda bulu-
nurlar. Bundan bagka, bu dairelerin K* i¢inde kalan kisimlari
K, diginda kalirlar. $imdi K, bu dnire!erln arasinda taranmig

() 1 ve I sklars II gikkimn birer 8zel hall olarak diigtinnlebi-
lir, ginkd bu 11k hallerde hatts bir tam daire noktadan Arldir.
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hilal i¢indeki kisma P; P, kiriginden en ¢ok uzaklagani olsun.
Bu daire A nin biitin noktalarini ihtiva eder, ¢linkdl A nin ta-
ranmig hilaldeki biitiin noktalar: ile, // nin geri kalan noktala-
rini igine alan K, ve K* i ortak kismini ihtiva etmektedir.
Bundan bagka K., K ten kigiiktiir, ¢iinkti K, K; ile K* arasin-
dan ge¢mekte olup, bbylelikle K; nin merkezi P, P, kirigine K,
inkinden daha yakindir.

Su halde I, II, III islemlerine gbre, artik kiigilltiilemeyen
bir ¢evreleyen daire, bir yarim daireden daha biiylik olan hig-
bir noktadan Ari yay ihtiva edemez. Oyle ise, bdyle bir daire
ya H nin iki noktasini bir ¢apin iki ucu olarak kabul eder, ya-
huot aralarindaki noktadan fri yaylalarin birer yarim daireden
daha kii¢iik bulupdufu ii¢ veya daha fazla H ya ait noktadan
gecer. Asafida birinei cinsten bir daireye «{evreleyen ¢ap dairesi»,
ikinei cinsten bir daireye ise «gevreleyen fi¢ nokta dairesi» de-
necektir. I, II, [l adimlari bu einslerden birine ait bir gevreleyen
dairenin mevcudiyetini ispat ettigi gibi, bdyle bir daireyi insa
etmek i¢in bir usdl de verir.

4. §imdi, nokta sisteminin herhangi iki noktasin1 birlegti-
rep dogru pargasini gap olarak kabdl eden bltiin dairelerle, sis-
temin herhangi fi¢ noktasindan gegen biitiin daireleri ¢izilmig
farzedelim. (') Sonlu sayida olan bu dairelerin hepsinin de cev-
releyen daire olmas: tabiatiyle icap etmez. Fakat ne olursa ol-
sun, biraz Once tarif edilmig bulunan ¢evreleyen gap ve ii¢ nok-
ta daireleri buolar arasinda bulunur. Buradan, bu dzel tipte cev-
releyen dairelerin ancak sonlu sayida meveut olabildiklerini an-
lariz. $imdi bunlan segelim ve aralarinda yapacapimiz gonlu sa-
yida mukayese sonunda iglerinde en kiciigiini alalim. Bunun adi-
na k diyelim. Bu takdirde k, miimkiin olan biitiin gevrelegen dai-
relerin en kiigigiidiir, ¢linkil kendisi biitiin cevreleyen cap ve tig

€ n(n—1) (n—1) (n—
(') Bunlar hep birlikte T A e L !.:.(; 2) daire oldab.
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nokta dairelerinin mukayesesi sonunda elde edilmig olup, I, II
ve [l e gbre ¢ap veya fig nokta dairesi olmayan biitin cevrele-
yen dairelerden daha kuvvetle kiigiiktiir. Bundan bagka, k tek
olarak belirlidir. Ciiokd k ile aymi bilyiklikte ikinei bir &’ gev-
releyen dairesi mevcut olsayd: (Sek. 60), A sistemi hem k, hem

Sek. 60

de k”, ye ve neticede k ve &k’ niln ortak kismina ait olurdu. Bu
ortak kisim ise bir daire yaylan ikikdgelisi olup, daha kiiglik
bir k* cevreleyen dairesinin igine girerdi, bu ise k min en kilglik
yaricapl ¢evreleyen daire olmas: &zelifine aykiri olurdu. A nok-
ta sisteminin tamamen belirli olan bu en kiigilk gevreleyen dai-
resine o sistemin «yuva dairesi» denir.

k yuva dairesi yarim daireden daha biiylik higbir noktadan
ari yay ihtiva edemez, ¢linkil aksi takdirde III e gore kendisi en
kii¢ik gevreleyen daire olamazdi.

e _-_'_s-._'.lzij:h'_\h.____'m__ i e AL s al

5. Simdi bu k yuvae dairesinin yarigapinin -—g-\f.fl i gegme-
yecedini gosterecefiiz. Bu maksatla k mmn gevresi iizerinde bir-
birinden mfimkiin oldugu kadar nzakta bulunan iki nokta araya-
Im. Bu en biiyik uzakh@: 4 diyelim, ki tabiatiyle 4, en ¢ok
nokta sisteminin d geniglifine egit olabilir.

Evvela k tizerindeki bir ¢apmn iki ucunda A ya att birer j
nokta meveut olmas: halini ele alalim. Bu halde £ nin 2r cap1 :
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[l

d < d olup, réi olur. Su halde her halii kirda ré—g V3 olur.

g Ikinci olarak yukamki halin cari olmadifini farzedelim. Bu
d takdirde k min noktadan dri yaylar: arasinda en bilylik olamm
(yahut boyle birkag tane egit bilyiikliikte olan: varsa onlardan
5 birini) secelim. Bu yayin u¢ noktalar: P,, P, olsun, ki bunlar
@£ H ya aittir. Bu b yay: mubakkak surette yarim daireden kiigiik-
B tir, glinkil noktadan Ari bir yay, evvelce tespit edildigi gibi, bir
5':'1,'!, ~ yarim daireden bilyitk olamaz, ote taraftan bu yay bir yarim
'! 1405 daireye egit te olamaz, aksi takdirde onun P, ve P, u¢ noktala-
= |‘r' i r1 bir ¢apin uglar: olurdu ki, bu hali de, evvelce elden gegirmig
I n-“ i "__ olduumuz igin, iginde bulundufumuz halde bahis konusu digin-
e da birakabiliriz. $imdi b yaymn kirigini ¢izelim ve bu kirigin
(RN ug¢ noktalarindaki dikmeleri ¢itkabm. Bu dikmeler daireyi diger
Rl iki Q, ve Q, noktalarinda keserler ve bu suretle k dairesi fize-
Rs 8 ,f rinde Q, den Q, ye kadar 8yle bir " yay1 aywirlar ki, bu yay
H !] b nin kargisinda olup, ona egittir (Sek. 61). Q, ve @, noktalar

Sek. 61

H ya ait degildir, ¢linkii Q,, P, ile ve Q, de P, ile birer gapin
iki ucunn tegkil ederler ki, bdyle nokta ciftlerinin gimdi gz~
sniinde bulundurdugumuz halde meveut olmadigini farzetmistik.
§imdi b” yayma gelelim. Bu yay noktadan ari olamaz, giinki
akei takdirde uglari / ya ait olmadigindan, daha bityfik bir




r - h -
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noktadan dri yaym iginde bulunurdu. Bu ise miimkiin degildir,
¢linkll noktadan ari higbir yay b den daha bilyiitk olamaz.

Neticede 5" yay1 Q, ve Q, arasinda A ya ait en agaffi bir
P; noktasi ihtiva eder. P,, P,, P, noktalar: agilarinin her iigii de
dar olan bir figgen meydana getirir: P, ve P, deki agilar aym
noktalarda inga edilmig olan dik agilardan daha kiicllk oldukla-
rindan, P, teki a¢1 da yarim daireden daha kilglik & yayma ait
cevre agis1 oldugundan dolayr dardir. (Daha kilgiik yaya daha
kiiglik gevre agis1 tekabill eder ve Thales teoremine gire bir ya-
rim dairege tekabiil eden gevre agisi bir dik agidir).

k min P,, P,, P, vasitasiyle boliindiigii i¢ yay icinde en
agaf1 bir tanesi daire gevresinin figte birinden biiytik veya ona
egit olmak, fakat P, P, P, ticgeninin dar agih olmas: dolayisiyle bir
yarim daireden kiicik kalmak zorundadir. Su halde bdyle bir
yayn P; P; kirigi, en agafft dairenin figte birine tekablll eden
kirige, yani k& nin i¢ine ¢izilmig egkenar figgenin s kenarina esit
olmahdir. P; P; uzakh@: en ¢ok nokta sisteminin d genigligine
egit oldufundan, bdylelikle s < d milnasebetini bulmug olduk.

Kenar uzunlugu s olan bir ephefmr tiggenin digina ¢izilmig
dairenin yaricapr (2. ye gire) r=%:\f§ tir. Buradan s<d do-
layisiyle k min yaricap: igin ré%\/ﬁ bulunur ki, ispatim iste-
digimiz gey de idi.

6. Simdi, genigligi d olan bir nokta sistemi yuvasimn ya-
ricapina ait %\/3 {ist sininnin umumiyetle daha kiicitk yapila-
miyacapia kolayca kanaat getirebiliriz. Zira kenarlar1 d olan

) d
bir egkenar liggenin digina cizilen daire, ki -;VB yaricapim:  ha-

izdir, Gegenin kogelerinden tegekkill eden nokta sisteminin biz-
zat yuva dairesidir. Cinkil 4. e gore, yuva dairesi gevreleyen
cap ve ilic nokta daireleri arasmda bulunur. Buradaki G¢ tane
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len daire bu figgenin kge noktalarmin tegkil ettifi sisteme ait
yuva dairesi degildir; daha ziyade, bu son daire liggenin en
biiyiik kenarini ¢ap olarak kabul eden dairedir (Sek. 63).

15. [Irrasyonel Sayilarin Rasyonel
Yaklagik Degerleri

Yangap: 1 olan bir dairenin alanini Slgen = saymnm yak-

lagik olarak 2 % ¥e, gene V2 nin yaklasik olarak —- e egit olugn
daha Eski Cnglu'dn bile bir rol oynamigtir. Bu gibi ifadelerin

- agik matematik manas: nedir? Ashinda ¢ok sahih ve dakik kim-
seler olan matematikeilerin ligatina dahil olmamas: lizim gelen
«yaklagik», «takribi» kelimelerinin hakiki matematik manasi
nedir ?

R N R TSR

' 1. Herhangi bir w sayis v;rﬂdiglne gbre, bu saymin is-
tenildiggi kadar yakininda bir takim 4di kesirler, veya matema-
tikgilerin dedigi gibi bir takim rasyonel sayilar bulunabilir, Me-
seld = sayisi igin, bu saymimn == 3,14159 ... ondalik agilim:1 bi-
lindigi takdirde, kolayea elde edilebilen

Labs s

3

&

3 __ 814, 3141
To7 HI4=1507 8141 =155 i

31=

kesirleri bu sayiya glttikge daha gok yaklagan deferlerdir. 1. ke-

sir agikir olarak « den 1o d.n daha az farkeder (gtinkdl 3,2 _.f: g

kesir = yi gecer), 2.si 100 den daha az farkeder, ilah... Aymi

gekilde ondabk agilim: bi.llnen her sayiya (4di) kesirler vmh.
siyle istenildigi kadar y.kmuawa.

L p——————ms.

1
Yukarida yapmig o!ducumns 'akﬂda. bir sayiya & un kuv-
vetlerine gre yaklagmak, vilent yapimiza bagli olan 10 sayisina

.. .‘ig‘-!-;‘ [
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belki lizumsuz bir fistiinlitk vermek olur. Matematik bakimin-
dan bir tesadilften ibaret olan 10 sayis1 yerine differ herhangi
bir n sayis1 alarak gu ifadeyi elde ederiz:

Teorem 1. w herhangi bir sayt, n de herhangi bir tam sagyt
olsun. Bu takdirde n pagdalt Gyle bir min sayist mevcattar ki, w
den 1/n daha az farketsin, gani

o e el T 0.3
0=w u<n

olsun.
Meseld w=V3, n=>5 ise, w, 1 ile 2 arasindadir, su halde

) 8. STenlic
(1) 1,-6—"3-1 5 ?!2

arasindaki herbiri 1/6 uzunlugunda beg araliktan birinin igindedir. -

Daha yakindan hesap yapmadan biliyoruz ki, bu sayilarn igin-
de Y3 den kilglik olanlardan kendisine en yakini 3 den 1/5 ten
daha az fark eden 5 paydali bir kesirdir. Tamamen ayn: gekilde,
umumi olarak herhangi bir w sayis: verildigi takdirde, g, w yi
gecmeyen en bilyfik tam say: olmak tizere,

2) £ l+‘i"’ g+ "E"""’ g+ ”TE‘—!' g+1

sayilar: diiglintilebilir ve bunlar arasinda w yi gegmeyenlerin en
biiyligll alinabilir ki, o da w den 1/n den daha az farkeder. Ya-
ni bu say1 g+ (l/n) ise,

® | 0"—‘-"—(1-1- -f;)<-:;

bnlunmkid’dlmnherhm birwl&hhmtcdnm'olur.
§imdi, V2 nin (1) deki arahklardan hangisinin igine diigtd-
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glinfi bilfiil hesaphyacafiz. Hesap kolayhi@ bakimindan paydalar:
bertaraf ederek, V2 nin 5 katinin, yani 52 = y35. V2= 50 nin,
(1) deki sayilarin 5 katlarindan tegekkil eden .
(1a) 5, 6,780,110

4

dizisinin hangi arabiina ait oldugunu, yani V50 den kilgiik
tam sayilarin en bilyiigiinlin hangisi oldugunu aragtiracafiz,
49 <50 < 64 ten dolays, 7< V50 < 8 olup, aranan sayl 7 olarak
bulunur. Neticede

) 0£y3— 1<+ olur.

Bunun gibi yukariki umumi teoremin ispati da, w yerine nw yi
almak ve nw yi gegmeyen en biiyllk tam sayiy1 aragtirmak
surgtiyle ¢ok daha kolay yapilabilir: bu tam sayr m ise,
m=Znw<m+41, yani 0 =< nw—m<1 olur ki, bunu da = ile

bilerek

m
W - £ P
0=w ”<“

buluruz. Ispati istenen gey de bu idi.

2. Buna gbre, = nin veya V2 nin «yakininda» kesirlerin
(rasyonel sayilarin) meveut olmasi Snemli bir gey degildir. Su
halde = nin yaklagik olarak 22/7 ye, veya V2 nin yaklagik ola-
rak 5/7 e egit olmasinin hakiki manast nerededir? Bu mana,
5/7 in V3 ye yukariki teoremde garanti edildifinden «gok daha
" yakin» olmasindadir. Clinkli daha dogru olarak k

7 17

olap, V2 nin 7/5 ten farki mubakkak ki 17/12 nin 7/5 ten olan
farkindan daha kiglktir, yani
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1||;|| ) % 7 17 7 1

" tir. Halbuki (4), Y2 — (7/5) farkinin sadece 1/6 ten kii¢iik oldu-
f gunu ifade ediyordu. = igin Archimedes (Argimet) tarafindan

1k

(118 ifade edilen ¢ifte esitsizlik te buna tekabiil etmekte olup,

10 1

seklindedir. Buradan

! Iy 22 10 10y 10 10 10 o
Il 5 "<(3+%)_(3""?{):?’6_??—70-71“*97'

i olur, Halbuki yukariki teorem bu fark igin ancak 1/7 sinirim
it veriyordu.

Fakat bu «¢ok daha yakm» kelimesi de matematikeilerin
ligatinda yoktur. Bu miiphem ifadeyi agagiki teoremle agikhga
kavugturacagiz: '

_ i “l . Teorem 2: w rasyonel olmayan bir sayt, N de herhangi bir
; \:_ ] pozitif tam sayr olsun. Bu takdirde paydast en gok N olan ve w
fi den 1/n N den daha az farkeden bir m|n kesri mevcuttar. Su hal-
Ik de w den 1/n® den daha az farkeden sonsuz sayida min kesri mewv-
* L cuttar,

7S

Onceki misaller i¢in bu teorem V3 —— in - — 1 ten ve

5 6% 725
1 1 2
=19 dan daha kiigiik oldugu neticesini verir. Bu

iki halde her ne kadar hakiki farklar yeni teoremin verdigi si-
nirlardan ¢ok daha kii¢iik iseler de, gene de bu teorem ilk tri-
vial teoremin esasli bir keskinlegtirilmesini tegkil eder. |

LB nin
7

Ispat igin sadece Nw ve onu ge¢meyen en biiyiik tam sa-
yiy1 degiil, fakat sirasiyla

e 4
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w, 2”, 3”, waey Nw

sayilarini ele alarak, bu sayilarin herbiri icin onu gegmeyen en
biiyitk tam sayiy: diigiinelim. Bu sonuncu sayilar1 sirasiyla

Ry 8 8y o BN
ile gbsterirsel,

J
I<w—g,<1,0<2w—g<1,..., 0<Nw—gy<1
olur,

Ispat: en iyisi bir misdlle anhiyabiliriz: w=v32, N=13
olsun. Bu takdirde

Va= 1,414...= 1+0414...
2y3= 2,828..= 2+0,828 ...
BV3E= 4,242...= 440,242 ...
4y3= 5,656...= 50,656 ...
SV3= 7,07 ..= T+0,071 ...
6VE= 8,485...= 8+0,485...
7y3= 9,809...= 90,800 ...
8v3=12,313... =12+0,313 ...
9V3=12,727 ... =14 +0,727 ...

103 =14,142... =14 + 0,142 ...
11 V3 = 15,556 ... =15 + 0,656 ...
12 V3 = 16,690 ... = 16 + 0,690 ...
18 V3 = 18,384 ... = 18+ 0,384 ...

olur. v nin bir kati ile onu gegmeyen en bilylk tam say1 ara-
smdaki 13 tane farktan en kilgiginin 5. fark oldugu gordid-
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yor: 5y2—7=0, 071... Bu farklarin en biiyifli ise 12. sidir:
122 =16 + 0,690, yahut 12y3=17 — 0,080, yani
17 — 123 =10,080

Umumi olarak, bazen ¢ofalip, bazen azalan bu 13 fark: bili-
yiikliklerine gbre siralarsak, 0 ile 1 arasinda, bu aralifn 14
kismi aralifa bolen 13 tane say1 elde ederiz. Tabif bu kismi

araliklarin hepsi ayn: uzunlukta, yani tam i uunluﬂunda de-
gildir. Fakat bunlardan en agaffi biri mut.lakn ten kiiglik ol-

mahdir. Zira, onlarin hepsi de &ﬁ olsaydi, onddrdil bir arada

en lglﬂl%;'—': 1 uzunlugunda olurdu ; burada uzunlugun tam 1 ol-

mast ancak kismi araliklardan herbirinin —-—1; olmas1 halinde

miimkiindiir, sadece bir kismi aralifin bile ten biiylik olmas:,
toplamin 1 i ge¢mesi neticesini dogurur. Fakat kismi araliklarin
hepsi de tam ;e egit olamaz, glink( bu takdirde v3 nin kendisi de,
18 savidan blrl olarak, kendini gegmeyen en bilyiik tam sayidan
14 fin bir kat: kadar farkeder, yani V3= 1+-—olurdn ki, bu

da V2 nin rasyonel bir say: olmasi demektir. Hmlbuki biz w yi
irrasyonel olarak aldik, ve dzellikle V3 nin de irrasyonel oldu-
gunu BOliim 4 ten biliyoruz. $u halde buradan kismi arabhklar-
dan hig olmazsa bir tanesinin muhakkak 1/14 ten kii¢lik oldugu

neticesi gikar. Bu arahgm V3 nin hangi katlarindan dogdugu ilk
bakigta kestirelemez. Meseld a V2 —ga="r, bu arabigm sol uen,

bYZ—gs=rp de aym aralifin saff uen olsun. Bu suretle

0<r—ra=(bVi—g) —(ay3i—g,) < i!i.
olur ki, neticede

0<(—aVi—(n—gd <o
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elde edilir, a, b sayilar1 0, 1, ..., 13 sayilarindan ikisi oldukla.
rindan, b — a da, igaretten sarfinazar, bu sayilardan birine egit-
tir. Yani — 13 < b — a < 13 olup, bu suretle (b —a)V3, veya bu
negatif oldugu takdirde (¢ —b)V2, Y2 nin bundan sonra n\/3
ile gosterecegimiz Oyle bir kati olmug olur ki, kendisinden kii-
glik veya bilyiik tam sayilar iginde kendisine en yakin tam sa-
yidan 1/14 ten daha az farketsin. Bu tam sayiya m dersek,

g =

1
—<nyYi—m< — s

v

olur ki, burada »n < 13 tiir. Boylece, bunu n ile bdlerek

3 1
T 1an <VE= < 14 n
elde ederiz.
Umumi olarak, {2 yerine w, 13 yerine N, 14 yerine N+1
alirsak tipki aym gekilde uygun bir n < N igin
1 m 1

) ~INFDA=*"% "IN+

egitsizliklerini gercekleyen bir m/n kesrinin meveut oldugunu is-
pat edebiliriz. Bu suretle Teorem 2 nin birinei kisminin ispati
tamamlanmig oldu.

n < N oldugu igin (5) ten,

e ——,:!‘—,Cw—--:—"

1
<
gifte egitsizliginin daha kuvvetle cari olacag neticesi cikar,

Su halde w den 1/n* den daha az fark eden m/n kesirleri
bulmug olduk. (6) formiiltinde artik her ne kadar N sayist bu-
lunmamakta ise de bu say! m/n kesirlerini bulmak igin kulla.ml-
mugtir (hakikaten » paydasi n =N gartia uymakta idi). |

Yukariki ntimerik misalde &, 5, 6, 7, ..., 11 sayilarindan
herhangi biri oldugu milddetce n, 5 degferini haizdi, yani

=

. —
. PPt —E SeSRE R, S S
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i Pyt g 2
o<5V§—-7<?- 0< V3 =<5

idi. N, 12 deferine varir varmaz, n = 12 olur:
1 17 1
0<17—12vg<1—2'! OCE—V@< 1z » ilah...

Simdi Teorem 2 nin 2. kisminin iddiasi, her irrasyonel w
sayisina kargilik (6) da ifade edilen Ozeligi haiz hattd sonsuz
sayida m/n kesrinin bulunabilecefidir. Bunu ispat etmek igin,
(8) y1 gergekleyen her m/n kesrine kargihk, ayni Ozeligi haiz,
fakat w ye daha yakin difer bir m’/n” kesrinin bulunabilecefini
gbstermek katidir, w — -';’:-s sifira egit olamiyacagindan (¢linkdl
w irrasyoneldir, yani her kesirden farkhdir), bu fark 0 dan be-
lirli bir miktar kadar ayrlacaktir. $u halde yeter derecede bil-
yiik paydah Syle bir 1/N” kesri meveuttur ki, sifira :—% den

daha yakin olsun, yani w-—% pozitif veya negatif olduffuna
gore |

1 m 1 m
(4))] 0(-}\—’-,<w— = veya 0<'Iv",<-;--—w

bulunsun. Yukarida ispat edllen.lo:re gbre, (gimdiye kadarki N
sayis: yerine gelmig olan) bu N’ sayisina kargilik 8yle bir m’/n”
kesri bulabiliriz ki, (5) e gire n” = N’ ve

o —-SuBicEs NN 1
® WA Dw T W S WD
gartlarin1 gerceklesin ve neticede daha kuvvetle
1 AL
TS

olsun. Burada m’/a” hi¢ giiphesiz m/n den farkhdir, ¢iinkii (8) e
gore muhakkak




—
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1 m’ 1
TEF ST SN

r
dir, yani w — -’:- niin sifirdan farks, oo + 7 den daha azdir, bal-

buki (7) ye gbre w — (m/n) nin sifirdan farki 1/N” den daha cok-
tur. Su halde m’/n’, w ye m/n den daha yakindir; bu suretle
m/n ile m’[a" birbirinden farkhdir.

3. Su halde (6) dzelifini haiz m/n kesirleri ‘arasinda hichir
sonuncu kesir bulunmaz; daha ziyade, bSyle her kesre kargihk
bagka bir kesir daha, yani neticede sonsuz miktarda kesir bulu-
nabilir ki, bu da Teorem 2 nin 2. kisminin iddiasindan ibaretti.
Trivial olan Teorem 1 de paydalar her defferi alabildifi halde,
Teorem 2 deki (6) Gzeligini ancak bazi paydalar haiz olabilmek-
tedir. Bu paydalara «iyi paydalar» diyecegiz. y2 halinde rastla-
digimiz iyi paydalar 2, 5, 12 olup, hesaba devam edildigi tak-
dirde bu halin diger iyi paydalar: olarak sirasiyla 29, 70, 169, ...
sayilarin1 buluruz.

7 halinde 7 iyi bir paydadir, hattd Teorem 2 nin garanti

3 22
ettiginden de ¢ok daha iyi bir payda. Cﬁnkﬂ T yalniz
&5k
= —dan kilglik olmakla kalmaz, hattd - 497 den de kilciik-
tiir, Burada gu problem ortaya ¢ikiyor : acaba her w sayisina
kargihk Teorem 2 dekinden de daha iyi, meseld

-— -}:—,— < w— -':— < -:—,-
gibi esitsizlikleri gergekleyen, paydalar meveut mudur ?

Simdi gosterecegiz ki, 2. Teoremin bu tirlii bir keskinleg-
tirilmesi her w sayis: igin mimkin olamaz. Daha aqk olarak,
dzellikle w = y3 i¢in gu iddiay1 ispat edecediz: m/n kesri nasil
secilirse segilsin, kendisinin V2 den farkinin matlak degeri daima

1/8 n® den biiyiiktir.
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!

fiy ﬁ kil diizlemine dik eksenleri haizdir. (') F noktasiny piston kolu
. ' kavrar. Aletin maksadi, pistonun silindir i¢inde gevgeme veya
11 stkigmasina mani olmak igin gerekli olan, piston kolunun / ucuna
dogrusal bir hareket vermektir. lgin matematik tetkiki sonunda,
F noktasinin Watt paralelogrammin mafsalli mekanizmas: vasita-
W siyla tam olarak bir dogru fizerinde hareket etmedigi kolayca
(¥ S8 anlagilir. Fakat, bu harekete belirli bir dar bdlge iginde yakla-
i B " gik olarak dogrusal gdziiyle bakilabilir, gu halde bu mekanizma
; . o) teknik bakimmdan pistonun dogrusal hareketini bir dereceye ka-
1 dar gergeklegtirmig sayilir.

Bu mekanizmaya adimi vermig olan CDEF paralelkenar: as-
linda onun en Onemli kismi degildir ; bu paralelkenar sadece, ha-
reketin dogruya yakin olmak bakimindan ige yarar parcasini bii-
ylitmeye yarar. Aletin en Snemli kismi, daha ziyade, ADCB ¢u-
buk sistemidir. DC ¢ubugunun M orta noktas: ¢ok fazla olmayan
vzakliklar igin asafi yukar: dofrusal olan bir hareket yapar.

AD=DE=CF=8C ve DC=EF

—
L
]

iy Y

—

o ——— =

::nr:ﬁ,__ =t -q-.- B el
S i sl o .

oldugu takdirde (AE ¢ubufu D de biikiilemez!) A, M, F nokta-
lar1 ADM ve AEF fiicgsnlerinin benzerlikleri dolayisiyla daima
bir dogru fizerinde bulunurlar. Ayni sebepten AF de AM nin iki
kat uzunlugunda oldugundan, F, M ninkine <benzer» fakat ol-
¢lileri onunkinin iki kat: olan bir hareket yapar — tipki bunun
gibi, DEFG paralelkenarimin 8l¢ilerini

ie ha Vhaned
.
e -

AD:AE =DM :EF=1:k

olacak gekilde se¢mek suretiyle M nin hareketini k defa blyii-
tebilirdik. Burada da AD = BC olup, bunun neticesinde CD nin

() Mafsalli mekanizmalarinin gemasinda, mevkil sabit donme nok-
talar: dolu, hareket edebllir mafsallar igi bog kagik dairelerle goste-

rilmigtir. Kesik gizgiler akilda dtigintlen yardime: gizgiler olup, higbir
gubuga delalet etmezler,
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M orta noktasina yaklagik olarak dogrusal olan bir hareket ve-
rilmig olurdu ($ek. 65).

£, <G

A
¥s
\\\

Sek. 65

Su halde Watt paralelogram: vasitasiyla dogrusal hareket
elde edilip edilmediginin miinakagasinda bahis konusu olan gey,
M noktasinin yaptifi harcketin aragtirilmasindan ibarettir. Bu
hareketin tamamen dofrusal olamiyacaffi ¢ubuk sisteminin baz
agirt durumlar: tetkik edilerek goriilebilir. Bununla beraber bu
karigik hareketi buradaki maksatlarimiz igin Snemsiz olmas: se-
bebiyle daha fazla incelemiyecefiz.

2. Dogrusal hareket tevlidi problemi makina mithendisligi
tarihinde biyik bir ehemmiyeti haiz olmug ve bu yilzden birgok
kimseler bu problemle ufragmiglardir. Bogiin ig¢in Watt'in ¢d-
z(mil artik Snemli degildir. Meseld bir lokomotifin digardan gd-
rilnen kol tertibatina bakarak anlagilacag: gibi, bugiin dofru-
sal hareketin bagka bir tarzda — iki paralel ray arasinda hare-
ket ettirilen bir =kroshed» (') vasitasiyla — tevlidi terecih edil-
mektedir. Eski makina miihendislerinin kroshedi reddederek onun
yerine mafsalli mekanizmalar vasitasiyla dofirusal hareket tevli-
dini diigiinmelerine sebep, herhalde siirtiinme hakkinda o zamanki
yanhg diiglinceler olsa gerektir.’

Dogirusal hareket problemi ile sadece pratikle meggul kim-
seler uffragmakla kalmamig, bu problem sirfi matematikeileri de

(') Crosshead : Plston ve krank kollarinmin mafsali.

¢

el O Dl WS e
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. i kendine gekmigtir. Tabiatiyle bn sonuncular problemi biitiin ke~
1" sinligi ile vaz’etmiglerdir: Oyle bir mafsalh mekanizma bulun-
';' . mak isteniyor ki, bu mekanizmadaki mafsallardan biri tfeori ba-
bl kimindan tam manasigle bir dofiru t‘nr.erlndt-l hareket etsin. Her-
t'l. || kesten ok, bilyllk Rus matematikgisi 7 schebyscheff (1821 — 1804)
b Watt paralelogrami ve onun islah edilmig gekilleri fizerinde ga-
X ligmig, fakat tam manasiyla dofrusal bir hareket tevlid eden bir
' mekanizma bulamamigtir, Boga giden birgok ¢bzlim denemele-
" . rinden sonra, gegen hin ortalarinda matematikgiler arasinda

- bu problemin tam (yani yaklagik olmayan) bir ¢dziimiiniin milm-
i 'Ea kiin oldugundan bile giiphe edilmeye baglanmigtir,

!

Buna ragmen 1864 yilinda Fransiz generali Peaucellier dof-
i rusal hareket tevlid ettigi gibi bagka daha birgok iglerde gtren bir
m i : alet icadetti. Bu letin adina «<inverseur» (enversdr)  denilmigtir.

B & | Bundan sonra, kegifler tarihinde sik sik vukubuldugu gibi, prob-
! lemin daha bir siirll ¢8ziimfi bulunmugtur. Hattd sonralar: dogra
i ; ! ¢izgi, mafsallh mekanizmalar tarafindan tevlid edilebilen genig
ih r' bir egrisel hareketler sinif: iginde bir dzel hil olarak kalmigtir,

3. Evveld Peaucellier'nin mafsalll mekanizmasim gdzden
gegirelim. Bu mekanizmaya enverstr denilmesinin sebebi, onun
! bir «inversion» (akis) transformasyonuna vasita olmasidir. Bir
E__- akis transformasyonu, biraz sonra daha da agiklanacak olan,
‘,

R

diizlemin kendi iizerine Ozel bir tasviridir. Burada tasvirden mak-
sat, dlizlemin her noktasina resim noktasi (yahut sadece resim)
i ad1 verilen diger bir noktay: tekabill ettirmekten ibarettir. Baz

basit tasvir ornekleri gunlardir: 1. Bir dogruya gire yansima
'! (bu tasvir 6. ve 7. Boliimlerde birgok kereler tekrar edilmigtir) ;
' Oteleme, kibu tasvir vasitasiyla her noktaya kendisini belirli bir
yonde belirli bir uzunluk kadar kaydirmak suretiyle elde edilen
nokta tekabfil ettirilir; 8. Dilzlemdeki bir nokta etrafinda ve veri-
len bir agt kadar dSome; 4. Diizlemin, bir noktasindan (genigleme
merkezi) hareket etmek suretiyle geniglemesi, ki bu tasvirde her

':"E"

PG
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noktaya kendisini genigleme merkezine birlegtiren igmn iizerinde
ve, i geniglemeyi karakterize eden bir sabit olmak fizere, merkeze
olan uzaklhifi o noktanin uzakhmin 1:1 oraninda olan nokta
tekabiil ettirilir. Bir tasvirde resim noktasinin, kendisinin resmi
bulundugu noktadan mutlaka farkli olmas: icabetmez. Bununla
beraber, 8teleme tasvirinde her noktanin resmi kendisinden fark-
hidir. Dbnme ve geniglemede ise merkez noktalarmin resimleri
gene kendileridir. Yansimada ise kendisine gire yansimanin ya-
pildifr dogrunun her noktasinin resmi gene kendisidir.

Yukariki drnekler tasvir kavramim agiklamaya yeter. Simdi
akis’e gelelim. Bir akis transformasyonu agaffi tarzda bir tasvir
olarak karakterize edilebilir : Akis merkezi denilen O merkezli
bir daire verilmig olsun (Sek. 66). O dan farkli herhangi bir P

K

Sek. 66

noktasinin P’ resmini bulmak i¢in OP 1g1m ¢izilerek daireyi ke-
sinceye kadar uzatiir, OP nin daireyi kestifi nokta Q olsun,
Bu takdirde P’ noktast OP igin1 fizerinde bulunmak ve

OP:0Q=0Q:0pP

\

orantisina uymak gartlan ile belirlenir. Verilen dairenin yan
capma a ve OP=r, OP’ =r’ dersek yukariki munn_ebet

rr’=a’

geklinde de yazlabilir. Akis'in bu tarifinden, akis ‘dairesinin
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icinde bulunan her noktanin resminin bu dsirenin diginda, aym
dairenin diginda bulunan her noktanin resminin bu dairenin
iginde oldugu, daire iizerinde bulunan her noktanin resminin ise
gene kendisinden ibaret bulundugu derhal goriilir. Bu sonuncu
tzelikten dolayi akise «daire fizerinde yansima» adi da verilir.
Akis, resmin resminin daima ilk baglangigtaki nokta olmasi
tnemli tzeligini de Adi yansima ile paylagr.

4. Bir akis vasitasiyla noktalarin teker teker tasviri hak-

- kinda akis’in tarifi ile ashinda hergey sOylenmig oldu. Egrilerin

tasviri ele alininea yeni sorular ortaya cikar. Bu problemlerin
etrafli bir tetkikine burada girigemeyiz. Bu tetkik sonunda elde
edilen en dnemli sonug, akis'in dofru ve daireleri dogiru veya
dairelere cevirdigidir. Asaffida bu neticenin yalnizgu kismina ih-
tiyag duyacapz : Akis merkezinden gecen bir dairenin resmi bir
dogrudur. $imdi bu sonuncu teoremi ispat ediyoruz:

Sek. 67

k, O akis merkezinden gecen ve OA=d gapl bir daire ol-
sun ; K, a yaricaph akis dairesi olsun (§ek. 67). A noktasinin A’
resmi OA gapmin vzatilmig kismi fizerinde ve O dan d4° = a’
gartina uyan OA’=d" uzakhffinda bulunan noktad:r, Simdi 04’
ye A’ noktasinda qikilan dik dogrunun k dairesinin resmi olduju
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ispat edilecektir. Bunun igin O dan ¢gikan herhangi bir dofrunun

daireyi kestigi nokta P ve yukarida tarif edilen dogruyu ikestigi

nokta P’ olduguna gtre, OP-OP’ = o’ oldugu ispat edilmelidir.
Hakikaten AP yardimer dofrusunu ¢izersek, O da ortak biragiy1
haiz olan OAP ve OP’A’ dik iicgenleri birbirine benzer iiggenler
olurlar. Bunun neticesinde
OP:04=04":0F
orantisl, yahut OP=r, OP’ =" dersek,
i =dd

egitligi cari olur. Halbuki dd’ = a® oldugundan, rr" =" bulunur
ki, bu da bir nokta ile onun bir akis transformasyonundaki res-
mi arasinda bulunmasi lazim gelen miinasebetin ta kendisidir.

Sek. 68

Bundan sonra anlatacaklarimiz igin hemen burada eleman-

ter geometrinin taninmig bir teoremini hatirlatahm (Jek. 68):

Bir noktadan bir daireyi kesmek iizere bir takim dogrular c¢izer-
sek, bu dogralarin o nokta ile daireyi kesti#i noktalar arasinda
kalan parcalarmin ¢arpimi biitin bdyle dogrular igin aymudir.
S$u halde AP, =s,, AP, =s."y APy=ss APy’ =3, oldugu tak-
dirde bu teoremin ifadesi ss," = sys,” den ibarettir. Bu miinase-
betin ispati, 4 noktasinda ortak bir agiyr haiz olan ve P ve
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P.’ noktalarindaki acilari, aym P,P, yayim gren kenar agilari
olmalar: dolayis: ile, egit bulunan AP,P," vo AP,P," ticgenlerinin
benzer olugundan derhal elde edilir.

5. Bu on ihtarlardan sonra artik Peaucellier enverstriine
dénelim (Sek. 69). Bu enverssr kenar uzunlugu ¢ olan bir PQP'R
mafsalli egkenar dortgeni ile bu dortgenin kargilikli Q ve R ko-
gelerinde maine mafsalli olarak tutturulmug birbirine egit b uzun-
lugunda iki gubuktan ibarettir. Bu ¢ubuklar sabit bir O noktasn-
da birbirine baglanmig olup, bu nokta etrafinda serbestge done-
bilmektedirler. Daima b > ¢ dir. $u halde bahis konusu meka-

nizma 6 tane 0Q, OR, PQ, PR, P'Q, P'R ¢ubugundan ibarettir.

———

{
&

Sek. 69

Aletin simetrik olugu dolayisiyle O, P, P’ noktalar: daima,
aletin simetri eksenini tegkil eden, bir dogru iizerinde bulunur.
Simdi Q etrafinda, P ve P’ den gegen, ¢ yarigapli daireyi ¢ize-
lim. OQ gubugu ile onun uzatilmig kismi bu daireyi sirasiyla S
ve T noktalarinda kessinler. Bu takdirde OPP’ ve OST bu dai-
renin kendilerine yukarida bahsedilmig olan elemanter geometri
teoreminin tatbik edilebileceffi iki keseni olurlar. Teoremin tat-
biki burada

OP-OP =0S-OT = (b—c) (b+c) =b* — &'

neticesini verir. $u halde OP-OP’ carpim1 sabittir. a'=b*— ¢’
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vaz’edildigi takdirde, a, hipoteniisii 5 ve diger dik kenar: ¢
olan bir dik figgenin bir dik kenarini tegkil eder. Bu takdirde
OP:OP’ = qa* egitligi, P’ noktasinin P noktasindan O merkezli
Ve a yarigapli daireye gbre yapilan bir akis (enversiyon) trans-
formasyonu ile elde edildigini gosterir.

Bu suretle «enverstr» adinin nereden geldigi anlagilmig olu-
yor.

Su halde bu alet, diizlemin P ve P’ noktalar1 tarafindan
erigilebilen kisminda bir akis transformasyonu gerceklegtirir.
§imdi bu aleti bir dogru hareket tevlid etmek igin kullanmak
istersek, P yi O dan gecen' bir daire iizerinde harekete mecbur
etmek kafidir. Ciinkil bu takdirde P" noktas: yukarida o&grendik-
lerimize gére bir dogrusal hareket yapar. P ye biyle bir dairesel
hareket verilmesi ise, mafsalli bir mekanizmada trivial olarak
gergeklegtirilebilir. Bunun igin sadece, P noktasinda yeni bir ZP
¢ubugu ilave etmek kafidir, 8yle ki bu ¢ubuk P de Aletin geri
kalan kismina mafsallanmig ve sabit tutulan Z noktas:i etrafinda
da serbestce donebilir olsun.

P nin fizerinde dolagacag: dairenin O dan gegebilmesiJigin,
ZP uzunlugunu sabit OZ uzunluguna egit almahdir. PZ yi ye-
dinei gubuk olarak ilive etmek ve bu gubugu Z de tespit etmek
suretiyle, P ye ancak (kendisi veya icabinda uzatimig) O dan
gecen bir daire yay1 ¢izmek serbestisi birakilir ki, bu esnada P’
bir dogru fizerinde hareket eder (Bu dogru istelik OZ ye diktir.
Sek. 69 a bakimz).

6. Sonradan daha bagka enversorler de icadedilmigtir, ki
tabiatiyla bunlar da tipk: Peaucellier’ninki gibi dogrusal hareket
tevlidi problemini ¢dzmeye yararlar. Hart enversorll (Sek. 70).
Peaucellier enversbriindeki 6 ¢ubuk yerine sadece 4 qubuktan
tesekkiil eder. Hart enverstrit bir «antiparalelkenars dir, yani
kargilikli keparlar: birbirine egit bir mafsalli dikdSrtgen olup,
bir paralelkenarin kogegenlerinden biri ﬂzerinfie katlanmas: ile
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il elde edilebilir (*). Simdi herbir gubuk tizerinde bir fane olinak
o tizere O, P, P’, R noktalarim igaretleyelim, dyle ki antiparalel-
2 i kenarin bir durumunda onun AC ve BD «kbgegenler» ine paralel
2 ", bir dogru tizerinde bulunsunlar (*). .
B
T
{3
. ; i
! .[m'
.-
= N
. 1l
= - Sek. 70 ‘
¢ ‘._I- Bu takdirde, ba noktalar antiparalelkenarin her durumunda
. Riyegontirs parelil bie davi Buerindi Rabolar;
s Ctnkdt OP ve DB nin paralel olugundan
i 'E"!! I AO:0D=AP: PB
| N
| { elde edilir. Bunun gibi
C|Emt
} ¢ E (2) AO:0D=CP':P'D
i ®) AP:PB =CR:RB
(1) CR:RB=CP :P'D

dir. Bu oranlarm i¢ine yalniz uzunluklar girdiginden, bunlar
mafsalll dikdortgenin herhangi bir hareketi sonunda ayn1 kalirlar.

T TS

(') Bir paralelkenar kend! dzlemi iginde bir hareketle bir anti-
paralelkenar gekline sokulabilir. Paralelkenardan antiparalelkenara ge-
glste aradakl sinir durumu ABC ve ADC tggenlerinin birbirl ile gaki-
gan birer dogru haline geldikleri durumdur,

(") Antiparalelkenarin AC ve BD kogegenleri daima birbirine pa-
raleldir, ¢ink8 ACB ve ACD simetrik Gggenlerl egit olduklarindan AC
ye ait yhkseklikleri de birbirine egittir.
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AF*+ FB*= AB*

i FC*+ FB'=CB"

:'. ! verir ki, banlar: taraf tarafa gikararak

AF*—FC*= AB'—CB*

elde edilir. Bunu da (6) da yerine koyarak

’ 8 1 (7) AC-BD= AB'— CB*

it
jl ‘{ 3 buluruz. Bu egitligin sag tarafi hskikatenl sabittir. $imdi (7) ve
4 (5) ten

b or.or = 49:22 s
1_; i ¢ikar ki, bunun eaf tarafinda sabit, yani yalniz dletin blgiilerine
; i:l bagh bir ifade bulunmakiadir. §imdi O noktas: sabit tutularak
i il antiparalelkenara kendi diizlemi iginde keyfi bir hareket vérilirse,
i AN (g)mnnmbeuuunonenym dogru {izerinde olan P ve P’
' Y noktalarinin birbirine bir akis transformasyonu ile bagh olduk-
t'i. iy Jarim: gosterir. Burada akis dairesinin yaricapinin karesi (8) in
F’ g saf tarafindaki biraz karigik, fakat elemanter geometri usille-
b ! 4'1 riyle inga edllablllan, ifade ile verilir. :
I Bl I' Boylece, Hart enverstriinlin bir akis transformasyonu yap-
o tign ispat edilmig oldu. Nihayet, P noktasina dlete eklenen bir
o e beginci gubuk vasitasiyla O dan gegen bir daire yay: gizdirirsek,
P’ bir dogru parcas gizer. !

7. Buglin, bir dogrusal hareket tevlit etmek i¢in ilk dnce
bir akisten gegmeye ldzum birakmayan mafsalli mekanizmalar
da mevcuttur. Bunlarin en incelikli bir tanesi Kempe'nin gift-
romboidi’dir (§ek. 71). Romboit diye kenarlan ikiger ikiger egit
olan bir dortgen kastedilmekte olup, esit kenarlar kargihikh ol-
mayip, birbirine bitigiktir. Bir romboitte daima birbirine egit iki




|
16. Mafsalli Mekanizmalarda Dofrusal hareket 163

agr mevcut olup, bunlar birbirine egit olmayan kenarlar tarafin-
dan tegkil edilir. Simdi 4BCD ve BCEF, egit olmayan keparlari-
nin oranlar: birbirinin ayn: bulunan ve bilyligiinin kiigiilk ke-
narlari, kiigigintin biiyllk kenarlarma egit olan iki mafsall

19 e
FARAY
~
5 \‘\\
L S
A X - LR v

I

Sek. 71

romboit olsunlar. Bu mafsalli romboitler konveks darumlarinda al-
nacaklardir. Bunlarmm birbirine esit kenarlar1 CD, CB, CE olsun,
Kiigilk romboidin F kdgesi biiyilk romboidin bir kenar1 {izerinde
bulundugundan, B deki ag: her iki romboitte ortaktir. Su halde
D, E ve B deki agilar birbirine egittir. Kenar oranlari aym: ve
birer agilar1 egit iki konveks dortgen ise birbirine benzerdir. Su
halde her iki romboitten meydana gelen mafsalli mekanizmanin
herhangi bir hareketi esnasinda ABCD ve BCEF romboitleri
daima birbirine benzer kalirlar.

Romboidin iki kargihkh kenar: kesiginceye kadar uzatilirsa,
bunlar kesigme noktasinda bir a¢1 tegkil ederler. Yukariki ben-
Zer romboitlere ait EXF ve CYB aglari birbirine egittir. C
hoktasindan 4B ye éz paraleli c¢izilirse, ybndes acilar olarak
< DCZ= < CYB ve ters agilar olarak < ZCE=-<EXF dir.
Neticede gekilde igaretlenmis 4 a¢i birbirine egittir. §u halde
CZ, taraziyeye gore ikizkenar olan CDE ficgeninin aga ortayim
fegkil eder ki, bu da ikizkenar ficgenin DE tabanina dik olmak
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zorundadir. Qizime gore CZ|| AB oldugundan DE dogrusu, daima
AB ye diktir.

$imdi D yi sabit tutar ve AB yi kendisine paralel kalacak
gekilde hareket ettirirsek, D den AB ye indirilen dik te sabit
kalir. Fakat bu dik f{izerinde E noktast bulundugundan, yuka-
riki hareket esnasinda £ igin ancak bu dik tizerinde dogrusal bir
hareket yapmak imkan: kahr. §imdi A8 ye bu ig i¢in Jazym olan
paralel hareketi vermek fizere, dlete B noktasinda AB=AD=BG
olacak gekilde bir BG ilave ¢ubuffu mafsalhyalim. G noktas: da
D gibi ve DG = AB, yani ABGD bir egkenar ddrtgen olacak ge-
kilde tespit edilsin. Bir egkenar déirtgende iki kargilikh kenar
daima birbirine paralel oldugundan, A8 mekanizmanin her duru-
munda DG sabit dofrusuna paralel kalir ve bdylelikle dofirusal
hareket tevlidi nihayet safilanmig olur.

8. Kempe'nin ¢iftromboid’inden dofirusal hareket tevlidi
hususunda ikinei ve gok giizel bir gekilde daha istifade edilebilir.
Bunun igin iki tane birbirine egit ABCDEF ve A'B'CD’'E’F’
¢iftromboidi alalim. Bu ikisini birbirine Syle baghyalim ki, C
noktas: milgterek olsun ve gerek DCE’, gerek D'CE tek birer
¢ubuk tegkil etsin ($ek. 72). Yukarida lIspat edilenlere gire

|
;”

Sek. 72

<« D'CE’ ntin CZ’ aciortayr A’B’ ye paraleldir. < DCE ve
< D’CE’ ters acilar olarak tegkil edildiklerinden, her iki CZ ve
CZ’ ag1 ortaylan tek bir dogru tegkil ederler. 48 ve A’B’ bu
dogruya paraleldir. Neticede AB ve A’B’, mafsalli mekanizma-
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disinin A’B’ den olan uzakhifina egittir. $u halde 4, B, 4’, B’
noktalar: daima bir dogru iizerinde safia sola hareket edebilir.
Bu suretle mafsalli bir mekanizma vasitasiyla yeni bir dogrusal
hareket tevlit etmig olduk. :

Hattd bu mafsall mekanizmanin yukarda konugulan meka-
nizmalara nazaran baska hizmetleri de vardir. Onceki mekaniz-
malar sadece birer noktaya do@irusal hareket verirler. En so-
puneu mekanizma ise, biitiin bir A’B” dogru parcasin1 kendi
tizerinde dogrusal olarak hareket ettirir. A’B” dogfru parcasina
herhangi bir gekil hattd blitiin dﬂzle:p kat1 (rijid) olarak bafla-
nabilecegtinden, bu halde geklin bittiin noktalar1 birbirine para-

Jel ve egit dogru pargalar: cizerler.

17a. Miikemmel Sayilar

' Oklid, Elemanlar’imn aritmetige hasredilmig olan G kitabi-

" pin sonuncusu bulunan IX. kitabimn sonunda Snce, kitabimizin

1. Bolimiinde anlatmig oldufumuz, asal sayilarin sonsuz miktar-
da oldugunun ispatini verdikten sonra «milkemmel sayilar» ko-
nusunu ele almaktadir, «Miikemmel sayilar» terimi Plafon’da da,

bilhassa «Devlets adli eserindeki diiflin sayisi denilen sayiya ait

ve buglin bizim i¢in gli¢ anlagilir evgenik hesaplar: ihtiva eden
esrarengiz pasajinda olmak lzere, bir¢ok kereler gegmektedir.

Buglinkil Matematik gergevesi icinde diigtintildagn takdirde,
bu teori ve ona daha sonraki matematikgilerin ilave edebildikleri

teoremler, anayollarin diginda miltevazi bir hayat sliren bir me-

rak konusundan bagka birgey degildir. Buna ragmen bu konuyu
burada ele almamizin sebebi, onun mefod bakimindan ufak bir
Kivileim ihtiva etmesidir ki, bu kivilelm hemen bundan sonraki
bsliimde goritlecegi gibi, Euler tarafindan canlandirilmig ve ©
zamandanberi bugilnkii matematikte parlayan en bilyiik alev-
lerden biri — Asal Sayilarin Dagilimi bahsi — haline gelmigtir.
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Oklide gbre, kendisinin biitin bslenlerinin toplamina egit olan
bir sayiya miikemmeldir denir. Meseld 6 bir mitkemmel sayidir,
¢linkil kolayca denenebilecegi gibi 6 nin biitiin bdlenleri 1, 2, 3
olup, agikar olarak 142+ 3 =6 dir. Sayilar sirayla denemeye
devam edersek, ikinei miikemmel say: olarak 28=1-4-2-+4-47-}+14
e rastlariz. Bundan sonra kolay kolay bir miikemmel say: bula-
mayiz. $imdi hedefimiz biittin miikemmel sayilar1 deneme sure-
tiyle degil, fakat sistematik olarak bulmalktir.

1. Asal bir sayinm hicbir zaman milkemmel olamiyacag
agikardir. Ciinkil bir p asal sayisimin biitiin bolenleri 1 ve p
olup, miikemmel sayilarin tarifinde sayimnin kendisi bdlen olarak
sayilmadigindan biitiin bolenlerin toplami sadece 1 olarak daima

‘p den kiiglik kalr.

2. Cok basit olan bu ilk neticeyi tespit ettikten sonra,
gimdi ihtiyatla ilerliyecegiz. Kendisi asal olmayan, fakat bir asal
saymnin karesi olan 9 sayismin bolenleri agikdr olarak 1 ve 3 te.
ibarettir (1 den 8 e kadarki sayilarm 9 u bilip bélmedifine bak-
mak yeter). 1 +3=4 toplami 9 dan daha az oldufundan, 9 bir
mitkemmel say1 olamaz.

Buna u‘yguu gekilde, p® gibi herhangi bir asal say1 karesinin
de 1 ve p bolenlerini haiz oldugu agikirdir. Fakat bu ikisi ile p*
nin biitiin blenlerinin tiiketildigi, bitin p ler igin 9 halindeki
deneme metodu ile teyit edilemez, bunun igin bir ispata ihtiyag
vardir. Oklid bunu tamamen farketmig ve bunun igin lizumln
olan yardime: teoremleri hazirlamigtir. Biz de bunu, 11. Bolimde
gbrmilg oldugumuz asal garpanlara ayriligin tekligi teoremini kul-
lanarak, ashinda tipk: Oklid'deki gibi, fakat biraz bagka tirlil
formiile edilmis bir ispatini verecegiz. Hakikaten p nin p den
bagka bir carpani bulunsaydi, kendisi agikir olan p*=p.p gek-
lindeki asal ¢arpanlara ayriligtan bagka tiirld, yani diger ban
asal garpanlar1 ihtiva eden, bir asal carpanlara ayrihigi haiz

olurdu.

\
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3. Daha umumi olarak, daha yiiksek bir asal say1 kuvveti
de milkemmel olamaz. Ciinkli yukarikine benzer gekilde p" min
biittin blenleri, p nin daha kii¢iik kuvvetleri olan

1

(1) 1, Py P!; ety P

den ibaret olup, bunlarin toplami, Oklid’in sirf bu vesileyle
cikarttifh, geometrik serinin toplam formiiliine gire

g
(1a) Yhp i s =
olarak bulunur. Buradaki p — 1 paydas: en kiiglik deger olarak
p=2 icin 1 degerini alir ve daha biiylik her p igin 1 den bilyilik
degfer alir. Su halde p® —1 in p —1 de biri p* —1’e egit veya
ondan kiigiik olup, higbir zaman p“—1’i gecemez. Su halde p®
nin biitin bolenlerinin toplami en ¢ok p® —1 olup, muhakkak
surette p® dan kiigliktir. $u halde p“ milkemmel bir say: olamaz.

4. Bu 6n tecriibsden sonra, 72 =2":3® yahut daha umumi
olarak p®q® gibi iki farkl asal ¢carpandan tegekkiil eden bir sa-
yinin miikemmel olup olmadigim anlamak artik zor degildir. Ev-
veld agafidaki sayilarin hepsinin p°¢® yi bbldiigii hemen goriiliir :

1, Py P’ n
(2) 9y qp, gp’, gp’,
ARSI b o i ST PR o

Bunlar, z, 0 dan 3 e ve i, 0 dan 2 ye kadarki biitiin tam
degerleri almak fizere, p%P geklindeki sayilardan ibarettir.
Bu sayilardan p’q’ nin bitin bblenlerini tilkettigi hususu, gene
asal carpanlara ayriligin tekligi teoreminden hemen elde edilir.
Bu suretle verilen N = p°¢® sayisinin biitiia bdlenleri hakkinda
bilgi elinmig olduk. Bu bélenlerin toplamini bulmak i¢in, (2)
cedvelinin 2. satirinda 1. satirdakilerin ¢? kati, 8. satirinda ise ¢*
kati bulundufuna dikkat edelim. 1. satirdaki bdlenlerin toplami

I TR ks A
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I.f " ! lerinin T toplami1 N+ N yaﬁl 2 N ye egit oldugu zaman milkem-
(& | mel olur :

":|f."l. ¢ T=@+*—1)(p+1)=2N,
yahut N nin ifadesi yerine konursa =

2+t —1) (p+1)=2-pr2b =2+11p
olur, Buradan derhal

P (p+ D= (p+D=2+"p,
yahut
Prr=p-1,

yahut nihayet

(4) p= obit__q

¢ikar. Su halde p, iherhangi bir asal say1 olmayip ta, 26+!—1 ‘
- geklinde ise N sayis1 milkemmel olur. Bununla beraber, b ye

herhangi bir deger verilirse 254! —1 in her zaman bir asal say1

olmast mutlaka icabetmez. Bununla beraber, Oklid ile birlikte

agafidaki neticeyi tespit edebiliriz : -

N=(2"+t'—1)-2" sagis;, 2"*+' —1 asal oldugu zaman dainia
mitkemmel bir sayudir.

7. Swrayla n=1, 2, 8, ... vaz'ederek bu formiilden hangi
miikemmel sayllam_: elde edilebilecegine bakalim :

=1, N=(22—1)2 = 5. 9:—¢q

2, (2°—1)2"= 7.4=28

3, (2*—1):2'= 15+ 8 (15 asal olmadigindan ige
yaramaz)

4, (2°—1)-2'= 31-16 =496

B, (2°—1)-1°= 63:32 (63 asal olmadiffindan ige
yaramaz)

6, (2" —1)-2° =127.64 = 8128

R R Phbesstraecanan (R P
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Oklidin neticesinin yeni bir problem dogurdugu goriiliiyor :
Hangi n ler i¢in 2"+' — 1 asaldir ? Bu problemin ¢tzlimiine dogru
derhal bir adim atilabilir: Her haltikdrda n -1 bir asal sayl ol
mak zorundadir. Clinkii n -+ 1 bir bilegik say:1 olsa, meseld
ar1=un-v olsa, 2"+' —1=—20%"— 1 —(27)° — 1 olup,

X —1=[x"" 2" e xF1) [x— 1]

geklindeki geometrik seriye dair formiilde » =27 vaz’edilirse
(2%)" —1=[2%)""" 4 »++ + @7 + 1] [(2") — 1]

olur, yani 2" —1 iki carpana ayrildifindan asal olamaz. Su
halde 2"+'—1, olsa olsa n—1 asal oldugu takdirde asal olabilir,
Yukariki cedvelin devaminda 11, 7 yi takip eden ilk asal say1
olup, n nin bu kisimda milkemmel say1 vermesi muhtemel ilk
degreri n = 10 olur. Fakat bununla 2''—1 in hakikaten bir asal
say1 oldugu ve boylece (2'' —1)-2'° min milkemmel olduguna dair
higbir iddiada bulunulmus olmaz. Hakikaten de biraz uzunca bir
deneme neticesinde 2'' — 1= 2047 = 23-89 bulunur. Ondan sonra
gelen sayilardan hangilerinin mitkemmel olup, hangilerinin ol-
madiy, hattd bu sayilarin sonsuz miktarda bulunup bulunma-
dif1, bugiinkii ilmin bile henilz ¢fziim yolunu bulamadi$ fagik
problemlerdir.

8. Oklid’te bulunan teorem bu kadardir. Eski ¢a matema-
tikgilerinin bu konuda daha baz geyler bildikleri muhtelif gahit-
lerden anlagilmaktadir. Evveld Jamblichos daha yakin bilgi
vermeksizin, Oklid tarafindan verilenlerden bagka hi¢ bir ¢ift
miikemmel say1 bulunmadigindan bnhlettpettegir. Eski ¢ag ma-
tematikgilerinin bunu ispat etmig olup olmadiklarim, ispat et-
miglerse nasil ettiklerini bilmiyoruz. Fakat Euler’in buna dair
vermig oldugtu ispat tamamen, vz halinde Oklid’te bulunan (8a)
formfiliine dayanmakta olup, iddianin ispati bu formilden kisa
bir hesapla elde edilmektedir. Bu ispat:, sonra anlatacaklari-
mizin esas fikri igin higbir dnemi olmamakla beraber, burada ki-

saca verelim.
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Hakikaten, N herhangi bir ¢ift say1 olsun. Bu takdirde 2
muhakkak surette N nin asal garpanlar: arasinda bulunur. 2 nin
N yi bdlen en biyilk kuvveti 2" olsun. Geri kalan asal garpan-
larin carpimi a gibi bir tek say: gdsterir ve N =2"-u olur, Bu
N igin (3a) ya gtre T bdlenler toplamini tegkil edersek, 7' nin
ilk carpani

2rHt—1

—gngl __
¥} 2 1

olur. Geri kalan ¢arpanlar, N nin 7 bdlenler toplami yerine u
nun U bolenler toplamin: tegkil etmek istedigimiz takdirde elde

olunacak garpanlarin aym olur. Yani
(5) T=0e"'=1)-U

olur. N nin mitkemmel olabilmesi igin, icinde A nin. kendisi-
nin de bolen olarak hesaba katildiffi, bu ifade 2 N ye egit olma-

lidir :
@+ —-1NU= 2N=2:2"g=2"+""p,

Parantezi kaldirirsak

" U—U=2"+1g
yahut,
2"t (U—u) =U=(U—ua)+u,

yahut nihayet
(6) @+ -1 (U—u)=u

buluruz. U, u da dahil olmak Qizere, z nun biitlin bdlenlerinin
toplamidir ; gu halde U—u, a nun kendisi harig biitiin bdlenle-
rinin toplamina egittir. §imdi (6) formiulli, N mukemmel bir say1
oldugu takdirde U/ — a nun z yu bblmesi, yani u nun bir boleni
olmas: icabetlifini ifade eder. Fakat U—u hem u nun boleni,
hem de onun bitin bdlenlerinin toplam: oldugu takdirde, U — u,
a nun biricik btleni olur. Halbuki 1, u nun her zaman bir béle-
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nidir. $u halde U— u, 1 ile aym olmali ve u da bir asal sayl
olmaldir. Boylece (6) formiilil basitlegerek u =2"+'—1 gekline
girer ki, bu takdirde N=2"(2"+'—1) olur. Su halde Oklid ta-
rafindan verilen milkemmel sayilar, biitiin ¢ift sayilar arasinda
yegine miikemmel olanlardir, '

9. Burada konumuzla aldkal ikinci bir probleme gatiyoruz

ki bugiinkil ilim tarafindan henilz altedilemigtir : dcaba tek mii-

kemmel saplar mevcut mudur ? Boyle higbir milkemmel say: bi-
linmemektedir ve bdyle bir saymin mevcut olmas: da pek az
muhtemeldir, fakat! duromun hakikaten bdyle oldugn gimdiye
kadar hig kimse tarafindan ispat edilememistir.

10. Eski ¢ag matematik¢ilerinin, bu konuda Oklid’te anla-
tilanlardan daha fazla bilgileri bulundufu Platon'un «Kanunlar»
adli eserinin 5. kitabindaki ¢ok dikkat edilmemig bir pasajdan
sezilebilir. Orada Platon, yeni kurulacak bir devlette topraksiz-
lar ve toprak sahiplerinin sayisinin 8yle secilmesini tavsiye edi-
yor ki, bu say1 miimkiin oldugu kadar g¢ok bdleni haiz olsun,
Misdl olarak ta 60 — 1 boleni bulundufunu sbyledigi 5040 say-
sinl veriyor. Platon’a gire kanun koyucu, bunlari gehrin bilyilk-
lik durumuna gore uygun bir gekilde yerlegtirebilecek kadar
aritmetikten anlamalidir. Evveld herhangi bir sayinin, #zel-
likle 5040’1n, bolenler sayisinin nasil bulunacagina bakalim. Bu-
nun igin, yukarida bir saymin bolenlerinin toplamini bulmak
igin yapmig oldugumuz muhakemenin aynina ihtiyag¢ vardir, Me-
seld p'g? nin biitiin bolenleri (2) cedveli "vasitasiyla verildigine
gore, o cedvelden bolenlerin toplamim1 okudugumuz kadar ko-
laylikla bslenlerin sayisin: da, yani 4-8—1=12—1'i de oku-
yabiliriz (Bdlenleri sayarken N nin kendisi hesaba katilmamig.
tir). Buna benzer gekilde N = p°¢® nin bdlenlerinin sayist

Z=(+1)@B+1)—1,
ve nihayet umumi olarak N = p¢’r"... nin bblenlerinin sayis:
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Z=(@+1) b+ (c+1)---—1
olarak bulunur. Su halde

N=15040 = 2'.3%.5:7 icin Ozellikle

Z=@l+1)e+0a+101+1)—1=5-3.2.2—-1=60—-1

bulunur. Platon’da 59 sayismn onun lisaninda aligilmamig de- °
recede dolambach olarak 60 —1 geklinde ifade edilmig olmas:
ve kanun koyucunun bu is hakkinda bilgi sahibi olmasi ldzim
geldiginin ileri siiriilmesi, bizi bizzat Platon’un bu ig hakkinda
bilgi sahibi olduffu tahminine gdtliriiyor.

11. Bir saymn bdlenlerinin toplam: ile bélenlerinin sayis:
problemlerinin birbiri ile ilgisi, her ikisinin de daha umumi bir
konunun, bir N saywisinin bolenlerinin s. kuvvetlerinin toplamim
bulmak probleminin &zel halleri oldugfuna dikkat etmek suretiyle
daha agik anlagihr, (Meseld N =6 i¢in bdlenlerin s. kuvvetleri
toplam: 1%+ 2° -+ 8" tir). Hakikaten s =1 i¢in bu toplam 7' bo-
lenler toplamindan bagka birgey olmadifi gibi, s =0 igin bu top-
lama giren her terim 1’e egit oldugundan, toplamin degeri N nin
bilenler sayisina egit olur. s =2 i¢in biitlin bslenlerin kareleri-
nin toplamini elde ederiz, ilah.... Her s igin (3a) ya benzer bir
formil tegkil edilebilir. Bunun igin yapilacak muhakeme yuka-
rikinin tamamen aymidir. Aym geyl s=—1 i¢in de dilglinmeye
higbir engel yoktur. Meseld N'=6 i¢in bolenlerin (—1). kuvvet-
lerinin, yani mak(slarimn toplam:

1 1 1
E L

olur. Bolenlerin makilslar1 toplam: i¢in de (3a) min agagiki ben-
zerinin cari olacaf: derhal gorilir :
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R=(1+ 7+ + 1) (1424 ¥
(1+_1-+...+%;

r

@)

Bu toplam formitllerinin hepsi, (2) tipindeki cedvelin bir saymn
biitlinj bolenleri hakkinda verdigi umumi bakigtan ibaret olan
tek bir esas fikre dayamir ki, bu esas fikre eski cag matematik-
¢ileri sahip olmug ve onun, Platon’un imasindan anlagilabilecegi
gibi, biitin giizellik ve dnemini farketmis olmaldirlar,

17b. Asal Sayilar Dizisinin, Sonsuzluguna dair
Euler’in Ispat:

Miikemmel sayilar bahsin: tekrar ele ahp devam ettirmig
olan Euler, ayn1 esas dilgiinceyi asal sayilar diziginin sonsuz ol-
dugunun Oklidinkinden bagka tfirld bir ispatina da uygulamig-
tir. Oklidin, kendi kitabinda mikemmel sayilar bahsindan he-
men Onde bulunan ispatini 1. Bsliimde vermigtik.

Onee iki basit ihtara ihtiyag vardir.
1. AB, 2m uzunlugunda bir dogru pargasi olsun.

M, B

A M M,
Bu dogru pargas: fizerinde A dan kalkarak A8 nin M orta nok-
tasina kadar, sonra oradan MB nin M, orta noktasina kadar,
gene oradan M,B nin M, orta noktasina kadar, ilih... gidersek,
kendisine ne kadar yaklagirsak yaklagalm, daima B nin dniinde
kaliriz. Kat’ettigimiz dogru pargalar: sirasiyla 1m, 1/2m, 1/4 m,
ilah... olup, hepsi birden 2m. den daha az eder :

1 1 1
1+-2j-+'§;+"'+§.t< 2.
Bu dogru pargalar: 1/2 oraninda degil de herhangi bir x<1

e ootifell. N pe S <
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18a. Maksimum problemlerinin dayandigi prensipler

Simdiye kadar, 3., 5. ve 6. Bbliimlerde oldugu gibi, bir¢ok
kereler maksimum promlemleriyle ugragtik, ve bu arada baz
bilylik matematikgilerin, daha bilyllk igleri arasinda yaratmaya
vakit bulduklar bazi kiigilkk matematik san’at eserlerin' okuyu-
cuya sunmak firsatim1 bultuk. Bu bdliimde, evvelkilerden miista-
kil olarak, bu konunun prensipleri hakkinda bazi geyler style-
yecegiz ki, bunlar evvelki bdlimlerde anlatilanlarin estetik yonil
yaninda bagka bir esash tarafim da sonradan ortaya cikarmig
olacaktir.

Simdi evvelece ele ainmig olanlardan farkli ve esas husus-
lan iyice belirtmek icin bilhassa basit se¢ilmig bir maksimum
problemi ile u@iragacafiz. Meseld kartondan kesilmig gibi digl-
nebilecefimiz bir iicgen yiizeyi verilmis olsun. (Kenarlar iizerin-
deki noktalar: da ihtiva eden) bu iicgen yiizeyi fizerinde birbirinden
miimkiin oldugu kadar uzak iki P, Q noktast aramyor (Sek. 74).
Netice derhal tahmin edilebilir: Ucgenin en uzun kenarimmn ug
noktalari. Fakat bu iddia nasil ispat edilir ?

Sek. 74

Bu cins ispatlar i¢in kolaylikla neticeye gotiiren, fakat ev-
velki bslimlerde kullaomamig oldugumuz, basit ve umumi bir
recete vardir. Ona gore goyle dligliniilir : P, Q noktalarindan
biri, meseld P, liggenin bir i¢ noktas: ise, bu P, Q noktalarinin
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maksimum uzaklif haiz olmadifi muhakkaktir. Clinki PQ niin
P den Bteye uzatihg: fizerinde Q ye olan uzaklhifn P ninkinden
daha fazla olan, fakat gene de iiggen iginde kalan P noktalan

meveuttur. Boyle olmayip ta P, Q niln her ikisi de figgenin ke-
narlar: fizerinde bulunur, fakat bunlardan biri, meseld P, tig-
genin kogelerinden birini tegkil etmezse, bu takdirde de P ye
komgu &yle bir P, noktasi bulunabilir ki, gene kenar fzerinde
bulunsun ve Q ye uzaklifi P ninkinden daha biiyilk olsun.
Bu husus, PQ, P nin fizerinde bulundufu kenara ister dik
(Sek. 7ba), ister egik (Sek. 75b) durumda olsun, elemanter bir

Ly = c

‘hhuh

(Sek. 75a) (Sek. 75b)

miilihaza ile derhal goriilebilir. $u halde bir maksimum, ancak
P ve Q niin her ikisinin de figgenin kogelerinde bulunduklan
takdirde vukubulabilir, aksi halde bir maksimum durumunun
meveut olamiyacagh muhakkaktir; gu halde PQ, {iggenin bir ke-
nari olmak zorunda olup, bu kenar da tabiatiyle en biiyiik kenar
olmalhdir.

Ayn1 prensip, bu neticeyi derhal n-kbgeli haline nakletme-
ve imkan verir : Bir n-kégeli yiizeyi iizerinde birbirinden en uzak
~ nokta ¢ifti, bu n-kigelinin kiselerinin ikiser ikiger uzakliklarinin en
béyiigiinii veren iki ksgedir. Burada n-kbgelinin konveks olmasi
hi¢ te gart degildir. Meseld igeri girmig bir kdgeyi haiz olan
Sek, 76 daki dortgende birbirinden en uzak noktalar, bu dort-
genin iki sivri ucudur.

Aym prensip, onceki bliimlerde gérmilg oldufumuz maksi-

f L AR R O S e v T

Sl

v
L L gm———— S e



ey

! _‘.m-wl-qgw_ R e

e g o
-~ ==

e r
H =

S ——

e R ey e e

. e =

T e A I Nt 5 - — A
Sy
—

182 {8a. Maksimum problemlerinin dayandig: prensipler

mum problemlerinde de ¢ok daha basit bir gekilde hareket et-
mek imkinin1 verirdi. Meseld bir dairenin igine ¢izilmig figgenler
(Sek. 77) arasinda egkenar olaninin en bilylk alam haiz oldu-

Sek. 76

Sek. 77

gunu ispat etmek i¢in, sadece egkenar olmayan, yani AC, BC
ile gosterecegimiz iki farkh kenar: haiz boyle herhangi bir fig- i
gen alarak, onun AB taban: Gizerinde daire igine gizilmig bir ABD h
ikizkenar f@cgeni inga ederiz. Bu fgenin gitksekligi ilk Goge-
pinkinden daha blyik oldugundan alam: da daha bylktdr. $u
halde egkenar olmayan higbir {iggen maksimum alam haiz ola-
maz, demek ki maksimum alani haiz figgen egkenar olmalidir.
Yiikseklik ayaklar ticgeni halinde de igi aym gekilde kisa kese-
bilirdik.

O halde neden o problemle.rda diger gdziimlere o hdgramek,
ve hiiner harcadik ? Neden bu billimdeki problem hakkinda da yu-
kanda verilen ¢dzilm ile yetinmiyecegiz ? Giinkii bu ¢dzlim, ma-
tematikgilerin iki yiiz sene boyunca gdzden kagirmig olduklari
ve ancak 19. ylizyihn ikinei yarisinda bir W eierstrass’in keskin
goriligll sayesinde aydinha ¢ikmig olan kaba bir m:ntlk hatasi
ihtiva etmektedir.

Bu hata, metodumuzu aqaﬂ_idild basit gekle (Sek. 78) tatbik
edince agikea gbriilebilir. Bu gekildeki yiizey pargasinin  son-
suza kadar uzanmasmndan, onun fizerinde uzakhffi maksim
olan higbir nokta giftinin mevent olamiyacag daha igin b
gieinda agikiiedir. Meseld P noktas: saffa dofiru ne kadar

Ll 4 Rl o aglls g Al -
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seydik, yukardaki ¢dziimiin bu maksimum ¢bziim oldufuna mantik
bakimindan hilkmedebilirdik, ¢finkii maksimum i¢in bagka bir im-
kiin kalmiyor. Fakat maksimum probleminin hakikaten bir ¢dziimil
meveut oldugunun ispati yukarida bulunmamaktadir. Igte bundan
dolayidir ki, $ek. 78 teki sagma netice ortaya gitkmighir. Ciinkil
bu son halde geri kalan biitiin muhakemelerin yolunda olmasina
ragmen, hicbir maksimum ¢dzim meveut olmamasi elde edilen
neticenin caiz olmasina imkdn vermez. :

Bu suretle dnceki boliimlerde verilen goriiniigte yiikldi ispat-
larin sadece estetik defil fakat aynizamanda mantik bakimimdan
.da manas: anlasilmig oluyor. Geriye bu bolimde verilen prob-
lemin (Sek. 74) coziimtndi tamamlamak igin lizim gelen ve
Sek. 78 de iglemeyen ispat kismini vermek kaliyor, \

Evveld ¢ok basit bir ihtarda bulunacagiz: ¢ ve h gibiiki pa-
ralel dogru (Sek. 79) verildigine gore, bunlarin PQ ortak dikmesinin

Sek. 79

uzunlugu, bunlardan birinin Iizerlndoii bir noktay: digerinin fize-
rindeki bir nokta ile birlegtiren higbir UV dogru par¢asinin uzunlu-
gundan daha bilyllk olamaz. g nin solundaki bir U’ noktas: ile
h o sagindaki bir V” noktasini birlegtiren U’'V” dogra pargas-
nin uzunlugu ise PQ niin uzunlugundan daha da bityiiktiir.

Teoremimizi liggen dzel hali igin ayrica ele almaya ldzum
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olmayip, maksimum uzakhik teoremini dogrudan dogruya bir n-
kogeli i¢in fazla gii¢liik gekmeden ispat edebiliriz.

P, Q bu n kogelinin i¢inde veya kogesinde bulunan her.
hangi iki nokta olsun. Bu noktalarda, onlar: birlegtiren PQ dog-
rusuna g ve h dikmelerini gtkalim. Bu dikmeler biitlin gekilden
bir paralel gerit ayirirlar. Fakat g lizerinde n-kbgeliye ait olarak
hig olmazsa P noktasi bulundugundan, g nin &tesinde veya en
kot halde g tizerinde n-kOgelinin, meseld A gibi, bir kdgesi bu-
lunmalidir. Aym sekilde h nin Stesinde veya en kotd halde A
nin iizerinde gene n-kigelinin B gibi bir kigesi mevcut olur. Bu
takdirde AB uzakligs her halikirda PQ den daba kiigik olamaz.
Su halde n-kogelinin ikiger ikiger koseleri arasindaki uzakhin en
biiyligii de daha kuvvetle PE) den kiigiik olamaz. Su halde ikiger
ikiger ktgeler arasindaki uzakhklarin en biiyigii aranilan mak-
simumdur. v 2

Bundan sonraki boliimde simdiye kadar temas ettiklerimizden
¢ok daha zor olan bir maksimum problemi ile ugragacagiz. Orada
verilen bir ¢evre uzunlugunu haiz (dogru pargalar: veya egrilerle '
¢evrili) gekiller arasinda en biiyiik alana sahip olan sorulacak
ve biz, daireden bagka higbir geklin maksimum alant veremiye-
ceffini ispat edecefiz. Fakat dairenin, ayni gevreyi haiz diger
biitlin gekillerin hepsinden daha biiyiik bir alani haiz oldugunun
ispatim1  orada vermiyeceffiz. Dairenin bir effri gekil olmas: ig-
leri o kadar zorlagtirir ki, yukarida bahsettifimiz miitevazi bi-
rinci ispat bile bityiik bir meharet ister. Onu agafida vermeden
evvel, burada kendimizi sadece ona hasretmek suretiyle yapaca-
tahdidin neden ileri ggldigini, ve o ispatin neden problemin tam

¢Ozllmili olamiyacagim agiklamak istedik.
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18b. Verilen bir ¢evreyi haiz maksimum alanli gekil
(Steiner’in Dért mafsal metodu)

Sabun kdpiikleri neden kiire geklindedir? Ciinkil onlar ken-
dilerini ¢evreleyen daha kuvvetli ortamlar tarafindan tazyik
edildiginden, koheziyon sebebiyle miimkiin olduffu kadar kalin
bir yiizey tabakas: tegkil etmeye yonelirler. Kpiik icindeki ha-
vanin daha fazla sikigimlmast burada mevzuubzhis olmadifin-
dan, bu esnada balonun hacmi sabit kalir. Su halde sabun ko-
pliklerinin kiire geklini almasi, onlarin verilen bir hacmi haiz
cisimler iginde en knquk yiizeylisini bulmak problemini ¢dzmeyi
bmubﬂmeleﬂndmdk

Her sabun kopiigiiniin, her su damlasinin yapmaya mukte-
dir bulundugu geyi burada ¢ok daha mitevazi bir ‘gekudé for
uzayda degil de diizlemde — bagarmaya, yani gu problemi ¢0z-
meye ¢algacajz : Verilmig bir alani haiz biitdin kapal efriler
i¢inde gevresi en kii¢lik olanini bulmak.

1. Bu boliime baghk tegkil eden «verilen bir ¢evreyl haiz
gekiller iginde alan: en bilylik olanmi bulmak» problemi, yukarida
ifade edilmig olan «alam verilmig gekiller iginde gcevresi en kiigilk
olamim bulmak» probleminden ancak giriinfis bakimmndan farkh-
dir. Zira farzedelim ki, gevresi k uzunlufunda olan & dairesi de-

* gil de, gevre uzunlugu f olan differ bir § gekli verilmig bir cevre
nzunlugunu haiz gekiller arasinda en bilyllk alani haiz olsun
(Sek. 81), yani G >&, fakat f=k bulunsun. Bu takdirde §
geklini, iginde segefiimiz bir O noktasmi gevre fizerindeki nokta-
lara birlegtiren OA4, 0B, OC,... dogru pargalarin1 ayn1 oranda
kisaltmak suretiyle, biraz kiigliltelim. Bu kiigiiltme mikyasin:
dyle segelim ki, gevresi f* olan kilgliltilmiiy § geklinin alani &
mnkinin aym1 olsun. Bu esnada geklin cevresi de kiigllmily
oldugfundan, f* < k olur, yani §’, kendisiyle aynm alan1 haiz dai-
renin ¢evresinden de daha kigiik bir gevreyi haiz olur. $u halde
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Sek. 83 ten hemen gbritlebilecefi gibi, gevre igin buna ben-
zeyen teorem dogru degildir : Igteki yiizey parcasimin kivrimlart
yeter derecede ¢ok olursa, ¢evresi digtakinden daha biiyik olur.
Fakat, kendimizi sadece konveks yilzey parcalarina hasredersek
teorem dogru olur,

Sek. 82 Sek. 83

Eger bir yiizey parcasina ait herhangi iki noktayr birlestiren 3
dogru pargas: tamamen o yiizey parcasina ait ise, ona konveks de- '
nir. ek.'84 konveks olmayan bir ylizey parcasim gostermektedir :

P, Q onun iginde iki nokta olmakla beraber, onlari birlegtiren
dogru parcas1 tamamen opa ait degildir. Simdi konveks yilzey
pargalar: igin gu teoremler vardir:

IIl. Bir konveks yizey parcas: difer bir kuwh yiizey par-
(50!: 82). ‘

IV. Konveks olmayan her yiizey pargast, alan: biiyiitiiliip ¢ev-
resi kiigiiltiilmek -wfgk bir konveks yiizey parcas: haline yavar-

Fa)

Sek. 85

ftons:




A
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Burada miinakaga etmeden igin bagina koydufumuz bu dort
hakikat sezgi bakimindan tamamen agikdrdir; olsa olsa III ten
biraz giiphelenilebilir. Fakat sezgi bakimindan agikar olus ne-
dir ki ?

8. $imdi bu boltimiin hedefi olan, Steiner’in dilglince silsi-
lesine giriyoruz. Evveld, gevresi verilmis kapalt egriler iginde alan:
maksimum olanin her halikirda konveks olmast lézim geldigini
tespit ederek ige baglayacagiz. Bu vikia IV ve I den derhal oku-
nabilir ; zira IV e gbre yilzey pargasin1 konveks hale getirirsek,
cevresi kiletiliir ve alami bityiir; sonra bu egriyi eski ¢evresini
tekrar bulacak surette bir benzerlik transformasyonu vasitasiyla
bilyiitlirsek, alan1 /’e gbre gene bilylimilg olur. Yani, konveks
olmayan her yiizey parcasina karsilik, onunla aynicevreyi fakat
ondan daha biiydk bir alani haiz olan bir konveks yiizey par-
¢as! inga edebiliriz. Su halde konveks olmayan bir yiizey par-
casl, cevresi v;erllmlg olan yfizey pargalari iginde higcbir zaman
maksimum alani haiz olamaz.

4. Su halde bundan sonra sadece konveks efrilerle ugrag-
mak yeter, Evveld gunu gosterecefiz : Verilmis bir cevre uzanlu-
Fanu  haiz bir konveks gekle karsilik, aym: cevre uzunlaugunda ve
alant en agag: ona esit yle bir ikinci konveks gekil bulabiliriz ki,
bu gekil bir simetri eksenini haiz olsun.

P, gevreyi tegkil eden egri fizerinde bir nokta olsun (§ek. 86).
Simdi onun fizerinde Syle bir Q noktas: arayalim ki, P den iti-
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bir dik a¢: altinda goriileceginden Thales teoremi yahut (iste-
nirse) gevre acis1 teoremine (S. 35 Sek. 24) gire cevre efirisi gap!
AB olan bir daire olurdu ki, biz bunun tam aksini farzetmigtik.

Simdi ABC {icgeninin yanina dik kenarlar: AC,=AC ve
B,C.= BC olan bir 4,8,C, dik tiggeni gizelim ve bunun 4,5, e
gore A,B,C,’ simetrigini alarak bu gekilde meydana gelen
A,C,B,C,” dik dortgenlerinin kenarlar1 {izerine Hek. 88 deki
mukabillerinin {izerlerinde oturan taranmis pargalar: ekliyelim
(Sek. 89). Biitin bu iglemler giyle de anlatilabilirdi: $ek. 88
deki ACBC’ dik dortgeninin kenarlar1 kdge noktalarinda mente-
gelenmig dort ¢ubuk gibi ve dort taranmig parga da onlara kati
olarak baflanmig ditginiildigi takdirde, mafsallar 8yle oynatil-
malidir ki C ve C’ de dik agilar meydana gelsin. Steiner'in dért
mafsal metodu ad1 da buradan gelmektedir.

/  Bu suretle meydana getirilen geklin gevresi eskisinin aymi
kalmistir, glinkii ayni1 dort yaydan_tegekkill etmigtir. Alanin dort
taranmig pargaya diigen kismi da aym kalmighir. Su halde biitiin
ig iki dortgenin yahut ta simetri dolayisiile bu dortgenlerin ikiger
kat: bulunduklart ABC ve A,B,C, figgenlerinin mukayesesine
kalmigtir. Bir figgenin alani taninmig bir teoreme gore tabani ile
ylikseklii carpiminin yarisina egittir. Buna gore 4,8,C, figge-
ainin alan: 1/2 4,C;-B,C, dir. ACB nin B den AC ye indirilen
yliksekligi, C deki ag1 dik olmadifindan dolayr mutlaka BC den
kilgliktlir. Su halde ACB ficgeninin alan1 1/2 AC-BC den kiigik-
tir. A,C,=AC, B,C, = BC oldugundan ACB nin alam A4,C,B,
ninkinden mutlaka daha kii¢lik olup, neticede yeni 'sklln alant
eskisinden muhakkak daba biiytk olur. ‘

Boylece her gey gosterilmig oluyor: daire olmayan her
gekle kargihk onunla ayni gevreyi haiz, fakat alani1 onunkinden
daha bilylik olan differ bir gekil inga edebiliriz. Su halde veril-
mig cevreyi haiz gekiller icinde daireden bagka higbiri mlkli-
mum alant haiz olamaz.

——— —d







19. Peryodik Ondahik Kesirler

-

derecede bilyilk bir kuvvetini bslen biitin kesirler igin de cari
olur. Bu tiirlii paydalar igin basit bir kriterium, onlarm 2 ve 5 ten
bagka higbir asal carpan ihtiva etmemeleridir. Hakikaten 2%.5p
g klinde bir say1, 7, =z ve f dan bilyligiinll gosterdigi takdirde,
16Y g1 boler. Su halde paydasi 2%-5P olan bir kesir, pay ve pav-
dast uygun bir say: ile carpilmak suretiyle, daima paydasi 10Y
olan bir ondalik kesir haline sokulabilir.

2. Eger bir kesrin paydas: 2 ve 5 ile bdlinemiyen diger bir

k carpan: ihtiva ediyorsa, onun pay ve paydasinin uygun bir
say1 ile garpiimas: suretiyle bir ondahk kesir haline sokulmasi-

" pin milmkin olmadig agikardir. Ginkd

M o3 a a
_...—n-—-——l'__'_--—l-=

2‘-._5"-. k 10° .26 ‘5‘

lﬂl‘mluFG|

20258 Pp =q-k
olur, yani k (1 den farkli oldugundan) faraziyeye aykiri olarak
9 yeya b ile bolinmek mecburiyetinde olur. Zira asal garpanlara
ayrnibigin tekligi dolayis1 ile a-k ve neticede k ya 2 ve 6. ten
bugka asal carpanlar giremez.

Il ve 11l te bu tiirlii misaller verilmigtir. Burada 4/9, 1/7, 1/6
ve 7/30 kesirlerinin bir <sonsuz ondalik kesre» gevrilebildiginden
babsedilir. Halbuki bu ashnda higbir ondabk kesir degildir. Giin-
kil bu kesrin paydasi nedir ? Bir «sonsuz ondalik kesirde» higbir
basamak sonuncu basamak olmadifindan, 10 'un hicbir kuvveti
boyle bir kesrin paydast olmak igin kafi gelmez, ve yukarida
umnmi olarak digiinmily bulundufumuz gibi paydas: meseld 8
ile boliinebilen bir kesir de higbir zaman pay ve paydasim1 uy-
gan bir say1 ile carpmak suretiyle bir ondalik kesir haline so-
kulamaz.

$u halde buradaki «sonsuz ondalik kesir» terimi tegmil edil-
mig ve gayrihas manada anlagilmahidir. Bizi burada bu yeni ma-
tematik varhiin gekli kism alikadar etmekte olup, o da sonsuz
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radanl gu neticeyi ¢ikarabiliriz: a/b nin peryot uzunluffu en gok,
b ile aralarinda asal kalanlarin sayis: kadar olabilir. '

Verilen bir 5 sayis1 ile aralarinda asal kalanlarin sayisi,
kendi basina da enteresan bir sayidir. Bu sayiyi, Sayilar Teo-
risinde ¢ (b) ile gbstermek Adet olmustar. Meseld ¢ 2)=1,
p(B)=2, p()=2, ¢(B)=4, ¢(6)=2, 9"'_27)_.=-6.' @ (8) = 4 tiir.
Ozellikle bir p asal sayis: kendisinden kiiclk biitiin sayilarla
aralarinda asal oldugundan, her p asal sayisi igin

(2) ’ ¢p)=p—1

dir. Huldsa olarak: b, 10 ile aralarinda asal oldugu takdirde, a/b
nin peryodu en ¢ok ¢ (b) tane basamak ihtiva eder.

5. b nin 2 ve 5 ten farkli bir tek asal carpani bile bulun-
sa a/b nin ondalik kesre agihminin peryodik olmas: lazim geldi-
gini ispat etmigtik. Hakikaten, mitmkiin olan sonlu sayida kalan-
dan hig olmazsa biri bir kere tekerriir etmek mecburiyetinde idi.
Bbylece her ne kadar bir peryodun meveut olmasi icabettigini
sgrenmig oluyorsak ta, peryodun nerede (yani kaginer basamak-
ta) baslayacsit hakkinda heniiz bir bilgimiz yoktur. Yukaridaki
11 drneklerinde peryot hemen virglllden sonra, III tekilerde ise
virgiilden itibaren birkac basamak atladiktan sonra baghyordu.
11 deki paydalara bakarsak, onlarin hem e hem de 10 ile arala-
rinda asal olduklarin gbriiriiz. Simdi b, 10 ile aralarmnda asal
oldugu takdirde, a/b kisaltimig kesrinin ondalik agiliminda per-
yodun daima hemen virgllden sonra baglayacafim ispat edece-
giz. Bunun igin ilk tekerrlr edecek olan kalanin en bagtaki ka-
lan, yani paym kendisi, olduouu gbstermemiz ‘lazimdir. Haki-
katen rn, 7, gibl iki kalan birbirinin aym olduggu, yani rp,=rs
pulundugu takdirde, ondan O.ce gelen r,_,, ro_, kalanlari da
(egger her ikisinden de tnce gelen kalanlar meveutsa) birbirinin
aym olmak zorundadirlar. ClinkQ r,, ve r, sirasiyla 10 rp ve
10 ro—, in b ile bolinmesinden meydana gelmigtir :
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Wrp—y= Im—1°b+rm,
10rm—=qnb+ra. @

Buolar: taraf tarafa gikarsak, r,, =r, dolayisiyla
10(rm—s —rp—) = (gm—1 — ga—1) b

elde edilir. Buna gore 10(ry -, —r,—,), b ile bolinebilir. 5, 10
ile aralarinda asal oldugundan, buradan Tm—y— Fp— 'in b ile
bolinebildigi ortaya gikar. §u halde r,—, — r,, fark:

01 ib; izb,\isb,...

dizisinde zuhir etmelidir. Fakat rp,—, ve r,_;, kalan alarak_ po-
zitif ve b den kilglik bulunduklarindan, onlarm farkinin mutlak

defferi b den kilgiik olur. Su halde ancak

Fm—t = Ta—y =0
yahut

Fm—1=Fn—y

olabilir. Su halde peryot milmkiin oldugu kadar erken, yani he-
men virgiilden sonra baslar.

6. Peryot uzanlugunu 1 ile gosterirsek, afb nin ondalik
késre agihginda 2 tane bdlme adimindan sonra gene a kalamm
elde ederiz. Her btlme adiminda bslinenin sonuna bir 0 ekledi-
#imizden, netice itibariyle 1. adimda « vt defil de, a-10% y1 b ile
bélerek a kalanini elde etmis olduk. Su halde @-10%—a, b ile
boliinebilir, Simdi

a:10* — g = g (10» — 1)

oldugundan ve a, b ile aralarinda asal bulundugundan 10% —1 *in
b ile boliinebilmesi icabeder, Hatta 2, 10» —1 in b ile boliinebil-
diffi en kiipiik Ustiir, Zira peryot, a kalanm ilk tekerriiriinde
tamamlanir; gu halde 4, a<10% nin 5 jle bélimiinde a ka.lanlq;
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hakikaten 7 ye ait kalanlarin 6 s1 da zuhdr etmelidir, ¢iinkii 1/7
agilimimin peryodu 6 basamaklidir, Peryottaki rakamlar: dairevi
sirada dilgliniirsek, yani son rakamdan sonra ilk butaki:;.-l geti-
rir ve biylece devam edersek, bundan bagka peryodun her ra-
kamina, onun kendisinden bilme iglemi ile meydana geldig#i ka-
lan: tekabiil ettirirsek, goyle bir cedvel elle ederiz :

Kalanlar |132645
Bolimler | 142857

Bu cedvelden meseld 6/7 nin 8 ile baslayan bir peryodu haiz ol-
dufuno ve neticede bu peryodun 857142 olmasi ve gu halde

6/7 =0,857142... olmas1 lizim geldigini derhal okuyabiliriz.

Aragtirmamizin baginda tespit etmig oldufumuz gibi, yalniz
btliimler peryodik olmakla kalmaz, kalanlar da peryodik olarak
tekerriir ederler. Bu sebepten bundan sonra sadece peryotlar ye-
rine, biliim pergotlart ve kalan pergotlarmdan bahsedecegiz.

8. a/b pin peryot uzunlugunun, yukarida diiglindiiklerimize
gore nasil olsa gegemiyece@ti ¢ (b) uzunlufuna her zaman erigmesi
icabetmez. Misallerimizin gbsterdigi gibi 1/7 ve 1/17 hallerinde
milmkiin olan en bilyilk peryot uzunluguna erigilmekle beraber,
8/41 icin durum boyle degildir. Peryodun hakiki uzunlugunn
bulmak, gli¢ bir problem olup, bu uzunluk ashinda ancak baz:
hallerde dofirudan doffruya hesaplanabilir. Bununla birlikte, 2 (5)
hakiki pergot uzanlugu hakkinda 4 (b) < ¢ (b) den daha fazla bilgi
veren bir iddiada bulunabiliriz.

Ditglincelerimizi, 4 (21) < ¢ (21) oldugunu gbrecedimiz, yeni
1/21 Srnefi lizerinde geligtlrelim 21 ile aralarinda asal olan ka-
lanlarin sayis:
P (21) =12

olup, bu esitlik o kalanlari saymak suretiyle kolayeca ispatlana-
bilir. Halbuki 1/21 in ondalik agilimi igin
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1:91=0,047619...,
TR t w19 %

* bulunur ki, bu da peryot uxnn_lu_gn igin 4 (21) =6 verir. Su halde
boliim iglemi esnasinda 21 ile aralarda asal olan 12 tane ka-
landan hepsi degil, sadece 6 s1 zuhiir eder ki, bunlari kendile-
rine tekabiil eden boliimlerle birlikte gene bir cedvelde toplaya-

‘Kalanlar | 1101613419
Bolimler |04 7 619

(A)
Bu cedvelden meseld

‘“ = 0,476100..., 5= =0,T00478....

‘oldugu okunur. Buna kargihk 2 kalani burada bulunmamaktadir.
‘Bundan dolayr 2/21 in yeni bir sey verecefi beklenmelidir. Ha-
kikaten :
1 2:21=0,0 ¢
2 20

528 8.0
11 .5 8 ]

17

olup, bu da su cedveli verir :

Kalanlar |2 20 115 8 17

(B)
Bolimler |0 9 5 23 8

Burada ya-lnu 2 kalani yeni olmakla kalmayip, biitin kalanlar
yenidir. Esasen burada eski kalanlardan higbirinin bulunamiya-
cag bagtan gorillebilirdi. Clinkil her kalan boliim igleminin ken-
disinden sonraki kismini tamamen belirttiginden, (A) cedvelin-
deki bir kalanin zuhdru o cedveldeki alt: basamakl: biitiin kalan
peryodunun dn zuhlrunu ieabettirirdi, $u halde (B) deki kalan-
lar peryodu (A) ya ait tek bir kalan bile ihtiva etse, (A) daki
bitin kalaolar ihtiva ederdi ki, zaten 6 kalan ihtiva ettifinden

'
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geriye (A) da bulunmayan higbir kalan igin yer kalmazdi, Buise
milmkiin olamaz, ¢linkil 2 kalanmi (A) da bulunmayanlar arasin-
dan secilmigti. Simdi (A) ve (B) cedvelleri birarada, 21 paydah
ve 1 den kiigfik biitin kisaltilmig kesirlerin mimkiin olan biitiin
paylarim tegkil eden, ¢ (21) =12 tane kalam ihtiva ederler.

9. 21 paydas! igin tegkil etmig olduffumuz (A) ve (B) ced-
vellerinin ingasinda simdi belirtecegimiz bir umumi diigiinee yat-
maktadir.

Eger 1/b nin agilim 4 (b) = ¢ (b) en bilyik peryot uzunlu-
gunu haiz ise b igin, 7. de 1/7 igin verildigi gibi, sadece bir tek-
peryot cedveli meveuttur.

Buna kargihk =21 halinde oldugu gibi (b) < ¢ (b) ise,
1/ nin agiliminda sadece % (b) tane kalan bulunabilir ki, bun-
larla bir (A) cedveli dizenleyebiliriz. Fakat bu cedvel, b ile ara-
larinda asal alan biitiin ¢ () tane kalami degil, ancak ondan
daha az olan 1(b) tane kalan ihtiva eder. §imdi », (A) da bulun-
mayan bir kalan olsun. Bu takdirde »/b yi ondahk kesre acarak,
6. dan bildigimiz iizere, peryotlar: gene 2 (b) tane rakam ihtiva
eden bir ondalik kesir elde ederiz. Buradaki kalanlar ve btliim-
leri yeni bir (B) cedveline koyalim. Bu cedvel, (A) da bulunma-
* yan r kalanim ihtiva ettifinden kalanlarinin hicbiri (A) da bu-
lunmayip, hepsi yeni olur. Ciink#t (A) nin herhangi bir kalani-
nin (B) de bulunusu, (A) nin biitin kalanlarin: da birlikte sil-
ritkleyecegginden (B) de r ye yer birakmiyacakti.

(A) ve (B) cedvelleri birlikte b ile aralarinda asal 2:1(b)
tane farkh kalan ihtiva ederler. Ya bunlar miimkiin olan biitiin
kalaolardir, ki bu takdirde 22 (b) = ¢ (b) olur, yahut daha bagka
kalanlarda vardir. s, ne (A)da ne de (B)de bulunmayan bbyle bir
kalan ise, s/b yi ondahk kesre acarak bir (C) peryot cedveli ter-
tip ederiz, ki bu da bize ne (A)da ne de (B)de bulunmayan
% (b) tane yeni kalan verir. Simdi hepsi birlikte 8+4 (b) tane bir-
birinden farkli ve b ile aralarinda asal kalan elde etmig olduk,
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Burada 6 tane yeni kalan bulmug olduk, 39 la aralarinda asal
olan ve (A) ile (8) de henfiz bulunmiyan en kiiglik kalan 7 dir.
7 den hareket ederek yeni bir kalan ve bdlimler cedveli elde
ederiz : I
(C) 7:39=0,179487 ..

1 2] 7

T osLAT B 8

89 ile aralarinda asal olan ve (A), (B) ve (C) deki 18 kalan ara-
smda bulunmayan en kfigitk kalan 14 olup, ondan hareket ederek

(D) 14:89=0,35897 4 ...
1423 85 8T 20 17 14

elde ederiz. Simdi 39 la aralarinda asal 24 tane farkl kalan bul-
mug olduk ki, bunlar 39 la aralarinda asal olan biitiin kalanlar-
- dan ibarettir. Ciinkil 1 den 39 'a kadar olan sayilar i¢inde yal-
' mz 8 veya 18 ile bolinebilenlenlor 39 ile ortak bir bdleni haiz-
dir. Burada 3 ile boliinebilen sayilar, 1 den 39’'a kadar olan bi-
tin sayilarin tam tigte biri kadar, yani 13 tavedir. Bunlara bir
de 13 ile boliinebilen 13 ve 26 sayilanm ilive etmelidir (buna
kargilik 39 sayis daha Snce 3 fin katiolarak hesaba katilmigtir).
Su halde 1 den 30 ’a kadar olan sayilar iginde hepsi birden 15
tanesi 89 la (trivial olmayan) bir ortak bdlenihaizdir. Buna gire
geriye 390 —16=24 tane 39 la aralarinda asal kalan kaliyor,
Yani ¢ (39) = 24 olup, 1(89) =6 oldugu yukaridaki agilimlarla
gergeklenmig oluyor. Burada ¢ (39) = 4-1 (39) oldugundan, 4 tane
kalanlar ve boliimler peryodu vardir.

10. Peryot uzunluffu hakkindaki bilgilerimizden gimdi Snemli
bir netice gikaracagiz. Bunun i¢in gu basit yardime:r teoreme ih-
tiyag vardir :

x ve k pozitif tam sayilarise, ¥ — 1, x — 1 ile bdliinebilir,

14 x4 2"+ -+ 4 xk—' geometrik serisini hatirlarsak fs-
pat derhal agikdr olur, ¢linkdl bu serinin toplammmi bulmak igin
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onu sadece (x — 1) ile carpariz ki, bu ¢arpimda ﬁr_t;‘ek terimler
birbirini gdtiirdiigiinden '

A+x+xd4 o2k ) (x —1)=xk—1
oluar. \ '

$imdi x=10M8) vaz’edersek, 10(® —1 *in 10k-A®) —1
boldiigil neticesi gikar. Ozellikle buradaki k y1 (3) denklemindeki
k olarak secersek. ‘

10kA(B) — 1 = 107(8) — 1

olur ve b&g}e;e'lm:(a)_— 1, 10%®) — 1 ’in bir béleni olur. 6. daki
teoreme gore ise b, 104 —1 ’in bir bsleni oldugundan, neticede
10%() — 1 ’in de boleni olur. Bu hakikati style bir teorem sek-
linde ifade edelim : p
Eger b, 10 ile aralarindaki asal bir sagr ise, 1070) — 1, b ile '
biliinebilir. T

Bu teoremde arlik peryodik ondahk kesirlerden higbir eser

kalmamigtir, gilnkil ¢ (b) ondalik kesirlerden tamamen mastakil

bir manay: haizdir. (2) egitligi yukarikinin ozel 'hali olarak gu
teoremi verir : -

p, 10 u bilmeyen bir asal sag: ise, 10°~' —1, p ile bsline-
bilir.

Bu teoremlerin ikisinde de 10 sayis1 Snemsiz bir rol oynar.

‘Bu say1, kullandifimiz say1 sisteminin tabani olmas: dolayis: ile

tesadilfen igin igine girmigtir. Yoksa, keyfi bir ¢ tabanli sayt
sistemi ve ona tekabiil eden g-adik kesirleri ele almak, ve mu- '1,
hakemelerimizde bundan baglka higbir deﬁiﬂkﬁk ygpmgm‘k su-

retiyle gu neticelere de varabmzdik : :

II. b, g ile aralarinda asal bir sagt ice, g —1 b ile bli-
nebilir, ve bunun &zel hali olarak

IIl. p asal sagis: g yi bilmezse, g"~' —1, p ile bilinebilir.
!
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11. Esas konudan bu kadarhk bir uzaklagmadan sonra gene
ondalik kesirlere donelim. b paydas: 10 ile aralarinda asal olan
kisaltilmig bir a/b kesrinin, peryodu hemen virgiilden sonra bag-
layan bir peryodik ondahk kesre agidifini evvelce gbrmilgtilk.
Simdi kargit olarak herhangi bir ondalik kesir verilmig oldufuna
gbre, onun hangi kesirden meydana geldiffini Sgrenmek istiyo-
ruz. Verilen peryodik ondalk kesrin peryot uzunlugu i ve per-
yodu da P olsun. Burada P, peryodu tegkil eden i tane raka-
mm aglimdaki siraga olmak fizere yazilmasindan elde edilen 2
rakamli ondalik sayidir, meseld 1/7=0,142857... de P = 142857
(ytiz kirk iki bin sekiz ytz elli yedi) dir, §imdi, Z tane basamakh
P peryodunu haiz olan afb kesri kolayca elde edilebilir, Ciinkil a
nin b ile boltiniiglinde A tane basamaktan sonra a kalani tekrar
zuhir edeceftinden, a-10* —a, b ile bollinebilmeli, hatta bolim,
e min zohiru ile henfiz tamamlanmig olan peryoda esit olmalidir.
Sa halde

a(10* —1)=5.P,
yahut :

; a e

) i =y

Sagdaki kesir ekuriya kisaltilmamig durumda olup, kisaltihinea
a/b gekline girer. 2 ve 5, 10* nin bélenleri olduklarindan bunlar
10— 1 "i ve neticede bu sonuncunun bir bbleni olan b yi bdl-
mezler. Boylece, her «salt peryodik» yani peryodu hemen Yvirgiil-
den sonra baglayan sonsuz ondalik kesrin paydasi 10 ile arala-
rinda asal olan bir a/b kesrinden dogdugunn gdstermis olduk. Bu-
pun kargitini ise zaten evvelce biliyorduk. ;

12. Buraya kadar yalniz salt peryodik kesirleri goz dniine
aldik. Fakat 1. deki Ill drneklerinde virgtil ile peryot baglangier
arasmda digger bir takim rakamlarn bulundugu misdller de gbr-
milgtiik. Bu tirld ondahk kesirlere »karigik peryodik denir. Sonla
ondalik kesirler, paydalari sadece 2 ve 5 carpanlarimi ihtiva

i

o i Ny
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eden adi kesirlere, salt peryodik sonsuz ondalik kesirler paydalar:
ne 2, ne de 5 ihtiva eden adi kesirlere tekabiil ettiklerinden,
karigtk peryodik sonsuz ondahik kesirler i¢in m«i!‘lqunen imkdn
kaliyor : Yani bunlar, kisaltilmig paydalar: 10 ile ortak bir carpan
ve bir de 2 ve 5 ten farkh bagka bir veya bir takum asal car-
panlar ihtiva eden Adi kesirlerden dogarlar. Burada bu figlinedl
halden bu kadarhik bahsetmekle yetinecegiz. Zaten bu hal bu-
rada etrafli bir incelemeye degecek kadar yeni bir gey ihtiva
etmemektedir.

18. Yukariki temel konulardan sonra, peryodik ondahk ke-
sirlerin peryotlarinin Snemli olmaktan gok, eglendirici bir dze-
ligine igaret edelim. 1/7 nin peryodu olan 142857, 6 tane rakam-
dan ibarettir. Bu peryodu iki egit pargaya ayirip, bunlar: topla-
yalim :

142 -+ 857 = 999 i

117 nin peryodu 16 rakamdan ibarettir. 05882352011176647 olan
bu peryodu da yukariki gibi iki egit parcaya ayirdiktan sonra
bu parcalar: toplayalim :

| 05882852 + 94117647 = 09999999.
09 olan 1/11 In peryodu igin ise
04+9=9

elde ederiz. Simdi paydas: bir asal say: olan ve peryodu gift sa-
yida rakam ihtiva eden her a/p kesrinde peryodun iki yarisinin
toplammin ayn: dzeligi baiz oldugunu ispat edecegiz.

Buna gore i peryot uzunlugunu cift farz-delim : 1=al
Peryot ta P olsun. P nin iki yarisina da sirayla A ve B diye-
lim. Burada P, i basamakli bir ondalik say), A ve B de [ basa-
makli birer ondahk say1 olarak okunacaklardir. Bu takdirde, ra-
kamlarin ondahk basamak degerlerini giz oniinde tutarak
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P=A-1014B

olur. afp kesrinin, kendi agilimindaki P peryodundan npasil he-
saplanacafini biliyoruz : (4) denklemine gore

® @ F LML
- 71— 1001

Faraziyemize gbre i = 2-l oldugfundan, |
(6) 106 —1=10% —1= (10— 1) (10' + 1)

olur. (5) ten p min 10* —1 'i bolmesi icabettifi neticesi gikar ki,
bu 6. daki teorem vaswasiyla da dogrudan dogfruya gosterilebi-
lirdi. Simdi p, 10%—1=(10'—1)(10' 4+-1) i bolddgtnden, bir
asal say1 olarak (10'—1) ve (10'+1) carpanlarindan en agaf
birioi bplmek zorunda olur. Fakat p, muhakkak ki 10t —1 i
umgnmt,zmlmnkm Peryot uzunlugu olan 4 ise,
Teorem 1 ’e giire 10» —1 "in p ile bolinebildigi en kilglk fstar.
Su halde p, 10'+1 *i bélmelidir. (5) ve (6) dan

a___ A10+B /
l1°‘-1)(10‘+11

emudmuu,budamwhnnnm‘+1uawpm;rh

w

a(10'+1) _ A-10' +B
P S 10'—1

gekline girer, Burada sol taraf bir tam sayidir, ¢ilinkil evvelce

tespit etmiy oldugumuz gibi p, 10’ 41 ’i boler. Neticede

A10' + B

: 10 —1 )
de bir tam say1 olur. Burada

A 1°'+3 A(0'—1)+A+8 A+B
00— 0 —1 T =
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nildigi takdirde egriler arasindaki bu agiy1, efirilerin kesigtigi S
noktasinda bu efrilere ¢izilen tegetler arasindaki a1 olarak ta-
rif ederek, dogru kenarh agilar kavramina irca edebiliriz ($ek. 91).

Agikar olarak, daire su dzelifi haizdir : Bir dai-
renin herhangi iki noktasini birlegtiren kirig, daireyi
iki egit (tabiatiyla egri) a¢1 altinda keser. $imdi bu
teoremin kargitini tegkil edecediz. Bunun igin su so-

Sek. 91  ruyu kendimize soralim: Herhangi iki noktasin: bir-
legtiren her kirigi fmftjlduu esit iki apraltinda kesilen
bir egri daima bir daire midir, goksa bu &zelifi haiz bagka egriler
de var midir ? (Sek. 92) $imdi bu dzeliffin de daire i¢in karakte-
ristik oldufunu gdsterecegiz. :
Bunun igin, herhangi iki noktasini birlestiren her kirigi ta-
rafindan egit iki ag1 altinda kesilen herhangi bir kapali egri dii-
giinelim (Sek. 93). 4, B, C bu egrinin llerhang{ fi¢ noktas: ol-
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Sek. 92 ’ Sek. 93 :

“ sun; bunlan birlegtiren Uiy kirigten bagka, egrinin bu noktalar-

; daki g tegetini de ¢izelim. Bu takdirde, meydana gelen acilar
arasinda, farzedilen zelik dolayis1 ile, Sek. 93 te ifade edilen
egitlikler cari olur,

Difer taraftan A etrafindaki tig agmn toplami iki dik agi
oldogu gibi, ayn: gey, B ve C noktalarinda da dogrudur, yani
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at+B+y=2R
atb+r=2R :
x4p+e=2R

dir (Burada R harfi, «dik ac1» icin kullanilmigtir). Bunlari taraf
tarafa toplamak suretiyle

(a+bd+o)+2(+f+r)=6R

elde ederiz. Simdi bir figgenin agilar1 toplaminin 2R ye egit ol-
duggu teoremini ABC liggenine uygulayalim :

'

atb+e=2R 4
olur. Bunu bir evvelki egitlikte yerine koyarsak,

2(x+8+27)=4R,
a+pf+r=2R

elde eder ve bunu

atp+r=2R

ile kargilagtirirsak, a = « buluruz. Tamamen ayni gekilde b=/,
¢ =% bulunur.

Bu hazirlayici mulahinlardaq ¢=y neticesini akhmizda
tutalim ve gimdi asil ispati yapalim. D, egrinin herhangi bir bag-
ka noktas1 olsa, ABC licgeni igin yaptiklarimiza ABD figgeni i¢in
de aynen yapabiliriz. ABD iiggeninde ve ondan doffacak olan
Sek. 93 fin benzerinde 4, B noktalar1 ve neticede o noktalardaki
tegetler ile bunlarin arasindaki y agis1 evvelkilerin ayni1 kalmig-
tir. Su halde D deki d agis1 da aym 7 ya egit olduffundan, d=¢
olacaktir. $u halde AB kirigi D ve C noktalarindan ayn ag al-
tinda goriiliir. $u halde, ¢evre agis1 teoreminin, yukarda bahset-
mig oldufumuz, kargitina gére D noktas: 4, B, C noktalarinmn
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belirttigi daire iizerinde bulundugu gibi, ayni sekilde efrinin
bagka herhangi bir noktas: da ayni daire {izerinde bulunur. Su
halde bu egri bir dairedir. ) :

Yukariki dzelifin aksine, Sniimiizdeki boliimde dairenin dyle
bir dzeligini gbrecefiz ki, bu dzelik sadece daireye degil, fakat
daha bagka bir siril eriye de aittir. Bu yeni halde, bir teoremin
kargitin1 alma prensibi bizi yeni bir kavrama, yeni oOzelikle
birbirine bagli egrilerin tegkil ettifi gayam dikkat bir egri smi-
fina sevkedecektir.

20b. Sabit genislikli egriler
1. Daire, biitiin noktalar: verilen bir noktadan (merkez) ay-
n1 uzakhkta bulunan bir efri olarak tarif edilir. Dairenin bu
oxeltginden en yakin pratik istifade araba tekerleginde gorii-
liir : Tekerlegin egit uzunluktaki ispitleri vasitasiyla arabanin
' diogili, tekerlek nekadar donerse donsiin, ufki zemin fizerinde
sabit yiikseklikte tutulur ve boylelikle arabanin ufki hareketi
safflanmig olur. Agir yiikleri ufki olarak hareket ettirmek igin
bazan dingile bngh tekerlek yerine, }ptiﬂat bir tarz olan (meaela
sandik gaklindekﬁ yiikiin altina sokulmug silindir geklinde ki~
titkler kullanilir (Sek. 94). Daire kéiiﬂl bu silindirlerin muerlnde
yilk, zeminden sabit yakseklikte hlmk yuvarlanir.

\

re, bir dairesaklinde olmas:i lazim geldifi agikir ise de — ciinkil
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Sabit bir b geniglikli bir egrinin her paralel destek dofru
ciftinin aqikligs b ye egitti. Boyle bir efriye iki tane paralel
destek dogru ¢ifti gizilirse (Sek. 98), bunlarin tegkil ettifi para-
lelkenar bir eskenar dortgen olmak zorundadir. Eger bu ikidofru
¢ifti birbirine dik ise, egkenar dirtgen de dik, yani bir kare
olur. Bu karenin kenari egrinin b geniglifiine egittir. $ua halde

Sek. 98

sabit geniglikli bir efirinin digina ¢izilen biitlin kareler birbirine
egittir. Bu husus, bir levhadan kesilen sonlu geniglikte bir ge-
kille kare geklinde bir gergeveden ibaret bir model vna:tamyls'
milgahhas bir hale sokulabilir. Cer¢evenin kenar unzunlufu egri-
nin geniglifine egit oldufu takdirde, cerceve her dogrultuda eg-
riye tamamen uyar, yani gergeve arada hi¢ bogluk kalmadan
efri etrafinda dondériilebilir. Yahut karsit olarak : Sabit genig-
likli her egri uygun bir karenin i¢ginde hi¢g aralik birakmadan
serbest¢e dondiiriilebilir ve bir karenin i¢inde bu gekilde serbestge
dondiiriilebilen her efiri agikdr olarak sabit genigliklidir.

8, Daireden farkl: olan en basit sabit geniglikli efri, kenar-
lar1 daire yaylari, kogeleri de kargilarindaki kenarlarin merkezle-
ri olan bir egkenar daire yaylar: {iggenidir ($ek. 99). Buradaki
her {ig daire yayr aym yari c¢ap: haiz olup, bu yar1 gapin uzun-
lugu aymi zamanda egrinin b sabit geniglifine egittic. Zira birbi-
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olsun. Biylelikle egit geniglikli bir ADBEC daire yaylar1 beggeni
meydana gelmig oldu (Sek. 100a). Yukariki ¢izimdeki adimlari.
daha gok tekrarlamak suretiyle daha gok sayida kbge ihfiva eden
sabit geniglikli daire yaylari cokgenleri insa edebiliriz ; meseld
(Sek. 100b) bu tiirlll bir yedigen gdstermektedir. Yukariki gizim

Sek. 100a Sek. 100b

"ﬁiﬁﬁh;da her kogenin kargisina bu kigeyi merkez olarak kabil
eden b yarigapli bir daire yay: tekabiil ettirildiginden, bu ¢i-

zimle sabit » geniglikli daire yaylar gokgenleri elde edildigi agik-
tir. llerdeki bir tatbikat i¢in bir daire yaylari cokgenindeki her

kogeyl yarigaplar vasitasiyla kargilarinda bulunan daire yaylar
lizerindeki kvgelerle birlegtirelim. Bu suretle daire yaylar gok-
geni iginde egkenar bir yildizli (dliz) ¢okgen meydana gelir. Bu
gokgenin her kbgesinden ¢ikan kenarlar: arasindaki agi, o kige-
nin kargisindaki daire yayina tekabiil eden merkez agimdir.

Bu kaideye gbre ¢izilmig olan daire yaylar1 g¢okgenlerinin
kenar sayilari daima fektir. Hakikaten bir kogeyle onun karg-
sindaki kenar: igaretledikten sonra, igaretlenmis kdgeden hareket
ederek daire ya}hrl ¢okgeni fizerinde dolagalim. Evveld bir ke-
nar, sonra bir kige, sonra gene bir kenar, sonra gene bir kige,
ilah... fizerinden gecilerek nihayet igaretlenmiy yaymn Oniindeki
kitgeye gelinir. Su halde bu yol fizerinde tam kenar sayisi kadar
kigeye rastlamr. Bu sayiya n diyelim. lgaretlenmig kogeden isa-
retlenmig kenara bir de aksi yonden gidilebilir. Bu esnada da
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tam n tane kenar ve n tane kige fizerinden gegilir, ¢iinki bi-
rinei yoldaki her kigenin kargisinda ikinei yola ait bir kenar ve
birinei yoldaki her kenarin kargisinda ikinei yola ait bir kige
bulunur. Bunlara bir de igaretienmig koge ile onun kargisindaki {l
igaretlenmig kenm ilave edersek, hepsi birden (2n-1) kige ve J
(2n+ 1) kenar eder. b

5. Simdiye kadar verilmig olan daire yaylari ¢okgenlerinin 5
hepsi de kogeler ihtiva etmektedir. Fakat bu okgenlerden higbir
kégesi bulunmayan sabit geniglikli egriler de elde edilebilir, Bu mak-
satla yukariki bigimde olan bir efriye kargilik ona d uzakhifinda
digtan paralel olan edriyi c¢izelim (Sek. 101a, b, ¢). Bu gizim,

Sek. 101a Sek. 101b Sek. 101c

ilk egrinin igine gizilmig olan «kdgegen cokgen» in yardimi ile
kolayca yapiabilir. Bunun i¢in sadece, ilk efrideki her yayin
merkeziri sabit tutarak yari ¢capimi d kedar arttirmak yeter. Bu
esnada ilk €grinin herhangi bir kigesi sifir yaricaph bir daire
yay1 sayihr, su halde ikinei egride onun yerine d yarigaph bir
daire gelir. Bu suretle meydana gelen efriler, iki farkh yari-
¢apta daire yaylarindan tegekkiil eder ki, buradaki her iki tiirlil
daire yaylar: tek sayidadir., Daima bir cesit yay ile onun kargi-
sinda bulunan farkh cegitteki yay aymimerkezi haizdir (ilk egri-
nin bir kogesi). . 9
Nihayet, ikiden daha fazla sayida farkh yarigap almak, :’a-_!
kat gimdiye kadar ¢izmig oldufumuz gekillerdeki inga pm-abm:;-'ql
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— yani aym merkezli iki daire yaymn, cmerkez acilar: ters
agilar olacak tarzda kargi karsiya bulunmast prensibi — buraya
aktarmak suretiyle sabit geniglikli daha umumi daire yay: gok-
genleri elde edebiliriz ($ek. 102).

Sek. 102

Yukariki inga metodumuz bize sonsuz sayida sabit geniglikli
efri verir, Bununla beraber, bu efrilerin hepsinin ortak zeligi
yalmiz daire yaylarindan tegekkill etmiy olmalaridir. Yanhs an-
lamalarin Oniine gegmek icin hemen isaret edelim ki, en kilgiik

bir parcae bile daire yay1 olmayan sabit geniglikli egriler de mev-
enttur,

6. Egit geniglikli effrilere dair vermig oldufumuz bu misdl-
lerden sonra, bu efriler hakkinda bazi umumi teoremler ortaya
koyacafnz, Yukariki misallerin hepsi de konveks, yanikendilerini
kesen her dofru ile ancak iki ortak noktas:1 olan, egrilerdir. lgi
basitlegtirmek igin burada yalniz konveks olan sabit geniglikli
egrileri gdzonfine alacafiz (') ve bundan sonra agik¢a sdylenilme-
digi hallerde bile hep konveks egriler diigiiniilecektir.

(") lspat edilebilir ki, sabit genislikte her ejri mutlaka konveks
olmak mecburiyetindedir. Fakat bunun burada Ispat: bizi ¢ok uzaga
goturar.







—————
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Simdi Teorem I deki iddianin aksine, bir s destek dogrusu
tizerinde egrinin P, ve P, gibi iki noktasinin bulundugunuo farz-
edelim (Sek. 104). Bu takdirde efrinin difer tarafindaki s ye pa-
ralel olan s’ destek dogrusunu gizelim. s’ {izerinde egrinin Q
gibi bir noktas1 bulunsun. s ve s" doffrulari birbirinden gene b
uzakhiindadir.

P,QP, tiggeninin iki dik agis1 bulunamiyacaindan, P,Q ve
P,Q dogru pargalarinin her ikisi de s ye dik olamaz. Neticede
onlardan biri 5 den daha uzun olur ki, bu da Teorem II ye ay-
kiridir. $u halde bir destek dofrusu {izerinde egriye ait iki nokta
bulundugu faraziyesi bir tenakuz vermig olup, boylece Teorem I
ispatlanmig olur.

ki paralel destek dogrusu iizerinde alinan birer noktay:
birlegtiren dogru parcasinin ancak bu dogru parcas: destek dog-
rularina dik oldugn zaman b uzunlugunu haiz oldugu, aksi tak-
dirde b den daha uzun oldugu keyfiyetini bir defa daha kullana-
rak derhal gu teoremi elde ederiz :

1Il. Sabit genislikte bir egrinin iki paralel destek dogrusunun
efrige degdikleri noktalar: birlestiren dogru parcast, bu destek dog-
rularina diktir.

7. §imdi sabit b geniglikli bir egrinin herhangi bir noktas:
merkez olmak fizere b yarigaph bir daire gizersek, bu daire Teo-
rem Il ye gbre biltiin egriyi cevreler. Simdi egrinin, dairenin
tamamen iginde olamiyacagini, yani en aga@ bir noktasinin daire
cevresi iizerinde bulunacagin1 gosterecegiz.

P, b sabit geniglikli bir C efirisi iizerinde herhangi bir nokta
olsun. P merkez olmak {izere 8yle bir daire ¢izelim ki, bu daire
C yi gevrelesin, fakat kendi gevresi iizerinde C nin en aga@ bir
Q noktast bulunsun (Sek. 105). Bu suretle belirtilen daireye K,
diyelim. K, in r yaricap: en ¢ok b ye egit olabilir, ciinkii P
merkezli ve b yarigaph dairenin C yi zaten gevreledigini biliyo-
ruz. §u halde K, dairesini elde etmek igin, olsa olsa K dairesini
merkezi sabit kalmak fizere blizmek kifi gelecektir.
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VI. Sabit b geniglikli bir egri ile iic (veya daha ¢ok sagpida)
ortak noktas: bulunan bir dairenin yaricapt en cok b ye egittir.

Boyle bir dairenin b yaricapina da ulagabileceffini Reuleaux’-
nun daire yaylar: figgeni gdsterir: Bunu gdrmek ig¢in bu ficgenin
ti¢ kenarindan birini bir tam daireye tamamlamak kafi gelir. Egit
geniglikli egri ile hattd sonsuz sayida ortak noktay: haiz olan bu
daire b yarigapim1 haizdir.

lspat. k dairesi sabit b geniglikli C egrisiyle P, Q ve R
ortak noktalarini haiz olsun. PQR ficgenindeki fi¢ agidan en
agaf1 bir tanesi diger ikisinden kilclik degildir — bu aq:1 ya di-
ger ikisinden de bilylik yahut digerlerinden birine egit ve 8bil-
riinden bilyiik, yahut ta diger ikisine egit olabilir. Bu, P nokta-
sindaki a¢1 olsun ve kendisine = diyelim. b egit genigligini haiz
egrinin P noktasindan gegen destek dogrusunu (vey‘ destek
dogrularindan birini) gizelim ve bu destek dogrusuna P nokta-
sinda degen b yarigaph daireyi gizelim, ki bu daire C yi tama-
men cevreler. Su halde Q ve R noktalar1 K dairesinin icinde
veya (izerinde bulunurlar. Efer Q ve R nin her ikisi de K iize-
rinde bulunurlarsa, K ve k nin cakigmas: ldzimdur, ¢iinkii P, Q, R

gibi Gig tane noktadan ancak fek bir daire gecebilir. Buaxktnnr- '

tik ispat edlleaok bir gey kalmamigtir,

Aksi halde PQ ve PR yi K ile Q" ve R’ kesim noktalarina
kadar uzatalim (Jek. 107). Bu takdirde Q'R’ ntin QR den daha
uzun oldufunu ispat edecegiz.

Evveld Q ile Q° cakighith takdirde (Sek. 108a), R’, R den
farkhdir, ¢iinkii Q ve R nin ikisinin de K {izerinde bulunmas:
hali yukarda ele alinmigti (). Buradaki < QRR’ =3, PQR fig-
geninin bir dig agisidir. Bir elemanter geometri teoremine gire

ise, bir dig ag1 ona bitigik olmayan iki i¢ acinin herbirinden bii-

() gek. 108a ve ek, 108b, Sek. 107 nin bilhassa belirtilmig par-

calar: olarak dogtntlmelidir.
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cemez. Bu suretle egit kenarlarmin uzunlugu b olan QP,P, ikiz-
kenar {iggeninin taban uzunlufu en ¢ok egit kenarlarin uzunlufu
kadardir, Neticede bu figgenin Q tepesindeki ag1 en ok 60° dir.
Halbuki bu P,QP, acier 180° — # idi. Su halde 180° — & < 60°,
yani = 120° olur. Burada ¢ herhangi bir Q kogesindeki ag ol-
dugundan, teoremin birinci kism1 ispatlanmig olur.

$imdi ¢ =120° ise, P,QP, a1 da 60° dir ve QP.P, ikiz
kenar {icgeni bu takdirde egkenar olur (§ek. 111). Bu takdirde

N 1%

&
§ek. 111

P,P, uzonlugu da tam egrinin b genigligine egit olur. Su halde
P,P, ye dik olan her iki s, ve s, destek dogfrusu P, ve P, nin
kendilerinden ge¢melidir. Buradan P, ve P, nin de egrinin kd-
geleri olmas: lAzimgeldigi neticesi gikar. Ciinkil egrinin P, ve P,
noktalar: arasinda kalan parcasinin bir daire yay: oldugu yu-
karda tespit edilmigti. P, n‘ok-h’smdg yalmz s, dofrusu destek

dogrusu olmakla kalmaz, fakat ayni zamanda daire yaymmn P,
noktasindaki ¢, tegeti de aym noktada bir destek dogrusudur.
§imdi bu s, ve #, dogrular: aralarinda, kolayca gorillecefi tizere,
120° lik bir i¢ ag1 tegkil ederler. Su halde bunlar P, deki destek 3

:
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dogrular: demetinin en dig dogrular olmak zorundadir, gﬁnkﬂ hig~
bir kogedeki a1 120° den daha kiigiik olamazdi, $u halde P, (ve
ayn1 gekilde P,) kosesindeki ag1 tam 120° liktir. Fakat bu tak-
dirde P, ve P,, Q niin dzeliklerini haiz olurlar. §u halde bunla-
rin kargilarinda da b yaricapinda ve 60° lik merkez agii daire
yaylari bulunur. Boylelikle Reuleaux daire yaylarn cokgeni elde
edilerek ispatin ikinci kismi da tamamlanmig oldu.

10. Bu bliimiin baginda bir takim sabit geniglikli egri mi-
silleri inga ettik. Buna kargilik, Teorem I den VII ye kadar tes-
pit etmig oldugumuz tzelikler, mevcudiyetleri hakkinda higbir
gey stylemeksizin, biitéin sabit geniglikli egriler igin dogrudur.
$imdi yle bir umumi inga metodu vereceffiz ki, sabit geniglikli
her egri onun vasitasiyla inga edilebilsin. Bu suretle miimkiln
olan Dbiitiin sabit geniglikli egrileri gozontine almig olacagz.
Teorem V bu egrilerin bilhassa tnemli bir 8zelifini wverir. Bu
bzelik vasitasiyla sabit geniglikli egriler, kargilikl iki nokta ara-
sindaki iki yarisindan birinin yalmz Teorem V teki gartlara uy-
gun, fakat bunun diginda keyfi olarak verilmesiyle karakterize
edilebilir. Daha acik olarak asagiki teoremi ileri siirebiliriz :

VIII. Kiris uzunluga b olan, tamam: iki ucunda kirise gikalan
dikmeler arasinda kalan, herhangi bir noktasindan gegen ve kendisi-
nin o noktadaki destek dogrusuna teget olan ve bu dogrunun kendi-
si ile birlikte ayn: tarafinda bulunan b garicapl: dairenin tamamen
cevreledigi bir I' konveks egri yay: (') sabit b genislikli bir efri-
ye tamamlanabilir.

11. I' nin sabit geniglikli bir efriye tamamlanabilmesinin
miimkiin oldugunu ispat i¢in, dikkatimizi aranan egrinin sinirim
tegkil edecegi bir sabit geniglikli bélge iizerine ¢evirmek sure-
tiyle biraz dolambaglh bir yol tutmak uygundur.

Evveld bir ¢n ihtar: Bir ¢ok bblgeler verildigi zaman bun-

(1) Yani kirigi ile birlikte konveks bir bilge cevreleyen bir yay.
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larin hepsinde ortak olan bolge pargasina o bdlgelerin ortak kism: .
denir. Meseld iki dairenin ortak kismi bir daire yaylar iki ko-
gelisidir (Sek. 112).

Sek. 112

Herhangi bir sagrda bir takim konveks bilgelerin ortak kism:
da ister istemez konvekstir. i

Bunun i¢in ortak kismin herhangi iki noktasm1 birlegtiren
dogru parcasinin da tamamen bu ortak kisma ait oldufunu ispat
etmek lazimdir. Bu ise agikirdir. Ciinkil P ve Q noktalarmm
her ikisinin de ortak kisma ait olmas: demek, bunlarmn verilen

' bolgelerin herbirine ait olmasi demektir. Bu bolgeler konveks
olduklarndan, P ve Q ile birlikte biittin PQ dogru parcasini da |
ihtiva ederler. Su halde PQ doffru parcasi biitiin bu bolgelere,
neticede onlarin ortak kismina da aittir.

Yukariki muhakeme igin konveks bilgeler ciimlesindeki btl-
gelerin sonlu veya sonsuz sayida olmasi arasinda higbir fark
yoktur. ;

12. §imdi I egri parcas Teorem VIII de intenllenuuliklui- 3
haiz olsun (Sek. 113). Bu takdirde AB kiriginin uzunlugu b dir
ve bu kirig I' ile birlikte bir G, konveks balgesi sirlar, A8 ve
A ve B de dik olan s ve # doggrulart G, in destek dogrulandir. .

b yarigaph ve I' nin bir noktasinda onun bir destek doﬁrumm
teget olan her daire I" y1 tamamen gevreler.

§imdi G,’e AB kirigl, B merkezli AS daire yayi ve 4 mct_-,;_
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rafinda bulundugundan, tamamen G, nin AB ye gbre simetrigi
olan G,” balgesi i¢inde bulunur. G,” iginde ise, agikdr olarak,
miimkiln olan en bilylik uzaklhk b dir. $u halde ozellikle I' nin
da herhangi iki noktas: arasindaki vzakhk b yi gegemez. D kon-
veks oldugundan, I' ile birlikte I" nin her kirigi de D nin igin-
dedir. Su halde G,, D nin bir parcasidir.

D nin iginde b den daha bilyiik bir uzaklik mevecut olamaz.
D, G nin, yani kismen G,, kismen de G, nin iginde bulundu-
gundan, burada bahis konusu olan uzakliklar, ya G, in iki nok-
tasi, veya D nin G, deki ikl noktasi, yahut ta D nin biri G, de
bulunan Py, digeri G, de bulunan P, gibi iki noktas: arasindaki
uzakliklardir. Birinei haldeki uzakhklar yukarida sbylenenlere
gbre b yi gecemiyecekleri gibi, ayn1 geyin ikinei hal igin de dog-
rulugu agiktir. Ugiinel haldeki P,, P, noktalar:arasindaki uzakhk
ta b yi gecemez. Cilnkii P,P, yi birlegtirdikten sonra bu dogru
pargasini 1I‘ y1 bir P noktasinda kesinceye kadar uzatirsak, bu fig
nokta dogiru lizerinde PP,P, sirasinda dizilmigtir. P merkezli b
yaricaph daire D yi, su halde bu {i¢ noktay: da ihtiva eder, neti-
cede P, ve P, noktalar1 b uzunlugunda bir yarigap fizerinde bu-
lunurlar, gu halde birbirinden uzakhklar: en ¢ok & ye esit olur.

Buna gtre, D bulgesinin higbir dogrultudaki genigligi b yi
gecemez. Simdi onun her dogrultuda tam b genigliginde oldugu-
nu iddia ediyoruz. AB dofrultusundaki geniglik zaten b olarak
almmigti. $imdi diger bir keyfi dogrultuyu gozdniine alahm ve
D nin bu dogrultuya dik olan s, ve s, destek dogrularin: gizelim.
Bunlardan biri, s,, I' ile bir Q ortak noktasini haizdir. Q nok-
tasinda s, e b vzunlugunda bir dikme ¢ikahm; bu dikmenin ug
noktasina M diyelim. Bu takdirde M, D ye aittir. Bunu ispat igin M
nin hem G nin iginde, hem de I" nin noktalar: m erkez olmak fizere gi-
zilen b yarigaph biitlin dairelerin i¢inde oldugunu gstermek lazim-
dir. Bunun igin de, M nin I" nin her noktasindan en ¢ok b uzakligin-
da oldugunu gistermelidir. Bu sonuncu husus s, e Q noktasinda
deggen M merkezli ve b yarigapli dairenin, I' fizerinde yapilmig
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olan faraziyeye gbre, I' y1 tamamen cevrelediginden, yani I' nin
her noktasinin M den en ¢ok b uzakhginda olmasindan gikar.
Bundan bagka vzellikle 4 ve B de M den en gok b uzakhfinda
bulunduklarindan, M noktast S AT B S daire yaylar: iki kogelisi
iginde, hattd bunun I' nin karg: tarafindaki yarisinda, yani G,
de bulunur. Su halde M, daha kuvvetle G de bulunur. Boylece
M nin, D nin ortak kismi olarak tarif edildii biitiin bolgelere
ait oldugiu ispat edilmig oldu. $u halde M, D nin igindedir.

QM, s, ve s, ye dik bulundugundan ve Q ve M noktalar: D
ye ait oldugundan, s, ve s, destek dogrularimn birbirinden uzak-
Ligh en agagn QM =b dir. Fakat bu uzaklik bandan biiyiik te ola-
maz, ¢iinkil akei takdirde s,, s, lizerindeki degme noktalar1 ara-

sindaki uzakhk b yi gecerdi ki, yukarda gosterildigi gibi, D de
boyle bir durum zuh{ir edemez.

Bu suretle Teorem VIII ’i ispat etmig olduk. Bundan bagka
I' efiri yaymin bagka bir sabit geniglikli egriye tamamlanami-
yacag1, yani C effrisinin I" ile tamamen belirlendigi de kolayca
goriiliir,

18. Son olarak, sabit geniglikli egrilerin gayam1 dikkat bir
ozeliffini ispatsiz olarak verelim: Aymi b sabit geniglikli biitiin
egriler aym ¢evre uzunlugunu haizdir, gu halde tzellikle bu ¢ev-
re uzunlugu b ¢aph dairenin gevre uzunlufuna egittir. 4. ve 5.
de ¢izilmig olan daire yaylar gokgenleri igin bu husus, aym
merkez agisina tekabiil eden daire yaylarinin benzer olugu yar-
dimiyla, kolayca ispat edilebilir. Fakat sabit geniglikli umumi
egriler i¢in ispat, aligmig oldufumuz miildhazalar gevresini ¢ok
agar ; ¢linkil bu ispat, ancak zor bir ig olan effri uzunlugu kav-
ramimin kesin tarifini verdikien sonra milmkiin olur.
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21, Elemanter Geometri gizimlerinde pergelden
~ vazgegilemiyecegi

1. Daha Oklid'te kargilashiimiz elemanter geometri gizim-
leri cedvel ve pergelle yapilmaktadir. Hattd elemanter geomet-
riyi biitiin geometri iginde, kendisine konu tegkil eden geomet-
rik gekillerin cedvel ve pergelle gizilebilmesinin mimkiin olmas:
ile siirlandirmak adet olmugtur. Bu iki alet ise tamamen belirli
bir rol oynamamaktadirlar: Bircok problemleri arzuya gbre bu
aletlerin birine veya dtekine havale edebiliriz. Hattd, Mascheroni-
nin ve onunkilerden ¢ok daha eski olmakla beraber ancak yakin

zamanda yeniden bulunan Danimarkali matematikei Mohr'un
aragtirmalarina gore, cedvel ve pergelle yapilabilen biitin gizim

problemleri sadece pergelle de yapilabilir (). Aksi istikamette en

flert giden Facak Seainer, sible Wr daire Rendt taerbibt fls Bistiis 8

cizilmis olarak verlldigi takdirde biitin elemanter geometri ¢i-
zimlerinin sadece cedvelle yapilabilecegini gostermigtir. Bu sabit
daireden de vazge¢menin milmkiln olmadigt kolaylikla goriilebilir
ki, bu husus asaftida diger geylerle birlikte ispat edilmig olacaktir.
Daha agik olarak, merkezi bilinmeyen sabit bir dairenin verilmig

olmasmin bitin gizimleri yalniz cedvelle yapilabilir hale getir-

meye yetmedigtini gbsterecetiz. Hattd, merkezleri bilinmeyen ke-
sigmegen iki dairenin de verilmis olmas: yetmez. Buna karjilik

merkezleri bilinmeyen kesisen iki dairenin, merkezi verilmig
Steiner dairesiyle ayni hizmeti gordiigiint biliyoruz. Aym gey

merkezleri bilinmeyen fig kesigmeyen daire igin de dogrudur.

2. Steiner’e gore, bir daire kendi merkesi ile birlikte gizil
mig olarak verildifi takdirde biitin elemanter geometri gizimleri
yalniz cedvelle yapilabileceginden, burada iy yalniz cedvel yar-

&

() Bu terla arastirmalarda bir dogru (kendisi gizilemiysceg! igin)
kendisine alt iki nokta ile gdsterilir. J

|

i
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dimiyla ne kendisi verilmig fakat merkezi verilmemig tek bir
dairenin merkezini bulmaya, ne de kendileri verilmig fakat mer-
kezleri verilmemiy kesismeyen iki dairenin merkezlerini bulmaya
imkan olmadigini ispata kaliyor. Su halde, iki tane imkdnsizhk
ispat: yapmaliyiz. Bu ispatlari, evveld dairenin merkezini veya
. dairelerin merkezlerini yalniz cedvelle cizilebilir farzetmek ve
| sonra bunu bir tenakuza gotlirmek suretiyle yliriitecegiz. Bu in-
| direkt ispat, muhteva bakimindan tasvir prensibine dayanacaktur.

Evvela guna dikkat edelim: lki dairenin merkezlerinin yal-
niz cedvel vasitasiyla bulunamiyacag: iddiasi, tek daireye dair
olandan daha ileri giden bir iddia olup, tabiatiyla bu ikinei id-
diay1 ihtiva eder. Bununla beraber, daha basit olan merkezi bi-
linmeyen tek daireye dair iddianm ispatini, geometri baki-
mindan daha basit olugundan ve diigtincelerimizin esaslarini be-
lirtmeye yettifinden dolayl, 6tekinin ¢niline alacajiz.

3. Simdi, eizili ol “verilmig bir dairenin merkezini her-
hangi bir usille yalmz 'cedvel kullanmak suretiyle gizdigimizi
farzedelim. $u halde, daireyi yahut birbirlerini kesen bir takim
dogrular ¢izilmig ve bunlarin bir takim kesim noktalart dogru-
larla birlegtirilmigtir. Bu esnada daire Gizerinde bulunmayan bir
nokta, iizerinde bulundugu dogrular vasitas: ile tespit edilebile-
ceginden, bu igler sonunda dairenin me‘rkezi iki dogrunun ke-
sigme noktasi olarak ortaya gikacaktir. Su halde bu suretle elde
edilen gekil, bir daire ile i¢lerinden ikisi bu dairenin aradifimiz
merkezinde kesigen bir takim dogrulardan miirekkeptir.

Simdibu geklin zel bir fasvirini gbzden gecirecegiz, Bu, ev-
veld daireyi gene bir daireye, her dogruyu bir dogruya ve her
kesigme noktasini da gene bir kesigme noktasina doniigtiiren bir
tasvirdir. Tabiatiyla bu tiirlii pek gok tasvir vardir: Meseld bir
geklin kendine benzer olarak her biiylitilig veya kiigilltliligi
boyle bir tasvirdir. Fakat bn benzerlik tasvirleri burada hig te
igimize yaramaz. Daha ziyade Oyle bir tasvir verecefiz ki, dai-

g Lt

| p—
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remizi gene bir daireye ve her dogruyu gene bir dogruya cevir-
gin, fakat geklin bi¢imini Oyle bozsun ki, dairenin merkezini
muhakkak suretle tasvir dairesinin merkezinden bagka bir nok-
taya cevirsin.

Boyle bir tasvir verebildigimiz takdirde, ispatimiz bitmig
olur. Ciinkil hakikaten tasvirdeki gekil orijinal gekilden ne ka-
dar farkli olursa olsun, milmkiin oldufiu farzedilen ¢izim baki-
mindan iki gekil arasinda higbir fark yoktur. Orijinal gekil fize-
rinde yapilan meseld bir doffrunun gizilmesi, bir kesigme nokta-
smmin bulunmas1 yahut iki kesigme noktasinin bir doffru ile bir-
legtirilmesi gibi her igleme kargihk, tasvir esnasinda daire, dog-
ru ve kesigme noktasi olmak Ozelikleri defismediginden, tasvir-
deki gekilde de ayni iglem yapilabilir ve tasvirdeki iglemlerin
sirag1 orijinaldekilerin aym1 olur. Fakat faraziyeye gore, orijinal
dairenin merkezi tasvirdeki dairenin merkezine dniigmediginden
tasvirdeki ¢izim bize tasvir dairesinin merkezini veremez: Ori-
jinal gekilde dairenin merkezinde kesigen iki dogruya tasvirde dyle
iki dogru tekabill eder ki, bunlarin kesigme noktalar1 tasvirdeki
dairenin merkezinden farklidir. Su halde tasvirdeki gekilde de,
dairenin merkezini verdigfini farzettigimiz gizim adim adim takip
edilmekle beraber, tasvirdeki dairenin merkezi elde edilemedi. Bu
durum ¢izim metodunun gayesiyle tenakuz tegkil eder. Su halde
byle bir gizim metodu meveut olamaz, yani onceden verilmis
fakat merkezi bilinmeyen bir dairenin merkezini yalniz cedvelle
inga etmek mimkiin degildir.

Iki daire hali igin sonradan verecegimiz hpatu buna t-
mamen benzer tarzda cereyan edecektir. |

4. §imdi ig, yukarda anlatilan tarzda bir tasvir vermefe
kaliyor. Biz boyle bir tasviri sadece uzayda yapilan bir merkezi
izdtigirme ile elde edeceffiz. £ gekil diizleminin diginda bir O nok~
tas1 alindiin1 ve bu noktadan diizlemin her P noktasina g '
iginlar ¢izdifimizi digtinelim (§ek. 114). OP1gim1 E” tasvir yahut
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ile E’ tasvir diizleminin birbirine paralel olmas: halidir. Bu tak-
dirde izdiistirme ile elde edilen tasvir agikir olarak bir benzer-
lik doniistimii olup, bu benzerlik £7, E ye daha uzak veya daha
yakin bulunduguna gore bir bilylitme veya bir kii¢iiltmedir. Bu
hal, geklimizin bigimini degigtirmediginden ve bilhassa dairenin
merkezini gene tasvirdeki dairenin merkezine déniigttirdiiiinden
— ki bu bizim tam mani olmak istedigimiz seydi — l'gi_naﬂwa ya- ]
ramaz. :

tkinei hal hakkinda, evveld burada ispatsiz zikredecegimiz
ve muhakeme zincirini kesintiye ug'rniufamk igin ispatini ancak
bu bodliimiin sonunda verecegimiz bir teorem bize bilgi verir e
(Sek. 115). Egik koninin taban dairesini ihtiva eden diizleme dik

Sek. 115

olan ve bu dairenin merkezi ile koninin O tepesinden gecen diz-
lem, egik koninin bir simetri dtizlemidir. Bu diizlemde koninin
en kisa OK,, ve en uzun OK, dofuraylar1 bulunur. Bu simetri
diizlemi burada gekil diizlemi olarak alinacaktir. Koninin taban
dairesi gekilde sadece kendi KK, ¢apr ile temsil edilecektir;
bu dairenin diizlemi gekil diizlemine diktir. Daire diizlemine
paralel her dilzlem koniyi tabiatiyle gene bir daire boyunca ke-

=
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secektir. OK, ve OK, simir doguraylarini K," ve K,” noktalarin-
da <= OK,K,” = < OK.,K, ve neticede (bir tiggenin biitin agila-
[ rinin toplami 2 dik agiya egit oldugundan) < OK,'K," = <= OK.\K,
] de olacak sekilde kesen bir diizlem i¢in, koniyi bir ters kesif lize-
rinde kesiyor denir. Bu takdirde, ispatin1 sonraya biraktifimiz
yardimer teorem gbyle ifade edilebilir:

Daire tabanl: bir egik koninin herhangi bir ters kesiti de bir

b dairedir. 1

Bir daire kesitine paralel biitéin kesitler de daire oldukla-
rindan, bu teoreme gére daire fabanli bir egik koni tizerinde iki
paralel daire kesiti ailesi meveuttur ki, bunlar birbirinden higbir }
bakimdan farkh degildirler.

$imdi £ deki KK, dairesinin E” deki K,'K,” dairesi tizerine
O noktasindan ?splla'n izdiigiimii, ispatimizda bize lizim olan iz-
dilglimdiir. Hakikaten, derhal gorecegimiz fizere, KK, nin M
merkezi K{K, nin M’ merkezi Uizerine diismez. BEvvela K,0K,
ve K,OK,” iicgenlerinin O noktasinda ayni agiortayini haiz
oldugunu kaydedelim. Bu agiortay, bu f{icgenlerin herbirinde
K.\K, veya K,/K,” kargi kenarini yanindaki kenarlarm ora-
ninda boldiiglinden ve bu kenarlar da faraziyeye gbre (yani
efik konide) birbirine egit olmadiklarindan, ne K K, nin M or-
tasmdan, ne de K,"K,” nin M’ ortasindan gecer. Bundan bagka
M ve M’ merkezleri a¢1 ortayin bagka bagka taraflarinda bulu-
nurlar. Bu son hususu gérmek i¢in, OK,’K,” ticgeninin OU" ye
gore simetrigini alabm. Bu figgenin simetrigi OK,K, ye benzer
oldugundan, K,”K,” in simetri neticesinde aldig1 durum K, K, ye
paralel olur. Fakat gsimdi (agiortay K ,K, ve K,’K,"” i ayni oranda
bildiigtinden) bu kenarlarin M ve M’ orta noktalar1 agiortayin
ayni tarafinda bulunmalidir. Su halde bunlarin simetriden evvel
agortayin bagka bagka taraflarinda bulunmug olmalar: icabeder.
Su halde baglangigtaki durumda bunlarin O dan itibaren bir iz-
diiglirme ile birbirine gevrilmesi imkinsizdur.
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5. Bu suretle, sadece bir cedvel vasitasiyla bir dairenin
bilinmeyen merkezini bulmanin miimkiin olmadiginim ispat, daire
tabanli egik koniklerin ters kesitleri hakkindaki yardime: teore-
min ispatina dair kism1 milstesna olmak {izere, bitirilmig bulun-
maktadir. Ispatin muhtelif kisimlarinin birbirleriyle baglantismi
Sek. 115 fizerinde bir kere daha gorebiliriz: E diizlemindeki K ,K,
dairesi ile bir takim dogrulardan ibaret bir geklin O noktasindan
itibaren E’ diizlemi {izerindeki izdliglimii alindif1 takdirde, dog-
rular dogrulara, K K, dairesi de K,'K,” dairesine donfigiir. Fakat
bu esnada K ,K, nin M merkezi K,’K,” nin M’ merkezine ds-
niigmez. Su balde bizi £ de hedefe gbttiren bir inga metodu (sa-
yet meveut olsa), £’ de hedefe gotiremez. $u halde boyle bir
inga metodunun meveundiyeti lmkl.paudl!. -

6. lki dairenin verilmig olmas halinde kullanacafimiz tas- |
virin aranmas: daha zordur. Bu takdirde O izdtiglrme merkezin- |
dengmnmamkouimmuu,bnmnmmmn" '
de E’ izdlglim dizlemi tarafindan birer ters kesit boyunca ke-
silmelerini safflamamiz lazimdir. (3

Burada iki gtk ayiracafiz : Birinei gikta E iizerindeki iki
daireden biri Gtekinin icinde bulansun. $ekil dizlemi bu iki daire-
nin M ve N merkezlerinden gegen ve E ye dik dfizlem olsun.
Bu dfizlemin daireler tzerinde kestifi caplar da K,K, ve L,Ly
olsun (§ek. 116). Simdi eger O noktasim OK,K, ve OL,L, fig-
genlerinde O dan gikan agiortaylari cakigacak gekilde segmek
mimkiin olursa, iki egik konideki ters kesitlerin birbirine para-
lel oldugunu ve neticede aym1 E’ diizlemi tarafindan meydana
getirilebilecegini iddia edebiliriz. Bu maksadi saglamak igin
OWW’ agi ortayr E' diizlemini £ yi kestigi agiya esit, fakat aksi
yonde bir a1 altinda kesmelidir. Bu takdirde $¢ 116 da -.ym
'ekﬂde igaretlenmig agilar (faraziyeye gore X L,OW =xLOW
ve < K,0W=<x K,0W oldugundan) birbirlerine oqﬂ olarak,
mmsus'wwmmmmkmtmmw. 3
tirirler. O noktasindan yapilan bir izdiiglirmede ig¢ ige bulunan

i
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tamamlayir yar1 dogrularm tegkil ettigi koni) yardima cagirmak
lazimdir (Sek. 118). E’ diizleminin, OL,L, nin ters konisi olan
OL’Ly konigini L,"L,” de ve OK,K, yi de K,’K,” de E diizlemine
tekabiil eden ters kesitler olarak kesebilmesi i¢in, evveld < L,0L,
nin OV agiortayinin E diizlemini kestigi aginin, OV nin geriye

Ly

Sek. 118

dofru uzatilmasiyla elde edilen, <= L,"OL,” nin OV’ ag1 ortayimn
E’ diizlemini kestigi aciya egit olmasi, ikinei olarak <= K,0K, nin
OU agrortaymin £ ve E” dilzlemlerini egit agilar altinda kesmesi
lazimdir. Diizlemlerin dogrulara gére durumlar1 gekilden okuna-
bilir. VOV’ ntin durumundan UV’ figgeninin egkenar oldugu
¢ikar. OU nun £ ve E’ ile tegkil ettigi acilarin egitliginden de
UO nun UVV’ ikizkenar iiggeninin U dan ¢ikan aciortay: ol-
dugu goriilir. Bir ikizkenar iicgende tepeden ¢ikan agiortaylar
ayn1 zamanda yiikseklik olduklarindan, yanitabana (burada VV’)
dik bulunduklarindan, VOU ve V’OU acilan dik agilardir. Bu
takdirde Sek. 118 deki ag1 adlariyla:
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bu agiortayr daireyi bir M noktasinda kesinceye kadar uzata-
Iim. < K,OM ve <= K,OM birbirine egit olmak zorunda bulun-
duklarindan, egit ¢evre agilarinin kargisinda egit yaylarin bulun-
mas1 dolays: ile, K,M ve K.M daire yaylari da birbirine egit
olmalidir. Su halde ficgenin digina ¢izilen dairenin C merkezin-
den KK, kirigine indirilen, ve neticede bu kirigi iki egit parcaya
aywran, dikme de bu daireyi M noktasinda keser. $imdi bu dai-
reyi M'CM ekseni etrafinda dondiirlirsek bir kilre meydana ge-
lir, Bu kilre Gzerinde koninin KK, taban dairesi ile birlikte O
tepesi de bulunur ; gu halde kiire, koninin digina ¢izilmigtir. Ba
suretle M noktas: K,K, taban dalxuinln her noktasindan aym:
uzakhkta bulunur.

Ojldogmmegikmtdeowbkroloynnkl, bnrolou g
koninin ekseni adinin verilmesine sebep olmugtur. Hhkiknten, bu
eksenden gegirilen herhangi bir dizlem koniyi tepesi O olan ve
H,fve H, adm verecegimiz digfer kogeleri taban dairesi fizerinde bu-
lunan bir figgen geklinde keser. Ayn1 diizlem, kiireyi de OH,H, ke-

sit ficgeninin digina gizilmig dairesi boyunca keser. Bu disa gizilmig

daire fizerinde M noktas: da bulunmakta olup, neticede Sek. 119a
tamamen benzer bir gekil elde ederiz (Sek. 120). OM ekseni
OHH, fi¢geninin de agrortayr olmalidir, ¢linkii M noktasimin
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iki egit pargaya boldiigtinden, 7,U=T,U olmahdir. $u halde

U noktast A diizlemindeki koni kesitinin bir simetri merke-

zidir. (') _ p
$imdi kesit egrisi ZZ ye gore 7, ve T, nin sirasiyla simet-

rikleri olan 7,* ve 7,* noktalarmni da ihtiva etmelidir; g¢iinki

yeni gekil diizlemini ZZ boyunca kesen eski gekil diizlemi eflik

koninin simetri diizlemi bulundugundan, ZZ Sek. 121 in simetri

ekseni olmalidir.

$imdi, U da ZZ ye dik olan V'Y dofrusunun da geklin birsimet-
ri ekseni oldugu kolaylikla goriiliir. Ciinkd 4 tane 7', T,*, Ty, 7,*
noktas: merkezi U olan bir dik ddrtgen tegkil ederler. (7', U= T,U
sebebiyle bunlarin ntma'mkhrind? de T'*U=T,*U dur; bundan
bagka < T',UT,* ve < T,UT,* ters agilar: da birbirine egit ol-
dogundan, 7,°T,U ve T,°T,U figgenleri birbirine esit olup, boy-
lece 7,T," =T7,T,* olur. Bunden bagka 7.7.° ve T.T,* ZZ ye
dik olarak birbirine paralel bulunduklarmndan, 7,7,*7,T.* bir
paralelkenardir. Bu paralelkenarin 7,7, ve 7 ,*T,* kogegenleri
birbirine egit oldufundan, kendisi bir dikdortgen olur.) Boyle
bir millabaza sadece bizim 8zel geklimiz igin cari olmakla kal-
maz, fakat daha umumi olarak gu teoremi ortaya atabiliriz: Bir
simetri ekseni ile onun iizerinde bulunan bir simetri merkezini
haiz bir gekil, ikinci bir simetri eksenini de haiz olup, bu si-
metri ekseni simetri merkezinden gegen ve birinci simetri ekse-
nine dik olan dogrudan ibarettir. g

Bunun egik koni i¢in manas:, koninin ekseninden gegen ve
Sek. 119 ve 121 deki gekil diizlemine dik olan dizlemin, koninin
ikinei bir simetri dizlemini tegkil ettigidir. CUnkd bu dizlem,
Sek. 119 da gekil dizlemine U noktasinda dik olarak gikiddigim
diiglinmemiz lazim gelen, YV dogrusunu ihtiva etmektedir.

() Bu kesit geklinin daha yakindan bir inceleme neticestnde bir
ellps oldufu meydana gikar. Fakat bu husus bizl alikadar etmez.
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1
|
!. veya My ya egit olan, su halde muhakkak surette My y1 gegmeyen W
| ‘ bir asal say1 mevcuttur. M ifadelerinin en sonuncusu olan Mp; bun-
' larin hepsinden daha biiyiik oldufundan, bu asal say1 da Mp; yi
de gecemez. Burada, gdzdniine aldifimiz bu asal sayinin hemen p,
den sonra gelen asal say:, yani pn+,, olacafini iddia etmiyoruz.
] Fakat bu bdyle olmasa bile, o asal sayi p,+, den daha da bilyiik
! olur ki, neticede p,+, daha kavvetle Mp; yi gecemez:
|
[

Pati Pyt pi—1<pi* pi

Buna gore araglirmamizin neticesi gimdilik gudur :(2) cari olduga
takdirde

(3) Pat1 < PL** pi
dir.

. | ‘ 2. Buraya kadarki diiglincelerin vermig oldugu bu netice
s g agikdr olarak, Oklid ispatimin vermig oldugu

Pat1 < P1**" Pn

neticesinin keskinlegtirilmig bir geklidir. Cinkd (3) teki i, n den
daha kiigitk olup, bu formiildeki sa# taraf Oklid ispatinin ver-
digi sag taraftan daha kiigiiktiir. Fakat bltiin mesele, bu ka-
zancimizin ne kadar b![ytl_k oldugudur. Ciinkil (2) sarti i yi is-
tedigimiz kadar kiiglik almamiza imkidn vermez, bil'dkis i o ka-
dar biiyiik olmaldir ki, py, ..., p, sayilarinin miktar:, yani
n—i-1, onlarm ilki olan p; den daha kiigitk olsun. Hakikaten
ince bir gart! Bu gartin tesir geniglifi hakkinda basit bir misil
izerinde fikir edinelim.

n=>5 olsun, yani bahis konusu ilk b tane 2, 8,.5, 7, 11
asal sayisi bulunsun. p; =3 olarak, yani i =2, secsek, ps, cooypa
grubu 3, 5, 7, 11 den ibaret ve bunlarinsayisi n—i+1=5—2
+1=4 olur ki bu da yukanki dort asal sayimmm en kilgligh
olan p;=3 ten daha kiigtik degildir. Simdi i yi 1 birim daha
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22. 80 sayisinin bir ai;.llitl

= 8008 T 1h

n=6:2,8,517 11, 13

n= 712,8, 8,7 11,18, 17

n= 8:2, 8, 5, 7, 11, 13, 17, 19

n==9'03,8, b, T 11738, 1%, 19,28

' n=10:2, 8, 5, 7, 11, 18, 17, 19, 28, 29

n=11:2, 8, 5, 7, 11, 18, 17, 19, 23, 29, 81

E n=12:2, 8, 5, 7, 11, 18, 17, 19, 23, 27, 81, 87

e n=13:2, 8, 5, 7, 11, 18, 17, 19, 23, 29, 81, 87, 41

i n=14: 2, 8, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 81, 87, 41, 43
N n=15: 2, 8, b, 7, 11, 13, 17, 19, 28, 29, 81, 87, 41, 43, 47

e S T

i n arthikga en uygun i nin nasl secileceffine dair umumi bir
goriise sahip olduktan sonra, ig (4) iddiasmnin da bu esnada dog-
rulugunu muhafaza edip etmediffini araghrmaya kahyor. Bu id-
dianin henfiz n =6 igin de cari olduffu agikdrdir. Cilnkil
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.
-
.
.
»

(5) 2:.8:5< 7-11

ise, ayn1 zamanda
(6) 2-3-5< 7-11-3

olur; n=>5 ten n=6 ya gegerken i nin deferi defigmediginden
(6), (5) ten dolay: agikardir. s
~ n=6dan n=7 ye gegerken durum bagkadir. Burada 7
carpam egitsizlifin sag tarafindan sol tarafina geer, fakat buna
kargilik ta ss@ tarafina bir 17 garpani girer. Burada Ofrenmek
isteyecedimiz gey, S5

@) 9:8:5:7 < 11-18:17
esitsizliginin dogru olup olmadigidir. Bu egitsizlifi, hesap yapma-
dan, (6) dan dogrudan dogruya elde edemeyiz. Clinkil her ne ka-
dar (6) egitsizliginin solunu 7 ve safmi 17 ile garphiimizda bu

7y

=73 I-_-.*L]':
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(93 b1 < Npipn s

(8) den daha keskin olan bu iddia da tipki ayn1 gekilde ispat
edilebilir. Bu ispat sadece, 2. nin sonundaki muhakemenin da-
yvandin «dinlenme araligfi» nin orada ldzim olan ikiadim yerine en
agagl - 3 adim ihtiva ettifi vaAkiasmi kullanarak (8) deki kare
kok yerine kiip ktk getirilebilmesinden m‘eydsn_a' gelir, Aym
zamanda, bu igin hemen daha ileri gotiirillemiyecegi de agiktir.

Okuyucu, biitdin bu muhakeme dizisinin 1. Bolimde bulu- -
nanlardan bagka higbir &n bilgiye ihtiyac gostermedigini, yani
burada ahgilagelmig okul matematifinden sadece en kiiglik bir
parcadan bagka higbir gey kullamlmadigint feslim edecektir. Bu
muhakeme dizisi yalniz salt akla hitap etmigtir. Bu yiizden de bu {
bsliim matematigin sadece, hedefine varmak igin terkip ettigi ve
tist fiste yigdigt muhtelif dallarina ait bilgilerin gesitliligi baki-
mindan degil, fakat ayn1 zamanda bdyle gegitli bilgilerden vaz-
gectigi ve buradaki asal say1 kavrami gibi tek bir kavramdan
hareket ederek ddeta hig yoktan hakiki fikirler yarattigi yer-
lerde de ne kadar ince diiglinceye ihtiyac gisteren ve ne kadar
zor bir gey olabildigini o derece agik belirtme‘k’tedir. Bu sonuncu
boliim muhakemelerinin giicliigi bakimindan digerlerinin seviye-
sini ne kadar agarsa agsm, biitin kitabm asil sebep ve amacin
da o kadar kuvvetle ve o derece saf olarak aksettirmektedir.







"‘.Q_'\
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Bu béliimiin konusu hakkinda daha fsxlﬁ bilgi i¢in H. W. E.
Jang. Sayilar teorisine Girig (Ttirk Matematik Dernegi Yayinlar:
Say1 12) ye bakiniz. [Cevirenin Notu]

2. Hakkinda

Konumuzun bir tramvay igletmesinin ray gebekesi olarak .
tefsiri, egri gebekesinin muhakkak bir diizlem iizerinde bulun-
masg1 lazim geldigini hatira getirirse de, bu mutlaka gart degildir.
Bu bliimde elde edilen biitiin neticeler uzayda alinan bir efri
gebesi i¢in de otomatik olarak dogru kalir: Bu hususta, konumuz-

* la dig goriinily bakimindan bir benzerlik arzeden Boliim 10 un

konusu tamamen farkli bir durum arzeder.!

3. Hakkinda
2. ye dair. Bu miilahaza derhal elipse nakledilebilir. Bu
halde diizgiin ficgenin yerini, her kogesinde elipse cizilen tegetin
karsiki kenarina paralel bulundugu bir ticgen alir. _
3. e dair. On ihtars, onu bize sifahen bildiren, E. Steinitz’e
bor¢luyuz, ’

Bu bslimiin konusu hakkinda daha fazla bilgi icin M. E.
Kazarinoff. Geometrik Egitsizlikler, (Tirk Matematik Dernegi
Yayinlar1 Say: 13) e bakmiz. [Cevirenin Notu]

4, Hakkinda

Anaxagoras’m ifadesi i¢in Diels: Die Fragmente der Vor-
sokratiker I, Nr. 46 B3, 2 Aufl. 8, 314,,;,’a Plafon’unki igin
Kanunlar VII, 819 d,—820c,’a bakiniz.

Birinei ispat zamanimiza kadar gelmig olan Eski Yunan mate-
matik eserlerinin higbirinde bulunmamaktadir. Halbuki o, tabiati
icabi pek ala bir Eski Yunan matematik eserinde bulunabilirdi ve
belki de, bugiin kaybolmug olan, b&yle bir eserde meveuttu. tkinei




e "vospi.;dey;ptntl bir ima, bu ispatin
Oklid'ten gok daha eski oldugunu gdstermektedir.

Platon’un Theditet adh diyalogunun baslangicindaki mate-
matige dair pasajin, Eski Yunanhlarmn YA nin irrasyonelliginin
~ ispati lcln evveld 1. tip ispati dendiklerl ve meak sonra (The&ht}

¢linkil ancak boyle bir 'lggenin
iginde bulun_prlar. Bir agst ia;ig t.::d ‘H‘;ﬂ“ e
ayaklan {iggeni, ilk ficgenin m gizilmig» _
(;n- dik n:::ao jse yitkseklik ayaklari figgeni ‘bir dofru wﬂ
haline doienere olur).
baglangig {iggeninin dar agill ol
ilk tiggenin lqlne_
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lik ayaklar: tiggenine gelmekteyiz. Burada baglangic tiggeninin
dar agilt olmas1 hususu, U"AU" agismmn iki dik agidan daha kii-
¢iik olmasi ve bu sebepten U'U" nilin AC ve AB ile V, W ke-
sigme noktalarinin bu kenarlar izerinde (yani kenarlarin uzahil-
mig kisimlar: {izerinde degil) bulunduklarimi saglamakta kulla-
nilmigtir. Bundan bagka gene dar aqililk Ozeligi yiiziinden, E
yiikseklik ayag: -BC keparinin uzatihg: fizerinde degil de, bu
kenarin kendisi iizerinde bulunur.

Fejér’in ispatinin hususi bir tistinliigli de, bu ispatin Gayri
Oklidi Geometride de cari kalmasidir. Halbuki Schwarz'm ispat:
Gayn Oklidi Geometride uygulanamaz, giinkil bu ispat bir iig-
gende agilar toplaminin 2 dik agiya esit olduffu teoreminive Oklid
ménasinda paralellik kavramini kullanmaktadir. Ozellikle Fejér

‘ispati kiiresel ficgenler i¢in de caridir. Eger bir dar agili kiiresel

ficgenin ayn1 zamanda dar kenarli oldugu da diigiiniiliirse, bu-
rada Fejér’in ispatinin adim adim cari kaldif1 kolayca anlagilir.

Bu bolimler hakkinda daha fazla bilgi igin N. E. Kazarinoff
Geometrik Egitsizlikler (Tiirk Matematik Dernegi Yaymlar: Say:
13) e bakimiz. [Cevirenin Nofu]

8. Hakkinda

Kombinatuvar Analizde daha da umumi olarak tarif edil-
mig bir daffihim sayis1 Viggo Brun tarafindan ortaya atilmigtir
(Kendisi buna «dagilm fonksiyonu» demektedir). Bu hususta
Netto Lehrbuch der Kombinatorik. 2. Aufl. herausgegeben von
V. Brun und Th. Skelem, Kap. 14, Leipzig 1927 ye bakiniz. Da-
gilim fonksiyonunun metinde kullandifimiz tzel hali de V. Bran
tarafindan «Sur les éléments de 1'analyse combinatoire» (L' Enseig-
nement Mathématique Bd. 29 (1930) S. 231—237) adl makalesinde
ayrica ele alinmistir,
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gemi halkasi, iizerinde de dogru degildir. Su halde teorem diiz-
lemdeki egriler igin ifade edilmeli ve bu ifade ispat edilmelidir.
Bu ispat evveld C. Jordan, ondan sonra da bagka birgoklar: ta-
rafindan verilmigtir. Bu teoreme, onunla ilk mesgill olanin ad:
verilerek, Jordan efri teoremi denmigtir. Jordan egri teoremi ge-
mi halkas: iizerinde doffru olmadifindan (Sek. 128 e bakimz),
béyle bir yiizey igin biitlin muhakeme suya diiger. Hakikaten,
gemi halkas: iizerinde Sek. 124 te gosterildigi gibi 1212 semboliinil
haiz iki tane iki kat noktali bir efri bulmak miimkiindir.

Sek. 123 : Sek. 124 :

b. e d;'ir. Alterne diigiimler igin bilhnm- Tait . Transget!aps
of the Edinburgh Philosophical Saciety, Vol.28, S. 145, 1879a
bakiniz.

Sek. 39c de gbsterilen diigiim bir deformasyon vasitasiyla
ipi koparmadan bir yonca yapraf diigtimii, yani bir alterne di-
giim gekline sokulabilir. Fakat her dﬂﬁﬂm deformasyonla bir
alterne diigiim haline getirilemez. Yakm zamanda C. Bankwitz
higbir izdiiglimil alterne olmayan bir dfiglim misali vermigtir
(Math. Ann. Bd. 103 (1930), S. 161). '

2. ve 10. Boliimdekilere benzer problemler, J. Pefersen: Die
Theorie der reguliiren Graphen, Acta Mathematica Bd 188,
193—220, 1891 de aragtirilmigtir.
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geklini alir. Tabiatiyle bu halde de dogru kalan (4) ve (5) denk-
lemleri yardim ile (6) yerine burada -

(6*) fRe+2:—qpe)=0,

ve f+ 0 olduffundan

(") 29+2e—ge=0,
yahut
(9%) (g —2)(e—2)=4¢

elde ederiz. Su halde (9) esitsizlii yerine burada bir egitlik gel-
migtir. 4 {in ikiger ¢arpana ayriliglari, (¢ —2) (¢ —2) igin gu im-
kanlar1 verir:

1.4, 2:2, 4-1.

Su halde ¢ ve ¢ igin gu cedvel elde edllir :

AR ERK:
g

Bu degerler (9*) 1 ve neticede (7*) 1 gerceklerler. Bu takdirde
f+0=0 ber zaman dofiru olduundan, (6°) her f sayis1 tarafin-
dan gerceklenir. Bundan dolay: iginde bulundugumuz halde ¢ ve
¢ un degierinden f ve neticede e ve k hesaplanamaz.

Gergekien de ¢, ¢ 'un i¢ deffer ¢iftinden herbirine f, e ve
k nin sonsuz miktarda degeri tekabiil eder.

Meseld ¢ =4, e=4 ¢iftini segelim ve a, b keyfi olmak
fizere a+ b (@a>1,b>1) tane kareyi bir dik dortgen halinde si-
ralayalim. Bu dik dortgenin bir silindir geklinde sarildiktan sonra
bir balka gekline kivinldigimi (Sek. 125 — 127) diigiinelim. Bu
takdirde, halka ylizeyinin hakikaten diizgiin bir harita ile do-
genmig oldugu goriilir; bu haritanin her kgesinde #¢=4 mem-
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Su halde Gzet olarak gunlar: sdyleyebiliriz: Evveld topolojik
bakimdan diizgiin olan sadece bes pegif gokyiizliiniin meveundiyeti,
kiire tipindeki gokyfizliilerin bir dzelligidir ; halka yiizeyi tipinde
ise topoloji bakimindan diizglin olan sonsuz sayida cokyiizlii cesidi
vardir.

Ikinci olarak : Topolojik dtizglinligin mutlaka metrik geomet- -
rl diizgiinliigii olarak gergeklegtirilebilmesi her zaman miimkiin de-
gildir. Meseld halka geklindeki gokyiizlliler i¢in bu miimkiin de-
gildir. Buna ragmen kiire tipindeki topolojik manada diizgiin beg
gegit cokyiizliiniin metrik geometri bakimindan diizg’in gokyiizlii-
lerle gergeklegtirilebilmesi, ancak bunlarin metrik geometri me-
todlaryla tetkiki icabeden, difer bazi bzelikleri sayesinde miim-
kiin olmugtur.

13. Hakkinda
Bu bolim hakkinda daha fazla bilgi i¢in 4. O. Gelfond.
Diofant Denklemleri (Tirk Matematik Dernegi Yayinlar: Say: 8)
e bakimiz. [Cevirenin Notu] :

14. Hakkinda

«UTber die kleinste Kugel, die eine riiumliche Figur einsch-
liesst> (Crelles Journal Bd. 123 (1901). S. 241 — 257) adh maka-
lesinde H. W. E. Jung, n boyutlu uzayda buna tekabiil eden
problemi ele almig ve geniglii d olan n-boyutlu bir nokta sis-
temine ait bir yuva kiiresinin her zaman miimki{in olan en kii¢lk

yarigap: igin
e oy oA, SE
i \/2(- +1)

defferini bulmugtur. Metnimizdeki deffer n =2 igin bundan elde
edilir.
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Disquisitiones arithmeticae adli eserinde (Art. 312—318) peryodik
ondalik kesirleri ele almakla beraber, orada Sayilar Teorisine
dair, kitabinin 8nceki boliimlerinde anlattiffi, bir¢ok ©n bilgi far-
zetmektedir. Disquisitiones arithmeticae, Almancaya da terciime
edilmigtir: C. F. Gauss: Untersuchungen iiber die hthere Arith-
metik, deutsch herausgegeben von H. Maser (Berlin: Julius
Springer 1889).

4. e dair. ¢ (n) sayi;1 n 'ye bagh olup, Sayilar Teorisinde
kendisine Euler fonksiyonu adi verilmistir. Agikdr olarak, ¢ (n)
paydasi n olan 1 den kiiglik ve kisaltilmig 4di kesirlerin sayis:
olarak ta tarif edilebilir.

8. e dair. p, g, 7,..., n yi bolen birbirinden farkli biltlin
asal sayilar gosterdiffine gore, umumi olarak

p—tg—thiy—1 "
A PO .

¢ (n)=n:

dir. Bu formiiltin ispat: her Elemanter Sayilar Teorisi kitabinda
bulunur ; meseld : Dirichlet-Dedekind : Vorlesungen {iber Zahlen-
theorie, Braunschweig 1894, § 11, yahut E. Lardau: Vorlesun-
gen ilber Zahlentheorie, Bd I, Kap. 4, Leipzig 1927 'ye bakinz.

Bu konu hakkinda daha fazla bilgi iqln.H. W. E. Jang. Sa-
yilar Teorisine Girig (Tiirk Matematik Dernegi Yayinlar1 Say: 12)
ye bakiniz. [Cevirenin Notul. '

20b. Hakkinda

6. ya dair. Sabit geniglikli bir egrinin konveks oldugunu
farzetmek ashinda ldzumsuzdur. Ciinkil sabit geniglikli her Jor-
dan egrisinin konveks olmas: icabettiffi ispat edilebilir. Fakat bu
ispat, bilhassa bir Jordan egrisinin (S. 160) topolojik karakteri-
zasyonundakl giigliiklerden dolayi, bu kitaptaki vasitalardan ¢ok
daha fazlasina ihtiyag gosterir.
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passo» eseri iizerine ¢ekmigti, Bu eserin fransizea terclimesinde
(Géometrie du Compas, 2. éd. Paris 1928) bu konugma gtiyle an-
latilmaktadir:

«Lagrange ve Laplace toplantiya dahildiler. Bonaparte bu
meghur matematikgiler, bilhassa Laplace, ile yapmig oldujgu bir
kargilikli konusmada onlara, pergel geometrisi adli yepyeni ve
heniiz Fransada mechil bulunan eseri, baz: problemlerin bu ori-
jinal eserde bulunan cozlimlerini anlatmak suretiyle tanitti.
Kendisinin Brienne askeri okulunda matematik Ofretmeni bu-
lupmug olan Laplace, Bonaparte'i, dikkatle dinlendikten sonra, ona
etraflarindaki biitlin &limlerin huzurunda: «Sizden her geyi bek-
lerdik general, fakat matematik dersi asla l» dedi.

Mascheroni 1797 den itibaren Paristeki Uluslararasi Metre
Komisyonunun fiyesi bulunmusgtur.

Danimarkali matematik¢i Georg Mohr'un (1640 ta Kopenhag’
da dogmug olup, 8liim wyilr belli degildir) yalmiz, ancak yakin
zamanda tekrar bulunmug olan, «Euclides Danicus» (Amsterdam
1672) adh eserini biliyoruz. Birinei kism1 bu boliimde bahsedilen
probleme dair olan bu kitap son zamanda Danimarka Krallifi
llimler Cemiyeti tarafindan yeniden bastirilmig olup, Julius Pal
tarafindan yapilmig bir Almanca terciimesi de kendisine eklen-
migtir (K?benhavn 1928).

Dogugtan bir lsvigreli olan Jacob Steirer (1796 — 1868) daha
ziyade, Onceleri Wilhelm ve Alexander v. Humboldt kardeglerin
himayelerine mazhar olduffu ve 1834 ten itibaren Universite pro-
fesoril ve Ilimler Akademisi liyesi olarak bulundugu Berlinde ¢a-
ligmigtir. Steiner yukarda bahsedilen problemi, Ostwalds Klassiker
der exakten Wissenschaften serisinde Nr. 60 olarak yeniden bas-
tirilmig olan «Die geometrischen Konstructionen, ausgefiihrt
mittelst der geraden Linie und eines festen Kreises, als Lehrge-
genstand auf hdheren Unterrichts-Anstalten und zur praktischen
Benutzung» (Berlin 1823) adh risalesinde ele almaktadir.

et peid,
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Bir dairenin merkezini yalniz cedvelle bulmak problemi ve
bunun ¢8ziim metodu David Hilbert’e aittir. Hilbert’in fikri ilk
olarak talebesi Detlef Cauer’in gu travaymda tatbik mevkiine
konmugtur : «Uber die Konstruktion des Mittelpunktes eines
Kreises mit dem Lineal allein», Math. Aunn. Bd, 73, S. 90 — 94,
1912 ve Bd 74, S. 462 — 464, 1913.

6. ve 7. ye dair. Burada sadece birbirini kesmeyen iki dai-
reye dair olan iki gikk: ele aldik. Birbirini kesen iki daire ha-
linde de istenilen dzeliklie bir merkezi izdiigilm tasviri arandifi
takdirde, miispet bir netice elde edemeyiz. Ciinkil btyle bir tas-
virin meveudiyeti gene dairelerin merkezlerinin yalmz cedvelle
inga edilemiyecefini ispat edeecektir, halbuki 1. in sonunda bah-
sedildigi gibi, birbirini kesen iki daire halinde bu ¢izim gergek-
ten yapilabilir. Evveld Sek. 128, bir dairede iki paralel kirigten

L

4)

ﬂt

Sek. 128

hareket ederek o dairenin bir ¢apinin nasil bulunabilecefini gds-
terir: DD” dogrusu simetri sebebiyle dairenin merkezinden ge-
cer. Bundan sonra ayni gekilde ikinei bir ¢ift paralel Kkirigten
ikinei bir cap bularak, dncekiyle kesigtirdigimiz takdirde daire-
nin merkezini elde ederiz, Su halde artik geriye, yalniz cedvelle
iki paralel kirigin nasil cizilebilecegi problemi kahyor. Iginde
bulundugumuz halde bunu saglayan gok basit bir gizim metodu
Sek. 129 da gdsterilmigtir, Iki daireden birinde keyfi bir A4’
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kirigi gizelim. Sonra A dan hareket ederek ASB ve BS’C dogrula-
rim1 ve A" den hareket ederek A’S’B’ ve B’S’C’ dogrularim gize-
lim. Bu suretle bulunan Cve C” noktalari 44" ye paralel bir CC’
kiriginin ug noktalaridir. Bu paralellik, bazen ters agilar, bazan da

ayn1 yay kargisindaki ¢gevre agilar olarak, herbiri bir sonrakine
egit bulunan gekilde 1 den 6 ya kadar numaralanmig acilar1 ta-
kip ederek derhal anlagihr. §u halde 1 ve 6 acilar1 da birbirine
egittir. Bunlar AC kesenine ait i¢ ters agilar olduklarindan, 44’
ve CC” niin paralelliffini temin ederler.-

Birbirini kesmeyen {i¢ dairenin merkezlerini bulmak igin
yalmz cedvelle yapilacak bir ¢izim metodunu burada vermiyece-
giz. Bu metod daha karigik olup, anlagilabilmesi igin bir takim
glic geometrik teorilerin bilinmesine ihtiyag vardir. Bir cizim
metoduna yukarida zikredilmig bulunan Cauer’in makalesinde ba-
kilabilir.

Ek’e dair. Okul kitaplarinda verilen daha kisa, fakat daha
ziyade hesapla yapilan bir ispati (Meseld : Behrendsen - Gétting : -
Lehrbuch der Mathematik, Oberstufe B I, 8. 115—116, Leipzig
1926) burada bilhassa se¢medik, ¢linkil o ispat igin esasim1 tegkil
eden daire tabanli egik konideki simetrileri yeter derecede belirt-
memektedir.
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