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BU KiTAP HAKKL"w'DA 

Bu kitap<;1k, alan ve hacim teorileri i<:in temel tc§kil edcn 
bir problcmler sm1f1m inceler. Di.izlem §ekiller halinrte goz 
oni.inl· ahnan esas problem §U sorudan dogar: lki c;okgenin 
alanlart C!'iit ise, bunlardan birini sonlu sayida parc;alara ay1-
r<1rak, digcrini te~kil edecek tarzda birle§tirmek mi.imki.in 
mi.idi.ir? Kitap!,'1gm ikinci k1sm1, katl cisimler i<;in benzer 
problemi inceler. Konularm elemanter karakteri sebebi ile, bu 
kitapr;1kta ispat olunan ba71 teoremlerin nispeten yeni ara§tlr
malarm mahsulti olma~1 !}a~1rttc1 goriinebilir. 

ilk rti>rt bOli.im ii:in. okuyucunun yalmz bir ytlhk cebir ile 
yanm ydltk diizlem geometrinin l'saslarma ihtiyac1 vard1r. 

Uzay geometri ile thrigonometri son iki ooltimde kullam1-
maktadir. Kitabm sonuna dogru bazI ispatlar olduJq;a 
zordur ve i1k okuyu!;unda ogrenci bu teorem1erin ya1mz 
ifactelerini ogl'enmeyi ar.1.u etrne1idir. 

Ill 



BU YAYINLAR BAK.KINDA 

Matematigin kendi degeri yarunda, fizik, kimya ve dola
y1siyle mi.ihendislik, askerlik gibi pratik sahalara ve bilhassa 
son zamanlarda biyoloji , ekono_!Di ve hatta sosyal bilimlere 
yard1m1 h1zla artt1gmdan, bu bilim her millet i!;in hayati bir 
onem kazanmJ§tlr. 

Oteyandan. matematik de bu bilimlerin problemlerini 
!;ozebilmek igin gerek metod, gerekse fikir baklmmdan 
geli§mek zorundad1r. • 

Bundan dolayi bir ~ok memleketlerde bu sahaya daha 
fazla sayida istidatlan ~ekmek ve bunlan erkenden k~fetmek, 
en nihayet bunlarm egitimi ic;in her ti.irlii fedakarllga katlan
mak en onemli bir milli egitim siyaseti olmu§tur. 

Yeni istidatlari erkenden ke§fetmek ii;in dil§ilnillen ted
birlerin ba§mda, matematik killtiirilnii geni§ kitlelere yaymak 
gelir. 

lkinci Diinya Harbinden sonra birgok memleketlerde, 
genc;lerin tecessi.islerini tahrik etmek ve bunlarm matematik 
bilimlerine kar§1 ilgilerini artbrmak igin yeni bir tip mate
matik literatiirii meydana gelmi§tir. Bu <;e§it literatiirde 
aramlan ozellikler k1saca §unlar olmalld1r: a) Problem vaz'1 
sun'i olmamall, b) Bunlar1 anlamak igin fazla on bilgiye 
ihtiyac; bulunmamall, c) Okuyucuyu aktif i§birliglne ve bir 
~eyler keyetmege sevketmeli. 

1§te Tilrk Matematik Dernegi bu cereyam memleketimize 
de getirmek maksadiyle bu yaymlara ba§lam1§ bulunmaktadtr. 
Bu yayinlar, resmi mUtredata bagh ders veya yard1mCl 
kitaplar olmayip, konulari yukar1ki prensiplere uygun olarak 

v 



s~ilmi!;i eserlerdir. Bunlarm anl~as1 i!;in lise mate
matiginin bir k1sm1 ile okuyucunun sagduyusu ve iyi niyeti 
kflfidir. 

Tamamen hizmet olan bu te!;iebbilsi.imilziin mall kaynag1, 
Milli Egitim Bakanbg1m1zm ve Ford Foundation'nun bag1~
larid1r. 

Tiirk !llatematik Demegf 
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I. Bolyai-Gerwin teoremi; <;okgenlerd e 

e§parc;alanabilme 

1. PAR~ALAMA METODU 

$ck. 1 de gori."tJ(>'n iki ~ekli dU$iinclim. Hae; bi<;imindcki 
$Ckli te!;'kil cd<.'n biltiin dogru par~alar1 e$it uzunluktad11·. 
vc karcnin kenal'l AB dogru par<;asma C$ittir. Rcsimdc 
g<:>t'Ulcn noktah c;izilmi~ dogrular her iki $ekli, ayni say1da 
denk par<;alara ay1111·. (ller iki $Ckildeki mUtekabil par
c;ala1· ayni numara ile gotcrilmi:;tir.) Bu husus $Oylc, • 

,. 
'~ .... 2 \ 

I '-, 
I ' , 2' ........ 

5 ,' • ' I 
I I I 

8 

I /3 
' .. I 

' · ..... I 
I 

4'-., '· 
Sek. l 

a$<lgtdaki $Ckildc ifadc edilir: $ek. 1 de gorillen ~ekiller 
Cfipar<;almuibilir (veya denkpat<;alanab-ilir). Ba$ka bir 
deyimle: E{jcr 1/d w·k!ldcn bit tanesi sonlu sayuW. par<;o
lnra aynktbili.1101'.'l<l, uylc ki, bu par<;alar ikinci ~ckli "mcy
dcma geti1·ecek tarzd11 birle§tirilebilsin; bu takdirde 1ki 
.5ekilc c.1par(alw1abil1t denir. E$par~alanabilen $Ckillcrin 
e$it alanlar1 haiz olduklar1 a$ikardu-. Bu, par<;alarna 

-1-
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2 Eode~er vc E$parcalanabilen $eklller 

metodu diye bilinen ve alan hesabmda kullarulan basit 
metodun esasm1 te~kil edcr. (tki bin seneden daha fazla 
bir zamandan, Oklidden beri bilinen) bu metod ~yledir: 
Bir ~eklin alanm1 hesaplamak ic;in ~ekil sonlu say1da oyle 
par~alara aynlmaya Gah~1hr ki, bu pal'c;alar tekrar bir
le$tirilmekle (alam onceden bilinen) basit bir ~kil elde 
edilsin. 

Bu metodun tatbikat1 olarak ortaokul gcometrisinde 
raslanan bazi misalleri burnda hahrhyahm. ~ck. 2 de bir 

I 

I 

L--...a...----L - - _J 

~ 
Sek. 2 

I 

I 

I 

I 
I 

/ :! 

paralelkenann alamm hesaplamak H;m bir usul gosteril
mi$tir: ayni taban vc ayni ytiksekligi haiz olan bir 
paralelkenar ve bir dik dortgen e$pru·c;a1anabilirlcr; o halde 
alanlan C$ittir . Benzer $Ckilde, $ek. 3 bir U<;genin 
alammn nasll hcsaplanabilecegini gosterir: i..i<;genin 
alan1, ayni tabam ve yar1 yliksekligi haiz bir paralel-

•) Ynlmz 1una dlkkat etmelldlr kl. bit· Ucaenl k11ychrrnakta elde 
r<lllcn bu baslt metod her zaman lstenllen netlceyl vermeyeblllr 

Yukurdakl seldldekl albl hallerde aynl taban ve yUkaekllltl halz olan 
dlk d!Srtaenl tnea etmek lcln paralelkenarr iklden daha razla eay1da 
1>nrcaya ay1rmak lflztm olablllr (o.saihda yardllTle1 tcorem 3 Un tspatma 
llalomz). 



1. Bolyal-Ger"ln teorcml: Cokacnlerde e~parcatannbllmc 3 

L \f 

/ L "/ / 
/ 

/ 

}.. N 

Sek. 3 

kcnarm alarunm aynidir, onun i~in bu iki ~kil ~par~a
Janabilir. Nihayet, $ek. 4 de bir trapezin alamm hesap
lamak i<;in bir mctod gostcrilmi~ir. 

Sek 4 

Tabii ~par~alanabilme problemi egrisel $Ckiller ic;in 
de soylenebilir ($ek. 5); fakat biz burada bu tip ~ekil
lerle degil, yalmz c:okgenlerle me!?gul olacag1z •. 

Boylece, c~par<;alanabilen biittin ~okgen ~iftlerinin 

alanlar1 da e~ittir. Derhal akla aksinin dogru olup olma
cllg1 sorusu gelir: 1ki ~kgenin alanlan e!?it ise ~parc;ala
nabilirler mi? Bu sualin mtispet cevab1 (hemen hcmen ayni 

• ) Eli:rlsel ~klllerln a lanlnnnrn 61cillmesl problem I, cokaenlerln 
n lan?nnmn olcillmesl problemlnln limit hall olara.k dUsOnOleblllr. Bunun 
ltln dU:llem aeometrllk"n blllncn dalre alamnrn hesabrnr hahrlatmak 
kll tldlr. Bu sebeple dlkkntlmlzl ~·okaenler Uzerlnde top1tyacat1z ve daha 
C'<llSll blr problem olan alnnlarm olcUlmesfnt asla goz!lnUne almryacatrz. 
Ben7.er 11ekllde, BOIUm 5 ve 6 da da yalmz cokYUzlUlerle meelfUl olaca
ihr.: el'crlsel yiizeylerln cene!Nllklerl c19lmlerln haclmlcrlnl hesaplrunayt 
denem lyecetlz. 



4 &;deger vc EN1,arcalanabllen $eklllcr 

$Ck. 5 

zamanda) Macar matematik~i Bolyai (1832 de) vc bir 
Alman subay1 olan amator matematik~i Gerwin tarafm
dan (1833 de) verilmi!jitir. $imdi bu teoremin ispahm 
gorclim. 

2. BOL Y Al - GERWIN TEOREMI 

Bu teoremi ispat etmeden once bir kaG yard1mc1 
teorem ispat edelim. 

YARDIMCI TEOREM 1. Eger bi1· A §Ckli bir B 
§ekli ile ewar9a'lanabilirse v.e B §ekU de bir 0 §ekli ile 
e§par9alanabiliyorsa, A ilc> 0 ~ek·Weri de e~7Jar~ala11abi
lirler. ($ek. 6 ya bakm1z.) 

B $eklini pan;alayan oyle dogrular c;izelim ki, bun
larin meydana getirdigi kil<;i.ik parGalar tekrar birle!jitiri 
lince A $Ckli meydana gelsin {$ek. 6 a daki kalm c;izgi'er); 
sonra B !jiekJini oyle parc;alayahm ki bunlan tekrar bir
le$tirince a !jiekli elde edilebilsin ($ck. 6 b deki kalm 
~izgiler). Her iki grubtaki c;izgiler birlikte gozoni.ine 
ahmnsa B !jieklini daha ki.ic;i.ik parGalara aymr. Bu kti<;i.ik 
parGalar $ek. 6 a ve 6 b de 1 den 8 e kadar numaralan
rm!jitlr. Kolayca gori.ili.ir ki, bu ki.ic;Uk parc;alar uygun 
:?ekilde tekrar birle!jitirilmekle ya A !jiekli veya 0 $C'kli 
elde edilir. O halde A ve 0 $ekilleri e$parc;alanabilirler. 



1. Bol>Rl-Gcn\ Jn teorcml; C'ok&enlerde ei;parcalanabllmt: 5 

(a) 

$Ck. 6 

YARDIMCI TEOREM 2. Her u~gen uygun mr dtk · 
dortgen 1lc q;par~alanabilirdir. 

AB dogru parcas1 ABC iii,;geninin en uzun kenar1 • 
ve CD de, C ko~esinden AB ye inclirilen yilk.seklik olsun 
C$ek. 7). D noktas1 A ile B nin arasma d~ecektir; zira 

~t:k . 7 

I 

I 
I 
I 
I 
I 
I 

c 

L...-r---~ _ _ .1.. -

B D A 

$ek. s 

0 ) Yant, 11 nc Uciccnlnln <llA'er lkl kenarmdan hlc blrl dal1a uzun 
cleA'llcllr. 
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aksi halde, ya < A veya <. B ge~ac;1 olacak ve dolayi
siyle AB en uzun kenar olm1yacaktlr ($ek. 8). CD nin 
orta noktasmdan AB ye paralel bir dogru c;izelim ve bu 
dogruya Ave B den birer dik indirelim. AEFB dikdortgeni 
ABC Uc;geni ile C$par~anabilirdir. Gerc;ekten, $ek. 7 de 
c:h ile numaralanm1$ tic;genler aralarmda, keza «2> 
numarahlar da a1alarmda denkdirler. ABC ve AEFB 
$ekillerinin her ikisi de, $ek. 7 de taranm1:} olan trapez 
ile 1 ve 2 numarah tic;genlerin uygun !}Ckilde birl~tiril
mesiyle elde edilirler. 

YARDIMCI TEOREM 3. Ortak bir labam t·c aym 
alani haiz iki paralel kcnar e{fpar!(a"lan.abili?'difler. 

ABCD ve ABEF ortak AB tabarum ve ayni alam 
haiz iki paralcl kenar olsunlar (~ek. 9). Bu paralelkenar-

A B 

D F 

Sek. 9 

larm yUkseklikleri de C$iltir. 0 halde DC ve FE dogm 
par~lan aym dogru i.izerinde bulunw·Iar. AB nin bulun
dugu dogru Uzerinde, AB ye e$it olan bir seri dogru 
parc;as1 ve bunlardan her birinin uc; noktasmdan AB ve 
AF dogrularma bil'er paralel c;izelim. $u halde, AB ve 
DE paralel dogrula1·1 arasmda kalan $erit, bir taklm 
c;okgenlere ooltinmill}ti.ir ($ek. 9). Bunlardan her biri 
AB ye e$it bir uzunluk kadar yatay olarak kaydmhrsa 



1. Bolyai-Gerwln leoremi; Cokitenlerde esparcatanabllmt! 7 

kendisine denk bir <;okgen tizerine kondurulabilir. (Bunu 
ispat ediniz!) ~ek. 9 da denk olan ~okgenler ayni numara 
ile i~aretlenmi~tir. ABCD ve ABEF paralelkenarlarmm 
her birinin bir tane d» numara, bir tane «2> numara, ... 
v .s. ihtiva ettigine dikkat etmelidir. 0 halde bu paralel
kenarlar e,war~alanabilirler •. 

YARDIMCI TEOREM 4. E~t alanlan olan iki 
dik dortgen e~paryalanabilirler. 

ABCD ve EFGH alanlar1 ~it olan iki dik dortgen 
olsunlar ($ek. 10). AB, BC, EF ve FG dogru par<;alari 

-r---.- -X.....--- H ...... ....... 
D C ............. ....... ....... 

G 

----·----- ...... ....... ... I ________ .... I ....... ........ -............... , ~ ................................ 
A B E F 

lSek. 10 

ii;inde en uzununu sei;elim; ve bunun AB dogru parc;as1 
oldugunu farzedelim. E merkezli ve AB yar1<;aph daire, 
GH yarim dogrusunu bir L noktasmda keser. (AB~ EH 
oldugu ic;in merkc.>zi E, yanc:;ap1 AB olan dairenin HG 

•) .tBCD ve ,1BEF paralel kcnarlarmm AF ve BC kcnarlar1 
keslsmezlcrse, Sek. 9 Maihda clzllen l!Ckll alrr. Bu takdlrde ABEtr 

paralclkenarmt elde ctmek icin ABOD paraielkenarmdan blr Ucacn 
ayirip C2 numarah ilcircn), gez-Jye katan parcanm dliter taratma uave 
etmek ka.tldlr C 2 nri s11yfadak1 all nota bakuuz). 



8 1'~cf:cr vc 1-:1warcalanab1len $eklller 

dogrusu ile ortak bir noktas1 vard11.) AB dogru parc;as1 
EL dogru parc;asma e$iltir (AB EL). LHG dogrusu 
Uzerine LK EF' dogru parc;asm1 ta$1yarak EflKL 
paralelkenarm1 in$a edelim. Bu paralelkenarm alam, 
EF'GH dik dortgeninin alaruna e!)ittir (vc dolay1~iyle 
ABCD dik dortgcninkine). Yard1mc1 teorem 3 c gore 
EFGH ve EFl(L paralelkenarlari, ortak EF kenarJar1 
oldugu ic;in, e$parc;alanabilirler. Fakat ABCD ve EF'KL 
paralelkenarlarmm AB ve EL kenarlar1 e:-;ittirler. Onun 
ic;in yard1mc1 teorem 3 e gore, bunlar e~parc;alanabilirler •. 
Nihayet, EFKL paralclkenar1 ABCD ve EFGH dik dort
genlerinin her biriyle e!)parc;alanabilen oldugundan, dik 
dortgenler de birbirleriyle e!)parc;alanabilcndirler (Yard1mc1 
teorem 1). 

YARDIMCI TEOREM 5. Her qokgcn uy9u11 bi1· 
clik dortgenlc e~parcal.anabilendir. 

Her c;okgen (konveks olsun veya olmasm) sonlu 
say1da Uc;genlere ayrllabilir (~ek. 11 de, 1, 2, 3, . . . ile 
gosterilmi$tir). Herhangi bir AB dogru parc;as1 alahm ve 

c D 

A:; B:. 
A• 81 
A3 B3 
1f2 B2 
A1 81 

A 

$ek. 11 !';ck. 12 

•) EFKL <lundUrUlcrek 1'JL dotrusu AB ye r>arnlcl yap1lnblllr: 
sahlfc 17 ye bakmrz. 
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bunun uc;larmdan AC vc BD diklerini c;1kahm ($ck. 12). 
ABB1A 1 dik dortgeni ilc 1 numarah i.ic;gcnin alanlan c~it 
olacak ~ekilde AB ye paralel A1B1 dogrusunu c;izclim. 1 
i.ic:gcni ilc ABB1A 1 dik dortgeni (I ile i~aretlenmi$ olan) 
c~man;alanabilirler. Gcrc;ckten, yard1mc1 teorem 2 ye {~ore 
l i.ic;geni ile e$parc;alanabilen bir dik dortgen vard11·. Keza 
bu dik dortgenle I dik dortgeni alanlan aym olduklarm
dan, e:;;pan;alanabilendirler CYardlmc1 teorem 4); o hnlde 
1 Uc;geni ile I dik dortgcni e~parc;-d.lanabilendirler ( Yar
d1mc1 teorem 1). Bundan ~onra, A 1B1B:A : dik dortgcni ile 
(/l ile iljaretli) 2 tic;geninin alanlan aym olacak $Ckilde 
AB ye paralel A"B. dogru parc;asm1 c;izelim. 2 i.ic;geni ile 
11 dik dortgeni e$parc;alanabilendir. Boylece devam edcrek 
3 i.ic;geni ile C$Plir<;alanabilen Ill dik dortgenini, .. . c;izelim; 
ooylcce tc~kil olunan I, 11, Ill, .. . dikdortgenleri hep bir 
arada. bir dik dortgen mcydana getirirler ($ek. 12 de 
taranm1$ k1s1m), ve c;izimdcn dolay1 bu dikclortgenlc ilk 
c;okgen e:;;pa.rc;alanabilirler. 

$imdi art1k yukarda l>ahseclilen tcorcmin h;pallm 
yapabiliriz. 

BOLYAl- GERW1N TEOREMl. Alnnlan <J§it olan 
ilci ~okgcn cs7Jar~alanabilirkr. 

/spat: Yard1mc1 tcorem 5 c gore c;-okgcnlcrdcn her 
biri bircr dikdortgenle C!>Parc;alanabilil'ler. Eide cdilcn iki 
dik dortgenin alanlan e:;;it olacagmdan, e$parc;alanabili1 !er 
(Yard1mc1 teorem 4). 0 halde yard1mc1 teorem l c gore 
ilk iki c;okgen de c~par~lanabilirler. 

lhtar: Bolyai - Gerwin teoreminde «<;okgcn» terimi, 
yalmz bir tek kapah kmk c;izgi ile c;evrelenmi$ !>Ckiller 
i<;in degil, bir <;ok kapah k1r1k c;izgi ile c;evre1enmi$ daha 
kar1$1k $ekiller i<;in de kullamlm1$hr ($ek. 13). Ger<;eklen, 
Yard1mc1 teorem 5 in ispatrnda 4'.<;okgenlerin» yalmz, 



10 E&dcfer ve F~Parta!anabllen $ekJller 

Ucgenlere parca.Ianabilme karakteristik ozeligi kullaml
mt$hr. Fakat bu ozelik, kapah kmk <;izgilerle cevrelenmi$ 
biitlin $ekil:erde mevcuttur (Sek. 13). 

$ek. 13 

3. TAMAMLAMA METODU 

Alanlarm hesabmda, ~k defa, par~ama metodu 
yerine buna cdual> olan ikinci bir metod kullambr. Bu 
metoda tamamlama metodu denir. $imdi bu metodu 
gorelim. Verilen iki $Ckli denk parca.Iara ayiracagimiz 
yerde, bunlara oyle dcnk par~ar ilave edelim ki elde 

Sek. 14 

cedilen yeni ~killer de denk olsun. Mese·a ~ek. 1 de gorli
len $ekilleri alahm. Bunlar e$parca.Ianabildiklerinden e$it 
alam haizdirler. Fakat alanlarmm C$itligi degi$ik bir 
yoldan da gosterllebilir ($ek. 14). Hem ha~ hem de 
1<.areye dort tane birbirine denk Ucgen ilave edilerek c.yni 



1. Bolyal-Gerwln teoreml; Cokacnterde e13parcalan11bllml! 11 

~kil elde edilir. Buradan ilk iki $€kiln {yani ha~ ve 
karenin) alanlarl!ll11 e§it oldugu ~lkar. 

Tamamlama metodu elemanter geometri teoremlerinin 
ispatmda ba$ar1 ile kullarulabilir. Mesela, yi.ikseklik ve 
taba.nlar1 ayni olan bir paralelkenarla bir dik dortgenin 
alanlarmm da e$it o'dugunu gostermek i~in Sek. 15 e 

Sek. 15 

ba.kalim. Bu $ekilden gorUlecegi tizere, paralelkenar ve dik 
dortgene ayni U~geni ilave etmekle birbirine denk olan 
trapezler elde etmek mi.irnkUndUr. 0 halde paralelkenar 
ile dik dortgenin ala.nlar1 e$ittir •. 

Bu metod kullamlarak Pitagor teoremi de kolayca 
ispat edilebilir. ABO bir dik ii(;gen olsun. Hipotcniis 
tizerine in$a edilen I karesinin alamnm, dik kenarlar 
tizerine in$a edilen II ve III karelerinin {$ek. 16) alanlar1 
toplamma e§it oldugunu ispat etmek i~in, $ek. 17 ye 
bakalun. Bu resimden, iki denk i?ekil - kenar uzunluklar1 
ABO ilQgeninin dik kenarlan toplamma e$it olan iki kar<? -
elde etmenin mi.irnkUn oldugu gorilliir; oylc ki her birinde 
ABO i.icgenine denk dort tane i.iQgen, ya I karesine 
veya II ve III karelerinin toplamma nave edilsin. BOy
lece, Pitagor teoremi ispat edilmi$ olw·. !Id metod 
arasmda mukayeseyi temin i~in ($ek. 18) de Pitagor 

•) Paralelkenarlarm alanm1 hcsaplamak !ctn bu metod, mutad 
olan mctoda lerclh edlllr ($ck. 2). Gercekten, $ek. 15 de gosterllen 
metod, $ck. 2 de gosterllen yertne d11lma kullantlablllr (Sahl!e 2 dek1 
alt nota bakrn17.). 
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I/ 

teoreminin par~alama metodu ile nas1l ispat edilecegini 
gostcren bir c;izim verilmi~tir. 

Her birine, birbirlerine denk ~kgen!er ilave ederek 
dcnk !>Ckiller clde etmek mtimklin olabilen ~kgenlere-

Sek. 18 

I\ 
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e§tamamlanabilen <;okgenler diyecegiz. E$tamamlanabilen 
!}ekillerin e!jit alanlan olacaklan a$ikardir. Derhal akla 
l)U gelir: acaba tersi de dogiu mudur? Yani alanlari ~it 
olan iki c;okgen e~amamlanabilen !;ekiller midir? Bu 
sorunun miispet bir cevab1, Bolyai-Genvin teoreminin 
tatbiki ile cldc cdilir. Jspatl a$ag1dadir: 

TEOREM. Ala11lcm e.~it olan iki r;okyen ('!jfmnamla
nabilen §Ckill.etdir. 

!spat. A vc B. alanlan C!}it olan iki <;okgcn olsunlar. 
A ve B $Ckillerini i<;lerine alabilccek kadar biiyi.ik iki 
denk kare scc:clim. Bu kai clerden A ve B c:okgenlerini 
kesip c1kanrsak, e$it alanll, C vc D $ekillerini elde ederiz 
($ek. 19 da taranmt$ $ekillerdil'). C ve D e$it alanh $Ckiiler 

c D 

$ek. 19 

olduklarmdan (Bolyai-Gerwin tcoreminc gore) C$parca-
1anabilirler. Onun icin C vc D $ekilleri denk parcalar cilt
lerine ayrilabilirler. Bu da, A ve B nin. e$tamamlanabilir 
oldugunu gosterir. 

Bu bOli.imdeki teoremlcr gosterir ki, diizlcm cokgen
Jer i<;in, e$parcalanabilme vc e!jlamamlanabilmenin her 
biri, e$it alanlar1 haiz olma ozeligine e$degerdir. ! Ierde 5. 
ve 6. bOlilmlerde gorecegimiz Uzere (orada, cokyuzlilleri 
gozoni.ine alacag1z), kati cisimler i<;in hal ba!jkad1r. 
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Bolyai-Gerwin teoremi, ~kgenler i<;in calanlann 
e$it1igi> ve «C$par<;alanabilme> nin denk oldugunu gostcrir. 
Bu teorem, ilcrdeki ara5tirmalar1m1z icin Cel}itli imkanlara 
yol a<;ar. Hususiylc, $U mlihim soru hatlra gelebilir: par<;a
larmm say1s1 veya dag11J$1 hakkmda baz1 $artlar ilavesiyle 
<;okgenler c~it alan11 yapllabilirler mi? Bu ce$it kayda 
dcger bir ncticc, 1951 de !svi<;reli matematik<;ilerden 
Ilndwiger vo Glul' tarafmdan e"de edilmii;;tir. Hadwiger 
VL' Glur, Bolyai-Gcrwin teoreminde ilave ~rtm o sw·etle 
vazcclilebilecegini gostermi$lerdir ki e$it alanh c;okgenlcr
dcn bil'inin par<;alru11$mdaki k1s1mlarla ikincisinin mi.ite
kabil parc;alam~mm, mii.tekabil kenarkxn birl>irlerine 
para/cl o/.-;zrnlar. ilk bak1$ta bu imkans1z gibi gori.ili.ir; mcse
la denk iki Uc;genin keyfi bir ac;1 kadar birbirine naza1·nn 

Sek. 20 

rlondUri.ilcrek ($ck. 20), mUtekabil kenarJar1 paralel olacak 
~ekildc denk parc;alara nas1l ayrllabilecegini gormek zordur. 
Bununla bcraber, bOyle bir par<;alama yalruz i.i<;genler i<;in 
dcgil fakat, her hangi bir <;okgen i<;in de mevcuttur. Bu 
bOIUmde bunun bir ispat1 verilecektir. 

-14-
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4. HAREKETLER 

$imdi, tekrar g~en ooliimde verilen Bolyai-Gerwin 
teoreminin ispatma donelim. Y ardunci teorem 3 Un i~pa
tmda (§ek. 9), ABCD paralelkenar1, kendisini tamamiyle 
orten (1, 2, 3, ... ile numaral~) bir talom par~alara 
ayr11rm~t1; ve bunlarm b~ka bir ~de terkibi ile ABEF 
paralelkenar1 meydana. geliyordu. $ek. 9 dan gorilldtigli 
i.izere ABEF paralelkenariru elde etmek i~in kendisini 
~kil eden par~alara bir oteleme tatbik etmek kfilidir; 
yani her bir par~ay1 belirli bir dogru par~as1 boyunca 
dondtirmcden kaydirmak kafidir •. Hususiyle, §ek. 2 den 

->-
• ) nurada blr olelemenln tarUlni hatrrl!yallln: PQ ylJnlerunls 

blr dortru p11rcas1 1 blr vektllr) olsun; yonU $ek. 21 de blr okla l~arct 

edllml:itlr. Jlcr hanal blr Ill noktmnndan, PQ ye paralcl, e:ilt ve aynl yonlU 
)

ltIM' doftru 11u1·cusm1 clzcllm. Bu takdlrde M' noktasr M noktasmdan PQ 

kadar blr iitclcmr lie clde edilrnlstlr denlr. Bir F ~klin!n bUttin noktalarma. 

$ek. 2.l 

boyte blr donUsUm tatblk edersek, yenl blr F' sekll elde edlllr, vi! F', P 

->-den PQ kado.r bh· liteleme Ile elde edllmlstlr denlr. Bu hareketln bi.r 
mlikusu oldutu Mlk!l.rdtr Yanl F sekli de F' 11ekllnden elde edlleblllr. 

->-Bun u n Jcln F' ne, PQ lie tntlbak eden fakat aksl ylJnde yonlenml~, 

-+ QP kadar blr otelemc tntblk ctmek kA!ldlr. Burada sunu da kaydedellm 
kt F sekllnln kendtslnln de F In blr otelemesl ue elde edlldiltl rarzedl

Jeblllr ( •S1C1r dol!'ru parcas1.t lie yaptlan oteleme Ue). 
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goruldi.lgu gibi iki paralelkenarm ~par~alanabilir oldugu 
otelemclcr yard1miyle gorUlebilir. 

Fakal $ek. 3 ve ~ek. 4 deki ~killerin e~par~anabilir 
oldugunu gormek i~in otelemeler kiifi de~ildir. Bunun i<;in 
otelemelerlc beraber bir noktaya nazaran simetri (bir 
merkcze nazaran simetri) kuJlanmak Hiz1md.ir. ~ek. 3 de 
BOD i.i<;gcni yerine, 0 noktasma gore simetrigi olan 
COE il<:gcnini allrsak, ADEC paralelkcnanm elde ederiz. 
KLJl!N paralelkenari ise bundan bir oteleme ile elde c<iilc
bilir. $ek. 4 dcki ~ekillcrin ~par~alanabilir olduklari da 
tamamcn benzer tarzda gosterilebilir. Yard1mc1 teorem 2 
nin ipat1 i<;in de, bir mcrkczc nazaran simetriyi kullan
m1~tlk ($ek. 7). 

$imdi de yard1mc1 teorcm 4 i.in ispat1m hatirhyahm 
($ek. 10). ABCD ve EF'Glf dik dortgenlerinin ~pan;ala
nabilir olmalanrun ipat1 iki k1sma aynlm1~(1: Once EFGEI 
dik dortgc:ni ile EFKL paralelkenarmm C!?parGalanahilir 

• 1 Bir noktaya naznrnn r h1r merkl•Ze gun» slnwlrlnln tnrlflnl 

t.11l1rlly11hm: 0 blr noktu 111lml'lr1 mcrkezll ol11un. J•:A<•r AA'. orla nok· 
tus1 O olun btr dogru pan;us1 18<', bunun ui: noklalon ,1 ve ,t' nl! O 

merkczlne n11L.11r11n s1mttrlktlrlm· clcnlr. F.C:er hlr 1'' t1l.'kllntn butUn 

$ck. 22 

noklnlari CO ya gore> 11lmctrl{rlnt> doniil!lUnilUl'M'. yenl bir 1'" ~<·kll 

elde edlltr. llu takdll'dc F n• F' 1Seklllerlnc blrblrlcrlne nazara'l <O 
merkeilne aore> 11imetrikllrlu uentr; ve btr eektl dl{rerlne te,·mm 

~onU$ilme tle b!r merke::e uvre iNmetrl ad1 verlllr 1$ek. 22). 
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oldugu kaydedil~, sonra da bu paralelkenar ile ABOD 
dik dortgeninin e$pargalanabilen ~ekiller oldugu gosteril
mi$ti. EFGH ve EFKL $ekillerinin e$pargalanabilir olduk
lal'l yalmz otelemeler kullanarak gorillebilir (yardlmc1 
tcorcm 3 e dayanarak; zil'a EFGH ve EFKL paralelke
nnrlarmm tabanlari ortaktir). Her ne kadar ABOD ve 
EF'KL paralelkenarlarmm AB ve EL kenarlar1 ~it iseler 
de, paralel degillerdir. Bundan otfuii yard1mc1 teorem 
3 i1 kullanmak ic;in, E1?KL paralelkenarm1, once EL 
kenan AB ye paralel oluncaya kadar d.Ondii,rmclidir. 
Boylece yard1mc1 tcorem 4 tin yukarda verilcn ispat1, 
EF'KL $eklinin verilen bir a<;l kadar dOnmesini intac; cder 
(ve tabii, $Ckli te$kil eden btitiln parc;alarmm). 

GorUli.iyor ki BolUm 1 de tetkik edilen hallerin hemen 
h<>psinde, $Ckillerin ~parc;alanabilir olduklanm gormek 
i<;in, yalmz bir merkeze gore simetri (merkezi simetri) 
ve otelemeler kafidir. Fakat yardlmc1 teorem 4 bir istisna 
te~kil eder. Orada ispatt tamamlamak i<;in $ekli uygun bir 
ac;1 kadar dondilrmek icap cdcr. Hemen akla $U sual gelir: 
Yard1mc1 teorem 4 Un ispahm donmeler kullanmadan 
yapmak milmkiln mtidlir? Daha gene: olarak, tabanlan 
C$it olan her hangi iki c;okgcnin C$pargalanabilir $Ckiller 
olduklarm1, parc;alanm dondU1meden, yalmz merkezi 
simctriler ve otelemelcr kullanarak gostermek mUmktin 
mlidilr? Bu suale cevap verebilmek ic;in hareketlerin baz1 
ozeliklerini tetkik etmeliyiz. 

Bir merkeze gore simetriler, otelemeler ve donmeler 
birer hareket misalidirler •. Herhangi bir hareket a~g1daki 
~ekilde temsil edilebilir: Bir F ~kli, dtizleminden coldugu 
gibi kaldmllp:., «~ekli bozulmadan» yeni bir F' vaziyetine 

• 1 Mc1·kezt slmetrilcr, d!lnmclcrln l>zcl halldlrler. Gercekten blr 
eklln, blr noktaya atire slmetrll'tlnl almak tctn onu almetrl mctkezl 

etrahnda 180° Ilk blr ac1 Ile dondUrmek kttfldir ($ek. 22). 

• 
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getirilrni$ olsun. F $Cklini F' $ekline c;evircn bu donti~une 
bir hareket denir ($ek. 23) . Hareketleri kuc;Uk harflerle 
gosterecegiz. 

Her d harekctinin bir makus hareketi vard1r: $oyle 
ki, bu hareket her $ekli d ile don~tUgu durumdan tekrar 

~ 

ilk ba$lang1c; haline don~tilrilr. Mesela, PQ boyunca 
->-

yapllan otelemenin makCls hareketi, QP boyunca yap1lan 

Sek. 23 

otelemedir {dogrultulan terstir). Bir merkezi simelrinin 
maki.ts hareketi gene kendisidir. Bu ihtarlar1, ay1·1 bir ' 
yard1mc1 teorem olarak soyliyelim: 

YARDIMCI TEOREM 6. d harckcti lJir otclcme 
l'r'ya bir merkezZ sim<>tri ise, d ye tckabW cdrn mak11s 
hareket de bir ot<'lemr veya bir merkezi simetridit. 

Hareketler ardarda yap1labilir; mescla yonlcnmi~ bir 
rlogru par~as1 boyunca bir otelemc (birinci harel<<'t). 
sonra bir noktaya gore bir simetri (ikinci harekcl) tatbik 

• ) Bunida yalm:r. blr eeklln ( F sekllnln) hnrekcllmlen bahsedl

yoruz. Fakat ekserlya hurekel terlml llc lndekl btit!in eeklllerle beraber) 

hUlUn blr tlUzlem lcln kullunihr. Mcscl:J. cPQ dofu·u pnrcast kadar ote
Jemc:t dtizlemln lclntll•kl biltUn .seklllere tatblk cdllmelldlr; yan1 biitiin 
dii : lom. olclul!'u fllbl vnzlycllnl dcltllitlrlr kabul l'<lllmclldlr. cBJr 0 

merkezlne naiaran slmetrl• de biltUn diizlemln blr hnrt•kellni i'osterlr. 

\",S , 
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edebiliriz. Eger once d1 hareketini sonra d2 hareketini 
tatbik etmi~sek, d1 ·d2 ile gosterecegimiz yeni bir (bile~ke) 
hareket elde ederiz. Bu yeni harekete d~ ve d2 hareket
lerinin {'mlJWH denir •. 

YARDii\ICI TEOREM 7. Merkezleri 0 1 ve O_ olan 
-+ 

iki mcrkczl. simctrinin ,w·p1mi, 2010_ yonlenmi-§ do{jru 
par~as1 boyunca yap1lan bir otelemedir. 

A ve A' noktalar1 0 1 e nazaran simeu·ik, A' ve A" de 
0 2 ye nazaran simetrik olsunlar. 010, dogru pan;as1, 
AA'A" i.i<;geninin iki kenarmm orta noktalarm1 birle~tirir. 
0 halde AA" dogru par<;as1 O,Oi dogru pargasma paralel
dir, faka1 uzunlugu 0,0. ninkinin iki kat1d1r ($ek. 24) 

>- '). 
Boylcce, PQ 20,0. boyunca yaptlan bir oteleme, her 

A 

A' 
~k. 24 

A" 

hangi bir A noktasm1, 0 1 ve 0: merkezlerine gore yapllan 
iki simetrinin Garp1m1 olan hareketin donfu?tUrdUgU A'' 
noktasma donU~lUri.ir. 

• 1 Anznn blrbh In! lnkil> cdt·n d1 ve d: harekellerlnln blrlellkeslnl 
1/,.,1, >"l'rlne, 1lul1 lie goslermek daha elverlsll olur. 

•• i 1-:r:cl" ,1 nnkt11~1 n,o, dol':rusu i.izertnde fse, A. ,1•, A" noklalari 

nynl <lokru uzt•rm<!t• bulunurlnr, ynnl bu noktnlar blr ilcaen bellrtmez

kr. r~u twlclt•, nctl<·cnln do;crutuitunun lahkikl, mUmkUn oJan bUtUn 

oZl'l hnlli!r 11:ozonUnc almnrak yap1lablllr. 
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YARDIMCI TEOREM 8. 0 1, 0 "' 0 3 noktalanna yore 
ily merkez1. simetrinin yarpim1, yine bfr merkezi .'iim.etridir. 

--->- >-
0 noktasm1 o suretle Se\!elim ki, 010" ve OOa yonlen-

m~ dogru par<;alar1 e$it, paralel ve ayni yonlU olsun ($ek. 
25). Bu takdirde OJ ve 0. merkezJerine gore yap1lan 

A" 

A 

A'" 

$ek. 25 

simetrilerin <;arp1m1, 0 ve 0 , merkezlerine gore yaptlan 
simetrilerin <;arp1m1 ile ~1$1T (zira. yard1mc1 teorem 

- - > > 
7 ye gore her iki carpun da 2 OJ.0• = 2 00 dogru parGaSI 
boyunca bir otelemcden ibarettir). 0 haldc O,, 0 . 0 
merkezlerine gore yap1lan simetriler yerine 0, 0 ,,. 0, 
merkezlerine gore yapllan simetrileri ~arpabiUriz. Btmlar 
ise a$ikar olarak, 0 merkezli bir simetridir ( <;UnkU merkezi 
0" olan iki simetri ardarda yap1hrsa neticede her nokta 
ilk durumuna donmti$ oJur) • . 

YARDIMCI TEOREl\.1 9. Eger d, vc d2 hareketl(.rin
den her biri bir otcleme veya bir rnerkezi simetri ise, 
Qarp1mlar1 da bir otclcme veya bir merkezi simct~idfr. 

•) Gercektcn, bu lspnlta (S1. 8.> • s, = (S. Sil . S S. (S .. S1) = /$ 

dh' (burada 81, ~r,. s,, S, merkezlerl srraslyle, 01, o,, o,, 0 olan merkezt 
slmetrllerdlr). cari>rmin cassoslatlr kaldesb llerdc para1rrar 10 dakl 4. 

6zellkte gerceklenecektlr. 
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Bir oteleme iki merkezi simetrinin ~p1m1 olduguna 
gore (yard1mc1 teorem 7 den kolayca gorillUr), bu yar
d1mc1 teoremde gozoni.ine alman hareketlerin ~rpum, iki, 
ii<;, veya dort merkezi sirnetrinin ~arplIDl olarak d~U
lebilir. Zira iki merkezi simetrinin ~im1 bir oteleme
dir (yard1mc1 teorem 7) ; ii~ merkezi simetrinin c;arplIDl 
bir tek merkezi simetridir (yardJmc1 teorem 8); dort 
merkezi simetrinin ~arp1m1, iki merkezi simetri ~rplIDl 
demektir ( ~kii ti<; merkezi simetri ~im1 bir tek 
merkezi simetridir) ; bu iki merkezi simetri ~rplllll da 
bir otelemedir. GOrilltiyor ki, biiti.in hallerde c;arprm ya 
bir merkezi simetri veya bir otelemedir. 

5. HADWIGER - GLUR TEOREMl 

Bir c;ift c;okgenin ~par<;alanabilir ~killer olduklari 
yalmz oteleme ve merkezi simetriler yapmakla gorillebi
liyorsa, bunlara S-e§'Par~l,anabilir <;okgenler diyecegiz • . 
Bunu ~yle izah edelirn: 1ki <;okgenden biri sonlu sayida 
M1, M2, Mi. .. . par<;alarma, digeri de ayni sayida ve 
s1ras1yla bunlara denk, Mi', M/, M/, ... par<;alarina ayn
labiliyorsa oyle ki, denk M1 ve Mi' <;okgenlerinden biri 
digerinden bir oteleme veya bir merkezi simetri ile etde 
edilebilsin, ve benzer ~ekilde bi.ittin diger M" ve M /, M.1 ve 
M .'. . . . v .s. c;okgen c;iftleri ic;in de bu ozelik dogru o1sun; 
bu takdirde gozoni.ine ahnan iki <;okgene S-e~par~ana

bilen <;okgenler denir. 
$imdi a~g1daki teoremi ispat edecegiz: «~t ccl,anli 

iki <;okgen S-e~1-~nabilirZer.> Bu teoremin ispab, 
tamamiyle Bolyai-Gerwin teoremine benzer ~kilde yap1h.r, 
ve ispat, benzer yardJmc1 teoremlere dayamr. 

YARD IM CI TEO REM la. A ve C, her ikisi de B 

•) Bu terlm daha etrafl1 olarak nerde 11. parasratta s~Mllecekttr. 
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{(okgeni ile S-q1par9akxnabilcn iki 9okgen isclct'J birbirleri 
ile de S-etpa1·cawnabilendirler. 

B cokgenini daha kUcU.k cokgenlerc ay1rallm; bu 
par~ar (otelcmclcr ve merkezi simetriler kullanarak) 
A ~kgenini meydana getirecek tarzda birle$tirilebilir. 
B yi bir de o suretle pan;allyallm ki, bu par<;alan (otele
meler ve merkezi simetriler kullanarak) uygun sekilde 
birle$tirmek suretiyle C <;okgeni elde edilsin ($ek. 26). 

$Ck. 26 

B nin her iki parc:alam~1 beraber dti$tinUIUrsc, $Ckildeki 
iki <;e$it dogru vas1tas1 ile B daha kti<;i.ik <;okgenlere 
par<;alamr. GorUli.iyor ki, A ve C sekillcrinin her biri bu 
l<U<;Uk par<;alarm uygun birle$imleri ile clde edilir ve 
bunun i<;in OtelemeJer \'C merkezi simetriJer kafidir. 
BOylece A ve C c;okgenleri belirli bir tarzda daha kiic;Uk 
par~lara ayr1lm1~ olur. B $eklinin par<;alarm1 Mi', M/, 
M .' .•... ile, A c;okgcninin bunlara tekabtil eden par<;alarm1 
M1, M", M ... ile, C <;okgenininkileri de llf,", M.'', M.'' . ... 
Ue gosterelim. M, vc M," c;:okgenlerinden her biri Mi' den, 
bir oteleme vcya bir merkezi simetri ile elde edilebilir. 
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0 halde Mi', Mi den bir oteleme veya bir merkezi simetri 
ile elde edilebilir (yard1mc1 teorem 6); ve bunun neticesi 
olarak M 2" <;okgeni M1 den bir oteleme veya bir mm kezi 
simetri i e elde edilir (yard1mc1 teorem 9). Benzer $Ckilde 
M, ~okgeninden M2", M~ den M3", ... v.s. bir oteleme veya 
bir merkezi simetri ile elde edilebilir. BOylece devam 
edilerek A ve C <;okgenlerinin S-e$par~alanabilen olduklan 
gortiltir. 

$unu da kaydedelim ki burada oteleme ve merkezi 
simetrilerin yalmz yukarda (yard1mc1 teorem 6 ve 9 da) 
ispat edilen ozelikleri kullamlm1$tir. 

YARDIMCI TEOREM 2a. Her iivgen u,ygwi bir dik 
dortgcnl<> S-e.warqal<rnal>ilcndfr. 

Paragraf 2 de yard1mc1 teorem 2 nin ispatma bak1mz. 
$ek. 7 de «h ile numaralanm1$ U~enlerden her biri 
digerinden (merkezi 0 olan bir simetri iJe elde edilirler; 
c2:. ile numaralarum$ ti<;gcnlerden her biri de digcrinden 
(merkezi 0' olan} bir simetri ile elde cdilir. $ck. 7 de 
taranml$ olan trapcz isc ycrinde kallr, veya ba$ka bir 
dcyimle c Slf ll" dogrU pC\1'<;'\SI '> boyunca yap1Jan bir oteleme 
ilc degi$ir. 0 halde $ck. 7 de gorillen ABC ve ABFE 
~ekillcri S-e$par<;alanabilcndirler 

Y ARDIMCI TEOREM 3a. Alanum C§if, tabanlan 
qit uzunlukta t·c 1mmlr>l olan iki paralel kcnar S-c.war
{'ala nalJilcnd i rler. 

Bir oteleme kullamlarak paralel kenarlarm paralel 
olan tabanlar1 list i.istc getirilebilir. Bundan sonra paragraf 
2 deki yardunc1 teorcm 3 Un ispat1 kullamlarak iki $Cklin 
S-c$parc;alanabilcn olclugu gorlililr. $ek. 9 da, ayni numara 
ilc i$aretlenmi$ parc;alarm her biri digerindcn oteleme!er 
yard1miyle elde edilir. 
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YARDIMCI TEOREM 4a. E§it alanl1 iki dik dbrtgen 
S-e?Parr;alanabil.endirler. 

Paragraf 2 deki yard1mc1 teorem 4 Un ispat1 burada 
kullamlamaz; ~UnkU bu ispatta bir donmedcn faydalruul
m1$tir. 0 halde bu yard1mc1 teorem i<;in ayn bir ispat 
vermeliyiz. ABCD ve A'B'C'D' e$it alanll iki dik dortgen 
olsunlar. Bu dik dortgcnlerle e$it alanh olan, AD kcnan 
ABCD dik dortgeni ile ortak olan, ve A 1B1 kenari da 
A'B'C'D' dik dortgeninin bir kenarma paralel olan 
AB1CiD paralelkenarm1 in~ edelim <Sek. 27a). Yard1mc1 

B ca,A·oa· 
14 

D 
(a) 

C1 D' C' 

A' /J' If> 

KA'D8 D" IC,, .. 
A~ 

D' C' D1D C2 C1 D' C' 
(b) (c) 

Sek. Z1 

teorem 3a ya gore ABCD ve AB1C1D paralel kenarlar1 
S-~par~lanabilcndirler. $irndi alam esas dik dortgenle
rinkine e$it olan, AB1 kenar1 AB1C1D paralelkenan ile 
ortak olan AB,C~D1 dik dortgenini in$a cdclim ($ek. 
27b). 0 halde AB1C.D ve AB1C~D1 $ekilleri S-e$par~ala
nabilendirler. AB1C1D, ve A'B'C'D' dik dortgcnlerinin 
mtitekabil kenarlar1 birbirlerine paraleldirler. Nihayet, 
bir oteleme ile AB,C !D, dik dortgenini A'B'C'D' Uzerine 
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gotiirelim. Bu otelemeyi o !jekilde yapalun ki, A noktas1 
A' ile c;ak1!j.c;m ve AD1 kenan A'D' Uzerine gelsin (bu, D' 
ile B' niln adlarnun degi!jtirilmesini icap ettirebilir). Bu 
suretlc A· ko:;.;esindeki ac:;1s1 A'B'O'D' dik dortgeni ile 
ortak olan A'B"O"D" dik dortgenini elde ederiz (~ek.. 

27c). Bu ill!ja csnasmda, her safhada elde edilen paralel 
kenarlar bir onceki ile S-~parc;alanabilendir. 0 halde en 
son elde ettigimiz A'B''O"D" dik dortgeni, ilk ABOD dik 
dortgeni ilc S-~parc:;alanabilendir (Yardlmc1 teorem la ya 
bak1mz). 0 halde A'B"O"D" ve A'B'O'D' dik dortgenle
rinin S-e$pan;alanabilen oldugunun gosterilmesi kahyor. 
Fikrimizi tcspit i<;>in A'B" > A'B' oldugunu farzedelim 
( buna gore, A' D" < A' D' olur) . B" D', B' D" 0" 0' dogru 
parc:;alanm c:;izelim ($ek. 28); bu dogru parc:;alarmm 

D' (' 

$ek. 28 ~k. 29 

birbirlerine paralel olduklarm1 gosterecegiz. Ba$lang1c:;ta 
verilcn ABOD ile A'B'O'D' ve A'B"O"D" dik dortgenleri 
e$it alanh olduklarmdan 

A'B' . A'D' = A'B" . A'D" (1) 

di.ir. Her iki taraftan A'D" . A'B' c;arpum c:;1karilarak 

A'B' . D'D" = A'D" . B'B" 

eldc cdilir; veya B'C' ve D"O" dogru parc:;alarmm kesi$-



26 F.sdejier ve E~part-alanabllen $eklller 

tigi noktaya 0 dersek bu e~itlik 

A'B' . 00' = A'D" . 00" (2) 

~eklinde yazllabilir. (1) ve (2) ~itlikleri oran ~klinde 
yaz1lmsa 

A'B' A'B" 00" 
-= ---=-- -

A'D" A'D' 00' 

bulunur. 

Boylece, A'B'D", A'B"D' ve 00"0' dik U<;genleri 
bcnzcr ilGgcnlcrdir. 0 halde < A'D"B' - < A'D'B" = 
.;: B'O'O" dilr, ve B"D', B'D", O'C" dogru par<;alan 
birbirlerine paraleldirler. 

B" D' dogrusunun B'O' ve 0" D" dogrulariyle kcsi~
tikleri noktalar sn'as1yla 1Jf ve N olsun. Bu takdirdc 
.6 B"O"N e: .6 lt!O'D' dilr (B"O"O'M ve NO"O'D' dort
genleri paralelkenar olduklarmdan, B"O" = MO' ve 
0" N = C' D' di.ir). Bundan b~ka, B' B" ND" vc B' MD' D" 
paralelkenarlan ~it alanhdirlar ve B'D" tabanlan ortak
tir. Bunun ncticesi olarak yardunc1 teorem 3a ya gore 
S-e!;ipar<;alanabilendirler. Nihayet, A'B' D" Uc;geni de 
A'B'C'D' ve A'B"O"D" dik dortgenlerinin her ikisinin de 
ortak par<;as1dir. Btitiln bu s0ylediklerimizden $U neticeyi 
elde ederiz: A'B'O'D' ve A'B"C"D" dik dortgenlerinin 
her bil'i ii<; par<;aya aynlabildiginden ($ek. 29), bunlar 
S-e$par('alanabilendirler (her iki $ekilde de «h vc «3> 
ile numaralanmI$ mtitekabil parcalar birbirlerine d<;nk
tirler Ve biri digerinden bir oteJeme ile elde ediJir; «2» 
ile numaralanm1$ paralelkenarlar da S-e$parc;alanabilen

<di rlC'r). 
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YADRIMCI TEORE..'1: 5a. Her <;okgen 1tyg1m bir 
dik dortganle S-c~parralanabilendir. 

HADW1GER-GLUR TEOREM! 4"' . E§it alan?t iki 
fOkgen S-e~par<;alanabilcndirler. 

Yard1mc1 tcorem 5a ve Hadwiger-Glw· teoremini 
ispat etmek ic;in, yard1mc1 teorem 5 ve Bolyai-Ger\l\.in 
teoremlerini ispat ederken c;oylediklerimizi aynen tekrar
lamak kafidir. Yalmz ,,~pai·c;alanabilen-. yerine «S-e$par
calanabilen, vc yard1mc1 teorem 1, 2, . . . yerine yard1mc1 
teorem la, 2a, . . dememiz lazimdlr. 

Hadwiger-Glur teoreminden derhal $U netice c;1kanhr: 
E$il alanh iki c;okgen o suretle par<;alanabiHrler ki, denk 
olan parc;alarm mtitekabil kenarlan paralel olsun. Meselit 
A vc B c!jit alanh iki c;okgen ise, bunlardan birisini o 
suretlc parc;ahyabiliriz ki, yalmz otelemeler ve bir me1 keze 
gore simetriler kullanarak elde edilebilecek uygun p1rc;a
larm tekrar birle$tirilmesiyle ikinci c;okgen elde edilebil
sin. Bu soylediklerimizin neticesi olarak hemen $unU da 
kaydedelim ki, iki c;okgenden biri digerinden bir otelemc 
(~ek. 21) veya bir merkeze gore simetri i"e (~ek. 22) elde 
cdiliyor;;;a, miltekabil kenarlan paraleldir. 

~) Bll>llyoarnry11da [21 ye bakmtz. 
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invaryantlar kavram1 

Hadwiger-Glur teoremini ispat ettikten sonra, onunla 
ilgili olan $U soruya cevap vermege c;ah$ahm: alanlan e$it 
olan c;okgenleri, biri digerinden yalmz ote'lemel.er kullan
makla elde edilebilecek parGa]ara aymnak mlimkiln 
mildtir? Diger tabirle, bundan evvelki klSlmda soylenenler 
merkezi simetriler kullamlmadan yapllabilir mi? Bu bOlilm
de bu sorunun cevab1 ara$tmhyor. GOrecegiz ki, e$it 
alanl1 her c;okgen Giftini yukarda soylenen ~kilde, yalmz 
otelemelcrle parc;alnmak mi.imkiln degildir; mesela alanlan 
e$it c;okgcnlerden biri U<;gen biri paralcl kenar i~e. bOyJc 
bir par~alama hie; bir zaman yapllamaz. 

Bu neticeyi elde etmek ic;in a$ag1da tarif edecegimiz 
aditif invaryant kavram1m kullanacagiz. Bu kavram 
ilerdeki paragraflarda da kullaruJacaktlr. 

6. J1(M) ADITIF INVARYANTI 

M her hangi bir c;okgen olsun. Bunun kenarlar1m 
$U $ekilde yonliyelim: bir kenar Uzerinde ok yonilnde 
gidilirse solda kalan noktalar c;okgene ait olsun; halbuki 
sagda kalan noktalar c;okgene ait olmasm (~ek. 30) . 

•> Cok&entn kennrlarr boyunca blrer blrer, oklarla &tlsterllen 
yonlerde 1tlclllirse, cokszcn etra!rnda tam blr devlr yaparak hareket nok
tasma donUlmU$ olur. Bu takdlrdc, pozitlt yonde atderek, cokszen etra
tmda blr devlr yap1ld1 denlr. 

-28-
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$ek. 30 

Her hangi bir yonlenmi$ l dogrusu alalun, yani 
yoni.i bir okla gosterilmi$ bir dogru alalun. M c:;okgeninin 
l dogrusuna paralel olan kenarlarmrn uzunluklanmn 
cebrik toplamma J, (M) diyelim. Bu toplamda l dogrusu 
ile ayni yondc olan kenarlarnn uzunluklar1m pozitif 
(~ek. 31 de AB, DE ve FG kenarlari), aksi yonde olan 
kenarlarm uzunluklarm1 negatif (Sek. 31 de KL kenan) 

M 

$ek. 31 

i~etle alallm. Eger M nin 1 dogrusuna paralel hie:; kenar1 
yoksa, J , (M) i s1f1ra e$it alallm. J, (M) say1sma bir 
aditif invaryant denir. (Bu terimi kullanmam1zm sebebi 
a$ag1da izah edilecektir.) 

J, (M) invaryantmm c:;okgenlerin e$parc:;alanabilmesi 
problemindeki onemi, a$ag1da soyliyecegimiz teoremle 
belirir. 
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7. T- E~PAR~ALANABILME 

Eger iki c;okgenin e$par~lanabilme ozeligi yalmz: 
otelemele1· yard1m1 ile gosterilebiliyori::a, bunlara T-e·'f/•Cll '
{'alwwbilen c;okgenler diyecegiz. 

TEOREM. A ve A' iki ~okgen ve l de yonlrnmi.~ bi1· 
doyru ol8Ull. Eger J1(A) =1= J r(A'} ise, A ve A' qokgenleri 
T-c.nmrr;alanabilen olamazlar. 

Bu tcoremin ispatJ a!;lag1da verilmi$tir. Fakat once 
bu tcoremden c;1kan basit bir neticeyi kaydedelim: A her 
hangi bir U<;gen, P de alam fl nrnkine e$it olan bir paralel 
kcnar ol·.sun (paralelkenarm tabam Uc;geninkine parnlel 
olarak sc<;ilmi$til' <~ck. 32) } . l dogrusunu da Uc;g<'n ve 
pal'alel kcnar1n tabanlanna paralel olarak scc;elim ve 
kcnal'lann i$at'Cllcrini de yukarda soyJenen kaidcyc gore 

Sek.32 
~ek. 33 

tcsbit <'clclim ($ck. 32). Bu takdirde J (P) = 0, .J (fl) r 0 
buluruz; o halde ./ (P} 4 J (A) d1r. Buna gore P w A 
$Ckillc1·i 7'-c!;parc;alnnabilen degildir. $ek. 33 deki ctenk 
Uc;genler de T-e$parc;alanabilen degildir. 

$imd1 yukarcia so} ledigimiz teoremin ispatm1 ve1·<:lim. 

8. J1(M) 1NV ARY ANTI NIN OZELLIKLERl 

YARDIMCI TEOREM 10. l yonlenmi§ bit do(j,-u 1Yt 
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M ile M' de birpirlerinden bir otelerne ile elde edilebilen 
iki 9okgen olsunlar. Bit takdirde J, (M) = J, (M') dUt. 

Ba$ka bir deyimle, her hangi bir <;okgene bir ot<"?lcme 
tatbik edersek J, say1s1 degi$mez. Bu sebepten dolay1 
J, i<;in invaryant terimi kullarulml$tlr (otelemc ile 
degi$mez). 

Bu yarchmc1 teorem a$ikarchr. Zira bir <;okgene bir 
oteleme tatbik edersek kenarlarmm uzunluk ve dogrultu
sunda hi<; bir degi$iklik olmaz. 

YARDIMCI TEOREM 11. l yonlcnmi~ bir doy1·u. 
ve A da bir 9okgen 07,sun. A yi Mt, M~, ... , M1 gibi. sonlu 
say1da bir takim r;olcgenlere pm·r;alarsak 

d1r. 
Ba$ka bir deyimle, eger A <;okgeni bir tak1m daha 

kU<;Uk GOkgenlerin bir araya gelmesi ile meydana gelmi$se, 
J, (A), ki.i<;;Uk ~okgenlerin invaryantlarmm toplanmas1 ile 
elde edilir. Bunun ic;in aditif invaryant ismi kullamhr. 

!spat. A, M 1, M .. , ... , M1 <;okgenlerinin kenarlar1m 
tei;;kil eden bUti.in dogru par<;alarIDl alalrm ve bunlarm 
kesim noktalarrm (yani A, M,, M2, ... , Mi ~okgenlerinin 
k6$elerini) ii;;aretliyelim. Bu suretle sonlu say1da (ve 
mUmki.in oldugu kadar kisa) dogru par~ri eldc ederiz. 
Bu dogru par<;alarma halk.a diyelim. $ek. 34 bir <;okgenin 
daha ki.i<;i.ik par<;alara aynlmas1ru gosteriyor. AB kenar1 
AM, MN ve NB olrnak Uzere U~ halkadan meydana 
gelmi$tir. Taranm1$ ~okgenin NP kenan da yine U<;: hal
kadan meydana gelmi$til'. 

A <;okgeninin (veya M., M2, ... , M. Gokgenlerinden 
her hangi birinin) Jr(A) invaryantmm hesabmda l dog-
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rusuna paralel olan kenarlarm cebrik toplam1 yerine. l 
dogrusuna paralel olan halkalarm cebrik toplam1 almabilir. 
Zira her kenarm uzunlugu kendisini meydana getiren 
halkalarm uzunluklari toplamma e$ittir. Buna gore (3) 
~itliginin -;;ag tarafmdaki toplam1 hesaplamak 1~m 
M1 , JJ!: , ... , Ma <;okgenlerinin her birindeki l dogrusuna 
paralel btittin halkalarm cebrik toplamm1 almak kafidir. 

$ek. 34 

Tamamiyle ~1 <;okgcninin i<;erisincl<' kalan bit' hc.~lka 

(yalmz uc; noktalar c;okgenin kenarlan Uzcrincte olabilir) 
ala11m: $ek. 34 dcki EF halkas1 gibi. BOylc bir halka 
M" M_, · ·., Ml c;okgenlcrinden ilcisinr ait olacakhr. <;ok
genler halkanm iki kar$t tarafmda bulunacaklardu· (birisi 
sag, digeri sol ta1·afmda). Bu c;okgenlcrden birinin 
invaryantmm hesabmda halka (- ) i$areti ile alm1yorsa 
diger c;okgenin invaryantmm hesabmda (- ) i~reti ile 
gelecektir. Buna gore bUttin halkalann cebrik toplammda 
bu iki terim birbirini gotilrecektir. GorUH.iyor ki, (3) 
e$itHginin sag taraf m1 hesaplarken tamamiyle A c;okge
ninin ic;erisinde kalan halkalari ihmal etmck mUmkUndUr. 

$imdi de A Gokgeninin c;evresi Uzerinde bulunan ve 
l dogrusuna paralel olan bir halka alahm ($ek. 34 deki 
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AM halkas1 gibi). BOyle bir halka M1, M :, .. . , Ml QOk
genlerinden yalmz birisine aittir ve bu QOkgen He A 
~kgeni halkanm ayni tarafmda bulunur. Onun igin bu 
halka, J1(A) invaryantlm veren toplamda vc J1(M1) + 
J (JJJ 1 ... + J1(M1) toplammda ayni ~etle bulunur. 
Buna gore (3) ~itliginin sag tarafmdaki ifade J, (A) ya 
~ittir. Bu suretle (3) ~itliginin dogrulugu gosterilmi~ 
.olur. 

$imdi paragraf 7 de soylenen teoremin ispatlru ko
Jayca verebiliriz. A ve A' gokgenlerinin T~pargalanabilen 
<;okgenler oldugunu farzedelim. Yani A QOkgeni M 1 • M.,, 
.. . , Ml ~okgenlerinin, A' gokgeni de !t!/, M:', .. . , M.' gok
genlerinin b1rle~mesi ile meydana gelmi$ olsun, oyle kl, 
M , t:e M 1' GOkgenlerinden biri digerinden yalmz bir oteleme 
yap1lmakla elde edilebilsin. M 2 , M:' ~ifti ve diger giftJer 
i~in de benzer ozelik dogru olsun. Yard1mc1 teorem 10 a 
gore 

J1(M1 ) =- J1(M1'). J1(M2 ) = J1(M/), ... , 
J1(M•) = J1(Ml) 

dur. Yard1mc1 teorem 11 e gore de 

Ji(A) = Ji (M) ' J1(M") · . · · + J1(M•) 1 
J1(A') = J1(M1') + J,(M_') + .. . + J1(M1') J 

(4) 

(5) 

dii.r. (4) ve (5) den J1(A) = J1(A') elde edilir. GOrilltiyor 
ki J1(A) + J1(A') ise, A ve A' GC>kgenleri T-~~lana
bilen olamazlar . 

9. BIR MERKEZE GORE SIMETRIK c;OKGENLER 

Yukarda ispat1 verilen teorem a$8.g1daki ~kilde de 
::>oylenebilir: A ve A' gibi iki QOkgen her l dogrusu ic;in 

• 
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J1(A) = J , (A') ~itligini ger<;ek.Uyorsa (ve yalmz bu 
halde) T-~par<;alanabilendir. Yani A ve A' <;okgenlermin 
T-~par~Janabilen olmalan i<;in J. (A) = J, (A') olrnasi 
gerektir. Bu $(lrlm yeter oldugu da kolayca gorUlebilir. 
0 halde teorem 8$ag1daki ~kilde ooylenebilir: 

TEOREM. ~ayct A 're A' alanlan C§it iki ~kgen 
isc her yonlenmifj l d0<jrusu i~in J r(A) = J1CA') ~itligi 

gcr~ekleniyorsa. A re A' ~kgenleri T-e~1Jar~alm1abilendir 
( [21 ye bakm1z). 

$imdi a$<1gidaki problemi vazedebiliriz. Bir kare ile 
T-e$par<;alanabilen butUn konveks <;okgenleri bulmak. 
Kolayca gori.ili.ir ki bir Q karesi i~in J, ( Q) invaryantl l 
dogrusunun se<;ili$ine bagh olmadan s1f1rdir (l nin, karenin 
bir kenarma parale" oldugu ha1 ~ek. 35 de gosterilmi~-

$ek. 35 Sek. 36 Sek. 37 

tit ) . 0 halde problemimiz a$(lgtdaki gibi ifade olunabllir~ 
Yonlenmi$ her l dogrusu i<;in J , invaryanti s1f1ra c~it olan 
b1iti.in kom cks <:okgcnleri bulunuz. M bOyle bir <;okgen 
olsun. 11-1 nin bir AB kenarrn1 ve buna paralcl olan bir l 
dogrusunu alahm. Bu takdirde, M nin AB ye paralel bir 
keaan daha olmas1 laz1mdll' (zira aksi halde J CM) =t= 0 
d11· \'e AlJ nin uzunlugunun ya t veya - i~aretlisine 
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e$Jttir; l:;iek. 36 ya bak1mz). AB ye paralel olan kenari 
PQ He gosterirsek • 

J,(Af) - ± l CAB) nin uzunlugu - <PQ) niin uzunlugu I 

dur; J CM) s1f11· olacagmdan, AB = PQ olmahd1r. Buna 
gore, lJll \'Okgeninin her kenarma kar$1, aym uzunlukta ve 
buna paralel d1ger bir kenan mevcuttur (fakat aksi yonde 
yonlenrni$tir). O halde 111 c;okgeni bir noktaya gore 
simetriktfr. Bunun makusunun dogru oldugu a$ikardir: 
Bir 111 \'Okgeni bir noktaya gore simetrik ise, her hangi 
bir l dogrusu i~in J,(Af) invaryant1 s1fu· olmahd1r. Buna 
gore konveks bir {Jolcgenin bir kare ile T-e$'!Jm·9alanabff,en 
olmasi iQin ge1·ek ve yeter ~rt. bir noktaya go1·e simetrik 
olmas1d1r. 

-D~~D<I> Wm 
$ek. S8 

Bu neticeyi yukarda s0yledigimiz (fakat ispat etme
digimiz) teoremden elde ettik. BununJa beraber okuyucu, 
~k. 38 i tetkik ederek (bu teoreme ba$Vurmadan) kolayca 
ispat edebiJir ki, bir noktaya gore simetrik olan bir c;okgen, 
bir tak1m paralelkenarlara donii$ti.irillebilir ( c;okgeni par
<;alara aymp, her parc;aya bir oteleme tatbik etmek 
suretiyle), ve bunlarda bir kareye donii$ttirUIUr (yard1mc1 
teorem 3 tin ispatma bak1mz). 

• > , .ll cokiit·nl konvl'ks olcluku lcln blr 1 dokt'usuna paralcl olan 
lklclt>n r 11zlu kcnHn olamnz. 
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10. GRUPLAR 

BOHim 2 de dilzlemin hareket'leri ile me~gul olduk. 
Verilen bir dilzlemdeki btltUn hareketlerden mUle$ekkil 
ciimleyi D ile gosterelim. Her hangi bir harekele, bu D 
cii,mlesin:in e/emanl denir. Mesela her oteleme ve her nier
ke-.ti simetri D cUmlesinin birer elemamdlrla.r. !ki hare
kelin c;arp1mm1 evvelce tarif etmi~tik; buna gore D cUm
lesi a$8.g1daki ozeligi haizdir: 

0ZEL1K 1. D ciimJe .. ~inin her d,, d. eleman <;if ti 
~n di . d~ <;arpmu tarif edilmi~tir ve bu, ((Qrptm da D 
cilmlesinin bir elenunudir. 

Bu ha.reketler a.rasmda bir tanesi ozel bir rol oynar. 
Bu da bUtlin ~ekli oldugu gibi sabit bira.kand1r. Buna 
«s1f1r harekeh denebilir. e harfi ile gosterecegimiz bu 
ha1·ekete idantik hareket aduu verecegiz. tdantik ha.reket, 
her hangi bir d ha.reketi ic;in d . e ve e . d c;a.rp1mlarm1 
d ile idantik olmalan karakteristik 0zeligini haizdir: 

e. d = d. e = d. 

Zira g0z ontine ahnan !jekile once e ha.reketi tatbik 
edilse (yani ilk vaziyetinde sabit b1rak1lsa), sonra d hare
keti yapllsa, netice yalruz d yi tatbik etmekle elde edilenin 
aymd1r; yani .e . d - d dir. Benzer ~kilde d . e "-- d 
oldugu kolayca gortililr. e hareketinin bu ozeligi 1 say1-

- ss -
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smm <;arp1mda oynad1g1 rolti hatlrlabr (her hangi bir a 
say1SI i<;in, a. 1 = 1 . a =- ad.Ir). Bu benzerlikden dolay1 
e hareketine birim ad1 da verilir. 

OZELtK 2. D ciimlesi idllntik eleman denen bir e 
elemamm ihtira eder; oyle ki> D nin her d elemam iyin 

(6) 

olmm. 

Bundan ba$ka, her d hareketinin bir makus hareketi 
mevcuttur; bu da d 1 ile gosterilir. d hareketi ile makUsu 
d - I in garplml (tabii (z - i hareketi ile d nin de garpJml) 
oyle bir hareket olmahdir ki, bUtiin ~k1i i1k durumunda 
sabit bll'aksm. 0 ha.Ide 

d . cl - 1 = d 1 • d = e 

dir. Bu neticeyi a~g1daki sekilde ifade edebiliriz: 

0ZEL1K 3. D cihn1e$inin her d elem . .anma. yine D 
i~nd( bulunan oyle bir d- 1 elemam tekabiil ettirebiliriz ki 

d • d I = a -l • d = e (7) 

ol.~un)· bu d-' clemanma d nin rn,akftS>u denir. 

d .. d , ve d il<; hareket olsun1ar. Bir A $eklinin di 
hareketi ile B $ekline donti$ttigtinil farzedelim. £4 hare
keti ile de B ~kli C $ekline, ve nihayet d:i hareketi 
ile C $ekli D $ekline donti~tin. ~imdi (d1 . £4) . d11 car
p1m1m dU$Unelim. Bu garp1m di ile d.~ nin garprm1 olan 
hareketi, d, ile garpmakla elde edilir. Kolayca gorillUr ki 
d1 • d .. hareketi A $eklini C sekline donil$ttiriir; <h hareketi 
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ile de C $ekli D $ekli olur. BOylece, (d1 . d.i) . d, hareke
tinin sonunda A ~kli D ye donii$iir. U~ hareketin t;arp1-
m1m ba$ka bir sirada yapalun; d1 • (d, . d.) hareketini 
alahm. d, hareketi ile A $ekli B ye donii$iir. (d., . d ) ile 
de B $ekli D ye donii$iir. 0 halde, (d, . dJ . d ve 
d1 · (d.! · d ) hareketlerinin her ikisi de A y1 ayni $ekle 
donii$tiiriirler; yani bu iki hareket idantiktir. 0 halde 
$Oyle diyebiliriz: 

0ZEL1K 4. D ciimle.sinin herhangi ii(! d,, d: . d. 
elemam i~in 

(8) 

dii.r. Bu ozeli{je assasiatif ozelik denir. 

GOri.iliiyor ki, bi.iti.in hareketlerden mi.ite$ekkil D 
d.imlesi, yukarda soyledigimiz 1 - 4 ozeliklerini haizdir. 
Bir taklm elemanlardan milt~ekkil bir cUmlede t;arpun 
tarif edilmi$ ve 1 - 4 ozelikleri cari ise, bu ciimleye bir 
gru,p denir . 

•) Burada yalniz elemanlar1 hareketler olan llruplarr lnceliye

<'l'ltlz (Maltrya bakl . memanlart hareketler olm1yan btr arup mlsAlt 
olarak biilfi11 vo:iti/ ~u111/nr111 ri(mLe.si G yl soyllyeblllrlz Grup h:lnde 
tarlr .-di!en c:arprm opernsyonu sayTlann Adi carp1m1d1r (1 say1S1 bu 

1 
erubun idantik elem11nuhr· blr n ~av1Sm1n makCl~u Ila - n - 1 dlr>. 

a 
Dnha 1>a11ka blr cok iirup mlsllll verlleblllr. 

Grup kavramt modern matematlkde onemll blr rol oynar. Daha 
rnzln o&"renmek tsteyen okuyucular lc:ln P . s. Alexandrotrun An 

Introduction to th• TheQry of Group~ (Newyork: Hafner Publishing 
Company, 19591 1111m11 kltabt tavslye edlleblllr. Bu kltap 1iruplar1 cok 
elemanter blr noktadan tetklk etmektedlr. Bir cok da enteresan mlsA.ller 
lhtlva eder. $unu dn kuydedcllm kl, Alexandroft grup operasyonu olarak 
carp1m yerlne lop/crn1 alm1st1r. 

<Bu kltap, bu yaymlarm dokuzuncusu olarak Prof. All Yar tara
!mdan tilrkceye c:evrllml~tlr Ccevlrenln notu) ). 
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11. HAREKET GRUPLARI 

Evvelce dlizlemdeki bUtUn hareketlerden mUt~kkil 
D cUmlesinin bir grup te~kil ettigini gordUk. $imdi de 
yalruz otelemeler ve bir merkeze nazaran simetriletden 
mUt~ekkil S cUmlesini d~Unelim. Bu cUmle de bir grup
tur. Ger<;ekten, S cUmlesinin elemanlan hareketlerdir. 
Bunlardan herhangi bir c;ift ic;in qa»pnn tarif edilml~tir 
(zira herhangi bir hareket c;ifti i<;in tarif edilmi$tir). 0 
halde yaniJmc1 teorem 9 a gore bu c;arpun gene S cUm
lesinin bir elemamd1r. Yani ozelik 1 mevcuttur. e hareketi 
bir oteleme oldugundan S cUmlesine aittir ve bu sebepten 
ozelik 2 nin gerc;eklenecegi a$ikard1r. Bundan b~ka, 

(6) e~itligi herhangi bir hareket ic;in dogru olacagmclan, 
ozel olarak otelemeler ve merkezi simetriler, yani S cUm
lesinin elemanlar1 i~n de dogrudur. Bir otelemenin 
makusu gene bir oteleme, ayni ~kilde bir merkeze gore 
simetrinin makusu da gene bir merkezi simetri oldugun
dan (yard1mc1 teorem 6), herhangi bir hareket ic;in dogru 
olan (7) e$itligi, ozel olarak S ctimlesinin elemanlan ic;in 
de dogrudur. Bunun neticesi olarak S cUmlesinde 3. ozelik 
te dogrudur. Nihayet, biitiln hareketler i<;in dogru olan, 
<8) ~itligi ile gosterilen assosiatif ozeligin, otelemeler ve 
merkezi simetriler ic;in de dogru oldugunu soyliyebihriz. 
0 halde S ctimlesi bir gruptur. 

Tamamen benzer ~kilde dlizlemdeki biUiln oteleme
lcrden meydana gelen T cUmlesinin de bir grup oldugu 
gosterilebil ir. 

Bir G cUmlesinin elemanlan hareketler ise, bu ele
manlarm c;arp1mlari tarif edilrni$ ise ve ayrica 1-4. ozelik
ler de ger<;ekleniyorsa, bu G cUmlesine bir ha.1·eket gritllu 
denir. Hareket gruplarma misal olarak yukarda gordU
gfunUz D, S ve T gruplarm1 zik1·edebiliriz. Hareket grup
larma ba~ka bir misfil olarak n bir tam say1 olmak Uzere, 
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21t 41t 61t (2n- 2)1t 
sabit bir nokta etrafmda 0, --, --, --, ... , ----

n. n n n 
~J.lan ile yapllan donmelerden mi.i~kkil z. cilmlesini 
s0yliyebiliriz (0 a~1s1 ile donme idantik hareket e ciir). 
Z nin bir grup oldugunun gosterilmesini okuyucuya 
b1rakJ.yoruz. Ya1mz $llnU kaydedelim ki, bu misald<" de 
gorilldtigu gibi, bazan grubun elemanlar1 son1u say1cia da 
olabilir (Z. grubu n tane eleman ihtiva eder). 

G bir hareket grubu ve A ile A' de iki c;okgen olsunlar. 
A YI M1, M2, .. ., M1 ~klinde, A' yti de Mi', M/, ... , J.!1' 
~klinde par<;alara ayird1gim1z1 farzedelim; oyle ki, bir
birlerine tekabtil eden par~a1arm birinden digerine G ye 
ait bir hareketle g~Jsin (yani G grubu i<;inde oyle g • g2 , 

v.s. hareketleri bulunsun ki, gi hareketi ile M 1 <;okgeni 
M/ ne 92 hareketi ile M, <;okgeni M/ ne v.s. doni..i$Si.ln). 
Bu takdirde A ve A' <;okgen1erine G-~r~la>wbilmi 
denir. Eger G grubu S veya T grublarmdan biri ise, 
yukarda tetkik ettigimiz S- veya T-~par<;alanabilme kavra
m1m elde ederiz. E$it alanb bi.itiin gokgen <;iftleri D-e$par
<;alanabilendir (Bolyai-Gerwin teoremi) ve hatta 8-e!)par
<;alanabilendirler (Hadwiger-Glur teoremi). Fakat e$it 
alanh bi.ittin <;okgen <;iftleri T-e$par~Janabilen degildirler. 
(Mesela, e$it alan11 bir i..i~en ve bir paralelkenar T-e$par
~anabilen degildir.) 

12. S GRUBUNUN BIR OZELICI • 

Okuyucunun aklma gelebilecegini tahmin ettigimiz 
bir sua1in cevab1m a.$ag1da bir teorem olarak ifade edelim: 

TEOREM. Alanlan ~it herhangi i7ci ~okgen ~{tin.in 
~parf(alanahilen olmal.anm temin eden en 1cilgUk hareket 

•) Bu para2t'at Ilk okuyueta terkedlleblllr. 
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grubu S dir. Diger bir tabirlc, G bir hareket grubu, ise ve 
e¢t alanl1 hcrhangi bi r ~okgen ~fti G-e§par!(al.anabilen 
i~cler, G grub1l biitiin S grubunu ihtiva eder (yani, biitun 
otelemelRri ve merkezi ~imetrileri ihtiva edcr). 

/spat. !spat bir <;ok yard1mc1 teoreme dayamr. Bu 
yardunc1 teoremlerin gosterilmesinde G grubunun, teo
remdeki $artlara uyan bil' grup oldugunu fai-Ledecegiz. 

YARDIMCI TEOREM 12. P i:e Q diizlemdc l<lletta-
.11in ~!(ilmi.1 noktalclr olduklclnna gore, G yrubunda P 
n-0ktasm1 Q ye doni~Wrcn bir hareket mev01tttur. (Bir 
hareket grubunun bu ozeligine transitif ozelik oenir.) 

Bir an i<;in faraziyemizin yanh$ oldugunu farzedelim; 
yani oyle iki P ve Q noktas1 buldugumuzu farzedelim ki, 
G grubuna ait hie bir hareket P yi Q ye dontistilrmesin. 
DUzlem de, G grubuna ait hareketlerle P nin don~ttigil 
noktaJarm ctimlesine P nin yorilngesi diyelim. M bir cok
gen o1Bun; M nin, tepeleri P nin yortingesi icinde buJu
nan btittin actlarmm toplamm1 l r (M) ile gostcrelim. Eger 
M ve M' eokgenlerinden biri digerinden, G grubuna 
ait bir hareket yardlm1 ile elde edilebilirse, l r (M) = 
lr(M') dtir. Bundan ba$ka, bir A eokgeni bir tak1m daha 
kU~k M1 .. M;, ...• M. eokgenlerine ayrllm1$S8, n bir tam 
say1 olmak Uzere 

e$itligi ger~klenir. <Bu, a<;1 hesaplan ile kolayca gijrtililr.) 
lr(M) say1smm bu ozeliklerinden (paragraf 8 dektne 
benzer ~ekilde), A ve A' gibi G~~alanabiJen lki c;ok
gen i<;in, n bir tam sayi olmak Uzere, IP(A) = lr(A') +n'lt 
oldugu kolayca gorillilr. 

~imdi PQR ve PQS gibi birbirine denk, geni~ a~I11, 
iki ikizkenar Ucgen alahm; bunlarm taban ac;ilan tx olsun. 
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PQR nin gen~ ac;1s1 P de, PQS ninki ise, Q de olsun 
<$ek. 39). P noktas1, P nin yortingesi i.izerinde bulundu
gundan, ve fakat Q noktas1 bu yortinge i.izerinde bulun
mad1gmdan, /,(PQR) say1s1 (R noktasmm P nin yortin
gesi Uzerinde olup olmamasma gore) r. -- a veya r. - 2o. 
ya e$ittir. / , (PQS) say1s1 ise a veya 2a ya e$ittir. Buna 
gore (a < it/ 4) oldugundan), 

/,(PQR) = f , (PQS) f- nr. 

C$itligi hie; bir n tam say1s1 i<;in gerc;eklenemcz. 0 halde 
PQR vc PQS Uc;genleri G-e$parc;alanabi1en degildirler. Bu 
isc, G grubunun ozeliklerine aykmd1r (e$it alanh, daha 
da fazla olarak, birbirlerine denk olan c;okgenler G-e$par
c;alanabilendirler). BOylece c;eli$me ile yard1mc1 teorcm 
ispat ed.ilmi$ olur. 

~ 
r 

p 

Sek. 39 ~k. 40 

Y ARDIMCI TEOREM 13. G yrubu cm a:: bir mer
kezi .-ttmr.tri ihtiva ede1·. 

lBpata ba$1amadan once hareketlerin bir kac: Ozeligini 
Cispats1z olarak) • kaydedelim. Dilzlemdeki her hareket, 

• J Hareketlerln bu !izellklerlnln lspatr 0. Schreier' In Modern 

Aluebra 11nd Matrix TllenrJI <Newyork: Chelsa Publishlna Company, 19CS9) 
lslmll klluhmda (S. lfl2· 168l bulunablllr. 
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a~agtdaki ilc:; tipten birine aitlir: bu hareket ya bir ote
leme, ya bir donmc, veyahut da kayan simetl'i (ingilizce, 
sliding symmetry) diyebileccgimiz bir harekettit· ki, bit· 
<logruya gore bir simctri ile , bu dogru hoyunca yap1lan 
bir otelemenin bile!>kesindcn ibarettir. Bu dogruya kayan 
simetrinin ekseni denir. Eksen tek olarak belirlidir; yani, 
ekscnleri c:;ak1~m1yan iki kayan simetri farkl1 hareket
le1·dir. En son ~unu da kaydedelim ki, eksenleri arasmdaki 
ac;1 a. olan iki kayan simetrinin c;arp1m1, 2cx ac:;1s1 ile 
yap1lan bir donmcdir. Bu ozelikleri yard1mc1 teorem 13 Un 
i~palmaa kullanacag1z. 

~imdi yarc!.1mc1 tcorem 13 i.in ispatma ge<;;elim. llk 
once bir l dogrusu scc;elim; ~yle ki, eger G gmbu en 
az bir kayan simet ri ihtiva cdiyorsa. l dogrusu olarak 
bu simetrinin eksenini alaltm; aksi haldc 1 dogrusunu 
lalettayin sec;elim. l dogrusunun iki yoni.inden herhangi 
bil'ini sec:;ebililiz. l' de yonlcnmii; herhangi bir clogru ve 
l ile l' arasmdaki ac;1 da ex olsun C$ek. 40); G grubu. 
a c:;1s1 a. olan bil' donme ihtiva ederse. l' dogrnsuna l nin 
.IJul°iinycsinde bulunuyor diyelim. Ozel olarak, l ye paralel 
olan her cl.ogru l nin yorllngesi ic:;indedi1· Czira, l ile 
nra·~mdaki ac:;1 s1firdn·). 

Bir an ic;in (yard1mc1 teorem 13 Un aksine olarak) 
r; grubunun hie:; bi1· merkezi simetri ihtiva etmedigini 
fat~Leclelim. Buna go1·c, l nin yorungesindc bulunan her 
l' dogrusuna paralcl olan oyle bir l" dogrusu bulunabilir 
ki, bunun yoni.i l' ni.inkinin aksi olsun VC' l nin yori.in-

• 1 Bir dotruya gore 11lmctrl tnrlClnl hatrrl1yalrm: l blr dotru 
olsun. Elter ,1,i•. I dokruaunu. dlk nlan blr dotru parca111 lse ve AA' ntin 
" rta noktas1 I do(tru~u Uzt:rlnde bulunuyors:t, A ve ,1• uc noktalarina 

.l dotrusunn nazaran .,1111etril.·tlr/r.i· denlr. Bir F' i;ekllnln her noktasmm 
1/ lloitru~una nazaran) i<lmetrlAI nhnirsa >·•ml blr F" eeklt elde edUlr. 
I· ve ,. .. 11ekllle1·tne, I <lnitrusunn nazaran ~lmetrlkttrler denlr. 
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gesinde bulunmasm. (Aksi haJde G grubu ac;1larmm farlo 
1t olan iki donme ihtiva eder. 0 halde buna gore, ac;is1 'It 

olan bir donme, yani bir merkezi sbnetri ihtiva eder. 
$ek. 41 e bakm1z). 

Lfilettayin bir M c;okgeni alahm. Bunun bir kenar1 
AB olsun. l' de bu kenar1 dik olarak kesen bir dogru 
olsun. l' dogrusunu ~y'e yonleyelim: dogru uzerinde 
pozitif yonde ilerlersek. AB kenarm1 kestigi noktada M 
<'(>kgeninin i<;inden d1$ma c;1kallm ($ek. 42). Bu $ekilde 
yonlenmi$ l' dogmsu, l dogrusunun yorilngesinde ise, 
AB kenarma pozitif bir i~ret verelim; $8Yet l' ne paralel 

$ek. 41 !)ek. 42 

ve aksi yonde yonlenmi$ olan Z" dogrusu l nin yorUngesi 
iizerinde ise AB ye negatif i$aret vereJim; nihayet, eger 
bu $8rtlardan hie; birisi gerGeklenmiyorsa, AB kenarma 
s1fJr degerini verelim. $imdi M ~kgeninin kenarlarmm 
uzunluklarmm cebrik toplamm1 hesaphyaJ1m ve i$aret 
olarak $imdi s0yledigimiz $ekilde tayin edilen i$aretleri 
alaJ1m. (Eger AB kenarma slf1r deger verilmi$Se, bu 
kenar cebrik toplamda nazan itibara aJmmaz). Bu cebrik 
toplam1 J' (M) ile gosterelim. 

J', (M) say1s1 a$8g1daki iki ozeligi haizdir: (1) aditif
dir ( (3) formiililne bak1mz), ve (2) inraryanthr. (M1 ve 
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M, ~okgenlerinden biri digerinden G ye ait bit' hareketle 
elde edilebiliyorsa, J'1(M1) = J'r(M:) dir.) 

Aditif oldugu yard1mc1 teorem 11 in ispatma benzet• 
bir ispatm aynen tekrarlanmas1 ile g0sterilebilir. 

J'r(M) in invaryant oldugunu g0sterelim, y, G 
grubuna ai{ bir hareket olsun ve Ml 90kgenini M1 ye 
dont~ti.irslin. JU 1 c;okgeninin bir kenari A 1B 1 olsun. M.., de 
buna tekabUI eden kenar A 1B olsun (yani A2B: . A 1B1 in 
g hareketi ile donli$tUgti kenar olsun). Nihayet, 11 dogrusu 
A

1
B, kenanna z. dogrusu da A :B• kenarma dik olsun. 

Bu dogrulardan her biri o $ekilde yonlenmi$ olsunlar ki, 
dogru Uzcrindc pozitif yonde gidilirse gozonilne ahnan 

$ek. 48 $ek. 4-t 

kenar ile kesim noktasma gelindigi zaman, tek.ablil eden 
90kgenin ic;inden d1$Ina c;1ktlsm (~ek. 43). l1 ve l. dogru
lannm I dogruc:>u ile yapt1klar1 ac;1lar da s1ras1yla cx1 ve 
c:t2 olsun. l , dogn1sunun, i dogrusunun yoriingesi tizerinde 
bulundugunu farzedelim. Bu takdirde li nin de l nin 
yori.ingesi Uzerinde bulunacaguu gosterelim. (1) Ege1· g 
hareketi otclcmc isc, z. dogrusu Z1 dogrusuna paralel olur. 
Yonlcri de ayni olacagmdan, i.~ de l nin yorilngesi Uzerinde 
bulunur. (2) Eger g bir donme ise, ac;1s1 oc1 1J.2 dir. 
Fakat G grubu a 1 ac;1h bir donme ihtiva ettiginden 
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U1 dogrusu l nin yoriingesi iizerinde oldugu ic;in). 
(a." a .) + a.1 = a. ~ ac;1s1 ile yaptlan bil' donmcyi de 
ihtiva edecektir. 0 halcl.e z"~ dogrusu da l nin yorUngesi 
uzerindedir. g bir kayan ~imetri ise g nin ekseni iJe, Z 
dogrusu arasmdaki a<;·1 (a a.J ; 2 dir. Bu takdirde ba$lan
g1c;taki sec;ilis sartma g0re l dogrusu da bir kayan simet
rinin eksenidir ( ~ek. 44). 0 halde G grubu ac;1s1 a.1 - a _ 
olan bir donme ihtiva eder. Bundan ba!jka, (yukarda 
i~ret ettigimize gore) G ac;1s1 a olan bir donme ihtiva 
ettigina.en, ac;1.s1 ( a 1 + a J - a 1 = a olan bir donmeyi 
cle ihtiva edcr. Buna gore, bu halde de z~ dogrusu l nin 
yorlingesi Uzerinde bulunur. ButUn bu soylediklerimizoen 
$U neticeyi eldc ederiz: M, c;okgeninin A 1B, kenarmm 
i$areti pozitif ise (yani, l dogrusu l nin yorungesi ilze
linde ise) M" c;okgeninin A_B_ kenari da pozitif isaretlidir. 
Benzer $ekilde A ,B1 kenannm i~reti negatif ise, A .B~ 
kenarmdakinin de negatif olacag1 gosterilebilir. En nihayet 
.1 1B kenarmm degeri s1fJr ise A _B" de ~1f1r degerlidir. 
UI1 c;okgeni M: den g · hareketi yap1larak elde edilir. 
0 halde A "B_ kenarmm isaretinin pozitif veya negatif 
olusuna gore, A 1B 1 kenanmn i$areti de sirasiyle pozitif 
veya negatif olur). Yani, M , ve M 2 c;okgenlerinin mi.ite
kabil kenarlari, J',(M1 ) ve J' ,(M2) cebrik toplamlarmda 
ayni katsaytlarla bulunurlar. 0 halde J', (M1 ) . J' (M; ) dir. 

J'•(M) sayismm aditif ve invaryant olmasmdan 
(paragraf 8 ve 9 a bak1mz), M1 ve M_ gibi G-~par<;ala
nabilen c;okgenler ic;in J'l(Md = J', (M) c~itligi elde 
edilir. 

$imdi, $ek. 45 de gorUlen durumda birbirine denk 
A 1B 1C1 ve A ,B_.C dik ikizkenar ii<;genJerini ala11m. 
A 2B 2C2 Ucgeninin B~C. kenanmn degeri s1f1rd1r; zii-a 
bu kenara dik olan z, dogrusu ile l dogrusu arasmdaki 
ac;1 3/ 4,. dir ve ac;1s1s1 3/ 4 1t olan bir donme de G grubu-
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nun i<;inde olamaz C c;;Unku, bu donmeyi dort defa ardarda 
yapmak·a ac;;1s1 3r. olan bir donme, yani bir merkezi 
simetri clcle edilir). Benzer $ekilde A1Ci. B1C1 ve A :Cz 
kcnarlannm her birine s1f1r tekabtil ettigi gorullir. A :B:: 
kenan ise pozitif i~aretlidir; fakat A ,8 1 negatif i~ret
lidir. Goriiliiyor ki, J' CA 1B1C) =t= J'1(A_B_C%) dir (zira 

bu say1lan1an biri poiitif, digeri negatifdir). 0 halde 
A1B1C1 ve A B C: U<;genleri G-e$par<;alanabilen degildir
ler. Bu isc G grubunun ozeliklerine ayk1r1d11'. 

YARDIMCI TEOREl\.l 14. G gruou biUih1 merkczi 
8imetrileri ihtiva eder. 

s. G grubuna ait bir merkezi simetri olsun (yarchmc1 
teorem 13). O, bu simetrinin merkezi, ve 0 da dilzlemde 
lalettayin sec;il:ni!'} bir nokta olsun. g, G grubuna ait ve 
0 noktasm1 o. noktasma donti~ttiren bir hareket olsun 
(yarchmc1 teorcm 12). G grubuna ait gsg - 1 hareketinin 
0 noktasm1 sabit b1rakhg1 ve merkezi 0 olan bir simetri 
oldugu kolayca gortilebilir. O halde O noktasma gore 
simetri de a grubuna aittir. 

Teorcmin ispat1m tamamlamak i<;in, yard1mc1 teorem 
7 ye gore, G grubunun biitiin otelemeleri de ihtiva ettigini 
kaydetmek yeti$ir. 
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teoremleri 

13. E~PAR<;ALANABlLEN ~OKYUZLULER 

~imdi de kat1 cisimlerin (r;okyiizlUlerin) e$par<;ala
nabilme ve e$tamam1anabilme problemlerini tetkike ba$
hyahm. lki c;okyUzlUden biri.si sonlu say1da bir tak1m 
pan;alara ayr1labiliyorsa, oyle ki, bu parc;alarm uygun 
$ekilde tekrar birle$tirilmeleriyle ikincisi meydana gelsin, 
bu takdirde bu c;okyiizli.iler e$parc;alanabilendirler denir. 

E$parc;alanabilen iki <;okytizliinlin C$it hacimli olacak
lari a$ikard11·. Tabii, derhal akla aksinin dogru olup olma
d1g1 suali gelir·: E$it hacimli biltlin c;okyilzli.i r;iftleri 
C$parc;alanabilen midir? ~ka bir tabirle $Oyle diyebiliriz: 
Bolyai ve Gerwin teoremine benzer bir teorem c;okyi.izli.iler 
ic;in de ~oylenebilir mi? A$agida bu sualin cevabmm 
negatif oldugunu gorecegiz. 

Uk once bu sorunun bir negatif cevabmm manas1m 
inceliyecegiz. BOyle bir negatif cevap, C$i1 hacimli hie; bir 
c;okyiizlil c;iftinin C$parr;alanabilen olamayacag1 mana.sma 
m1 gelir? Tabii ki ooyle degildir. Ewarc;alanabilen <;okyUz
lUlerin mevcut oldugu 8$ikard1r. Mesela, ytikseklikleri ayru 
olan, tabanlarmm alanlan da e$it olan iki dik prizma 
C$parc;alanabilendirler ($ek. 46). Bu Bolyai-Gerwin teore
minden derhal gori.ililr (a$8g1da, paragraf 19 da. dik olsun 
veya olmasm, e$it hacimli her hangi iki prizmanm e$par
c;alanabilcn oldugunu gorecegiz). 0 halde yukardaki sualin 
cevab1 negatifdir demek ne demektir? Bundan $U anlac;;1l-

- 48-
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maktad1r: ~it hacimli oJan biltUn ~kytizliller ~parcala
nabilen degildirler. Yani, ~it hacimli ve ~par~anabilen 
~kytizliller vardlr (meseIA, prizmalar); fakat e§it hacimli 
olup C§'Par(Xllanabile1i obmyan ~k-yuzlii.ler de mevcuttur. 
Bu ilk once fl l de AJman matematik~i Dehn tarafmdan 
ispat edilmi$tir. Dehn hacimleri e~t olan bir kilp ile bir 
dtizgtin U~gen pramidin (dortytizlilnUn) e$par~lanabilen 

Sek. 46 

0JmadlkJarm1 gostermi$tir. Tabii, bunlardan b~ka da 
~par~alanabilen olm1yan, fakat hacimleri e$it olan ~k
yUzltiler vard1r. 

Bu oolilmde bir kilp ile bir dUzgUn dortyUzlUniin C$par
c;alanabiJen olmad1klarm1 gosteren Dehn teoreminin bir 
ispatim verecegiz. Bu ispat, !svi~reli matematik~i Hadwi
ger'in baz1 gUzel fikirlerinden faydaJamlarak yap1lm1$tlr. 

·14. HAOWIGER TEOREMt 

ex., Cl,., · · ·, 11.• lalettayin sec;ilmi$ reel say1Jar olsunlar . 
.n,, n~ . . · ·, n1 gibi, hepsi birden s1f1r olm1yan ve 

n,11., + n~11.~ + · · · + n..11.1 = O (9) 
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$8rtm1 ger<,;ekliyen bir tak1m tam say1lar mevcutsa, 
a" a:. · .. , w sayllarma Uneer bagltd1rlar denir. (9) !)ek
lindeki bir C$itlige de a , a , .. ·, al sayilari arasmda bir 
linecr ba<jl1ltk diyecegiz. Su noktay1 tekrar belirtelim ki, 
>t1, n:. , 1h sayilarmm hepsi tamsayllard1r (pozitif, 
negatif veya s1f1r), ve en az bir tanesi s1ftrdan farkhd1r. 

Veri;mi$ bir lineer bagh say1 tak1m1 i<,;in bir <;ok 
lineer baghhk mevcut olabilir. Mesela 

a, = 1, a. v'2- l, a . = 3v 2 + 1, a. -2v2 

say1lanm gozoniine alahm. 

Bu say1lar arasmda ~ag1daki lineer baghhklarm 
mevcut oldugunu gerc;eklemek kolayd1r: 

2.1-1-1. < ..; 2- 1> + <- 1> <3 v21-1> + 1.2v2= o 

4.1+3·<v'2-1>+<-1><3v2 ..... 1> t o.2,12_ o 

0.1+<-1> < v2-1>+<- 1><3v2+1> +2.2v2 = o 

$unu da kaydedelim ki a , ve a2 ayni birimle ol<,;iile
miyen (yani, s1f1rdan fark11 ve kesirleri irrasyonel olan) 
iki say1 iseler, lineer bagh olamazlar. Ger<;ekten 

Jineer baghhgma gore a,/ a2 <a~ :t= 0) kesri, iki tam 
saymm kesri olan - n.i/n, e e$ittir; yani rasyoneldir. 

$imdi ai. a2, . · ·, a..i saytlarmm her birine ba$ka 
bir say1 tekabill ettiren, bit kaidenin mevcut oldugunu 
farzedelim: 
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0:1 e f ( 0:1) saylSl tekabill etsin, 
a.2 ye f ( 0:2) say1s1 tekabill etsin, 

a.l ya f (a..) say1s1 tekabill etsin. 

takdirde, I (a.1), 

say1larmm bir 
A!;)ag1daki ozeligi gci-<;ckledikleri 

/ la..) , .. , /(a.) sayllarma, a.i. a : • .. -, ex 
aditif fonksiyonunu • belirtir diyecegiz: 
say1lan arasmdaki her 

0:11 O:z • • • t (X.I 

n,a, + lha! + .. . + n1cx.1 = 0 

lineer baghhgmm benzeri olan 

denklemi, f(a. ), f (a.2), •• ., /(a.•) saytlar1 arasmda bir 
lineer baghllktir. 

Eger a.,, a."' . , a. 
Ha1>. /Ca.J, · · ·. I <a.» 

say1lar1 lineer bagh degillerse 
say1lar1 lfilettayin se<;ilebilir. 

Mesela, 111 = 1, a.2 - v5 say1lar1m alahm. Bunlar ayni 
birimle ol<;illemiyen say1lar oldugundan aralarmda bir 
Jineer baglllik mevcut olamaz. Buna gore a1 ve ex, ye 
tekabtil eden /(cx.i) ve /(a:) say1larmm s~iminde, bunlarm 
lineer bagh olmas1m temine ltizum yoktur. Bunu ~yle de 

•i :'\fodern aoruse aore. blr tonksJyon, btr cUmlentn her elema· 
nrna 1bellrll blr kafde lie> baeka blr cilmlenin bellrll blr elemanrru 
t('kabill etllrlr. Mesel&., her ;c reel sayISma tekabUI eden aay1 olara.Jc 
sin ;i· saymnr ahnak blr tonkstyon elde ederlz (slnUa tonkalyonu); eaer 
pozlttr tam sayllar cUmleslnln her sayisma, bu tam snymm en bUyUk 
a8lll bolenlnl tekabUl ettlrlrsck aene blr fonkstyon elde ederlz. Cenel 
olnrak, a.•· a.i. . ..• a 1 say1Jor1 lie dlaer baz1 /Ca.1>. !<a.» . . . . , f<a.

1
> 

suy1lan a rasmda yap1fan blr teknbUI lie blr f tonkslyonu clde ederlz. 
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s0yliyebili riz: f ( 1) ve f( v 5) icin se~ilen degerlere baglt 

olm1yarak, a -= 1 ve a.= v5 igin daima bir aditif 
fonksiyon elde edebiliriz. a., a"' ... , w saytlarimn lineer 
bagh olduklar1 halde, aditif fonksiyon tarifinden derhal 
gori.ilecegi gibi, herhangi bir f aditif fonksiyonuna 
tekabi.il eden I (a.1>. f(a2), .•. , f{at) say1lar1 da lineer 
bagh olurlar. 

Nihayet, 

(10) 

bit' A GQkyilzHisUnUn, iki yilzlii ig agtlarmm (kesi$en iki 
yilzU arasmdaki ic; a<;iJarm) radyan cinsinden ol~UsU, ve 
11 , z., ... , l da s1ras1yla o a~ya tekabill eden yi.izlerin 

Sek. 47 

kesi$tikleri kenarm uzunluklan olsunlar (~ek. 47). Eger 
(10) say1lar1 ic;in bir 

(11) 

aditif fonksiyonu se~ilmi$Se 



5. CokyUzlUler tcln Dehn ve Hadwtger teoremlerl 53 

y1 tarif edelim, ve f (A) ya A ~okyilzli.isUntin bir invaryanti 
diyelim. f (A) invaryantl yalruz A ~kyilzli.isUne degil, (11) 
aditif fonksiyonunun se~ili~ine de baghchr. 

$imdi ~gidaki enteresan teoremi ifade edecek 
durumda bulunuyoruz. 

HADW1GER TEOREM!. Hacimleri e§it Olan A ve 
B ~kyilzlilleri verilmi~ olsu.n. A 9okyilzliis'Unun birbirinden 
farkli bUtiln iki yilzlU i~l.annt (radyan cinsindcn) 
a,, a~. . .. , a. ile, B 9okyilzliis'Unun birbirinden f arkli biUiin 
iki yuzzu i9 aqilarmt '31. (32, ... , (3, ile g6sterelim. 
<:t10 ct21 ' ' •I (J.pl !311 a~. ' ' 'I (39 sayi cUm.Zesine 7t sayistni 
katal1m. Eger, bOylece elde edilen 

'Tt, <J.u a.~, · · ·' <1•, f31t '3~1 · · · • 13• (13) 

sayz cumlcsi i¢n bil' 

f ( 1t) • I ( 0.1), I ( a.J . . . . . /(a..) I 
/((3,), /((3.J, ... , /((3.) (14) 

aditif fonksiyonu mcrcut ise, oyle ki 

/("It)= 0 (15) 

ol.~WI. l c CfJC,. A vc B rokyiizliilerine tekabiil eden inmr
yantlar C§it drgillcrse, yani 

f(A} + f (B) (16) 

ise, bu, takditd(' A tw B cokJJiizWleri e~arcalanabilen, 

degildirler. 

Hadwigerin bu teoremini daha sonra (paragi·af 16 da) 
ispat edccegiz. $imdi daha once bir kUp ile bir dUzgUn 
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dortyUzli.lnUn e$par~lanabilen olmad1klar1m gosteren 
Dehn teoreminin ispatmm, Hadwiger teoreminden fayda
lanarak na;;1l yap1ld1gm1 gorecegiz. 

15. DEHN TEOREMI 

Her $eyden once ~g1daki yardimc1 teoremi ispat 
edelim. Bu yard1mc1 teoremi (ve Hadwiger teorcmini) 
kullanarak Dehn teoremini kolayca ispat edebiliriz. 

YARDIMCI TEOREM 15. n, 2 den bilyiili olan bir 
lam 1wy1, cp de kosiniisil l 1n olan (yani atccos 1 I n cp 

olan) lm· a~imn radyan cinsinden olt;iisii. olsun. Bu talcdtl'd" 
q> v<> 'It sayilan ayni birimle olQ-iilemiy.en say1lard1r. Yrrni 
t!1 vc n. tam saytlanmn her ikisi birden s1f11' olmad1/c(;<t. 

am 1 a rind a 

(17) 

~eldindcd1ir linccr bagl1l1k mevcut de!/ild1t·. 

Bir indirekt ispat verelim. n, =t= 0 olmak Uzerc (17) 

!;>Cklindc bir bagmtmm mevcut oldugunu fa1·lcdclim. 
n, > 0 fartcdebiliriz (>h < 0 ise (17) nin her iki tarafm1 
- 1 ilc Garpanz). n ,9 n_1., ;-; nin bir tam kat 1 oldu
gundan cos n1ip ya + 1 veya - 1 e e$ittir; yani bit· tam 
say1d1r. Hcrhangi bir k + 0 tam say1s1 iGin, cos kip nin 
tam say1 olam1yacag1m gosterelim. 

Trigonometridcn bildigimiz toplam formiillerine gore 

cos (k + 1) q> - cos (k<p + <p) -

cos kq> cos cp - sin kcp sin cp 

COS (k - 1) Cj) = COS (kcp-q>) = 
cos kcp cos <p -1 sin kcp sin G> 
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dir. Bu e$itlikleri tophyarak 

COS (k + 1) cp + COS (k-1) Q = 2 COS kcp·COS c;>. 

veya (cos q> = 1/ n den) 

cos (k + 1) q> = (2 n) cos kq> - cos (k -1) cp (18) 

elde cdili1. 1spat1 tamamlamak i9in n nin 9ift ve tek 
oldugu halleri ayr1 ayr1 tetkik edelim. 

1. hal. n say1s1 tek olsun •. Matematik indtiksiyon, 
kullanarak, bu halde, cos k<P nin, paydas1 n\ pay1 da 11 ile 
ile asal olan bir kesir $eklinde ifade edilebilecegini goste
relim. Bunu gosterdigimiz takdirde k > 0 i9in cos kcp nin 
yukarda soyledigimizin aksine olarak, bir tam say1 olrna
d1g1ru gormU$ oluruz. k - 1 ve k = 2 i<;in ispabm istedi
gimiz ifadc dogrudur: 

1 
COScp=

n 

co5: 2 Q = 2 co~ cp - 1 

2 2-nz 
=--1=---

nD n,2 

( n tek oldugundan 2 ve n sayllan ara1armda asa1d1rlar). 
~imdi ispat1m istedigimiz ifadenin 1, 2, .. ., k say1Jarm
dan he1 birl i<;in dogru oldugunu farzedip, k + 1 say1s1 

•) Dehn teoremlnln lsp11tmda, yalmz bu ha! Ct1 = s ham kulla

mlmaktadrr. 
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i~in de dogru oldugunu gosterelim. lndiiksiyon hipotezine 
gore 

a 
cosk<p=--, 

n• 
b 

cos (k - 1) cp=--
n•-• 

clir ; burada a ve b, n. ile asal olan tam sayllard1r. Bu iki 
~itlik ve (18) den 

2a b 
cos Ck + 1) cp=-- ---

n.n• n•-• 

2a-bn' 

elde edilir. Ne a ve ne de 2 say1s1 n ile ortak 98l'Pan ihtiva 
etmediklerinden 2a - bn2 pay1 ile n sayis1 aralarmda 
asaldlrlar. BOylece ispatlm1z tamamlannu~ olur. 

2. hal. n nin ~ift oldugunu farzedelirn; yani, m bir 
tam say1 olmak Uzere n = 2m olsun. Bu takdirde cos kcp, 
paydas1 2m1 ve pay1 da m ile asal olan bir kesir ~eklinde 
jfade edilebilir (bu da, tamamiyle 1. hale benzer ~ekilde 
indtiksiyon metodu ile gosterilebilir). BOylece, k > 0 ic;in. 
paydadaki saymm pay1 oolemiyecegi gosteri~ olur. 

DEHN TEOREM1. Hacimleri ~it olan bir kup i'le 
bir difagii.n dOrtyii.zlu ~ar~alanabilen degildirler. 

/spat. ABCD dtizgUn dortytizltistintin D noktasmdaki 
DE yUksekligini c;izelim (§ek. 48). E noktas1 ABC e~kenar 
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ii~eninin ag1rhk mcrkezine d~r. Buna gore E noktasm
dan ge<;en AF' dogrusu bir kenar ortaydir. 0 halde F 
noktas1 BC kenarmm orta noktas1d1r. bunun neticesi olarak 

B 
~ek. 48 

DF dogru parcas1 da BCD Ucgeninin kenar ortay1dll'. EF 
dogru parc;asmm uzunlugu AF kenar ortaymm ve tabii 
DF kenar ortaymm ilcte birine e~ittir. Yani 

EF 1 

DF 3 

diir. Buna gore, eger DEF dik ii<;geninin F deki a~1s1m 
(bu ac;1 ABCD dortyUzltisUntin bir iki yi.izlil acISu:llr) cp 
ile gosterirsek 

elde ederiz. 

1 
COS<p=-

3 
(19) 

$imdi Hadwiger teoremini tatbik edelim. Bir A kilbil
niin her iki yUzlU a<;1s1 7t/ 2 ye e~ittir. B dilzgiin dortyilzlil
stintin iki yUzlii a<;1sm1 cp ile gosterelim. Hadwiger teore
rnindeki (13) say1lar1, burada 
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1t 

.... -. cp (20) 
2 

olur. Bu sa} liar arasmda nasll lineer baglthklarm mcvcut 
oldugunu aia$tlrahm, n1, >?.:!, n 3 tam say1lar olmak i.izerc, 
(20) dcki sayllar arasmda 

1t 

n,1t + n. - 1 n.cp = 0 
2 

(21) 

$Cklinclc bir linccr baghllgm mevcut oldugunu farzedelim. 
Bu takdirdc 

(2n, t nJ 1t + 2n,,cp -0 

d1r. Boylccc n ve cp ara(~mda bir Jlneer bagltltk etde cderiz. 
Fakat, cp ve r. ayni birimle ol<;i.ilemiyen sayllar olduklari 
icin (19) dan dolay1, yard1mc1 teorem 15 e gore boyle 
bir linecr baghhk mevcut olamaz). 0 haldc 11 1 t· n. 0, 
n = 0 olmaltchr. Yaru (21) e$itligi 

.. 
111-.. + (- 2n,) --0 

2 
(22) 

$Cklini ahr. (20) say1lan arasmda bundan ba$ka da hnecr 
baghhk mevcut degildir. 

f(Tt> = t(~)= o, f(cp) = l (23) 

olarak alahm. Bu, (20) d~ verilen sayuar ic;in bir aditif 
fonksiyon tarif edcr. Gerc;ekten, (20) say1lari arasmdaki 
her hangi bir Jineer baghhk i<;in, yani (22) $Cklinde bir 
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e$itlik i~in, (23) say1lan arasmda benzer bir lineer baghhk 
bulunabilir: 

1iif(7.) + <-2n.)f ( ~ )-o. 
Boylecc. (20> say1lan i<;in, (15) $artma uyan, bir aditif 
fonksiyon clrlc cdilir. $imdi kUp ile dUzgUn dortyi.izH.inUn 
e!)par~alanabilen olmad1klanmn ispatm1 tamamlamak ic;in, 
(16) nm dogru oldugunun gosterilmesi kal1r. 

A kiibiinUn oniki kenar1 vardir. Kenar uzunlugu 
olsun. 0 halclc A kUbU i<;in f (A) invaryantmm degcri 

f (A ) 12Zf ( ; ) - 0 

chr I Cl:~> c bak1mz). m de, B dilzgiin dortyUz!UsUniln bir 
kenannm uzunlugu olsun. B dortyUzlUsi.iniln /(B) invar
yant1 

f (B) 6m[(9) =I= 0 

~eklindc olacaktu· ( C23) e bakm1z). Buna gore /(A) =I= 

j ( B) dir. Bunun neticesi olarak A kUbU ile B di.izgUn 
dortyiizliisilnUn C!)par<;alanabilen olmachklar1 goriilmii!? 
\'e Dehn teoremi ispat edilmi$ o1ur. 

16. HADWIGER TEOREMININ ISPATI 

$imdi Iladwiger teoreminin ispatma ge<;elim. 

Y ARDIMCI TEOREM 16. 

ex.., a~, ... , ex. (24) 
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(25) 

reel sayrlar olsunlar. 

/Ca.1) I Ca.2), · · ., /Cw.) (26) 

(24) sayilarmm bir aditif /onksiyonu olsun. Oy'/e 

(27) 

saytla.rt buluna.bilir ki, (26) ve (27) sayilari, (24) ve (25) 
saytlan beraberce gozonune alind1klan takdirde, bunlann 
bir aditif fonksiyonunu versin. Ba§ka bir tdbirte (24) sayi
larinin her hangi bir aditif f onksiyonit, (24) ve (25) 
saytlarmm bir aditif fonksiyonu,nu verecek §ekilde geni§
leti'lebilir. 

l - 1 oJdugu hali, yani (24) saytlarma yaJmz bit' y 
say1s1 kattlmakla elde edilen hali gostennek kafidir (zira 
(25) say1lari, (24) sayllarmm cilmlesine birer birer kat1-
Jabilir). (24) say1lari it;in (26) $eklinde bir aditif fonksi
yonun verilmi$ oldugunu farzedelim. y da her hangi bir 
reel say1 olsun. Oyle bir f ( y) say1s1 bulmahy1z ki 

(28) 

say1lar1 sistemi, 

(29) 

-.ay1lar1 i~in bir aditif fonksiyon tarif etsin. 

lspah yaparken a$ag1daki iki hali ayiracagiz: 

1. hal. (29) daki say1lar arasmda, y nm n kat say1s1 
s1f1rdan farkh olmak tizere 
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$eklinde hi~ bir lineer baghllk mevcut degildir. Bu halde 
f ( y) nm degeri olarak her hangi bir reel say1 s~biliriz. 

2. hal. (29) daki say1lar arasmda 

I t- ' I I I 0 >l1 a.1 ll.:i O.i T · · · -r n. a.• -t- n y = , n' =f= 0 (30) 

olacak $Ckilde bir lineer baghhk mevcuttur. Bu halde, 
f( y) say1sm1 

e$itligini gerc;ekliyecek $ekilde tayin ederiz. (31) den 

n i' n.' n.' 
/(y) = - - f(a.,) - - f<a.2) -

n' n' 
- -/(w) ,,,,, 

bulunur. Bu $ekilde (29) daki sayilar it;in bir aditif fonk
siyon elde edilecegini gosterelim. 

11.ia.1 + n.a.: + · · · + n•w + ny = 0, (32) 

(29) daki say1lar arasmda lalettayin bir lineer baghhk 
olsun (bu (30) dan farkh veya belki onunla aym da 
olabilir). (28) deki say1lar arasmda da benzer bir lineer 
baghhgm mevcut oldugunu gostermeliyiz; yani 

1iif(a.,) I n.1/(a.:) I · · · t n.f (w) + nf( y) = 0 (33) 

$eklinde bir C$itligin oldugunu gootermeliyiz. Bunu da 
8$agtdaki gibi yapabiliriz: (32) e$itliginin her iki yamm 
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1i' ile c;arpahm. Elde edilen e~itlikten, (30) u n ile c:arp1p 
c;1karahm: 

(n'n,-nni'> a. + (n'lh-nn/) a.+ 
+ ... + (n'n1 - nn ") a • = 0. 

BOylece (24) deki say1lar arasmda bir lineer baghhk elde 
etm i~ oluruz. (26) C.aki say1lar da bunlarm bir aditif 
fonksiyonunu belirttiginden 

(n'n1 nn,')f(a1) + (n'n2- nn/)f(a.2) + 
t- ... + (n'n•- nn•')f (cx.l) - 0 

~klinde bir e~itlik mevcuttur. (31) denklemini n ile 
<;arparak bu e~itligi iHive edersek 

n'nif(a.1) + n'n .. f(a.2) + · · · + n'n.f (a.. ) + n'nf(y) = 0 

buluruz. Nihayet, n' =t= 0 oldugundan son denklemi n' ile 
oolerek (33) ti eJde ederiz. Buna gore (28) deki sayllar, 
(29) daki sayllarm bir aditif fonksiyonunu verir. 

YARDIMCI TEOREM 17. A, scmlu sayida, daha 
lclt<iii.k ltf,, M ,, ... , M ffO'/cyiizliilerine pa1·yala.nm1~ blr 
~o'/cyiizW. olstrn. A mn bUtii.n f arklt iki yii.zlil avtlartnt 

(34) 

ile, ve M1, M:, ... , M. r;okyii.zliilerinin aralannda farkli 
bUtUn ikiyii.zlu ar;tl.arim da 

(35) 

ile gosterelim. (34) vo. (35) saytlar ci.i.mlesine '7t yi kataralc 
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sayi cUmlcsini nlde eddim. 

/(i.), /(a,) /(a2), · · ·, j((J.J'), 

f<-y.), /(yJ, ... , j(y.) (37) 

ile rcrile11 bit' aditif fonk-..<;iyon vardir. 0y1£ ki 

f (7t) = 0 (38) 

olsun. Bu takdirde, gozonilne alinan ~okyiizliilerin 

invaryantlan 

c~itli[jini 9cr~klcrler. 
Bunu ispat ic;in, A, M 1, M2, ••• ; M1 c;okytizlillerinin 

kenarlarm1 te$kil eden dogru parc;alarim gozonline alahm. 

Bu dogru par<;alari Uzerinde A, M,, Mi, ... , M. c;okyilz
lillerinin ko!)elerini ve bu dogru parc;alarmm birbirleri ile 
kes~tikleri noktalari i~etliyelim. Bu suretle, sonlu 
say1da, daha k1sa dogru parc;as1 elde ederiz. Bu k1sa dogru 
parc;a1arma halka diyecegiz. Bir ktiblin daha ktic;Uk c;ok
yilzlillere parc;alanmas1 Sek. 49 da gorillmektedir; bu 
$ekilde, kilbiln Z, olarak isimlendirilmi$ kenari, Uc; ml> 
m 2 , ms halkasm1 ihtiva eder. Gene] olarak A, M2 , ••• , M1 
<;okyilzlillerinin her hangi bir kenarmda bir veya bir kac; 
halka vard1r. A <;okyilzlilsilnlin her halkasi (yani, A c;ok
yilzlilsilniln kenar1armdan biri Uzerinde bulunan her halka) 
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M 1J M~J ... , M· GOkyi..izlillerinden bir veya bir kacmm da 
bir halkas1dir. A <;okyUzliislinUn halkalarmdan her hangi 
bir tanesini alahm; bunun uzunlugu m ve A GOkyUzlUsilnUn 
buna tekabill eden iki yi.izlli ac1s1 a olsun. a, (34) deki 
saytlardan biri oldugundan, f (a) tarif edilmi$tir. mf{a) 
~arp1mma A cokyUzllisi..inUn, gozoni..ine alman halkasmm 
ag1rligi diyecegiz. Benzer $ekilde, M., M2, · · ·, bf cok
yi..izlillerinde halkalarm ag1rhklarm1 tarif edelim. ~unu da 
kaydetmeliyiz ki, ayni bir halka, kendisine biti$ik olan 
farkb ~kyi..izlUlerde farkh agirllklar1 haiz olabilir; zira 

Sek. 49 

bOyle bir halkada, biti~ik ~kyi..izliller farkh ikiyUzli..i 
ac1lan haiz olabilir. 

$imdi A cokyUzllisi..inUn biltUn halkala1·m1 gozoni..ine 
alallm, ve bunlann A <;okyi.i.zllisUndeki ag1rhklarm1 bula
hm ve bi..itlin bu agtrhklar1 tophyahm. Bu toplamm A 
~kytizllisi..ini..in f CA) invaryatma ~it oldugu kolayca 
gori..ilebilir. Bunun ac1kca anl8$11abilmesi i<;in A c;okyi..izlii
si..ini.in Z1 kenanm alalun ve bunun m 1, m", m., gibi ii~ 

ha1kadan meydana geldigini farzedelim ($ek. 49). ml> 
m , m:i halkalarmdan her birine, A c;okyUzli..isiintin Z1 

kenarmdaki ikiyUzlU ac1s1 olan, ayni bir a1 ikiytizlti aGISl 
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.tekabUl eder. Buna gore m 1• m~. n~ halkalarmm ag1rhkla
rmm toplam1 

mi/Ca.1) + nt,f (a.1) I nt3fCa.1) -
- (m. m . : m a)Ha.1) = li/(a.1) 

dil'. Ayni ~kilde A c;okytizlilstintin l2 kenarmm bi.ittin 
halkalarmm agirhklarmm toplam1 da l:/(a.2) ye e~ittir, 
•.. v.s. Buna gore, A c;okyilzlUstintin bUti.in halkalarmm 
.ng1rltklarmm toplam1, ( 12) toplammm aynidir; yani A 
<;okyWfutinUn f (A) invaryantma e~ittir. 

Benzer ~ekilde, M 1• M ., ... , M. <;okyi.izJUlerinden 
her birisinin invaryant1 da bi.iti.in halkalarmm agirhklar1 
toplamma e~iltir. (Tabii, her halkanm agirhg1, gozoni.ine 
ahnan <;okyi.izli.i ic;in h<'saplnnacakt1r.) 

$imdi (39) e~itliginin gerc;eklendigini goreJim. Bu 
e~i tligin sag tarafm1 bulmak i~in Jf11 M 2 • •••• !If, <:0kyi.iz
llilerinin he1 birindeki bi.iti.in halkalarm ag1rhklar1m 
hesaplamahy1z. Bu toplamda, m halkasma tekablii <'den 
terimdeki katsay1y1 bulahm. m halka!'ma biti~ik olan 
M 1 . M .. , · .. . M. c;okylizli.ilcrinin ikiyi.izlil ac;1lan 

y •, y 1, .• . , Y• 

ile gosterilmi~ o!.sunlar ( bunlar (35) deki say1lar arasmda 
bulunurlar). O halde gozoni.ine ahnan halkanm, ikiyi.izli.i 
ac:1s1 y olan c;okyi.i.zJUcleki agU"!Jgi mf ( Y'). ikiyilzli.i ac;1s1 
y1 olan c;okyi.izli.ideki ag1rhg1 mf ( y1), ... v.s. dir. Bumt 
gore, m halkasma biti~ik olan M" M:. . . . , M1 ~okyi.iz
li.ilerindeki bi.iti.in m halkalarmm agll'hkla1·1 toplam1 

mf(y) m/(y,) t- ... + mf(y,) ( 10) 

ile verilir. 
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Halkalarm her biri a.$ag1daki U~ tipten birinde 
olacaktir: 

( 1) A ~kyilzlilsilnlin tamamiyle icinde kalan hal
kalar (yalruz u~ noktalar istisna te~kil edebilir). Eger m 
ooylc bir halka ise ve M1, Mz, .. ·, .M1 <;okyUzlUlerinden 
her biri m dogru parcasma biti~ik isc bu dogru par~sm1 
bir halka olarak kabul cdiyorsa, m halkasma biti!}ik olan 
eokyUzlUlerin, bu halkaya tekabill eden biltiln ikiyUzlil 
acllarmm toplam1 27" dir (~ek. 50 a ya bak1mz; bu $ekilde 
vc 50b, 51, 52a, 52b ~ekillerinde, A ~kyUzlilsUnUn ve m 
halkasma biti$ik olan cokyilzlillerin parcalam~1 m. hallrn-

(a) (b) 

$ek. 50 

sma dik olan bir dilzlem Uzerinde gosterilmi$tir. Bu $Ckil
le rde m hakasrmn kencllsi de R noktas1 ile gosterilmi$tir.) 
0 halde, bu tipte 

Y' + y1 + · · · + Y• -= 21t 

veya 
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dlr. Bu; (36) daki sayilar arasmda bir lineer bagllhkt1r. 
Buna gore 

du·. (38) i kullanarak, son denklemden 

elde cclilir; o halde (40) ifadesi de sifira e~ittir. 
Eger m, A c;okyilzli.isilniln i~inde kalan bir halka ise, 

vc m dogru par~asma biti~ik olan M1, M 2, ••• , Mt c;okyUz
lillcrinclcn biri bu dogru par<;as1m bir ha1ka olarak kabul 
etmezse c. (yani, m dogru par<,;as.I, M1, M 2, ••• , l'tfa c;ok
yi.izli.ilcrinclcn birinin bir yilzi.i Uzerinde bulunursa), geri 
kalan c;okyi.iz1tilerdcn m dogru par~a bit~ik olanlann 
iki yi.izlU ac;1larmm toplam1 'lt dir (~ek. 50b): 

y1 + y1 + ... + y. = ;. . 

Buna gore (40) ifadesi (yukarda izah edilene benzer 
sebeptcn) s1f1ra e~it olur. 

~u halde, ag1rhklarmm toplanu slfir oldugundan, 
A ~kyUzli.islini.in ic:;crisinde kalan halkalar (39) ~itliginin 
sag tarafmm hesabmda ihmal edilebilir. 

(2) A ~okyilzli.isilniln yilzleri Uzerinde olup, kenar
Jari Uzerinde bulunm1yan halkalar. Bu halde 

•) E#er m dotru 1>0.rcrunna b1tl8lk 1k1 cokyU.zIU lcln, bu dotru 
po.rerun blr halko. detttse, yanl, m bltlslk lid cokyllz!Unun yUzlerl Qzer1nde 

bulunuyorso., m doATu parco.srna yalruz bu 1kl col(ytlz!U b1tltlk olur. 

O halde m, M1, Ms • • • , M• cokyUzlUlerinln bir kenan 11zerlnde 
bulunamaz, dolayrslyle blr halko. det!ldlr. 
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Y' + y1 + · · · + Y• = 'lt 

o"up (~ek. 51), evvelki haldeki gibi ( 40) ifadesi s1f1rdtr. 

$Ck. 51 

(3) A ~kyUzlUsilnUn kenarlari Uzerindc bulunan 
halkalar. Bu halde 

y1 + YI + . . . + Y• 

toplarm, tekabill eden kenarm iki yUzlU aG1s1 <J. yn ($· k. 
52a), vcya <J.-T. a1;1sma ~ittir: yani 

Y' + y1 + · · · + Y• = <J. 

veya 
y1 + y1 + · · · + Y• = <J. - 1t 

dir. Bu son hal, a ag1s1 'it den bUylik ise olabili1· ($ek. 
52b ye baklnlz). Her iki halde de 

f (y1) + f(y1) + ... + f(y.) = f (a.) 

dlr ve gozonUne alman halkanm, A gokyUzH.isilndeki 
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agirhg1 olan (40) ifadesi mf(a.) ya e$itti.r. Buna gore (39) 
~itliginin sag tarafmda gorillen toplam, A ~kytizlUsiinUn 
bUtUn halkalannm agirhklan toplamma, yani f (A) 
invaryantma ~ittir. 

R 

(a) (b) 

$ek. 52 

Hadwiget tcorcmini>~ ispati. A ve B ~kytizH.ileri 

e$par~alanabilen o sunlar, ve Jf1, JJ!:, ... , M. de, bir araya 
getirilmekle A veya B elde edilen ~kytizliller olsunlar. 
Ml, ltf :. . .. , 111. ~kyUzlU erinin i~, ikiyUzlU aGllar1 
Yh Y21 · • ·, Y• olsunlar. Yard1mc1 teorem 16 ya gore, (14) 
aditif fonksiyonu 

7:, CX11 <1..~, • • ·, CX•, l31t f3i, · · ·, 13,, "'(11 "'(~, • • • 1 "'(r 

say1larmm bir aditif fonksiyonunu verecek ~kilde geni$
letilebilir. (Yukarda oldugu gibi, bu aditif fonksiyon (15) 
$<11 tm1 ger~ekler.) A ~kyUzlUsii M1, M2, ... , M. !:;OkyUz-
1iillerinden meydana geldiginden f (A) invaryantl 

dir (yard1mc1 teorem 17). Fakat B !:;QkyiizlUsil de M,, 
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Mi, ... , M. c;okytizlillerinin bir terkibi ile meydana geldi
gmden 

dir. 0 halde f(A) = f(B) dir ki bu (16) bagmtisrmn 
aksidir. Buna gore Ave B c;okytizlillcrinin e!}par~anabilen 
olmasi faraziyesi bizi bir ~-i~meye gotilrUr. 

17. n-BOYUTLU ~OKYOZLOLER 

n-boyutlu uzay fikrine ~1k olan okuyucular i~n 
~gidaki ek ihtar ilgi c;ekici olabilir. M, n-boyutlu bir 
!;;(>kyilzlil, L de bunun (n - 2)-boyutlu ytizJerinden bir 
tanesi olsun. Bu halde JI,! ~kyilzlilsilniln, L ytizline biti!}ik 
tam iki tane (n -1)-boyutlu yilzli vard1r. Bunlar1 A ve 
B ile gosterim. A ve B ytizleri arasmdaki a!':1ya, L ytiziln
deki ikiyi.i.zlii. a~i denir. Bu kendi lineei· ac;1s1 ile, yani, biri 
A digeri B ytizli ic;inde olup, L ytizUne dik olan bir <;ift 
dogru arasmda kalan a!':I ile olc;Ullir. 

Eger, Li, L , ... , L1, n-boyutlu M ~kylizlUslinUn 

(n. - 2)-boyutlu ytizlcrini t~kil ediyorlarsa, l., l 2, ••• , lt. 
da bunlarm ( n - 2)-boyu.tlu hacimleri, ve 1X1, <Xz. ••• , IX•, 

M ~kyilzJilslinlin bu ytizlerdeki iki ytizlU ai;tlar1 ise, 
a" 1X2, ••• , w say1lar1 i<;in hesaplanan (11) aditif fonksi
yonu (sah. 52 ye bakmIZ) (12) toplam1m tarifte kullantla
bilir. Bu toplama bf ~kytizliistiniln invaryanti diyecegiz. 
lnvaryant bu ~kilde tarif edfdigine gore, Hadwiger 
teoremi, ispatl ile bcraber, n-boyutJu c;okytizlUler i!';in de 
dogru olur ( r 4] e bakm1z). 

Dehn teoremi de kolayca genelle~tirilebi"ir. Dlizgiln 
bir n-boyutlu piramidin (simpleksin) ikiyiizlti ac;Ilar1 
arccos 1/n e e!}ittir. (Paragraf 15 de verilene tamamen 
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benzer ~ekilde, indUksiyon yo·u ile, okuyucu bunu kendisi 
kolayca yapabilir.) Bundan derhal, yardunc1 teorem 15 i 
kullanarak, n > 3 i~in, hacimleri ayni olan dilzgtin bir 
piramid ile bir kUbiln e$Par~anabfen olmadlklar1 gorii
lilr (paragraf 15 e bak1mz). 
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18. LIMITLER METODU 

DUzlem $ekiller i~in kullandJgumz alan hesab1 meto
dumuzu hatirhya' im. Dile dortgenin alam ii;in formill bu
lunduktan sonra, diger i;okgenlerin alanlar1 hesab1, basit 
iki metoddan birisinin kullarulmasma indirgenmi$ olw·: 
par<;alama metodu veya tamam ama metodu. Duzlem 
geometride limitler metodu yalmz egrisel i;;ekillerin af an
larmm hesabmda ku laruhr. 

Sek. 1$:-l $ek. 51 

Kati cisimlerin hacimlerini hesaplarken, bazan pari;a
lama veya tamamlarna metodunu kullaruriz. Mesela, bir 
egik prizmamn hacminin, bir kenar:uun uzunlugu ite o 
kenara dik olan kesitinin alarurun i;arpumna e$it oldugunu 
gostermek ii;in, ya pari;alama metodu (~ek. 53), veya 
tamamlama metodu ($ek. 54) kullarulabilfr. Ba$ka bir 

-72-
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deyimle, her egik prizma, bir dik prizma ile C$par<;alanabi
len (ve e$tamam.lanabilen) dir. Bu dik prizmanm yan 
kenarmm uzunlugu verilen prizmarunki ile aynidir. Tabaru 
da verilen prizmanm yan kenarma dik olan bir kesitine 
denktir. Her dik prizma da bir dilzgUn paralelyilzle ~par
<;alanabilen (ve C$tamam.lanabilen) oldugundan, a$ag1daki 
teoremi elde ederiz: He:r egik prizma, e§it hacimli bir d'ilc 
dOttgenk:r prizmasi ~1e ewar~alanabilen (e~tamamlana

bilen) dit. $u halde, herhangi bir (dik veya egik) prizma
nm hacminin hesabmda hem par~alama ve hem de tamam
}ama metodu ba$an ile kullamlabilir. 

$Ck. 55 

Fakat, bir piramidin hacminin hesabmda bu iki 
metoddan hie; birisi kullamlamaz. Bunlar ycrine limitler 
metodu kullamhr: bir tak1m basamaklardan meydana 
gPlmi$, biraz kar1~1k bir katl cisim gozonUne alahm (~ek. 
55), sommz sayida klicilk basamaklara ayirarak ($eytan 
merdiveni) limite ge<;elim. Burada ne olabilir? Acaba 
matematik<;ilerin, par<;alama veya tamamlama metodlarm1 
kullanarak, bir piramidin hacminin hesab1 i<;in basit bit· 
formiil bulamamalar1 sadece daha az ~nslari yUzlinden 
midir? Hal boyle degildir: bu metodlar bir piramidin 
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hacmini veren formilliln bulunmasmda tamamen yetersiz
dirler. BOyle bir formilliln elde edilmesi i<;in, daha kar1$1k 
bir metodun (limitler metodunun) tatbikinden kac,;m1-
Iamaz. 

Buna kanaat getirmek maksadiyle, piramidin hacim 
hesab1 i~in veri1en ah$Iln11$ usuli.i hatrrhyahm. ABCD bir 
dortyi.lzlil olsun. Tabam ABC, yan kenar1 AD olan bir 
ABCDEF cgik, il<;gen prizmas1ru· in$U edelim ($ck. 56). 

c 

Sek. :56 Sek. 57 

Bu prizma ti<; ABCD, BODE, CDEF dortyilzli..isilne ayn
labilir ($ek. 57). Klsaltg1 temin i<;in bunlan M,, M~, M 3 

He gostcrclim. M1, M~, M, piramidlerinden herhangi iki tane
sinin dcnk tnban an ve e$it yilkseklikleri oldugu kolayca 
gori.ilebilir. 0 halde geriye, tabanlari denk ve yukseklikleri 
e~it olan 1ki p'raniidin. hacimlerinin ayni oldugum1,n gos-
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terilmesi kahr. Limitler metodu ile ispat ettigimiz bu 
iddiadlr. Bunu parcalama metodu ile ispat etmenin kabil 
olmad1gm1 gostereceg1z. Bunun icin, tabanlari dcnk ve 
yilkseklikleri e$it olan, fakat uygun bir f aditif fonksi
yonu ii;in invaryantlari ([12J ye bakmlz) farkh olan bir 
~if t piramidin mevcut oldugunu gC.Sterelim. Bunun neticesi 
olarak, Hadwiger teoreminden bu iki piramidin e~pru·ca
lanabilen olmadlklan neticesi elde edilr. 

I 

Tekrar $ek. 56 ve 57 ye donelim. llf1 piramidinin 
(yani, ABCDEF prizmasmm in$asmda kullamlan ABGD 
piramidinin) di.izgUn piramid yani, di.izgtin bir dol'lyi.izlU 
oldugunu kabul edclim. Yard1mc1 teorem 16 ya gore (23) 
aditif fonksiyonunu, M1, M 2, Ma piramidlerinin vc ABGDEF 
prizmasmm btitlin ikiyi.izlU acliarmm bir aditif f onksi
yonu olacak $ekilde geni!? etmek mi.imkilndur. $u halde 
f (Jl11) + f(M~) + /(1118 ) toplam1, ABO DEF prizmasmm 
invaryantid1r (yard1mc1 tcorem 17). Bu dik prizma, bir 
dik paralelytiz ile e!)par<;alanabilen o dugundan (burada 
biltiin ikiytizli.i ac1lar -r: / 2 ye C$ittil'), bu prizmanm 
invaryanb s1fira e$itlir. 0 halde 

d1r. Jlf1 di.izgtin piramidinin f (1111) invaryantmm s1f1rdan 
farkh oldugunu onceden bi iyoruz. 0 halde 

C$itligi mevcut olamaz. Zira aksi hal (41) formilli.ine 
uymaz. Buna gore M 11 M,, MJ piramidleri arasmda invar
yantlari farklI olan bir c;ift vard1r ve ao·ayisiylc bu cift 
C$par~alanabilen degildir (Hadwiger teoremine gore). 
Boylece, tabanlan denk, yi.ikseklikleri ayni o·an ve ~par-
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c;alanabilir olm1yan bir <;ift piramidin mevcut oldugunu 
gostermi$ bulunuyoruz. 

GOruli.iyor ki, par~a ama metodu bir piramidin hac
mini hesaplamak i~in kafi gelmez. Tamamlama metodu 
ic;in ne roylcnebilir? A~g1daki teoremden, tamamlama 
metodunun tatbik edilemiyecegi derhal gortiltir •. 

TEOREM. A Pe B 9okyu.Z?illeri Hadwiger teoremin
<leki ~artl<m gerrekliyorlarsa, e§tamamlanabilen de{jildirlcr. 

J.~pat. Aksinin dogru oldugunu farzedelim. M1, M~ . 
· · ·, M. gibi, A ve B den her birine katmakla aym C c;ok
yi.izlUsi.inti veren c;okyi.izltiler mevcuttur. Yard1mc1 tcorem 
16 ya gore, (11) aditif fonksiyonu, M 1, M,,, ... , M,, C 
<;okylizltilcrinin, bi..ittin ikiytizlli a<;1larmm bir aditif fonk
siyonunu verccek $Ckilde gcni$letilebilir. Yard1mc1 teorem 
17 yi tatbik edcrek 

/(C) 

f(C) 

/(A) + f(M1 ) + 
/(B) + /CM1) + 

+ f(~f.), 
+ f(M.) 

elde ederiz. Fakat bu e$itlikler (1) bagmtis1 ile bir 
<;eli$me te:?kil ederler. BOylece, A ve B <;okyi.izltilerinin 
C$tamamlanabilemez olduklar1 gorUlmti$ olur. 

Bu teoremden. dlizgtin bir dortytizlti ile bir ktibi.in 
yalmz C$parc;alanamaz degil, ayni zamanda e$tamamla
namaz olduklan gori.Htir. Denk taban ve e$it yilkseklikleri 
olan. fakal invaryantlari farkh olan piramid c;iffcri de 
estamnmlnnamazlar. Yukarda, boyle piramid c;iftlcrinin 
mevcut oldugunu gordligumtizden, bir piramidin hacmi
nin hesabmda tamamlama metodunun kullar11lam1yacag1 
a$ikard1r. 

• ) 'l'nmnmlnmn metodunun lalb!k edllemlyece~r, 1111u~1da t~pntt 

ver!Jen, dnhn ac•nt>l Sydler teoremin!n b!r nellc"sldlr. 
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19. PAR~LAMA VE TAMAMLAMA METODLA
RININ E~DECERLICl 

Bu kitapc1gm i"k bolUmUnde, dilzlem ~okgenler icin 
e!:jparc;alanabilme ve e$lamam1anabilmenin ayni manayi 
haiz oldugunu gordlik; yani duzlem cokgenler it:;in parga
lama ve tamamlama metodlari e$degerdir. Bunun, l. BO
ltimde verf en ispat1, alanlar1 e$it olan cokgen ciftlerinin 
~parc;alanabilir olduguna dair Bolyai-Gerwin teoreminf' 
dayamr. Biliyoruz ki, iki c;okyilzlUntin hacimlerinin C$il 
olmas1 e$par!;<ilanabi ir veya C$tamamlanabilir olmalarm1 
icap ettirmez. Buna gore, Bo!Um 1 de kullamlan usullerle, 
c:okyilzliller ic;in tamam · ama ve parcalama metodlarmm 
C$dcgerligini gostermck mlimkUn dcgildir. Bu metodlarm, 
c;okyuzlUler ic;in e$deger olup olmad1klan sualine a$ag1daki 
lc~orem cevap verir. 

SYDLER TEORE:\11. lki ~okyiizlii yalmz e~parra
lanabilcn olduklart takdircio (rn anr.ak bu haldc) c~tmnam-
lanabiicndirler ( LS I e bakm1z). ' 

Bu teoremi birka~ yard11nc1 teorem y;\rd1m1 ilc ispat 
edecegiz. 

YARDIMCI TEOREM 18. A i:e B e.~par~alanabilcn 

iseler, ayni zamanda e.~tamamlanabilitler. 

M., M2 , • • • , Af,, uygun $Ckilde birle$til'ilmckle A veya 
B nin el.de edilebilecegi c;okytiz!Uler olsunlar. Gerektiginde 
B yi kayd1rmak suretiy·e, A ile B nin ortak noktalarmm 
bulunmad1g1m farzedelim. M, her iki A ve B <,'OkyUzlUsunU 
ic;inde ihtiva eden bir GOk yilzlil olsun. M .. da M GOkyuzlU
sunUn, A ve B nin d1$mda kalan parcas1 olsun. Kolayca 
gorillUr ki, M0 , M1 , M", . ., M· c;okytizlU"erini kullanarak 
_1 ve B c;okyilzlUlerini M c;okyi.iz!Usilne tamamlamak mi.im· 

• J Bu parngrar Ilk okuyu~tu ll'rkedlleblllr. 
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kiln olur. Ger~ekten, M1, M", ... , Mt !:;'Qkyi.izlillerini A !:;'Qk
yUzlUsUnU te$kil edecek $ekilde birle$tirirsek, Mo, M 1• 

M2, ... , lJ!t c;okyU.zlilleri o $ekilde birle$tiri1ir ki, B istisna 
edilmck suretiyle, biltiln M ~okyUzli.isi.i dolduru mu$ 
olsun; yani bu ~ok yUzliller 111 ~okyUzlUsilnde B yi tamam
larlar. 1111, M2, .•. , Mt !:;Oh·yU.zlillerini B ~kyi.izlUsilnil lC$kiJ 
edccek tarzda bil'le$tirirsek, A ~okytizlUsilni.in M 0, M 1 , 

M:, ... , lift ile 11! ~okyU.zlUsilnli verecek $ekilde tamamla
nabilecegi gorillUr. Euna gore A ve B e$tamamlanabilirlcr. 

$unu kaydcdclim ki, M0 ~okyi.izli.isi..i, ic;inde A ve B 
c;okylizlilleri $Cklinde iki bo$luk olan M ~kyi.izlUsi.inden 

ba$ka bir $CY degilctir. Okuyucu Mo m bir «C:Okyi.izlil» 
olmachg1m cli.i!)iini.iyorsa, bu cismi «bo$luklar> ihtiva ctmi
ycn bir tak1m c;okyi.izlillere «par<;al1yarak» ispatl tamam
byabilir. 

YARDIMCI TEOREM 19. Hacim"/eri e§it olan biUiin 
ptizma ~ift;!cri P.!fpar(:alanabilirdirl.er. 

1Ik once $unU kaydedelim ki, eger iki prizmanm 
tabanlarmm alanlan e!}it ise ve paralel di.izlemlerde bulu-

$ek. 58 

nuyorlarsa, ve eger doguranla.i'1 da ~it ve paralel ise"er 
($ck. 58), bu prizmalar C$Par~anabilirler; zira, Bolyai
Gerwin teoremine gore tabanlar1 e$parc;alanabilirler. 
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Bundan ~u netice c1kar: her prizma bir paralelyUz 
(gene! olarak cgik} ile e~parcaianabilendir. 

Bundan bal}ka her egik paralelyi.iz bir dik paralclyilz 
i:e e~pai·~alanabilendir. P egik paralelyilzUn tabanmm 
di.izlcmi p, A bu dUzlcmin bir noktas1, A.B dogru par~s1 
da P paralelyilzUnlin yan kenari ile e$it uzunlukta ve ona 
paralel olsun (~ck. 59}. l de AB dogrusunun p dUz emin
deki izd~i.imU, ve m, p dUzleminde A noktasmdan gecip, 
l ye dik olan bir dogru olsun. 

$ek. 59 

Z ve m dogrulari i.izerinde, kenar·an AO ve ~4D olan 
dik dortgenin alam, P paralelyilzi.inUn tabanmmkine C$it 
olacak $Ckildc 0 ve D noktalar1m secelim. Tabam bu dik 
dortgen ve yan kenar1 AB olan Q paralelyilzi.ini.i cizelim. 
Tabanlari hakkmda evvelce soy enenlere gore P ve Q 
paralelyUzleri C$parcaianabilendirler. ~imdi kenarlar1 AB 
ve AO olan para·elkenan Q paralelyi.izijnUn taban1

1 
AD yi 

de yan kenari olarak alal1m; Q paralelyi.izi.iniin dik oldu
gunu gorUri.iz (AD .L AB, AD .L AO). 

K, Q paralelyUzU ile ayni hacimde o ·an bir ktip, ve 
a da K nm kenarlarmm uzunlugu olsun. Q niin tabam 
yerine, bir kenari a olan ve alaru Q nlin tabaruna e$it oJan 
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bir dik dortgen alallm; Q i e e$par~anabilir olan ve bir 
kenarmm uzunlugu a olan bir clik paralelytiz elde ederiz. 
Bu c.hk pat a1e1yi.iziln uzunlugu a olan kenarm1 yi.ikseklik 
olarak ahr ve tabamru da ayni alanll bir kare ile dcg1~ti-
rirsck, K kilbiinil elde ederiz. 

O halde, her prizma ayni hacim i bir kilp ile e$par
Galanabilcndir; bundan, hacimleri ~it olan iki prizmanm 
C$parc;alanabilir oldugu neticesi ~1kar. 

A$ag1daki yardlmc1 teoremleri ifade ctmcden once, 
notasyon hakkmda baz1 gerekli izahat vcrelim. A ve B 
ortak i~ nokta an bulurumyan iki c;okyUzlU olsun. A ve 
B nin birlikte i$gal ettigi biltiin uzay1 dolduran tck <;-ok
yUzlUyi.i A t B Uc gc5terehm. !kiden fazla c;okyUzliinUn 
~toplam1> benzcr $Ckilde tarif edilir. Ozcl olarak, egcr A 
<;okyU.zlUsi.i llf i. M

2
, , M c;okyi.izlillerine parc;alanm1$sa, 

bunu A = 11!
1 

+ Bf: + ... +Ml $Cklindc ifade cdclim. 
Bundan ha~ka, cger n tane M" M~, ... , 111. c;okyi.izlilsiinclcn 
her biri bir JJf c;ok} UzlUsilne denk ise, yukarda tarif cdi en 
$Ckildcki toplamlarm1 klsaca gostermek iGin nM i$aretini 
kullanacag1z. Bir c;okyi.izlil, M c;okyUzlilsi.ine bcnzcr ise 
ve bcnzerlik katsay1s1 ).. ise, onu da M1>- 1 ile gosterccegiz. 
Nihayct, ,.,, i$c1.rctini c;okyi.izlU erin e$par<.~lanabilir ol<luk
lar1m gostcrmek ic;in kullanacag1z; yani A - B i!)iarcti, 
A ve B c;okyiizlillerinin e$pari;alanabilir olduklarm1 ifade 

edcr. 

YARDTMCI TEOREM 20. P11 P2 . .. , P• ortak i9 
noktaJ,an olmiyan bit' prizmalar dizisi ve P de, hacmi, 
P

11 
P~, .. , p, nm hacimleri toplamma e§it olan bil ptizma 

olsun. Bit takdirde • 

dit. 
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Bu yardrmci teoremi ispat i~ P1, P:, ... , p. prizma-
larmdan her biri yerine, tabanlar1 sirasiyle P1 , P,, . .. , P. 
nm tabanJarma denk, hacimleri de s1ras1yla Pt> P,, . .. , Pt 
run hacimlerine ~it olan 'lt11 1t2, • • • , r.• dik paralelytizle
rini alabm. Sonra, bu yeni paralelytizleri ilst ilste yerl~
:tirelim ($ek. 60). Bu tarzda bilylik bir ::: paralelyilzij elde 

Sek. 60 

.ederiz. 1t nin hacmi P prizmasmm hacmine ~it oldugundan 

P1 + Pi -f- · · · + P. - 1t1 + r.: + · · · + 1t• - 1t - P 

elde ederiz (Yard1mc1 teorem 19 a baklruz). 

y ARDIMCI TEOREM 21. M Uilettayin bir 901cyilzlu 
ve n bir tabii sayi ol.mn. Oyle bir P prizmasi vardir ki 

MCn> ..., P + nM 

ol.stm. 

Bu yardlmc1 teoremi once M nin bir dortyiiz]U o'mas1 
halinde ispat cdelim. Bu halde JlfCn> de, ytiksekligi M nin 
ytiksekliginin n katt olan bir dortytizli.ldilr. 

M<"> nin yi.iksekligini n e$it parc;aya ayiral1m, ve her 
bOlilm noktasmrlnn tabana para'el bir dilzlem g~irellm . 

• 
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Bunlar M( 11 > yi n ctabaka» ya aymr. En i.istteki M ye 
denk olan bir dortyi.izliidtir rnek. 61). .4..lttakilerden 

,sek. 61 

lalettayin bk tabakay1 alahm. Bu bir piramid kesitidir. 
Alt ve ilst taban1ar1m ABC ve A 1BP1 ile gosterelim. Ust 
tabamn A1B1 kenarmdan, CC1 kenarma paralel olan bir 
dUzlem ge<;irelirn ($ek. 62). Bu, alt tabam A 2B z dogru 

c 

Sek. 62 

par~as1 boyunca keser; ve gozonilne alman piramid kesitini 
de iki par!;aya aymr: A 2B 2CA1B1C1 prizmasl ile 
AA.A2BB1B 2 ~okyilzli.isti. Simdi de A 1A kenarmdan, bu 
son ~kyUzlilntin BB1B : yUztine para~el bir dUzlem g~i-
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relim. Bu, AA1A iBBJB: <;>okyi.izli.istinii yeni iki par~aya 
aymr: AlA::A B1B1B prizma51 iJe AA1A:A 1 dortylizlUsi.i. 
AA1A:As dortyUzli.isilntin M dortyliz1iistine denk oldugu 
kolayca gorUJUr. CZira, A! ye benzer ve ayni yi.iksekligi 
haizdir.) 0 halde, en i.istteki istisna edili~. biitlin taba
kalar, J1! ye denk bir dortyiizIU ile iki prizmaya ayr1hr. 
M«n> do11ylizliislintin bi.ittinti, 11 tane bl ye denk dOrtyUzlii 
ile bir tak1m prizrnalardan meydana gelir. Yard1mc1 
teorcm 20 ye gore bu prizmalar yerine tek bir P prizmas1 
koyabiliriz. Bu suret"e 

M<M ..., p -j nM 

elde ederiz ki bu da, M bir dortytizlti ise teoremin dogru 
oldugunu gostcrir. 

~imdi M lalettayin bir GokytizlU olsun. Eger konvcks 
degilsc, M nin ylizlerini ihtiva eden btitlin dUzlem"erle 
kescrck, onu sonlu say1da konveks c;okyi.izltilere aymnz. 
Her konvcks ~okyii7.IU de piramidlere ayrdabilir; bunu 
ternin iGin c;okyUzJUntin bir 0 i~ noktas1m al1p, tepcleri 
bu nokta, tabanlan c;okyliz!Untin ylizleri olan piramidlcri 
dti~Unmck kafidir (~ck. 63) . Nihayet, her piramid de bir 

f3ek. 6S 



84 Efdeiter ve Esparcalanabller. Seklller 

~k dortyiizltiye ayr1labilecegmden ($ek. 64). he1· <;ok
yiizli.i sonlu sayida dortyiizlillere parcalanabilir. 

M =Ti + Tz + · · · + T, (42) 

ooyle bir parc;alaruna olsun. Bi.ittin bu cisimleri n c;arpam 

$ek. 64 

ilc gcni$letcrek 

buluruz. Yukarda ispat ettigirnize gore 

T,<n> ,.., p ~- nT1, T:<n> ,.., P. I nT., 
+ ... + T•'") ,.., p, nT, 

d1r; burada P,, P,, .. ., Pt bir tak1m prizmalard1r. $u 
halde 

M<n> ,.., (P, + P2 + · · · + p ,) + 
+ (nTl .j-nT2+ ... +nT.) ,.., P +nM 

dir; burada Pi j P 2 l- ... + Pt top'am1 yerine tek bir 
P prizmas1 (yard1mc1 teorem 20), ve T1, T2. . .. , T. nm 
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ll katlarmm toplam1 yerine, (42) ye gore, nM koyabiliriz. 
BOylece yard1mc1 teorem 21 ispat edilm~ olur. 

YARDIMCI TEOREM 22. lki ~kyiizW e-ftamam~ 
nabilen ixdler, e§Par~umabilenditler. 

Bu yard1mc1 teoremin ispatmda verilen bir M ~k
yUzltisUntin hacmini V (M) ile g0sterecegiz. A ve B ~ta
mamlanabilen 1ki c;okyiizlti olsunlar. 0 halde oyle iki 
t~par<;alanabilen C ve D c;okyilzlilleri mevcuttur ki, A ve 
Bile tamamland1klar1 zaman denk c;okytizliller elde edilsin: 

A f C :!!! B -1- D, C ..., D. (43) 

C11 C c;okyUzltisUnU i<;ine aJabilen bir kiip, n de 
c- -

I/ 1 + V (A)_ say1smdan biiytik olan bir tam say1 olsun. 
~ V(Ca) 

V(01) 
0 halde n2 > 1 +--, veya n2V(A) > V(A) + V(01 ) 

V(A) 
dir. Bu e$itsizligin her iki taraf1m n ile <;arpahm. n•V (A) 
yerine A <nl <;okyiizlUsUniin hacmini koyabilecegimizi 
dii$iinerek 

yazabiliriz. Bundan ba$ka, yard1mc1 teorem 21 e gore. 
P ve Q prizmalar olmak iizere 

Q ;-· nB (45) 

elde ederiz; bu bagmtilarm iJkinden 

V(A'">) = V(P) - ~ nV(A) 
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bulunur. Bundan ve (44) den derhal V(P) > nVCCi> 
c;1kar; yani p prizmasmm hacmi, a~ ktibiiniin hacminin 
n katmdan bUyUk olmabdlr. Yardunc1 teorem 19 a gore, 
P nin C, kUbU ile tabam ayni olan bir dik paralelyilz oldu
gunu kabul edebiliriz. 0 halde P para:elytizilnUn yUksek
Jigi, en az C, kUblinlin yuksekliginin n kat1 olmahd1r. 
Yani, P nin ic;ine C, e denk n tane ki.ip konabilir; o ha.Irle. 
daha kuvvetli bir sebepten, p nin ic;ine a ye denk n tane 
c;okyUzlil de konabrir. P nin ic;ine nC $eklini yerlc~tirelim. 
P paralelyUzUni.in geriye kalan k1smm1 (nC' nin ic;inde 
olm1yan k1smm1) T ile gosterelim: 

(46) 

dir. Bundan brujka P ve Q prizmalarmm hacimleri C$ittil' 
(V(A) - V(B), V(A'' 1) =V<B1 '11 ) oldugundan, (45) e 
gore V(P) = V(Q) elde edfir): o haldc P ve Q prizma
Jar1 C$parc;alanabilendirler (yard1mc1 teorem 19): 

p - Q (47) 

(47) yi kullanarak, (43) \'e (45) bagmtllarmdan 

A rni ..... P + nA = T + nC + nA 

- T + n<B + Dl 

T 

= T f nB + nD ...., T f nB -l nC 

- (T f nC) + nB ,.., P + nB ..... Q 

n(A C> 

nB ..... B 1•1l 

oldugu gosterilir. ~u halde AM ve B< 11 > c;okytizlilleri 
e$parc;alanabilendirler; yani miitekabil denk par<;alara 
ayr1labilirler. A< 111 ve BM c;okytizlUlerinin her birinin 
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'boyutlarm1 1/ n kadar kilc;tilterek A ve B ~kyi.izlillerinin 
E!$par<;alanabilen olduklar1m buluruz. BOylece yardlmci 
teorem 22 ispat edilmi~ olur. 

Geriye Sydler teoreminin yardlmc1 teorem 18 ve 20 ye 
~deger oldugunu soylemek kahr. 





EK 

t. c;OKYOZLOLERIN E~PARc;ALANABlLENLIK
LERI lc;lN GEREK VE YETER ~ARTLAR 

~imdi Hadwigerin bir yaz1smda verilen ( [16.J ya 
bakmiz), c;ok~ UzlUlerin C!?parc;alanabilir olmalari $8Ttlarm1 
(ispats1z) verecegiz. Her A c;okyilzltisi.ine, a$agidaki ~
Jar1 gerc;ekliyen bir x {A) say1smm tekabtil ettirildigini 
farzedelim: 

(1) Denk, A ve B c;okylizliilerine e$it saytlar tekabiil 
eder: x(A) = x(B) (invaryantllk $8rtI); 

(2) A c;okyUzltisU bir tak1m Mi, M2, •• ., M1 c<>k
yUzli.ilerinc parc;;alanm1!? ise 

~itligi mevcuttur (aditiflik !?Sl'tl); 

(3) A <>->, A <;okyi.izli.isUne benzer bir c;ok yUzlU ise 
ve benzcrlik katsay1s1 da A. ise, x(A <>->) = A.x{A) 
d1r Oineerlik $art!). 

Bu $8rtlan gerc;ekliyen x ye, bir line.er aditif invar
yant deriz. A$8g1daki teorem caridir: 

TEOREM. A ve B r;ok'lfaliiJerinin ~rQ<.Uanabilir 
olma..~ i¢n gerek ve yeter §artlar hacimlerim.in ~t olmasi 
ve her x lineer aditif invaryanti iqin x (A) = x (B ) 
olmasidn·. 

-89-
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Diger bir tabirle, eger A ve B !iOkyUzlUlerinin hacim
leri C$it ise, fakat C$par~alanabilen degillerse, bu takdirde 
x(A) + x<B> olacak ~kilde bir lineer aditif invaryant 
mevcuttu1·. $unu da kaydedelim ki, Sydler teoremine gore 
(yukarda ispat edilmi$ti), bu e$tamamlanabilmek ic;in de 
gerek ve yeter $artt1r. 

Bu ~rti evvelce ispat edilen (paragraf 16) Hadwigcr 
tcorcmi i' e ka.r$da$tumak ilgiye degerdir. Orada da bir 
f (A) invaryantl kulanm1$tlk. Denk olan A ve B c;okyUz
lUlcrinin invaryant1ar1 da e$itti: f (A) - I (B). Bu inva1·
yant aditif idi (yard1mc1 teorem 17). Ayni zamanda 
linecrdir de (zira A< >-> <:okyUzlUsil.nil.n kenat'larmm uzun
lugu, A nm kenarlarinm uzunlugunun ).. kat1 idi), vc A 
1le A< >-> cokyUzlUlerinin iki yUzlU ac;1lan e$it olduklarm
dan. f (A n » A.I (A) d1r (/ aditif invaryantmm paragraf 
14 de verilen tarifi kullarulm1$tlr). Bununla beraber f 
invaryant1, yukarda ifade edilen teoremdeki invaryanl
lardan farkhd1r: f invaryantJ biltiln c;okyUzli.iler ic;in tarif 
edilmemi~ir. Bu invaryant yalmz Hadwige1· tcoreminde 
ad1 gc~en iki c;okyilzlil ic;in tarif edilmi$ti, ve dige1· ~k
yUzlUlerle kar~1la$hgimiz zaman da (yard1mc1 teorem 
17 de). bu <.;okyUzli.ilere mahsus f invaryant mm degerleri 
ic;in yeni tarif vermi$tik. 

Sunu da kaydedelim ki, bUtiin ~okyUzliller icin ayni 
zamanda tarif edilebilen Uneer aditif invaryantlarm mev
cuctiyetinin ispati, aslmda e'lemanter defjildir. BOyle 
invaryantlari elde etmek (ve yukarda ifade edi1en 
teoremi ispat etmek) i<;in transfini mdiik,itiyon denen bir 

•) Ynlmz blr lnvaryanttn elemanter blr tarltl vard1r; bu da 
her II cokyUzlUali lcln s1!1r dejterlnJ halz olan I nvncyantt1r. Bununla 
bernbcr, bu Jnvaryanu a oz ontine almak blr mAna ltade etmez. 
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nevi induksiyondan faydalanmak gerekir ki, bunun ince
lenmesi bu kitapc1gm c;•m:evesi dl$tna c;1kar . . 

2. ~OKYOZLOLERlN G-E~PAR<;ALANABILlR
LlCI 

<;okgenlerde oldugu gibi, ~okyiizlillerde de G-c$par
~alanabilirlikten bahsetmek mi.imki.indi.ir; burada G bir 
hat•cket grubudur. (Tabii, kat1 cisimlerin, ozellikle GQk
yuzliilerin hir harekct grubu an1a$11mahd1r.) T. uzaydaki 
bi.ittin otl'lcmelcrdcn mcydana gelen grup olsun. lki GOk
yuzli.iniln T-e$par~alanabilen olup olmadtltlarm1 ara$hra
biliriz. Gene Hadwigcr tarafmdan ispat edilmi$ olan 
( r 71 ye bakm1z) a$ag1daki enteresan teoremi kaydcdclim. 

TEOREM Bil' koniieks ~okyiizlilniln bit kilp ilc~ 
T-c11parcalanabilC'n olma.'>1 i9in gerek 11e ycter ~art. yiiz
lerinden 11< 1 birinin l>ir merkezn aorc ~imetrik bir cokgcn • 
0Tnuu~1dir. 

Bundan dcrhal $U nctice elde edilir: hacimleri ~it 
olan vc her birinin ylizlcri bir merkeze gore simetrik olan 
iki C'Okyi.izli.i T-e~pargnlanabilendirle1·. Ozellikle, yi.izleri bir 
mcrkcze gore ,~imct rik olan iki denk ~okytizlil gozoniine 
ahr~ak. bunlar birbirlerine nazaran nas1l dondilrilli.irlerse 
dondi.iri.ilslin1er, daima birbirleri ile T-e$parc;alanabilen
dirler. 

G-cimarc;alanabilirlikle birlikte, <;okyiizlU!er ic;in G 
e~tamamlanabilmek de tetkik edilebilir (G bir hareket 
grubudur). r: grubu bilti.in otelemeleri ilave olarak ihtiva 
ediyorsa ( olelemelere Have olarak diger hareketleri de 

•\ Sovycl ~eomctrklsl A n. ,\lcxanrlrorr tarafmdan elrle t>dllen 
netkclcrc g1irc, bu ozellill h.117. ohm blr c:o~·UzlU kendl kenrll11I Ile blr 
merkeze lflir<.': slm<.':trlkllr. 
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ihtiva edebilir), iki ~okyi.i.zJii yalmz G-e~par~alanabilir 
olduklar1 takdirde (ve ancak bu halde) G-e~amlana
bilirdirler. n-boyutlu uzay i~in de dogru olan bu teoremin 
ispati, Sydler teoreminin yukarda verilen ispatmda ufak 
degi~iklikler yapmakla e'.de edilebilir ( [5] e bak1mz). 
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