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BU KITAP HAKKINDA

Bu kitapcik, alan ve hacim teorileri igin temel teskil eden
bir problemler simfim inceler. Diizlem gekiller halinde goz
oniine alinan esas problem su sorudan dogar: fki gokgenin
alanlarm esgit ise, bunlardan birini sonlu sayida parcalara ayi-
rarak, digerini tegkil edecek tarzda birlegtirmek miimkiin
mitdiir? “Kitapagmn ikinet kismi, kati cisimler igin benzer
problemi inceler. Konularin elemanter karakteri sebebi ile, bu
kitapgikta ispat olunan bazi teoremlerin nispeten yeni aragtir-
malarin mahsulii olmas:1 sasirtica goriinebilir.

tlk dért béliim icin, okuyucunun yalmz bir yilhk cebir ile
yarim willik diizlem geometrinin esaslarina ihtivac1 vardir.
Uzay geometri ile thrigonometri son iki boliimde kullaml-
maktadir. Kitabin sonuna dogru bazi ispatlar oldukca
zordur ve ilk okuyusunda 6grenci bu teoremlerin valmz
ifadelerini 6grenmeyi arzu etmelidir.
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BU YAYINLAR HAKKINDA

Matematigin kendi degeri yaninda, fizik, kimya ve dola-
yisiyle miihendislik, askerlik gibi pratik sahalara ve bilhassa
son zamanlarda biyoloji, ekenomi ve hattd sosyal bilimlere
yardim hizla arttigindan, bu bilim her millet i¢cin hayati bir
onem kazanmistir.

Oteyandan, matematik de bu bilimlerin problemlerini
cozebilmek icin gerek metod, gerekse fikir bakimindan
gelismek zorundadir.

Bundan dolayr bir ¢ok memleketlerde bu sahaya daha
fazla sayida istidatlar1 ¢cekmek ve bunlari erkenden kesfetmek,
en nihayet bunlarin egitimi icin her tiirlii fedakarhiga katlan-
mak en onemli bir milli egitim siyaseti olmustur.

Yeni istidatlari erkenden kesfetmek icin diigliniilen ted-
birlerin basinda, matematik kiiltiiriinii genis kitlelere yaymak
gelir.

Ikinei Diinya Harbinden sonra bircok memleketlerde,
genclerin tecessiislerini tahrik etmek ve bunlarin matematik
bilimlerine kars: ilgilerini arttirmak icin yeni bir tip mate-
matik literatiirii meydana gelmistir. Bu c¢esit literatiirde
aranilan ozellikler kisaca sunlar olmalidir: a) Problem vaz
sun'i olmamali, b) Bunlam anlamak icin fazla ©n bilgiye
ihtiyac bulunmamali, ¢) Okuyucuyu aktif igbirlifine ve bir
seyler kesfetmege sevketmeli.

Iste Tiirk Matematik Dernegi bu cereyam memleketimize
de getirmek maksadiyle bu yaymlara baslamig bulunmaktadir.
Bu yaymnlar, resmi miifredata bagh ders veya yardime:
Kitaplar olmayip, konular1 yukarki prensiplere uygun olarak
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secilmis eserlerdir. Bunlarin anlasilmas: icin lise mate-
matiginin bir kismu ile okuyucunun sagduyusu ve iyi niyeti
kafidir.

Tamamen hizmet olan bu tesebbiisiimiiziin mali kaynag,
Milli Egitim Bakanhfmizin ve Ford Foundation’'nun bagis-

laridir.
Tiirk Matematik Dernegi
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I. Bolyai-Gerwin teoremi; Cokgenlerde

espargalanabilme

1. PARCALAMA METODU

Sek. 1 de goriilen iki sekli diisiinelim. Ha¢ bicimindeki
sekli teskil eden biitiin dogru parcalar: esit uzunluktadir,
ve karenin kenar1 AB dogru parcasina esittir. Resimde
goriillen noktah cizilmis dogrular her iki sekli, ayni sayida
denk parcalara aywir. (Her iki sekildeki miitekabil par-

calar ayni numara ile goterilmistir.) Bu husus soyle,’

’ e 2
P B 1
’ ~

~
i 2 -

Sek. 1

asagidaki sekilde ifade edilir: Sek. 1 de goriilen sekiller
esparcalanabilir (veya denkpar¢alanabilir). Baska bir
deyimle: Eger iki sckilden bir tanesi sonlu sayida parga-
lara ayrilabiliyorsa, oyle ki, bu parcalar ikinci sekli mey-
dana getirecek tarzda birlestirilebilsin; bu takdirde iki
sekile espar¢alanabilir denir. Esparcalanabilen sekillerin
esit alanlar1 haiz olduklar1 asikardir. Bu, par¢alama

e




Esdeger ve Egparcalanabilen Sekiller

metodu diye bilinen ve alan hesabinda kullanilan basit
metodun esasm teskil eder. (Iki bin seneden daha fazla
bir zamandan, Oklidden beri bilinen) bu metod soyledir:
Bir geklin alanmini hesaplamak icin sekil sonlu sayida dyle
parcalara ayrilmaya calisilir ki, bu parcalar tekrar bir-
lestirilmekle (alani Onceden bilinen) basit bir sekil elde
edilsin.

Bu metodun tatbikat: olarak ortaokul geometrisinde
raslanan bazi misalleri burada hatirhyahim. Sek. 2 de bir

I : ’/
I ’
f 1 : 1 ’
! !
21 2 e
1 R /
\,\___________/f
Sek. 2

paralelkenarin alanmimm hesaplamak icin bir usul gosteril-
mistir: ayni taban ve ayni yiiksekligi haiz olan bir
paralelkenar ve bir dik dortgen esparcalanabilirler; o halde
alanlar esittir *. Benzer sekilde, Sek. 3 bir iicgenin
alanimin nasil hesaplanabilecegini goésterir: {icgenin
alani, ayni tabani ve yari yiiksekligi haiz bir paralel-

*) Yalmiz suna dikkat etmelidir ki, bir iicgen! kavdirmakla elde
edilen bu basit metod her zaman Istenllen neticeyl vermeyebilir.

7

7 27

Yukardaki sekildekl gibl hallerde aynl taban ve yiksekligl haiz olan
dik dortgeni inga etmek I¢in paralelkenarr ikiden daha fazla sayida

parcaya aymrmak lazmm olabilir (asafida yardmmer teorem 3 (in ispatina
bakmniz).
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Sek. 3
kenarin alaninin aynidir, onun icin bu iki sekil esparca-

lanabilir. Nihayet, Sek. 4 de bir trapezin alanim hesap-
lamak icin bir metod gosterilmistir.

\
12

Tabii esparcalanabilme problemi egrisel sekiller icin
de soylenebilir (Sek. 5); fakat biz burada bu tip sekil-
lerle degil, yalmz cokgenlerle mesgul olacagiz *.

Biylece, esparcalanabilen biitiin c¢okgen ciftlerinin
alanlar1 da esittir. Derhal akla aksinin dogru olup olma-
dign sorusu gelir: Iki cokgenin alanlar esit ise esparcala-
nabilirler mi? Bu sualin miispet cevabr (hemen hemen ayni

*) Egrisel seklllerin alanlarinmm G&leiilmesi problemi, cokgenlerin
alanlarinin Glciilmesl probleminin limit hali olarak diisiinfilebilir. Bunun
icin diizlem geometriden bilinen dalre alaninm hesabmnr hatrrlatmak
kafidir. Bu sebeple dikkatimizi cokgenler lizerinde tophiyacafiz ve daha
esaslt bir problem olan alanlarin Ul¢illmesinl asla gizinline almiyacagz.
Benzer sekilde, Béliim 5 ve 6 da da yalnmiz cokyfizllilerle mesgul olaca-
fiz: egrisel yiizeylerin cevreledikleri cisimlerin hacimlerini hesaplamay:
denemivecegiz.
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Sek. 5

zamanda) Macar matematik¢i Bolyai (1832 de) ve bir
Alman subay1 olan amatér matematikci Gerwin tarafin-
dan (1833 de) verilmistir, Simdi bu teoremin ispatini
gorelim.

2. BOLYAI - GERWIN TEOREMI

Bu teoremi ispat etmeden o©nce bir kac yardimci
teorem ispat edelim.

YARDIMCI TEOREM 1. Eger bir A sekli bir B
sekli ile esparcalanabilirse ve B sekli de bir € sekli ile
esparcalanabiliyorsa, A ile C sekilleri de esparcalanabi-
lirler. (Sek. 6 ya bakimz.)

B seklini parcalayan oOyle dogrular cizelim ki, bun-
larin meydana getirdigi kiiciik parcalar tekrar birlestiri-
lince A sekli meydana gelsin (Sek. 6 a daki kalin cizgi'er);
sonra B seklini oyle parcalayalim ki bunlar1 tekrar bir-
lestirince C' sekli elde edilebilsin (Sek. 6b deki kahn
cizgiler). Her iki grubtaki cizgiler birlikte go6zoniine
alinirsa B seklini daha kiiciik parcalara ayvirir. Bu kiiciik
parcalar Sek. 6a ve 6b de 1 den 8 e kadar numaralan-
mustir. Kolayea goriilur ki, bu kiiciikk parcalar uygun
sekilde tekrar birlestirilmekle ya 4 sekli veya € sekli
elde edilir. O halde A ve (' sekilleri esparcalanabilirler.
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(a)

Sek. 6

YARDIMCI TEOREM 2. Her iicgen wygun bir dik-
dortgen ile espar¢alanabilirdir.

AB dogru parcasi ABC licgeninin en uzun kenari *
ve OD de, C kosesinden AB ye indirilen yiikseklik olsun
(Sek. 7). D noktas1 4 ile B nin arasma diisecektir; zira

Sek. 8

“) Yanl, ABC lcgeninin diger iki kenarindan hi¢ birli daha uzun
degildir.
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aksi halde, ya « A4 veya « B genisac1 olacak ve dolayi-
siyle AB en uzun kenar olmiyacaktir (Sek. 8). CD nin
orta noktasindan AB ye paralel bir dogru cizelim ve bu
dogruya A ve B den birer dik indirelim. AEFB dikdortgeni
ABC tucgeni ile esparcalanabilirdir. Gercekten, Sek. 7 de
«1» ile numaralanmis iicgenler aralarinda, keza «2»
numarahlar da aralarinda denkdirler. ABC ve AEFB
sekillerinin her ikisi de, Sek. 7 de taranmis olan trapez
ile 1 ve 2 numarah tiicgenlerin uygun sekilde birlestiril-
mesiyle elde edilirler.

YARDIMCI TEOREM 3. Ortak bir tabam ve aymi
alam haiz ki paralel kenar esparcalanabilirdirler.

ABCD ve ABEF ortak AB tabamim ve ayni alam
haiz iki paralel kenar olsunlar (Sek. 9). Bu paralelkenar-

Sek. 9

larin yiikseklikleri de esittir. O halde DC ve FE dogru
parcalar aym dogru iizerinde bulunurlar. AB nin bulun-
dugu dogru iizerinde, AB ye esit olan bir seri dogru
parcast ve bunlardan her birinin uc noktasindan AB ve
AF dogrularina birer paralel cizelim. Su halde, 4B ve
DE paralel dogrular arasinda kalan serit, bir takim
cokgenlere béliinmiistiir (Sek. 9). Bunlardan her biri
AB ye esit bir uzunluk kadar yatay olarak kaydirilirsa
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kendisine denk bir ¢okgen iizerine kondurulabilir. (Bunu
ispat ediniz!) Sek. 9 da denk olan cokgenler ayni numara
ile isaretlenmistir. ABCD ve ABEF paralelkenarlarinin
her birinin bir tane «1» numara, bir tane «2» numara, ...
v.s. ihtiva ettigine dikkat etmelidir. O halde bu paralel-
kenarlar esparcalanabilirler ®.

YARDIMCI TEOREM 4. Esit alanlart olan iki
dik dortgen esparcalanabilirler.

ABCD ve EFGH alanlar1 esit olan iki dik dortgen
olsunlar (Sek. 10). AB, BC, EF ve FG dogru parcalari

.{_74 K H G
sl Tl A
D C \"“-..,,._\ ""'-u_\
-~
--.._\\H \\\“‘
A B E F
Sek. 10

icinde en uzununu secelim; ve bunun AB dogru parcasi
oldugunu farzedelim. E merkezli ve AB yaricaph daire,
GH yarim dogrusunu bir L noktasinda keser. (AB = EH
oldugu icin merkezi E, yaricapt AB olan dairenin HG

*) ABCD. ve ABEF paralel kenarlarmmin AF ve BC kenarlar:
kesismezlerse, Sek. 9 asagida cizilen sekli alir., Bu takdirde ABEF

paralelkenarmn: elde etmek icin ABCD paralelkenarmndan bir {cgen
aywritp (2 numaralt ilcgen), geriye kalan parcanm difer tarafma ilAve
etmek kifldir ( 2 nci sayfadaki alt nota bakmmz).
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dogrusu ile ortak bir noktasi vardir.) AB dogru parcasi
EL dogru parcasina esittir (4B = EL). LHG dogrusu
iizerine LK -—FEF dogru parcasim tasiyarak F#KL
paralelkenarim insa edelim. Bu paralelkenarin alani,
EFGH dik dértgeninin alanina esittir (ve dolayisiyle
ABCD dik dértgeninkine). Yardimer teorem 3 e gore
EFGH ve EFKL paralelkenarlari, ortak EF kenarlar:
oldugu icin, esparcalanabilirler., Fakat ABCD ve EFKL
paralelkenarlarimn AB ve EL kenarlar esittirler, Onun
icin yardimel teorem 3 e gore, bunlar esparcalanabilirler ®.
Nihayet, EFKL paralelkenar1 ABCD ve EFGH dik dort-
genlerinin her biriyle esparcalanabilen oldugundan, dik
dortgenler de birbirleriyle esparcalanabilendirler (Yardime:
teorem 1).

YARDIMCI TEOREM 5. Her c¢okgen wuygun bir
dik dortgenle esparcalanabilendir.

Her cokgen (konveks olsun veya olmasin) sonlu
sayida {ligcgenlere ayrilabilir (Sek. 11 de, 1, 2, 3, ... ile
gosterilmistir). Herhangi bir AB dogru parcasi: alahm ve

c D
As b B
Ay A B,
1011117 4
w
| i

Sek. 11 Sek. 12

*) EFEL dvndirillerek EL dogrusu AR ye paralel yapilabilir;
sahife 17 ve bakinz.
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bunun uclarindan AC ve BD diklerini ¢ikalm (Sek. 12).
ABB,A, dik dértgeni ile 1 numaral licgenin alanlari esit
olacak sekilde 4B ye paralel A,B, dogrusunu cizelim. 1
icgeni ile ABB,A, dik dortgeni (I ile isaretlenmis olan)
esparcalanabilirler. Gercekten, yardime: teorem 2 ye gore
1 iicgeni ile esparcalanabilen bir dik dortgen vardir. Keza
bu dik dortgenle I dik doértgeni alanlar1 aym olduklarin-
dan, esparcalanabilendirler (Yardimel teorem 4); o halde
1 ticgeni ile I dik dortgeni esparcalanabilendirler (Yar-
dime1 teorem 1). Bundan sonra, A,B,B.A. dik dortgeni ile
(II ile isaretli) 2 iicgeninin alanlar1 aym olacak sekilde
AB ye paralel 4,B, dogru parcasm cizelim. 2 licgeni ile
II dik dortgeni esparcalanabilendir, Boylece devam ederek
3 licgeni ile esparcalanabilen IIT dik dortgenini, ... cizelim;
boylece teskil olunan I, II, III, ... dikdortgenleri hep bir
arada, bir dik dortgen meydana getirirler (Sek. 12 de
taranmis kisim), ve cizimden dolayr bu dikdortgenle ilk
cokgen esparcalanabilirler.

Simdi artik yukarda bahsedilen teoremin ispatini
yapabiliriz,

BOLYAI - GERWIN TEOREMI. Alanlar: esit olan
ilci cokgen esparcalanabilirler,

Ispat: Yardimci teorem 5 e gore cokgenlerden her
biri birer dikdortgenle esparcalanabilirler. Elde edilen iki
dik dértgenin alanlar: esit olacagindan, esparcalanabilirler
(Yardimer teorem 4). O halde yardime: teorem 1 e gore
ilk iki cokgen de esparcalanabilirler,

Ihtar: Bolyai - Gerwin teoreminde «cokgen» terimi,
yvalmz bir tek kapah kirmk cizgi ile cevrelenmis sekiller
icin degil, bir cok kapali kirik cizgi ile ¢evrelenmis daha
karisik sekiller icin de kullamlmustir (Sek. 13). Gercgekten,

Yardimer teorem 5 in ispatinda <«cokgenlerin» yalnmz,
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ucgenlere parcalanabilme karakteristik ozeligi kullaml-
migtir. Fakat bu ozelik, kapah kirik cizgilerle cevrelenmis
biitiin sekil’erde mevcuttur (Sek. 13).

3. TAMAMLAMA METODU

Alanlarin hesabinda, cok defa, parcalama metodu
yverine buna «dual» olan ikinei bir metod kullamihr, Bu
metoda tamamlama metodu denir. Simdi bu metodu
gorelim. Verilen iki sekli denk parcalara ayiracagimiz
yverde, bunlara oyle denk parcalar ilave edelim ki elde

4 3
I

Sek, 14

«edilen yeni sekiller de denk olsun. Mese'a Sek, 1 de gorii-
len sekilleri alalim. Bunlar esparcalanabildiklerinden esit
alam1 haizdirler. Fakat alanlarinin esitligi degisik bir
yvoldan da gosterilebilir (Sek. 14). Hem hac hem de
kareye dort tane birbirine denk iicgen ilave edilerek ayni
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sekil elde edilir. Buradan ilk iki seklin (vani hag ve
karenin) alanlarimn esit oldugu cikar.

Tamamlama metodu elemanter geometri teoremlerinin
ispatinda basar: ile kullanmilabilir. Mesela, yiikseklik ve
tabanlart ayni olan bir paralelkenarla bir dik doértgenin
alanlarmin da esit o'dugunu gostermek icin Sek. 15 e

Sek, 15

bakalim. Bu sekilden goriilecegi iizere, paralelkenar ve dik
dortgene ayni iicgeni ilive etmekle birbirine denk olan
trapezler elde etmek miimkiindiir. O halde paralelkenar
ile dik dértgenin alanlar: esittir ®.

Bu metod kullanilarak Pitagor teoremi de kolayca
ispat edilebilir. ABC bir dik iicgen olsun. Hipoteniis
tizerine insa edilen I karesinin alammnin, dik kenarlar
iizerine insa edilen II ve III karelerinin (Sek. 16) alanlan
toplamina esit oldugunu ispat etmek icin, Sek. 17 ye
bakalim. Bu resimden, iki denk sekil — kenar uzunluklari
ABC iicgeninin dik kenarlar: toplamina esit olan iki kare —
elde etmenin miimkiin oldugu goriiliir; éyle ki her birinde
ABC iicgenine denk dort tane iicgen, ya I karesine
veyva IT ve III karelerinin toplamma ildve edilsin. Boy-
lece, Pitagor teoremi ispat edilmis olur. lki metod
arasinda mukayeseyi temin icin (Sek, 18) de Pitagor

¢)  Paralelkenarlarm alanmi hesaplamak icin bu metod, mutad
olan metoda terclh edilir (Sek. 2). Gercekten, Sek. 15 de gbsterilen
metod, Sek. 2 de gbsterilen yerine daima kullantlabilir (Sahife 2 deki
alt nota bakmiz).
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1 2 1

i I

—

Sek. 16 Sek. 17

teoreminin parcalama metodu ile nasil ispat edilecegini
gosteren bir cizim verilmistir.

Her birine, birbirlerine denk cokgen'er ilave ederek
denk sekiller elde etmek miimkiin olabilen cokgenlere
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estamamlanabilen cokgenler diyecegiz. Estamamlanabilen
sekillerin esit alanlar1 olacaklar: asikardir. Derhal akla
su gelir: acaba tersi de dogru mudur? Yani alanlar esit
olan iki cokgen estamamlanabilen sekiller midir? Bu
sorunun miispet bir cevabi, Bolyai-Gerwin teoreminin
tatbiki ile elde edilir. Ispati asagidadir:

TEOREM. Alanlar esit olan iki ¢okgen estamamla-
nabilen sekillerdir.

Ispat. A ve B, alanlar esit olan iki cokgen olsunlar.
A ve B sekillerini iclerine alabilecek kadar biiyiik iki
denk kare secelim. Bu karelerden 4 ve B cokgenlerini
kesip cikarirsak, esit alanh, C ve D sekillerini elde ederiz
(Sek. 19 da taranmus sekillerdir). C ve D esit alanh sekiller

C D
1 i
7 & / ~
2 §4 ) B P ,5?
a /{ 3
A 2

Sek, 19

olduklarindan (Bolyai-Gerwin teoremine gore) esparca-
lanabilirler. Onun icin C ve D sekilleri denk parcalar cift-
lerine ayrilabilirler. Bu da, A ve B nin, estamamlanabilir
oldugunu gosterir.

Bu bdéliimdeki teoremler gosterir ki, diizlem cokgen-
ler ic¢in, esparcalanabilme ve estamamlanabilmenin her
biri, esit alanlari haiz olma 6zeligine esdegerdir. Ilerde 5.
ve 6. boliimlerde gorecegimiz iizere (orada, cokyiizliileri
gozoniine alacagiz), kat1 cisimler icin hal baskadir.




2. Hadwiger-Glur Teoremi

Bolyai-Gerwin teoremi, cokgenler icin <alanlarin
esitligi» ve «esparcalanabilme» nin denk oldugunu gosterir.
Bu teorem, ilerdeki arastirmalarimiz icin cesitli imkéanlara
yol acar, Hususiyle, su miihim soru hatira gelebilir: parca-
larmin sayis1 veya dagihisi hakkinda baz sartlar ilavesiyle
cokgenler esit alanh yapilabilirler mi? Bu cesit kayda
deger bir netice, 1951 de Isvicreli matematikcilerden
Hadwiger ve Glur tarafindan e de edilmistir. Hadwiger
ve Glur, Bolyai-Gerwin teoreminde ilave sartin o suretle
vazedilebilecegini gostermislerdir ki esit alanh cokgenler-
den birinin parcalamsindaki kisimlarla ikinecisinin miite-
kabil parcalamsinin, miitekabil kenarlar: birbirlerine
paralel olsunlar, [k bakista bu imkansiz gibi goriiliir; mese-
la denk iki licgenin keyfi bir ac1 kadar birbirine nazaran

Sek. 20

dondiiriilerek (Sek. 20), miitekabil kenarlar: paralel olacak
sekilde denk parcalara nasil ayrilabilecegini gérmek zordur.
Bununla beraber, béyle bir parcalama yalmz iiggenler icin
degil fakat, her hangi bir cokgen icin de meveuttur, Bu
boliimde bunun bir ispati verilecektir.

s Rl s
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4. HAREKETLER

Simdi, tekrar gecen bdliimde verilen Bolyai-Gerwin
teoreminin ispatina dénelim. Yardimc: teorem 3 iin ispa-
tinda (Sek. 9), ABCD paralelkenar1, kendisini tamamiyle
orten (1, 2, 3, ... ile numaralanmis) bir takim parcalara
ayrilmisti; ve bunlarin baska bir sekilde terkibi ile ABEF
paralelkenart meydana. geliyordu. Sek. 9 dan goruldigi
tizere ABEF paralelkenarimi elde etmek icin kendisini
teskil eden parcalara bir Oteleme tatbik etmek kafidir;
yani her bir parcayr belirli bir dogru parcasi boyunca
déndiirmeden kaydirmak kéafidir *. Hususiyle, Sek. 2 den

e
3  Burada bir Otelemenin tarifini hatrliyalim: PQ yinlenmig
bir dogru parcas:t (bir vektir) olsun; yiénil Sek. 21 de bir okla isaret
edilmistir. Her hangl bir M noktasmdan, PQ ye paralel, esit ve aynl yinlii

-
MM’ dofru parcasmmi cizellm. Bu takdirde M’ noktast M noktasindan PQ
kadar bir dteleme ile elde edilmistir denir. Bir F seklinin biitiin noktalaring

Sek. 21

biyle bir déniistim tatbik edersek, yeni bir F* sekll elde edilir, ve F', F

_.>
den PQ kadar bir dteleme lle elde edilmistir denir. Bu hareketin bir
mak(isu oldugu asikArdir. Yanl F sekli de F* seklinden elde edilebilir.

= { 2
Bunun icin  ne, PQ lle Intibak eden fakat aksl ytnde ydnlenmis,

nel

QP kadar bir dteleme tatblk etmek kafidir. Burada sunu da kaydedelim
ki F seklinin kendisinin de F in bir btelemesi ile elde edildigl farzedl-
lebilir («sifir dofru parcasi» ile yapilan Gteleme ile).
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goriildiigli gibi iki paralelkenarin esparcalanabilir oldugu
otelemeler yardimiyle goriilebilir,

Fakal Sek. 3 ve Sek. 4 deki sekillerin esparcalanabilir
oldugunu gérmek icin otelemeler kafi degildir. Bunun icin
otelemelerle beraber bir noktaya nazaran simetri * (bir
merkeze nazaran simetri) kullanmak lazimdir. Sek. 3 de
BOD iicgeni yerine, O noktasina gore simetrigi olan
COE fi¢genini alirsak, ADEC paralelkenarini elde ederiz.
KLMN paralelkenar: ise bundan bir dteleme ile elde edile-
bilir. Sek. 4 deki sekillerin esparcalanabilir olduklar da
tamamen benzer tarzda gosterilebilir, Yardimc: teorem 2
nin ipati i¢in de, bir merkeze nazaran simetriyi kullan-
mistik (Sek. 7).

Simdi de yardimer teorem 4 iin ispatimi hatirhiyvalim
(Sek. 10). ABCD ve EFGH dik dortgenlerinin esparcala-
nabilir olmalarimin ipat: iki kisma ayrilmisti: Once EFGH
dik dértgeni ile EFKL paralelkenarinin esparcalanabilir

“) Bir noktayva nazaran (bir merkeze gire) simelrinin tarifini
kalirlivalim: © bir nokta (simetri merkezl) olsun. Eger AA4’, orta- nok-
tasi O olan bir dogru parcasi ise, bunun uc¢ noktalart A ve A’ ne 0O

merkezine nazaran simetriktirler denir. Efer bir F seklinin bitin

noktalart (0 ya gire) simetrigine déniistiiriiliirse, yeni bir F* sekll
elde edllir. Bu takdirde F ve F* sekillerine birbirlerine nazaran (0
merkezine gire) simetriktirler denir; ve bir sekll digerine ceviren
dinilsiime de bir merkeze gdre simetri adr verllir (Sek. 22).
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oldugu kaydedilmis, sonra da bu paralelkenar ile ABCD
dik dortgeninin esparcalanabilen sekiller oldugu gosteril-
misti. EFGH ve EFKL sekillerinin esparcalanabilir olduk-
lar1 yalmz otelemeler kullanarak gorilebilir (yardime:
teorem 3 e dayvanarak; zira EFGH ve EFKL paralelke-
narlarinin tabanlara ortaktir). Her ne kadar ABCD ve
EFKL paralelkenarlarinin AB ve EL kenarlar1 esit iseler
de, paralel degillerdir. Bundan otiri yardimel teorem
3 i kullanmak icin, EFKL paralelkenarini, once EL
kenart AB ye paralel oluncaya kadar dondiirmelidir.
Boylece yardimer teorem 4 {in yukarda verilen ispaty,
EFKL seklinin verilen bir a¢i1 kadar dénmesini inta¢ eder
(ve tabii, sekli teskil eden biitiin parcalarimn),

Goriilityvor ki Boliim 1 de tetkik edilen hallerin hemen
hepsinde, sekillerin esparcalanabilir olduklarini goérmek
icin, yalmz bir merkeze gore simetri (merkezi simetri)
ve Otelemeler kafidir. Fakat yardime: teorem 4 bir istisna
teskil eder. Orada ispati tamamlamak icin sekli uygun bir
a¢1 kadar dondiirmek icap eder. Hemen akla su sual gelir:
Yardimer teorem 4 iin ispatimi dénmeler kullanmadan
yapmak miimkiin miidiir? Daha genel olarak, tabanlar
esit olan her hangi iki cokgenin esparcalanabilir sekiller
olduklarim, parcalarimi dondiirmeden, yalmz merkezi
simetriler ve otelemeler kullanarak gostermek miimkiin
miidiir? Bu suale cevap verebilmek icin hareketlerin baz
ozeliklerini tetkik etmeliyiz.

Bir merkeze gore simetriler, ételemeler ve dénmeler
birer hareket misalidirler *. Herhangi bir hareket asagidaki
sekilde temsil edilebilir: Bir F' sekli, diizleminden «oldugu
gibi kaldinhip», «sekli bozulmadan» yeni bir F’ vaziyetine

) Merkezi simetriler, dnmelerin Ozel halldirler. Gercekten bir
seklin, bir noktaya giire simetrifinl almak ic¢in onu simetri merkezi
etrafinda 180° lik bir acr ile dindiirmek kafidir (Sek. 22).
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getirilmis olsun. F' seklini F”’ sekline ceviren bu doniisiine
bir hareket denir (Sek. 23)*. Hareketleri kiiciik harflerle
gosterecegiz.

Her d hareketinin bir makus hareketi vardir: Soyle
ki, bu hareket her sekli d ile donustiigii durumdan tekrar

iy
ilk baslangic haline donistiriir. Mesela, P boyunca

—>
yapilan otelemenin makis hareketi, QP boyunca yapilan

otelemedir (dogrultular: terstir). Bir merkezi simetrinin
mak(is hareketi gene kendisidir. Bu ihtarlari, ayri1 bir
yvardimer teorem olarak soyliyelim:

YARDIMCI TEOREM 6. d hareketi bir dteleme
veya bir merkezi simetri ise, d ye tekabiil eden makis
hareket de bir dteleme veya bir merkezi simetridir.

Hareketler ardarda yapilabilir; mesela yonlenmis bir
dogru parcasi boyunca bir oteleme (birinci hareket),
sonra bir noktaya gore bir simetri (ikinci hareket) tatbik

*) Burada yalmz bir seklin (F sekimln} hareketinden bahsedi-
voruz. Fakat ekseriya hareket terimi (lcindeki biitiin sekillerle beraber)
bilttin bir dizlem icin kullantlir. Meseld «PQ dofru parcasi kadar Gte-
lemes diizlemin icindekl biitiin gekillere tatblk edilmelidir; yanl biitiin
ditzlem, oldugu gibl wazlyetinl deg&istirir kabul edilmellidir. «Bir ©O
merkezine nazaran simetris de biitiin diizlemin bir hareketini gosterir,

V.8,
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edebiliriz. Eger once d, hareketini sonra d. hareketini
tatbik etmissek, d,-d. ile gisterecegimiz yeni bir (bileske)
hareket elde ederiz. Bu yeni harekete d, ve d, hareket-
lerinin ¢arpumt denir *.

YARDIMCI TEOREM 7. Merkezleri O, ve O, olan

e
iki merkezi simetrinin ¢carpm, 20,0, yonlenmis dogru
parcast boyunca yamlan bir otelemedir.

A ve A’ noktalar1 O, e nazaran simetrik, 4’ ve 4” de
0. ye nazaran simetrik olsunlar. 0,0, dogru pargasl,
AA’A” liggeninin iki kenarimin orta noktalarim birlestirir.
O halde AA” dogru parcas1 0,0, dogru parcasina paralel-
dir, fakat uzunlugu 0,0, ninkinin iki katidir (Sek. 24)**.

> >
Boylece, PQ — 20,0. boyunca yapilan bir o6teleme, her

A!!

O,
o1
Sek. 24

hangi bir A noktasimi, O, ve O, merkezlerine gore yapilan
iki simetrinin carpimi olan hareketin donustirdigii A”
noktasina donustiiriir,

) Bazan birbirini takip eden d: ve d: hareketlerinin birleskesini
didy yerine, dad: lle gistermek daha elverisli olur.

) Efer A noktast 0.0: dogrusu iizerinde ise, A4, A’', A" noktalar:
aynl dogru (zerinde bulunurlar, yani bu noktalar bir ilicgen bellrtmez-
ler. Bu halde, neticenin dogrulugunun tahkiki, miimkiin olan blitiin

Ozel haller gizonline alimarak yapilabilir.
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YARDIMCI TEOREM 8. 0,, 0., O, noktalarina gore

ii¢ merkezi simetrinin ¢carpum, yine bir merkezi simetridir.
FA T

O noktasmi o suretle secelim ki, 0,0, ve OO0, yonlen-

mis dogru parcalar: esit, paralel ve ayni yonlii olsun (Sek.

25). Bu takdirde O, ve 0. merkezlerine gore yapilan

0. 02
O3 A
> 04
TR 0
AJ?!
Sek. 25

simetrilerin carpimi, O ve O, merkezlerine gore yapilan
simetrilerin carpimi ile cakisir (zira, yardimeci teorem

T ye gore her iki carpim da 2 010:: 2 O()),: dogru parcasi
boyunca bir otelemeden ibarettir). O halde O, O, O,
merkezlerine gore yapilan simetriler yerine O, O,, O,
merkezlerine gore yapilan simetrileri carpabiliriz. Bunlar
ise asikar olarak, O merkezli bir simetridir (¢linkii merkezi
O, olan iki simetri ardarda vapilirsa neticede her nokta
ilk durumuna donmiis olur) *.

YARDIMCI TEOREM 9. Eger d, ve d. hareketlcrin-
den her biri bir oteleme veya bir merkezi simetri ise,
carpymlar da bir oteleme veya bir merkezi simetridir.

+) Gercekten, bu ispatta (8:.8:) .8 = (8.8 .8 = E.(8:.8) = 8
dir (burada 8;, Ss, Ss 8, merkezleri sirasiyle, 0y, Oz 03 O olan merkezi
simetrilerdir). Carprmin ecassosiatif kaldesi» ilerde paragraf 10 daki 4.
tizelikte gerceklenecektir.
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Bir dteleme iki merkezi simetrinin carpimi olduguna
gore (yardimel teorem 7 den kolayca goriiliir), bu yar-
dime: teoremde gozoniine alinan hareketlerin carpim, iki,
iie, veya dort merkezi simetrinin carpimi olarak diisiinii-
lebilir, Zira iki merkezi simetrinin carpimi bir oGteleme-
dir (yardimel teorem 7); iic merkezi simetrinin carpimi
bir tek merkezi simeétridir (yardimer teorem 8); dort
merkezi simetrinin carpimi, iki merkezi simetri carpimi
demektir (ciinkii iic merkezi simetri carpimi bir tek
merkezi simetridir); bu iki merkezi simetri carpimi da
bir otelemedir, Goriliiyor ki, biitiin hallerde carpim ya
bir merkezi simetri veya bir Otelemedir.

5. HADWIGER - GLUR TEOREMI

Bir cift cokgenin esparcalanabilir sekiller olduklari
valmz oteleme ve merkezi simetriler yapmakla goriilebi-
liyorsa, bunlara S-esparc¢alanabilir cokgenler diyecegiz *.
Bunu séyle izah edelim: lki cokgenden biri sonlu sayida
M, M, M, ... parcalarma, digeri de ayni sayida ve
sirasiyla bunlara denk, M,", M., M./, ... parcalarina ayri-
labiliyorsa oyle ki, denk M, ve M, cokgenlerinden biri
digerinden bir oteleme veya bir merkezi simetri ile elde
edilebilsin, ve benzer sekilde biitiin diger M, ve M., M, ve
M., ... v.s. cokgen ciftleri icin de bu 6zelik dogru oisun;
bu takdirde gozoniine alinan iki cokgene S-esparcalana-
bilen cokgenler denir.

Simdi asagdaki teoremi ispat edecegiz: «esit alanli
iki cokgen S-esparcalanabilirler.» Bu teoremin ispat,
tamamiyle Bolyai-Gerwin teoremine benzer sekilde yapiir,
ve ispat, benzer yardimci teoremlere dayanir.

YARDIMCI TEOREM 1la. A ve C, her ikisi de B

*) Bu terlm daha etrafli olarak ilerde 11. paragrafta giriilecektir.
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¢okgeni ile S-esparcalanabilen iki ¢okgen iseler, birbirleri
ile de S-esparcalanabilendirler.

B cokgenini daha kiiciikk cokgenlere ayiralim; bu
parcalar (o6telemeler ve merkezi simetriler kullanarak)
A cokgenini meydana getirecek tarzda birlestirilepilir.
B yi bir de o suretle parcaliyalim ki, bu parcalar: (6tele-
meler ve merkezi simetriler kullanarak) uygun sekilde
birlestirmek suretiyle €' cokgeni elde edilsin (Sek. 26).

Sek. 26

B nin her iki parcalanisi beraber diisiiniiliirse, sekildeki
iki cesit dogru vasitas: ile B daha kiiciik cokgenlere
parcalanir. Goriilityor ki, A ve C sekillerinin her biri bu
kiiciik parcalarin uygun birlesimleri ile elde edilir ve
bunun icin o&telemeler ve merkezi simetriler Kkafidir,
Boylece A ve C cokgenleri belirli bir tarzda daha kiiciik
parcalara ayrilmis olur. B seklinin parcalarimi M,", M.,
M, ... ile, A cokgeninin bunlara tekabiil eden parcalarm
M, M, M, ... ile, C cokgenininkileri de M,”, M.”, M.”, ...
ile gosterelim. M, ve M,” cokgenlerinden her biri M," den,
bir oteleme veya bir merkezi simetri ile elde edilebilir.
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O halde M,", M, den bir Oteleme veya bir merkezi simetri
ile elde edilebilir (yardimeci teorem 6); ve bunun neticesi
olarak M,” cokgeni M, den bir 6teleme veya bir merkezi
simetri i e elde edilir (yardimeci teorem 9). Benzer sekilde
M. cokgeninden M.”, M; den M,”, ... v.s. bir ételeme veya
bir merkezi simetri ile elde edilebilir. Boylece devam
edilerek A ve C cokgenlerinin S-esparcalanabilen olduklar:
goriiliir.

Sunu da kaydedelim ki burada oteleme ve merkezi
simetrilerin yalmz yukarda (yardimci teorem 6 ve 9 da)
ispat edilen 6zelikleri kullanmilmastir.

YARDIMCI TEOREM 2a. Her iiggen uygun bir dik
dortgenle S-esparcalanabilendir.

Paragraf 2 de yardimel teorem 2 nin ispatina bakimz.
Sek. 7 de «1» ile numaralanmis iicgenlerden her biri
digerinden (merkezi O olan bir simetri ile elde edilirler;
«2» ile numaralanmis iicgenlerden her biri de digerinden
(merkezi O’ olan) bir simetri ile elde edilir. Sek. 7 de
taranmis olan trapez ise yerinde kalir, veya baska bir
deyimle «sifir dogru parcasi» boyunca yapilan bir dteleme
ile degisir. O halde Sek. 7 de gorillen ABC ve ABFE
sekilleri S-esparcalanabilendirler

YARDIMCI TEOREM 3a. Alanlar: esit, tabanlari
esit wzunlukta ve paralel olan iki paralel kenar S-espar-
calanabilendirler.

Bir oteleme kullanilarak paralel kenarlarin paralel
olan tabanlan iist iiste getirilebilir. Bundan sonra paragraf
2 deki yardime1 teorem 3 iin ispat: kullanmilarak iki seklin
S-esparcalanabilen oldugu goriiliir. Sek. 9 da, ayni numara
ile isaretlenmis parcalarin her biri digerinden 6telemeler
yardimiyle elde edilir.
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YARDIMCI TEOREM 4a. Esit alanh iki dik dortgen
S-esparcalanabilendirler.

Paragraf 2 deki yardimeci teorem 4 {in ispati burada
kullamilamaz; ciinkii bu ispatta bir dénmeden faydalanil-
mistir. O halde bu yardimer teorem icin ayri bir ispat
vermeliyiz. ABCD ve A’'B'C'D’ esit alanh iki dik dortgen
olsunlar. Bu dik dortgenlerle esit alanli olan, AD kenari
ABCD dik dortgeni ile ortak olan, ve A,B;, kenari da
A’B'C'D" dik dortgeninin bir kenarina paralel olan
AB,C,D paralelkenarim insa edelim (Sek. 27a). Yardimci

. MY B

/>C
3 \/ \Bl
D @ <

D c’
, B
A gl »
D" c”®
A By
D: D L e D c’
; @ GG (©)
Sek. 27

teorem 3a ya gore ABCD ve AB,C,D paralel kenarlari
S-esparcalanabilendirler. Simdi alam esas dik dortgenle-
rinkine esit olan, AB, kenar1 AB,C,D paralelkenar: ile
ortak olan AB,C.D, dik dortgenini insa edelim (Sek.
27b). O halde AB,C,D ve AB,C.D, sekilleri S-esparcala-
nabilendirler. AB,C.,D, ve A’B'C'D’ dik dortgenlerinin
miitekabil kenarlar birbirlerine paraleldirler. Nihayet,
bir &teleme ile AB,C.D, dik dortgenini A’B’C’'D’ iizerine



2. Hadwiger-Glur Teoremi 25,

gitiirelim. Bu otelemeyi o sekilde yapalim ki, 4 noktasi
A’ ile cakissin ve AD, kenar1 A’D’ {izerine gelsin (bu, D’
ile B’ niin adlarmmn degistirilmesini icap ettirebilir). Bu
suretle A’ kosesindeki acis1 A’B'C’D’ dik dortgeni ile
ortak olan A’B”C”D” dik dortgenini elde ederiz (Sek.
27¢). Bu insa esnasinda, her safhada elde edilen paralel
kenarlar bir onceki ile S-esparcalanabilendir. O halde en
son elde ettigimiz A’B”"C”D"” dik dortgeni, ilk ABCD dik
dortgeni ile S-esparcalanabilendir (Yardime: teorem la ya
bakimz). O halde A’B”C”D” ve A’B’'C’'D’ dik dortgenle-
rinin S-esparcalanabilen oldugunun gosterilmesi kaliyor.
Fikrimizi tespit icin A’B” > A’B’ oldugunu farzedelim
(buna gore, A’D" < A’D’ olur). B”D’, B’'D” C”C" dogru
parcalarim cizelim (Sek. 28); bu dogru parcalarmin

A’ B’ B"
O|N l ] : 3
D" > c” 2
M
3
D c’
Sek. 28 Sek. 20

birbirlerine paralel olduklarim gosterecegiz. Baslangicta
verilen ABCD ile A’B’C'D’ ve A’'B"C”D"” dik dortgenleri
esit alanh olduklarindan

A’'B' . A'D' — A'B" . A'D” (1)
diir. Her iki taraftan A’D” . A’B’ carpimi cikarilarak

A’B’ : DIDIJ —_— Afof ¥ BFB!!

elde edilir; veya B’C’ ve D”C” dogru parcalarmn kesis-




26 Esdeger ve Esparcalanabilen Sekiller
tigi noktaya O dersek bu esitlik
A'B’ . OC' — A’'D” . OC” (2)

seklinde yazilabilir. (1) ve (2) esitlikleri oran seklinde
yazilirsa

AR . 4B 00"

A'D” A'DY oc’
bulunur,

Boylece, A'B’'D”, A’B”D’ ve 0OC”"C’ dik ucgenleri
benzer ticgenlerdir. O halde « A’D”B’ — &« A’D'B” =
< B'C’C” dir, ve B”D', B'D”, C'C” dogru parcalari
birbirlerine paraleldirler.,

B”D’ dogrusunun B'C" ve C”D” dogrulariyle kesis-
tikleri noktalar sirasiyla M ve N olsun. Bu takdirde
AB"C”N = A MC'D’ diir (B"C"C'M ve NC”C'D" dért-
genleri paralelkenar olduklarindan, B”C” — MC’ ve
C”N = C'D’ diir). Bundan baska, B'B”"ND"” ve B'MD’'D"
paralelkenarlar esit alanlidirlar ve B’D” tabanlar: ortak-
tir. Bunun neticesi olarak yardimel teorem 3a ya gore
S-esparcalanabilendirler. Nihayet, A’B’D” iicgeni de
A'B'C'D’ ve A’'B"C”D” dik dortgenlerinin her ikisinin de
ortak parcasidir. Biitiin bu sOylediklerimizden su neticeyi
elde ederiz: A'B'C'D’ ve A’'B”"C"D” dik dortgenlerinin
her biri iic parcaya ayrilabildiginden (Sek. 29), bunlar
S-esparcalanabilendirler (her iki sekilde de «1» ve «3»
ile numaralanmis miitekabil parcalar birbirlerine denk-
tirler ve biri digerinden bir &teleme ile elde edilir; «2»

ile numaralanmis paralelkenarlar da S-esparcalanabilen-
dirler),
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YADRIMCI TEOREM 5a. Her c¢okgen wygun bir
dik dortgenle S-esparcalanabilendir.

HADWIGER-GLUR TEOREMI *. Esit alanl: iki
cokgen S-esparcalanabilendirler.

Yardimecl teorem 5a ve Hadwiger-Glur teoremini
ispat etmek icin, yardimel teorem 5 ve Bolyai-Gerwin
teoremlerini ispat ederken soylediklerimizi aynen tekrar-
lamak kafidir. Yalmz «esparcalanabilen» yerine «S-espar-
calanabilen» ve yardimci teorem 1, 2, ... yerine yardimei
teorem la, 2a, ... dememiz lazimdir.

Hadwiger-Glur teoreminden derhal su netice cikarilir:
Esit alanh iki cokgen o suretle parcalanabilirler ki, denk
olan parcalarin miitekabil kenarlar:1 paralel olsun. Mesela
A ve B esit alanli iki cokgen ise, bunlardan birisini o
suretle parcaliyabiliriz ki, yalmz ételemeler ve bir merkeze
gore simetriler kullanarak elde edilebilecek uygun parca-
larin tekrar birlestirilmesiyle ikinci cokgen elde edilebil-
sin. Bu sodylediklerimizin neticesi olarak hemen sunu da
kaydedelim ki, iki cokgenden biri digerinden bir Gteleme
(Sek. 21) veya bir merkeze gore simetri i'e (Sek. 22) elde
ediliyorsa, miitekabil kenarlar: paraleldir.

“} Bibllyografyada [2] ye bakiniz.
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Hadwiger-Glur teoremini ispat ettikten sonra, onunla
ilgili olan su soruya cevap vermege calisalim: alanlar esit
olan cokgenleri, biri digerinden yalmz otelemeler kullan-
makla elde edilebilecek parcalara ayirmak miimkiin
miidiir? Diger tabirle, bundan evvelki kisimda soylenenler
merkezi simetriler kullanilmadan yapilabilir mi? Bu béliim-
de bu sorunun cevab1 arastirthyor. Gorecegiz ki, esit
alanli her cokgen ciftini yukarda soylenen sekilde, yalmz
otelemelerle parcalamak miimkiin degildir; mesela alanlar:
esit cokgenlerden biri iicgen biri paralel kenar ise, boyle
bir parcalama hic bir zaman yapilamaz.

Bu neticeyi elde etmek i¢in asagida tarif edecegimiz
aditif invaryant kavramm kullanacagiz. Bu kavram
ilerdeki paragraflarda da kullanilacaktir.

6. Ji(M) ADITIF INVARYANTI

M her hangi bir cokgen olsun. Bunun Kkenarlarini
su sekilde yonliyelim: bir kenar iizerinde ok yoniinde
gidilirse solda kalan noktalar cokgene ait olsun; halbuki
sagda kalan noktalar cokgene ait olmasin (Sek. 30)*.

*) Cokgenin kenarlart boyunca birer birer, oklarla gosterilen
yonlerde gldilirse, cokgen etrafmda tam bir devir yvaparak hareket nok-

tasma dinililmiis olur. Bu takdirde, pozitif yinde giderek, cokgen etra-
finda bir devir vaprldr denir.
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Her hangi bir yonlenmis ! dogrusu alahim, yani
yonii bir okla gosterilmis bir dogru alalim. M cokgeninin
! dogrusuna paralel olan kenarlarimin uzunluklarimin
cebrik toplamina J:(M) diyelim. Bu toplamda [ dogrusu
ile ayni yonde olan kenarlarun uzunluklarim pozitif
(Sek. 31 de AB, DE ve FG kenarlari), aksi yonde olan
kenarlarin uzunluklarm: negatif (Sek. 31 de KL kenari)

isaretle alalim. Eger M nin ! dogrusuna paralel hi¢ kenari
yoksa, Ji(M) i sifira esit alahm. J:(M) sayisina bir
aditif invaryant denir. (Bu terimi kullanmamizin sebebi
asagida izah edilecektir.)

J:(M) invaryantinin cokgenlerin esparcalanabilmesi
problemindeki ©nemi, asagida sdyliyecegimiz teoremle
belirir,
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7. T-ESPARCALANABILME

Eger iki cokgenin esparcalanabilme 6zeligi yalmz
Otelemeler yardimi ile gosterilebiliyorsa, bunlara T-espar-
calanabilen cokgenler diyecegiz.

TEOREM. A ve A’ iki ¢okgen ve 1 de yonlenm is bir
dogru olsun. Eger Ji(A) + Ji(4’) ise, A ve A’ gokgenleri
T-esparcalanabilen olamazlar.
Bu teoremin ispati asagida verilmistir, Fakat once
bu teoremden c¢ikan basit bir neticeyi kaydedelim: A her
hangi bir iicgen, P de alam A ninkine esit olan bir paralel
kenar olsun (paralelkenarin tabani {icgeninkine paralel
olarak secilmistir (Sek. 32) ). I dogrusunu da licgen ve
paralel kenarmn tabanlarina paralel olarak secelim ve
kenarlarin isaretlerini de yukarda sodylenen kaideye

gore
\+
Sek. 33
tesbit edelim (Sek. 32). Bu takdirde J:(P) -— 0, Ji(A) 0

buluruz; o halde J.(P) + Ji(A) dir. Buna gére P ve A
sekilleri 7T-esparcalanabilen degildir. Sek. 33 deki denk
tcgenler de T-esparcalanabilen degildir,

Simd1 yukarda soyledigimiz teoremin ispatini verelim.

8. J«(M) INVARYANTININ OZELLIKLERI

YARDIMCI TEOREM 10. l yonlenmis bir dogru ve
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M ile M’ de birbirlerinden bir oteleme ile elde edilebilen
iki ¢cokgen olsunlar. Bu takdirde J.(M) = J.(M’) diir.

Baska bir deyimle, her hangi bir ¢cokgene bir ételeme
tatbik edersek J: sayisi degismez. Bu sebepten dolayl
J: icin invaryant terimi kullamlmistir (6teleme ile
degismez).

Bu yardimer teorem asikardir. Zira bir c¢okgene bir
oteleme tatbik edersek kenarlarimin uzuniuk ve dogrultu-
sunda hic bir degisiklik olmaz.

YARDIMCI TEOREM 11. [ yonlenmis bir dogru
ve A da bir ¢cokgen olsun. A yi M,, M., --., M. gibi sonlu
sayrda bir talkam gokgenlere parcalarsak

Ji(A) =J(M,) + JUAM.) + «-- + Ji(M:) (3)

dir,

Baska bir devimle, eger A cokgeni bir takim daha
kiiciik cokgenlerin bir araya gelmesi ile meydana gelmisse,
Ji(A), Kiiciik cokgenlerin invaryantlarimin toplanmasi ile
elde edilir. Bunun i¢in aditif invaryant ismi kullanmhu.

Ispat. A, M,, M., ..., M: cokgenlerinin kenarlarmni
teskil eden biitun dogru parcalarmm alalim ve bunlarin
kesim noktalarm (yani 4, M,, M., ..., M: cokgenlerinin
koselerini) isaretliyelim. Bu suretle sonlu sayida (ve
mimkiin oldugu kadar kisa) dogru parcalari elde ederiz.
Bu dogru parcalarina halka diyelim. Sek. 34 bir c¢okgenin
daha kiiciik parcalara ayrilmasim gosteriyor. AB kenari
AM, MN ve NB olmak liizere ii¢ halkadan meydana
gelmistir. Taranmis ¢okgenin NP kenari da yine ti¢ hal-
kadan meydana gelmistir.

A cokgeninin (veya M,, M., ..., M. cokgenlerinden
her hangi birinin) J:(4) invaryantinin hesabinda [ dog-
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rusuna paralel olan kenarlarin cebrik toplami yerine, 1
dogrusuna paralel olan halkalarin cebrik toplami alinabilir.
Zira her kenarmn uzunlugu kendisini meydana getiren
halkalarm uzunluklar:r toplamina esittir. Buna gore (3)
esitliginin sag tarafindaki toplami hesaplamak icin
M,, M., ..., M: cokgenlerinin her birindeki ! dogrusuna
paralel biitiin halkalarin cebrik toplamimi almak kéafidir.

Sek. 34

Tamamiyle A cokgeninin igerisinde kalan bir halka
(yalniz u¢ noktalar ¢okgenin kenarlar: iizerinde olabilir)
alahm: Sek. 34 deki EF halkasi gibi. Boyle bir halka
My, M., -.., M. ¢okgenlerinden ikisine ait olacaktir. Cok-
genler halkamn iki kars: tarafinda bulunacaklardir (birisi
sag, digeri sol tarafinda). Bu cokgenlerden birinin
invaryantinin hesabinda halka (--) isareti ile alimyorsa
diger cokgenin invaryantimin hesabinda (—) isareti ile
gelecektir. Buna gore biitiin halkalarin cebrik toplaminda
bu iki terim birbirini gétiirecektir. Goriiliiyor ki, (3)
esitliginin sag tarafini hesaplarken tamamiyle 4 cokge-
ninin icerisinde kalan halkalar1 ihmal etmek miimkiindiir.

Simdi de 4 cokgeninin cevresi iizerinde bulunan ve
I dogrusuna paralel olan bir halka alahm (Sek. 34 deki
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AM halkas1 gibi). Boyle bir halka M,, M., ..., M. cok-
genlerinden yalniz birisine aittir ve bu cokgen ile A
¢okgeni halkanin ayni tarafinda bulunur. Onun igin bu
halka, Ji(4) invaryantini veren toplamda ve J:(M,) 4
Ji(M,) 4 ... -+ Ji(M:) toplaminda ayni isaretle bulunur.
Buna gore (3) esitliginin sag tarafindaki ifade J:(4) ya
egittir, Bu suretle (3) esitliginin dogrulugu gosterilmis
olur.

Simdi paragraf 7 de sOylenen teoremin ispatim ko-
layca verebiliriz. A ve A’ cokgenlerinin T-esparcalanabilen
cokgenler oldugunu farzedelim. Yani A cokgeni M,, M,,

., M. cokgenlerinin, A’ cokgeni de M,’, M./, ..., MV cok-
genlerinin birlesmesi ile meydana gelmis olsun, oyle ki,
M, ve M,’ cokgenlerinden biri digerinden yalniz bir 6teleme
yapilmakla elde edilebilsin. M,, M." cifti ve diger ciftler
icin de benzer Ozelik dogru olsun. Yardime: teorem 10a
Zore

Ji(My) =4(M), Ji(M,) =Jdi(MS), ...,
Ji (M) = Ji(MY) (4)

«tir. Yardimci teorem 11 e gore de

Jr(A}'—':J:(M,) -+- J:[M«_-) = e —'-—Ji(Hn} (5)
J(A’) =J:(M,") + (M) 4 ... +J(M) |

dur. (4) ve (5) den Ji(4) = Ji(A4’) elde edilir. Goriiliiyor
ki Ji(A) + J:i(A’) ise, A ve A’ cokgenleri T-esparcalana-
‘bilen olamazlar.

9. BIR MERKEZE GORE SIMETRIK COKGENLER

Yukarda ispati verilen teorem asagidaki sekilde de
soylenebilir: A ve A’ gibi iki cokgen her 1 dogrusu icin




Esdeger ve Esparcalanabilen Sekiller

34

Ji(A) =J.(A") esitligini gercekliyorsa (ve yalmz bu
halde) T-esparcalanabilendir. Yani 4 ve 4’ cokgenlerinin
T-esparcalanabilen olmalar: icin Ji(A4) =Ji(4A") olmas:
gerektir. Bu sartin yeter oldugu da kolayca goriilebilir.
O halde teorem asagidaki sekilde sdylenebilir:

TEOREM. Sayet A ve A’ alanlari esit iki cokgen
ise her yonlenmis 1 dogrusu igin J:(A) = Ji(4’) esitligi
gercekleniyorsa, A ve A’ ¢okgenleri T-esparcalanabilendir
( [2] yve bakimz).

Simdi asagidaki problemi vazedebiliriz. Bir kare ile
T-esparcalanabilen biitlin konveks cokgenleri bulmak.
Kolayea goriliir ki bir @ karesi icin J:(Q) invaryanti, I
dogrusunun secilisine bagh olmadan sifirdir (I nin, karenin
bir kenarina parale’ oldugu hal Sek. 35 de gosterilmis-

b PR b

Sek. 35 Sek, 36 Sek. 37

tir). O halde problemimiz asagidaki gibi ifade olunabilir:
Ydnlenmis her I dogrusu icin J: invaryanti sifira esit olan
biitiin konveks cokgenleri bulunuz. M bdyle bir cokgen
olsun. M nin bir AB kenarm: ve buna paralel olan bir 1
dogrusunu alalim. Bu takdirde, M nin AB ye paralel bir
kenar1 daha olmas: lazimdir (zira aksi halde Ji(M) =+ 0
dir ve AB nin uzunlugunun yva -+ veya — isaretlisine
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esittir; Sek. 36 ya bakmiz). AB ye paralel olan kenari
P@ ile gosterirsek *

Ji(M) | (AB) nin uzunlugu — (PQ) niin uzunlugu |

dur; Ji(M) sifir olacagindan, AB— PQ olmaldir. Buna
gore, M cokgeninin her kenarmna karsi, ayn uzunlukta ve
buna paralel diger bir kenar1 mevcuttur (fakat aksi yonde
yonlenmistir). O halde M cokgeni bir noktaya gore
simetriktir. Bunun makisunun dogru oldugu asikardir:
Bir M cokgeni bir noktaya gére simetrik ise, her hangi
bir [ dogrusu icin J.(M) invaryant: sifir olmahdir. Buna
gore konveks bir cokgenin bir kare ile T-esparcalanabilen
olmas: i¢in gerek ve yeter sart, bir noktaya gore simetrik
olmasidar,

Bu neticeyi yukarda séyledigimiz (fakat ispat etme-
digimiz) teoremden elde ettik. Bununla beraber okuyucu,
Sek. 38 i tetkik ederek (bu teoreme basvurmadan) kolayca
ispat edebilir ki, bir noktaya gére simetrik olan bir cokgen,
bir takim paralelkenarlara doniistiiriilebilir (cokgeni par-
calara ayirip, her parcaya bir Oteleme tatbik etmek
suretiyle), ve bunlarda bir kareye doniistiiriiliv (yardime:
teorem 3 iin ispatina bakimz).

)+ M cokgeni konveks oldugu icin bir 1 dogrusuna paralel olan
ikiden fazla kenart olamaz.
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10. GRUPLAR

Boliim 2 de diizlemin hareketleri ile mesgul olduk.
Verilen bir diizlemdeki biitlin hareketlerden miitesekkil
ciimleyi D ile gosterelim. Her hangi bir harekete, bu D
ciimlesinin elemant denir. Mesela her oteleme ve her mer-
kezi simetri D ciimlesinin birer elemamdirlar. 1ki hare-
ketin carpimin evvelce tarif etmistik; buna gbre D cum-
lesi asagidaki Ozeligi haizdir:

OZELIK 1. D ciimlesinin her d,, d. eleman ¢ifti
icin d, - d. carpw tarif edibmistir ve bu ¢arpim da D
ciimlesinin bir elemamdrr.

Bu hareketler arasinda bir tanesi tzel bir rol oynar.
Bu da biitiin sekli oldugu gibi sabit birakandir. Buna
«sifir hareket» denebilir. e harfi ile goésterecegimiz bu
harekete idantik hareket adim verecegiz. Idantik hareket,
her hangi bir d hareketi icin d - ¢ ve e - d carpimlarim
d ile idantik olmalar karakteristik ozeligini haizdir:

e.d—=—d.e=d.

Zira goz Oniine alinan sekile once e hareketi tatbik
edilse (yani ilk vaziyetinde sabit birakilsa), sonra d hare-
keti yapilsa, netice yalmz d yi tatbik etmekle elde edilenin
aymdir; yani e .d=d dir. Benzer sekilde d.e=—d
oldugu kolayca goriilir. e hareketinin bu 6zeligi 1 say1-

i
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simin carpimda oynadigi rolii hatirlatir (her hangi bir a
sayisi icin, @ - 1=1 . a=a dir). Bu benzerlikden dolay:
¢ hareketine birim adi da verilir.

OZELIK 2. D ciimlesi idantik eleman denen bir €
elemanim ihtiva eder; oyle ki, D nin her d eleman igin

e-d=d.e=d (6)
olsun.

Bundan baska, her d hareketinin bir makis hareketi
meveuttur; bu da d—! ile gosterilir. d hareketi ile makisu
d-' in carpimi (tabii d ' hareketi ile d nin de carpim)
dyle bir hareket olmahdir ki, biitiin sekli ilk durumunda
sabit biraksin. O halde

d-d-=d*'-d=—¢e€

dir, Bu neticeyi asagidaki sekilde ifade edebiliriz:

OZELIK 3. D ciimlesinin her d elemamna, yine D
icinde bulunan oyle bir d—* eleman tekabiil ettirebiliriz ki

drd"V=a"*-d='e (7)
olsun; bu d—' elemamna d nin makiusu denir.

d,, d, ve d, iic hareket olsunlar. Bir 4 seklinin d,
hareketi ile B sekline donistiigiinii farzedelim. d. hare-
keti ile de B sekli C sekline, ve nihayet d, hareketi
ile C' sekli D sekline donissiin. Simdi (d, - d.) - d, car-
pimim diisiinelim. Bu carpim d, ile d. nin carpimi olan
hareketi, d, ile carpmakla elde edilir. Kolayca goriiliir ki
d, - d, hareketi 4 seklini C' sekline doniistiiriir; d., hareketi




a8 Esdeger ve Esparcalanabilen Sekiller
ile de C sekli D sekli olur. Boylece, (d, - d.) - d, hareke-
tinin sonunda A sekli D ye doniisiic, U¢ hareketin carpi-
min baska bir sirada yapalim; d, - (d. - d,) hareketini
alalim. d, hareketi ile 4 sekli B ye doniisiir. (d. - d.) ile
de B sekli D ye doniisiir. O halde, (d, -d.) -d. ve
d, - (d. - d,) hareketlerinin her ikisi de A4 y1 ayni sekle
donusturirler; yani bu iki hareket idantiktir. O halde
soyle diyebiliriz:

OZELIK 4. D ciimlesinin herhangi ii¢ d,, d., d.
elemani igin

(dl . d’ - d — d1 - {d: Y d) {8)
diir. Bu ozelige assasiatif ozelik denir.

Goriiliivor ki, biitiin hareketlerden miitesekkil D
cumlesi, yukarda soyledigimiz 1-4 ozeliklerini haizdir.
Bir takim elemanlardan miitesekkil bir climlede carpim
tarif edilmis ve 1-4 dzelikleri cari ise, bu ciimleye bir
grup denir *.

*) Burada yalniz elemanlar: hareketler olan gruplar inceliye-

cefglz (asaffiva bak). Elemanlar:1 hareketler olmiyan bir grup misall

olarak biitiin poziti/ sanlarmn ciimlesi G yi sbyliyebiliriz. Grup icinde

tarif edilen carpmm operasyonu sayiarm &di carpmmudmr (1 sayis: bu
1

grubun idantik elemanidir; blr a =avisinmm mak(su da - a1 dir).

a
Daha baska bir cok grup misili verilebilir.

Grup kavram: modern matematikde @énemil bir rol oynar. Daha
fazia OGErenmek isteyen okuyucular icin P.S. Alexandroff'un 4n
Introduction to the Theory of Groups (Newvork: Hafner Publishing
Company, 1959) isimli kitabi tavsiye edilebilir. Bu kitap gruplar: cok
elemanter bir noktadan tetkik etmektedir. Bir cok da enteresan misiller
ihtiva eder. Sunu da kaydedelim ki, Alexandroff grup operasyonu olarak
carpim yverine toplam almistir.

{Bu kitap, bu yaymlarin dokuzuncusu olarak Prof. All Yar tara-
findan tiirkceyve cevrilmistir (cevirenin notu) ).
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11. HAREKET GRUPLARI

Evvelce diizlemdeki biitiin hareketlerden miitesekkil
D ciimlesinin bir grup teskil ettigini gordiikk. Simdi de
yalmz otelemeler ve bir merkeze nazaran simetrilerden
miitesekkil S ciimlesini diisiinelim. Bu ciimle de bir grup-
tur. Gercekten, S ciimlesinin elemanlari hareketlerdir.
Bunlardan herhangi bir cift icin carpum tarif edilmistir
(zira herhangi bir. hareket cifti icin tarif edilmistir). O
halde yardimeci teorem 9 a gore bu carpim gene S clim-
lesinin bir elemanidir. Yani 6zelik 1 mevcuttur. e hareketi
bir dteleme oldugundan S ciimlesine aittir ve bu sebepten
ozelik 2 nin gerceklenecegi asikardir. Bundan baska,
(6) esitligi herhangi bir hareket icin dogru olacagindan,
Ozel olarak otelemeler ve merkezi simetriler, yani S eum-
lesinin elemanlar1 icin de dogrudur. Bir otelemenin
makiisu gene bir Gteleme, ayni sekilde bir merkeze gore
simetrinin maksu da gene bir merkezi simetri oldugun-
dan (yardimei teorem 6), herhangi bir hareket icin dogru
olan (7) esitligi, 6zel olarak S ciimlesinin elemanlar icin
de dogrudur. Bunun neticesi olarak S climlesinde 3. dzelik
te dogrudur. Nihayet, biitiin hareketler icin dogru olan,
(8) esitligi ile gosterilen assosiatif Ozeligin, 6telemeler ve
merkezi simetriler icin de dogru oldugunu séyliyebiliriz.
O halde S ciimlesi bir gruptur,

Tamamen benzer sekilde diizlemdeki biiliin oteleme-
lerden meydana gelen T ciimlesinin de bir grup oldugu
gosterilebilir.

Bir G climlesinin elemanlar: hareketler ise, bu ele-
manlarin ¢arpimlar: tarif edilmis ise ve ayrica 1-4. dzolik-
ler de gercekleniyorsa, bu G cilimlesine bir hareket grubu
denir. Hareket gruplarina misil olarak yukarda gordii-
giimiiz D, S ve T gruplarim zikredebiliriz. Hareket grup-
larina baska bir misél olarak n bir tam sayi1 olmak iizere,
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2r 4n 6x (2n—2)x
sabit bir nokta etrafinda 0, — — —— ..., ———

n n n n
acilan ijle yapilan donmelerden miitesekkil Z. ciimlesini
soyliyebiliriz (0 agqis1 ile donme idantik hareket e dir).
Z. nin bir grup oldugunun gosterilmesini okuyucuya
birakiyoruz. Yalmz sunu kaydedelim ki, bu misilde de
gorildiigli gibi, bazan grubun elemanlar: sonlu sayida da
olabilir (Z. grubu n tane eleman ihtiva eder).

G bir hareket grubu ve A ile A’ de iki cokgen olsunlar.
AwnM,M, .. M seklinde, 4’ yiide M/, M./, ..., MY
seklinde parcalara ayirdigimizi farzedelim; oyle ki, bir-
birlerine tekabiil eden parcalarin birinden digerine @ ve
ait bir hareketle ge¢ilsin (yani G grubu icinde éyle ¢., g.,
v.s. hareketleri bulunsun ki, g, hareketi ile M, cokgeni
M, ne g. hareketi ile M, cokgeni M.’” ne v.s. dbniissiin).
Bu takdirde A ve A’ cokgenlerine G-esparcalanabilen
denir. Eger G grubu S veya T grublarindan biri ise,
yukarda tetkik ettigimiz S- veya T-esparcalanabilme kavra-
mini elde ederiz. Esit alanh biitiin cokgen ciftleri D-espar-
calanabilendir (Bolyai-Gerwin teoremi) ve hattd S-espar-
calanabilendirler (Hadwiger-Glur teoremi). Fakat esit
alanh biitiin cokgen ciftleri T-esparcalanabilen degildirler.
(Mesela, esit alanh bir iicgen ve bir paralelkenar T-espar-
calanabilen degildir.)

12. S GRUBUNUN BIR OZELIGI *

Okuyucunun aklina gelebilecegini tahmin ettigimiz
bir sualin cevabini asagida bir teorem olarak ifade edelim:

TEOREM. Alanlar: egit herhangi iki ¢okgen giftinin
esparcalanabilen olmalarim temin eden en kilgitk hareket

") Bu paragraf Ik okuyusta terkedilebilir.
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grubu S dir. Diger bir tabirle, G bir harekel grubu ise ve
esit alanli herhangi bir ¢okgen ¢ifti G-esparcalanabilen
iseler, G grubw biitiin 8 grubunu ihtiva eder (yani, biitiin
dtelemeleri ve merkezi simetrileri ihtiva eder).

Ispat. Ispat bir cok yardimc teoreme dayamr. Bu
yardimel teoremlerin gosterilmesinde G grubunun, teo-
remdeki sartlara uyan bir grup oldugunu farzedecegiz.

YARDIMCI TEOREM 12. P ve Q diizlemde lilettd--
yin secilmis noktalar olduklarina gore, G grubunda P
noktasvm Q ye donustiren bir hareket meveuttur. (Bir
hareket grubunun bu 6zeligine transitif 6zelik denir.)

Bir an icin faraziyemizin yanlis oldugunu farzedelim;
vani dyle iki P ve @ noktasi buldugumuzu farzedelim Ki,
G grubuna ait hi¢ bir hareket P yi @ ye doniistilrmesin.
Diizlem de, G grubuna ait hareketlerle P nin doniistigii
noktalarin ciimlesine P nin yoriingesi diyelim. M bir cok-
gen olsun; M nin, tepeleri P nin yoériingesi icinde bulu-
nan bitiin acilarinin toplamim I-(M) ile gosterelim. Eger
M ve M’ cokgenlerinden biri digerinden, G grubuna
ait bir hareket yardimi ile elde edilebilirse, I»(M)—
Ir(M’) diir. Bundan baska, bir A cokgeni bir takim daha
kiiciik M,, M., ..., M. cokgenlerine ayrilmissa, n bir tam
sayl olmak iizere

I(A) =1I(M,) + I:(M.) + --- -+ I:(M:) + n=

esitligi gerceklenir. (Bu, ac1 hesaplar: ile kolayca goriiliir.)
I(M) sayisimin bu ozeliklerinden (paragraf 8 dekine
benzer sekilde), A ve A’ gibi G-esparcalanabilen iki cok-
gen icin, n bir tam say1 olmak tizere, I:(4) = I:(4’) - nx
oldugu kolayca goriiliir.

Simdi PQR ve PQS gibi birbirine denk genis acili,
iki ikizkenar iicgen alalim; bunlarin taban acilam « olsun.
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PQR nin genis acis1 P de, PQS ninki ise, Q@ de olsun
(Sek. 39). P noktasi, P nin yoriingesi iizerinde bulundu-
gundan, ve fakat @ noktasi bu ybriinge iizerinde bulun-
madigindan, I:(PQR) sayisi (R noktasimin P nin yoriin-
gesi lzerinde olup olmamasina gore) = — a veya n — 2a
va esittir. I.(PQS) sayisi ise a veya 2a ya esittir. Buna
gore (a < n/4) oldugundan),

I(PQR) = I:(P@S) -} nx

esitligi hi¢ bir n tam sayisi icin gerceklenemez. O halde
PQR ve PQS ilicgenleri G-esparcalanabilen degildirler. Bu
ise, G grubunun o6zeliklerine aykiridir (esit alanli, daha
da fazla olarak, birbirlerine denk olan cokgenler (GG-espar-
calanabilendirler). Boylece celisme ile yardimer teorem
ispat edilmis olur.

S
l
r R e
: e
/> e
P
Sek. 39 Sek. 40

YARDIMCI TEOREM 13. G grubu en az bir mer-
kezi simetri ihtiva eder.

Ispata baslamadan 6nce hareketlerin bir kac¢ 6zeligini
(ispatsiz olarak)* kaydedelim. Diizlemdeki her hareket,

Algebra and Matriz Theory (Newyork: Chelsa Publishing Company, 1989)
Isimll kitabinda (S. 162-168) bulunabilir,
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asagidaki li¢ tipten birine aittir: bu hareket ya bir oOte-
leme, ya bir donme, veyahut da kayan simetri (ingilizce,
sliding symmetry) diyebilecegimiz bir harekettir ki, bir
dogruya gore bir simetri ile *, bu dogru boyunca yapilan
bir ételemenin bileskesinden ibarettir. Bu dogruya kayan
simetrinin ekseni denir. Eksen tek olarak belirlidir; yani,
eksenleri cakismiyan iki kayan simetri farklh hareket-
lerdir. En son sunu da kaydedelim ki, eksenleri arasindaki
a1 ¢ olan iki kayan simetrinin carpimi, 2 acisi ile
vapilan bir dénmedir. Bu ozelikleri yardimel teorem 13 iin
ispatinda kullanacagiz.

Simdi yardimer teorem 13 iin ispatina gecelim. Ilk
once bir I dogrusu secelim; soyle ki, eger G grubu en
az bir kayvan simetri ihtiva ediyorsa, ! dogrusu olarak
bu simetrinin eksenini alalim; aksi halde ! dogrusunu
lalettayin secelim. ! dogrusunun iki yoniinden herhangi
birini secebiliriz. I’ de yonlenmis herhangi bir dogru ve
! ile I arasindaki aci da « olsun (Sek. 40); G grubu,
acist ¢ olan bir dénme ihtiva ederse, I’ dogrusuna [ nin
yoriingesinde bulunuyor diyelim. Ozel olarak, [ ye paralel
olan her dogru [ nin yoriingesi icindedir (zira, [ ile
arasindaki ac¢i sifirdir).

Bir an icin (yardimci teorem 13 in aksine olarak)
G grubunun hic bir merkezi simetri ihtiva etmedigini
farzedelim. Buna gore, I nin yoriingesinde bulunan her
I’ dogrusuna paralel olan éyle bir I” dogrusu bulunabilir
ki, bunun yonii I’ niinkinin aksi olsun ve [ nin yoriin-

*}) Bir dogruya gire simetri tarifini hatirliyal'm: I bir dofru
olsun. Efer A4’ 1 dogrusuna dik olan bir doZru parcas: Ise ve AA’niin
orta noktas: | dogrusu Uzerinde bulunuyorsa, A ve A’ u¢ noktalarma
I dogrusuna nazaran simetriktirier denir. Bir F geklinin her noktasinm
(1 doggrusuna nazaran) simetrigl alimirsa yeni bir F' sekll elde edilir.
F ve F' sekillerine, 1 dogrusuna nazaran simetriktirler denir.
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gesinde bulunmasin. (Aksi halde G' grubu acilarimin fark:
v olan iki dénme ihtiva eder. O halde buna gore, acisi =
olan bir donme, yani bir merkezi simetri ihtiva eder.
Sek. 41 e bakmiz).

Lalettayin bir M cokgeni alalim. Bunun bir kenar:
AB olsun. I’ de bu kenar:1 dik olarak kesen bir dogru
olsun. I dogrusunu soy'e yonleyelim: dogru {izerinde
pozitif yvonde ilerlersek, AB kenarim kestigi noktada M
cokgeninin icinden disina cikalim (Sek. 42). Bu sekilde
vonlenmis [’ dogrusu, I dogrusunun ydriingesinde ise,
AB kenarma pozitif bir isaret verelim; sayet I’ ne paralel

rl
Sek. 11 Sek. 42

ve aksi yonde yonlenmis olan 1 dogrusu ! nin yoriingesi
uzerinde ise AB ye negatif isaret verelim; nihayet, eger
bu sartlardan hic birisi gerceklenmiyorsa, AB kenarina
sifir degerini verelim. Simdi M cokgeninin kenarlarinin
uzunluklarimin cebrik toplamim hesapliyalim ve isaret
olarak simdi soyledigimiz sekilde tayin edilen isaretleri
alallm. (Eger AB kenarina sifir deger verilmisse, bu
kenar cebrik toplamda nazar itibara alinmaz), Bu cebrik
toplam J”:(M) ile gosterelim.

J'i (M) sayis1 asagidaki iki ozeligi haizdir: (1) aditif-
dir ( (3) formiiliine bakimz), ve (2) invaryanttir., (M, ve
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M. cokgenlerinden biri digerinden G ye ait bir hareketle
elde edilebiliyorsa, J'i(M,) = J"«(M,) dir.)

Aditif oldugu yardimer teorem 11 in ispatina benzer
bir ispatin aynen tekrarlanmasi ile gosterilebilir.

J'(M) in invaryant oldugunu gosterelim, g, G
grubuna ait bir hareket olsun ve M, cokgenini M, ye
doniistiirsiin. M, cokgeninin bir kenari A,B, olsun. M, de
buna tekabiil eden kenar A.B. olsun (yani 4.B., 4,B, in
¢ hareketi ile doniigtiigi kenar olsun). Nihayet, I, dogrusu
A.B, kenarina . dogrusu da A.B. kenarma dik olsun.
Bu dogrulardan her biri o sekilde yonlenmis olsunlar ki,
dogru {izerinde pozitif yonde gidilirse gdzéniine alinan

Sek. 48 Sek. 44

kenar ile kesim noktasina gelindigi zaman, tekabiil eden
cokgenin icinden disina cikilsin (Sek. 43). I, ve I, dogru-
larinin [ dogrusu ile yaptiklam agilar da sirasiyla a, ve
. olsun. I, dogrusunun, ! dogrusunun yoriingesi lizerinde
bulundugunu farzedelim. Bu takdirde 7. nin de I nin
yoriingesi iizerinde bulunacagim gosterelim. (1) Eger g
hareketi dteleme ise, L. dogrusu I, dogrusuna paralel olur.
Yonleri de ayni olacagindan, I, de I nin yoriingesi iizerinde
bulunur. (2) Eger g bir dénme ise, acgisi a;, —a, dir.
Fakat G grubu a, acih bir donme ihtiva ettiginden
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(I, dogrusu [ nin yoringesi uzerinde oldugu icgin),
(ote — o) + o, —a, ags1 ile yapilan bir dénmeyi de
ihtiva edecektir. O halde I. dogrusu da ! nin yoériingesi
uzerindedir. g bir kayan simetri ise ¢ nin ekseni ile,
dogrusu arasindaki a¢1 (o, +a.) /2 dir. Bu takdirde baslan-
gictaki secilis sartina gore I dogrusu da bir kayan simet-
rinin eksenidir (Sek. 44). O halde G grubu acisi o, - a.
olan bir doénme ihtiva eder. Bundan baska, (yukarda
isaret ettigimize gore) G acist ¢, olan bir dénme ihtiva
ettiginden, acis1 (&, -+ @.) — o, = @ olan bir déonmeyi
de ihtiva eder. Buna gore, bu halde de [, dogrusu ! nin
yoriingesi tizerinde bulunur. Biitiin bu soylediklerimizden
su neticeyi elde ederiz: M, cokgeninin A,B, Kkenarmn
isareti pozitif ise (yani, I, dogrusu ! nin yoriingesi iize-
rinde ise) M. cokgeninin A.B. kenar: da pozitif isaretlidir.
Benzer sekilde A4,B, kenarimin isareti negatif ise, A.B.
kenarindakinin de negatif olacag gosterilebilir. En nihayet
A.B, kenarmn degeri sifir ise A.B. de sifir degerlidir.
(M, cokgeni M. den g—' hareketi yapilarak elde edilir.
O halde A.B. kenarimin isaretinin pozitif veya negatif
olusuna gore, A,B, kenarimin isareti de sirasiyle pozitif
veya negatif olur). Yani, M, ve M, cokgenlerinin miite-
kabil kenarlar, J(M,) ve J'(M.) cebrik toplamlarinda
ayni katsayilarla bulunurlar. O halde J' (M,) = J" (M.) dir.

J''(M) saywsmin aditif ve invaryant olmasindan
(paragraf 8 ve 9 a bakimz), M, ve M, gibi G-esparcala-
nabilen cokgenler icin J'((M,) = J:(M.) esitligi elde
edilir.

Simdi, Sek. 45 de goriilen durumda birbirine denk
A,B,C, ve A,B.,C, dik ikizkenar ii¢cgenlerini alalim.
A.B.C, ftucgeninin B.C'. kenarinin degeri sifirdir; zira
bu kenara dik olan [ dogrusu ile ¢ doSrusu arasindaki
ac1 3/4 = dir ve acisisi 3/4  olan bir dénme de G grubu-
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nun icinde olamaz (ciinkii, bu dénmeyi dort defa ardarda
yapmak a acis1 3r olan bir dénme, yani bir merkezi
simetri elde edilir). Benzer sekilde A4,C,, B.C, ve A.C.
kenarlarinin her birine sifir tekabiil ettigi gériiliir. A.B.
kenari ise pozitif isaretlidir; fakat A4,B, negatif isaret-
lidir. Goriltiyor ki, J(4,B,C,) + J'(A.B.C.) dir (zira

Sek. 4

bu sayilardan biri pozitif, digeri negatifdir). O halde
A.B,C, ve A.B.C, licgenleri G-esparcalanabilen degildir-
ler. Bu ise G grubunun ozeliklerine aykirdir.

YARDIMCI TEOREM 14. G grubu biitiin merkezi
simetrileri ihtiva eder.

8, G grubuna ait bir merkezi simetri olsun (yardime:
teorem 13). O, bu simetrinin merkezi, ve O da diizlemde
lalettayin secilmis bir nokta olsun. g, G grubuna ait ve
O noktasim O, noktasina doniistiiren bir hareket olsun
(yardimcl teorem 12). G grubuna ait gsg—' hareketinin
O noktasim sabit birakti1 ve merkezi O olan bir simetri
oldugu kolayca goriilebilir, O halde O noktasina gore
simetri de G grubuna aittir,

Teoremin ispatim tamamlamak icin, yardimer teorem
7 ye gore, G grubunun biitiin 6telemeleri de ihtiva ettigini
kaydetmek yetisir.
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teoremleri

13. ESPARCALANABILEN COKYUZLULER

Simdi de kati cisimlerin (cokyiizlillerin) esparcala-
nabilme ve estamamlanabilme problemlerini tetkike bas-
hyalim. Iki ¢okyiizliiden birisi sonlu sayida bir takim
parcalara ayrilabiliyorsa, Oyle ki, bu parcalarin uygun
sekilde tekrar birlestirilmeleriyle ikincisi meydana gelsin,
bu takdirde bu cokyiizliiler esparcalanabilendirler denir.

Esparcalanabilen iki ¢okyiizlinuin esit hacimli olacak-
lar1 asikardir. Tabii, derhal akla aksinin dogru olup olma-
dign suali gelir: Esit hacimli biitiin cokylizlii ciftleri
esparcalanabilen midir? Baska bir tabirle soyle diyebiliriz:
Bolyai ve Gerwin teoremine benzer bir teorem cokyiizliiler
icin de soylenebilir mi? Asagida bu sualin cevabinin
negatif oldugunu gorecegiz.

flk énce bu sorunun bir negatif cevabmin manasini
inceliyecegiz. Boyle bir negatif cevap, esit hacimli hic bir
cokyiizlii ciftinin esparcalanabilen olamayacagl manasina
mu gelir? Tabii ki boyle degi'dir. Esparcalanabilen cokyiiz-
litlerin meveut oldugu asikardir. Mesela, yitkseklikleri aym
olan, tabanlarimn alanlar1 da esit olan iki dik prizma
esparcalanabilendirler (Sek. 46). Bu Bolyai-Gerwin teore-
minden derhal goriiliir (asagida, paragraf 19 da, dik olsun
veya olmasin, esit hacimli her hangi iki prizmanin espar-
calanabilen oldugunu gorecegiz). O halde yukardaki sualin
cevab negatifdir demek ne demektir? Bundan su anlasil-

T
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maktadir: Esit hacimli olan biitiin cokyiizliiler esparcala-
nabilen degildirler. Yani, esit hacimli ve esparcalanabilen
¢okylizliiler vardir (mesela, prizmalar) ; fakat esit hacimli
olup esparcalanabilen olbmiyan cokyiizliiler de meveuttur.
Bu ilk 6nce [1] de Alman matematikei Dehn tarafindan
ispat edilmistir. Dehn hacimleri esit olan bir kiip ile bir
diizgiin iicgen pramidin (dortylizliiniin) esparcalanabilen

Wl
A

=

olmadiklarini géstermistir, Tabii, bunlardan baska da
esparcalanabilen olmiyan, fakat hacimleri esit olan cok-
yizliiler vardir,

Bu béliimde bir Kp ile bir diizgiin dért yuzliiniin espar-
¢alanabilen olmadikiarin gosteren Dehn teoreminin bir
ispatim verecegiz. By ispat, Isvicreli matematik¢i Hadwi-
ger’in baz giizel fikirlerinden faydalanmlarak yapimstir,

14. HADWIGER TEOREMI

oy G2y -« o, eu lalettdyin secilmis reel sayilar olsunlar.
Ry Ny, -+ -y M gibi, hepsi birden gifir olmiyan ve
Mty - Mals + ¢ v - Mg — 0 (9)
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sartim gercekliyen bir takim tam sayllar mevcutsa,
%, O -+, s sayllarina lineer baghdwlar denir. (9) sek-
lindeki bir esitlige de a., o, ---, o sayilari arasinda bir
lineer baghlik diyecegiz. Su noktay: tekrar belirtelim ki,
Ny, Ney - -+, M Sayllarmin hepsi tamsayilardir (pozitif,
negatif veya sifir), ve en az bir tanesi sifirdan farkhdir.

Veriimis bir lineer bagh sayir takimi igin bir cok
lineer baghhk mevcut olabilir. Mesela

=1 a=V2—1 a=3V2+1, a,=2V2
sayilarim gozoniine alahm.

Bu sayilar arasinda asagidaki lineer baghliklarin
meveut oldugunu gerceklemek kolaydir:

2.141.(V2—1)+(—1) (3V2+1)+1.2V2=0
4.143.(V2—1)+(—1) (3V2+1) $0.2V2=:0
0-1+(—1)(V2—1) L (—1)(BV241)+2:2V2=0

Sunu da kaydedelim ki a; ve a. ayni birimle Olclile-
miyen (yani, sifirdan farkh ve kesirleri irrasyonel olan)
iki say1 iseler, lineer bagh olamazlar. Gercekten

n,o, {_ N0 — 0

lineer baghligina gore a./a. (@ + 0) Kkesri, iki tam
saymin kesri olan — n,/n, € esittir; yani rasyoneldir.

Simdi o, oy o, o4 sayillarimin her birine baska
bir say1 tekabiil ettiren, bir kaidenin mevcut oldugunu
farzedelim:




3. Cokytizliler icin Dehn ve Hadwiger teoremleri 51

o, e fl(a;) sayisi tekabiil etsin,
a: ye fla.) sayisi tekabiil etsin,

o ya f(ex) sayisi tekabiil etsin,

Asagdaki ozeligi gercekledikleri takdirde, f(w,),
flees), <<, f(ex) sayilarina, a,, a., ---, a« sayilarimn bir
aditif fonksiyonunu * belirtir diyecegiz: a,, a; ---,
sayllar: arasindaki her

Moy + Malts + o+ - Mo =10
lineer baghhgimin benzeri olan
mfle) - maf () + - o+ + mflen) =0

denklemi, f(a,), f(a.), ---, f(a) sayilar arasinda bir
lineer baghhktir.

Eger a,, a. ---, a» sayilar lineer bagh degillerse
fla), fla.), ---, flar) sayilam lalettdyin secilebilir.

Mesela, a, =1, a.= V5 sayilarim alahm. Bunlar ayni
birimle oOlciilemiyen sayilar oldugundan aralarinda bir
lineer baghhk mevcut olamaz. Buna gore «, ve a. ye
tekabiil eden f(a,) ve f(a.) sayilarimn seciminde, bunlarin
lineer bagh olmasim temine liizum yoktur. Bunu sdyle de

*) Modern goriise gire, bir fonksivon, bir ciimlenin her elema-
nina (belirli bir kaide Ile) baska bir climlenin belirli bir elemanmni
tekabil ettirir. Meseld, her x reel sayismna tekabiil eden sayr olarak
sinx saymsint alirsak bir fonksiyon elde ederiz (sinils fonksiyonu): efier
pozitlf tam sayilar ciimlesinin her sayisina, bu tam saymm en bilyilk
asal bilenini tekabiil ettirirsek gene bir fonksiyon elde ederiz. Genel
olarak, gn as - . .. g, sayilar: ile diger bazr f(gi), flge), . . ., ey
saytlart arasinda yapilan bir tekabiil lle bir f fonksiyonu elde ederiz.
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soyliyebiliriz: f(1) ve f (v":—")-} icin secilen degerlere bagh

olmiyarak, o,=—1 ve a.— V5 icin daima bir aditif
fonksiyon elde edebiliriz. a;, ., ---, ax sayllarimn lineer
bagh olduklar: halde, aditif fonksiyon tarifinden derhal
goriilecegi gibi, herhangi bir f aditif fonksiyonuna
tekabiil eden f(e,), f(a:), ---, f(ar) sayilarn da lineer
bagh olurlar.

Nihayet,
Oy, Olgy -+, O (10]
bir A cokylizliisiiniin, iki yiizlii i¢ acillarimin (kesisen iki

yiizii arasindaki i¢ acilarin) radyan cinsinden dlciisii, ve
L, L, -, daesmrasiyla o aciya tekabiil eden yiizlerin

kesistikleri kenarin uzunluklar olsunlar (Sek. 47). Eger
(10) sayilar1 icin bir

f(a\)! f(av:)r Pty f(a-‘) (11)
aditif fonksiyonu secilmisse

f(4) =Lf(a:) + Lf(az) 4 -+« 4 Uf () (12)
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v1 tarif edelim, ve f(4) ya A ¢okyiizliisiiniin bir invaryanti
diyelim. f(A) invaryant1 yalmz A ¢okyiizliisiine degil, (11)
aditif fonksiyvonunun secilisine de baghdir.

Simdi asagidaki enteresan teoremi ifade edecek
durumda bulunuyoruz.

HADWIGER TEOREMI. Hacimleri egit olan A ve
B cokyiizliileri verilmis olsun. A ¢okyiizliisuniin birbirinden
farkl biitiin iki yiizlii icaglarvm (radyan cinsinden)
O, Oy -+ -, o ile, B gokyiizliisiiniin birbirinden farkh biitiin
iki wiielii i¢ agilarm By, Bs, -+, Be ile gosterelim.
Qs Ooy + vy Oy Pay Bay -+, B SGYL Clmlesine = SAYISIN
katalim. Eger, boylece elde edilen

™, Oy Oy ***y O Bls ﬁ:‘; oy Bu‘ (13)
sayr ciimlesi igin bir

f":":}. f(al)u ft_ﬂ'.'_-}p Sy f‘ﬂ.r)t
f(B), f(B), --+ f(B) (14)

aditif fonksiyonu meveut ise, oyle ki
f(n) =0 (15)

olsun, ve ejger A ve B ¢okyiizlilerine tekabiil eden invar-
yantlar esit degillerse, yani

f(4) + f(B) (16)

ise, bu takdirde A ve B c¢okyiizlileri esparcalanabilen
degildirler.

Hadwigerin bu teoremini daha sonra (paragraf 16 da)
ispat edecegiz. Simdi daha Once bir kiip ile bir diizgiin
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dortylizliniin esparcalanabilen olmadiklarim1i gosteren
Dehn teoreminin ispatinin, Hadwiger teoreminden fayda-
lanarak nasil yapildigini gorecegiz.

15. DEHN TEOREMI

Her seyden once asagidaki yardimer teoremi ispat
edelim. Bu yardimci teoremi (ve Hadwiger teoremini)
kullanarak Dehn teoremini kolayca ispat edebiliriz.

YARDIMCI TEOREM 15. n, 2 den biiyiik olan bir
tam say, ¢ de kosiniisii 1/n olan (yani arccos 1/n=29o
olan) bir agyn radyan cinsinden élgiisii olsun. Bu takdirde
o ve n saplart ayni birimle olgulemiyen saylardr. Yani
n, ve n., tam sayilarmn her ikisi birden sifur olmadikea,
aralarnda

"Ii:fp - Nt = O (i—[-l

seklinde bir lineer baghhk mevcut degildir.

Bir indirekt ispat verelim. n, + 0 olmak iizere (17)
seklinde bir bagmmtimin mevcut oldugunu farzedelim.
n, > 0 farzedebiliriz (n, < 0 ise (17) nin her iki tarafim

1 ile carpariz). n,p =%, = hin bir tam kat1 oldu-
gundan cos m,p ya -1 veya —1 e esittir; yani bir tam
sayidir. Herhangi bir k 4 0 tam sayisi icin, cos kg nin
tam say1 olamiyacagim gosterelim.

Trigonometriden bildigimiz toplam formiillerine gore

cos (k1)@ = cos (kg + @) =
cos ko cos ¢ — sin ke sin ¢

cos (k—1) ¢ =cos (ko —¢) =
cos ko cos @ - sin ko 8in ¢




n
3]
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dir. Bu esitlikleri tophyarak

cos (k+ 1) @ + cos (k—1) ¢ = 2cosko-cos g,
veya (cos g = 1/n den)

cos (k + 1) g = (2/n) cos kg — cos (k—1) ¢ (18)

elde edilir. Ispati tamamlamak icin n nin cift ve tek
oldugu halleri ayrn ayr tetkik edelim.

1. hal. n sayisi tek olsun *. Matematik indiiksiyon
kullanarak, bu halde, cos k¢ nin, paydasi n', pay1 da n ile
ile asal olan bir kesir seklinde ifade edilebilecegini goste-
relim. Bunu gosterdigimiz takdirde % > 0 icin cos k¢ nin
yukarda soyledigimizin aksine olarak, bir tam sayl olma-
digim gérmiis oluruz. k=1 ve k=2 icin ispatim istedi-
gimiz ifade dogrudur:

1
COS @ ——
n

cos2¢0=2cos’gp—1

2 2—n®

Y (. e—— ]_ —
n: n*

(n tek oldugundan 2 ve n sayilari aralarinda asaldirlar).
Simdi ispatim istedigimiz ifadenin 1, 2, ..., k sayilarin-
dan her biri icin dogru oldugunu farzedip, % |1 sayisi

%) Dehn teoreminin ispatinda, yalniz bu hal (n =3 hall) kulla-
niimaktadr,




Egdeger ve Esparcalanabilen Sekiller

56

icin de dogru oldugunu gosterelim. Indiiksiyon hipotezine
gore

a
cos kg ———,
#
b
cos (k—1) p=
nl_l

dir; burada a ve b, n ile asal olan tam sayilardir. Bu iki
esitlik ve (18) den

2a b
cos (k4 1) o= —
n-n' n-’
2a — bn?
e nk._n.l

elde edilir. Ne a ve ne de 2 sayis1 n ile ortak carpan ihtiva
etmediklerinden 2a—bn* pay: ile n sayisi aralarinda
asaldirlar. Boylece ispatimiz tamamlanmis olur.

2. hal. n nin cift oldugunu farzedelim; yani, m bir
tam say1 olmak iizere n— 2m olsun. Bu takdirde cos ke,
paydas1 2m' ve payl da m ile asal olan bir kesir seklinde
ifade edilebilir (bu da, tamamiyle 1. hale benzer sekilde
indiiksiyon metodu ile gosterilebilir). Boylece, k > 0 icin,
paydadaki sayimin pay! bdlemiyecegi gosterilmis olur,

DEHN TEOREMI. Hacimleri esit olan bir kiip ile
bir diizgiin dortyiizlii esparcalanabilen degildirler. :

Ispat. ABCD diizgiin dértyiizliisiiniin D noktasindaki
DE yiiksekligini cizelim (Sek. 48). E noktasi ABC eskenar
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tc¢geninin agirhik merkezine diiser. Buna gore E noktasin-
dan gecen AF dogrusu bir kenar ortaydir. O halde F
noktasi1 BC kenarinin orta noktasidir. bunun neticesi olarak

DF dogru parcas: da BCD licgeninin kenar ortayidir. EF
dogru parcasinin uzunlugu AF kenar ortaymnin ve tabii
DF kenar ortaymin iicte birine esittir. Yani

EF 1

dir. Buna gore, eger DEF dik licgeninin F deki acisim
(bu aci ABCD dortyiizliisiiniin bir iki yiizli acisidir) o
ile gosterirsek

CoS p = — (19)
3

elde ederiz.

Simdi Hadwiger teoremini tatbik edelim. Bir 4 kiibii-
niin her iki yiizlii aqis1 n/2 ye esittir. B diizgiin dortytizlii-
siiniin iki ylizli agisin1 ¢ ile gosterelim. Hadwiger teore-
mindeki (13) sayilari, burada
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= P (20)

olur. Bu sayilar arasinda nasil lineer baghhklarin mevcut
oldugunu arastiralim, =,, n., n, tam sayvilar olmak iizere,
(20) deki sayilar arasinda

1

-

nmw -1 n.

Fong=0 (21)

N |

seklinde bir lineer baghhgin meveut oldugunu farzedelim.
Bu takdirde

(20 + 1) =+ 2n.0 =0

dir, Boylece = ve ¢ arasinda bir lineer baghlk elde ederiz.
Fakat, ¢ ve = ayni birimle dlciillemiyven sayilar olduklar
icin (19) dan dolayi, yardimer teorem 15 e gore boyle
bir lineer bagllik meveut olamaz). O halde n, -+ n.— 0,
n 0 olmahdir, Yani (21) esitligi

mr 4+ (—2n) —=10 (22)

seklini alir, (20) sayilar1 arasinda bundan baska da lineer
baghhik meveut degildir.

f(x) f( ]:-0. flo) =1 (23)

A

olarak alalim. Bu, (20) de verilen sayilar icin bir aditif
fonksiyon tarif eder. Gercekten, (20) sawvilar1 arasindaki
her hangi bir lineer baghhk icin, yani (22) seklinde bir
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esitlik icin, (23) sayilar: arasinda benzer bir lineer baghhk
bulunabilir:

nf(w) 4 (—2n)f (—;} =0.

3oylece, (20) sayilar icin, (15) sartina uyan, bir aditif
fonksiyon elde edilir. Simdi kiip ile dizgiin dértytizlinun
esparcalanabilen olmadiklarinin ispatini tamamlamak icin,
(16) nmin dogru oldugunun gosterilmesi kalir,

A kiibiiniin oniki kenar1 vardir. Kenar uzunlugu [
olsun. O halde 4 kiibil icin f(4) invaryantinin degeri

f(A) = 121f (3] —0

dir ( (23) e bakimz). m de, B diizgiin dortyiizliisiiniin bir
kenarmin uzunlugu olsun. B dértyiizlisiiniin f(B) invar-
vanti

f(B) 6mf(p) £ 0

seklinde olacaktir ( (23) e bakimz). Buna gore f(4) =
f(B) dir. Bunun neticesi olarak A kiibu ile B diizgiin
dortyiizliisiiniin - esparcalanabilen olmadiklar: goriilmis
ve Dehn teoremi ispat edilmis olur.

16. HADWIGER TEOREMININ ISPATI

Simdi Hadwiger teoreminin ispatina gecelim.
YARDIMCI TEOREM 16.

Olyy Chzy ==y O {21)
ve
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Yis Yo <+, 1 (235)
reel sayilar olsunlar.

fas) flaw), -, fla) (26)
(24) saydarvn bir aditif fonksiyonu olsun. Oyle

f(Tl.)t f‘T:‘)y Ay f(T"} (27)

Sayrlary bulunabilir ki, (26) ve (27) saylar, (24) ve (25)
sayilart beraberce gézoniine almdiklary takdirde, bunlarn
bir aditif fonksiyonunu versin, Baska bir tabirle (24) say-
larvmn her hangi bir aditif fonksiyonu, (24) ve (25)

saylarmm bir aditif fonksiyonunu verecelk sekilde genig-
letilebilir,

=1 oldugu hali, yani (24) sayilarina yalmz bir Y
sayisi katilmakla elde edilen hali gostermek kafidir (zira
(25) sayilari, (24) sayilarimin ciimlesine birer birer kati-
labilir). (24) sayilan icin (26) seklinde bir aditif fonksi-
yonun verilmis oldugunu farzedelim. v da her hangi bir
reel say1 olsun. Oyle bir f(y) sayis1 bulmahyiz ki

1), 168, -5 ). f(y) (28)

sayilar) sistemi,

Qiy Ooy *««y Oy Y (29)
sayilar: icin bir aditif fonksiyon tarif etsin.

Ispat: yaparken asagdaki iki hali ayiracagz:

1. hal. (29) daki sayilar arasinda, y nin n kat sayist
sifirdan farkhh olmak iizere
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Moty - Wattz = -« - - Mo 4- 0y = 0

seklinde hic bir lineer baghlik meveut degildir. Bu halde
f(y) nin degeri olarak her hangi bir reel say1 secebiliriz.

2. hal. (29) daki sayilar arasinda
oy + Mo 4 -0+ War Wy =0, n +0 (30)

olacak sekilde bir lineer baghhk mevecuttur. Bu halde,
fly) sayisim

nflan) + n'flas) + oo A w'f o) + fly) =0 (31)
esitligini gercekliyecek sekilde tayin ederiz. (31) den
g n,’ n’
) =——Ffla) — —fla) — --- —-Tf{al)

n n n

bulunur, Bu sekilde (29) daki sayilar icin bir aditif fonk-
siyon elde edilecegini gosterelim.

My + Mty + -+ - Mg + ny = 0, (32)
(29) daki sayilar arasinda lalettayin bir lineer baghhk
olsun (bu (30) dan farkh veya belki onunla aym da

olabilir). (28) deki sayilar arasinda da benzer bir lineer
baghihgin meveut oldugunu gostermeliyiz; yani

?lif(ﬂ'.l) ‘{— 'ﬂruf{auj { i 1] fl ﬂ*f(ai) —I— ??f{"‘() =) (33)

seklinde bir esitligin oldugunu gostermeliyiz. Bunu da
asagidaki gibi yapabiliriz: (32) esitliginin her iki yanim
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n' ile carpalim. Elde edilen esitlikten, (30) u n ile carpip
cikaralim:

(n'n, —m)’) a, -+ (M'n.—nn’) e -
(n'n: — nn’) v — 0.

Boylece (24) deki sayilar arasinda bir lineer baghhik elde
etmis oluruz. (26) daki sayilar da bunlarin bir aditif
fonksiyonunu belirttiginden

(2'n — ) flan) + (W0 — an")f(ae) +-
+ -0+ (Wm—nn')f(a) = 0

seklinde bir esitlik mevcuttur. (31) denklemini n ile
carparak bu esitligi ilave edersek

wnfle) + n'nfle.) 4 - 4 w'nf () + n'nf(y) =0
buluruz. Nihayet, n’ 4+ 0 oldugundan son denklemi n’ ile
bélerek (33) ii elde ederiz. Buna gore (28) deki sayilar,
(29) daki sayilarin bir aditif fonksiyonunu verir.
YARDIMCI TEOREM 17. A, sonlu sawda, daha
kugik M, M,, -.., M. cokyiizlilerine parcalanmis bir
cokyiizlii olsun. A nan biitiin farkh iki yizlic agilarim
Oy Oay ==+, Cr (34)

ile, ve M,, M., ..., M. c¢okyiizliilerinin aralarmda farkh
biitiin ikiytizlii agilarm da

Y1y Y'.‘! SRR T (35)

ile gosterelim, (34) ve (35) saylar ciimlesine = yi kataralk
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Ty Oy Kzy **+y Ony Yln 7'_'} ittt | T (36)
sayr cimlesini elde edelim.

f(w), fley) fle), ---, Flew), :
f(y1), flys)y ==, Fly) (37)

ile verilen bir aditif fonksiyon vardw. Oyle ki
j{x) =0 (38)
olsun. Bu takdirde, gozoniine alman c¢okuyiizliilerin
f(4), f(M,), (M), ---, (M)
invaryantlar
J(A) = f(M,) + [(M;) + --- + f(M:) (39)

esitligini gerceklerler.
Bunu ispat i¢in, A4, M,, M., -..; M. cokyiizliilerinin
kenarlarimm teskil eden dogru parcalarim gozoniine alalim.

Bu dogru parcalar tzerinde A, M,, M., -.., M. cokyiiz-
lillerinin koselerini ve bu dogru parcalarmin birbirleri ile
kesistikleri noktalar1 isaretliyelim. Bu suretle, sonlu
sayida, daha kisa dogru parcasi elde ederiz. Bu kisa dogru
parcalarina halka diyecegiz. Bir kiibiin daha kiiciik cok-
yiizlillere parcalanmas1 Sek. 49 da goriilmektedir; bu
sekilde, kiibiin 1, olarak isimlendirilmis kenari, iic m,,
m., m, halkasim ihtiva eder. Genel olarak 4, M,, ..., M:
cokyiizliilerinin her hangi bir kenarinda bir veya bir kac
halka vardir. A cokyiizliisiiniin her halkasi (yani, 4 cok-
yiizliisiiniin kenarlarindan biri iizerinde bulunan her halka)




64 Esdefer ve Esparcalanabilen Sekiller

M,, M., ..., M. cokyiizliilerinden bir veya bir ka¢inin da
bir halkasidir. 4 cokyiizliisiiniin halkalarindan her hangi
bir tanesini alahim; bunun uzunlugu m ve A cokyiizlisiinun
buna tekabiil eden iki ylizlii agisi o olsun. a, (34) deki
sayllardan biri oldugundan, f(e) tarif edilmistir. mf(e)
carpimina A cokyiizliisiiniin, gozoniine alinan halkasinin
agirhgn diyecegiz. Benzer sekilde, M,, M., ..., M: cok-
yiizlilerinde halkalarin agirhiklarim tarif edelim. Sunuda
kaydetmeliyiz ki, ayni bir halka, kendisine bitisik olan
farkh cokyiizlillerde farkhi agirhiklari haiz olabilir; zira

Sek. 49

boyle bir halkada, bitisik cokytzliiler farkh ikiyiizlii
acilar haiz olabilir.

Simdi A cokyiizliisiiniin biitiin halkalarim gozoniine
alalim, ve bunlarmm A cokyiizliisiindeki agirhklarim bula-
Iim ve biitiiln bu agirhklar: tophyalim. Bu toplamin A4
cokyiizliisiiniin  f(4) invaryatina esit oldugu kolayeca
goriilebilir. Bunun acitkca anlasilabilmesi icin A cokylizlii-
stiiniin 1, kenarim alahm ve bunun m,, m,, m, gibi iic¢
halkadan meydana geldigini farzedelim (Sek. 49). m,,
m., m, halkalarindan her birine, A cokyiizliisiiniin 1,
kenarindaki ikiyiizlii acisi olan, ayni bir «, ikiyiizlii acis
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tekabiil eder. Buna gére m,, m., m, halkalarimn agirhkla-
rimn toplami

maf(on) -+ Mmaf () + muf(on) —
(m, -+ m, 1 '-’n-_|)f{d.1) = Lf(ad

dir. Ayni sekilde A4 cokyiizliisiiniin L. kenarmn biitiin
halkalarimin agirhklarinin toplami da Lf(a,) ye esittir,

v.s. Buna gore, A ¢okyiizliisiiniin biitiin halkalarimn
agirhklarinin toplami, (12) toplaminin aynidir; yani A
cokyiiliisiiniin f(4) invaryantina esittir,

Benzer sekilde, M, M., ..., M. cokyiizliilerinden
her birisinin invaryanti da biitiin halkalarinmn agirhiklar
toplamina esittir. (Tabii, her halkamn agirhigl, gozoniine
alinan cokyiizlii icin hesaplanacaktir.)

Simdi (39) esitliginin gerceklendigini gorelim. Bu
esitligin sag tarafimi bulmak icin M, M., ..., M. cokyiiz-
lilerinin her birindeki biitiin halkalarin agirhklaring
hesaplamaliyiz. Bu toplamda, m halkasina tekabiil eden
terimdeki Kkatsayiyr bulalim. m halkasina bitisik olan
M., M, ..., M: cokyiizlillerinin ikiyiizlii acilan

iy Wy sieley v

ile gosterilmis olsunlar (bunlar (35) deki sayllar arasinda
bulunurlar). O halde gézéniine ahnan halkanin, ikiyiizlii
agis1 y: olan cokyiizliideki agirhg mf(y:), ikiyiizli aqisi
Y, olan cokyiizliideki agirhgi mf(y), ... v.s. dir. Buna
gore, m halkasina bitisik olan M. M, .M cokyiiz-
lulerindeki biitiin m halkalarinin agirhklar: toplam

mf(y) + mf(y) + ... mf () (40)

ile verilir.
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Halkalarin her biri asagidaki li¢ tipten birinde
olacaktir:

(1) A cokyiizlisiiniin tamamiyle icinde kalan hal-
kalar (yalniz u¢ noktalar istisna tegkil edebilir). Eger m
boyle bir halka ise ve M,, M,, ..., M: cokyizlilerinden
her biri m dogru parcasina bitisik ise bu dogru parcasin
bir halka olarak kabul ediyorsa, m halkasina bitisik olan
cokyiizliillerin, bu halkaya tekabiil eden biitiin ikiytzli
acilarmin toplam 2x dir (Sek. 50 @ ya bakiniz; bu sekilde
ve 50b, 51, 52a, 52b sekillerinde, 4 cokylizlusiniin ve m
halkasina bitisik olan cokyiizliilerin parcalanig1 m halka-

U
’ .\l\\\\\\\\\////:

®)

Sek. 50

sina dik olan bir diizlem iizerinde gosterilmistir. Bu sekil-

lerde m hakasimin kendisi de R noktas: ile gosterilmistir.)
O halde, bu tipte

-.rl._.L.Y;_l. -{-—Y-———-Qn

veya

vyt —k=0
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dir. Bu; (36) daki sayilar arasinda bir lineer baghhktir.
Buna gore

Fyd) +f(y) + - +f(y) —2f(x) =0
dir. (38) 1 kullanarak, son denklemden
) + 1) + -+ - +-F(3) =0

elde edilir; o halde (40) ifadesi de sifira esittir.

Eger m, A cokyiizliisiiniin icinde kalan bir halka ise,
ve m dogru parcasina bitisik olan M,, M, -.., M« cokyiiz-
ltlerinden biri bu dogru parcasim bir halka olarak kabul
etmezse * (yani, m dogru parcasi, M,, M., ..., Ms cok-
yiizliilerinden birinin bir yiizii {izerinde bulunursa), geri
kalan cokyiiz'iilerden m dogru parcasina bitisik olanlarin
iki yiizlii agilarimin toplamn = dir (Sek. 50b):

YT =T,
Buna gore (40) ifadesi (yukarda izah edilene benzer
sebepten) sifira esit olur.
Su halde, agirhklarmn toplami sifir oldugundan,
A cokyuzlustiniin icerisinde kalan halkalar (39) esitliginin
sag tarafinin hesabinda ihmal edilebilir,

(2) A cokyiizliisiiniin yiizleri {izerinde olup, kenar-
lar iizerinde bulunmiyan halkalar. Bu halde

*) Eiter m dogru parcasina bitisik iki cokyiizlil i¢in, bu dofiru
parcas: bir halka defllse, yani, m bitisik iki cokyiizliiniin yiizleri {izerinde
bulunuyorsa, m dofiru parcasma yalmiz bu iki cokyiizl{i bitisik olur.
O halde m, M, M: . . ., M, cokyiizliilerinin bir kenarr {izerinde
bulunamaz, dolayisiyle bir halka degildir.




(3) A cokyiizliisiiniin kenarlar1 uzerinde bulunan
halkalar. Bu halde

) Ll ol iy MASHAE 3

toplami, tekabiil eden kenarin iki yiizli acisi « ya (Sck.
52a), veya o — m acisina esittir; yani

y (O o0 (15 AR o (X
veya

¢ (e Sk (il ki g b

dir. Bu son hal, &« acis1 = den biiylik ise olabilir (Sek.
52b ye bakimiz). Her iki halde de

f) + 1) + -« 4 Fy) = f(a)

dir ve gozoniine alinan halkamin, A4 cokyiizliistindeki
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agirhg olan (40) ifadesi mf (a) ya esittir. Buna gore (39)
esitliginin sag tarafinda goriilen toplam, 4 cokyiizliisiiniin
biitiin halkalarimin agirhklar1 toplammna, yani f(4)
invaryantina esittir.

N
R .‘,‘\’\\9\\\‘

)

Sek. 52

Hadwiger teoreminin ispati. A ve B cokyiizliileri
esparcalanabilen o sunlar, ve M,, M., ..., M. de, bir araya
getirilmekle A veya B elde edilen cokyiizliiler olsunlar.
M, M. ..., M. cokyiizliierinin i¢, ikiylizli acilan
Y1y ¥z - -+, ¥ oOlsunlar. Yardime:1 teorem 16 ya gore, (14)
aditif fonksiyonu

Ty Oyy Olay =+ Ory _G'.v 3:' oAb B'-’! YI! T:_‘ At }"
sayillarinin bir aditif fonksiyonunu verecek sekilde genis-
letilebilir. (Yukarda oldugu gibi, bu aditif fonksiyon (15)
sartini gercekler.) A cokylizlisi M,, M,, - .-, M. cokyiiz-
itilerinden meydana geldiginden f(4) invaryanti

f(4) = f(M,) -+ f(M.) + --- + F(M)

dir (yardimec: teorem 17). Fakat B cokyiizlisii de M,,
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M,, ---, M. cokyiizlilerinin bir terkibi ile meydana geldi-
ginden

[(B) = (M) + f(M:) + --- + f(M)

dir. O halde f(4) = f(B) dir ki bu (16) bagintisimin
aksidir. Buna gore A ve B cokyiizliilerinin esparcalanabilen
olmasi faraziyesi bizi bir ce ismeye gétiiriir,

17. 2-BOYUTLU COKYUZLULER

n-boyutlu uzay fikrine alisik olan okuyucular icin
asagidaki ek ihtar ilgi cekiei olabilir. M, n-boyutlu bir
cokyiizlii, L de bunun (n—2)-boyutlu yiizlerinden bir
tanesi olsun. Bu halde M cokyiizliisiiniin, L yiiziine bitisik
tam iki tane (n — 1)-boyutlu yiizii vardir. Bunlar1 A ve
B ile gosterim. A ve B yiizleri arasindaki aciya, L yiiziin-
deki ikiyiizlii agi denir. Bu kendi lineer acisi ile, yani, biri
A digeri B yiizii icinde olup, L ylziine dik olan bir cift
dogru arasinda kalan ac ile olciiltir.

Eger, L,, L., ..., Lx, n-boyutlu M cokyiizliisiiniin
(n — 2)-boyutlu yiizlerini teskil ediyorlarsa, I, L, ---, L
da bunlarin (n — 2)-boyutluy hacimleri, ve a,, &, ---, a,
M cokyiizliisliniin bu yiizlerdeki iki yiizli acilan ise,
ey, o2, ---, o Sayilar: icin hesaplanan (11) aditif fonksi-
yonu (sah. 52 ye bakimiz) (12) toplamim tarifte kullanila-
bilir, Bu toplama M cokyiizliisiniin invaryants diyecegiz.
Invaryant bu sekilde tarif edi'difine gore, Hadwiger
teoremi, ispati1 ile beraber, n-boyutlu cokyiizliiler icin de
dogru olur ([4] e bakiniz).

Dehn teoremi de kolayca genellestirilebi’ir. Diizgiin
bir n-boyutlu piramidin (simpleksin) ikiyiizlii acilan
arccos 1/n e esittir. (Paragraf 15 de verilene tamamen
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benzer sekilde, indiiksiyon yo'u ile, okuyucu bunu kendisi
kolayca yapabilir.) Bundan derhal, yardimci teorem 15i
kullanarak, n > 3 icin, hacimleri ayni olan diizgiin bir
piramid ile bir kiibiin esparcalanabi en olmadiklar gorii-
liir (paragraf 15 e bakimz).
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18. LIMITLER METODU

Diizlem sekiller icin kullandigimiz alan hesabi meto-
dumuzu hatirhya im. Dik dértgenin alam icin formiil bu-
lunduktan sonra, diger cokgenlerin alanlam hesabi, basit
iki metoddan birisinin kullamlmasina indirgenmis olur:
parcalama metodu veya tamam ama metodu. Diizlem
geometride limitler metodu yalmz egrisel sekillerin alan-
larinin hesabimda ku lanilr.

\‘l' L
N\l
\SS5=
\S=

Kati cisimlerin hacimlerini hesaplarken, bazan parca-
lama veya tamamlama metodunu kullamiriz. Mesela, bir
egik prizmanin hacminin, bir kenarmmin uzunlugu ile o
kenara dik olan kesitinin alaninin ¢arpimina esit oldugunu
gostermek i¢in, ya parcalama metodu (Sek. 53), veya
tamamlama metodu (Sek. 54) kullamlabilir. Baska bir

s R
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deyimle, her egik prizma, bir dik prizma ile esparcalanabi-
len (ve estamamlanabilen) dir. Bu dik prizmanin yan
kenarmin uzunlugu verilen prizmaninki ile aynidir. Tabam
da verilen prizmanin yan kenarma dik olan bir kesitine
denktir, Her dik prizma da bir diizgiin paralelyiizle espar-
calanabilen (ve estamamlanabilen) oldugundan, asagidaki
teoremi elde ederiz: Her egik prizma, esit hacimli bir dik
dortgenler prizmasi e esparcalanabilen (estamamlana-
bilen) dir. Su halde, herhangi bir (dik veya egik) prizma-
nin hacminin hesabinda hem parcalama ve hem de tamam-
Jama metodu basan ile kullamlabilir.

Fakat, bir piramidin haecminin hesabinda bu iki
metoddan hic birisi kullanilamaz. Bunlar yerine limitler
metodu kullamhr: bir takim basamaklardan meydana
gelmis, biraz karisik bir kati cisim goézoniine alahm (Sek.
55), sonsuz sayida kiicitk basamaklara ayirarak (seytan
merdiveni) limite gecelim. Burada ne olabilir? Acaba
matematikcilerin, parcalama veya tamamlama metodlarini
kullanarak, bir piramidin hacminin hesabi icin basit bir
formiil bulamamalar sadece daha az sanslar1 yiiziinden
midir? Hal boyle degildir: bu metodlar bir piramidin
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hacmini veren formiiliin bulunmasinda tamamen yetersiz-
dirler. Boyle bir formiiliin elde edilmesi icin, daha karisik
bir metodun (limitler metodunun) tatbikinden kacini-
lamaz.

Buna kanaat getirmek maksadiyle, piramidin hacim
hesab icin verilen ahsilmis usulii hatirhyalim. ABCD bir
dortyiizlii olsun. Tabam1 ABC, yan kenar1 AD olan bir
ABCDEF egik, ticgen prizmasmr insa edelim (Sek. 56).

Bu prizma {ic ABCD, BCDE, CDEF dortyiizliisiine ayri-
labilir (Sek. 57). Kisah@ temin icin bunlar M,, M, M,
ile gosterelim. M,, M,, M, piramidlerinden herhangi iki tane-
sinin denk taban ar1 ve esit yiikseklikleri oldugu kolayca
gorilebilir. O halde geriye, tabanlar: denk ve yiikseklikleri
egit olan iki piramidin hacimlerinin ayni oldugunun gos-
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terilmesi kalir, Limitler metodu ile ispat ettigimiz bu
iddiadir. Bunu parcalama metodu ile ispat etmenin kabil
olmadigin1 gosterecegiz. Bunun ig¢in, tabanlar1 denk ve
yiikseklikleri esit olan, fakat uygun bir f aditif fonksi-
yonu i¢in invaryantlar: ([12] ye bakimz) farkh olan bir
¢ift piramidin mevcut oldugunu gosterelim. Bunun neticesi
olarak, Hadwiger teoreminden bu iki piramidin esparca-
lanabilen olmadiklar: neticesi elde edilr.

Tekrar Sek. 56 ve 57 ye donelim. M, piramidinin
(yani, ABCDEF prizmasimn insasinda kullanilan ABCD
piramidinin) diizgiin piramid yani, dizgiin bir dortyiizlii
oldugunu kabul edelim. Yardimc1 teorem 16 ya gore (23)
aditif fonksiyonunu, M,, M., M, piramidlerinin ve ABCDEF
prizmasmmin biitiin ikiytizlii acilarinin bir aditif fonksi-
yvonu olacak sekilde genisetmek miimkiindiir. Su halde
f(M,) + f(M.) - f(M,) toplami, ABCDEF prizmasmnin
invaryantidir (yardimec: teorem 17). Bu dik prizma, bir
dik paralelyiiz ile esparcalanabilen o dugundan (burada
biitiin ikiytizli acilar =/2 ye esittir), bu prizmanmn
invaryant: sifira esittir. O halde

f(M,) + (M) 4 f(M;) =0 (41)

dir. M, dizgiin piramidinin f(M,) invaryantimin sifirdan
farkh oldugunu énceden bi iyoruz. O halde

f(M,) = [(M.) = f(M,)

esitligi meveut olamaz. Zira aksi hal (41) formiiliine
uymaz. Buna gére M,, M,, M, piramidleri arasinda invar-
yantlar1 farkli olan bir cift vardir ve doayisiyle bu c¢ift
esparcalanabilen degildir (Hadwiger teoremine gore).
Boylece, tabanlar denk, yiikseklikleri ayni o an ve espar-
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calanabilir olmiyan bir ¢ift piramidin meveut oldugunu
gostermis bulunuyoruz,

Gériilliyor ki, parca ama metodu bir piramidin hac-
mini hesaplamak icin kafi gelmez. Tamamlama metodu
icin ne soylenebilir? Asagidaki teoremden, tamamlama
metodunun tatbik edilemiyecegi derhal goriiliir .

TEOREM. A ve B ¢okyiidlileri Hadwiger teoremin-
deki sartlar gergekliyorlarsa, estamamlanabilen degildirler.

Ispat. Aksinin dogru oldugunu farzedelim. M,, M.,
+++, M. gibi, A ve B den her birine katmakla aym C cok-
yuzliisiinii veren cokyuzliiler meveuttur. Yardimer teorem
16 ya gore, (14) aditif fonksiyonu, M, M., ..., M., C
cokytizliilerinin, biittin ikiyiizlii acilarimin bir aditif fonk-
siyonunu verecek sekilde genisletilebilir. Yardime1 teorem
17 yi tatbik ederek

1(C) = f(4) 4+ f(M) + --- + f(M),
J(C) = f(B) + f(M,) + .-+ 4 f(M)

elde ederiz. Fakat bu esitlikler (1) bagmntisi ile bir
celisme teskil ederler, Boylece, A ve B cokyiizliilerinin
estamamlanabilemez olduklar: goriilmiis olur.

Bu teoremden. diizgiin bir dortytizlii ile bir kiibiin
yalmz esparcalanamaz degil, ayni zamanda estamamla-
namaz olduklar: goriiliir. Denk taban ve esit yiikseklikleri
olan, fakat invaryantlar1 farkhh olan piramid cift'eri de
estamamlanamazlar. Yukarda, bodyle piramid ciftlerinin
meveut oldugunu goérdigiimiizden, bir piramidin haemi-
nin hesabinda tamamlama metodunun kullarilamiyacag
asikardir,

*)} Tamamlama metodunun tatbik edilemiyvecegi, asafida lspatr
verilen, daha genel Sydler teoreminin bir neticesidir.
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19. PARCALAMA VE TAMAMLAMA METODLA-
RININ ESDEGERLIGI *

Bu kitapeigin ik boliimiinde, diizlem cokgenler icin
esparcalanabilme ve estamamlanabilmenin ayni manayi
haiz oldugunu gordiik; yani diizlem cokgenler i¢in parca-
lama ve tamamlama metodlar: esdegerdir. Bunun, 1. Bo-
limde veri'en ispati, alanlar1 esit olan cokgen ciftlerinin
esparcalanabilir olduguna dair Bolyai-Gerwin -teoremine
dayanmr. Biliyoruz ki, iki cokyiizliinin hacimlerinin esit
olmas1 esparcalanabi ir veya estamamlanabilir olmalarim
icap ettirmez. Buna gore, Boliim 1 de kullanilan usullerle,
cokyiizliller icin tamam ama ve parcalama metodlarmmn
esdegerligini gostermek miimkiin degildir. Bu metodlarin,
cokyiizliiler icin esdeger olup olmadiklar: sualine asagidaki
teorem cevap verir.

SYDLER TEOREMI. [ki ¢okyiizlii yalmz esparca-
lanabilen olduklar takdirde (ve ancak bu halde) estamam-
lanabifendirler ( [8] e bakimz).

Bu teoremi birkac vardimel teorsm yvardimi ile ispat
edecegiz.

YARDIMCI TEOREM 18. A ve B espar¢alanabilen
iseler, ayni zamanda estamamlanabilirler.

M, M., ..., M, uygun sekilde birlestirilmekle 4 veya
B nin elde edilebilecegi cokyiizliiler olsunlar. Gerektiginde
B yi kaydirmak suretiy’ e, A ile B nin ortak noktalarinin
bulunmadigim farzedelim. M, her iki 4 ve B c¢okyiizliisiinii
icinde ihtiva eden bir ¢ok yiizlii olsun. M, da M cokyiizlii-
stiniin, A ve B nin disinda kalan parcas: olsun. Kolayca
goriilir ki, M,, M,, M., ..., M. cokyiizli'erini kullanarak
4 ve B cokylizliilerini M cokytizliisine tamamlamak mium-

*) Bu paragraf ilk okuyusta terkedilebilir.
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kiin olur. Gergekten, M,, M., ..., M« cokylizliilerini 4- ¢ok-
yiizliisiinii teskil edecek sekilde birlestirirsek, M,, M,,
M,, ..., M. cokyiizliileri o sekilde birlestirilir ki, B istisna
edilmek suretiyle, butiin M cokylzlisii dolduru mus
olsun; yani bu c¢ok yiizliler M cokyliziiisiinde B yi tamam-
larlar. M,, M., ..., M: cokyiizliilerini B cokyiizliisiinii teskil
edecek tarzda birlestirirsek, A cokyizlistiniin M,, M,,
M., ..., M« ile M cokyiizliisiinii verecek sekilde tamamla-
nabilecegi goriiliir. Buna gore A ve B estamamlanabilirler.

Sunu kaydedelim ki, M, cokyiizliisii, icinde A ve B
cokyiizliileri seklinde iki bosluk olan M cokyiizliisiinden
baska bir sey degildir. Okuyucu M, m bir «cokyiizlii»
olmachgim diisiiniiyorsa, bu cismi «bosluklar» ihtiva etmi-
yen bir takim c¢okyiizliilere «parcaliyaraks» ispati tamam-
hyabilir.

YARDIMCI TEOREM 19. Hacimleri esit olan biitiin
prizma ciftleri esparcalanabilivdirler.

Ilk 6nce sunu kaydedelim ki, eger iki prizmann
tabanlarimin alanlar: esit ise ve paralel diizlemlerde bulu-

VW-’;"‘: ?

AR

€

Sek. 58

nuyorlarsa, ve eger doguranlar: da esit ve paralel ise'er
(Sek. 58), bu prizmalar esparcalanabilirler; zira, Bolyai-
Gerwin teoremine gore tabanlari esparcalanabilirler.
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Bundan su netice cikar: her prizma bir paralelyiiz
(genel olarak egik) ile esparcalanabilendir.

Bundan baska her egik paralelyiiz bir dik paralelyiiz
ile egparcalanabilendir. P egik paralelyliziin tabanimn
diizlemi p, A bu diizlemin bir noktasi, AB dogru parcasi
da P paralelyiiziiniin yan kenar ile esit uzunlukta ve ona
paralel olsun (Sek. 59). I de AB dogrusunun p diiz emin-
deki izdiisiimii, ve m, p diizleminde 4 noktasindan gecip,
[ ye dik olan bir dogru olsun.

Sek, 59

I ve m dogrular {izerinde, kenar'ar1 AC ve 4D olan
dik dortgenin alam, P paralelyiiziiniin tabamninkine esit
olacak sekilde C ve D noktalarini secelim. Tabam bu dik
dortgen ve yan kenar1 4B olan Q paralelytiziinii ¢izelim.
Tabanlar1 hakkinda evvelce sdy enenlere gire P ve Q
paralelylizleri esparcalanabilendirler, Simdi kenarlari AB
ve AC olan para elkenar Q paralelyiiziiniin tabam, AD yi
de yan kenar: olarak alalim; Q paralelyiiziiniin dik oldu-
gunu goriiriiz (AD | AB, AD | AC).

K, @ paralelyiizii ile ayni hacimde o'an bir kiip, ve
a da K nin kenarlarinin uzunlugu olsun. @ niin taban
yerine, bir kenar1 a olan ve alan @ niin tabanina esit olan
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bir dik dortgen alalm; @ ie esparcalanabilir olan ve bir
kenarimn uzunlugu a olan bir dik paralelyiiz elde ederiz.
Bu dik paraielyiiziin uzunlugu a olan kenarini yiikseklik
olarak alr ve tabamm da ayni alanh bir kare ile degisti-
rirsek, K kiibiinii elde ederiz.

O halde, her prizma ayni hacim i bir kiip ile espar-
calanabilendir; bundan, hacimleri esit olan iki prizmamn
esparcalanabilir oldugu neticesi cikar.

Asagidaki yardimel teoremleri ifade etmeden once,
notasyon hakkinda bazi gerekli izahat verelim. A ve B
ortak ic nokta ar1 bulunmiyan iki cokyiizlii olsun. A ve
B nin birlikte isgal ettigi biitiin uzay1 dolduran tek cok-
yiizluyi A -+ B ile gésterelim. Ikiden fazla cokyiizliiniin
«toplamis benzer sekilde tarif edilir. Ozel olarak, eger A
cokyuzlusu M,, M., ..., M. cokylizliilerine parcalanmigsa,
bunu A4 M, + M, + --. -+ M. seklinde ifade edelim,
Bundan baska, eger n tane M, M., ..., M. cokyiizliisiinden
her biri bir M cokyiizliisiine denk ise, yukarda tarif edi en
sekildeki toplamlarim kisaca gostermek igin nM isaretini
kullanacagiz. Bir cokylizli, M cokyiizliisiine benzer ise
ve benzerlik katsayisi ). ise, onu da MW ile gosterecegiz.
Nihayet, ~ isaretini ¢okyiizlii erin esparcalanabilir olduk-
lamm gostermek icin kullanacagiz; yvani A ~ B isareti,
A ve B cokyiizliilerinin esparcalanabilir olduklarini ifade
eder.

YARDMCI TEOREM 20. P, P. .., P:. ortak ig
noktalar: olmwan bir prizmalar dizisi ve P de, hacmi,
P,. P, ..., Prmn hacimleri toplamwna esit olan bir prizma
olsun. Bu takdirde

P] '-l—Pg—{'---. -%_P‘NP
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Bu yardime1 teoremi ispat icin P,, P,, ..., P prizma-
larmdan her biri yerine, tabanlar sirasiyle PolPa .
nin tabanlarina denk, hacimleri de sirasiyla P, Py oovy Pi
nin hacimlerine egit olan =, &, ..., = dik paralelyiizle-
rini alahm. Sonra, bu yeni paralelyiizleri iist iiste verles-
tirelim (Sek. 60). Bu tarzda biiyiik bir = t paralelylizii elde

L
g |
i|||"hm||mnmmmmuuu
U

Sek. 60

| 0
|[||'l A

l
R

iyt

ederiz. = nin hacmi P prizmasinin hacmine esit oldugundan
P'—E—P;—{’-""{"P""ﬁz'f—ﬁ:‘“";‘T:"'"Tr""P

elde ederiz (Yardimer teorem 19 a bakimz).

YARDIMCI TEOREM 21. M lalettdyin bir cokyiizlii
ve n bir tabii say olsun. Oyle bir P prizmas: vardw ki

M® ~ P 4 nM
olsun.

Bu yardime: teoremi 6nce M nin bir dértyiizlii o'mas1
halinde ispat edelim. Bu halde M de, yiiksekligi M nin
yiiksekliginin # kati olan bir dortyiizliidiir,

M™ nin yiiksekligini n esit parcaya ayiralim, ve her
bilim noktasindan tabana para'el bir diizlem gecirelim.
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Bunlar M™ yi n «tabaka» ya aymir. En ustteki M ye
denk olan bir dortyiizlidiir (Sek. 61). Alttakilerden

Sek. 61

lalettayin bir tabakay: alahm. Bu bir piramid kesitidir.
Alt ve iist taban'arimt ABC ve 4,B,C, ile gosterelim. Ust
tabanin A4,B, kenarindan, CC, kenarina paralel olan bir
diizlem gecirelim (Sek. 62). Bu, alt tabam1 4.B. dogru

Sek. 62

parcasi boyunca keser; ve gozoniine alinan piramid kesitini
de iki parcaya aymr: A,B,CA,B,C, prizmasi ile
AA,A,BB,B, cokyiizliisii. Simdi de A,A. kenarindan, bu
son cokyiizliniin BB,B, yiiziine para'el bir diizlem geci-
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relim. Bu, AA.4.BB.B. cokyiizliisiinii yeni iki parcgaya
ayirwr: A,A.A.B,\B.B prizmasi ile AA4,4.4, dortyiizliisii.
AA,A.A, dortylzlisiniin M dortyiizliisime denk oldugu
kolayca goriilir. (Zira, M ye benzer ve ayni yiiksekligi
haizdir.) O halde, en iistteki istisna edilirse, biitiin taba-
kalar, M ye denk bir dortyiizlii ile iki prizmaya ayrilir.
M dortyiizliisiiniin biitiinii, » tane M ve denk dortyiizli
ile bir takim prizmalardan meydana gelir. Yardimci
teorem 20 ye gore bu prizmalar yerine tek bir P prizmasi
koyabiliriz. Bu suret’e

th . i ﬂM

elde ederiz ki bu da, M bir dértyiizlii ise teoremin dogru
oldugunu gésterir,

Simdi M lalettayin bir cokyiizlii olsun. Eger konveks
degilse, M nin yiizlerini ihtiva eden biitiin diizlem erle
keserek, onu sonlu sayida konveks cokyiizliilere ayirirz.
Her konveks cokyiizlii de piramidlere ayrilabilir; bunu
temin icin ¢okyiizliiniin bir O i¢ noktasim alip, tepeleri
bu nokta, tabanlar gokyiizliiniin yiizleri olan piramidleri
disiinmek kafidir (Sek. 63). Nihayet, her piramid de bir

/ T "’I$$\- \\T\\‘t\\\\ \ ,.
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¢ok dortylizliiye ayrilabileceginden (Sek. 64), her cok-
yiizlii sonlu sayida dortyiizliilere parcalanabilir,

M="T. 4T F ... +T (42)

boyle bir parcalanma olsun. Biitiin bu cisimleri n carpam

ile genisleterek
Min) — T,“" _{_ T:fnl ) R 1 T, ()
buluruz. Yukarda ispat ettigimize goére

T.™ o~ Py + 4T, T-™ ~ P, + nT,,

.JI..- r e —{-— Tn) o P: - 'H,Tl
dir; burada P;, P,, ..., P+ bir takim prizmalardir. Su
halde

Mn o (P, 4 P, + _{.. Pi) ._I_
_1" fﬂT. "|‘ ?‘ET: ‘{— LR + 'R-Tl) ~ P —ll— 'nM

dir; burada P, 4 P, -}- ... 4 P: top’amu yerine tek bir
P prizmas1 (yardimer teorem 20), ve 7,, T, .-+, T: nin
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n katlarinmin toplam yerine, (42) ye gore, aM koyabiliriz.
Boylece yardimci teorem 21 ispat edilmis olur.

YARDIMCI TEOREM 22. [Iki ¢okyiizlii estamamla-
nabilen iséler, esparcalanabilendirler.

Bu yardime: teoremin ispatinda verilen bir M cok-
yiizliisiiniin hacmini V(M) ile gosterecegiz. A ve B esta-
mamlanabilen iki cokylizlii olsunlar. O halde d&yle iki
esparcalanabilen C ve D cokyiizlilleri meveuttur ki, 4 ve
B ile tamamlandiklar: zaman denk cokyiizliiler elde edilsin:

A+C=B-+}+D, C~D. (43)

i

(" C cokyiizlisiinii icine alabilen bir kiip, n de
l 1 V(A) sayisindan biiylik olan bir tam say1 olsun.

V(C;
V(C,)
O halde n* > 1 4 , veya n*'V(4) > V(4) 4+ V(C))
V(A4)

dir. Bu esitsizligin her iki tarafini n ile carpahm. #*V(4)
yerine A cokyiizliisiiniin hacmini koyabilecegimizi
diisiinerek

V(Am) > aV(4d) 4+ av(C,) (44)

vazabiliriz. Bundan baska, yardimci teorem 21e gire,
P ve @ prizmalar olmak iizere

A™ ~ P4+ nd, B™ . Q L B (45)
elde ederiz; bu bagintilarin ilkinden

V(AM) = V(P) + nV(4)
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bulunur. Bundan ve (44) den derha! V(P) > aV(C,)
cikar; yani P prizmasimin hacmi, €, kiibiiniin haeminin
n katindan biiyiik olmalidir. Yardimec1 teorem 19a gore,
P nin C, kubii ile taban1 ayni olan bir dik paralelyiiz oldu-
gunu kabul edebiliriz. O halde P paralelyiiziiniin yiiksek-
ligi, en az C, Kkiibuniin yiiksekliginin n kati olmahdir.
Yani, P nin icine €', e denk n tane kiip konabilir; o halde,
daha kuvvetli bir sebepten, P nin icine C' ve denk n tane
cokyiizlii de konabi'ir. P nin icine nC seklini yerlestirelim.
P paralelyliziiniin geriyve kalan kismini (nC nin icinde
olmiyan kismum) T ile gosterelim:

P=T-1 aC (46)

dir. Bundan baska P ve @ prizmalarinin hacimleri esittir
(V(A) =V (B), V(A™) =V(B™) oldugundan, (45) e
gore V(P) =V (Q) elde edi'ir); o halde P ve @ prizma-
lar1 esparcalanabilendirler (vardimer teorem 19):

P ~0Q (47)

(47) yi kullanarak, (43) ve (45) bagmnfilarindan

A v PdnA =T34 nC Fn4d =T 3 n(4d L C)
~ T+ n(B - D)
T+nB 4+ nD ~ T 4 nB + nC
(T 4+nC) +-nB ~ P+ nuB ~ Q 4+ 2B ~ B™

oldugu gosterilir. Su halde A™ ve B cokyiizliileri
esparcalanabilendirler; yani miitekabil denk parcalara
ayrilabilirler. A™ ve B®™ cokyiizliilerinin her birinin
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esparcalanabilen olduklarimi buluruz. Boylece yardimci
teorem 22 ispat edilmis olur.

Geriye Sydler teoreminin yardimel teorem 18 ve 20 ye
esdeger oldugunu soylemek kalir.







EK

1. COKYUZLULERIN ESPARCALANABILENLIK-
LERI ICIN GEREK VE YETER SARTLAR

Simdi Hadwigerin bir yazisinda verilen ( [16] ya
bakiniz), cokyiizliillerin esparcalanabilir olmalar: sartlarim
(ispatsiz) verecegiz, Her A cokyiizliisiine, asagidaki sart-
lar1 gercekliven bir y(A4) sayisimin tekabiil ettirildigini
farzedelim:

(1) Denk, 4 ve B cokyiizliilerine esit sayilar tekabiil
eder: y(4) = x(B) (invaryanthk sarti);

(2) A cokyiizlisu bir takim M,, M., ..., Mx ¢ok-
yiizliilerine parcalanmis ise

y(4) = x(M,) 4 y(M.) + --. + x (M)
esitligi mevcuttur (aditiflik sart1);

(3) A™, A cokyiizliisiine benzer bir cokyiizlii ise
ve benzerlik katsayisi da ) ise, x (A™) = Ay (4)
dir (lineerlik sarti).

Bu sartlarn gercekliyen y ye, bir lineer aditif invar-
yant deriz. Asagidaki teorem céaridir:

TEOREM. A ve B cokyiizliilerinin esparcalanabilir
olmas: i¢in gerek ve yeter sartlar hacimlerinin egit olmast
ve her y lineer aditif invaryantr i¢in x(A) = yx(B)
olmasidar,
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Diger bir tabirle, eger A ve B cokyiizliilerinin hacim-
leri esit ise, fakat esparcalanabilen degillerse, bu takdirde
x(4) # x(B) olacak sekilde bir lineer aditif invaryant
meveuttur. Sunu da kaydedelim ki, Sydler teoremine gore
(yukarda ispat edilmisti), bu estamamlanabilmek icin de
gerek ve yeter sarttir.

Bu sart1 evvelce ispat edilen (paragraf 16) Hadwiger
teoremi i'e karsilastirmak ilgiye degerdir. Orada da bir
f(4) invaryanti kulanmistik, Denk olan A ve B cokyiiz-
lillerinin invaryantlar: da esitti: f(4) — f(B). Bu invar-
yant aditif idi (yardimer teorem 17). Ayni zamanda
lineerdir de (zira A™ cokyuzliisiiniin kenarlarimin uzun-
lugu, A nmin kenarlarimin uzunlugunun ) kat: idi), ve 4
ile AM cokyiizliilerinin iki yiizlii acilar1 esit olduklarin-
dan, f(A™) —= )Af(4) dir (f aditif invaryantinin paragraf
14 de verilen tarifi kullanilmistir). Bununla beraber f
invaryanti, yukarda ifade edilen teoremdeki invaryant-
lardan farkhdir: f invaryant1 biitiin cokytizliiler icin tarif
edilmemistir. Bu invaryant yalmz Hadwiger teoreminde
adi gecen iki cokyiizlii icin tarif edilmisti, ve diger cok-
yiizliilerle karsilastigimiz' zaman da - (yardimelr teorem
17 de), bu cokyiizlillere mahsus f invaryantinin degerleri
icin yeni tarif vermistik.

Sunu da kaydedelim ki, biitiin cokyiizliiler icin ayni
zamanda tarif edilebilen lineer aditif invaryantlarin mev-
cudiyetinin ispati, aslinda elemanter degildir. Boyle
invaryantlar1 * elde etmek (ve yukarda ifade edi'en
teoremi ispat etmek) icin fransfini indiiksiyon denen bir

*) Yalmz bir Invaryantin elemanter bir tarifi vardir; bu da
her A cokylizllsi ic¢in sifir defferini halz olan |nvaryanttir. Bununla
beraber, bu Invaryant: giz oOniine almak bir mina ifade etmez,
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nevi indiiksivondan faydalanmak gerekir ki, bunun ince-
lenmesi bu kitapeigin cercevesi disina cikar.

2. COKYUZLULERIN G-ESPARCALANABILIR-
LIGI

Cokgenlerde oldugu gibi, cokyiizlillerde de G-espar-
calanabilirlikten bahsetmek miimkiindiir; burada G bir
hareket grubudur. (Tabii, kati cisimlerin, Ozellikle c¢ok-
viizlillerin bir hareket grubu anlasiimahdir.) T, uzaydaki
biitiin 6telemelerden meydana gelen grup olsun. Iki cok-
yiizliiniin 7T-esparcalanabilen olup olmadiklarimni arastira-
biliriz. Gene Hadwiger tarafindan ispat edilmis olan
( [7] yve bakimiz) asagidaki enteresan teoremi kaydedelim.

TEOREM. Bir konveks cokyizliiniin bir Kkip ile
T-esparcalanabilen olmas1 igin gerek ve yeter sart, Yiiz-
lerinden her birinin bir merkeze gire simetrik bir ¢olkgen *
olmasidar,

Bundan derhal su netice elde edilir: hacimleri esit
olan ve her birinin yiizleri bir merkeze gore simetrik olan
iki cokyiizlii T-esparcalanabilendirler. Ozellikle, yiizleri bir
merkeze gore simetrik olan iki denk cokyiizlii gozoniine
alirsak, bunlar birbirlerine nazaran nasil dondiriiliirlerse
dondiiriilsiinler, daima birbirleri ile T-esparcalanabilen-
dirler.

(GG-esparcalanabilirlikle birlikte, cokyiizliller ig¢in @
estamamlanabilmek de tetkik edilebilir (G bir hareket
grubudur). ¢ grubu biitiin 6telemeleri ilave olarak ihtiva
ediyorsa (bdtelemelere ildve olarak diger hareketleri de

*)  Sovyet geometriclsi A. D. Alexandroff tarafindan elde edllen
neticelere glire, bu dzellgl halz olan bir cokyiizlii kendl kendisi ile bir
merkeze giire simetriktir,
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ihtiva edebilir), iki ¢okylizli yalmz G-esparcalanabilir
olduklar: takdirde (ve ancak bu halde) G-estamamlana-
bilirdirler. n-boyutlu uzay icin de dogru olan bu teoremin
ispat1, Sydler teoreminin yukarda verilen ispatinda ufak
degisiklikler yapmakla e!de edilebilir ( [5] e bakimz).
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